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RESUMEN

En los Gltimos afios han sido desarrollados una gran variedad
de métodos para calcular 1la distribucion de potencia en el
nicleo de un reactor, entre los cuales los métodos nodales se
han destacado por producir resultados de buena precision
requiriendo bajos tiempos de procesamiento.

Los esquemas nodales actuales contienen varias incognitas por
nodo y por grupo. En los métodos presentados en este trabajo se
ha introducido una realimentacidon no lineal en los coeficientes
de acoplamiento, con objeto de reducir el nimero de incognitas a
una sola por nodo y por grupo. E1 algoritmo resultante es una
formula de 7 puntos y el proceso iterativo ha demostrado ser
estable en el esquema de matrices de respuesta, mientras que en
el esquema de malla gruesa es necesario en general la subrelaja-
cién de los factores de realimentacidn para lograr convergencia.

La forma del flujo dentro de cada nodo esta determinada por
la integracidon parcial de las ecuaciones de difusion sobre dos
de las coordenadas, conduciendo a un conjunto de tres ecuaciones
unidimensionales acopladas cuya solucion se obtiene en base a
un desarrollo polindmico y también en forma analitica. La fuga
neta transversal es la responsable del acoplamiento entre las
direcciones espaciales y para su modulacion se presentan dos mé-
todos alternativos.

La eficiencia de los métodos desarrollados es ilustrada con
resultados numéricos que incluyen su aplicacion al problema
benchmark bidimensional de 1a IAEA.



ABSTRACT

A wide variety of methods to calculate the power distribution
in a nuclear reactor core have been developed in the past few
years. Among them, nodal methods have received special attention,
because they yield accurate results in short computing times.

Present nodal schemes contain several unknowns per node and
per group. In the methods presented here, non-linear feedback
of the coupling coefficients has been applied to reduce this
number to only one unknown per node and per group. The resulting
algorithm is a 7-points formula, and the jterative process has
proved stable in the response matrix scheme. Under-relaxation of
the feedback factors has been found necessary to achieve
convergence in the coarse mesh scheme.

The intranodal flux shape is determined by partial integration
of the diffusion equations over two of the coordinates, leading
to a set of three coupled one-dimensional equations. These, in
turn, can be solved either by using a polynomial approximation
for the flux or by integration (analytic solution). The
transverse net leakage is responsible for the coupling between
the spacial directions, and two alternative methods are
presented to evaluate its shape.

Numeric results, which include the IAEA two-dimensional
benchmark problem illustrate the efficiency of the developed
methods.
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I.INTRODUCCION

E1 cadlculo preciso de la distribucion de potencia
en el nicleo de un reactor durante un transitorio, o también en
estado estacionario, es un problema importante desde el punto de
vista del disefio, el andlisis de seguridad y la gestidon de com-
bustible. Esta distribucidn se obtiene resolviendo las ecuacio-
nes de difusidn en pocos grupos de energia (generalmente 2) en
todo el volumen del reactor, que en esta etapa del calculo se 1o
supone compuesto de grandes regiones homogeneizadas, nodos de
ahora en mas, que generalmente son secciones verticales de un
elemento combustible con su refrigerante y moderador. Las sec-
ciones eficaces que representan las propiedades neutrdonicas de
cada nodo se obtienen de una secuencia de calculos previos de
transporte con buen detalle espacial ¥y energético. En todo este
trabajo estas magnitudes se suponen conocidas y los errores
obtenidos en las distribuciones de potencia calculadas por Tlos
métodos aqui desarrollados, estdn asociados unicamente al método
en cuestion. De esta manera no se tienen en cuenta los errores
producidos por el proceso de homogenizacion, el cual constituye
de por si un amplio tema aparte.

Una gran variedad de métodos han sido desarrollados para
resolver este problema. E1 mds conocido y directo es el método
de diferencias finitas, que necesita de una malla fina (del
orden de una longitud de difusidon) para obtener resultados pre-
cisos. Pero el uso de una malla fina para calcular los grandes
nicleos de los reactores de potencia incrementa sensiblemente
las necesidades de memoria y tiempo de procesamiento. Dado que
generalmente el interés estad centrado en conocer Tlos valores
promedio de la potencia por trozo de elemento combustible, el
cilculo de la distribucion fina significa un esfuerzo innece-
sario.

Existen otros métodos que en base a ciertas aproximaciones
evitan el calculo de esta distribucion fina; entre ellos se
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distinguen los 1lamados métodos nodales. En estos métodos el
problema original de hallar la distribucion de flujo y potencia
en todo el nidcleo del reactor es resuelto en dos etapas, que

consisten en:

1) encontrar una solucidon general al problema local de
difusion dentro del nodo en funcion de un nidmero de
parametros libres que se ajustaran mas tarde,

2) acoplar las soluciones locales de todos los nodos del
sistema para definir los parametros 1libres de 1la
solucion general. Esto constituye el problema global
de los métodos nodales.

Una presentacidn general de la teoria de los métodos nodales
y sus aplicaciones mds conocidas puede encontrarse en el
capitulo XI de la referencia 10. Métodos mds avanzados estan
desarrollados en las referencias 1, 2, 3, 6 y 9, que junto con
la 10 constituyeron la bibliografia basica de Tlos métodos
desarrollados y presentados en este trabajo.

Dados los valores del flujo y sus derivadas sobre 10s contor-
nos del nodo, la solucidon local ¢(r) debe satisfacer 1la ecuacion
de difusion dentro del volumen V del mismo:

_szé(r) + L @(0) = Q1) (I.1)

Existe una ecuacidn para cada grupo de energia y el término
de fuente viene dado, para el grupo g, por la expresion:

Qqr) = LZ'&%’% 94tr) + %nglngg dg:(0) (1.2)
9%3 g

donde Igq'g €S la seccion eficaz de transferencia del grupo g'
al g. Para claridad de notacidn, el subindice del grupo sera
omitido en aquellas expresiones que relacionen magnitudes per-
tenecientes a un mismo grupo, caso de la ecuacion (I.1).
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Una vez conocida la solucion del problema local, resta esta-
blecer el acoplamiento entre los nodos del sistema, para lo cual
existen al menos dos alternativas: utilizar la continuidad sobre
las interfases nodales del flujo (¢) y la corriente neta (J), 1o
que conduce a las ecuaciones de malla gruesa; 0 utilizar como
variables de acople las corrientes parciales entrantes (j7) y
salientes (j*) con 10 cual las ecuaciones resultantes son del
tipo de matrices de respuesta. Ambas formulaciones son equiva-
lentes desde el punto de vista de los resultados que de ellas se
obtienen, ya que en el marco de la teoria de difusion estas
magnitudes estdn relacionadas entre si por 1las siguientes
expresiones:

¢

"n

Z(j++j-) 3 =

(1.3)

rle. ©os

Jo. ¥ J-:
Las ecuaciones resultantes en cualquiera de los dos esquemas
se caracterizan por tener tres incdgnitas por nodo y por grupo,
una correspondiente a cada direccion espacial. Introduciendo
una realimentacidon no lineal en los coeficientes de acoplamiento
es posible reducir el nimero de incdgnitas a una sola por nodo y
por grupo, y llegar asi a una ecuacion de 7 puntos para el
problema global. Este tipo de ecuaciones pueden ser resueltas
rapidamente por métodos iterativos bien establecidos, como por
ejemplo el de Gauss-Seidel. La actualizacion de los factores de
realimentacion no lineal, y consecuentemente de los coeficientes
de acoplamiento, se produce en un lazo exterior que puede coin-
cidir con la actualizacidon de otras cantidades, por ejemplo la
fuente de fision en el método de iteracion de fuente para las
iteraciones multigrupo.

La manera en que la realimentacion no lineal es introducida
hace que surjan diferencias importantes en las caracteristicas
de convergencia de las ecuaciones resultantes, segin se aplique
al esquema de malla gruesa 0 al de matrices de respuesta. Este
aspecto se trata detalladamente en el capitulo IV.
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E1 capitulo II describe 1a parte del tratamiento del problema
local que es comin a los métodos desarrollados en los capitulos
IV y V. En el capitulo III se detallan las aproximaciones hechas
sobre esa importante magnitud que es la fuga neta transversal,
definida en el capitulo II. E1 capitulo VI contiene 1a descrip-
cion de un método aproximado de matrices de respuesta que se
obtiene eliminando Tla realimentacion en las ecuaciones. Los
resultados numéricos obtenidos con los métodos desarrollados en
sus diversas aproximaciones, son presentados y analizados en el
capitulo VII. E1 capitulo VIII cierra este trabajo con 1las
conclusiones obtenidas de la presentacion de todo el material.
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II. EL PROBLEMA LOCAL. PASO 1

La tarea principal del problema
local consiste en determinar la forma del flujo dentro del nodo,
la cual se necesita para calcular los coeficientes de acopla-
miento que caracterizan las formulas del problema global.

La obtension de una solucidon al problema local se logra en
dos pasos sucesivos; el primero de ellos consiste en aplicar el
método de los semimomentos /12/ a la ecuacion (I.1) y transfor-
marla en un conjunto de tres ecuaciones unidimensionales acopla-
das, wuna para cada direccidon espacial. Estas ecuaciones se
obtienen promediando 1a (I.1) sobre dos de las coordenadas noda-
les. En el método general de los semimomentos esta integracion
se hace en sentido de residuos ponderados con ciertas funciones
de peso Wy, con k=0,...K. Trabajando con nodos rectangulares
en geometria cartesiana, se tiene para 1la direccidon x 1la
siguiente ecuacion:

hy he

{ 5 Iwh(slz)i_pvz(j(_r)+Ird(\:)-Q(!‘)§ dyde=0  (11.1)
b by

0

La aplicacion de este método en el presente trabajo utiliza
solo el orden mds bajo de la aproximacién, k=0, para el cual las
funciones de peso correspondientes son Wp=l. Se habla entonces
de semimomentos de orden cero. En este caso la ecuacidon anterior
se reduce a:

2
d_fxo‘) + Le ¢x(") + DLyx) - Qxx) = 0 (I1.2)
dx

donde:
hy ha

S dury dy dz (I1.3.a)
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hy hz
Q0 = : ([Q(:)dgh (11.3.b)
hyhs 0 0
- h& ’ ] A (I1.3.¢)
L = - 2 Hyﬂm_a_qécn}dm e
hyhe ) J(0g  3¥

son los semimomentos de orden cero (en la direccion x) del
flujo, la fuente y la fuga neta transversal, respectivamente.
E1 semimomento de orden cero ¢4(x) es el valor del flujo en 1la
posicidon x promediado sobre las otras coordenadas nodales; si
éste a su vez es promediado sobre x, se obtiene el valor prome-
dio nodal del flujo: h

X
{
¢ - T(x“‘)d"
X 0

La resolucion de las ecuaciones unidimensionales resultantes
para 1os ¢x(x) constituye el paso 2 de la solucion al problema
local y se ataca de dos maneras distintas originando los métodos
de expansion polindmica y analitico, descriptos en detalle en
los capitulos IV y V respectivamente. Para entonces conviene
tener las ecuaciones unidimensionales expresadas en coordenadas
u, vyw, definidas en el intervalo [-1,1] segiin:

U.:—ZI—X-J_ V:é_a..i W:-@.E-L
hx ‘"j hg
Las expresiones resultantes en términos de estas coordenadas
son:
4D d";ﬁ
- ul4) +Zr ¢u(“) + DL - Q) =0 (11.4)
hu d.l("
A |

Al = —:—S f Bruwy dv dw (11.5.a)

- -4



- 18 -

{
QW) q—_[ ( Q) dvdw (11.5.b)

| 2

a l' a uv

=5 ) {ﬁl sl s LEE
-1 -4

Las tres ecuaciones (II.4), también 1lamadas ecuaciones direc-
cionales de aqui en adelante, estan acopladas por medio de la
fuga neta transversal DLy(u), que actiia como un término de
fuente heterogénea.

E1 método de los semimomentos esta considerado como una de
las técnicas mids eficientes para generar algoritmos nodales y en
&1 estian basados los mds exitosos métodos nodales actuales/2,3,
6,9/. Su funcidn es la generacidon de las ecuaciones direcciona-
les (I1.4), cuya solucidn serd obtenida del desarrollo finito de
¢ylu) en polinomios de Legendre en el capitulo IV, 0 en el
tratamiento riguroso detallado en el capitulo V. Para poder
resolver estas ecuaciones es necesario primero conocer la depen-
dencia funcional de L,(u), que puede ser obtenida por algin
camino independiente, con 1o cual, desde este punto de vista, el
método tiene caracteristicas de "abierto". Esto constituye 1la
parte esencial del algoritmo, mids alla del método que se utilice
en la resolucion de las ecuaciones direccionales.
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LA FUGA NETA TRANSVERSAL
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III. LA FUGA NETA TRANSVERSAL

Una de las caracteristicas del
método de los semimomentos es que permite hacer aproximaciones
independientes sobre la magnitud Ly(u). Cualquier prescripcion
acerca de como hallar esta dependencia funcional constituye una
aproximacion al problema del acoplamiento entre las direcciones
espaciales, que tendrd efectos sobre las distribuciones de flujo
y potencia calculadas, especialmente en problemas cuya solucion
no es espacialmente separable.

Establecer la distribucion de la fuga neta transversal L,(u)
a partir de su definicidn, ecuacion (Il.5.c), requiere el
conocimiento de la solucidn local ¢(r) y su diferenciacidon sobre
las interfases nodales. Aunque ¢(r) puede ser reconstruido a
partir de los semimomentos ¢,(u), esta solucidn esta caracteri-
zada por tener grandes errores en las cercanias de los contor-
nos, especialmente en el orden cero del método. Ademds el proce-
so de diferenciacion amplifica estos errores en un orden de mag-
nitud /12/, con 1o cual las distribuciones resultantes estan
lejos de ser precisas.

Existen otros métodos a partir de los cuales la distribucion
Lu(u) puede ser determinada utilizando informacidon de los nodos
vecinos. La gran mayoria de los métodos nodales actuales cons-
truyen Ly(u) directamente de los valores promedios de esta mag-
nitud sobre tres nodos consecutivos, sobre los cuales se ajusta
una expresidon cuadrdatica en base a ciertas condiciones aproxima-
das de continuidad en las interfases. De esta manera L,(u) re-
sulta en una parabola dentro de cada nodo. Por esta razdon se los
11ama métodos de Aproximacion Parabdlica Directa (APD) /3/.

La solucidn al problema global suministra el valor promedio
del flujo nodal y el promedio de las corrientes (parciales ¥y
netas) sobre 1las interfases nodales. E1 valor promedio de
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Ly(u) se obtiene a partir de estas magnitudes, de la siguiente

manera:
f {

2
2.3¢vd 2 9 Gy
[.u[ll)_-. j hz; » z“) V' J‘Ea—wl('w dw (IT11.1)

donde la desaparicion de una variable (u,v,w) corresponde a
haber tomado el valor promedio sobre l1a misma, por ejemplo:

{

¢@q = S d@vw w

-4
Reconociendo que:

i
( ¢(“) dv - i{_ = _¢(u,v) p L9 ¢(u,v)
Wy ov¥ el hv Ov Vatd hy OV Va-1

y definiendo 1las corrientes netas sobre las interfases como
positivas en la direccidon normal saliente:

UL EY
(u'r'i = - L — @-JV
¥ ) hv om, )Vzti

la ecuacion (III.1) se transforma en:

(111.2)

l.u(u) - iZ‘hi P\,@t.ﬂ) + Jv(l‘-ri)} (I11.3)
D v

VAL

Con el fin de compactar la notacidon, se introducen 1la
convencion:

Jye (W) = Jy (4, t1) (111.4)

y 1os*conceptos de componente simétrica (Jy(u)) y antisimétri-

ca (Jy(u)) segin:
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Jv(u) = Jw(lt) + Jv—@*) (I111.5.a)

T @ - Jy-w (I111.5.b)

Ty @

con los cuales, utilizando las expresiones (I.3), se tiene para
Lylu):

NOIE %Lﬁ(ﬂ:w- j;(u)) (111.6)

V#u

Promediando esta ecuacidon se 1lega finalmente a la relacion:

L, - %Lﬁ(J:'Jv) (111.7)

VU
con las cantidades:

: +
4 1
.= = S fow du
L -
representando el valor promedio de las corrientes salientes (+)

6 entrantes (-) al nodo por ambas caras de la direccion v,
transversal a la u.

La ecuacion (III.2) corresponde a la definicion de la co-
rriente neta en la direccion v transversal a la u. Para el caso
de 1la corriente neta 1longitudinal, corresponde la siguiente
expresion:

J wy) = - ad ﬁ.d@g)
hy Ou

w

la cual, al ser promediada sobre v, conduce a:



s 99w

T - £ 4w T
hu_ d.LL

Es decir que el semimomento de orden cero de la corriente neta
longitudinal en una determinada direcidn esta relacionado direc-
tamente por la ley de Fick con el correspondiente semimomento
del flujo en esa direccion. Esta relacidon sera utilizada en los
capitulos IV y V.

En este capitulo se describen dos métodos desarrollados para
determinar la distribucion Lu(u) en base a la siguiente aproxi-
macidn sobre la forma del flujo intranodal:

4
¢CI-L.VN)=L Amn @) Foo) Paw) (I11.9)
Pn,h:-.O

con los coeficientes de expansidon definidos por:

{1
Amn() = Mﬂ( I ¢(u.v,w) Pty Friv) dv dw
- -1

En particular, para Aggl(u) resulta:

AgW) = ¢u(“) (111.10)

es decir que el desarrollo (III.9) reproduce correctamente el
semimomento de orden cero del flujo en la direccidon u, mientras
que constituye una aproximacion de segundo grado para las direc-
ciones transversales v y w.

Promediando la ecuacion (III.9) sobre una de las coordenadas
transversales, la w por ejemplo, se obtiene:
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%
é&,v) = ¢u(“) + Z‘Amu@) Fm(") (EE1.11)
m=1

Utilizando las relaciones (I.3) se tiene para los extremos v=tl:

Pl e0) = E'(ﬂzt(")'*j;.tm)) = G, * Ap) + Az

de donde se puede despejar Ajglu) y Apglu) como:

4% oK
Ao w) = 3,,(u) + )W (I11.12.a)
Aeo W = 5:00 t ﬂ;uo - . (I11.12.b)

Derivando la ecuacion (III.11) sobre los extremos v=tl, se

obtiene:

¥

RIS I O WO L PORR L)
b On, fvoag YYETVVE hy

Reemplazando Ajglu) ¥y Azo(u) por sus expres1ones (rrr.12),

el sistema resultante se resuelve para ﬁwtﬂ 11egandose, después

de un poco de dlgebra, a la expresion:

-|- .- i
Jow= R ue + T w4 %Av ) (111.13)
con las definiciones:
dv
d, . &2 ' B, o (111.14.a)
' hy ! ! l+6dv ’
B i-2dv : T, = L(.p. I11.14.b)
v rod, : v Z( P Av) (
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La ecuacion (III.13) muestra que en cualquier plano normal a
la direccion u, 1a corriente promedio que abandona el nodo por
el lado v=+1 ( JV+MJ) se compone de tres contribuciones que son
proporc1ona1es a la corriente promedio entrante por ese mismo
lado ( jutq ), a 1a suma de las dos corrientes promedio entran-
tes por los lados v=t1 ( 4, ), y al valor promedio del flujo
en dicho plano ( ¢y(u) ).

La corriente saliente j,(u) se obtiene sumando el par de
ecuaciones contenido en la (III.13) para dar:

j:(“) = (I-AY) j;(”) + —?E- Av P ) (111.15)

De esta ecuacion y la (III.6) se obtiene:

W 4 CETT18)
[, = A—"{ﬁ—“ : (u}
(= 5 AR
Vi

La aproximacidon (III.9) para la forma del flujo esta conteni-
da en los coeficientes Ay, oy ¥ Ty, por To que la ecuacion
(I11.16) resulta a su vez una aproximacion a la (III.6) para
calcular Ly(u). Por este motivo la (III.16) sera utilizada
para determinar la forma de Ly(u), mientras que su valor pro-
medio L, sera obtenido directamente de 1la solucion global
segin la ecuacion (III.7).

A partir de este punto, el tratamiento es diferente para cada
uno de los dos métodos presentados en este capitulo. En el pri-
mero de ellos se establece la continuidad de las corrientes par-
ciales sobre l1os contornos de cada interfase nodal paralela a la
direccidon u. Estas dos condiciones por direccidon y por cara, mas
la continuidad del valor promedio de Tas corrientes parciales
sobre cada interfase, hacen posible una expansion de segundo
orden (parabdlica) para Ly(u). Es inmediata l1a similitud entre
este método y los previamente descriptos como APD, con la dife-
rencia que aqui la continuidad de las corrientes parciales tiene
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un sentido fisico preciso que estda ausente en los APD origina-
les. Dejando éstos de lado y para distinguirlo del que a con-
tinuacidn se describe, en toda sucesiva referencia a este método
se retendra el nombre APD.

En el segundo método presentado aqui, se postulan n ecuacio-
nes de continuidad en cada una de 1las dos direcciones per-
tenecientes a una dada interfase nodal. Estas n ecuaciones
corresponden a la continuidad de los n primeros momentos loca-
les, en cada direccidon, de las corrientes parciales normales a
dicha interfase. Esto sugiere el nombre de Expansidon en Momentos
Locales, que sera escrito abreviadamente como EML(n), siendo n
el orden de la expansion.

ITI1.1 Aproximacion parabdlica directa:

La distribucion de 1a fuga
neta transversal se supone aqui representada por la siguiente
expansion cuadratica dentro del nodo N:

LH.N (u) = le ﬂ(k) + %[Lum‘,_u.u) ?1[11) i { i(’.um +Lu-N)-luNI P&('{) C(IT11.17)
donde:
|
i 1 Luu@)du es el valor promedio de
Ay la distribucion
Lu+” = Luu(ti) son los valores extremos
Tiun !; 0,{2 es el l1-ésimo polinomio

de Legendre

De la ecuacidn (III.7) se obtiene el valor Lyy; las otras
dos constantes de expansion Lys+y Se obtienen planteando 1la
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continuidad de las corrientes parciales sobre los lados de 1las
caras u=t1l. Asi, si K es un nodo vecino a N en la direccidn
v y B indica la cara u=tl, se tiene sobre la arista unidon de
las caras NK y B, las ecuaciones:

; o -

dﬁkh = jv+5n = JV-BK

; a ol
ﬂKNb 3v+au = jv-BK

Planteando la ecuacion (III.13) sobre dicha arista e introdu-

ciendo las ecuaciones de continuidad se puede resolver el

sistema resultante, obteniendo para jgyg 12 expresion:

Avk Pox + Poc Avn Pen
{ - P Ron

Tvx S;BK + P Tow i;au /!
jKNb = Py
L- Pk Pn “

En el lado izquierdo de esta ecuacion la direccidon v estda impli-
cita en el doble indice KN. Los flujos ¢pk ¥ ¢py que en ella
aparecen son los flujos promedio sobre las caras B de ambos no-
dos, conocidos de la solucidon al problema global.

Sumando jgyp Para ambos vecinos K en la direccion v, se
llega a la siguiente ecuacidn para la corriente parcial entrante
a la cara B del nodo N a través de la direccion v:

d\'an = Z_.QKN ﬁvax t Svau (111.18)
K()
con:
-1
Qo = o dyw = | L-Tww R (111.19.a)
L- o Pon 1- P fun

K(v)
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5vm.=

(I11.19.b)

A vN Z‘ Aw ¢5x + P Awi ébﬂ
) { - P P
La ecuacion global (III.18) de tres puntos para resolver j:ﬁN

es la equivalente al sistema tridiagonal del método utilizado
por Finnemman /2/ para determinar la modulacion de l1a fuga neta
transversal.

Una vez resuelta la (III.18) se calculan los valores Ly+y
a partir de la ecuacion (III.16) como:

4 ) Aw (@ ) ) (I111.20)
LI'J...N = :DN hv Z‘ JVBN
Vil

Para los proximos capitulos conviene tener 1la expresion
(I11.17) escrita en forma compacta como (omitiendo el indice
del nodo):

l_u(u) = L, + {u. Pl (111.21)

con:

&~
=
Il

col (Lu,l.uz.) P - col (R, hw) (111.22.a)

Lug

é (Ll.u - I.q_-) Lu,g = %(Lm"’l.q-) - Lu_ (II1.22.b)

Usando las ecuaciones (III.7) y (III.20) se tiene para ég :
T ¥ %

Z&(ﬂ_ L)
i:u = — (I11.23)
N D

| LiA(b n) (i1
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donde:

Bus + P Iy« j, RN

P,
45 . B -t L. Jen- fey

son las componentes simétricas y antisimétricas respectivamente
de los semimomentos del flujo y 1la corriente transversal
entrante a la direccidon u por la direccion v.

%
E1 vector é& puede ser descompuesto en la diferencia é&“éﬁ'
siendo {; proporcional a 1a modulacion de la componente entrante
de la fuga neta transversal. Esta separacion resultara atil en
el capitulo VII cuando se analicen los métodos presentados en
base a resultados numéricos obtenidos con ellos. Asi se tiene:

_ p _
A g
£+ ) 1 o hY Ll'
Y (111.24.a)
1 g, it
Z_{Av_u_j +(-A) 3,}
hy 4
L Yéuw -
) ALY ]
- A o hv 2
o(u = — - (I11.24.b)
“03| el
v \ 2 "J
- Viuw

En particular, si las corrientes transversales entrantes a 1la

direccion u tienen una distribucidon plana, entonces se cumple
_* - - -

que 1, :=0 y I, =2),, con 1o cual aCu se anula.

Antes de pasar a la proxima seccion, donde se desarrolla el
método EML, conviene resumir los pasos para obtener L,(u) en
el siguiente algoritmo:
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1) dados los datos del problema se calculan Ayy, PyN ¥
Tyny de las ecuaciones (III.14), y agy y ayy de las
(111.19.a), en todos los grupos y para todos 1los nodos;

2) con los valores mds recientes de ¢gy Yy de jiN se
construye la fuente Sygy segin la (ITI.19.b) y Lyy
con la (III1.7);

3) se resuelve jygy de la ecuacidn (III.18);

4) se calculan Ly+y segin la (III1.20);

5) se construyen 1os elementos de égﬂ de las ecuaciones
{111.22).

E1l paso 1) se hace una sola vez al principio del calculo y los

pasos 2) a 5) se ejecutan antes de calcular la fuente (en cada
grupo) de las iteraciones interiores.

II1.2 Expansion en momentos locales:

En este método la distribu-
cién de 1la fuga neta transversal esta representada por el
siguiente desarrollo en polinomios de Legendre:

L
Lan() = LLMN P @ (111.25)
-0

Aqui L indica el orden de expansidn, que en la convencidn adop-
tada se lee EML(L). Los coeficientes Lyjy son los momentos
locales de la distribucidn Lyy(u), definidos como:

{

Luty = z'!&“ g R Lunt) du © (111.26)
-1

Introduciendo la ecuacidn (III.6) para Lyy(u) se 1lega a la
siguiente:



o Ff =

LY it
,.ulu * 3, Z‘h_"(jvm-dvm) ekt

ViU
+

donde la definicidon de los momentos locales jGIN es similar a
la de los Lyjy- En particular el momento de orden cero viene

dado por:
-+ . X

dWm = jVN

las cuales son conocidas de la solucidon al problema global.

Multiplicando las ecuaciones (III.13) por 0.5%(21+1)*Py(u)
e integrando sobre u, se obtienen las siguientes relaciones
entre los 1-8simos momentos locales del flujo y las corrientes
transversales:

4 i

et = f 5;:! + Ty by o+ %-Av Bug (111.28)

Las condiciones de continuidad localizadas sobre las aristas,
propias del método APD, son sustituidas aqui por condiciones de
tipo integral al requerir que cada momento local de las corrien-
tes transversales sea continuo al atravezar la interfase NK en-
tre los nodos N y K vecinos en la direccidon v. Asi, para el
1-ésimo momento, éstas quedan expresadas como:

) e : B
Mg = jv+lN = jV-.lK

-

Jvn

u
'I.T

: +
Jknt dv1x

Utilizando estas ecuaciones en el sistema (II1.28) planteado
sobre dicha interfase, se resuelve para jgy) dando:
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Tuk j;li( + B Tow 5;!.!! + kY Avk Pulx + P Aw Butn
1 = P\'K PVN. q 1- PVK PVN

jkN! =

Sumando jkyj Sobre ambos vecinos K en la direccidon v, se ob-

tiene la ecuacion de tres puntos para jﬁut

Jvn = LQKN Jak + Suw (111.29)
k(v)

Los coeficientes agy son los mismos de la ecuacidn (III.19.a)
pues no dependen del grado 1 del momento local.

E1 término de fuente viene dado por:

v {
Sv.ln:% LAVKdH!K+PVKAN¢HN T
4 k) { - Puk Pun

con ayy definido en la ecuacidn (III.19.a).

Una vez calculados los jyjys 10s momentos Tlocales Lyyy
de la expansidn (III.25) se obtienen a partir de la (III.16)

como:
1 oA Aw [ Buy i
aw = = [ = (5= - Jux (111.31)

Esta expresion sera usada para los momentos locales 1=1,...,L,
mientras que el momento L,gy serd obtenido directamente de la
solucidn global segin la ecuacion (III.7).

La expresion vectorial equivalente a la (III.21) viene dada
ahora por:



Ly = Ly + 9{-;@ (111.32)
con:

ko = cof (Lug, ..., Lu) (111.33.a)

Py = col (Aw, ..., Rw) (I11.33.b)

De la ecuacion (III.31) se obtiene:

[e(-i)

Vil
{ { : (I11.34)
) -
&_ [¢u|. _ J;L)
nw VG
i V#I.L -
1‘ -
el cual puede ser escrito como antes en {_““i(.‘.‘i segun:
¥ A
$, = =02 B (111.35.a)
- 4D Ldhy
Vil

(I1I1.35.b)

£
|
I~
Ey

-

con:

S.
=
"

cod (Q‘u.j_: e ?Stu.)

n

ii col (3;1.--*, J;L)

Nuevamente en el caso particular de una distribucidon plana de

las corrientes transversales entrantes la direccion u, se

a
tiene jy1=0 (1=1,...,L) 1o que resulta en ij:=g.
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Finalmente, el algoritmo para calcular L,(u) segin el méto-
do EML consiste en los siguientes pasos:

1) calcular los coeficientes Ayns PyNs TyNs aKN Y
ayy de la misma manera que en el paso 1) del método
APD;

2) con los valores mis recientes de o,y (1=1,...,L) se
calcula la fuente Syjy segin la ecuacidon (III1.30). En
el proximo capitulo se verd como calcular Tos momentos
locales ¢, 1N @ partir de la so1uc16n+g1oba1;

3) con los valores mis recientes de jyy se calcula L,y
segliin la (III.7);

4) se resuelven los jyjy de la ecuacidon (II1.29);

5) se calculan de la ecuacion (III.31) los momentos LyjNs
que son directamente los elementos de éﬁ: F

Tal como en el método APD, el paso 1) se realiza una sola
vez al comienzo del calculo, mientras que los pasos 2) a 5)
son ejecutados dentro de cada grupo antes de calcular la fuente
de las iteraciones interiores.



35 -

CAPITULO IV:

METODOS DE EXPANSION POLINOMICA
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IV. METODOS DE EXPANSION POLINOMICA

En este capitulose describen
tres métodos nodales cuya caracteristica comin es la manera en
que se ataca la resolucidn de las ecuaciones direccionales
(11.4). La técnica consiste en expresar la solucidon como un de-
sarrollo finito en funciones polindmicas (polinomios de Legendre
en este caso), cuyos coeficientes indeterminados seran obtenidos
aplicando el método general de residuos ponderados. La solucidn
asi obtenida constituye una aproximacidon a la solucidon rigurosa
que serda determinada en el capitulo V.

Las ecuaciones (II.4) contienen, ademdas de la fuga neta
transversal, el término heterogéneo de la fuente Q,(u), el cual
sera evaluado en base a desarrollos similares a los del flujo en
la seccidn IV.2.

En el tratamiento del problema global es donde se mani-
fiestan las diferencias entre los métodos mencionados. E1 pri-
mero de ellos, desarrollado en la seccion IV.3, corresponde a un
método de matrices de respuesta obtenido al utilizar 1las
corrientes parciales como variables de acople. Los otros dos
restantes en cambio son métodos de malla gruesa, donde 1las
corrientes netas reemplazan a las parciales en el papel del
acoplamiento. Dentro de esta similitud, ambos métodos difieren
en que en uno de ellos, el Tlamado método Y+Y% , se intenta
explotar 1a linealidad de 1a ecuacidn de transporte para separar
en el flujo las contribuciones debidas a fuentes propias del
nodo, de las provenientes de las corrientes netas entrantes
sobre las interfases.

En todos los métodos se aplica la realimentacidn no lineal
con objeto de reducir el nimero de incdgnitas a una sola por
nodo y por grupo. Esta realimentacion se introduce de manera
diferente en cada uno de los tres métodos, obteniéndose ecuacio-
nes cuyas propiedades de convergencia son analizadas en cada
caso.
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IV.1 E1 problema local. Paso 2:

Se trata de encontrar una solu-
cion de las ecuaciones direccionales (II.4) basada en las si-
guientes suposiciones:

L

Put) = Z, fu R (Iv.1.a)
£=0
LL

L= L Loy fity LLgL (IV.1.b)
1=0

L
Qutv) = Z, dur P (IV.1.c)

=0

Estas expresiones representan los desarrollos en momentos
locales de las magnitudes respectivas. Estos momentos estan de-
finidos formalmente por ecuaciones analogas a la (III.26) para
la fuga neta transversal. Los momentos qy] S€ suponen conocidos
por ahora; su derivacidn se detallarda en la seccion IV.2.

La solucidon a las ecuaciones (II.4) debe cumplir con dos
condiciones de contorno sobre las caras u=x1 del nodo. En con-
diciones de tipo Dirichlet esto implica conocer los valores
¢y+ ; ademds el momento local de orden cero ¢,o es el flujo
promedio nodal, conocido de la solucidon al problema global. Por
1o tanto hacen falta ecuaciones extra, en numero (L+1)-3 = L-2,
para poder determinar todos los momentos ¢,7- Estas ecuaciones
son obtenidas por el Método General de Residuos Ponderados /12,2f
que en el esquema de Galerkin consiste en anular los momentos
superiores de la ecuacion (I1.4), usando como funciones de peso
las mismas de la expansion, es decir 10s polinomios de Legendre.
Asi se tiene:

(IV.2)

u

{
g PP(H) {-if--?f‘lm) ik ¢u{“) + Dlu@) . Qu(u)} du = O

-1
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con p=1,...,L-2. Insertando las expresiones (IV.1) esta ecuacion
se convierte en:

L L Lt " L

L
Zé“' Ln-_‘zZcﬁucpt__":querwﬁl%tﬂu =0 (1v.3)
=1 K [ d [ 1

1=4

L
con el parametro adimensional Ky definido segin:

L 4D
u

Ku = <
he Lv

(IV.4)

y los elementos bp] Y ep dependiendo sdlo del conjunto de fun-
ciones de peso y expansion:

L
} 3
brl = 5 Pp(“) j_s.P!(u) du (IV.5.a)
ey o
{
2
€p :J P Ry du - ™ Spy (IV.5.b)
-1

Valores numéricos de la expresion (IV.5.a) para los primeros
ordenes se exponen en el Apéndice I.

Introduciendo notacion matricial el sistema de ecuaciones
(IV.3) se puede poner:

i (L) L
By L EG _hu £1 .4y ohu E.% - O (1V.6)
K 4 4D
con:
g . ibu} matriz de E:lHL] (IV.7.a)

j@g: col (¢u1:-'-1¢ut)

(IV.7.b)
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E o fen]  metm [L-axt] (1v.7.c)
fq: iéq} matrns de [Lx Lt ] (IV.7.d)
Lus cot (Lutyene, Lun) (1v.7.¢)
Qu : ol (Jui,eer, %u) (IV.7.f)

definiendo ahora:

Ho = B _— . E (Iv.8.a)
~ ~ K&
un
_S_R = ‘(“ -ia_u (IV.8.b)
D
la ecuacion (IV.6) queda expresada:
2
Ho. $u _ hu E Sy =0 (1v.9)
~ wer— Li AN —

La matriz Hu depende de las propiedades y dimensiones del nodo
a través del parametro ku ; el vector S¢ contiene el detalle la
modulacion de 1a fuente y de la fuga neta transversal.

Escribiendo el vector $u como $ua®fuy, donde Pua = col (fus,dus)
y Qub- COI(%;,...AM) , ¥y separando la matriz Hy segin:

i
|

dﬁ = H&a 1 %ﬂ
1
]
]

con Hym de dimensién [L-2*2] y Hus de [L-2*L-2], 1a
condicion de residuos ponderados, ecuacion (IV.9), queda
expresada de l1a siguiente manera:
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2
oo dus 4 o B BOE -0

de la cual es posible despejar j&g en términos de fua como:

L

@:%&’iﬂ-f’_- M. fua (1V.10.a)
con lTas matrices ﬂy y uy definidas segin:

Nu = H.f:: E [L-2%L] (IV.10.b)

Mu = li:ut. Hua [Lax2] (1V.10.c)

E1 vector é& contiene los momentos locales 1=1,...,L de la
distribucion ¢,(u). De estos L momentos solamente dos son
independientes, son los momentos basicos ¢,1 ¥ ¢,2 contenidos
en _Qgg . Los L-2 restantes, agrupados en f&i’ constituyen los
momentos superiores y estdn vinculados con los bdsicos por la
ecuacion (IV.10.a).

La expansidon (IV.1.a) para ¢,(u) puesta en forma vectorial
es:

-
B = Fu + Pu. PO

La particion de fﬂ"_u en _@. ® ﬂ’ implica una particion similar

de Pa) en Rw ® Polu) tal que:

+
¢u[“) = éu + éu-Puf") + gﬁ:—b,'ﬁ,m)

Eliminando de esta expresion f@é con ayuda de 1la ecuacidn
(IV.10.a) se 1lega a:

-
Pyle) = Pu + @- 9 | ) {1V.11)
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donde: T
9l(l-l.) = Pq(l-t) - 5.13 m — Co‘l(gfu(u)J gll((u')) (I\f.12.a)
2 T T
FQ(R)Z _h& S_q_. Nu,?_b(—li)_ (IV.lZ.b)
4

E1 @1timo paso consiste en relacionar 1os momentos ¢,(=¢y0),
oyl Y ¢y2 con las condiciones de contorno ¢,+ y el flujo pro-
medio del nodo ¢. Este d1timo es directamente ¢,0 ¥ para los
otros dos momentos vale:

-
¢ut = ¢ ¥ %. Ju(tl) ¢ Fu(zy)

Notando que la funcidn gp,(u) es impar en u y que goy (u)
es par (ver Apéndice II), se resuelve para fkg y después de
introducirlo en la ecuacidon (IV.11) se 1lega finalmente a:

¢u(u) = ¢ + %Mm'%-) qu(") +[Z‘(¢u+* ‘?‘u—) - 95 } Gz,q(") + A¢u0‘) (Iv.13.a)
b= Fw - 3(Fufi) Gy - Lt fe) G ) (1V.13.b)

donde Fy+ = Fy(u=t1) y las funciones Gj,p,(u) son las
g1/2y(u) normalizadas al valor que toman sobre la coordenada
u=+1. Asi:

34 u (I{] gzq 0‘.)

Gm("): Gy (@) =

u+ gj,q,.p

E1 término a¢, (u) es un término de correccion que, por el vec-
tor Swen la definicién de Fy(u), tiene en cuenta la distribu-
cion de la fuente dentro del nodo y la modulacidn de la fuga
neta transversal a la direccidn u. Este término se anula sobre
los bordes u=t1 del nodo.

La ecuacidn (IV.13.a) es entonces la solucidon al problema
local. Ella expresa el flujo ¢,(u) como funcidn de magnitudes
conocidas de la solucidn al problema global.
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E1 conocimiento de los momentos locales del flujo puede ser
necesario para evaluar la distribucion de 1a fuga neta transver-
sal, si se usa el método EML, & para determinar la modulacion de
la fuente, segiin se verda en la seccidon IV.2. De la solucidon al
problema global uno conoce 10os valores del flujo promedio nodal,
¢, y del promedio sobre las interfases nodales, ¢,+. La deter-
minacion de 1os momentos locales a partir de estas cantidades y
de las distribuciones conocidas de la fuente y la fuga neta
transversal se presenta a continuacion.

La ecuacion (IV.11) planteada sobre 1los extremos u=%l

queda:

r
¢u; = ¢ 4 f_ai. JuGe) , Fuz

la cual se puede expresar vectorialmente como:

Pup = F Vs % b+ Fup (1v.14)
donde:

U = cod (4,1) __g;_i)_,

Bus = col (du, bus) e = -—gifu)_*.

col (Fa-, Fus)

£
1

Despejando EEE de la ecuacidon (IV.14) se obtiene:

-1 -t
Bue - %.(@A-MJ- Ju . Fus (1V.15)

—_—

Esta es la relacidon buscada. De ella se obtienen los momentos
locales basicos, mientras que los momentos superiores estan
relacionados con éstos por la condicion (IV.10.a) de los resi-
duos ponderados.
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1V.2 Modulacion de la fuente:

Para hallar 1a solucion al problema
local se introdujo, para la fuente 0Q,(u), un desarrollo en po-
linomios de Legendre del mismo orden (L) que para el flujo. La
evaluacién de los coeficientes qy7 del desarrollo se reduce a
multiplicar la ecuacidon direccional para Qy(u) por
0.5%(21+41)*P7(u), e integrarla entre -1y 1 transformandola en

un conjunto de L+1 ecuaciones que relacionan los coeficientes
qul €on los momentos locales del flujo ¢,7. De las ecuacio-

nes (I.2) y (II.5.b) se tiene:

Qug) = Zzsss Bug@ + -):9 Z"?Z;s Bug @) (IV.16)
C
9#9

que sera escrita abreviadamente como:

est
ng(“)= Lzs's ¢Qﬁ'm (1V.17.a)

con:

eif
Lyg = (1-844) Lsgg + KLyS Ly (IV.17.Db)
ess

Operando con la ecuacidn (IV.17.a) seglin se explicd mds arriba,

et
Quey = LZ Pugy (1V.18)

se 1lega a:

Por 1o tanto la evaluacidon de los momentos locales de 1la
fuente en una determinada di#eccién requiere el conocimiento de
los momentos locales del flujo en esa direccidon y en todos los
grupos.
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Expansidon alternativa de cuarto grado:

Si no se desea evaluar ex-
plicitamente 1os momentos locales del flujo, es posible expandir
la fuente en un desarrollo de cuarto grado, usando directamente
l1a solucion del problema global. Este desarrollo es exacto siem-
pre que el orden L de expansidon del flujo sea <4. Las magnitudes
necesarias para el desarrollo son el flujo promedio nodal ¢ y
valores sobre los contornos que, segin el esquema en que se re-
suelva el problema global, seran el flujo y la corriente neta 0
las corrientes parciales entrantes y salientes. La idea es re-
producir los valores de 1a fuente y sus derivadas sobre los con-
tornos, y el promedio nodal.

Se tiene entonces:

et
Qg = Z.ZB'S ¢5 (IV.19.a)

eM .t =
ZZ‘ZQ'S (Jut"'J"-ﬁ)s‘ (IV.19.b)

o
=
I+
w

[l

e 3
w
=
=

i

|

Yy 9’
) d eff " W
Quzg —Q“S(u) = _h Zﬂ "9
d-hq u=14 Z 'Ds‘
3!
- -
= e Z;t; (ut - Juz)s IV.19.¢)
) Dg* (IV.19.c

En términos de estas magnitudes el desarrollo queda expresado:

q
Q) = Z‘q“ e (1V.20)
L:0
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con:
9w = @ (1V.21.a)
Quy = -{;— {(QL-QL) -(Qu‘Qu-)} (IV.21.b)
Wy = Af10wrel)s3(@-f0urer)] (1v.21.0
I = %(QL+‘Q':.-) -6 Jus (1v.21.d)
Qs = -;-{(QLHQL-) - 20 qu‘:} (IV.21.e)

IV.3 E1 problema global con matrices de respuesta:

E1 esquema de
matrices de respuesta para resolver el problema global resulta
de utilizar las corrientes parciales promediadas sobre las in-
terfases, como variables de acople entre los distintos nodos del
sistema. Por 1o tanto primero es necesario determinar la rela-
cion entre las corrientes parciales entrantes y salientes de ca-
da nodo, a partir de l1a solucion al problema Tlocal, ecuacion
(IV.13.a). La expresidon matemdtica que refleja esta relacion se
11ama ecuacidon de respuesta, y su deduccidon se describe a conti-
nuacion.

La ecuacion de respuesta nodal:

De las ecuaciones (I.3) y la ley
de Fick, expresada segin la ecuacion (III.8), se obtiene:
% I

5:+ gy = - L4 (1V.22)
i i he dn, =4
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con la derivada en el sentido de 1a normal saliente. Tomando la
solucion al problema local, ecuacion (IV.13.a), la anterior se

convierte en:

J:t'j;g = -dy [ (I *Ju*){q+(j:*j;'¢)xu} -

—dy 4 A¢u_(")
dn,

(Iv.23)

donde se han utilizado las relaciones (I.3) para expresar los
flujos sobre los contornos en funcidon de las corrientes par-
ciales, la definicion (III.l4.a) del coeficiente de d1fus1on
adimensional du, la convencidn de corrientes simétricas Jq y
antisimétricas Ju introducida en las ecuaciones (III.5), y las
propiedades de paridad de las funciones Gy p,, que definen las
magnitudes t, y x, de la siguiente manera:

by - d_(mt“) = - :d_.C;m(u) (IV.24.a)
dny u=+ dh, W=-4

Xu = d_C-,zu(u) = d_Gu(u) (IV.24.b)
dn, U=+ dn, w=-4

E1 término en a¢,(u) de 1a ecuacidon (IV.23) puede ser evaluado
segiin las ecuaciones (IV.12) y (IV.13) con la introduccidon del
vector }!g, de L-2 componentes, definido por:

W, ) = - Dhy N:_ d P z (Bh_(ﬂ-@)):‘_'& -(?h_(ihﬁ.g))h (IV.25)
2' ~ dnu =% 2’ L
para dar
T
- dy iMu(k) = Sy Wutty) (IV.26)

dhu U=t4
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La ecuacidn de balance nodal establece 1a siguiente relacion
entre los valores promedio del flujo, las fuentes y las corrien-
tes sobre las interfases:

ZHL(J:JV)+ L, ¢ = Q (1v.27)
— hy

Esta ecuacion puede obtenerse promediando la ecuacion (II.4)
sobre u y utilizando las relaciones (III.7) y (III.8). Con ella
se puede eliminar el flujo ¢ de la ecuacidn (IV.23) obtenién-
dose:

j:t'\j;t = ;du{u(u“ ju.)- duxu(j:+j;)+ .d.z._x—“- QR -

.
duxulf__ + Oy Wi lt) (1v.28)
Y

v
Estas son dos ecuaciones para las corrientes parciales en u=+1

y u=-1. Sumandolas y restandolas se llega al siguiente par
de ecuaciones para las componentes simétrica y antisimétrica
en la direccion u:

I -(s.‘j:ﬂ(guj;%g_u [;-u h(jj-j;) + . Wu o (1V.29.a)

A4

RIS Lt ¥ = ¥ T *
Ju'jLL: - Ay Ju -‘fqu_ + éiﬂ (IV.29.b)

con las magnitudes adimensionales ay y 8, definidas por:
o« = 2dyty by = 2dy Xy (IV.30)

y las componentes simétrica y antisimétrica para Wy(u) conven-
cionalmente segin:

\.ﬁ = w_u(u) ! ﬁ(—i) w: = ﬂ(«) - Vﬁ(—i}
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La ecuacion (IV.29.a) muestra que la componente simétrica
la corriente neta (J,) estd formada por las contribuciones
simétricas del flujo sobre 1los contornos ( {u ¢u/2 ), de 1las
fuentes del nodo (Q), de 1las corrientes netas en todas 1las
d1recc1ones ( Z; J} ) y de una componente heterogénea simétri-
ca ( 5u We ) que tiene en cuenta la modulacion de las fuentes y
de las corrientes sobre las interfases nodales. En el caso de la
ecuacion (IV.29.b), a la componente antisimétrica de la corrien-
te neta (Jt) no contribuyen la fuente promedio ni las corrien-

tes netas en otras direcciones.

Las ecuaciones (IV.29) valen para cada direccidn espacial;
para resolver el sistema y obtener Tlas corrientes salientes
(simétricas y antisimétricas) en funcidn de las entrantes, con-
viene introducir la notacidon matricial. Asi:

M T e - -4 =

J-1 =-BJd-BJ+2QXx-KJ4sKI + WS (1v.3la
i“iix: - A -iﬂ- A.i* + \W’?é (IV.31.b)
donde
1 2 A% Ak tX Ak
Pt (5,40, 4) et (00 5) vz
Bu Py Pu
A = cog‘(gz,’ g[,‘zzr) 2= COL(S_%&,%:) (IV.32.b)
A = dig (e, Lv, ) B - diag(fe,Br, Bu)  (1V.32.c)
K = Ir B.1. ,Jl b= d,qg(l,u,l,“hw) (Iv.32.d)
_‘_V_:'T 0 0 - r-wI o O..
w'lo W o wiala W (IV.32.e)
0 o0 W o o0 w
- - .








































































































































































































































































































































