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PREFACIO
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nales, investigadores y estudiantes d2 figica, matemiitica e in-
genierfa sin conocimientos previns de anflisis numérico.

Quisiera agradecer a P, Binachi, M.C., Rey y V. Visconti
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Menéndez, E. Moyano y M.C. Rey por la atenta lectura del manus-
crito. Agradezco también a los asistentes al curso que con su
ayuda™ desinteresada en el mecanografiado de algunas secciones
permitieron la r8pida concrecidn del manuscrito.
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1.0 SDIFERENCIAS FINITAS

1.1 Aproximaciones de una derivada de primer orden

La idea bfsica del método de las diferencias finitas
consiste en aproximar las derivadas en un punto por cocientes en
diferencias sobre un intervalo pequefio, transformando asi el
problema diferencial en un problema algebraico. For 2jemplo para
aproximar por diferencias finitas la deriveda u' de una funcidn
u(x) aproximamos la tangente por una secante como s€é muestra en
la Fig. 1.1.

U(x)

o Lt(x)

1t

U(xy)

| B

Xy ke

Fig. 1.1. Aproximacidn de la derivada primera

*

Definierndo el paso o intervalo h = x2-x], en cualquier punt . del
intervalo x}; € x € x2, u'(x) se aproxima por
u(xf? - u(x)) ’” b
u'(x) = ' kK] € x € x3p - (141)
h .

Para casni todos los puntos la expresibdbn (1.1) es una aproxima-
=16n, pero por lo menos para un punto la igualdad es estricta
por el teorema de Rolle. 81 establecemos que.



u'(xy) = ’ (1.2)

la expresidn (1.2) es una diferencia en adelanto. En cambio si
establecemos que

u{xgo) - ulxy)
u'(xz) = r ) (103)
h

la expresidn (1.3) es una diferencia en atraso. En la Fig. 1.2
se l1lustra un esquema en diferencias centrado para la aproxima-
cidn de u'(x) en el punto xg = (x1+x3)/2,

u(xz) = u{x,)
u'(xg) = ' - (1.4)
h

R
W

U{x)

Uix)

ot € U‘!n)
‘f S—————
h .
Uln) °
L
4 >
%y L] ‘ﬁ Xg

F:.ge 1.2 Aproximacidn por diferencias centradas de la derivada
primera

Por” consideracionos gebmétricaa a0 puede wvéar gue la
formula (1.4) es una mejor aproximacidr. que las férmulas (1.2) &
(1+3) ya que estf mis alineada la cuerda con la tangente.



Para poder demostrar la aseveracidn precedente es pre-
ciso realizar un estudio de la precisidn de una aproximacidn en
diferencias. Este consiste en el andlisis del error que se come-
te al reemplazar una expresidn diferencial por su aproximacidn
en diferencias y de qué depende dicho error. Comenzamos anali-
zando la aproximacidn de u'(x) con un esquema centrado. Por con-~
veniencia, en la Fig. 1.3 se ilustra nuevamente la aproximacidn
de u'(xgy) por un esquema centrado, dohde xg es el punto medio
entre x) Yy Xp. Desarrollando u(x)) y u(x;,;) alrededor de ul(xg)

uix}

U(l‘) U(lo) U(ﬂg)
n/2 h/2
o
X4 Xo X2 ;

Fig. 1.3 Aproximacidn de u'{(x) por un esquema centrado

por la fdérmula de Taylor *
L 3 . -
h 1 fn)? 1 fhy3
u(x)) = ulxg)=- — u'(xg)+ — | — u''(xqg)= —| — u"'(£1),
2 . W21\ 2 31| 2

x) ¢ &1 < xg,

h 1 | h\? 1 nyd
ulx2) = ulxg)+ — u'(xqgl+ — | — u"{xg)+ ~—{ — u"'(&5),
2 21 2 3! 2

xg < Ez < X9,
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Restando u(xy) de u(x}) y dividiendo oor h resulta

1 1 143

— (u(x2) = u(x1)) = u'(xq) + — | —=| 92 [u"' (1) + u'*' " (&2)]
h 3! 2
S1 tomamos mbddulos y reemplazamos u"'(§)) + u"'£3) por
2 maxl u'''(x) | se obtiene finalmente
1 1
— (ulxy) = u(x})) - u'(xy) | € — h? maxl u"'(x” . (1.5)
h 24 . '
514 u"'(x) enth acotada enlkre los puntos x| y X; el aerrcor del

reemplazo de u'(xg) por un esquema en diferencias centradas esté
acotado por una constante multiplicada por h2 o se dice que es
de orden h? y se escribe 0(h?). Reduciendo I a la mitad la cota
del error del reemplazo de u'(x) por diferencias centradas se
reduce en un factor 4.

Como ya lo vimos en forma geométrica los esquemas en'
adelanto o en atraso «que aproximan u'(x) sor menos precisos que
el esquema centrado. Refiriéndonos a 1la Fige. 1.1 y en el caso en
que (u(x®3) - u(x)))/h aproxima a u'(x;), desarrollando en serie
de Taylor alrededor de u(x,)

1
u(x2) = u(x]) + h u'(xy) + — h2 u"(£) ' x1 R £ € xp2
21

en consecuencia

1 1
~ (u(x3) = u(x1)) = u'(x)) | €= h max | u"(§) | (1.6)
h 2

Entonces el esquema en adelanto (1.2) es de 0O(h) siempre que
u"(f) esté acotada entre X| y x,., Reduciendo h a la mitad se re-
duce la cota del error en un factor 2. Idéntico resultado se ob-

tiene con el anilisis de la precisidén del esquema en atraso
(1.3).

Hasta ahora hemos visto como se pueden construir apro-
ximaclones de u'(x) de O(h) y O(hz), mediante consideraciones de
tipo geométrico. Vamos a presentar un método que permite obtener
en forma sistemitica aproximaciones de u'(x;), olvidando por un
momento que la conocemos, escribiéndoias de la siguiente manera

u'(x1) = a u(x)) + B ul(xy) (1.7)
donde o y £ son coeficlentes a aser determinados. Desmarxollando
u(xy) en serie de Taylor alrededor de u(x)), reemplazando en

(1.7) y reordenando

B h?

u'(x1) = (a + B) u(xy) + B h u'(xl)ﬂ: u"(§) (1.8)

2



Igualando los coeficientes correspondientes de (1.,8) resulta
a+ B=0 y Bh=1 de donde B = 1/h y a = -1/h. Reempla-
zando en (1.7) se obtiene nuevamente (1.2). Con estos valores de
a y B la precisidn del esquema en adelanto es de O(h), esto.
quiere decir, ademads, quc con dichos valores se requie.. gque
u'(x)) en (1.8) sca cxacta para el térm}no constante y lineal en
. < oa e <

e
)

Entonces cualqu-ter esquema en diferencias puede ser
construido de esta manera. En el método de los coeficientes in-
determinados la aproximac iin de la derivada u'(x) es sscrita co-
mo una suma ponderada de los u(xy) con coeficientes de pondera-
cibén a determinar con la condicidn de que el esquema sea exacto
para el polinomio de mayor grado posible en u(xy).

Es instructivo presentar una aproximacidn en adelanto
por tres puntos para u'(x)) utilizanco.el nétodo de los coefi-
cientes indeterminados. Suponiendo conocidos u(x;), u(xy) Yy
u(x3) en los puntos x; , X = x) +h y x3 = x3 + h la aproxi-
macidén de u'(x;), se escribe

>

u'(x}) = a ulx;) + B ulxjy) + ¥ u(xgz) (1.9)

Degsarrollando u(xj) y u(x3) en serie de Taylor alrededor de
u(x,), reemplazando en (1.9) y reordenando

Bh?
u'(x1) = (a+B+y) ul(x;) + (Bh+2Yyh) u'(x;) + ( +
2
Bh3 4
2Yh2) u"(x,) + u"'(£;) + — yhd u"r(g,, (1.10)
- 31 3

donde x] < &] < xp y x) € £y € X3

Igualando los coeficientes correspondientes de (1.10) resulta a
+ B+ yvy=0 , B+ 2y =1/h y B + 4y = 0 1lo que implica exigir
que u'(x3)) en (1.10) sea exacta para los términos constante, li-
neal y cuadr8tico. La solucidn del sistema anterior resulta en a

= -3/2h ’ B =2/h y Y = ~-1/2h. Reemplazando en (1.9) se ob-
tiene
1 .
u'(x)) = — (=3 u(x)) + 4 u(xz) - ul(xz)) (1.11)
2h

-5‘:’

gque es una aproximacidén en adelanto de tres puntos de o(h?),

Si quisieramos conatruir una aproximacién on diferen-
clas centradas por cuatro puntos del mayor orden posible para
u'(xp) utilizando las posiciones x5 =0 , x; = ~-2h , x3 = ~h,
x3 =h y x4, = 2h y los valores u(x;), uixp), ulxjz) y u(xy),
tendriamos que la aproximacidn de u'(xg) se escribe

u'(xg) = a ulxy) + B ulxy) + ¥ u(xgz) + § alxy) (1.12)
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Desarrollando u(x)) , u{xy) , ul{x3z) y u(x,) en serie de Taylor
alrededor de u(xg), reemplazando en (1.12) e igualando los coe-
ficientes correspondientes obtenemos un sistema de 4 ecuaciones
con las cuatro incdgnitas o, B, Y y & cuya solucidn es:
a = (12m)~1 . B = -(2/3n)"1 , vy = (2/3n)" 1 y & = -(12n)"1},
Reemplazando en (1.12) se obtiene

z

u'(xg) = (12n)"1 (u(xy) - Bu(xjy) + Bulxj) - G(xy)) - (1.13)

1

que es una aproximacidn por cuatro puntos centrada de o(h").
. B4

o

e
b

1.2 dproximaciones de derivadas de orden superior

Para obtener una aproximacidn en diferencias para una
derivada segunda u"(x) hacemos una diferencia sucesiva de una
derivada primera, es dgcir (u'(x))'. Naturalmente necesitamos,
por lo menos, tres valores de u, por ejemplo, en los puntos x),
X2 y x3, segln se muestra en la Fig. 1.4. Llamando

Uix)

U(x)

i
. o.**

V) (Is)

U(!z) fox

L Ko

Fig. 1.4 Aproximacidn de la derivada smegunda

u'(xm;) y u'(xmy) a los valores aproximados de la derivada pri-
mera u'(x) en los puntos xm) y xny, donde xm; 'y xmy son dos va~
lores en el punto medio entre X y X, y entre xp y X3, respecti-
vamente, tenemos gue



wixz) - u(xy) u(xz) - ul(xz)
w'ixm)) = g - ’ u'(xmjy) =
' h h

entonces
u(xj3)-ulxy) u(xy)=-ulx;)

<

, . Wt (xmp)-u'(xm,) h h
u(x)=(u'(x))"' = ; =
h h
u(x ) = 2 ulxy) + ulxy)
u"(x) = e (1.14)
h 2

Nuevamente aqui, dependiendo del punto elegido para gque la ecua-
cidédn (1.14) aproxime a u"(x) tendremos apgoximaci%n en adelanto,
en atraso o centrada, respectivamente. -

El anflisis de la precisidn del esquema centrado que
aproxima'a u"(x) es, anflogo al de u'(x). Refiriéndonos a la
Fig. t.4, para el anflisis de la aproximacidn de u"(x,), expan~-
dimos u(x}i) y u(x3) alrededor del u(x);) mediante la g6rmula de
Taylor

1 1
u{xi1) = wlxg) - h u'(xy) + — h?2 u"(x3) - — h3 a" (x2) +
21 31
1 . :
+ == n* WV ' xp € &) € xy,
4;}
T 1
u(x3) = w{xy) + h u'(xy) + — h2 u"(x,) + — h3I u"'(x,) +
21 31 '
1
+ — h'* ulV(g,) . xy € &3 € x3,
41

Sumando ambas ecuaciones y reordenando

1 . 1 \
~3lulx1) - 2u(xz) + ulx3)) = u"(xy) + ﬁ;th [WIV(ED) + uwlV(Ey)]
5 «
1 | 1
—= (u{xy) = 2u(x2) + u(xy;) = u"(x2) ¢ — h?2 max| uIV(x)I
[ h. 2 ' , 12
) (1.15)
@

La cecuacidn (1.15) indica que el esquema centrado qgue aproxima
u"(x) es de 0(h?) si uIV&x) estd acotada. Si utilizdramos el es-

!

i
.
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quema centrado que aproxima u"(x) en la modalidad en adelanto o
en atraso el orden se reduciria a O(h).

2.0 NOLUCTON NUMERTCA DE FECUACTONEREDS DIFERENCIALES ORDINARIAS
B T T e R Rt A i

Vamos a presentar una introduccidn a la resoluycidn nu-
mérica de problemas de valores iniciales y de contorno en ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Considerem>s en primer término
und eccuacibdbn diferencial de primer orden '

du

— + & (u,t) = 0 ' 0 <t € @ (2.1)

&t : @
donde u = u(t) es un escalar. Esta ecuvacidn requiere una condi-
cidn suplementaria , por ejemplo el valor ¢e u en t = tg, para
que la solucidn sea {nica, es decir

- % e
ultg) = ug” ) (2.2)

El sistema (2.1) - (2.2) constituyz un problgka de va-
lores iniciales.

Una ecuacidn diferencial de segundo orden (en la varia-
ble independiente x, por ejemplo) se escribe -

a2u - & N
— 4+ f(u,u',x) = 0 ' xg € x < Xn (2.3)
dx 2 - B # . .

donde u = u(x). Esta ecuacidn requiere dos condiciones suplemen-

tarias para que la solucidn sea finica. Ahora bien, dependiendo
de la manera en que las condiciones supleme%tarias estén defini-
das, se tendran dos posibilidades’ Si las dos condiciones estéfn
especificadas en un mismo punto, por ejemplo,

u(lx 0) " g L #
' ' i (2.4)
u'(xg) = u'y , N .

T

el sistema (2.3) (2.4) constituye una problema de valores ini-
ciales; si se dan dos condiciones de:borde, por ejemplo, en los
extremos del dominio,

- ©

u(xo) u g

{(2.5)

.

u(xn) = u, '

el sistema (2.3) - (Zﬁg) constituye un problema de contorno.

"G\“.‘x
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Los problemas que se presentan en la inmensa mayoria de
los casos no consisten en una ecuacidn diferencial de primer or-
den sino en un sistema de p ecuaciones difcrenciales de primer
orden con p incdgnitas. Estos se pueden escribir como C

du1/dt +*f1 (\111 Uoy, eea, Upr t) = <0
' (2.6)
dU»z/dt + fz (\Jl, Ugy eee, Up, t) = 0
(.'lup/dt + fp (Ul, Upr eee, Up, t) = 0
donde 0 € t K =
con condiciones iniciales
uij (0) = uyg , i=1, e, p (2.7)

Es conveniente escribir el sigstema (2.6) - (2.7) en forma vecto-
rial

du/dt + f(u,t) = 0 . * ' 0 < t €. (2.8)
u(0) = U
f 1

u ¢ f1(a,t) . »

u g v, )
donde du/dt = d/dtﬂ . f(u,t) = | . ;

b |l
. ‘ L]
up . - : fp(u,t)

-
de esta manera y como veremos mds adelante, la analogfia entre la
dpluxlmaclon numérica de una ecuacidn diferencial y un sistema
de ecua01ones diferenciales es inmediata.

Cuando se spresenta una ecuacidn ciferencial de orden
superior siempre puede ser trasformada en un sistema de ecuacio-
nes diferenciales de primer orden. El siguiznte ejemplo ilustra
lo anterior: la ecuacidn diferencial de tercer orden

.- a = 'AT'J%»»‘
Wero= (WYL, WYL, W,e) ) 0 <t < @ (2.9)

'W : 'y ! .
con condiciones iniciales

wW(a) = a ;o W'(0) = "y , WE(0) = aj (2.10)
, ¥« 7 . A

& Q pucde transformar en % sistema de 3 ecuaciones diferenciales

de primer orden mediante la sustitucidn

uy o= W upg = W' A uz = W" (2.11%
Tenjendo ~on cuenta que ug = (W')' =4u', y . d2 = (W)' ¢
u' | resulta el sistema o *

&



du}/dt = uj

duy/dt = ujy (2.12)
du3z/dt = f(uj,uj,uj3,t)
donde 0 < t € = ] o
N .

con condiciones iniciales
u (o) - o , uy(0) - ay Yy ug(Oy - g (2.13)

Naturalmente el sistema (2.12) - (2.13) también puede escribirse
en forma vectorial de acuerdo a lo visto anteriormente.

En el estudio del problema de valores iniciales (2.1) -
(2.2) es importante distinguir los dos tipos de ecuaciones que
se presentan %ggﬁn sea el signo de la derivada de la funcidn f
con respec¢to a la variable dependiente u: s> la derivada es po-
sitiva se trata de ecuaciones de decaimiento y si la derivada
es negativa se trata de ecuaciones de crecimiento. Hay un tercer
caso en que la derivada es imaginaria porque la variable depen-
diente u es compleja y se trata de un gistema de ecuaciones de
tipo oscilatorié¢. Ilustramos lo anterior con un ejemplo muy sim-
ple que posee solueidn exacta: sea ecuacidn (2.1) con
f(u) = a u, es decir

qaa du B -
i —— 4+ a u = 0 0 §t € = : (2.14)
dt : oo - ’ .

u(t=0) = ug ¥ - (2.15)
donde a es una constaffte distinta dé‘cero. Puraibhtencr la solu-
cidn exacta integramos (2.14) -

.
In uw = =~at #+ C 6 - (2.16)
. ‘ ) g .
teniendo en cuenta la condicidn inicial (2.15) se obtiene el va~
lor®de la constante de integracidn C o

¢ = 1n ug

. o

reemplazando el valor de C en la ecua%idn (2.16) % escribiendo
éste en fdérma exponencial results, fiaalmente X

G o ug eEN S “ . o (2417)
que es.;la solucidn exacta det fproblema de valoré%Ainiciales
(2.14) - (2.15). s5i suponemos que a es8 positiva la expresidn
(2.17) describe la solucidn de ,una ecuaciba de decaimiento ya
que la solucidn_ decrece para vValores crecientes del tiempo.
Ejemplos Heoestagécuacﬂén se presentar. en cinética quimica, de-
caimiento radg@gactivo, @i enfriamiento de un termbémetrn-a la tem-
peratura ambiente, etc. En todos 1 casos el sistme tiende a un
gLstado de eyuilibrio representado por 1la 1inea.u = () en un gré-
‘ﬁico u = u(t) seggn se ilustra en la figura 2.1. Los sistemas



: <
Uty .

e

® #}‘
- RS . . :
* >
o ¥ 5 ' ; t
- . g #

3 . ) ’ . o
Fig. 2.7 -Ejemplos de una;m:uaciﬁn ineastable (af0), -noutra (am=0)
y cet¥ible (ado0). e

‘-
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gue presentan estas caracteristicas son sistemas estables. Si
SUPORCIMOS gue a &S una constante negativa la ecuacidn (2:14) de-
vienegdu/dt - a u = 0 y la solucidbn exacta (2.17) rcsulta enton-
ces ™
™ .
wit) = wug edt (2.18)

La expresidn (2.18) describe en este caso una scuacidn degereci-
mwiento. Ejemplos de esta ecuacidn se presentan en la descripcidn
de una ley de crecimiento demograficoe (Ley de Malthus), creci-
miento de bacterias, aumento del dinero en interés compuesto,
etc. En todos los casos la solucidn crece en valor absoluto para
valores crecientes del tiempo y se dice que el sistema es ines-
table. e .
= 4 |

De agquf en adelante vamos a suponer que el problema d4i-
fexencial ya sea de valores iniciales o de contorno estd correc-
tamenfe propuesto en el sentido de Hadamard. Esto quiere decir
gque la*solucidn existe, es finica y depende en forma continua de
las condiciones ihi%igéfs o de contoﬁ%g.

_ Vamos a comenzar con el estudio de las soluciones nvmé-
ricas del problema escalar de valores iniciales. Como est.mos
intevesades en prqblemas fisicos de valozes iniciales que depen-
den dg¥l tiempo, la varlable Lndependleﬁte t en el sistema (2.1) -
(2.2) indicard el tieppo. Entonces vamos a iftegrar el problema
de valores indciales en el tiempo utilizando peguefiog incremen-
tos del mismo. El intervalo témporal to <t < t, es subdfv1d1~
do uniformemente® en N sedfmentos ‘o pasos de tigﬁpo de longitud

-

k = (t, - tg)/N como se muestra en la figura 2.2.%La unidn de
) \'L": kS
) V . R s
% £ 2 .
s K A
o ¢ 2 n N-1 N
] d I\ d Lo - . e d
Lo LS T v J T 14 i
tz to K tzin
Q . “ —&u ¥ o -«
. . & ‘
£ . Fw ¢ -
Fig. 2.2 WDiscretizacidn del intervalo espacial
N ﬂ&ﬁ . i - .
. K ,,'. % %
e T g #
éstos seﬂmentos determina los piintos nodales que se fiumeran se-
cuerncialmente 0,1,2,40¢0,N,02++,N. Los valores discretos o com-,
putados de wuf{t) ¥ flu,t) en los nodos de la malla o red a31 de-
terminada se denominan u y 0 ?éspectlvamente, donde n es un
nodo generlcp. En%onces tR o= to + nk , n=20,..,Ne A loOs efec~
tos "de dis tlnqggr efhtr ‘as variables, independientes temporal y
capacial ws comin Jndioar un doeter hado nivel de thmDOQanun

s#pxaindiCQﬁ'dejando el subindice para los niveles espaciales.
Como veramos, esta convenuion'es muy til en la solucidn numéri-~
ca de ecuaciones ¢ derlvadas pgrciales. ‘Entonces con u" se in-

“n _

L]
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dica el valor de la solucidn rnumériéa er el nivel temporal
£ tp + nk. Resolver numéricamente el problema de valores ini-
ciales (2.1) significa encontrar los valores de u", en los nodos
de la malla del dominio to < £ < %n’ que satisfacen en forma
aproXimada la ecuacidn diferencial (2.1) y la condicidn inicial
(2.2). Una manera muy sencilla de introducir los métodos de.
aproximaciones de problemas de valores iniciales es mediante la
escritura del problema de valores iniciales (2.1) - (2.2) en su
forma equivalente integral y su posterior ajs>roximacidn por fdr-
mulas dgﬁcuadratura. Entonces, integrando (2.1) en el subinter-
valo genérico t" < t < ¢?*l | x = ¢P*l o Py teniendo en
cuenta la condicidn inicial u” para t = t"

gnt+l
o™l e W™ - [ E(u,t) at (2.19)

Naturalmente la integral de (2.18) no puede ger evalugha en foux-
ma exacta dado que no se conoce el velor de u(t) incdgnita del
problema para todo el intervalo, p? <t < gl Precisahen;e el
método de las diferencias finitas asume diferentes aproximgacio-
nes o fdérmulas de cuadratyra para evaluar la integral de 1la
ecuacibébn (2.19) lo que@dd lugar a distings métodos numéricos.
Con el fin de unificar la nomenclatura con la existente para la
solucidn'®umérica de ecuaciones en derivadas parciales vamos a
clasificar a los métodos numéricos para ecuaciones diferenciales
ordinarias en métodos de p&so entero y métodos de paso fragcio-
nario. Los métodos de paso entero a su vez pueden ser divﬁéﬁdos
en métodos de un*s6lo paso y métodos de pé;o miltiple; en 1los
primerds la solucidn en el nivel teiporal t"*l ge obtiene a par-~
tir de 1la soluci@n en el nivel 4" en up sélo paso de tiempo, en
los Gltimos 1l& solucidn en th*t 1l ge obgiene utilizando la solu-
cidén en los niye]nn; tn, tg'l, _tn_z, #etc, en un solo paso de
Liemp&. En los métodos de paso fracelonario la solucidn en th
se obtiene a paxtir de la, solucidn en t"@n des # mi&s pasos in-
termedios de tiempo. FEmr la nomenclatura clasica de ecuaciones
diferenciales ordinarias los métodos de paso fraccionario se los
suele llamar métodos -de tipo predictor®*correctot (én su versidn
para un golo paso)., Tanto los métodos de paso entero como los de
pdso fraccionario pueden ser implicitos o explicitos dependien~
do gque se utilice b and eﬁ la férmula de cuadratura, eg borde
superjior. del 3nterva¥g€ . :

-

r'S . . +

2.2 E1l método de Euler _ - Y
e S L kT o L e
P La manera mas sencilla de aproximar la integral de 1la

ecuacidn (2€19) es supohér el valor de 1a”?unpigﬁ&f constante
para todo’'el intervalo t < t < tt+tl o jgual al  valor dd®f en el
nivel temporal t@, seglin se observa en la figura*Z.B, resultando

‘ L S Y I aL _ ) @w . . (2.20)
N
. " . * 5 g ° .
donde £9 = f(&",tN). La expﬂ‘?ién (2.20) basada efuna aproxima-
¢idn en adelanto para u, es un esquema de paso entero, explici-

to, y se lo denomina método de Eul;rﬁ .
. - P
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Lig. -2.3" Aproximacion de_ la intedral de la ecBacidn (2.19) en
%

e

el método dé Fuler,
’ " )

. .
@ @ @A . ”
Existe otra manera muy sencilla de obtener el método
de FEuler que ilustraremos con un, cjemplo. La aproximacidn de la
‘ecuacidbn de decadmiento dii/dt + a u = 0 con el esquema de¢ Ruler

ces yl Lau en . o, o .
n+1  _ - N T ’ - .
Q}u (1 k a) u P ; (2.2«..1)

. L IS © .
- ; = : : 2 5
CREuto pped"é Her interpretado como la solucidn exacta truncada de
- .z tae : IR . . - - . .
lu ecu_,:mlr,mgﬁ.ﬂde decaimiernto con u” como condiciopn. inicial. En
. Ek e s~ ) .~ - '-‘ 3
coecto, la "solucidn exacta de la ecuacidn de decaimiento es

e

" %.ﬁ(_-.;,)_ AR 0 : » . " (2 o2)
G en el intervalas t", tN 4 x 7% 5
_un+1 =g e—ak an } | - (2.23)
. &3 &
Recordandc qae °
: = g‘ )
3 % {“
1 il
e*ak = 1 - k a + - k2 a? - = k3 al e (2.24)
- 5 6
. . B
o % ¢
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; s :
para k tendiendo a cero podemos escribir, en forma aproximada,

que

~
e 3 = 1 -k a 5 ¢S 25)

que reemplazada en la ecuacidn (2.23) reproduce la expresidn’
(2.21).

-

.,

. La re tenci‘%n del térmiro de segundo orden en el desa-
rrollo gn serie de Jpotencias de e~3k sugiere un método de apro-
ximacidn més preciso que el método de Euler, es decir

;
ul*l = (1 = x a +— k2 a?) uf (2.26)
) *

. 2 -

mAs adelante veremos que la expresidn (2.26) corresponde a un

método predictor-corrector explicito. - .
.;\ :
&
2.3 Nociones de consistencia, estabilidad y convergencia <
2

La valldez *de“un método numerldﬁ‘:sté basada en que se
cumplan ciertos requerimientos naturales de las aproximaciones
en diferencias finitas: consistencia, estaEilidaq y convergen-
cia. La primera condicidn qle se exige de un método de aproxima-
cidn en difereoncias es qud® la ecuacidn en diferancias ap ime
en un cierto sentido a la ecuacidn dlfe_rer?ﬂal. Se dice ﬁ
esquema en difergnclias gue aproxima una ec aciéuxdifarehcial es
congsistente con la misma si al ref¥ar *la ralla (el paso tempo-
ral k tiende a cgero), la #uzctdn en d-ife%nci&s‘“ conv@'ge a la
ecuacibébn diferencial correcta. Estd glaro que la propiedad de
consistencia se refiere exclusivament®€ a la analogia existente
entre el operadoxr diferencial y el operador en diferencias, nada
se dice acerca de si losﬁresultardos de lg’aprbxi acibén en dife-
rencias estln prdximos,” en un cie;rt_o sentido, a la solucidon del
problema diferencial; este tema’ perter%ece al es*'udna.o de la con=-

vergencia. - :
- LY - . . -

La @eonvergen¢ia puede estudiarse analizando.el compor-

tamiento dcl error, medido como la diferencia entre la s®lucidn
numérica y la solucidn exacth, cuando ¥a malla eg wefinada.
Diremos que el metodo de diferencias fénltas es convergenhe si
el error tiedde a cero cuando la fhalla es reflnaddﬁfkhora ‘bien,
existen dos fuentes de errores que inciden on Jda preriﬂion de la
solucidn numérica tomada como aproximacidn de la ﬂobugAﬁn axaata
del problema diferencial’ estos son el error He tguncamiento y
el error de*redondeo. El error destruncamiento proviene de reem--
plazar el’ problema diferencial por una aproximacidn en Bi*feren-
cias. La magnitud del mismo puede ser determinada perfectamente
Yy es*func1on del tamano de mal®a utilizada. El error de redondeo
provxene de la manera en que un%’computadora @Eedondea una va-
riable cuyo nimero de cifras gignificat: s es ma;oz que la lon-
gitud de palabra de dicha mdﬁiina. La magnitud del error de re-
dondeo es principalmente una caracteristica del tipo,de computa-
dora digital utilizada y su prediqeiﬁn puedi‘qgr estudiada por

A3
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métodos estadisticos. En general, la acumulacidn del error de
redohdeo no presenta problemas muy serios. No obstante ello, es
posggble que la presencia de errores de redondeo o de cualquier
otro tipo de error, pueda producir la inestabilidad numérica, es
‘decir el crecimiento sin control (no acotado) de dichos errores.

El estudio de la estabilidad numériqﬁ puede realizarse
mediante el anflisis del comportamiento ded-érror medido como la
diferencia entre la solucidn numérica y¢ la sclucidn exagta,
cuando para un paso de tiempo k fijo, el nGmero de pasos tempo-
rales tiende a infinito. Evidentemente se espera, bajo estas
condiciones, que el error no se amplifique de tal manera que los
resultados numéricos dejen de tener sentido. Diremos entonces
qee un método en diferencias finitas es numéricamente estable 84
la amplificacibdn del error permanece acotada. En obvio que para
que un método numérico sea (Gtil debe ser esstablm.

Los conceptos de estabilidad y coavergencia estfn es-
trechamente vinculados: el teorema de equivalencia o teorema de
Lax establece que, bajo determinadas condiciones, la estabilidad
de un esquema de diferencias finitas implica la convergencia del
mismo (mis adelantgﬁgolveremos gsobre el tema).

2.4 Anialisis de la consistencia en ¢l método de Euler

- f . =

¥ Para el estudio de la consistencia es necesario anali-
zar primero el errd#r de truncamiento local d error de discreti-
zacidn P que se produce gando en el esquema en diferencias se
reemplazan log valores aprdximédos de u” por los valores exactos

UM . En el caso del método de Euler este resulta.

yn*l -~ gn

el —g—————— + £(U",t") (2.27)

k

@

Es muy frecuente encontrar la relacidn (2.27) escrita comu
un*tl & g" - x £(U",t") + k T (2.28)
. % o
‘ Desarrgllando en serie .de Taylor alrededor de Unﬂ )
- .

L g

- o

x 2 .
2

Che

un*l = y" 4+ x au(n)/at + — a2ui{g)/a
2

(2.29)

@

donde £ es-‘un punto intermedio entre t" y ghtl1, Reemplazando en

la expresidn (2.27) resulta

9

el = [au(nyzae * E(UR,eR) ] 4 — x aZucg)/at? £(2.30)

& iﬁ | «, 2 '
Dado que U, es el valor exacto de U(t) en el nivel temporal
th = n k , Uy sajgisface la ecuacidn diferencial du/dt + f(u,t) =

= 0 y por lo tanto el térmimo entre corchetes se anula. Entonces
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el residuo o error de truncamiento local r" = O(k} siempre que
a2u(E)/dt? sea menor que una constant® entre los niveles t" y
en*1, gi v™'1 4 0 cuando k *+ 0 se dice que el esquema en dife-
rencias es gonsistente con el problema diferencial primitivd‘ En
este caso la consistencia del método de Euler es de O{(k).

2.5 Propagacidn dels error

-

«.El problema’ de valores iniciales du/dt + f(u,t) = 0 con
condiciones inciales u(0) = c puede interpretarse como que de-
termina la velocidad de una particula como funcidn de la posi-
«i1édn u. La nBolucibdn del mismo puade sor considarada como una
funcidn u(t,c) donde ¢ es un conjunto de condiciones iniciales
gue determina una familia de soluciones en el plano (u,t) llanh-
das trayectorias. Por ejemplo en el caso de la ecuacidn

du/dt - a u =0 , u(0) = ¢, la s0lucidn es la familia

u(t,c) = c e®t como se ilustra en la Fig. 2.3, La eleccibn de un

4 Ule,t)

Fig, 2.4 Familia de soluciones de du/dt - & u = 0 ccn u(0) = ¢

valor particular de c servird para seleccionar una de las tra-
yectorias de la familia. éﬁ 3

En la solucidn numérica del problema de valores inicia-
les una perturbacidn de las condiciones iniciales, por ejemplo,

N
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un error de redondeo en ‘el valor de la constante ¢, implica que
u(t) es forzada a seguir otra trayectoria de la familia de.
soluciones. En los métodos®numéricos 4e un sdlo paso. por ejem~
ploi la solucidn en el nivel temporal tntl s calvu}ada utili=-
2ando como valor inicial 1la solucidn en el nivel t? y este pro-

ceso se repite para valores de n crecientes. En cada paso de .
t iempo se produce una pequefia perturbuacidn, error de redondeo o
error local de truncamiento, que produce up. féndmneno similar de
transicidén a otra trayectoria de la familia de soluciones. En la
Fig. 2.5 se presenta una situacida muy exagerada de 1o que acon-
tece normalmente en el calculo. 3i a medida que t aumenta las

ult)

Soluci{én computodo

Solucion axacto

[ANANEN
NAEANEAN

- d f/
t:j = Uﬂ)*co
1/h
O 1 2 n1 n nel ) -
: ® )

Fig. 2.5 Propagacidn del .error durante la integradidn numérica
3

[

curvas de la familia de soluciones se alejan entre si ripidamen-
te, entonces el problema de valores iniciales es inestable; én
el caso contrario el problema es estable.

Eg importante distingulr entre el error -global y al
error local de truncamiento. El error global en el tiempo g+
es ul*l - yn+l | gonde uPt! es la solucidn exadta en tPhl gel
problema de valores iniciales genuino (U(t) = cj et en'1a Fig.
2.5). El error local ®n tP*] es 1a diferencia entre el valor
computado ul y el valor en tP¥! de aquella solucién de la
ecuacidn diferencial gque pasa por el punto (u",t"). Para ser més
claro, los errores locales son los saltos en la curva escalera
de la figura 2.5 ‘4Dahlquist y Bjorck, 1974).



2.6 Anflisis de la convergencia en el método de Euler

Vamos a restringir nuestro anllisis de la convergencia
del método de Euler aplicado a la ecuacidn de decaimfento
du/dt + au = 0 , u(0) =ug » 0 , t ¥ 0. Distinguiremos entre el
valor exacto de la solucidn que denominaremos U® y el valor
aproximado de la solucidn numdrica gque llamaremos u®. Entre los
niveles de tiempo n y n+1, por medio de un desarrollo en serie
de Taylor se obtiene

a
1 '
un*tl = g" 4+ x duP/dt + — k2 a?u(k)/ac? (2.31)
2
donde & es un nivel intermedio de tiempo ent:re n y n+1. Dado &ue
U satisface la ecuacidn diferencial dt(n)/dt = =-a U? y
a2y(E) = a2 U(E). Reemplazando en la ecuacidn anterdior
1
. Ul = (1 - a k) UM+ = k2 a? u(k) (2.32)
2

Teniendo en cuenta qlie la solucidn exacta &s decreciente monot&~
nica,
uttt < ycg) < un (2.33)

"

Por conveniencia introducimos la notacidn

1 U(g) 10 ,
" = — a2 x?2 < - a? g2 ? (2.34)
2 uyn 2
w o= 1 - a k
gque reemplazada en la ecuacidn (2.32) raesulta

un*l w w oyt 4+ o" yn : : (2.36)

- R . . . * g' . .
Recordando gque el esquema de Euler para ‘'la ecuacidn de decai-
miento se escribe '

atlo= oy W, oy = 1 < ax - (2.37)

comparando esta expresidn con la fdrmula (2,36) se deduce que el
término o UM de esta ltima es el residuo del esquema de Euler
que aquf es de O(a’k?). Restando la ecuacidn (2.37) de la (2.36)
se obtiene una fdrmula de recurrencia para el error e” = y? ~ I,

es decir

+1 g v
entl E= w el 4 gn yn (2.38)
$i analizamos el error desde el = y0 -  rasta em comprobamos
)
cue - ¥

('5n = 00 wn-‘l Uo + 01 wn-z Ul + cees + On-l Unul (2.39)
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para valores de k suficlentemente pequefios o { w £ 1 por lo que
todos los  términos de la ecuacidn (2.39) son positivos y dado
que o < 1/2 a? k2 resulta que ’

1
eh < — a2 x2 (wn=1 g0 4 yn=2 ¢yl 4 [, 4+ yn-1 (2.40)
2

Ademds dado que o¢" U" > 0, la ecuacidn (2.36) indica que
g™l > w UM de modo que e en 1la ecuaciq? (2.40) deviene

1
e ¢ — a2 x2 n yn-! (2.41)
2

Dado que n k = t y un~l = g0 g-aln=1)k 5 4o ,-at obtendremos
finalmente una cota del error .

1
e < —ul a2 x ¢ -2t (2.42)
2 .

“ Para cualqu;gr tiempo fljo t, e + 0 para k * 0. E1l
error de truncamiento en el esquema de Euler es de G ), pero
luego de ser sumados los errores sobre n pasos de tiempo de lon-
gitud k, el error e" = y™ - u® en u® se transforma en 0(k). Sin
embargo y como veremos a continuacidn es la estabilidad numérica

la que gobierna el tamafio de grilla a utilizar.

2.7 Anilisis de la estabilidad en el método de Euler

Utilizando el ejemplo del método de Euler estudiaremos bajo
qué condiciones un método numérico para problemas de valores
iniciales es estable. Para ello supondremos la existencia de un
pequefio error e" o perturbacidn de la variable dependiente ul
en el tiempo t" y trataremos de Jdeterminar el error que se pro-
duce en la. variable dependiente u"*l! como consecuencia del
mismo, a través de una linealizacidn del problema. Escribamos
nuevamente el problema de valores iniciales (2.1) =~ (2.2) para

el caso de una ecuacidn escalar.

du ‘
— 4+ f(u,t) = 0 , (2.43)
dt

El método de Euler se escribe entonces
ul*l = yf . ok f(uP, D) (2.44)
En consecuencia

n+ 1

u + el = yn 4 gD ok g(ul « N, D) (2.45)

Como hemos supuesto que el error es pequeRfo es vAlido el sgi=~
guiente desarrollo en serie de Taylor
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£(ut + €M, eM) = g(ul,t?) + P (3E/3u), + O(eh) (2.46) *

Reemplazando (2.46) en (2.45) y restando al resultado
la ecuacidn (2.44), obtenemos

eMl = eM o x (3£/3u), EM + O(eM) : (2.47)

La expresidn (2.47) representa la ecuacidn para la amplificacidn
de un error pequefio, que escribimcs como

eml = [1 -k (3£/3u),] €™ + o(e™) - (2.48)
El término eﬁtre cdrchetes
g = 1 =k (3£/3u), (2.49)

se denomina factor de amplificacidn. La expresidn (2.48) puede
ser escrita, despreciando términos de orden superior, como

Para que el método, numérico sea estable es necesario que el
error no se amplifique del paso t™ al tzflﬁ para ello se requie~
re que ,

€n+1i <l en | {(2.51)

Entonces teniendo en cuenta la ecuacidn (2.50) la estabilidad
numérica exige que se cumpla que -

| g <1 (2.52)

Conviene hacer notar que la condicidn de estabilidad (2.52) no
tiene en cuenta aquellos casos en que la solucidn . exacta del
problema de valores iniciales admite un crecimiento exponencial.
Para estos casos es necesario establecer una c6ndicidn de esta-
bilidad que permita el crecimiento no acotado del error siempre
que este sea menor al crecimiento de la solucidn exacta (mis
adelante volveremos sobre el tema).

Para el método de Euler la condicidn de estabilidad (2.52) exige
que

-1 €1 - k (3f/3u), € 1 (2.53)
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Naturalmen®®, la ecuacidn (2.53) est& ligada a la ecuazcidn dife-
rencial primitiva a través de la derivada f con respecto a u.

En el caso de que,estemos tratando con una ecuacidn de
decaimiento la condicidn de estabilidad en el método de Euler

exige que

2
k € ————— {2.54)
(3£/930)

expresidn que se obtiene de la férrmula (2.53). La ecuvacibn
(2.54) nos dice que existe una cota superior para el valcr del
paso temporal y que s8i dicha cota es sguperada, de acuerdo al
an8lisis lineal de la estabilidad, cualquie: error se incremen-
tari en forma no acotada. Diremos en este caso que el método es
inestable.

La aplicacidn del concepto de estabilidad pvrede exteanderse a un
sistema de ecuaciones diferenciales oxrdinarias en cuyo caso se
obtiene en lugar del factor de amplificacidn una matriz de am-
plificacidn cuyo radio espectral (el mayor 3e sus auvtovalores)
cumple una funcidn similar a la derivada de f con respecto a u
ed el caso escalar.
#

El siguiente ejemplo ilustra lo dicho mds arriba. $i aplicamos
el esquema de Eulér a la ecuacidn de decaimizanto du/dt + a u =0
se obtiene

a* !l = (1 - a k) ul (2.55)
El factor de amplificaciones resulta
g = 1 - ak v (2.56)

Para visualizar el factor de amplificacidn definimos una nueva
variable y = a k y en la Fig. 2.6 presentamos el gr&fico de gl(y)
como funcidén del argumento y. Aqui se ve que los valores esta-
bles de y estdn comprendidos en el intervalo 0 < y < 2. La con-
dicidn de estabilidad exige entonces que

& . .

T

2
K < — (2.57)
a
Suponiendo que a = 1 y wug = 1 en la tabla 2.1 y 2.2 se mues-

tran los resultados obtenidos utilizando el esquema (2.55). La
tabla 2.1 contiene tres conjuntos de valores correspondientes a
diferentes tamafos de grilla (k = 0,1, 0.2, y 0.9), dentro del
limite de estabilidad determinada por la ecuacidn (2.57) para
a = 1, juntamente con la solucidn exacta. Estos resultados son
para los primeros 10 pasos de tiempo. Si comparamos los resulta-
dos, en el mismo tiempo, para diferentes pasos de tiempo vemos

que el error entre la solucidn exacta y la numérica decrece en
*xe
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forma lineal para valores de k decrecientes, como era de espe-
rar. En la tabla 2.2 tenemos los resultados para valores de k
superiores al limite de estabilidad. Naturalmente estos resulta=-
dos no tienen ninguna relacidn con la solucidn exacta. No obs-
t'ante ello, formalmente existe una diferencia entre los resulta-
dos de los dos primeras columnas y los correspondientes a la
tercera: en los primeros la solucidn es estable (oscilante pero
acotada para k = 2), el error se mantiene acotado; en la Ultima
columna el error crece en forma no acotada. El primer caso co-
rresponde a una estabilidad neutre mientras jue el segqundo caso
corresponde a una franca inestabilidad. La conclusidn principal
de los resultados numéricos presentados es que la estabilidad
numérica es una propiedad del método de diferencias finitas uti=
lizado. En el caso particular del método de Euler diremos que es
un método numérico condicionalmente estable. Esta es una carac-
teristica de todos los métodos explicitos de paso entero.

g(y)
| ] ¥

. .
-3

PN — @ =W N

bbb

Fig. 2.6 Factor de amplificacidn en el método de Euler

Conviene hacer notar que el factor de amplificacién
g e¢s funcidn del tamafio de grilla. Para valores de kX tendiendo a
cero, el error de truncamiento local tiende a cero y el factor
de amplificacidn tiende al valor unidad. Entonces est& claro que
cuanto%fas se acerque g a la unidad como cota superior, mis pre-
cisos segﬁn los resultados numéricos. Esto se puede observar en
la tabla 2.3 donde se comparan para un mismo tiempo, t = 1, las



soluciones numérica y exacta, para valores decrecientes del fac-
1 - k). Estos datos fueron tomados (de
de la tabla 2.1,

tor de amplificacidn (g
derecha a izquierda)
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Tabla 2.1 Soluciones estables de la ecuacidn de decaimiento
utilizando el método de Euler

k = 0.1 k = 0.2 k = 0.9 Solucion
n . t Exacta
t=n unlt t=n K ufl [ t=n K unl u = et

1 0.1 0.9000 0.2 0.3000 0.9 0.1000 0.1 0.9048
2 0.2 0.8100 0.4 0.5400 1.8 0.0100 0.2 0.8187
3 0.3 0.7290 0.6 0.5120 2.7 0.0010 0.3 0.7408
4 0.4 0.6561 0.8 0.4096 3.6 0.0001 0.4 0.6703
5 0.5 0.5905 1.0 0.3277 4.5 0.0000 0.5 0.6065
6 0.6 0.5314 1.2 0.2621 5.4 0.0000 0.6 0.5488
7 0.7 | 0.4783 1.4 0.2097 6.3 0.0000 | 0.7 0.4966
8 0.8 0.4305 1.6 0.1678 7.2 0.0000 0.8 0.4493
9 0.9 0.3874 1.8 0.1342 8.1 0.0000 0.9 0.4066
10 1.0 0.3487 2.0 0.1074 9.0 0.0000 1 0.3679

Tabla 2.2 Soluciones neutralmente estables ¢ inestables de la
ecuacidn de decaimiento utilizando el método de Fuler
8 k = 1 kK = 2 kK = 11
n t=n k gn t=n k gn t=n un
1 2 0. 4 -1, 11 -10!
2 4 0. 8 1. 22 102
3 6 0. 12 -1, 33 | =103
4 8 0. 16 1. 44 10
5 10 0. 20 -1, 55 -109%
6 12 0. 24 1. 66 108
Sl 7 * 4 0. 28 -1, 77 ~107
8 16 0. 32 1. 88 108
9 18 0. 36 -1. 99 -109
10 20 0. 40 1. 110 1010
Tabla 2.3 Comparacidn de las soluciones numéricas y exactas
para t = 1
k 0.9 X = 0.2 x 0.1 Solucidn
g 0.1 g = 0.8 g 0.9 Exacta
U{t=1) 0.0900 0.3277 0.3487 0.3679
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Hasta aquf nos hemos referido & la ecuacidn de decaimiento.
cuando la constante a es negativa hemos visto que la solucidn
del problema de valores iniciales es inestable (algunos autores
suelen denominarlas ecuaciones intrinsicamente inestables). Si
aplicamos el mé&todo de Euler a la ecuacidn de crecimiento com=-
probaremos, por un anllisis lineal de la estabilidad, que el
factor de amplificaciones es siempre mayor que la unidad, para-
cualquier tamafio de malla. Esto puede deducirse flcilmente de la
condicidn (2.53) que en este caso se transforma en 4

®
A <

lg] = |1 +ax]| > 1 (2.58)

Entonces el método de Euler aplicado a una ecuacidn de creci-
miento produce errores que #2 amplifican en forma no acotada pa-
ra tiempos crecientes. Es mis, podemos decir que cualquier méto-
do de diferencias finitas aplicado a una ecuacidn de crecimiento
produce errores que se amplifican en forma no acotadas. Sin em-
bargo, la misma solucidn exacta de la ecuacidn de crecimiento
crece en forma no acotada y una condicidn de estabilidad como la
representada por (2.52) no permite dicho crecimientc; de hecho
no se puede satisfacer la condicidn de estabilidad (2.52) sin
violar la consistencia. Este dilema queda resuelto introduciendo
la condicidn de estabilidad de Von Neumarnn (ver Richtmyer y
Morton, 1967) que establece que

g < 1+ 0(k) (2.59)

Esta condicidn gque es mlds generosa que la (2.52) permite el cre-
cimiento no acotado legitimo. Volveremos sobre este tema més
adelante.

En la pr8ctica la solucidn de una ecuacidn inesmtable
implica forzosamente la utilizacidn de una ralla muy fina es de~-
cir con valores del factor de amplificacidn cerxrcanos a la unidad
81 se quieren obtener resultados razonables.

2.8 Esquema fuertemente implicitfo

El método de Euler que acabamos de present#®r es un-mé-
todo explicito condicionalmente estable. En determinados prabie-
mas es conveniente utilizar métcdos de paso entero implicitos,
gque no posean restricciones de estabilidad.

=Para obtener un método implicito aproximamos la integral de
la ecuacidn (2.19) suponiendo el valor de f constante para todo
el intervalo t" < t < tNtl ¢ igual al valor de f en el nivel

temporal t"+1, seglin se ilustra en la figura 2.7, resultando
ul*tl = g0 o g gt  (2.60)
donde £N*1l o g(uPtl,en*1l), pa oxpresidn (2.60) as un esguema

de paso entero, fuertemente implicito (f se walcula solamente en

ehtly y con una aproximacidn en adelanto para u; posee primer

orden de precisidn y se denomina método fuertemente implficito.
&



L K

A1%

fn fﬂf’

-]
-
=

’nH

Fig, 2.7 Aproximacidn de la integral t"*1 de la ecuacién (2.19)
en el método fuertemente implicito

vamos a realizar un anflisis lineal de la estabilidad de este
método utilizando la técnica de perturbacibén ya vista. Entonces
introduciendo un pequefio error e® en la ecuacidn (2.60)

antl 4 gntl o n 4 gh o g guntl 4 en+1,tn+1) (2.61)

=1

Por medio de un desarrollo en serie de Taylox se obtiene

£(ult leentl ently = gt l ently 4 entl (y) + T.0.5. (2.62)

ni1

donde M es la derivada parcial de f con respecto a us Reempla-=-
zando (2.62) en (2.61) y luego restfndole 1a ecuacibn (2.60) re=
sulta

—

en+ 1l o eh (2.63)
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El factor de amplificacidn es entonces
1

g = (2.64)
1 + k (M)n+1

Para ecuaciones de decaimiento M > 0 y el médule del factor
doa amplificacidbn es slempre menor que la unidad, para cualquier
tamafio de malla; por lo tanto, el métod¢ fuertemente implicito
es incondicionalmente estable. La mayor ‘estabilidad del método
se logra a costa de una mayor complicacidn del cilcul.o: en gene-
ral, si f(u,t) es una funcidn complicada, la oktencidn de un*l1
en forma implicita implica recurrir a un proceso iterativo.
Lo}

En el caso de ia ecuacidn de decaimiento du/dt + a u = 0 el
factor de amplificacidn resulta :
1
g = ———— " (2.65)
1 + k a
Definiendo una nueva variable y = k a , la figura 2.8 nos

muestra el gridfico &e g(y) en funcidn de vy.

g(y)
|
!
1 N

N | T

N

~
~
N
q ~
~
-
~
= .
N p .
N _
-,
< ~
N
. N
~N
~
~
F ~N
~

‘ - , . —— s _— y
b : 8 L 9

Fig. 2.8 Variacidn del factor de amplificacidn en funcidn de y

& para el esquema fuertemente implicito (en linea puntea-

“ da se indica el factor de amplificacidn del esquema de
Euler).
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Los esquemas de este tipo para los cuales el factor de amplifi-
caclidn tiende a cero para valores crecientes de ¥, suelen deno=-
minarse esquemas super estables. Su utilizacidn es muy difundida
coffio veremos mAs adelante en el caso de sistemas de ecuaciones
diferenciales rigidas (stiff).

Para ecuaciones de crecimiento (M £ 0) el factor de amplifica-
cidn se transforma en

3
3

g = (2.66)
1&‘?— k (M)n+1
y el mddulo del factor de amplificacidn es mayor que la unidad
para cualquier tamafio de malla, por lo que el método fuertemente
implicito produce errores que se amplifican en forma no acotada.
Para la utilizacidn de este método en ecuaciones de crecimiento
valen las mismas consideraciones que para el método de Euler. En
realidad conviene mids, en estas circunstancias, emplear el méto=-
do de Euler ya que en el mismo los errores crecen de una manera
menos catastrb8fica. Esto se puede verificar comparando los fac~-
tores de amplificacidn de ambos métodos. El siguliente ejemplo
ilustra lo anterior. Supongamos a = 1 y uqg = 1 en la ecuacidn
de crecimiento du/dt - a u = 0. Aplicando a la misma el método ,
de Euler y el método fuertemente implicito respectivamente, re~

sulta
&
u™ b= (1 4+ k) w® = gp u™  (Euler) (2.67)
] -
w*l = — w™ = gy u? "(Fuertemente (2.68)
1 - k implicito)
Definiendo una nueva variable y = ka los factores de amplifica-

cidn de ambos métodos se comparan en la fig. 2.9. En las tablas
2.4 y 2.5 se presentan los resultados obtenidos por ambos méto-
dos para k = 0.5 y 0.1, respectivamente.

Tabla 2.4 Soluciones "inestables" de la ecuacidn de cracimiento

k = 0.5 Solucidn

n t gr = 2 g9 = 1.5 . exacta
. et
Us Ug
0 0 1 1
1 0,.5 2 1.5 1.649
2 % 4 2.25 2.718
3 1.5 8- 3.37 4.487
4 2 16 5 7.389
) 5 2.5 32 7.59 12.18
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Tabla 2.5 Soluciones "estables" de la ecuacidn de crecimiento

k = 0.1 Solucidn *
n t gr = 1.111 9 = 1.1 exacta
et
Uy Ug
0 0 1 1 : 1
1 0.1 1.234 141 1.105
2 0.2 1.372 1.21 1.221
3 0.3 1.524 1.331 1.350 °
4 0.4 1.693 1.464 "1.492
5 0.5 ~ 1.881 1.610 1.649
En la tabla 2.4 para k = 0.5 ambos métodos producen resultados

inestables pero mientras el método de Euler diverge lentamente
el métodeo implficito lo hace en forma catastrbd8fica. En la tabla
2.5 para k = 0.1 y para valores del factor de amplificacidn mu-
cho mids cercanos a la unidad, ambos métodos producen resultados
razonables, siendo mls precisos los correspondientes al método
de Euler.

k3
g(y)
104
¢
| /
, 1 /
X . /
S
[ SR
s
* 4 B1 _ o
3
3 A
3 / 14
; E
2
3 // —
' > T T - T A-tuind. = Lt s bbbt o, y
¢ . . p. 4 )(

Fig. 2!9 Comparacidn de los factores de amplificacidn del método
de Euler y fuertemente implicito para la ecuacidn de
crecimiento
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2.9 Método implicito ponderado

Para obtener una familia de métodos de paso entero im-
plicito ponderado se aproxima la integral de la ecuacidn (2.19)
suponiendo el valor de f constante para todo el intervalo
t? < ¢t < ¢ntl o igual al valor promedio ponderado de f en los
niveles temporales t" y tn+1, es decir

u*lo= W - [B T+ (1 - ) £7] (2.69)
edonde £ g f(ul, ™) , £0F1 = f(unt1,¢P*1l) y B es una constante
de ponderacidn con valores entre 0 y 1. Para B = 0 se tiene el
método explicito de Euler, para B = 0.5 se obtiene el método im-
plicito de segundo orden de precisidn llamado de Crank-Nicolson
y para B = 1 se tiene el método fuertemente implicito. La venta-

ja del método implicito ponderado es gue permite una mayor pre-
clsidn que los métodos de Euler o fuertemente implicito.

Un anflisis lineal de la estabilidad muestra que la ecuacidn pa-~
ra la amplificacidn de un error pequefio se escribe (ver Marshall,
1984).

entl = en (2.70)
EN 1T + k B (M4
Vamos a estudiar el factor de amplificacidn proveniente de 1la
aplicacidn del esquema (2.69) a la ecuacidn de decaimiento
du/dt + au = 0. En este caso la expresidn (z.70) deviene

1 -k (1t - B) a
entl - el (2.71)
1 +k B a

Definiendo una nueva variable y « KA el factor de amplificacibn
sec escribe -

1 - (1 - B) vy
gly) = : (2.72)
1 + B v

L3

En la figura 2.10 se presenta el grafico de g(y) como funcidn
del argumento y para distintos valores del factor de pondgracién
B. E1 limite de g(y) para y tendiendo a infinito es (B =~ 1)/B.
si ¥ < B < 1, el valor asintdtico de *g{y) no es menor que -1 y
el método implicito ponderado es incondicionalmente estable. Pe-
ro si 0 < B € 1B, el valor del argumento y debe acotarse por el
valor al cual intersecta la linea g(y) = -1, para la estabilidad
del método. En resumen, la condicidn de estabilidad del método
implicito ponderado para la ecuacidn de decaimiento es



2
X < si 0 < B £
a(1 - 2 8) &
(2.73)

sin restriccidn si 1 < B <1
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Fig. 2.10 Factor de amplificucibdn para el método implicito pon-
derado

-]

#para ecuaciones de crecimicnto el mddulo del factor de amplifi-
cacidn es mayor que “la unidad para ‘cualquier tamafio de malla por
lo que el método implicito ponderado produce errores que se am- .
plifican, en forma no acotada. Al respecto, las consideraciones

., Sobre el método de Euler y el método fuertemente implicito son
validas aqui. “ .

L

2.10 E1 método de extrapgﬁacién de Richardson

El conocimiento de la velocidad de convergencia de un
mdtodo numérico permite mejorar los resultados obtenidos con el
mismo mediante una axtrapolacibn a k = 0. Supongamos qua el
error de un determinado método de integraci®n numérica es 0(k%)
Y que k es pequefo, entonces podemos escribir

u -U = ¢ kx% + & (2.74)



donde u es la solucidén aproximada y U es la solucidn exacta; el
error dominante es ¢ k9 y § es un error mucho mls pequefio. Si
ahqgra realizamos dos cldlculos numéricos con el mismo método y
problema utilizando dos mallas diferentes k) y ky, tendremos

=4
1

c
H

c ko2 + &9 (2.76)

[
N
t

e
H

EFliminando la constante ¢ resulta

1
U = emememimm e (ulk(%_ - qu(f) + o ————— () k% - flz k?) (2.77)

kY - x k3 - xi

£i despreciamos los términos gque contienen los errores 6] ¥y
(i, por ser pequefios, la ecuacidn (2.77) nos Jda una mejor aproxi-

racidn de U.

La técnica de extrapolacién desicripta se debe a
Richardson (ver Henrici, 1962), también se la suele denominar el
método de extrapolacidn al limite o el métoco de las correccio-
nes diferidas. i

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacidn del Mmétodo
&e Richardson a los resultados numéricos obtenidos con el método
de Fuler. llemos visto gque con dicho m3todo se obtiene un error
de 0O(k), si quisiéramos reducir el error a lg mitad tendriamos
que reducir la malla a k/2, sicmpre que el término de orden su-

portor seva despreclable. Conslderemos dou integraciones de una
ccuacidn diferencial utilizandn en la »srimera una malla con paso
vy en la seqgunda una malla cow paso k/2. LLamando u] y ujp a los
respectivos resultados numéricos y U a la solucidn exacta, las
ccuaciones (2.75) y (2.76) resultan enr este caso (q = 1)
o » C
up - U =®c k + O(k*) 4 .
]
C ok .
uyg = U = ¢ — + 0(k?) , _
z 2 ® - B
» - “
Eliminando la constarte c obtenemos la expreSLOn correspondlente
a la ecuacidén (2977), es decir " -
U = 2 up - up + 0(k?2) " (2.78)

“
&
Entonces podemos utilizar la ecuacidn¢(2.78) para obtener una
mejor aproximacidn numdrica ya que la misma conatituye un m@todo

de gegundo orden de precisldn debido a que ¢l error es O(k ).

En la tabla 2.6 se muestra el resultado del método de
Richardson aplicado a los resultados obtenidos utilizando el mé-
todo de Euler en la ecuacidn du/dt = =-u con condicidn inicial
u(0) = 1 en el intervalo 0 < t < 1,
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Tabla 2.6 Resultados de)! método de extrapolacidn de Richardson

o ‘k - 0°25J K = 0.1:25Jm; = 0..».5625.-_.}.{ = 0.0;25
ug (1) Euler 0;3-.1‘6‘4 r 0.3436 0.3561 0.3621
(2.78) - 0.3708 003685 0.3680
Error A - 0.0243 0.0118 0.,0058 °
Error B - 0.0029 0.0006 | 0.0001
Error/k 2 - 0.0469 0.0422 0.0401

La primera fila corresponde a los resultados del método
de Euler para t = 1, utilizando diferentes mallas (k = 0.25
x 2°% , i =0,1,2,3). La segunda fila corresponde a una nueva
aproximacidn calculada con la extrapolacidn de Richardson repra-
sentada por la ecuacidn (2.78). El error A es8 la diferencia en-
tre la solucidn exacta (u = 0.3679) y la obtenida por el método
de Euler, el error B es la diferencia entre la solucidn exacta y
la aproximacidn de Richardson. Est8 claro que esta Gltima es mas
exacta que el método de Euler al mismo tiempo gue converge cofi
mayor velocidad a medida que se afina la malla (0(k?) vs. O(k)).

2.11 Método predictor-corrector explicito

Una manera sencilla de mejorar la precisidn del método
de Euler es mediante su utilizacidén dentro de un esquema de pa-
sos fraccionarios. Este consiste en utilizar un procedimiento dé
paso doble: en el primer paso, denominado predictor, se predicé
una solucidén auxiliar con la éérmula de Euler; en el segundo pa-
so, corrector, se calcula la solucidn final con.-¥in esquema cen-
trado utilizando la solucidn auxiliar. E1 método predictor-
corrector explicito suele denominarse también método de paso do-

ble. :
’ Y

ﬁ?I'Sncl contegxto de la ecuacidn (2.19) el prggictor apro-
xima la integral del segundo miembro suponi*ehdo un valor consg-
tante para el intervalo t" < t <« ent 12 o igual*» al valor de f en
el nive@¥-temporal t? (método de Euler), mientras que el correc-
tor aproxima la integral guponiendo un valor constante para el
intervalo t" < t < tN*1l o igual al valor de £ en el nivel tempo-
ral t“'”’Q (esquema centrado) seglin se ilustra en la figura 2.11,
es decir '

predictor antl2 = yn o _ £ (2.79)

corrector wh*l  oogn ooy gnt R (2.80)
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donde NEV2 L f(un*tVe ¢ nt¥2y, E1 método predictor-corrector ex-

plicvito e congisternte con ol problema diforencial y pornoe go-

gundo orden de precisidn.

il

iy

///

Ph

tn tn+i/2 tnt

Fig. 2.11 Aproximacidn de la integral de la ecuacidn (2.19) en
el método predictor-cogrector explicito

Un anilisis lineal de la estabilidad muestra que las ecuaciones
para la amplificacion del ecrror estan dadas pon
.

-+
Lt e L PR YRR | (2.81)
. 2 '
i n-t ] . - - n — kK M n+t 1/;3 » ( 2. 8 2{)

dondr M representa la derivada de f con respecto a u supuesta
constante en el tiempo. Eliminando el error intermedio, el fac-
tor de amplificacidn del paso entero equivalente resulta

1
g = 1 -k M+ —k? u? (2.83)
2 .
Para el caso de la ecuacidn de decaimiento du/dt + au = 0 la

condicidn de estabilidad exige que

kb & /a (2.084)



Definiendno una nueva variable y = ka la figura 2.12 muestra el
gratice del factor de amplitficacidn en funcidn de y para la
ecuacidn de decaimiento

g(y)

Fig. 2.12 Factor de amplificacidn del esquema predictor-

corrector -para la ecuacidn de decaimiento
*

Para ecuaciones de crecimiento, M € 0, el mdébdulo del factor de
amplificacidn es mayor que la upidad para cualguier tamafio de
malli‘ﬁe donde el método predictor-corrector produce errores que
se amplifican en forma no acotada; para su utilizacidn en estos
casos rigen lasg mismas consideraciones que para los esquemas ya
vistos. . <

2.12 E1 método predictor-corrector implficito

Es interesante analizar la utilizacidn de un esquema
predictor-corrector implicito con el gque cabria la posibilidad
de mejorar la precisidn y la estabilidad del cilculo. Refirién-
donos nuevamente a la ecuacidn (2.19) el predictor estl consti-
tufido por el método de Euler, al igual que con la ecuacidn
{2.79), mientras que el corrector estd constituido por un esque-
ma implicito ponderado, es decir

predictor Rl o gy gn (2.85)
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corrector L L LI A AR UL R B £ ] (2.86)

. * o *
donde £ "1l = f(u n+1'tn+1) y B es un coeficiente de pondera-

cidén 0 £ B < 1. Vamos a analizar el caso en que el pradictor en
utilizado una sola vez (para cada paso de tiempo), pero el co-
rrector es utilizado en forma iterativa, es decir

n+1 - n _ gn .
predictor 1 w_.g = u k £ | # (2.87)
. B W' o) .
corrector ugi% = u - k(1 - B) £ - x B f;*l (2.88)

£
donde el..subindice m indica el nimero de iteracidn. Vamos a ana-
lizar qué.sucede con la precisidn del mét@io, cuando el correc-—
tor es utilizado m veces en forma iteratigé, en el ejemplo de la
ecuacidén de decaimiento du/du + au = 0. Ademds vamos a suponer
¥ue B = 0.5, es decir, que el corrector es un esquema de Crank-
Nicolson. Entgnces ¢l esquema de cldlculo resulta

&

u%+1 = (1 - ak) u" .
k k

nl;"*"l R (1 - a ._)un - g e u%+1
. ) 2 2
| K . ¥
ug+1 (1 = a=—=) u' - a— d%+1

2 2

k k _
un+1 = (1 = a —) ul - a — un+1 (2.89)
m+ 1 2 o o M

Si expresamos u;:i en forma recursiva en funcidn de gﬁpse ob-
tiene el

. g ¥
¥ k2 T T3 ' c. e
un+1 - (1 - ak 4 aZ___,___ - 53“._ 4 ..;) ub . (2.90)
m+ ] 2 4 i

Comparando la expresidn (2.90) con el siguiente desarrollo de
TayloY

x 2 x 3
un+1 = (1 - ak + az"-”‘ - a3_+ noc) un 4 (2'91)
‘ 2 6

vemos que bajo el punto de vista de la precisidn no tiene mayor
sentido iterar més de dos veces.
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A continuacidn analizamon la estabilidad del pradictor-corrector

implfcito. Es natural suponer que si el proceso de iteracidn se

ecfectia hasta que u:t} = u; , el esquema predictor-corrector,
m-

resultard8 incondicionalmente estable tal como sucede con el
corrector., Para obtener el factor de amplificacidn de la ecua-
cidn (2.89) la relacionaremos con el esquema de Crank-Nicolson

sumando a ambos miembros la cantidad ak/2 ugii resultando
) ) ak ak ak
(1 + —)un*tl = (1 - —)u" = —  (uitl o yntl (2.92)
5 m+ 1 2 2 m+ 1

2

Por otra parte la diferencia entre dos iteraciones sucesivas en
funcidén del valor inicial estd dada por

—ak m+ 2
] un (2.93)
2 _ &

Reemplazando en la expresidn anterior y resolviendo para u;I{

obtencemos, Jinalmente, el factor de amplif}cacién

un+1 - n+1 = -2 [

1 - ak/2 2 (-ak/2)™*?2 : )
g = - , : ,(2.94)

" 1 + ak/2 1+ ak/2 -

El factor de amplificacidn (2.94) del predictor-corrector con-
verge al del esquema de Crank-Nicolson sdlo si se cumple que
k £ 2/a, que es precisamente la estabilidad del esquema de
Euler. Introduciendo la nueva variable y = ak en la Fig. 2.13 se
f{lustra la variacidn del factor de amplificacidn en funcidn de y
para diferentes valores del nimero de iteracidn m, en el esquema
predictor-corrector implicito. El gridfico muestra, quizlds con
mayor claridad, la imposibilidad de extender la estabilidad del
predictog-corrector en su modalidad iterativa, mids alllf de la
catabilidad correspondiente al esquema de Euler.

Existe otra manera de interpregparg el esquema predictor-corrector

(2.87)-(2.88) y consigte en resolver el corrtctor (para B = 1)
»
1 1
(1 + — ak)u*l = (1 - — ax)un (2.95)
2 2

mediante el siguiente proceso iterativo

1 1

uPtl o= o= ax WPl 4 (1 - — ak)u® (2.96)
m+ 1 5 m 2
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Fig. 2.13 Factor de amplificacidn para distintos valores del nii-
mero de iteraciones m en el esquema predictof;
corrector impldcito. (Crank-Nicolson _  en linea . de
puntos) . * ¢

» s .

+ kol

En este caso el factor de amplificacidn del proceso iterativo

w54 dado por g = -ak/2. Para que el proceso iteénativo represen-

tado por la ¢cuacidn (2.96) sea convegyente c©s necesario que se

cumpla la condicidn de estabilidad k { a/2.

2.13 EL problema de valores de contorno ,
. .

’ ’ P . A '-‘:
Introducimos. el .sratgmidnto numérico -de ‘problemas de
L i P . . . .
contorno con 1la sfﬁuiqyte ecuacidn diferencial de segundo orden

Pl

. —_—
»
u" - p(x) u' - gq(x) = r(x) 0 € x < 1 (2.97)
u(o0) = a , u(1) = AR (2.98)
donde u = u(x) y g(x) » 0. De acuerdo a la convencidn adoptada,

la variable independiente x representa una variable espacial. El
problema de contorno (2.97) - (2.98) que, como veremos mas ade-
Tante, tambidén roepresenta una ecuacidn lineal eliptica on una
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dimensidn, tiene una gran variedad de aplicaciones en ?isica e
‘Ingenieria. La condicidn q(x) » 0 es necesaria para la existen=
cia de soluciones del problema de contorno: supondremos entonces
gue la solucidn existe y es inica. Con el objeto de aproximar el
problema diferencial por un esquema en diferencias finitas sub-
dividimos el intervalo espacial 0 € x € 1 en N+1 segmentos igua-
-les d& longitud h = 1/N+1, donde h es el paso espacial, segQn se
ilustra en la Fig. 2.14. La unidn de cada uno de estos segmentos
determina un nodo de la malla o red. Para discretizar la ecuacidn

&
e
-
N
-
=
=z
[T S 3
-

A

Fig.,2.145Disdretizac16n del dominio ¥
SRS &«
. & : a . -
diferencial reemplazamos cada~térﬁgné“ﬂefﬁaamismaﬁpgﬁfsu aproxi-
macidn en diferencias fimitas en los nodos da la malla; en par-
ticular utilizaremos esquéﬁéé en‘diferencias centradas. Entonces
una aproximacidn de la ecuacidn (2.97) se puede escribir (para

ur. nodo genérico)

(NS

Uj—1 - 2 uj + uj+1 U.j+1 uj_1 (2 99)
2 T Pj o B R B
j - 1,2,..,N
donde py * p(xj) ¢ Qs = g(x:) y ry = r(xj). El esquema re-

presentado por la ecuacidn {2.99) es consistente con el problema

»
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N+2 incégni
la® condici
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(2.97) y la consistencia es de 0O(h?2),

tas u-
ones

8i ahora es-

cribimos para cada nodo interior la ecuacidn (2.99), resulta
j =1 : h_z(u0 - 2u] + uz) - pp(2h) " l(u, - ug) = q) u; = r;y
s -2 -
3= 2 5 b %uyp - 2uy 4 ug) - opa(2M) T ug = wy) - gy up = xy
j = 3 h—'z(uz - 2\.13 + uu) - P3(2h)-l(uu - ‘.12) - g3 ug = rj
3= N o (ugoq 2uy touggg) - opy (2B)T quyyg - ouyog) - .
i - A
ay Uy Iy (2.100)
;El sistema (2.100) es un sistema de N ecuaciones algebraicas con

Las dos ecuaciones faltantes est@n dadas por

e borde:

ug

o3

Y

plazamos los valores de ug y Uy
grupamos los coeflcﬁentes de las incdgnitas podemos escrlblr el

3istema resultante en la forma vectorial siguiente

viérgie: U

ditagonal
Q

Y

e

u

u2
uj3

R
orden

kN

N, detfinidan
R = -
Ty o &
ajl -C1
~by ra; -cj
@ . .
—bj

son vectores de dimens

por

UN+1 .
en el sistema

.z
Lon

B.

.
G

) ,
N, ¥ A es
r;.+ ba
ra
rsy
r

i

una matria

Entonces si reem-
(2.100)

y rea-

(2.101)

trie-



aonde

(2.102)

En sintesis, la solucidn numérica por el método de las
diferencias finitas del problema diferencial (2.97) - (2.98) se
reduce a la solucidn del sistema algebraico lineal representado
por la ecuacidn (2.101), es decir

v = A" lnr
fuponiendo por el momento que la inversidn iumdric# de A es po-
sible, existe una gran variedad de programas de cAlculo que per=-
niten la resolucidén del sistema (2.101) por métodos directos o
iterativos. A continuacidn presentaremos un™método directo de
factorizacidn para la solucidn numérica de sistemas lineales con
matrices de estructura similar a la matriz A y luego veremos ba-

jo qué condiciones dicho método es aplicable al sistema (2.101).
pas3

o

2.14 Matriz tridiégonal o de Jacobi

3

‘niente de la aproximacidn de ecuaciones diferenciales ordinarias
o en derivadas parciales es muy frecuente la aparicidn de matri-
ces con forma tridiadonal también llamadas de Jacobi (yer

Jsaacson ynKeller, 1966 o Jannenko, 1968) en los que aji,j =0
si i - 3|2 1, es decir .
r o N .1 ) T
a| c1 )
. by a2 ey .
- A = . . . (2.103)
’ bn-1 ap-q Cp-
L bn an ]
»

) She ’
Supongamos que la matriz A puede ser factorizada en la forma
. =€ i

NS &

" . & g
A = L U ’ (2.104)

.‘\7
& *

3
donde L y U son matrices de forma bidiagonal definjdas por

" W
a)

L - . . . (2.105&)

b a

En la soluc#dn del sistema algebraico A X = f prove-



L
1 )
u = . . (2.105b)
1 ;n-1
L J
i . ~
a) a1y) »
b, bayitay ©2Y2
LU = ) . ..
bp-n bn-1Yn-2+°n-1-
bn bn{n-1+°‘n
N (2.106)
& e

» e

Teniendo en cuenta la ecuacidn (2.104) y la (2.106) obtenemos

-

a) = ajy Y1 = c1/01
([1 e n'.'li hi 7"?1_1 1 At 2;3,..,“ (20107)
-Yi =2 ci/ui i = 2,3,0;\“"'1

Entonces, si se cumple que a; €S distinto de cero, las fdrmulas

deWrecurrencia representadas en (2.107) %ermiten obtgner la fac-
torizacidn (2.104). Una vez obtenida dicha factorizacidn alin nos

resta resolver el sistema algebraico primitivo A X = £ a través

del sistema equivalente L U X = f. Para ello primero se resuelve

el sistema auxiliar o intermedio Lg = f y luego se obtiene la -
solucidn final resolviendo el sistema U X = g. La soluéidn. in-=.
termedia se obtiene por o

-4 . - Q

g1 = fi/ap ,
(2.108)
& 4
A R .(fi = by XYj.q)/0y 1 = 2,000,010
i L& - ..
La solucidn final estd dada por -
=
» %
xn = §9n %
(2.109)
xy = 94 Yj X441 ' j = n-1,n-2,...,1.

Se puede demostrar que si se cumplen las siguientes condiciones
en la matriz A



fay] ¥ Jerf »o

3
<
-

|ag | > [bgf+]eg| + by ey i=2,3,.0.,0-1; (2.110)

> | vy} Fo

n

| a

A es una matriz no singular y por lo tanto el procedimiento re-
presentado en la expresidn (2.107) es valido (el lector intere~
sado en la demostracidn de lo antevior puede ~bnsultar Isaacson=
Keller, 1966).

2%"15 Solucldn directa del problema de contorno “a
@ - -
Habiamos visto que la solucidn numérica del problema de
contorno (2.97) - (2.98) se reducia a la sc%pcién del sistema
algebraico lineal de orden N (2.101) cuya matriz de coeficientes
es tridiagonal., Veamos ahora las condiciones que se deben cum-
piir para que el método de factorizacidn sea aplicable a dicho
sistema. A tal efecto vamos a reqguerir que Ja malla sea lo su-
fientemente pequefia para que se cumpla

h ’ :
—lps] < I o= 1,2,000,0 . (2.111)
. - &
De la ecuaﬁ&on (2.102) se deduce entonces 2
| by} "+ Jey| = by + ey = 1 O (2.212)

-+
»

Redofdando %ge
* .

q(x) 0o , 0 <x < 1 , (2.113)

.
v

resulta ajy ¥ 1.{be lo anterior se deduce que

L3N

larf > Jerf ¥
»

g1 ¥ Iog] + e

51,
, ay | ) | le

Vemos entonces que se cumplen las condiciones para que la facto-
rizacidén descripta en la seccidn anterior sea vdlida. La solu-
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¢cidébn de la ecuacidn (2.101) de la sezcibdn correspondiente al
problema de contorno puede entonces ser obtenida por el proceso

de recurrencia anteriormente desciripto.

2.16 El1 método de Runge-Kutta

Habiamos visto que para mejorar la precisidn del método
de Euler podiamos utilizar un método de paso fraccionario explir
cito que denominamos predictor-corrector explicito. E1 método de
Runge~-Kutta utiliza la misma idea de varios pasos fraccionarios
para obtener una mayor precisidn. Utilizando la terminologia de
los textos sobre ecuaciones diferenciales ordinarias (ver Henri-
ci, 1962, o Dahlquist y Bjorck, 1974) el método de Runge-Xutta

de¢ segundo orden para la ecuacidn du/dt = f(u,t) se escribe
N e
qp = w;( f(ul, ") 43 *
a2 = k f(ul + ap.t"t
1
utl = gty — (qp + qp) (2.115)

2
donde q] Y g2 son valores aprcxinados de la derivade de u con
respecto a t calculados en el intervalo t ¢ t ¢ ¢"*) (multipli=
cada por kX ). Esté esquema suele denominarse tambifn método de
Heun. Pero el mds conocido de los métoudos de Runge-Kutta es el
de2 cuarto orden que se escribe ‘

d g, = k f(ul,t?) - -
s 1 1
aq; = k f(um + — q,,t"" /2)
2
1 , -
q3 = k f(ul +—2~qz,t“+/2) @ &
qy = Kk f(ul +:)q3,tn+l)
k]
n+ ! I
gntls o g o — (g + 2 g2 + 2 g3 + qy) (2.1f6)*
o % 6 . - R

Ely lector interesado en la fundamenta=-idn del métocdo de Funge-
Kutta puede consultar ﬁgnrici, 1€62, sIsaacson y Keller, 1966 o
Gear, 1971. Bgui nos contentamos presentando un andlisis heuris-
tico del método de Runge-Kutta que sirve para su mejor compren-
sidn. Si suponemos que la funcidn f es independiente de la in-
cbdbgnita u el método de Runge~Kutta de segundo orden resulta

k
uf ¢ — (g0 ¢+ gntly (2.117)
2

n+}

i

u
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donde 1'% = ey y £ woge™ ) pntonces, para el caso sarti-
cular analizado, el método de Runge-tutta de segundo orden es
equivalente a la aproximacidn de la integral de la ecuacidn
{2.19) con el método implicito de Crank-Nicolson. En la aomen-
clatura clisica de ecuaciones diferenciales se lo llama método
de los trapecios. Nuevamente hacz2mos notar gque las fSrmulas de
Runge~Kutta presentadas corresponden a la aproximacidn de la
ecuacidn diferencial du/dt = f(u,t) d= ahi =2l signo positivo en
el segundo miembro (2.11%17°',

Con igual argur- :0 el nétodo de Runge-~Kutta de cuarto
orden gesulta

W 1
® N+l o gD g (gD 4 g gt V2 4 ognt - (2.118)

6
donde EM = £(tN) , "*Ve . gettWoy oy gL L g(ently

En este caso- el método de Runge-Kutta de cuarto orden resulta
equivalente a la aproximacidn ée la integral de la ecuacidn
{2.19) con la fdrmula de cuadratura de Simpeon.

2.17 M8todos de paso maltiple

Habiamos visto que en los métodos de un sdlo paso como
por ejemplo en el método de Euler la solucién global del proble-
ma de valores iniciales para la ecuacidn de primer orden.
du/dt = f(u,t) se obtiene por medio dz una integracidn sucesiva
sobre una frie de fntervalos peguefios de tiempo, es decir ‘#

tl
ul = uo +f fo dt
t
* t 2
# w2 = wl + [ £l ac
g ! (2.119)
* tn+l
b uh* 1 a4 £" at
th )
» ’*

Para una integracidn en que estén involucrados p+1 intervalos de

tiempo finalizando en tn+1, este proceso puede escribirse comp
-
tn+1 »
FL A U S f 6™ (t) dat (2.120)
£~

donde ¢™(t) es una funcidn constante a trozos con valores

t = f(ul,tl) en los intervalos semiacotados [tl,tl*l]
i = n-p,n-p+tt,..,n=1,n. La inteqral en la ecuacidn (2.120) puede
ser interprotada como el drea entre los limites t""P y 21l como

g0 muestra en la Fig. 2.19.
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Est& claro que un reemplazo de la funcidan constante a
trozos ¢™(t) en la ecuacidn (2.120), por unz funcién de interpo-
lacidén polinomial p(t) que pase por lous puntos (ui,tl), para va-
lores de i cercanos a n, puede dar lugar a un método de integra~
‘cidén m&s preciso. A

-
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fig. 2.15 Aproximacidn de la integral en la ecuacidn (2.120)
por un esquema de paso miltiple

»

De la enorme variedad de métodos de paso mﬁltiplecoriginast por.
las distintas variantes de la aproximacidn polindmica mencionada
56lo presentaremos aqui una clase especial de métodos de paao
mGltiple gque constituyen la base de muchas bibliotecas de ruti-
nif para la integracidn de ecuaciones diferenciales ordinarias.

w8 s -
Los métodos de Adams estan basados ern la fOrmulsa

tn+1

uttl = gn s p(t) dt (2.121)
tn

donde p(t) interpola f(u,t) en varios puntos. Camo es usual la
f6rmula final obtenida no contiene el polinomio p(x) en forma
explicita sino que expresa u?*l como una combinacidn lineal de
u y de £M,eP71, .., £""P, Las fArmulas particulares obtenidas

<
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dependerdn de los puntos de interpolacidn elmgidos. Frxisten dos
tipos de eleccidn que son los mis comunes: el método 3e Adams~-
Bashforth de orden p+1 utiliza la interpolacidn de s(u,t:) en
£n,en~ 1, ., ,t""P, y el método de Adams-Moulton de orden p+1 uti-
liza la interpolacidn de f(u,t) en gt gn gn-1 0 gn-ptl
Naturalmente el primero da lugar a métodos explicitos mientras
que del segundo resultan métodos implicitos. Las tablas 2.7 y
2.8 presentan las fdérmulas mids comunes para ambos métodos junto
con los errores locales corresponéientes (las derivadas sucesi-
vas de u(t) se evalfian en un punto & intermedio desconocido en-
tre t" y t""P), En general el orden del método de Adams esth de-
terminado por el grado del polinoimio utilizedo. E1 error local
de una fSrmula de ordan P en de ocden 0(kP*!) dado qu= tPtl ag
el orden del polinomio prdéximo no utilizado. En los métodos de
Adams~Bashforth y Adams-Moulton el orden egtd también determina-
do por el nfimero de términos de f(u,t) wtiljzados en la obten~-
cié6n de ultl,

Tubla 2.7 Fbérmulas de Adams=-Bashforth (Bxplici:cas)

[ ORDEN FORMULA ERFEOR LOCAL
1
1 \ln+1 = un + kfn -k u'(s)
2
5
2wl = yMex/2(3£0-£07 1) — k3 u"(E)
12
® 3 .
3 ul*l = yNix/12(23£N~16£0" lesgen—2) - x"* ulV(g)
3
251
4 untl =*§1“+k/"24(55f“—59f“‘1+37f"“2—9_f-”"31) — kx5 uV(E)
720 :
i

Bn la tabla 2.7 se observa que el métode de Adamuz-Bashforth de
orden 1 no es ma8 que el esguema de EBuler, mientras gque en la
tabla 2.8 los métodos de Adams-Moulton &8¢ orden 1 y 2 coinciden
con el método fuertemente 4implicito y el método de Crank-
Nicolson, respectivamente. El lector intéresade en la fundamen~
tacidn de &estos métodos puede consulyar Henrici, 1962 e
Isaacson y Keller, 1966, entre otros.

La principal ventaja de los métodus de pasc mGltiple
frente a los métodos de un solo paso es qud, en general, a igual
precisidn las fbrmulas son mis sencillas y pot eénde el esfuerzo
computacional por paso de tiempo es menore. Li p¥incipal desven-
taja radica en que no sec puede ainiciar el ¢&aleulo c¢on dichos
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métodos ya que se requieren n-p valores previos. La solucidn
consiste en iniciar el cdlculo con un método de un solo paso o
con un método de paso fraccionario. Es importante tener en cuen-
ta que para iniciar el cdlculo se debe utllizar un método del
mismo orden o mayor gque el método de paso mlltiple que se utili-
zard luego. Por ejemplo para utilizar el nétodo explicito de
Adams-Bashforth de orden 4 bastaria iniciar el cadlculo con un
método de Runge-Xutta de orden 4. También se puede iniciar el
cdlculo con un método de menor orden pero con una malla mdg fina
de modo que el error sea del mismo orden.

Tabla 2.8 Fbrmulas de Adams~Moulton (Implicitas)

ORDEN FORMULA ) ERROR LOCAL
o
1 ut*tl oo ghyg gntl - k2 u"(§)
2
. 1
2 ul*tl o= oy /20t legn) - — k3 uw(g)
12
1 o
3 un*tl = yfyx/12(5£n* M legeP-gn—1, - — x* ulVigy
24
19
4 ultl o yNex/24(9eN 119N gen" 1, eN"2, - — x5 uWVie)
720

En general se prefiere utilizar los métodos de paso
mGltiple implicitos para el cllculo de la solucidn numérica ya
que para.el mismo orden, estos tienen un error local mucho menor
que los métodos de paso mlltiple explicitos. Esto se puede apre-
ciar comparando en las tablas 2.7 y 2.8 los métodos de orden 4
de Adams-Bashforth y Adams~Moulton. Suponiendo que lag derivadas
de orden cinco obtenidas mediante el cllculo y las derivadas
exactas son aproximadamente iguales (para k suficientemente pe-
quefio) el método implicito es considerablemente mis preciso que
su homdlogo explicito.

En los métodos de paso mOlltiple implficitoms, al igual
que en los explicitos, es necesario utilizar un algoritmo de un
solo paso entero o fraccionario para iniciar los clilculos. A es~
to se agrega la necesidad de tener que iterar por la caracteris=-
tica intrinseca del método implicito. Por eiemplo trat@ndose de
la férmula de Adams=-Moulton de orden 4 un posible procedimiento
iterativo seria

n+1

= n n+1 n _ n-1 n-2
um+1 u + k/24(9 fm + 19 £ 5 £ + f ) (2.122)

2
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donde el subindice m indica el niimero de la iteracidn. Este es-
quema iterativo es parecido al estudiado en ¢l método predictor-
corrector implicito. En la préctica, los métodos de paso mllti-
ple implicito sélo fueden competir con el método de Rurge-Kutta,
por ejemplo, si la uonvergencia es muy rapida es decir si no se
necesitan mis de dos iteraciones. Precisamente para lograr una
convergencia rfpida es necesario comenzar el prcceso iterativo
con una buena estimacidn inicial y esto se logra utilizando un
método de paso miltiple explicito. Entonces el procedimiento
usual consiste en utilizar, en cada paso de tiempo, e€n la moda-
lidad predictor-corrector, un método de paso mlltiple explicito
como predictor y un método de paso miltiple implicito como co-
rrector, ambos con error local de truncamiento comparables. Por
ejemplo un esquema de cllculo podria ser el siguiente: se ini-
cializa el cflculo con un método de Runge-Kutta de orden 4, lue-
yo para cada paso de tiempo se utiliza como predictor, el método
de Adams-Bashforth de orden 4 y como corrector, en modo iterati-
vo, el método de Adams-Moulton de orden 4.

Existen muchos otros métodos de paso mliltiple en la mo~-
dalidad predictor-corrector y el lector interesado puede consul~
tar Henrici, 1962, Yamming, 1962, Carnahan, Luther y Wilkes,
1969, e Isaacson y Keller, 1966, entre otrcs.

Otro método comiinmente wutilizado es el esquema
predictor-corrector de orden 4 de Milne que se escribe '

predictor

4 14
ul*tl o gn=3 k(2 P - £PT Dy 2 £072) , p o= - — x5 V()
3 45
(2.123)
corrector
k 14
T LR BRI S L R I LR L R LR M Ty
3 920
(2.124)
donde £) es un punto intermadio entre t"~3 y tP*! pientras

£, estd comprendido entre tn=1 o gn*l,

Una de las ventajas adicionales del método predictor-
corrector es la estimacidn del error local de truncamiento y su
posterior correccidn. Ilustrawmos el método con un ejemplo. Su-
pongamos el problema de valores iniciales du/dt = f(u,t) resuel-
to con el método de Milne de orden 4. Conocidos los valores ini-
ciales u°, ul, uz u3 y los correspondientes £n (calcalados, por
ejewplo, con el método de Runge-Kutta de cuarto orden) y fijada
la malla en un valor k, el cAlculo prosigue de la siguiente ma-
nera:

Lt
a) Se calcula u;:é utilizando el predictor

-~



ne

4
a1l = gn=3 4 x(2 g0 . g1 4 5 gn-2, ©(2.125)
; _

b) Utilizando el valor del paso previo se calcula el corrector
en forma iterativa

k
n+1 _ n~-1 - n+1 n n-1
um+1 u + ; (fm + 4 £ + € ) (2.126)

m = 0,1,2,-..
2
La iteracidn se continfila hasta gque el criterio de convergencia
elegido se cumple, por ejemplo

an+1l . yn+l
m+ 1 " { ¢ (2.127)

n+ 1
m+ 1

donde € es un nlimero positivo pegquefo. En el caso de ¢ue la con-
vergencia falle es necesario detener el proceso y utilizar una
malla mas fina, volveremos sobre esto m&s adelante.

c) Para estimar el error local de truncamiento en el uso del mé-
todo de Milne, en la integracidn sobre el intervalo t",tPn*! se
supone gque los crrores locales de truncamientc dados en las
expresiones (2.123) y (2.124) son v&lidos. Los valores de las
derivadas de orden 5 son desconocidos pero es razonable suponer
gque son iguales (siempre que k sea pequefio); denominaremocs M a
su valor. Luego la diferencia entre el valor obtenido por el
predictor u?*!l y el valor del corrector u"’! (donde mf es el
nimero de i@ggaciones necesarios para satisfacer el criterio de
convergencia), resulta

1 14
n - untl 2 o kO M 4+ —— kO M (2.128)
90 45

EGto implica que

90
kK5 M = —|un*tl _ yntl

29 | ™70 mE (2.129)

y el error local en ut! es estimado como
n+1l _ n
1 um-O umf'

— kM = (2.130)
90 29

e s
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Esta estimacidn debe ser utilizada con mucha cautela para que
las suposiciones efectuadas acerca de las derivadas de orden 5
no causen problemas. Una posicidn mds conservadora seria adoptar
la siguiente expresidn como estimacidn del error

1/3 | un*tl - yntl (2.131)

afladiendo un factor 10 para compensar la incertidumbre

d) Vamos a modificar el método de Milne de cuarto orden teniendo
en cuenta la estimacidn del error obtenida en la seccidn ¢). Pa-
ra ello escribimos nuevamente las expresiones para el error de
truncamiento

14 »
uh*tl - uhtl e — k5 M (2.132)
45 .
T
yntl -u“*f'1 = - — k%M - (2.133)
m 90 .

donde U"! es5 la solucidn exacta en los nodos de la malla y M es
la derivada quinta en un punto intermedio supuesta de igual va- .
lor tanto para el predictor como para el corrector. Dividiendo
la ecuacidn (2.132) por la (2.133) resulta

1

n+l . - __ n+1 n+1
U " (28 ue + um=0) (2.134)

Entonces la ecuacidn (2.134) es utilizada para modificar el
c8lculo del corrector de Milne de la siguiente manera:

1

ut*l = — (28 ultl 4 Nt (2.135)
mf m=0
29
La ecuacidn (2.135) puede escribirse, sumando y restando‘u:té,
n+1 - n+} — n+l _ ,,n+1 ,
u YWao Tt 7o (upe Ueo! (2.136)

Llamando ry a la estimacidn del exror local de truncamiento dado
por la ecuacidn (2,130) la ecuacidn (2.136) resgulta

n+1 _

u ulhtl 4 28 r, (2.137)

m=0

También podemos modificar el c8lculo del predictor de modo de
encontrar un valor mejorado del mismo. Si suponemos que el error
local de truncamiento varia lentamente de modo que ry, es aproxi-
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madamente igual en los intervalos gtn,tn+l] y [tn'l,tn], llaman-

do u;zgl al valor mejorado de u;:O y teniendo en cuenta que Ty
en el intervalo [tn'l,tn es, de acuerdo a la expres}én (2.130),
n_ n+1

aproximadamente (umf um=0)/29, podemos estimar Ui=0 de la
~ecuacidn (2.136) como

| *n+ ) +1] 28 n

n . n — - n .
“m=0 Ymeo * (umf Umeo? (2.138)
29
Entoncd® utilizando la expresibn (2,.138) en vez de u::é como

valor inicial para comenzar la iteracidn con el corrector se
puede acelerar la velocidad de convergencia de la solucidn ite-
rativa (2.126) ya gue en la mayoria de los casos la ecuacibn
(2.138) da un valor mejorado de u::é. El métcdo presentado
aqul puede ser extendido a otros algoritmos de tipo predictore-
corrector.

El control del tamafio de malla o paso temporal er un
problema de distinta naturaleza. E1 paso de tiempo debe ser
suficientemente pequefio para satisfacer restricciones debidas a
criterios de convergencia y o a la magnitud del error local de
truncamiento. Por otro lado el paso de tiempo debe ser, en lo
posible, suficientemente grande para minimizar el error de re-
dondeo y el nfimero de evaluaclones de la derivada. En general
las expresiones (2.127) y (2.130) nos perxrmiten determinax cuando
hay necesidad de actuar sobre la malla haciéndola mis fina o més
gruesa. Desafortunadamente el mecanismo para diches cambios no
es tan inmediato como se desea. La dificultad radica en que
cuando se cambia el paso de malla, en general, no se poseen los
valores iniciales necesarios para la utilizaciin del predictor y
el corrector. Ilustraremos lo anterior con un ejempilo. En la
Fig. 2.16 se muestran 3 mallas diferentes ducante la solucidn
numérica de una ecuacidén diferencial ordinaria. Supongamos gue
se usa un método de paso entero mialtiple que requiere tres va-
lores previos para obtener et nuevo valor y que el paso k en tn
debe ser cambiado. 81 k es cambiado en formea arbitraria la si-
tuacidn es idéntica a la del punto inicial. Si el valor de k es
duplicado entonces toda la informacidn est@ disponible (siempre
que se la haya guardado) para ser utilizada en el nuevo paso de
longitud 2 k. Si el valor de k es reducido a la mitad entonces
algunos de los valores necesarios estén disponibles. Los valores
intermedios faltantes pueden ser obtenidos por interpolacidn po~-
linomial, el grado del polinomio debe ser del mismo orden que al
del método de integracidn a los efectos de mantener la preci-
8i6n. En la Fig. 2,16 se interpola en t", tPN-k, tN-2k y tP=3x
para obtener un polinomio clibico para poder evaluar en t"-k/2,
Luego los valores en t", t"™-k/2 y t"-kx pueden ser utilizados pa-
ra continuar con el cllculo.
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Fige 2,16 Cambio de paso en los mbtodos de paso enteroc mfiltiple

En la mayoria de los programas se utilizan reglas adicionales
que evitan el cambio de paso en demasia o muy seguido. Algunas
reglas tipicas son: a) no incrementar k en mids de un factor 2;
b) no incrementar k mfis de una vez cada cinco pasos.

A continuacidn presentamos un anflisis simplificado de
la estabilidad numérica de los métodos de paso mltiple utili-
zando como modelo el problema de valores iniciales
du/dt = f(u,t) con f(u,t) = au, u(0) = Ug y golucibn exacta
U(t) = eatuo, y el predictor-corrector de cuarto orden de Milne.
Al respecto efectuaremos el an8lisis del corrector solamente su-
poniendo gque este ha sido iterado hasta obtener la convergencia.
51 el corrector es utilizado una sola vez se debe entonces hacer
el anfilisis del predictor y del corrector en conjunto. El co=-
rrector de Milne es, entonces,

k
ahtl = ygn-1 4 _ (gP*Dl 4+ 4 £0 4 £ 1y (2.139)
3

Yy teniendo en cuenta gue f{u,t) = au resulta
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ak ak ak .
(1 - —) w1l o g (—) u® - (1 + —) "1 = o (2.140)
3 3 3

que constituye una ecuacidn lineal y homogénea en diferencias de
orden 2. Para k fijo los coeficientes de (2.140) son constantes
y Se puede demostrar gque el criterio de convergencia exige que
(ver Dahlquist y Bjorck, 1974)

h
~|al €1 (2.141)

3. 0%

La teorfa de la solucidn de las ecuaciones lineales en diferen~
clas estf estrechamente ligada a la teoria de la sBolucidn de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. Daremos una breve
sintesis de esta filtima (el lector interesado pueds consultar
las obras de Collatz, 1966 y Dahlguist y Bjorck, 1974 entre
otros). Si suponemos que u” es una funcidn discreta definida pa-
ra el conjunto de enteros n, una ecuacidn lineal en diferencias
de orden q (el orden de una ecuacidn en diferencias es igual a
la diferencia entre el mayor y menor de los supraindices) es una

-combinacidn lineal involucrando un,un+1,...,un+q de la forma

ag u + ap w4 oay w2 4 L0 4 ag ue = b (2.142)
donde los coeficientes ag,+++,8, ¥ b pueden ser funciones de n
pero no de u. 81 b es nule se trata de una ecuacibn homogénaa,
La teoria de la solucidn de ecuaciones lineales homogfneas en
diferencias con coeficlentes constantes es mimilar a la teoria
de la solucidn de ecuaciones lineales homogéneas diferencialas
con coefilcientes constantes. En ese caso se bhuscan soluciones de
la forma u" = y", substituyendo dicha solucidn en la ecuacibn
(2.142) suponiendo b = 0 y coeficientes constantes; resulta

q

dividiendo por Y" resulta la ecuacidn caracteristica
a0+aIY+ ¢« o +aq Yq = 0 . (2.144)

que es un polinomio de grado g en la variable y. S8i las gq raices
Y1:Y2s000,Yq 8ON distintas, entonces Y?,Yg,...,yg son todas so

luciones de 1la ecuacidn (2.,142). La solucidn general de 1la
ecuacidn (2.142) es entonces la combinacidn lineal

noo, n n } n
b C‘l Y1 + 02 Y2 + LI ) t cq ‘Yq (2&!145)

donde c¢|,Cp,+++,C, 8On constantes. Cada término de (2.145) es

una solucidn particular de la ecuacidn homogénea.

El caso de raices miltiples o complejas puede ser tratado
de una manera similar (ver por ej. Isaacson-Keller, 1966, entre
otros) a la usada para ecuaciones diferenciales ordinarias.



Volviendo a la eccuacidn lincal homogéhea en diferencias
(2.140) la ecuacidn caracteristica resulta

(1 - ak/3) Y2 - (4 ak/3) Y - (1 + ak/3) = 0 (2.146)

fota e¢s una ecuacidn cuadr@tica cuyas ralices estdn dadas por

2 ak/3 t (1 + a2x2/3) %2 .
Yi,2 < (2.147)

1 - ak/3

Definiendo una nueva variable y = ak en la Fig. 2.17 se muestra
el grafico de Y},2 en funcidn de y en el intervalo -1 < y < 1,
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Fig. 2.17 Grafico de las raices de la ecuacibn caracteristica
del corrector de Milne

Podemos observar que la raiz Y] es monotdnica creciente con un
valor mayor que 1 para valores positivos de y mientras que 1la
raiz Yz es menor que -1 para valores de y negativos.

Expandiendo Y] y Y2 en serie de potencias resulta
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(ak) 2 (ax) 3 (ak)*® (ak)5

YI = 1 4 Ak b e e s e b,
2 6 24 ¥oo72
(ak) S
= edk 4+ — 4+ ..., (2.148)
180
ak (ak) 2 (ak) 3 S(ak) " 5(ak)
Yz o= @] 4 ee—— - - + + + ce e
3 18 54 648 1944

(2.149)
La solucidn de la ecuacidn en diferencias (2.140) toma la forma
de la ecuacidn (2.145) es decir

u = oy Y]+ e Y : (2,150)

o teniendo en cuenta la ecuacibé4n (2.148)

ul g e enlk + c2 Yg - cl ent + C2 erl (2.151)

De la comparacidn entre la solucidn exacta de la ecuacibd4n en di=-
ferencias y la solucidn de la ecuacibn diferencial surge que la
solucidn particular de la ecuacid4n homogénea en diferencias co-
rrespondiente a la raiz Y] es la solucidn de la ecuacidn dife~-
rencial. La ecuacidn en diferencias posee una segunda solucidn
particular c» Yg totalmente extrafla al problema diferencial

primitivo y que por ello Be denomina solucidn par@isita. Este ti~-
po de soluciones par8sitas surgen siempre que se aproxima un
problema diferencial de primer orden con una ecuacidn en dife-
rencias de un orden mayor. Es preciso analizar el comportamiento
de las soluciones parfsitas para ver si pueden llegar a tener
una influencia negativa sobre la solucibdn verdadera. Analicemos
primero el c¢amo de una ecuacibn de crecimiento (en este caso
a » 0). La molucibn asociada a la rafz Y| crece en forma expo-
nencial pudiendo aproximar la ecuacibén diferencial (el mbtodo es
numéricamente inestable). La 8olucibn parfsita asociada a la
rafz Y, decrece para valores positivos de y de modo que cual-
quier error introducido no crecer& en forma no acotada debido a
la presencia de dicha solucidn. Cuando se trata de una ecuacidn
de decaimiento (en este caso a € 0), la solucibén asociada a la
raiz Yj), decrece para valores negativos de y aproximando el pro-
blema diferencial (el método es num8ricamente establa para valo~-
res de y mayores que ~1), La solucidn parfesita asociada a la
raiz Y, crece para valores negativos de y dado que la raiz Y, es
menor que -1. En realidad debido a que Y; es negativa, la solu-
cidn resulta de signo oscilante y cualquier error introducido
creceri en forma no acotada y oscilatoria. Eventualmente la pre-
sencia de la solucidn parfsita har8 que los resultados obtenidos
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dejen de ser valederos. Los métodos numéricos que poseen estas
caracteristicas suelen denominarsce métodos débilmente inestables
o déhi{lmentoe entablen.

51 establecemos que Y| ¢8 la rafiz de la ecuacidn caracterSstica
asociada a la solucidn verdadera del problema diferencial de va-
lores 1iniciales dado, entonces se denomina a Y| la raiz
principal. Si se cumple que

lvis 1 € | v1f i = 2,3,.04,q (2.152)
£
el método es relativamente estable. En este caso, la aproxima-
cidén a la solucidn verdadera domina las soluciones parasitas
asociadas a las raices Yj.

Se denomina fuertemente estable al método para el que se
cumple que

Pyg |l €1, 1-=2,3,...,4q (2.153)

En este caso todas las soluciones parfsitas decrecen para valo-
res crecientes de n. Dahlquist y Bjorck, 1974, presentan el si-
guiente criterio llamado "condicidn de la rafiz" como condicidn
necesaria y suficiente para la estabilidad de los mé&todos linea- -
les de paso mfiltiple: todas las raices Y; deben estar ubicadas
dentro o sobre el circulo de radio unidad y las raices de mddulo
unidad deben ser simples.

2.18 Polialgoritmos para ecuaciones diferenciales ordinarias

La construccidn de un programa eficiente y confiable pa-
ra resolver ecuaciones diferenciales ordinarias es una tarea mu-
cho mis compleja que la simple eleccidn y programacidn del mejor
de los métodos numéricos presentados. Un buen programa necesita
muchas componentes integradas cuidadosamente entre si y que con-
forman un polialgoritmo. Los componentes principales de un pro=-
grama para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias son
(Rice, 1979):

1« Inicializacidn: determinacidn del paso inicial y de lcs mé-
todos de paso entero mAltiple de inicializacidn.

2. Control de la longitud de paso: determinacidn de la longitud
de paso a los efectos de controlar el error local, cambiando el
tamafio de malla para métodos de paso mfiltiple.

3. Control del orden del método: seleccidn y cambio del orde~ del
método particular a ser utilizado entre una misma familia de mé-
todos.

4. Salida: Cilculo de valores de la solucidn en un conjunto pre-
determinado de puntos en vez de en aquellos puntos determinados
por el programa.

5. Control del error global: Estimacidn del efecto acumulativo
de los errores locales y control del cidlculo de manera de mante-
ner el error global dentro de una tolerancia predeterminada.
6. Chequeo: Cada programa estd basado en un modelo gque represen-
ta una clase de problemas a los que va a resolver. Un buen pro-
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grama efﬁctﬁa varios chequeos para ver si la entrada y el pro-
blema son consistentes con el modelo. Uno de los logros princi-
pales de la década del 70 en computacidn fue el desarrollo de
programas eficientes y confiables para la solucidn numérica de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Aqui sbélo discutiremos bre-
vemente las caracteristicas principales de las mismas.

ITnicializacidn

Los métodos de un solo paso entero no presentan difi-
cultad computacional alguna en el primer paso, salvo la eleccibn
del tamafio del migsmo. El prdéximo paso es el control de la longi-
tud de paso mucho de lo cual se aplica aqui. Los métodos de con=-
trol de la longitud de paso, en general, consisten en comparar
resultados actuales (por ejemplo, estimacidn del error local)
con resultados previos. Dado que no existen resultados previos
para el primer paso se deben extremar las precauciones. El peli~
gro es que un primer paso muy grande puede producir un error
inicial que arruina la precisidn de todo el cl8lculo. En general
las estrategias suelen ser muy conservativas y se elige un tama-~
flo de paso menor que-+el necesario. Por supuesto gque si el paso
es demasiado pequefio hay un derroche de esfuerzo computacional y
el método de control de la longitud de paso debe incrementarlo
raplidamente.

Muchos programas piden al usuario que determine un paso
de tiempo inicial. En general el usuario no tiene idea del tamaflo
de malla apropiado y por lo tanto el programa gque depende del
usuario para una informacidén tan importante no es confiable. Al~
gunos programas piden al usuario gue sugiera un paso de tiempo
pero 85lo lo usan como punto de partida para su propia determina-~
cidén. Esta metodologia es muy razonable cuando se resuelven un
conjunto de ecuaciones diferenciales de caracteristicas simila-~
res: se determina el paso inicial dptimo para alguna de ellas y
para el resto se comienza con el mismo valor.

Los métodos de paso milltiple, como ya hemos visto, tie-
nen la dificultad adicional de necesitar varios valores previos
en cada paso de tiempo. En general se comienza con un Runge-Kutta
para los primeros pasos y luego s8e cambia al método de paso mfil-
tiple. Otra metodologia consiste en tener una familia de métodos
de paso mGltiple de distinto orden y que incluyen un método de un
s86lo paso. El cllculo comienza con un método de un sblo paso para
el primer paso, luego se cambia a un método de dos pasos para el
segundo paso., El nfimero de pasos en el método es incrementado en
un paso hasta obtener el nlimero deseado. Una vez que el chlculo
ha comenzado se comienza a utilizar el método general para el
control del paso de malla y para la seleccibdn del orden del méto~
do.

Control de la longitud de paso

Aqui el problema consiste en estimar el error local de
truncamiento o de discretizacidn. La mayoria de los programas
sblo intentan mantener el error dentro de los limites de la to-
lerancia preestablecida. En general no se puede estimar con pre-~
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cisidn el error sin resolver el problema dos veces o de una ma-

nera mas preﬁisa que la deseada. Por iemplo fodrlamos queger
n+

calcular u con una fdrmula de O(k Yy u con una
fdrmula de O(ks) 1 salvo que k sea un valor totalmente no rea-
lista, u *n+1 es una mejor estimacion de la solucidn exacta en
gh+! que un? por lo quel ut N+l Jn+1l es una esti-

macibn razonable del error cn u™', La tdea es gque aunque el
error en u *n+t no es conocido es sabido que es menor que el
error en uft! |

La estimacidn del error local es comparado con las tole-
rancia requerida. La mayoria de los programas utilizan dos tipoa
de tolerancia:

TOLABS = valor absoluto de la tolerancia
TOLREL = tolerancia del error relativo

S Un+1 es la solucidn exacta o genuina en los nodos de la
malla el usuario espé&ra que el error global de truncamiento o
discretizacidn satisfaga:

| wn*! - yn*1| < TOLABS + TOLREL | yn+! (2.154)

Sin embargo la mayorfa de los programas intentan controlar el
error local por cada paso de tiempo

| wh*! - y* P*1 | < ToLABS + TOLREL | u* P+l (2.155)

donde u" ! es la solucidn de la ecuacidn diferencial que pa-

sa por el punto (u®,t™) .,

Un método para obtener un control parcial del error glo-
bal es distribuir el requerimiento del usuario sobre el intervalo
[a,b] de integracidn, reemplazando el miembro de la derecha de la
ecuacidn (2.155) por TOLABS*k/(a-b)+TOLREL*k/(a-b). Esto es de-
nominado criterio del error por unidad de paso. Otra alternativa
para estimar el error local de truncamiento es utilizar férmulas
con el mismo orden cuyos coeficientes de errores son conocidos
(ver punto ¢ de la pseccidn anterior). Una vez obtenida una buena
estimacibébn del error para cada paso de tiempo el problema con-
siste en determinar en base al mismo si hay necesidad de afinar
o agrandar la malla. Si el error es muy grande k debe ser achi-
cado. Se podria calcular una estimacidn de culnto se debe cam-
biar k; si el error local de truncamiento es de O(k°) entonces
duplicando o reduciendo k a la mitad el error cambia por un fac-
tor de aproximadamente 32. Este procedimiento es razonable para
métodos de un solo paso. Para métodos de pasc mfiltiple la situa-
clidn se complica ligeramente (ver punto d de 1la seccibn
anterior).

Control del orden del método

La jidea b&sica de un método de orden variable consiste
en hacer una proyeccidn del error local de truncamiento en cada

paso de tiempo utilizando el método corriente de 0(kp) vy un
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métcdq’de o(xP+1) y otro de O(kp—1), todos de la misma fami-
lia. Luego se utiliza aquel método gque resulte en un menor
error., La esencia del método estd basada en el hecho de que
existen modos de calcular las tres estimaciones del error con un
pequefio esfuerzo adicional al necesario para calcular solamente
uno. Estos métodos que son muy complejos para ser descriptos
aqui han resultado ser en la prfctica confiables y eficientes.
Hacemos notar que existe una interaccidn entre el cambio de or-
den y de paso de malla. Uno quisiera saber si es mejor, por
ejemplo, cambiar el orden y la malla simult&neamente. Los buenos
programas poseen tests para esta interaccidn. La interaccidn en-
tre cambio de orden y de malla no es simple, los cambios deben
hacerse 1lentamente para no introducir inestabilidades en el
cllculo.

Control de la salida

Cuando se utilizan polialgoritmos complejos no es posi-
ble predecir la posicidn y el nGmero de puntos donde la solucibn
es computada. Muchos programas permiten que el usuario especifi-
que el conjunto de puntos donde desea obtener valores de la so-
lucibén. Esto es muy Gtil, por ejemplo, cuando se desea dibujar
la solucidén y se estd usando una rutina de dibujo que requiere
datos equiespaciados.

Control del error global

No existen programas que realmente controlen el error
global. Para tener una idea de la dificultad imaginemos una
ecuacidén diferencial du/dt - f(u,t) = 0 que tiene dos puntos
especiales ty ¥y tpe En t, la ecuacibn diferencial se torna
inestable y las trayectorias r8pidamente se alejan entre si. En
t, ocurre lo contrario y lasw trayectorias se acercan unas a
otras y se mantienen asl por un cierto tiempo. Ahora considere-
mos un esquema numérico que tiene el error global bajo control y
que llega al punto t4. La solucidén computada no est8 exacta-
mente en la trayectoria de la solucidn genuina de modo que pasa-
do el punto tq comienzan a producirse grandes errores debido
justamente a que lag trayectorias se alejan. La {inica manera de
mantenerse dentro del limite requerido por el error global es
volver atrfs al punto inicial y rehacer los cllculos con una
precisidn mayor.

Un programa pr8ctico no recomenzari por si mismo el
cdlculo cada vez gque encuentra un error global demasiado grande,
dado que esto significaria decenas de reintegraciones sobre una
parte del intervalo. Por el contrario ir& hasta el final del in-
tervalo de integracidn y luego estimar8 la precisidn necesaria
sobre la marcha antes 4e recomenzar el cllcule. Con suerte, una
o dos lteraciones con este procedimiento producirén la precisidn
global deseada. '

El comportamiento en el punto t, tiene el efecto con-
trario; se descubre que la precisidn es repentinamente mucho ma-
yor de la requerida. Raramente se volver&n a realizar los cdlcu-
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lJos para obtener resultados de menor precisidn pero porg una
‘cuestidn de principios obtener demasiada precisidén es tan malo
como obtener demasiado poca. Todo lo anterior explica el porqué
de la inexistencia de programas standard gque controlen el error
global. Sin embargo no existe una dificultad fundamental en la
construccidn de un programa que controle el error global siempre
que se pueda estimar el mismo en forma confiable.

Esto nos lleva a la cuestidn central: gscdmo se puede
estimar el error de truncamiento global? Primero hacemos notar
que la idea del control del error por unidad de paso de tiempo
no controla realmente el error global a pesar de que es un in-
tento valido para gobernar el error local en un contexto global.
Il método bdsico para estimar el error global en ecuaciones di-
ferenciales ordinarias es el mismo que para otros métodos numé-
ricos; se resuelve el problema mis de una vez y luego se compa-
ran los resultados. El conocimiento de los términos del error
permite hacer estimaciones cuantitativas del mismo modo que las
(que se hicieron para el error local. Desgraciadamente la incer-
tidumbre en la estimacidn global del error es mucho mayor debido
@ gque los puntos medios en los t&rminos de los errores pueden
estar ubicados en cualquier lugar en intervalos grandes por 1lo
(que resulta mucho menos probable que términos como u(4)(€1)

y u(d)(ﬁz) sean casi iguales.

El m8todo miAs simple consiste en resolver la ecuacibn
dos veces con el mismo programa utilizando distintas tolerancias
para el error. La trampa aguil radica en que el cambio de la to-
lerancia puede tener efectos impredecibles ~o ningfin efecto- en
el calculo.

Lo mis apropiado es tener un programa que esté especi-
ficamente disefilado para obtener estimaciones del error global.
La mejor manera de realizar esto es haciendo gque la ecuacidn sea
resuelta en paralelo por dos métodos. Este método es relativa-
mente nuevo pero las estimaciones del error global son mas con-
fiables que reutilizando un programa standard. Este método estl
implementado en el programa GERK (ACM algoritmo nQimero 504).

Chequeo

flay treg tipos de choqueo. El primer tipe oa para con-
trolar errores triviales en los datos de entrada tales como: gsesn
la preclialdbn requerida poaitiva?, ges la longitud del intervalo
de tiempo nula?, ¢es el nQmero de ecuaciones positivo?, ges el
dimensionamiento de los arreglos compatible con el nfimero de
ecuaciones especificada?, etc.

El segundo tipo de chequeo es para constatar la razona-
bilidad del problema presentado: ¢es el requerimiento de preci-
8id6n relativa compatible con la precisidn de 1la cemputadora?,
¢.es el paso inicial significativo, es el volumen de salida
razonable?.
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El tercer tipo de chequeo se refiere al modelo de ecua~
cidn dif%rencial que el programa contiene. Ejemplos de este tipo
de chequeo son: iha decrecido el paso en forma repentina a un
valor casi insignificante (presencia de una posible
singularidad)? ¢Hay un progreso razonable hacia la solucidn del
problema? Si se han realizado mil pasos y 86lo se ha cubierto el
uno por clento del intervalo de integracidn es muy posible que
algo ande mal. ¢Se ha vuelto inestable el cllculo?.

Estos ejemplos ilustran el tipo y extensidn del chequeo
que debe esperarse de un paquete de software de buena calidad.

v

2.19 Sistemas de ecuaciones diferenciales

Vamos a presentar la extensidn de algunos de los métodos
para ecuaciones diferenciales escalares a sistemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Recordando que un problema de va-
lores iniciales para un sigstema de p ecuaciones diferenciales de
primer orden se puede escribir como

b

du1/dt + f1(U1,u2,.ot,up,t) = 0
duz/dt + f2(u1,u2,o..,up't) = 0
. (2.156)
d“i/dt + fi(u1,u2,..o,ui,..-,\ip,t) = 0
d“p/dt + fp(u1,u2,.-.,up,t) = 0

donde 0 <t < =, con condiciones iniciales

“1(0) = Uygq i = 1,¢e0e,p : (2.157)
o en forma vectorial
du/dt + f(u,t) = 0 . 0 <t € = (2.158)
u(0) = ug

donde ahora u y f son vectores con p componentes uy y £y,
respectivamente. E1l método de Euler en forma vectorial se escri-

be

af*t?l = yn - g (2.159)

Si escribimos la expresidn anterior para la componente i tendre-
mos

uin+1 = uin - kfi(u1n,u2n,aaoyuin,o-o,uPn)

1 = 1,e0e,p (2.160)

El método fuertemente implicito en forma vectorial resulta
"y

PR R kfn*1 (2.161f

\ 1



o para la componente i
.Uin+1 = Uin - kfi(u1n+1,u2n+1,uoc,uin+1’onn'upn".“)
i = 1,0e0e,p (2.162)

El método de Runge-Kutta de orden 2 en forma vectorial se escri-
be (para la ecuacidn du/dt = f{u,t) )

qq = k £(ul, M) (2.163)
al - Wt o+ 12 (q1*ay) (2.165)

o para la componente i

q1i = k fi(u““,uzn'oo"uin"‘.'upnltn)

L[]

(2.166)

a1 = k £i(uyMeqqqiupMrggeeee uyfegqyeeeey
up"+q1p,tn+k) (2.167)
w1l o= w4 1/2 (qq3+9,4) (2.168)

Finalmente el método predictor-corrector implicito centrado
(Crank=-Nicolson) en forma vectorial se escribe

ultl = w® -k £(ul, M) (2.169)
+1 +1 +1
uhtl o= u” - N [gcul* T, ey 4 geum, e | (2.170)

o para la componente i

n+1 - n _ all N n n .n '
Ui m=0 uy k f£4( 1,uz,...,ui,...,up,t ) (2.171)
+1 x +1 +1 +1 +1 +1
n = n . (uh n n n n
ui’m+1 ui [fi(u1'm,u2'm,ooolui'm,oou,up'm,t )+
+ fi(u?,ug,...,ug,...,u;,t“)] (2.172)

Est8 claro que la solucidn de un sistema de p ecuaciones dife-
renciales con p incbgnitas uy consiste en una familia de p
cirvas o trayectorias en el plano u,t. Tambifn observamos gque la
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solucidn numérica de sisi2maz diferenciales se obtiene exten-
"iiendo las fdérmulas bésicas para escalares por medio del reem~
?lazo de ciertas cantidades escalares por vectores. Las nuevas
1ificultades que se presentan con sistemas son: la mls obvia es
jue el volumen de cilculo por paso de tiempo se incrementa nota-
slemente por la evaluacidn, por ejemplo, de p funciones de p va-
tiables de f(u,t); el trabajo puede llegar a ser p2 veceg mas

que el correspondiente a una sola funcidn de una sola variable.
Asimismo hay un incremento de O(pz) de memoria. Una dificultad

mucho mids importante es la posibilidad que las ecuaciones y so-
luciones del sistema tengan un comportamiento muy diferente en-
tre si. Por ejemplo es muy frecuente la aparicidén de problemas
denominados rigidos (stiff problems, en la literatura sajona)
producidos por la existencia de ecuaciones diferenciales que
describen procesos con escalas de tiempo muy diferentes. En f£i-

niva o Ingonleria me utiliza el t&rmino "constante de tiempo"
para referirse a la velocidad de decaimiento de un determinado
pProceso. Por ejemplo, en la ecuacidn de decaimiento
du/dt + au = 0 cuya solucidn es u(t) = uge”@%* , 1a funciédn

u(t) decae en un factor e~1 en el tiempo 1/a. El término 1/a
es la constante de tiempo; cuanto mayor es el valor de a més bre-
ve es la constante de tiempo. En el caso de sistemas de ecuacio-
nes diferenciales, distintas componentes pueden decaer con velo-
cidades muy diferentes. Por ejemplo en determinados procesos
quimicos la constante de tiempo puede ser del orden de una cen-.
tésima de segundo para una determinada reaccidn y del orden del
minuto para otra. En procesos quimicos complejos donde se produ-
cen decenas de réacclones es fadcil obtener sistemas de ecuacio-
nes diferenciales con mis de cien componentes (p=100) cuyas so-
luciones tienen un comportamiento muy diferente entre si. Para
sistemas gobernados por la ecuacidn du/dt + f(u,t) = 0 la velo-
cidad de decaimiento se puede relacionar localmente con los au=
tovalores de 3f/du . Si como hemos dicho algunas de las reaccio-
nes son rApidas y otras son lentas, las primeras goblernan el
proceso de cstabilidad numérica aln en el caso que hayan decaido
a niveles insignificantes y que el error de truncamiento estéd
determinado por los componentes lentos. Este es el problema de
ecuaciones "rigidas". A continuacidn haremos un anfilisis intro-
ductorio al tema. -

2.20 Ecuaciones diferenclales rigidas

Vamos a presentar un anfllisis suscinto del problema de
ecuaciones diferenciales ordinarias; el lector interesado en el
tema puede consultar Gear, 1971, Dahlquist y Ljorck, 1971, 5
Henrici, 1962, entre otros. Una excelente introduccidn a. tema
se encuentra en el articulo de Shampine y Gear, 1979. Considere-

mos el sigulente ejemplo tomado de Gear

duy/dt = 998uy + 1998u, (2.173)

duz/dt = ~999%u, - 1999u, (2,174)



con condiciones iniciales

uq (0) = 1 - (2.175)

La solucidn exacta del sistema (2.173)~(2.176) ie escribe

uy = 2 e"t - o-1000t (2.177)

u, = -e~t 4 g=1000t (2.178)

Ambas soluciones contienen componentes rfpidas y lentas. La
figura 2.18 1lustra las soluciones (2.177) y (2.178).
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Fig. 2.18 solucidn exacta del problema (2.173)=-(2.176)

Por ejemplo, la componente ripida _en la_solucibn da u (t) es
insignificante para t=0.01 (e-1000twqq=~ ), lo mismo sucada
para up(t). La solucidn de este problema mediante la mayoria
de los métodos numéricos presentados genera requerimientos en la
condicidn de estabilidad que hacen pricticamente imposible su
aplicacidn. Recordemos gue la aplicacidn del método de Euler a
una ecuacidén escalar du/dt + f(u,t) = 0 produce una restriccidn
en.la estabilidad del tipo k € 2/M donde M = 3£/3u , M2 0 . Por
ejemplo si f(u) = 1000 u el paso temporal debe cumplir la condi-
cidén k£2/1000. La aplicacidn del método de Euler al sistema
(2.173)-(2.174) produce las mismas restricciones en el valor de
k ain cuando la componente ripida se haya vuelto ingignificante.

o
&
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El problema de la rigidez también puesde manifestarse en
el caso de una ecuacidn escalar. Por ejemplo, la ecuacidn

du/dt = afu - £(t)] + df(t)/dt , u(0) = £(0) +cg (2.179)

con a0 ticoe un comportamiento similar si f{t) ¢8 una funcldn
lLisa .

La solucidn de la ecuacidn (2.179) es

ult) = [u(0) - £(0) ]edt + £(¢r) (2.180)

Aln en el caso en que el término entre corchefes sea distinto de
cero, at adquirira ridpidamente un valor suficientemente negativo
de modo tal que el valor del primer término ¢del segundo miembro
o componente ripida se tornard despreciable frente al sequndo
término o componente lenta. Si utilizamos ¢l método de Euler
para obtener una solucidn numérica de (2.179) veriamos que
cuando at tiende a -= el error de truncamiento estd determinado
por el valor de k y de la, derivada de la funcidn f mientras que
la estabilidad del método depende de a y k .

En el caso de slistemas de ecuaciones diferenciales de
la forma

du/dt = Afu -£(t) ] + Af(t)/dt (2.181)

los autovalores de A juegan el papel de a. En este caso se deben
considerar valores de a complejos. Si tndos 1ns autovalores de A
tienen parte real negativa, la solucidn numérica de (2.181) con~
verge a f(t) para t tendiendo a infinitco. -

Si bien es cierto que se pueden utilizar algunos de los
miétodos numiricos presentados para resolver ecuaclones rigidas
también es clerto que los pasos de tiempo deben ser tan pequefios
para asegurar la estabilidad que el volumen de c8lculo y los
errores de redondeo se vuelven criticos. La solucidn del proble-
ma pasa por desarrollar métodos en los que no haya restriccidn
del paso temporal por problemas de estabilidad. De acuerdo a
Dahlguist y Bjorck, 1974, los métodos que dan mejores xesultados
son naturalmente los métodos implicitos: por ejemplo el mé&todo
fuertemente implicito ya visto, combinado con un procedimiento
de alisado y extrapolacidbn de Richardson. Se hace notar que en
el caso de tener que realizar iteraciones internas el método de
iteracidn de punto fijo presentado con anterioridad no es muy
apropiado ya que la condicidén de convergencia depende de 3f/9du
lo gue implica que la componente rfpida limita la velocidad de
convergencia y por lo tanto el paso de malla. En general se uti-
lizan en estos casos variantes del método de Newton=-Raphscn.,



2.21 Método del tiro

En la literatura sajona se da el nombre de métodos de
tiro (Shooting) a los métodos de valores iniciales utilizados
para resolver problemas de contorno. Este nombre zsurge de la me-
tifora de la prdctica del tirador al blanco de corregir el tiro
en base al resultado del tiro precedente. Un ejemplo sencillo
ilustra el método. Supongamos guerer resolver el siguiente pro-
blema de contorno:

-u" = f(u) , 0 € x €1 , wu(0) =wg , uil) = u; {(2.182)

En cambio, resolvemos el siguiente problema de valores iniciales:
-u" = f(u) , u(0) = ug y u'(0d) = a, (2.183)
donde o) es el primer ensayo para u'(0). Supongamos que resolve-
mos el problema de valores iniciales (2.183) por cualquiera de
las técnicas vistas y que obtenemos un valor en x=1 de u(1)=8,,
seglin se ilustra en al figura 2.19. En general B8, # u; y volve-

mos a ensayar un nuevo disparo u'(0)=aj; y esta vez resolviendo
el problema (2.183) obtenemos u{1)=83.

Tu(x)

_— ult) =3,

ul(o) | —~~ui=E@,

X
>

FIG. 2.19 Esquematizacidn del método de tiro.

*
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51 suponemos que existe una relacidn lineal entre a y B resulta
que:

azBy - a1B Ba - B
B = + a (2.184)
az - a) ar ~ ay

Yy el prdoximo ensayo de tiro se ejecuta con un 8&ngulo a corres-
p>ndiente a B=u;. En general esto no basta y se deben hacer va-
rios ensayos mas con un grado variado de sofisticacidn del méto-
do esperando que el proceso converja. Fl lector interesado puede
consultar el libro de Na, 1979,

2.22 E1 método de Zzadunaisky

En . numerosas ramas de ciencia y tecnologia (tales como en
Astronautica, Astronomia, Balistica, etc.) es precieo resolvet
ecuaciones diferenciales con errores muy pequefios, de alli la ne-
cesidad de contar con'métodos de integracibn de alta precisibn y
de una bhuena estimacidh de los errores globales de los mismos,
En este contexto presentaremos un método relativamente reciente
introducido por Zzadunaisky, 1976 (existe una versién resumida
del mismo en la compilacidn de Marshall, 1978), que consiste en
un conjunto unificado de procedimientos destinados a &stimar y
corregir los errores globdles propagados en la integracibn numé-
rica de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Dado un problema de valores iniciales
du/dt - f(u,t) = 0 , u(0) = ug , t=0 (2.185)

y una solucidn aproximada uP obtenida mediante un m&todo de
diferencias finitas, el error global se define como:

e = y" - yn (2.186)

donde un es la solucibn exacta an t=t, + El objeto es
encontrar una buena estimacidn del error global e -, para
ello se supone, en lo quo msigue, que aquel es debido {inicamente
a errores de truncamiento. La idea bfsica del método de
Zadunaisky consiste en, una vez resuelto numéricamente el pro-

blema original (2.185), construir un pseudo problema de la forma
dw/dt - F(w,t) = 0 , w(0) = wy .t (2.187)

de modo tal que 8u solucidn exacta W(t,) sea conocida de ante-
mano y que ademds difiera poco de la solucibn numérica u™ del’
problema original (2.185). El1 pseudo problema (2.187) se integra
con el migsmo método utilizado para el problema original y se ob-
tiene la solucidén numérica w" . El error global esta definido
de manera exacta por

ER = wi - w(t,) (2.188)

81 para cada paso de tiempo la rolucibn numérica w" dal psan~
do problema (2.187) difiere prco de la solucidn numérica un
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del problema original, es razonable esperar que los errores ten-
gan el mismo comportamiento y por lo tanto =omar E? como una

buena aproximacidn de el
Y poeudo problema puede per conpntruido de 1a gigulente manera.,
Una vez obtenida la solucidn numidrica u" es posible encon-
trar una funcidn polinomial P(x) ({por ejemplo) que ajusta los
valores de u” de la mejor manera posible.
Entonces conociendo P'(t) vy fijando
w(t) = P(t) (2.189)
F(w,t) - f(w,t) - D(t) =0 (2.190)
donde
D(t) = P'(t) - f(P,t) (2.191)
¢l pseudo problema adopta la forma
_ du/dt - f(w,y) - D(t) = 0 (2.192)
w(0) = P(0) = Py (2.193)

cuya solucidn, evidentemente, es la axpresidn (2.189). Ademds
i1 la funcibn P(t) es c«clegida apropiasdamente puede llegar a
diferir de la solucibn numérica u"™ en una cantidad arbitra-

riamente pequefia. Entonces, teniendo en cuenta 1la igualdad
(2.189), la fb6brmula (2.188) para la estimaciédn del error global

resulta finalmente
E" = wh - P(ty) (2.194)

Como lo hace notar Zadunaisky, la idea bisica dei método es re-
lativamente simple pero su implementacidn requiere técnicas nu-
méricas apropladas. Tl lector interesado puede consultar deta-~
lles sobre la implementacidn del método aplicada a problemas de
valores iniciales y de contorno en ecuaciones diferénciales or-
dinarias y a ecuaciones en derivadas parciales en las referen-
cias citadas m&s arriba. Al respecto cabe mencionar un trabajo
de Echebest y Lieberman, dque se encuentra en la compilacidn de
Marshall, 1978, y que presenta la solucidn numérica de ecuacio=-
nes en derivadas parciales mediante la transformada répida de
Fourier y una estimacidn de los errores globales mediante el mé-
todo de Zadunaisky.

2.23 Software para ecuaciones diferenciales ordinarias

Existen numerosas revistas que publican programas individuales
de computacidn cientifica. Estos cubren una variada gama de tb~
picos, entre ellos la resolucidn numérica de ecuaciones diferen=~-
ciales ordinarias. Las revistas mis importantes son ACM
Transactions on Mathematical Software, Applied Statistics, BIT,
The Computer Journal y Numerische Mathematik. La serie de
algoritmos del ACM contiene mis de 500 programas {comenzd en
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1960) Y estdn agrupados 2n Collected Algorithms of the
Association for Computing llachinery (ACM). Estos algoritmos se
pueden obtener de: ACM Algorirhms Distribution Center, c/o IMSL,
Tnc, Sixth Floor, NBC 3uilding, 7500 Bellaire Boulevard,
Houston, Texas 77036, USA.

En general, el scitware disponible para la solucidn nu-
mérica de ecuaciones diferenciales ordinarias puede ser dividido
en varios grupos: Collected Algorithms of the ACM, Biblioteca

H.S.L. de Subrutinas de Harwell, UKAEA, Inglaterra, Biblioteca

NAG del Numerical Algorithm Group de la Universidad de Oxford,
Inglatervra (esta biblioteca o8 comparable, en té&rminon genera=-
les, con la H.S.L. pero posee, por ejemplo, muchas mAs rutinas
estadisticas); Biblioteca IMSL de la International Mathematical
and Statistical Library, Inc., Texas; Biblioteca SL/MATH de la
Empresa IBM, Biblioteca SSP/CNEA del Centro de C&lculo Cientifi-
co de la Comisibén Nacional de Energfia Atémica; y programas de
diversas fuentes. A continuacidn presentamos una lista de dichos
programas en lenguaje Fortran y cdmo pueden obtenerse. H¢ -emos
notar que existe una superposicidn de programas en los %&upos
mencionados y que muchas versiones son similares pero con algu-
nas modificaciones., Es dificil determinar apriori cu&l es mejor
para un determinado problema.

DIFSUB, Algoritmo 407 del ACM que fue desarrollado pér G.W.
Gear, es una subrutina que integra un sistema de ecuaciones di-
ferenciales de primer orden para un sdlo paso de tiempo (en cada
llamado a la misma). El paso de tiempo puede ser esgpecificado
por el usuario, péro es automlticamente modificado si la ldgica
interna del programa asi lo requiere. DIFSUB utiliza un método
predictor-corrector de Adams o© un mé&todo de paso mlltiple
(asimismo apropiado para sistemas rfigidos). El programa east8§ muy
bien documentado en el libro de G.W. Gear, 1971. En la SSP/CNEA
del Centro de CAlculo Cientifico de la CNEA, Visconti, 1984, ha
implemantado una versidn de DIFSUB en simple y doblé precisibn
tque lleva los nombres DIFSUB y DDIFSU, respectivamente.

GERK, Algoritmo 504 del ACM, resuelve un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias por el método de Runge-Kutta-Fehlberg.
Tiene la ventaja de ofrecer una estimacidn realista del error
global a un costo marginal de entre el 20 y el 50 por cilento.
STINT, Algoritmo 534 del ACM, disefnado para sistemas diferencia~-
les rfigidosg, utiliza un método de orden variable, paso variable
y m&todo de paso miltiple. Los programas mencionados pueden ser
solicitados a la IMSL, Inc.

DEPACK, Differential Equation Package, es un conjunto de progra-
mas Fortran para la-integracidn de sistemas de ecuaciones dife-
renciales ordinariasz que 8¢ puede obtener del National Energy
Software Center, Argonne National Laboratory, Argonne, Illinois
60439,

n
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PDE/BTEP, es un programa Fortran (en dos vernlonaes) para la nolu=-
"cidn de sleatemas de ccuaciones diferenciales ordinarias que uti-
liza un método de Adams con paso variabhle y orden variable, fue
realizado por L.F. Shampine y M.K. Gordon y se puede obtener del
National Energy Software Center, Argonne National Laboratory,
Argonne, Illinois 60439,

EPISODE, es un programa Fortran (en dos versiones: para ecua-
ciones diferenciales no rigidas y para ecuaciones rigidas). Uti-
liza el método de Adams con pasgso variable y orden variable. Est&
documentado en Byrne y Hindmarsh, 1975. El1 programa se puede ob~-
tener del National Energy Software Center. -

RKF45, es un programa Fortran que utiliza el mé&todo de Runge-
Kutta-Fehlberg de orden cuatro y cinco, fue desarrollado por
Shampine y Watts y esta documentado en Forsythe, Malcolm y
MOLER, 1977,

DVERK, ,resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias pdr el método ,de Runge-Kutta de orden cinco y seis, (en
Fortran), se puede obtener de 1la IMSL, Inc.

DGEAR, es un programa que utiliza un método de Adams de orden
variable y paso variable, escrito en Fortran y para ecuaciones
diferenciales rigidas. Se puede obtener de la IMSL, Inc.

DREBS, es un programa Fortran que utiliza un método de extrapo-
lacidn desarrollado por Bulrish-Stcer y se puede obtener de la
IMSL, Inc.

DTPTB/DVCPR, son dos programas Fortran para un sistema de ecua-
ciones diferenciales de contorno., Utilizan un método de tiro en
el cual el problema de valores iniciales usa el programa DVERK y
un método de diferencias finitas con paso variablefy correccio-
nes diferidas respectivamente. Se pueden obtener de la IMSL,
Inc.

RKMERS, es un programa Fortran para un sistema de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias de primer orden que utiliza Runge-Kutta-
Merson de quinto orden y fue implementado por Visconti en la
Biblioteca SS/PCNEA. lLa versidn original del mismo es el alyo~
ritmo de Kutta-Merson 218 del ACM. ..
DCO1AD, es un paquete de subrutinas para integrar un sistema de
valores 1iniciales de primer orden wutilizando un predictor-
corrector desarrollado por Gear. Posee ajuste automltico
del paso y orden del método. Es apropiado incluso para problemas
rigidos. El programa DCO2AD es una interfase que facilita el uso
del programa DCO1AD. Esta versidn en Fortran pertenece a la Bi-
blioteca H.S.L, de Harwell. :

DDO1A, resuelve una ecuacidn de contorno lineal mediante un mé-
fodo de diferencias finitas. Esti basada en un trabajo de Fox,
1947. La rutina DDO2A resuelve un problema de contorno no rineal
por un método iterativo linealizando en cada iteracidn y llaman-
do a la rutina DDO1A. Ambos programas Fortran pertenecen a la
Hiblioteca N.S.L. de Harwaell.
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PHUIAD/DDOAAD, resuclven sistemas de contorno utllizando el pri-
mero un método de tiro mGltiple y Runge~Kutta de cuarto orden
(osborne, 1969; Keller, 1968); y el segundo, que es asimismo
apropiado para problemas altamentc no lineales, utiliza una téc-
nica desarrollada por Lentini y Pereyra, 1977. Estos programas
Fortran pertenecen a la Biblioteca H.S.I.L de Harwell.

DAO1A, integra un sistema de valores iniciales por el método de
Punge-Kutta-Merson de cuarto corden. Cada llamado a la subrutina
avanza un paso de la integracidn. La subrutina DAO1A, resuelve
¢l mismo problema pero controlando automdticamente el paso vy
llamando a la DAO1A. Estos programas Fortran pertenecen a la
Biblioteca H.S.L de Harwell.

RK1/RK2, resuelven un problema de valores iniciales escalar por

‘el método de Runge-Kutta de cuarto orden. El programa Fortran

pertencca a la Biblioteca SBL/MATH de 11M,

RKGS/DRKGS, resuelve un sistema de valores inicliales por el mé-
todo de Runge-Kutta=Gill con ajuste automltico del paso ¢ ma-
lla. El programa Fortran pertenece a la Bihlioteca SL/MATH de
IBM,.

HPCG/DHPCG, resuelven un sistema de valores iniciales por el mé-
todo predictor-corrector de Hamming de cuarto orden. Tiene la
ventaja sobre el programa anterior que sd5lo requiere evaluar dos
veces la funcidn del miembro de la derecha del sistema diferen-
cial. Posee control automitico del paso de malla. La versidn
Fortran de este programa pertenece a la Biblioteca SL/MATH de
TBM.

LHVP/DLBVP, resuelven un sistema lineal de primer orden de ecua-~
ciones diferenciales de contorno mediante el método de las ecua-
cliones adjuntas, gque generan sucesivamente problemas adjuntos de
vialores iniciales. Estos 0ltimos son resueltos por el método
pradictor-corrector de Hamming., La versidn Fortran de este
programa pertenece a la Biblioteca SL/MATH de I1IBM.
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2.25 Apéndice

Presentamos un ejemplo del uso de subrutinas cientifi-
cas para resolver un problema de valores iniciales consistente
en la modelizacidn de la interaccidn de poblaciones de coyotes y
conejos (el conocido problema predador-presa). El ejemplo fue
tomado de la obra de Rice antes citada y para su resolucidn se
vtilizd la subrutina DDIFSU perteneciente al ACM (ver la seccidn
csobre software para ecuacliones diferenciales ordinarias). La im-
blementacidn numérica fue realizada por la licenciada Maria C.
key del Centro de CAlculo Cientifico de la Comisidn Nacional de
Energfa Atbmica. El problema predador-presa consiste en la reso-
lucidn del siguiente’'sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias o problema de valores iniciales

R'(t) = P, * R(t) - LUNCH(t) * C(t) (A1)
» c'(t) =, * C(t) = STARVE(t) * C(t) (A.2)
= LUNCH(t) = EATRAB * min ( 1 , R(t)/a ) (R.3)
STARVE(t) = e~ BS(t) (A.4)
. R(t)
- s(t) = (A.S5)

EATRAB * C(t)

donde: R(t) = densidad de conejos (por milla cuadrada) en fun-
cidn del tiemp; C(t) = densidad de coyotes; P, = velocidad de

crecimiento natural de los conejos (suponiendo que no hay coyo-
tes que comen conejos); P, = velocidad de crecimiento natural

de 1los coyotes (suponiendo gque hay infinitos conejos para
comer); EATRAB = nfimero de conejos que un coyote desearia comer
por afio; LUNCH(t) = nfimero de conejos que un coyote realmente
come por afio; STARVE(t) = proporcidn de coyotes que se mueren
por inanicidn por afio ante la escasez de conejos; a = una vez
que la densidad de conejos cae debajo de a los coyotes comiengzan
a comer menos conejos por afio; y B = indice de inanicidn de los

coyotes. L5

El ro?'de 8 est8 ilustrado por el hecho de que cuando
S(t)=1"(hay suficientes conejos parf# que los coyotes se alimen-
ten en un afio), STARVE(t) = e P, por 1lo tanto la eleccidn
STARVE(t) = 2 por ciento nos da 8 = -1ln(.02). = 1.7 .

Los par&metros a y B nos permiten ajustar el modqlo Yy

experimentar con el mismo. = .

‘b .
A continuacidn se muestran distintas soluciones consis-
tentes en un estado inicial transitorio seguido de un estado es-~-

tacionario.



- 7¢ -

Fn la figura A1 se ve como la superpoblacidn inicial de

concjos casi causa la explosidn de ambas poblaciones.

En la figura A2 se ve como después de un pequeflo cre-

cimiento de la poblacidn de coyotes las dos poblaciones decre-
cieron a un estado estacionario.

R

En la figura A3 una superpoblacidn inicial de coyotes

casi causa la desaparicidn de ambas poblaciones.

L 4

BT
En la figura Ad4.a un cambio inicial r8pido se produce

antes de alcanzar un estado estacionario en 35 afios.
Al modelo anterior lo hemos compligado agregando la si-
guiente dificultad numérica : - .

Migracidn de conejos : el valor de R salta de golpe a M en el
tiempo C. Esto 1lo hacemos agregando un término a la primera
ecuacibn del sistema. La funcidn DIFFUN es modificada aiiegando
las sentencias : *

de 20
28.65

‘o

REAL*B MIGRAT

DATA C , RATE , D / 28.65 , 20. , t.0 /

MIGRAT = RATE

1¥ ( DABS(T~C) + DABS(T-C=D) .GT. D ) MIGRAT = 0., - .

En la figura R4.b sBe observa el efecto de una migracidn
conejos por milla cuadrada en un afio a partir del tiempo

teniendo hasta ese momento poblaciones estacionarias,

En la figura A5 se presenta un listado del programa

FORTRAN juntamente con las subrutinas y los parfmetros numéricos
utilizados.



BETA=S. ¢
PR=9.2
PC=.2
CATRAD= {00
RO={2,
CO=8.008

. »
3 &

Fig. A.1 La superpoblacidn inicial de cBnejos casi causa la
explosidédn de ambas poblaciones. . .



1.71

.64

1.54

.44 <

1,34 ALPHA=SS
BETA™2,

'.21 PR=O.2

g 4 PC=0.2
EATRAD=60
RO=ES .
C0=0,2

COYOTES, CONEJOS/ 108

i

& ®

Fig. A.2 Luego de un pequefio crecimiento de la poblacibn de
coyotes las dos pobYTaciones decrecen a un estado estacionario.

)
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1.7
1.8
1.5

.4 - i,
1.34 o BETA={ .

! :_.21 i PC0.2
R
. 7-‘ . . . s ‘:33".

.51

.34

COYOTES, CONES/ 108

14

44

& 8
Fig. A.3 La superpoblacidn inicial de coyotes casl causa 1la
desaparicidén de ambas poblaciones.
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1.6
151
1.4 ALPHA~SD > '
1.3 P benaez.
PRB. 2
1.2 PO~0.2
[ 1A EATRAB=100
RO=300.
'1 CO=1.0

COYOTES

S0Y0TES, CONEJOS/ 1 08
(2]

o

& ©
Fig. A.4.a Luego de un cambio inicial rfpido se produce un es-
tado estacionario en: 36 anos. -

3
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LISTADO DEL PROGRAMA  FORTRAN

UsO DE LA RUTINA DDIFSU PARA RESOLVER ', PROBLEMA PREDADOR-PRESA

PARA LOS
MODELO D

R

C
R =
C =
PR =
PC =
RO,CO =
EATRAB =
ALPHA =
BETA =

LUNCH(T) =

STARVE(T) =

L3

e

a LUNCH

COYOTES Y LOS CONEJOS. LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DEI_.n
E INTERACCION DE LAS 2 POBLACIONES SON :

'(T) = PR * R(T) - LUNCH(T) * C(T)
'(T) = PC * C(T) - STARVE(T) * C(T)

DENSIDAD DE CONEJOS = Y(1,1)
DENSIDAD DE COYOTES = Y(1,2)

= VELOCIDAD DE CRECIMIENTO NATURAL DE LOS CONEJOS

VELOCIDAD DE CRECIMIENTO NATURAL DE LOS COYOTES
DENSIDAD INICIAL DE CONEJOS Y COYSJES

CANTIDAD DE CONEJOS QUE UN COYOTE NORMALMENTE COME

POR ANO ( SUPONIENDO QUE HAY INFINITOS CONEJOS )*
DENSIDAD DE LOS CONEJOS A PARTIR DE LA CUAL -LOS COYOTES
COMIENZAN A COMER MENOS CONEJOS POR ANO

FACTOR DE INANICION DE LOS COYOTES o ' .

- P
N6§§Ro DE CONEJOS QUE UN¥COYOTE REALMENTE COME*EN
EN UN ANO L, " .
PROPORCION DE COYOTES QUE SE MUEREN DE HAMBRE POR .
ANO ANTE LA ESCASEZ DE CONEJOS

ot

(T) = EATRAB * MIN ( 1 , R(T)/ALPHA )

STARVE(T) = EXP ( -BETA * S(T) )

IMPLICTT
DIMENSION
REAL*4 PW

L]
S(T) = R(T) / (EATRAB * C(T)) -

o &
b

REAL*8 (A-H,0-Z)
Y(8,2) , SAVE(24) , YMAX(Z) , ERROR(2) ”
(4)

*
COMMON / MODEL / PR,PC,EATRAB,BETA,ALPHA ‘

ALPHA =
BETA
PR =
PC =
EATRAB =
RO =
co =

¢

PARAMETROS DEL PROBLEMA

“« v L

30.
3.4
o2

o2
110.
12.
0.4 -
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Fipura A% (continuacion)

¢ INTCTALITVACTON DE LOS PARAMETROS DELA

SUBRUTINA DDIFSU

N =2

" 0.

Y(i,1) - KO

Y(1,2) = Co

H = 0.25

HMIN = 0.0001

HMAX = 0.5

EPS = 1.D~-4

MF = 1

YMAX(1) = 1,

YMAX(2) = 1,

JSTART = 0

MAXDER = 1
c £
C k.
¢ IMPRESION IDENTIFICACION DFL PROBLEMA
¢ . .
C

WRITE ( 7 , 10 ) PR,PC,BETA,ALPHA,EATRAB,RO,CO,EPS,YEARS, TSTEP
10 FQRMAT(//, 10X, '"PROBLEMA DE LOS COYOTES Y LOS CONEJOS',/

* *QIOX 'PARAMETROS DEL:MODEYO "//

*=" 15X, 'PR = ',F8.4/15X,'PC = ',F8. 4/15X,'BETA = ', F8.4/

15X, '"ALPHA = ',F8.4/15X, 'EATRAB = ',F8.4/15X, 'RO

',F8.4/

* .. 15%,'CO = ',F8.4/15X,'EPS = ',E7.1/15X, '"YEARS =',F4.0/

* 15X, "TSTEP = ',F6.4)

R = RO/100
WRITE(7,15) T,R,CO

LOOP DE INTEGRACION

TooOa00n

TANT = T
100 IF (T.GE.100.) STOP
I ¢

CALL DDIFSU ( N , T , Y , SAVE , H , HMIN , HMAX

* MF , YMAX , ERROR , KFLAG
c ..
~ JSTART = 1 .
R = Y(1,1)/100 Ea
IF (DABS(T-TANT).LT.0.5) GO TO 100
WRITE(7,20) T,R,Y(1,2) _
TANT = T «
20 FORMAT(1X,F6.2, 2x F10. 5,2X,F10.5)
GO TO 100

END .

¢+ JSTART

’

’

EPS ,
MAXDER ,

15 FORMAT(///2X,'T',16X,'R(T)',17X,'C(T)'//1X,F6.2,2X,F10.5,2X,F10.5)

PW )
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SUBRUTINAS DEL USUARICO REQUERIDAS POR DDIFSU

GUBROUTINE  DIFFUN (T,Y,DY)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z) .
DIMENSION Y(8,2) , DY(2)

REAL*8 LUNCH

COMMON / MODEL / PR,PC,EATRAB,BETA,ALPHA
Ree@x¥(1,1)/(EATRAB*Y(1,2))

8

LUNCH = EATRAB * DMIN1(1.D0,Y(1,1)/ALPHA)
pPY(1) = PR * Y(1,1) - LUNCH * Y(1,2)

DY(2) = PC * Y(1,2) ~ DEXP(-R*BETA) * Y(1,2)
RETURN

END

SUBROUTINE  PEDERV('T,Y,PW,N)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-7)

REAL*# LUNCH , Y(8,2)

REAL*4 PW(4) -

COMMON / MODEL / PR,PC,EATRAB,BETA,ALPHA

R = Y(1, (EI\'I‘RAB"Y(1 2)) *
LUNCH = B * DMIN1(1. DO (Y(1,7)/ALPHA)

PW(1) = PR * »
PW(2) = 0. . o .
PW(3) = -LUNCH : - % . N
BW(4) = PC - DEXP(=-R*BETA)? M -
RETURN S
END ¥
- - ]
PO : . 2 Tt

SUBROUTINE DRIFSU(N,T,Y,SAVE, H,HMIN, HMAX, EPS MF,YMAX, ERROR,
*KFLAG,JSTART, MAXDER,PW)
~-~~INTEGRACION DE SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS---
————— DE A VN PASO. =w==== ’
. e ALGORITMO ACM 407 --—--
LA RITINA EMPLEA UN MEBODO DE MULTIPASOS QPREDICTOR—CORREQTQQ) QUE
PUEDE SER.DE ADAMS O UNO ADECUADO PARA ECUACIONES STIFF,CON CONTROL

AUTOMATICO LE LA LONGITUD DEI. PASO Y ORDEN ELEGIDO AUTOMATICAMENTE A

MEDIDA* QUE SE DESARROLLA LA INTEGRACION.

. *_ #%% PARAMETROS *** s
N : NUMERO DE ECUACIONES EN EL SISTEMA.
T : VARIABLE INDEPENDIEW®E. *
Y : MATRIZ DE DIMENSION.8 POR N CONTEYIENDO LAS VARIABLES DEPENDIEN-

TES Y SUS ‘DERIVADAS ESCALADAS. % o
Y(J+1,I) CONTIENE LA DERIWDA J-ESIMA DE Y{I) ESCALADA POR

H**J/FACTORIAL(J) ... DONDE H ES!A LONGITUD DEL PASO \CORRIENT‘

SOLO Y(1,1) DEBE SER DADO EN LA PRIMERA ENTRADRR. ~ - *

SAVE : ALMACENAMIENTO AUXILIAR DE AL MENOS, 12*N UBICACIONES.

H : LONGITUD DEL PASO DE- INTEGRgpLSN QUE SERA AJUSTADO (O NO)
POR LA RUTINA: PARA AHORRARGIIEMPO DE COMPUTACION,EL USUARIO
DEBE PROVEER H CLARAMENTE PEQUE"O EN,LA PRIMERA LLAMADA.
LUEGO SERA AUTOMATTCAMENTE INCREMENTADO. »

NMIN : LONGLTUD MINIMA DEL PASO DE INTEGRACION A SER USADA .

3
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Figura A.H (continuacidn)

HMAX : LONGITUD MAXIMA CON LA QUE SE INCREMENTARA EL PASO DE INTEGRA
EPS : PRECISION REQUERIDA.
MF : INDICADOR DEL METODO A SER USADO.
0 : SE USA UN METODO PREDICTOR-CORRECTOR DE ADAMS.
1 : SE USA UN METODO ADECUADO PARA SISTEMAS STIFF QUE TAMBIEN
TRABAJA CON SISTEMAS NO STIFF.
EL USUARIO DEBE PROVEFKR LA SUBROTINE PEDERV(T,Y,PW,N) PARA
EVALUAR LAS DERIVADAS PARCIALES DE LAS ECUACIONES DIFERENC.
CON RESPECTO A LAS Y,ALMACENANDO LA DERIVADA PARETAL DE LA
I-ESIMA ECUACION CON RESPECTO A LA J-ESIMA VARIABLE EN
PW(I+N*(J-1)), CON PW DE SIMPLE PRECISION.
YMAX : VECTOR DFE DIMENSION N QOUE CONTIENFE Fi, MAXTMO DE CADA Y.
DERE SFR NORMALMENTE PUESTO EN 1 PARA CADA Y ANTES DF LA
c PRIMERA ENTRADA.
C  ERROR : VECTOR DE, ﬁIMFNSION N QUE CONTIENE AL RE'TORNO
C EL ERROR F STIMADO POR PASO BARA CADN COMPONENTE.
KFLAG : CODIGO DE RETORNO.
1 : LA EJECUCION FUE IXITOSA.
-1 : EL PASO FUE TOMADO CON H=HMIN PERO NO SE ALCANZO LA
PRECISION REQUERIDA.
-2 : SE ENCONTRO QUE EI. ORDEN MAX IMO FSPECIFICADO
ERA DEMASIADO GgANDE. .
NO PUDO ALCANZARSE LA CONVERGENCIA DEL CORRECTOR
PARA H MAYOR QUE HMIN .
& —4 : EL ERROR REQUERIDO ES MENOR QUE EL QUE
PUEDE SER ALCANZA?O POR ESTE PROBLEMA.

?START : INDICADOR DE ENTRADA.

o000 0O00000a0

~ -
iR

S

fs
,
|
W
.

-1 : REPETIR EL ULTIMO PASO CON UN NUEVO H.
ve

0 : EJECUTAR EL PRIMER PASO.

1 : TOMAR UN sNUEVO PASO GONTTNUANDO DESDE EL U TIMO.

AL RETORNO, CONTTIENE Ei. VALOBGNG®: ORDEN ALCANZADO POR EL
« - METOQP U ORDEN DE LA

- MAXTMA DERIVADA.
MAXDER : ORDEN DEI, METODO A SER USADO.
ot DADO QUE EL ORDEN ES IGUAL A LA MAS ALTA DERIVADA USADA,
RSTO RESTRTNGE EI ORDEN. DERE SER MFNOR QUE :
8  PARA METODOS DE ADAMS.
7 PARA METODOS PARA ECUACIONES STIFF.
P4 : MATRIZ DE DIMENSION N POR N (A 6ER USADA POR PEDERV)

- (DEBE SER DEFINIDA EN SIMPLE PRECISION).
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EL USUARIO DEBE PROVEER LA SUBROUTiINE DIFFUN(T,Y,DY) PARA EVALUAR
LAS DERIVADAS DE LAS VARIABLES DEPENDﬁ!ﬁTES Y CON RESPECGTO A LA
VARIABLE INDEPENDIENTE T DEJANDOLAS EN EL VECTOR DY. Y SERA DE

_ DIMENSION 8 POR N Y LOS VALORES DE FUNCION ESTARAN EN Y(1,I) PARA

I=1 A N. « -
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