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1 . O \D1FERENCIAS FINITAS

1.1 Ap r o x i m a c i o n e s  de una derivada de primer o r d e n

La idea básica del método de las diferencias finitas 
consiste en aproximar las derivadas en un punto por cocientes en 
dife ren cias sobre un intervalo pequeño, tra ns f o r m a n d o  asi el 
problema dif erencial en un problema algebraico. Por ejemplo para 
aprox ima r por diferencias finitas la deriva.da u* de una función 
u(x) aproximamos la tangente por una secante como se muestra ¿n 
la Fi g . 1.1.

Fig. 1.1. Ap rox imaci ón de la derivada primera

Dénfinierido el paso o intervalo h *= X 2 "Xi, en cualquier puní / del 
intervalo x¡ < x < X 2 , u'(x) se aproxima por

u ( x “ u (x i ) f'
u 1 (x ) = --------------------, x i < x < x 2 ( 1 . 1 )

h

Para cani todos los puntos la expresión (1.1) en una a p r o x i m a ­
ción, pero por lo menoa para un punto la Igualdad es estricta 
por el teorema de Rolle. Si establecem os qae
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U ( x 2 ) “ u ( X )
u 1 (x i ) ----------------------- , ( 1 .2 )

h

la expresión (1.2) es una diferencia en adelanto. En cambio si 
e st ablecem os que

u ( x 2 ) ~ u( x i)
u * (x 2 ) = -----— -------------  t ( 1 .3 )

h

la expresión (1.3) es una dif erencia en atraso. En la Fig. 1.2 
se ilustra un esquema en diferencias centrado para la a p r o x i m a ­
ción de u'(x) en el punto x q  = (x i+X 2 )/2 ,

u ( x 2 ) ~ u( x i )
u 1 (x o ) “ ------------ -------- , (1.4)

h

F:.g. 1.2 Aproxi mación por diferencias centrada s de la derivada 
primer a

*Por considerac iones geométricas a<t puede vtir que la 
fórmula (1.4) es una mejor aprox imación  que las f&riMjlas (1.2) 6  

(1.3) yn que está más alineada la cuerda con la tangunte.
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Para poder demostrar la aseveración precedente es p r e ­
ciso realizar un estudio de la precisión de una aproximación en 
diferencias. Este consiste en el análisis del error que se c ó m e ­
le al reemplazar una expresión diferencial por su aproximación 
en diferencias y de qué depende dicho error. Comenzamos a n a l i ­
zando la aproximación de u'(x) con un esquema centrado. Por co n ­
veniencia, en la Fig. 1.3 se ilustra nuevamente la aproximación 
de u'(xq) por un esquema centrado, do”hde xq es el punto medio 
entre x | y Desarrollando u(x[) y u(x¿) alrededor de u(xq)

Fig. 1.3 Aproximación de u'(x) por un esquema centrado

por la fórmula de Taylor 
*

h 1

u ( x ^) = u ( x o ) — —  u '(x q )+ --
2 . . 0 2 1

u ' ' ( x o ) -
3 I

h

2
u - • ( K i ),

XI < 5 1 < x 0 ,

h 1

u ( x 2) = u ( x o ) + ~  u ' ( x o ) + --
2 2 !

h

2 3 I
u " '(£ 2 ),
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Restando u ( x 2 ) de u(x[) y dividiend o oor h resulta

1 1
—  ( u ( x 2 ) - u ( x i ) ) = u ' ( x o ) + --
h 3 !

[u" ' ( C 1 ) + «' ' ’ ( í: 2 ) ]

Si tomamos módulos y reemplazamos u" ' ( £ i ) + u " P or
2  max | u * ' ' (x ) | se obtiene finalmente

1
—  (u (x 2 ) - u ( x i) ) 
h

u' (x 0 )
1

< -- h 2 max | u" ' ( x)|
24

(1.5)

i.» .1 u"' (x) lintfi acotada o nl-.ro los puntos x i y • 1  arror dal
reemplazo de u'(xj) por un esquema en dif erencias centradas esti 
acotad o por una constante multiplicada por h 2 o se dice que es 
de orden h 2 y se escribe O(h^). Reduciendo h a la mitad la cota 
del error del reemplazo de u'(x) por dif erencias centradas se 
reduce en un factor 4.

Como ya lo vimos en forma geométrica los esquemas en 
adelanto o en atraso«que aproximan u ’(x) sor menos pr eci sos que 
el esquema centrado. Refir iéndono s a la Fig. 1.1 y en el caso en 
que (u ( 2 ) “ u(xi))/h aproxima a a'(x|), desarr ollando  en serie 
de Taylor alrededor de u(X))

1
u ( x 2 ) = u(xi) + h u 1 (x[) + --  h 2 u " ( £)

2  I
X! < 5 < x 2

en consecuencia 

1

li
( u ( x 2 ) - u ( x i ) ) - u ' ( x i ) < —  h nnx | u"(í) | 

2
( 1 .6 )

Entonces el esquema en adelanto (1.2) es de 0(h) siempre que 
u " ( O  esté acotada entre x¡ y x 2 . Reduciendo h a la mitad se re­
duce la cota del error en un factor 2. Idéntico resultado se ob­
tiene con el análisis de la precisi ón del esquema en atraso 
(1.3).

r.
Hasta ahora hemos visto como se puede n construir a p r o ­

xi maciones de u '(x ) de 0(h) y O(h^), mediante  cons id eracio ne s de 
tipo geométrico. Vamos a pr esent ar un método que permite obtener 
en forma sistemática aprox imaci ones de u''(x}), ol vid and o por un 
mo mento que la conocemos, es cr ibi éndolas de la siguiente manera

u 1 ( x i) = a u( x i ) + 3 u ( x 2 ) (1.7)

riondo «t y fl non eoeficientos a ser determinados. Des arrollando 
u ( x 2) en serie de Taylor alrededor de u('X}), reemp laz ando en 
(1.7) y reordenando

S h-
u'(xi) = (a + 0) u(X[) + 8 h u'(xi) + u"(S) ( 1 .8 )
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Igual and o los coefi cient es corr espondi en tes de (1.8) resulta 
a + 0 = 0 y 0 h = 1 de donde 0 = 1/h y a = -1/h. R e e m p l a ­
zando en (1.7) se obtiene nuevamente (1.2). Con estos valores de 
a y 0 la precisión del esquema en adelanto es de 0 (h), esto 
quiere decir, además, que con dichos valores se requiev -■ que 
u ' (x i) en ( 1 .8 ) sea oxacLn parí el término constante y lineal en 
u . ■ . . <.-

Entonces cualquier esquema en diferencia s puede ser 
construido de esta manera. En el método de los coeficient es in­
determinados la aproximación de la derivada u'(x¡ es escrita co­
mo una suma ponderada de los u(x^) con coeficientes de p o n d e r a ­
ción a determinar con la condición de que el esquema sea exacto 
para el polino mio de mayor grado posible en u(X|).

Es instructivo presen tar  una aproxi mación en ad elanto 
por tres puntos para u 1 ( x ¡ ) ut ilizando el nétodo de los c o e f i ­
cientes indeterminados. Suponiendo conocidos u( I, u ( X 2 ) y 
utxj) en los puntos x¡ , x 2 = * 1  + h y X 3 =» X 2 + h la a p r o x i ­
mación de u'íxj), se escribe

*
u 1 (x j) = a u(xj) + 0 u ( x 2 ) + Y u ( x 3 ) (1.9)

De sar r o l l a n d o  u ( x 2 ) y u ( x 3 ) en serie de Taylor alrededor de 
u (x 1 ), ree mplazando en (1.9) y reord enand o

0 h 2

u'(xi) = (cc+0 + Y) u(xj) + ( 0h+ 2 Y h ) u ' ( x L) + (---- +
2

0 h 3 4
2 y h 2 ) u" ( x j ) + ---- u" ' (Si) + ~  Y h 3 u" 1 ( C 2 ) 1 ( 1 . 1 0 )

3 1 3

donde xj < £ 1  < X 2 y x 1  ̂ Í 2  ̂ ^3

Igualando los coeficientes cor respon dient es  de (1.10) resulta a 
+ 0 + Y = 0 , 0 + 2y = 1/h y 0 + 4 Y = 0 lo que implica exigir 
que u'(xi) en ( 1 . 1 0 ) sea exacta para los términos constante, li­
neal y cuadrático. La solución del sistema anterior resulta en ct 
= -3/2h , 3 = 2/h y y = -1/2h. Ree mp lazan do  en (1.9) se ob ­
tiene

1
u 1 ( x [) «* --  (-3 u(xí) + 4 u ( x 2 ) - u ( x 3 ) ) (1.11)

2 h
'

que es una ap roximación  en adelanto de tres puntos de 0 (h 2 ).

Si quisiéramos construir una ap rox imaci ón un d i f e r e n ­
cias centradas por cuatro puntos del mayor orden posible para 
u'(xq) utilizan do las posici ones xq = 0 , x^ •• - 2 h , x 2 ** -h, 
X 3 = h y x 4 = 2 h y los valores u(xj), u ( x 2 ), u(x¡) y u t x ^ ,  
tendríamos que la aproxima ción de u'(xg) se escribe

u * (x o) = a u (x 2 ) + 3 u ( x 2 ) + Y u ( x 3 ) + 6 u(x^) ( 1 . 1 2 )
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Desarrollando u(xi) , u ( x 2 ) / ulx^) y u ( x t* ) en serie de Taylor 
alrededor de u (x q ), reemplazando en (1 . 1 2 ) e igualando los coe­
ficientes correspondientes obtenemos un sistema de 4 ecuaciones 
con las cuatro incógnitas a, 0 , y y 6 cuya solución es: 
« = ( 1 2 h )- 1 , 3 = - ( 2 / 3 h ) “ 1 , Y = ( 2 / 3 h ) _ 1  y 6 » - ( 1 2 h ) - 1 . 
Reemplazando en ( 1 . 1 2 ) ,se obtiene

u 1 ( x o ) = ( 1 2 h ) - 1 (u(xf) - 8 u ( x 2 ) + 8 u ( x 3 ) -'ü(x\')) (1.13.)

que es una aproximación por cuatro puntos centrada de O(h^).
■?>

1.2 A p r oximaciones_de derivadas de_ord e n superior 5'!

Para obtener una aproximación en cliferenciaa para una 
derivada segunda u"(x) hacemos una diferencia sucesiva de una 
derivada primara, es d¡|c i r ( u ' ( x ) ) 1. Naturalmente necesitamos, 
por lo menos, tres valores de u, por ejemplo, en los puntos xi, 
x 2 y x 3' según se muestra en la Fig. 1.4. Llamando

Fig. 1.4 Aproximación de la derivada segunda

vi ' ( xm i) y u ' ( x m 2 ) a los valores aproximados de la derivada p r i ­
mera u'(x) en los puntos xm^ y x n 2 , donde xmj 'y x m 2 son dos va­
lores en el punto medio entre X[ y X 2 y entre X 2 y x 3 , r e s p e c t i ­
vamente, tenemos que
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u ( x 2 ) - u(x[) ulxj) - u ( x 2 ) 
tt' --‘— ------ / u ' ( xm 2 ) ----------------------

entonces
u (x 3 ) - u (x 2 ) u (x 2 )- u (x j )

15a ' ( x m 2 ) - u ' ( x ra ! ) h h
u " ( x ) = ( u ' ( x ) ) ' = -- ;---------------- ----------------- -------------------

h h

u ( x | ) - 2 u ( x 2 ) + «(xj)
u " ( x ) = ------------------ ------------  (1.14)

h 2

Nuevamente aquí, dependiendo del punto elegido para que la e c u a ­
ción (1.14) aproxime a u ” (x) tendremos aproximación en adelanto, 
en atraso o centrada, respectivamente.

El análisis de la precisión del esquema centrado que 
aproxima a u"(x) es, análogo al de u'(x). Refiriéndonos a la 
Fig. 1.4, para el análisis de la aproximación de u " (x ) , e x p a n ­
dimos u(x{) y u(xj) alrededor del u ( x 2 ) mediante la fórmula de 
Taylor

u ( x i ) = u {x 2 ) - h u ' ( x 2 ) + --  h 2 u "(x 2 ) - --  h 3 u " (x 2 ) +
1 1
--  h 2 u " (x 2 )  
2 1 3 1

t <
+ —  - h'4 u I V ( ^ 1) , x i < £ j < x ' i ,

1 1
u ( x 3 ) =* u ( x -2 ) + h u ' ( x 2 ) + --  h 2 u" ( x 2 ) + — h 3 u" ' ( x ;> ) +

2 1 3 1

1
+ --  h 4 u 1V ( 5 2 ̂ ' x 2 < ^ 2 < x 3/

4 1

Sumando ambas ecuaciones y reordenando

1 1
— - (u ( x 1 ) - 2 u ( x 2 ) + u ( x 3 )) = u " ( x 2) + -- h 2 [uI V ^ l ^  + u I V ( ? 2 ^]
h ■ 4 1

1 I 1
(u(xi) - 2 u ( x 2 ) + u ( x j .1 ) - u " ( x 2 ) I < --  h 2 nax | u I V (x) |

\ h 2 I 12
(1.15)%

La ecuación (1.15) indica que el esquema centrado que aproxima 
u " (x ) es de 0 ( h 2 ) si u lv^x) está acotada. Si utilizáramos el es­
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quema centrado que aproxima u"(x) en la modalidad en adelanto o 
en atraso el orden se reduciría a O ( h ) .

. n n o i .i h h o n  n w m k i m c a  mi iíciiaci onií.s n i p k n r k c i a l r s  o n p i n a r  i a S

2.1 Introducción

Vamos a presentar vina introducción a la resolución nu­
mérica de problemas de valores iniciales y de contorno en e c u a ­
ciones diferenciales ordinarias. Consideremos en primer término 
una ccuac i. ó.n diferencial de primer orden

id u
--  +«f(;ú,t) = 0 , 0 < t < « (2 . 1 )
drt 4*

donde u = u(t) es un escalar. Esta ecuación requiere una c o n d i ­
ción suplementaria , por ejemplo el valor de u en t = tg» para 
que la solución sea única, es decir

u | t 0 ) “ u f  (2 .2 )

El sistema (2 . 1 ) - (2 .2 ) consti tuya un problema de v a ­
lores iniciales.

Una ecuación diferencial de segundo orden (en la v a r i a ­
ble independiente x, por ejemplo) se escribe :

d 2u
----+ f (u , u ' , x ) = 0 , xj < x < x. (2.3)
d x 2 • *

*■ • £
donde u = u(x). Esta ecuación requiere dos condiciones s u p lemen­
tarias para que la solución sea (inica. Ahora bien, dependiendo 
de la manera en que las condiciones suplementarias estén d e f i n i ­
das, se tendrán dos posibilidades'. Si las dos condiciones están 
e specificadas en un mismo punto, por ejemplo,

u ( x o ) « u o ♦ *  ,
* (2.4)

u ’ ( x o ) = u ' o , , *,
*-t

el sistema (2.3) (2.4) constituye una problema de valores ini­
ciales; si se dan dos condiciones de borde, por ¡ajemplo, en los 
extremos del dominio,

o
u( x o ) = U o

(2.5)
U ( x n ) = u n , °

el sistema (2.3) - ( 2  i®) constituye un problema de contorno.
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Los problemas que se presentan en la inmensa mayoría de 
los casos no consisten en una ecuación diferencial de primer or­
den sino en un sistema de p ecuaciones di f e r e nc i a 1  e ¡s de primer 
orden con p incógnitas. Estos se pueden escribir como

d u i / d t + f i ( u p  u 2 / •••/ up , t) = ' 0  

du 2 /dt + f 2 (u ]/ u 2 , •••/ up , t) = 0

(2 .6 )

dUp/dt fp (u^, u 2 1 •••, Up, t)

donde 0 < t < 00

con condiciones iniciales

Ui ( 0 ) i 0 i  = 1 , (2.7)

Es conveniente escribir el sistema (2.6) - (2.7) en forma v e c t o ­
rial

du/dt + f ( u , t ) = 0 

u ( 0 ) =■ #  u o

d o n d e  du/dt. «* d / d t

(2 .8 )

u l 
vi Z

f (ti,t)

f P ( u , t )

de esta manera y como verecos más adelante, la analogía entre la 
a proximjición^ numérica de una ecuación diferencial y un sistema 
de ecuaciones diferenciales es inmediata.

Cuando se «presenta una ecuación diferencial de orden 
superior siempre puede ser trasformada en un sistema de e c u a c i o ­
nes diferenciales de primer orden. El siguiente ejemplo ilustra 
lo anterior: la ecuación diferencial de tercer orden

W  ’ = f (W"-, W ’ , W,t) 0 < t < * (2.9)

con condiciones iniciales 

W ( 0) - ai , W ' (0) W '? ( 0 ) 3 (2 . 1 0 )

se puede transí ornar en Wn sistema de 3 ecuaciones diferenciales 
«le j.) r i mi! r orden mediante la sustitución

u 2

Teniendo -en cuenta que; 113 
u 1 1 resulta el sistema

W ”

m * ' U 2

(2 . 1  1 1) 

(W ) '
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du i /dt = u 2
d u z/dt = u 3 (2 . 1 2 )
du 3 /dt = f(u 1 ,U 2 / U 3 ,t)

donde 0 < t < “ ,

con condiciones iniciales

u I ( 0  ) - k | , 11 z ( 0  ) ■' < * 2 y u 3 ( 0  ) «• (* 3 (2.13)
 ̂ ’*$rNaturalmente el sistema (2.12) - (2.13) también puede escribirse 

en forma vectorial de acuerdo a lo visto anteriormente.

En el estudio del problema de valores iniciales (2.1) -
(2 .2 ) es' importante distinguir los dos tipos de ecuaciones que 
se presentan ¡=¡^gún sea el signo de la derivada ele la función f 
con respecto a la variafele dependiente u: s.\ la derivada es p o ­
sitiva se trata de; ecuaciones de decaimiento y si la derivada 
es negativa se trata de ecuaciones de crecimiento. Hay un tercer 
caso en que la derivada es imaginaria porque la variable d e p e n ­
diente u es compleja y se trata de un sistema de ecuaciones de 
tipo oscilatorifr, Ilustramos lo anterior con un ejemplo muy sim- 
pie que posee solución exacta: s e r  ecuación (2 . 1 ) con
f(u) = a u, es decir

■1 u
--  + a u » 0 0 < t < " ‘ (2.14)
dt *

u (t = 0) = u o ' f *  - «  (2.15)
*

donde a es una constante distinta de cero. Para ̂ obtener la s o l u ­
ción exacta integramos (2.14)

*■
l n u  = - a t - + C  " * (2.16)

■* , ■teniendo en cuenta la condición inicial (2.15) se obtiene e l v a -  
lor? de la constante de integración •

* »í ^ 1 1C = ln u o

reemplazando el valor de C en la ecuación (2.16). V  e s c r i b J endo 
éste en f orina exponencial resulta., finalmente

' u (t ) v  u o « f * '' * • ‘ '* * ( 2 *  1,7)

q u e es. ,1 a solución exacta de% problema de valoreé iniciales 
(2.14) - (2.15). Si suponemos que a es positiva la expresión 
(2.17) describe la solución de ,una ecuaciói de decaiáiento ya 
que la solución{.< decrece para valores crec ientes del ti.'émpo. 
Ejemplos dec e stawecuación se presentar, en cinética química, de­
caimiento radiactivo, enfriamiejnto de un termómetrora la tem­
peratura ambiente, etc. En todos 1 m  c.isos el sistme. tiende a un 
£  stado de equilibrio representado por la línea u = 0 en un grá- 
rico u = u(t) según se ilustra en la figuri 2.1. Los sistemas
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* "*'*  „  #  - . •

F A g . 2.1 Ejemplos de un a^n cuaciñn inpatublo (n K o ) , -neutra (a*»0)‘ 
y u s' t7% ble ( a > 0 ) ". *
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c o s

gj w c; .j¡> v s  e n-t a n e t  a r a a r a c t n r í. s t i. c <1 s son s i a t ó m a s e s t a b Ies. Si
SiU.p,onera-os que a es una constante negativa la ecuación (2 ¿14) de-
va .i¡ e n c ,4 d.u / el t - a u -r; 0 y la solución exacta (2.17) resulta cnton-

TV

vi ( t. ) = u o ea ( 2 . 1 8 )

La expresión (2.18) describe en este caso una ecuación da|creci- 
miento. Ejemplos de esta ecuación se p r esentan en la descripción 
di.e una ley de crecimiento demográfico (Ley de Malthus), creci- 
miento de bacterias, aumento del dinero en interés compuesto, 
etc. En todos los casos la solución crece en valor absoluto para 
Valores crecientes del tiempo y se dice que el sistema es ines- 
t- a b 1 1?..

E
De aquí en adelante vamos a suponer que el problema di­

ferencial ya sea de valores iniciales o de contorno está correc- 
tamenée propuesto en el sentido de Hadamard. Esto quiere decir 
que la"solución existe» es Gnica y depende en forma continua de 
las condiciones. inici.aJj.es o de contoi|í|. ...

W *  ’ $
Vamos a com.enzar con el estudio de las soluciones n>’iné- 

ricas del problema escalar de valores iniciales. Como estamos 
interesados en problemas físicos de vSlores iniciales que d e p e n ­
den d^pL tiempo, la variable independiente t en el sistema (2 . 1 ) -
(2.2) indicará el tiempo. Entonces vamos a iiftegrar el problema 
de valores inicíales en el tiempo utilizando pequeños i n c r e m e n ­
tos del miámo. El intervalo temporal to < t < tn es subdívidi- 
do uniformemente* en Ñ segmentos 'o pasos de ti-^pípo de longitud 
k = (t - t o) ,/N como se maestra en la figura. 2 .2 . 4La unión dé

. *
í* ^  *

0 t 2 n N-1 N
(---- 1-----(----4— ^ ----I---- H---- f---- 1

ts to b ts tn
^  *

«- c °\ * *
♦  # v

Fig. 2 . 2 «Di s c r e t i zaci'ón del intervalo espacial 
* - ‘

* ' ' *  *  * 
éstos segmentos determina los pfllntos nocíales que se «numeran ae- 
cuericialmente .0 , 1 , 2 n N . Lo^ valores discretos o ccp-„
put.ados d.e u(t) ^ ff(u,t) en los nodos de la malla o red así de­
terminada se denominan un y fn , respect i v a m e n ^ e , donde n éj¡¡ un 
nodo genéri c(o , E n t o n c e s ^  tn = tg + nk , n = 0, ..,N. A los e fec­
tos de distinguir efltr4Kas variables, independientes temporal y 
rapa c4. .'i 1  «» coiiifln Indicar un rt o t n r î pfi n d o nivel do Slompo  ̂ 3<tn un 
sjjpr a-í n di ce ,»■ dejando el subíndice para los niveles espaciales. 
Como veremos, est# ̂ o n v e n c  ion» es muy Gti.l en la solución num é r i ­
ca de ecuaciones élBrdérivad.as. parciales . Entonces con un se in-

r.\ W  s
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dica el valor de la solución numériéa er el nivel temporal 
tn = to + n k • Resolver numéricamente el problema de valores ini­
ciales (2 . 1 ) significa encontrar los valore» de u n , en los nodos 
.de la malla del dominio to < tn < % n  ̂ que satisfacen en ferma 
a p roximada la ecuación diferencial (2 . 1 ) y la condición inicial
(2.2). Una manera muy sencilla de introducir los jnétodos de 
aproxim a c i o n e s  de problemas de valores iniciales es mediante la 
escritura del problema de valore?; iniciales (2 . 1 ) -- (2 .2 ) en su 
forma equivalente int-egral y su posterior aproximación por fór­
mulas d||cuadratura. Entonces, integrando (2.1) en el subinter- 
valo genérico tn < t < tn+ * , k = t.n+ * - t.n , y teniendo en 
cuenta la condición inicial un para t = tn

t n+ 1

un+ 1 *> un - / f ( u , t ) d t  (2.19)
t n

#Naturalmente la integral de (2.19) no puede ser evaluada an fojr- 
ma exacta dado que no se conoce el valor de u(t) incógnita del 
problema para todo el intervalo, tí* < t < t 1 + *. Precisamente el 
método de las diferencias finitasi asume diferentes a p r o x i m a c i o ­
nes o fórmulas de cuadratura para evaluar .la integral de la 
ecuación (2.19) lo que|£d£p lugar a distinj^ss métodos numéricos. 
Con el fin de unificar la nomenclatura con la existente para la 
s oluc ión'^numér i ca de ecuaciones en derivadas parciales vamos a 
c lasificar a los métodos numéricos para ecuaciones diferenciales 
ordinarias en métodos de p«fso entero y métodos de paso f r a c c i o ­
nario. Los métodos áe paso entero a su vez pueden ser diviHJfedos 
en métodos de un^sólo paso y métodos' de pfso múltiple; en los 
primero.s la solución en el nivel teiifcporal t n + 1 se obtiene a par-* 
t.ir de la solución en el nivel *fcn en u ^  sólo pago de tiempo, en 
los últimos lár solución en tn+ 1 se obtiene utilizando la s olu­
ción en loe niéveles tn , t 2 ~ 1, tn” 2 , #tc,; en un solo paso de 
i. i e m p t í E n  los métodos do patio fraccionario la solución an tn+ * 

obtiene a partir de la solución en tn Sk n <3¿>s #  mSs pasos in­
te riiitulioa' án tiempo. Rrr Ja nomenclatura clásica de ecuaciones 
diferenciales or diñar i-as los métodos d e p a s o  fraccionario se los 
suele llamar métodos -dé tipo predictor^correctoír (én su versión 
para un solo paso). Tanto los métodos de paso entero conro los de 
paso fraccionario pueden ser implícitos o explícitos d e p e n d i e n ­
do que se utilice, b «áfc, en* la fórmula de cuadratura, ej| borde 
superior del i n t e r v a ^

* ’
* '♦

2.2 El método de Euler »■------ ------------ ■ , ----------- - *
m  ̂  - •

m  La manera más s^hcilla de aproximar la integral de la
ecuación (2 # 19 ) es suponer el vjlor de la 'funciorf*' f constante 
p,ar,a todo el intervalo tn < t < tn + * e igual al* valor dd^f en» el 
nivel temporal tn , seg¡ún se observa en la figura 2.3, resultando

«i ^
* u n + 1 „ O un „• k f n ' ^  (2.20)

f e  * 2 ' *donde = f( 6 n ,tn ). La expr^pión (2.20) basada e r u n a  a p r o x i m a ­
ción en adelanto para u, es un esquema de paso entero, e x p l í c i ­
to, y se lo denomina método de Eul.^r*,
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$  ®
Existe otra manera muy sencilla de obtener el método 

de Knler q u e  ilustraremos con ün, ejemplo. La aproximación de la 
e c u a c i ó n  de decaimiento $$ / d t + a 'u = 0 co n  ‘el estjuema do Éuler 
e a î l ta en , , } o

( 1  - k a ) >un (2 . 2 1 )

E:j.to puede 'ríer interpretado como la solucion exacta- truncada de 
lu e c u a r i ó n £¡ d'e decaimierfto con un como condi c i ón , ri n i c i a 1. En 
e J e c t o , la solucion exacta de la ecuación de decaimiento es

> , - T  -

o on o 1  intervalo t 

,rH- l

t" -t- k -é

• u 9 e"ak u n

Recordando q# e

- a:k
%

1 - k a + —  k —  v3 a + .

(2.23)

(2.24)

O m
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para k tendiendo a cero podemos escriéir, en forma aproximada, 
que

f
e>-ak 1 - k a 0ii (ifr.25)

que reemplazada en la ecuación (2.23) reproduce la expresión 
( 2 . 2 1 ) .

* La retención del término de segundo orden en el des a ­
rrollo  ̂ n  serie de p o t e n c i a s  de e”alt sugier e un método de apr o ­
ximación más preciso que el método de Euler,, es decir

u
1

n+l = ( 1  - k a + -  k 2 a 2 ) un (2.26)
2 *

más adelante veremos que la expresión (2.26) corresponde a un 
método p r e d i c t o r -cor re ctor explícito. * % *

1
♦2.3 Nociones de consistencia, estabilidad y convergencia

La validez ’de 'un método numéridJMfcstá basada en que se 
cumplan ciertos requerimientos naturales de las aproximaciones 
en diferencias finitas: consistencia, estabilidad^ y c o n v e r g e n ­
cia. La primera condición q’Qe se exige de un método de a p r o x i m a ­
ción o n diferencias es q u la ecuación en d>i #«r e n ci a a a p ^ x i m s
o n un cierto sentido a la ecuación d ¿ f e r e a l .  Se dic^ un
esquema en diferencias que a p r o x i m ^ u n a  ecuaciÓri^diferencial es 
consistente con la misma si al r e f W a r  *la ralla (el paso tempo-* 
ral k tiende a t^ro) , la íbu^ción en d<i f ej§fenci*s^ converge a la 
ecuación diferencial correcta. Está aro que la propiedad de 
consistencia se refiere exclusivamente a la analogía existente 
entre el operador diferencial y el operador en diferencias, nada 
se dice acerca de si los ¡̂ r esultados de lc&ap rife x i a ción en dif e ­
rencias están próximos en un ciento sentido, a la solución del 
problema di f e r e n c i aj.; este tema* perter^ce al estudio de la con­
vergencia. *

* • * ■ ' *
La (Convergencia puede estudiarse analizando el co m p o r ­

tamiento del error, medido como la diferencia entre la solución 
numérica y la solución exacta, cuanáo üfa malla es refinada. 
Diremos que el método de diferencias f/nitas es convergente si 
el error t i e r!d*e a cero cuando la "Salla es refinada .**h ora "bien, 
exi sten dos fuentón do errores que i nciden nn ^.a precinión d® la 
solución numérica tomada c:omo aproximación de la aol«%i 6 n axáata 
del’ problema diferencialT estos son el error 'fie truncamiento y 
el error de'redondeo. El error de**-truncamiento proviene de reem­
plazar el "problema diferencial por una aproximación en ©inferen­
cias. La magnitud del mismo puede ser determinada perfectamente 
y es^función del ^tamaño de mal£a utilizada. El e,rror de 'redondeo 
proviene de la manera en que una^ computadora R e d o n d e a "  una va­
riable cuyo número de cifras s i gn i f i c a t s es majo? qu.e la lon­
gitud de palabra de dicha mj(puina. La magnitud del error de re­
dondeo es principalmente una característica del tipo,; de c o m p u t a ­
dora digital utilizada y su predicación puede ser estudiada por
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métodos estadísticos. En general, la acumul ación del error de 
redondeo no presenta problemas muy serios. No obstante ello, es
o o 1  e que la presencia de errores de redondeo o de cualquier 
otro tipo de error, pueda producir la in estabilidad numérica, es 
decir el crecimiento sin control (no acotado) de dichos errores.

El estudio de la estab ili dad numérica puede realizarse 
mediante el análisis del compo rtamie nt o de4""érror medido como la 
di ferencia entre la solución numérica y^ la solución exacta, 
cuando para un paso de tiempo k fijo, el numero de pas-os tempo­
rales tiende a infinito. Evi dentement e se espera, bajo estas 
condiciones, que el error no se amplifique «le tal manera que los 
re sultados numéricos dejen de tener sentido. Diremos entonces 
q«e un método en diferencias finitas c.<s numéricarrente estable si 
la ampli ficación del error permanece acotaba. Efi obvio que para 
que un método numérico sea útil debe ser estable».

Los. conceptos de estabilidad y convergencia est&n es­
t re chament e vinculados: el teorema de equivalencia o teorema de 
Lax establece que, bajo determinadas condiciones, la estabi lidad 
de un esquema de diferencias finitas implica la convergencia del 
mismo (más adelante^wolveremos sobre el te.ua).

2 .4 Análisis de la consistencia_en el método de Euler

Para el estudio de la consistencia es necesario a n a l i ­
zar primero el err^fr de truncamiento local ó error de discreti- 
zación rn que se produce Guando en el esquema en diferencias se 
reemplazan los^ valores aproximados de un por los valores exactos 
U n . En el caso del método de Etfler este resulta.

r n+. 1 = -----------+ f ( U n , tn ) (2.27)

Es muy frecuente encontrar la relación (2.27) escrita comv.

U n+ 1 « un - k f(Un ,tn ) + k rn + 1  (2.28)
&

De sar rolland o en serie de Taylor alrededor de Ur t

k 2

Un+ 1 = Un + k dU(n)/dt + --  d zU(5)/dt 2  (2.29)
2<1

donde £ es->un punto intermedio entre tn y tn+ * . Reemplazando en 
la expresión (2.27) resulta

1
r n+ 1 = [dU(n)/dt + f (Un ,tn )] + - k  d 2 U K ) / d t 2 ¿(2.30)

%
Dado que Un es el valor exacto de U(t) en el nivel temporal 
t = n k , Un sa|£is f ace la ecuación diferencial du/dt + f (u , t ) = 
=» 0 y por lo tanto el térmico entre corchetes se anula. Entonces
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el residuo o error de truncamiento loc'al rn = 0 (k) siempre que 
d 2 U ( £ ) / d t 2 sea menor que una constante entre los niveles tn y * 
tn + 1 . Si rn + 1  -► 0 cuando k + 0 se dice que el esquema en d i f e ­
rencias es co n s i s t e n t e  con el problema diferencial pri.mitivdÉ En 
este caso la consistencia del método de Euler es de 0 ( k ) .

2 . 5 Propagación del«| error

- El problema-' de valores iniciales du/dt + f(u,t) = 0 con 
condiciones inciales u ( 0 ) = c puede interpretarse como que de­
termina la velocidad de una partícula como función do la p o s i ­
ción u. I,a nolucifin del mismo puado sor cansidarada como una 
función u(t,c) donde c es un conjunto de condiciones iniciales 
que determina una familia de soluciones en el plano (u,t) llanA- 
áas trayectorias. Por ejemplo en el caso de la ecuación 
du/dt - a u = 0 , u ( 0 ) = c, la solución es la familia 
u(t,c) = c eat como se ilustra en la Fig. 2.4. La elección de un

Fig. 2.4 Familia de soluciones de du/dt - a u = 0 con u(0) ■= c

valor particular de c servirá paira seleccionar una de las tra­
yectorias de la familia. ■B

#
En la solución numérica del problema de valores inicia­

les una perturbación de las condiciones iniciales, por ejemplo,
%
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un error de redondeo en fel valor de l¿i constante c, implica que 
u(t) es forzada a seguir otra trayectoria de la familia de 
soluciones. En los métodos^numéricos de un solo paso,, por e j e m ­
plo';: la solución en el nivel temporal t n + 1 es calculada u t i l i ­
zando como valor inicial la solución sn el nivel tn y este pr o ­
ceso se repite para valores de n crecientes . En cada pétso de 
tiempo se produce una pequeña perturbación, error de redondeo o 
error local de truncamiento, que produce u|}, -fenómeno similar de 
transición a otra trayectoria de la familia de soluciones. En la 
Fig. 2.5 se presenta una situación muy exagerada de lo que aco n ­
tece normalmente en el cálculo. Si a medida que t aumenta las

Fig. 2.5 Propagación del.error durante la integración numérica
•í

O

curvas de la familia de soluciones se alejan éntre sí ráp i d a m e n ­
te, entonces el problema de valores iniciales es inestable; én 
el caso contrario el problema es estable.

Ea importante diotiriguir entre o! error global y al 
error local de truncamiento. El error global en. el tiempo tn + * 
es u n + 1 - u n + 1 , donde U n + 1 es la solución exalta en tn t* del 
problema de valores iniciales genuino (U(t) = c^ eat en la Fig. 
2.5). El error local *iÉn t n + 1 es la diferencia entre el valor 
computado u n + 1 y el valor en tn ^ 1 de aquella solución de la 
ecuación diferencial que pasa por el punto (un ,tn ) . Para ser «más 
claro, los errores locales son los saltos en la curva escalera 
de la figura 2.5 i D a h l q u i s t  y Bjorck, 1974).
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2 •® Análisis de la convergencia en el método de Euler

Vamos a restringir nuestro análisis de la convergencia 
del método de Euler aplicado a la ecuación de decaimiento 
du/dt + au = 0 , u(0) = uj > 0 , t > 0. Distinguiremos entre el 
valor exacto de la solución que denominaremos Un y el valor 
aproximado de la solución numérica que llamaremos un . Entre los 
niveles de tiempo n y n + 1 , por medio de un desarrollo en serie 
de Taylor se obtiene

ü
1

U n + 1 - u n + k dUn/dt + —  k 2 d 2 U {X )/dt 2 (2.31)
2

donde 5 es un nivel intermedio de tiempo entre n y n+1. Dado que 
U satisface la ecuación diferencial dü(n)/dt = -a Un y 
d 2 U (£) = a 2 U (£). Reemplazando en la ecuación anterior

1
U n+ 1 = ( 1 - a k) Un + -  k 2 a 2 U(5) (2 . 3 2 )

2

Teniendo en cuenta qtie la solución exacba #s decreciente monotS- 
n i ca ,

U n+ 1 < U< í ) < Un (2 . 3 i )

Por conveniencia introducimos la notación

1 U ( 5 ) 1
0n _ _  ----- a 2 k 2 < -  a 2 k 2 ' (2 .3 4 )

2 Un 2

w = 1 - a k 

que reemplazada en la ecuación (2.32) resulta

U n+ 1 « w Un + an U n (2.36)
. ' #  fe-Recordando que el esquema de Euler para 'la ecuación de d ecai­

miento se escribe

u n+ 1 = w un , w = 1 - a k ' (2.37)

comparando esta expresión con la fórmula (2.36) se deduce que el 
término 0 n U n de esta Gltima es el residuo del esquema de Euler 
que aquí es de 0 ( a 2 k 2 ). Restando la ecuación (2.37) de la (2.36) 
ke obtiene una fórmula de recurrencia para el error en = un - u n , 
es decir

n + 1  «e 1 « =  w e n + 0n jjn (2.38)

£ii analizamos el error desde e® - U® - iSP® hasta e 11 comprobamos 
c;ue ' ^

n - o° wn ~ 1 U° + a 1 w n " 2 U 1 + ____ + on" 1 U 1 1 " 1 (2.39)
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Para valores de k su fi cient emente pequeños o { w 4 1 por lo que 
todos los términos de la ecuación (2.39) son positivos y dado 
que a11 < -1 / 2  a 2 k 2 resulta que

1
en < —  a 2 k 2 (wn“ 1 U° + w n " 2 U 1 + .... + Un _ 1 ) (2.40)

2

Ademáis dado que an U n > 0, la ecuación (2.36) indica que 
U n + * > w Un de modo que en en la ecuación (2.40) deviene

1
en < —  a 2 k 2 n Un ~ 1 (2.41)

2

Dado que n k = t y U n “ 1 = U° e- a(n~1)k s yO obtendremos
finalmente una cota del error

1
en < -  U° a 2 k t e“at (2.42)

2

*  Para cualqui^ r tiempo fijo t, e n 0 para k + 0. El 
error de truncamiento en el esquema de Euler es de 0 ( k 2 ), pero 
luego de ser sumados los errores sobre n pasos de tiempo de lon­
gitud k, el error en = un - un en un se transforma en 0(k). Sin 
embargo y como veremos a continuación es la estabilidad  numérica 
la que gobierna el tamaño de grilla a utilizar.

2.7 Anális is  de la estabilidad en el método de Euler

Ut il izando el ejemplo del método de Euler estudiaremos bajo 
qué condiciones un método numérico para problemas de valores 
iniciales es estable. Para ello supondremos la existencia de un 
pequeño error en o per turbación de la variable dependiente un 
en el tiempo tn y trataremos de determinar el error que se p r o ­
duce en la variable dependiente u n + 1 como consecuencia del 
mismo, a través de una linealización del problema. Escribamos 
nueva men te el pr'ofclema de valores iniciales (2 . 1 ) ~ (2 .2 ) para 
el caso de una ecuación escalar.

du
--  + f(u,t) = 0 (2.43)
dt

El método de Euler se escribe entonces

u n + 1 = un - k f(un ,tn ) (2 .4 4 )

En consecuencia *

u n+ 1 + en+ 1 = un + en - k f(un - en ,tn ) (2.45)

Como hemos supuesto que el error es pequeño es vSlido el si­
guiente desarrollo en serie de Taylor



f ( u n + en ,t n ) = f ( u n ,tn ) + en í3f/ 3u)n + ° < e n ) (2.46) *

R ee mp lazand o (2.46) en (2.45) y restando al resultado 
la ecuación (2.44), obtenemos
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en + 1 = En - k (3 f/ 3 u )n en + o ( e n ) (2.47)

La expresión (2.47) rep resenta la ecuación para la amplificación 
de un error pequeño, que escribimos como

en + 1 = [i - k (3 f/ 3 u )n ] en + 0 ( en ) . (2.48)

El término entre corchetes

g - 1 - k ( 3f/3u)n (2.49 )

se denomina factor de amplificación. La expresión (2.48) puede 
ser escrita, despr eciando términos de orden superior, como

en + 1 - g en (2.50)

Para que el método, numérico sea estable es necesario que el
error no se amplifique del paso tn al t n¿' para ello se re q u i e ­
re que

| en + l I < I £n | (2.51)

Entonces teniendo en cuenta la ecuación (2.50) la estabilida d 
numérica exige que se cumpla que

9 < 1 (2.52)

Conviene hacer notar que la condición de estabil idad (2.52) no 
tiene en cuenta aquellos casos en que la solución exacta del 
pr obl ema de valores iniciales admite un crecim iento exponencial. 
Para estos casos es necesario establecer una condición de e s t a ­
bilidad que permita el crecimiento no acotado del error siempre 
que este sea menor al crecimiento de la solución exacta (más 
adelante volveremos sobre el tema).

Para el método de Euler la condición de estabili da d (2.52) exige 
que

- 1  < 1 - k (3f/ 3u)n < 1 (2.53)
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Natura lmerrfe, la ecuación (2.53) está ligada a la ecuación dife­
rencial primitiva a través de la derivada f con respecto a u.

En el caso de que^estemos tratando con una ecuación de 
decaimiento la condición de estabilidad en el método de Euler 
exige que

k < ----------  (2.54)
( 3f/3u)n

expresión que se obtiene de la fórnula £ 2 .5 3) Lit ecuación 
(2.54) nos dice que existe una cota superior para el valor del 
paso temporal y que si dicha cota es superada, de acuerdo al 
análisis lineal de la estabilidad, cualquier error se i n c r e m e n ­
tará en forma no acotada. Diremos en este caso qvie el método es 
i n e s t a b l e .

La aplicación del concepto de estabilidad pv.ede extenderse a un 
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en cuyo caso se 
obtiene en lugar del factor de amplif.Lcacióa una matriz de am­
plificación cuyo radio espectral (el mayor de sus a u t o v a l o r e s ) 
cumple una función similar a la derivada de f con respecto a u 
eff el caso escalar.

El siguiente ejemplo ilustra lo dicho más arriba. Si aplicamos 
el esquema de Eulér a la ecuación de decaimiento du/dt + a u = 0 
s e o b t i e n e

u n + 1 - ( 1 - a k) un (2.55)

El factor de amplificaciones resulta

g = 1 - a k * (2.56)

Para visualizar el factor de amplificación definimos una nueva 
variable y = a k y en la Fig. 2.6 presentamos el gráfico de g(y) 
como función del argumento y. Aquí se ve que los valores esta­
bles de y están comprendidos en el intervalo 0 < y < 2. La con­
dición de estabilidad exige entonces que 

•k
2 '

k < —  (2.57)
a

Suponiendo que a = 1 y uq = 1 en la tabla 2.1 y 2.2 se m u e s ­
tran los resultados obtenidos utilizando el esquema (2.55). La 
tabla 2 . 1  contiene tres conjuntos de valores correspondientes a 
diferentes tamaños de grilla (k « 0,1, 0.2, y 0,9), dentro del 
límite de estabilidad determinada por la ecuación (2.57) para 
a = 1, juntamente con la solución exacta. Estos resultados son 
para los primeros 10 pasos de tiempo. Si comparamos los resulta­
dos, en el mismo tiempo, para diferentes pasos de tiempo vemos 
que el error entre la solución exacta y la numérica decrece en
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forma lineal para valores de k decrecientes, como era de espe­
rar. En la tabla 2.2 tenemos los resultados para valores de k 
superiores al límite de estabilidad. Naturalmente estos r e s u l t a ­
dos no tienen ninguna relación con la solución exacta. No obs­
tante ello, formalmente existe una diferencia entre los resu l t a ­
dos de los dos primeras col um ñas y los correspondientes a la 
tercera: en los primeros la solución es estable (oscilante pero 
acotada para k = 2 ), el error se mantiene acotado; en la última 
columna el error crece en forma no acotada. El primer caso co­
rresponde a una estabilidad neutra mientras que el segundo caso 
corresponde a una franca inestabilidad. La conclusión principal 
de los resultados numéricos presentados es t^ue la estabilidad 
numérica es una propiedad del método de diferencias finitas uti­
lizado. En el caso particular del método de Euler diremos que es 
un método numérico condicionalmente estable. Esta es una carac­
terística de todos los métodos explícitos de paso entero.

g ( y )

*«.7

t
\ \ \ \ \ X \ \ \ \

\ N
\H

\ \.1.

Fig. 2.6 Factor de amplificación en el método de Euler

Conviene hacer notar que el factor de amplificación 
g os función del tamaño de grilla. Para valores de k tendiendo a 
cero, el error de truncamiento local tiende a cero y el factor 
de amplificación tiende al valor unidad. Entonces estS claro que 
cuanto *rrtas se acerque g a la unidad como cota superior, más p r e ­
cisos serán los resultados numéricos. Esto se puede observar en 
la tabla 2.3 donde se comparan para un mismo tiempo, t = 1, las
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soluciones numérica y exacta, para valores decrecientes del fac­
tor de amplificación (g = 1 - k). Estos datos fueron tomados (de 
derecha a izquierda) de la tabla 2 . 1 .

Tabla 2.1 Soluciones estables de la ecuación da decaimiento 
utilizando el método de Eul.er

n
k = 0 . 1 k = 0 . 2 k = 0 . 9

t
Solución 
Exacta 
U » e"tt=>n k u n t = n k t “ n k u h

1 0 . 1 0 . 9 000 0 . 2 0-3000 0 . 9 0 . 1 0  0 0 0 . 1 0.9048
2 0 . 2 0.8100 0 . 4 0.6400 1 . 8 0 . 0 1 0 0 0 . 2 0.8187
3 0 . 3 0.7290 0 . 6 0.5120 2.7 0 . 0 0 1 0 0 . 3 0.7408
4 0 . 4 0.656 1 0 . 8 0.4096 3 . 6 0 . 0 0 0 1 0 . 4 0.6703
5 0 . 5 " 0.5905 1 . 0 0 . 3 277 4 . 5 0 . 0 0 0 0 0 . 5 0.6065
6 0 . 6 0.53 14 • 1 . 2 0.262 1 5 . 4 0 . 0 0 0 0 0 . 6 0.5488
7 0 . 7 0.4783 1 . 4 0.2097 6 . 3 0 . 0 0 0 0 0 . 7 0.4966
8 0 . 8 0.4305 1 . 6 0.1678 7 . 2 0 . 0 0 0 0 0 . 8 0.4493
9 0 . 9 0.3874 1 . 8 0.1342 8 . 1 0 . 0 0 0 0 0 . 9 0 . 4066

1 0 1 . 0 0 . 3487 2 . . 0 0.1074 9 . 0 0 . 0 0 0 0 1 0 . 3679

Tabla 2.2 Soluciones neutralmente estables e inestables de la 
ecuación de decaimiento utilizando el método de Euler

k = 1 k = 2 k “ 1 1
n t = n k U n t = n k U n t = n k U n

1 2 0 . 4 •» 1 1 1 - 1 0 1

2 4 0 . 8 1 . 2 2 1 0 2

3 6 0 . 1 2 - 1 . 3 3 - 1 0 3

4 8 0 . 1 6 1 . 44 1 0 4
5 1 0 0 . 2 0 - 1 . 5 5 - 1 0 a
6 1 2 0 . 24 1 . 6 6 1 0 6

7 *l 4 0 . 28 - 1 . 77 - 1 0 7

8 1 6 0 . 32 1 . 8 8 1 0 8

9 1 8 0 . 36 -  i , 9 9 - 1 0 9

1 0 2 0 0 . 40 1 . 1 1 0

or-Ao

T abla 2.3 Comparación de las soluciones numéricas y exactas 
para t = 1

k = 0 . 9  
g = 0. 1

k = 0 . 2 
g = 0 . 8

k = 0 . 1 
g = 0 . 9

Solución
Exacta

U (t= 1 ) 0 . 0 9 0 0 0 . 3  277 0 . 3 4 8 7 0 . 3 6 7 9
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Hasta aquí nos hemos referido a la ecuación de decaimiento. 
Cuando la constante a es negativa hemos visto que la solución 
del problema de valores iniciales es inestable (algunos autores 
suelen denominarlas ecuaciones intrínsicamente inestables). Si 
Aplicamos el método de. Euler a la ecuación de crecimiento com­
probaremos, por un análisis lineal, de la estabilidad, que el 
factor de amplificaciones es siempre mayor que la unidad, para- 
cualquier tamaño de malla. Esto puede deducirse fácilmente de la 
condición (2.53) que en este caso se transforma en

| g | = | 1 + a k | > 1 (2.58)

Entonces el método de Euler aplicado a una ecuación de creci­
miento produce errores que so amplifican en forma no «catada p a ­
ra tiempos crecientes. Es más, podemos decir que cualquier mét o ­
do de diferencias finitas aplicado a una ecuación de crecimiento 
produce errores que se amplifican en forma no acotada*. Sin em­
bargo, la misma solución exacta de la ecuación de crecimiento 
crece en forma no acotada y una condición de estabilidad como la 
representada por (2.52) no permite dicho crecimiento? de hecho 
no se puede satisfacer la condición de estabilidad (2.52) sin 
violar la consistencia. Este dilema queda resuelto introduciendo 
la condición de estabilidad de Von Neumar.n (ver Richtmyer y 
Morton, 1967) que establece que

| g | < 1 + 0(k ) (2.59)

Esta condición que es más generosa que la (2.52) permite el cre­
cimiento no acotado legítimo. Volveremos sobre este tema más 
a d e l a n t e .

En la práctica la solución de una ecuación inestable 
implica forzosamente la utilización de: una rr.alla muy fina es de­
cir con valores del factor de amplificación cercanos a la unidad 
si se quieren obtener resultados razonables.

2.8 E squema fuertemente implíc i t o

El método de Euler que acabamos de presentir es un-mé- 
todo explícito condicionalmente estable. En determinados p r o b l e ­
mas es conveniente utilizar métcdos de paso entero i m p l í c i t o s u 
que no posean restricciones de estabilidad.

¡sPara obtener un método implícito aproximamos la integral de 
la ecuación (2.19) suponiendo el valor de f constante para todo 
el intervalo tn < t < t n + 1 e igual al valor de f en el nivel 
temporal tn+ 1, según se ilustra en la figura 2.7, resultando

u n+ 1 = un _ k fn+l (2.60)

donde fn+ 1 =■ f ( u n+ 1 , tn+ 1 ) . La expresión (2.60) os un esquema 
de paso entero, fuertemente implícito (f se calcula solamente en 
t n+  ̂L_y con una aproximación en adelanto para u; posee primer 
orden de precisión y se denomina método fuertemente implícito.
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Fig. 2.7 Aproximación de la integral t n + 1 de la ecuación (2.19) 
en el método fuertemente implícito

Vamos a realizar un análisis lineal de la estabilidad de este 
método utilizando la técnica de perturbación ya vista. Entonces 
introduciendo un pequeño error en en la ecuación (2 . - 6  0 )

u n+i + sn+ 1 = un + en - k f(u n + 1  + en + 1 ,tn + 1 ) (2.61)

Por medio de un desarrollo en serie de Tayloi: se obtiene

f ( un+ l+ en+ 1, tn+ 1 ) = f(un + 1 ,tn + 1 ) + en+ 1 (M)^.., + T.O.S. (2.62)

donde M es la derivada parcial de f con respecto a u« R e e m p l a ­
zando (2.62) en (2.61) y luego restándole la ecuación (2.60) re­
sulta

£n+ i 1

1 + k (M ) n + 1

( 2 .63 )
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El factor de amplificación es entonces

(2.64)
1 + k <M ) n+1

Para ecuaciones de decaimiento M ^ 0 y el módulo dal factor 
da amplificación a® siempre menor que la unidad, para cualquier 
tamaño de malla; por lo tanto, el método fuertemente implícito 
es incondicionalmente estable. La mayor 'estabilidad del método 
se logra a costa de una mayor complicación del cálcui.o: en gene­
ral, si f(u,t) es una función complicada, la obtención de u n + 1 
en forma implícita implica recurrir a un proceso iterativo.

En el caso de la ecuación de decaimiento du/dt + a u =i 0 el 
factor de amplificación resulta

1

1 + k a
(2.65)

Definiendo una nueva variable y = k a 
muestra el gráfico de g(y) en función de y,

la figura 2 . 8  nos

Fig. 2.8 Variación del factor de amplificación en función de y
0  para el esquema fuertemente implícito (en línea puntea- 

,, da se indica el factor de amplificación del esquema de
« E u l e r ).
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Los esquemas de este tipo para los cuales el factor de a m p l i f i ­
cación tiende a cero para valores creciente» de y, suelen d eno­
minarse esquemas super estables. Su utilización es muy difundida 
como veremos más adelante en el caso de sistemas de ecuaciones 
diferenciales rígidas (stiff).

Para ecuaciones de crecimiento (M ^ 0) el factor de a m p l i f i c a ­
ción se transforma en

9
i

1
g --------------------- (2.66)

k <M >n+1

y el módulo del factor de amplificación es mayor que la unidad 
para cualquier tamaño de malla, por lo que el método fuertemente 
implícito produce errores que se amplifican en forma no acotada. 
Para la utilización de este método en ecuaciones de crecimiento 
valen las mismas consideraciones que para el método de Euler. En 
realidad conviene más, en estas circunstancias, emplear el m é t o ­
do de Euler ya que en el mismo los errores crecen de una manera 
menos catastrófica. Esto se puede verificar comparando los fa c­
tores ile amplificación de ambos métodos. El siguiente ejemplo 
ilustra lo anterior. Supongamos a = 1 y u(i = 1 en la ecuación 
de crecimiento du/dt - a u * 0. Aplicando a la misma el método 
de Euler y el método fuertemente implícito respectivamente, re­
sulta
*

u n+ 1 M d  + k) un = g£ u n (Euler) (2.67)

1
u n+ 1 = ------  u 11 = gj u n (Fuertemente (2.68)

1 - k implícito)

Definiendo una nueva variable y = ka los factores de am p l i f i c a ­
ción de ambos métodos se comparan en la fig. 2.9. En las tablas
2.4 y 2.5 se presentan los resultados obtenidos por ambos m é t o ­
dos para k = 0.5 y 0.1, respectivamente.

Tabla 2.4 Soluciones "inestables" de la ecuación de crecimiento

n t
k 0 . 5 Solución

exacta
e^

9l - 2 9 E = 1 * 5

Ü I UE

0 0 1 1 1
1 0#. 5 2 1 . 5 1 .649
2 f 4 2.25 2.718
3 1 . 5 8 - 3.37 4.487
4 2 1 6 5 7.389
5 2 . 5 3 2 7 . 59 12.18
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Tabla 2.5 Soluciones "estables" de la ecuación de crecimiento

n t
k - 0 . 1 Solución

exactagx = 1.111 gE - 1 . 1

«I UE

0 0 1 1
1 0 . 1 1.234 1 . 1 1.105
2 0 . 2 1.372 1.21 1.221
3 0 . 3 1.524 1.331 1.350 '
4 0 . 4 1.693 1.464 1.492
5 0.5 ' 1.881 1.610 1 .649

En la tabla 2.4 para k = 0.5 ambos métodos producen resultados 
inestables pero mientras el método de Euler diverge lentamente 
el método implícito lo hace en forma catastrófica. En la- tabla
2.5 para k = 0.1 y para valores del factor de amplificación m u ­
cho más cercanos a la unidad, ambos métodos producen resultados 
razonables, siendo más precisos los correspondientes al método 
de E u l e r .
31

8 (y )

Fig. 2£9 Comparación de Ion factores de amplificación del método 
de Euler y fuertemente implícito para la ecuación de 
ere c imi e nto
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Para obtener una familia de métodos de paso entero im­
plícito ponderado se aproxima la integral de la ecuación (2.19) 
suponiendo el valor de f constante para todo el intervalo 
t n < t < tn+ 1 e igual al valor promedio p o nderado de f en los 
niveles temporales tn y tn + *, es decir

u n+ l = un _ k [£ fn+ l + (1 _ fnj (2.69)

2.9 M é todo implícito ponderado

«donde fn = ^ f ( u n ,tn ) , fn+1 = f(un + 1,tn + 1 ) y $ es una constante 
de ponderación con valores entre 0 y 1. Para 3 = 0 se tiene el 
método explícito de Euler, para 8 = 0.5 se obtiene el método im­
plícito de segundo orden de precisión llamado de Crank-Nicolson 
y para 3 = 1 se tiene el método fuertemente implícito. La v e n t a ­
ja del método implícito ponderado es que permite una mayor p r e ­
cisión que los métodos de Euler o fuertemente implícito.

Un análisis lineal de la estabilidad muestra que 1.a ecuación p a ­
ra la amplificación de un error pequeño se escribe (ver Marshall,
1 984) .

1 - k ( 1 - B) (M)n
Gn+ 1 ----------------------------- en (2.70)

1 + k 3 (M ) n+ i

Vamos a estudiar el factor de amplificación proveniente de la 
aplicación del esquema (2.69) a la ecuación de decaimiento 
du/dt + au = 0. En este caso la expresión (2.70) deviene

1 - k ( 1 - 3) a
en+ 1 = ---------------------- en (2.71)

1 + k 3 a

Definiendo una nueva variable y “ k% el factor de amplificación 
se escribe

1 - (1 - 3) y
g ( y ) = ------------------— . (2.72)

1 + 3 y <*r
♦

En la figura 2.10. se presenta el gráfico de g(y) como función 
del argumento y para distintos valores del factor de ponderación 
3. El límite de g(y) para y tendiendo a infinito es (3 - 1)/3.
Si < 3 < 1 , el valor asintótico de "g(y)i rio es menor que -1 y
el método implícito ponderado es incondicionalmente estable. Pe­
ro si 0 < 3 4 1/2 i el valor del argumento y debe acotarse por el 
valor al cual intersecta la línea g(y) = - 1 , para la estabilidad 
del método. En resumen, la condición de estabilidad del método 
implícito ponderado para la ecuación de decaimiento es
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k < ----- — --------si O < 0 < 1/2
a ( 1 - 2 6 ) „

(2.73)

sin restricción si < 3 < 1

g ( y )

Xr

Fig, 2.10 Factor de ampli ['icución para el método implícito p o n ­
derado

‘•'•Para ecuaciones de crecimiento el módulo del factor de ampl i f i ­
cación es mayor que ’-la uni Jad para 'cualquier tamaño ele malla por
lo que el método implícito ponderado produce errores que se am- 
plifican^en forma no acotada. Al respecto, las consideraciones 
sobre el método de Euler y el método fuertemente implícito son 
válidas aqu í .

2.10 El método de extrapolación de Rlchardson

El conocimiento de la velocidad de convergencia de un 
m ó todo numérico permite mejorar loa resultados obtenidos con el 
mismo mediante una extrapolación a k - 0. Supongamoa que el 
error de un determinado método de integración numérica es C^k^) 
y que k es pequeño, entonces podemos escribir

u - U  = c k ^ + ó  (2.74)



donde u es la solución aproximada y U es la solución exacta; el 
error dominante es c k'í y 6 es un error mucho más pequeño. Si 
ahc^ra realizamos dos cálculos numéricos con el mismo método y 
p r o blema utilizando dos mallas diferentes k; y k 2 , tendremos

u i - U = c k i t3 + ó i

u ? - U  = c k 2  ̂  + & 2

■f

Eliminando la constante c resulta

(2.75)

(2.76)

l; - -----------  ( u j k 2 “ u 2 k'¡f ) + -----------
k‘j> - k'{ k*j[ - k'{

( 6 1 kf - f: 2 k? ) <2.77)

£i despreciamos los términos que contienen los errores 6  ̂ y 
ti 2 por ser pequeños, la ecuación (2.77) nos la una mejor ap r o x i ­
mación de U.

La técnica de extrapolaciíin descripta se debe a 
Richardson (ver Henrici, 1962), también se la suele denominar el 
método de extrapolación al límite o el meto ció de lcis c o r r e c c i o ­
nes diferidas.

El siguiente ejemplo ilustra la aplicación del método 
á*e Richardson a los resultados numéricos obtenidos con el método 
de Euler. Hemos visto que con dicho método se obtiene un error 
de 0 (k), si quisiéramos reducir c. 1 error a la mitad tendríamos 
> t u ts reducir la malla a k / 2 , siempre que el término de orden s u - 
P o r .1. o r n« a despreciable. Con a .tile t o moa <iuu lntogracionoa ele una 
ecuación diferencial utilizando en la nrimera una malla con paso 
k y i>n la nequnda una malla con pa so k/2. L Liman do u¡ y uj , a los 
respectivos resultados numéricos y U 3 la solución exacta., las 
ecuaciones (2.75) y (2.76) resultan e:i este caso (q = 1)

*
u 1

u 2

- V k + 0 ( k '■)

k
c —  +

2
0 ( k 2 )

Eliminando la constante c obtenemos la expresión correspondiente 
a la ecuación (2977), es decir* A

U u 2 - u + 0 ( k 2 ) % (2.78)

Entonces podemos utilizar la e c u a c i ó n o (2.78) para obtener una 
iiHijni aproximación numérica ya que la mioma constituye un método 
ile neijuiulo orden de precisión debido a que el error es 0 (k ).

En la tabla 2 . 6  se muestra el resultado del método de 
Richardson aplicado a los resultados obtenidos utilizando el m é ­
todo de Euler en la ecuación du/dt = -u con condición inicial 
u ( 0 ) = 1 en el intervalo 0 < t < 1 .



Tabla 2.6 Resultados del método de extrapolación de Richardson

*

k = 0 . 2 5 k = 0 . 1 2 5 k = 0 . 0 6 2 5 k = 0 . 0 3 1 2 5

Uk ( 1 ) E u l e  r 0 . 3  164 0 . 3 4  36 0 . 3 5 6 1 0 . 3 6 2  1

( 2 . 7 0 ) - 0 . 3 7 0 8 0*. 3 6 8 5 * 0 . 3 6 8 0

Error A - 0 . 0 2 4 3 0 . 0 1 1 8 0 s,0 0 5 8 '

Error B - 0 . 0 0 2 9 0 . 0 0 0 6 0 . 0 0 0 1

Er ror/k 2 - 0 . 0469 0.0422 0.040 1

La primera fila corresponde a los resultados del método 
de Euler para t = 1, utilizando diferentes mallas (k - 0.25 
x 2-1 , i = 0,1,2,3). La segunda fila corresponde a una nueva 
aproximación calculada con la extrapolación de Rlcha rdnon rop te­
són Lacia por la ecuación (2.78). El error A es la diferencia en­
tre la solución exacta (u = 0.3679) y la obtenida por el método 
de Euler, el error B es la diferencia entre la solución exacta y 
la aproximación de Richardson. Está claro que esta última es más 
exacta que el método de Euler al mismo tiempo que converge cofi 
mayor velocidad a medida que se afina la malla (O(k^) v s . 0(k)).

2.11 Método predrctor-corrector explícito

Una manera sencilla de mejorar la precisión del método 
de Euler es mediante su utilización dentro de un esquema de p a ­
sos fraccionarios. Este consiste en utilizar un p r o c e d i m i e n t o  db 
paso doble: en el primer paso, denominado predictor, se predice 
una solución auxiliar con la f ó r m u l a  de Euler; en el segundo p a ­
so, corrector, se calcula la solución final con f-.n esquema cen­
trado utilizando la solución auxiliar. .El método predictor- 
corrector explícito suele denominarse también método de paso do­
ble.

»
ÜK' -En el contexto de la ecuación (2.19) el pr<^plictor apr o ­

xima la integral del segundo miembro ’suponi'etido un valor cons­
tante para el intervalo tn < t < tn+1/^ e igual? al valor de f en 
el ni ve JP? témpora 1 tn (método de Euler), mientras que el c o r r e c ­
tor aproxima la integral ^uponiendo un valor constante para el 
intervalo tn < t < tn+ * e igual al valor de f en el Yiivel t e m p o ­
ral tn+1/ 2̂ (esquema centrado) según se ilustra en la figura 2 . 1 1 , 
e s de c i r

k
predictor u n+1^  = u n - _  fn (2.79)

2

corrector u n - k fn+1^ (2.80)
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don do i n h V,’ f ( vin+ Vi? t ri + ) , ei método p r e d í c t o r - c o r r e c t o r  ex-
p 1. í u I I o cc i.'on a i. í¡ t.o n t. «i < •on -«• .1 probloiiia d i. f u r t‘n e i n 1 y jiobdo aí)- 
yun do orden do precisión.

Fig. 2.11 Aproximación de la integral de la ecuación (2.19) en 
el método predictor-co^rector explícito 

$• '

Un a n S U s  i s, l i n e a l  de la e s t a b i l i d a d  m u e s t r a  que las ecuaciones 
I .i <i ni | • 1 1 f I i • .i >: I ó n do 1 i r o r  i'Ml fui d.id.m por

v.
M i (2 .0 1 )

i:n - k M i. n i 1 / 2 (2.82)

donde M representa la derivada de f con respecto a u supuesta 
constante en el t i e m p o . Eliminando el error intermedio, el fac­
tor de amplificación del paso entero equivalente resulta

1
1 k M + (2.83)

Para el caso de la ecuación de decaimiento du/dt + au - 0 la 
condición de estabilidad exige que

k < / a (2 .HA)

i.
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Definiendo una nueva variable? y = ka la figura 2.12 muestra el 
«jrafioo «Ji! 1 factor de nmpl 11 ii:acíón «n función do y para la 
e cuac i ón de decaimiento

«6

Fig. 2.12 Factor de amplificación del esquema predictor- 
corrector para la’ ecuación de decaimiento

Para ecuaciones de crecimiento, M K 0, el módulo del factor de 
amplificación es mayor que la unidad para cualquier tamaño de 
malí a # e  donde el método predi ctor-corrector produce errores que 
d o  amplifican en forma no acotada; para su utilización en estos 
casos rigen las mismas consideraciones que para los osquemas ya 
vistos . i

2 • 1 2 El método p r e d i c t o y -corrector implícito

Es interesante analizar la utilización de un esquema 
pr e d i c t o r - c o r r e c t o r  implícito con el que cabría la posibilidad 
de mejorar la precisión y la estabilidad del cálculo. R e f i r i é n ­
donos nuevamente a la ecuación (2.19) el predictor está con s t i ­
tuido por el método de Euler, al igual que con la ecuación 
(2.79), mientras que el corrector está constituido por un e s q u e ­
ma implícito ponderado, es decir

predictor u * n+1 = un - k fn (2.85)
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corrector un + 1 = u n - k [ 0 f* n + 1 + (1 - 6 ) fn ] ' (2 .8 6 )

donde f* n+1 = f(u n + 1ftn + 1 ) y 0 es un coeficiente de p o n d e r a ­
ción 0 < B < 1. Vamos a analizar el caso en que o.l p r m U c h o r  en 
utilizado una sola voz (para cada paso do tiempo), poro el co­
rrector es utilizado en forran iterativa, es decir

pr edictor ^  = un - k fn (2.87)

5%
corrector un + } = un - k ( 1 ~ 3) £n - k 3 fn + 1 (2 .8 8 )

donde el, subíndice m indica el número de iteración. Vamos a a n a ­
lizar qué sucede con la precisión del mét|g£.o, cuando el c o r r e c ­
tor es utilizado m veces en forma iterativa, en el ejemplo de la 
ecuación de decaimiento du/du + au = 0. Además vamos a suponer 
?füe B = 0.5, es decir, que el corrector es un esquema de Crank- 
Nicolson. Entonces :§1 esquema de cálculo resulta

2 \ ■*' % ' 
u nA+ 1 - (1 - ak ) u n *

0

k k
u ‘]+ 1 ■ = ('1 - a - ) u n - a •- u nQ+ 1

2 2

}c Je
u n+l = (1 - a -) un - a - V /  1

2 2

k k
u n+ 1 = ( i - a _) un - a -  u n+1 (2.89)

» + 1  2 2 «

Si expresamos u™* j en forma recursiva en función de A s e  ob­
tiene . '

H k ¿ k . ^
un+ \ *» ( 1 - ak + a 2—  - a 3--.+ ..«) un (2.90)
m+ 1 2 4

Comparando la expresión (2.90) con el siguiente desarrollo de 
Taylot

k 2 k 3
un+ J- = ( 1 - ak + a 2-- - a 3--  + . . . ) u n , (2.91)
" + 1 2 6

vemos que bajo el punto de vista de la precisión no tiene mayor 
sentido iterar más de dos veces.
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A continuación a na 1 i znmon In estabilidml «1o l p r o di c t o r- cor r oc to r 
implícito. Kí5 natural suponer que si el proceso de iteración se 
efectúa hasta que u n | j = u” , el esquema predictor-corrector..

resultará incondicional mente estable tal como sucede con el 
corrector. Para obtener el factor de amplificación de la ecua­
ción (2.89) la relacionaremos con el esquema de Crank-Nicolsona X 1sumando a ambos miembros la cantidad ak / 2 u , resultandom+ 1

ak ak ak
(1 ♦ -- )un + > - ( 1 ----- >un ----- (un+1 - u"+¡ ) (2.92)

2 ” + 1 2 2 " + 1

Por otra parte la diferencia entre dos iteraciones sucesivas en 
función del valor inicial está dada por

_ ak m+ 2
u n+ 1 - un+ 1 = -2 f----1 un (2.93)in m+ 1 1 3

2 M-

Reemplazando en la expres ión anterior y resolvieíido para u ”* j 
obtenemos, ^finalmenta, el factor de amplificación

1 - ak/ 2 2 (-a k / 2 )m+ 2
g -----------------------------------------  ' ,.(2.94)

1 + ak /2 1 + ak/2
*

El factor de amplificación (2.94) del p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  con­
verge al del esquema de Crank-Nicolson sólo si se cumple que 
k K 2/a , que es precisamente la estabilidad del esquema de 
Euler. Introduciendo la nueva variable y = ak en la Fig. 2.13 se 
ilustra la variación del factor de amplificación en función de y 
para diferentes valores del n ú m e r o  de iteración m, en el esquema 
p redic t o r - c o r r e c t o r  i m p l í c i t o .  El gráfico muestra, quizás con 
mayor claridad, la imposibilidad de extender la estabilidad del 
p r e d i c t q ^ -cnrrector en su m o d a l i d a d  iterativa, más allá de la 
os tabilidad c o r r e s p o n d i e n t e  al esquema de Euler.

Existe otra manera de interpr e4j,a i^el es qu ema predic t o r - c o r r e c t o r  
( 2 . 8 7 ) - ( 2 . 0 U ) y consisto en resolver el corrector (para (5 - 1/2 )

*
1 1 

(1 + - a k ) u n+l = ( 1  a k )u n (2.95)
2 2

mediante el siguiente proceso iterativo

in+ 1 m+ 1
a k un+ 1 ( 1  -

1
-  a k )u n 
2

(2.96)
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rA y )

m

[■'i g. 2.13 K actor de a m p l i f i c a c i ó n '  p a r a  distintos valores del n ú ­
mero de iteraciones m en el esquema predictor- 
corrector i m p l í c i t o . (Crank-Nicoteon,. en línea de 
p u n t o s ) .

En este caso el factor de amplificación del proceso iterativo 
< > t á <1 a <1 o por g ~ -ak/2 . Para que ni procoso 'itpr^tl’vo r e p r e s e n ­
tado por la ecuación (2 . ' ) (> ) sea convetyente es necesario que se 
'•ampia la condición do estabilidad k 4 a / 2 .

2.13 El problema de valores de contorno y
*

Introducimos, e], ,1s^at^ni#nto numérico de -problemas de -¡r 
contorno con la siguiente ecuación diferencial de Segundo orden

• <**
u " - p ( x ) u ' - q ( x ) ' - r ( x ) 0 < x < 1 (2.97)

u (0 ) = a , u ( 1 ) - ñ (2.98)

donde u = u(x) y q(x) > 0. De acuerdo a la convención adoptada, 
la variable independiente x representa una variable espacial. El 
problema do contorno (2.97) - (2.98) que, como veremos más ade­
lanto, t.nnbión ruprosonta una (iniaclón 11 non l o 1. í. pt. ¡ ca on una
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dimensión, tiene una gran variedad de aplicaciones en Física e 
Ingeniería. La condición q(x) > 0 es necesaria para la e x i s t e n ­
cia de soluciones del problema de contorno: supondremos entonces ^ 
que la solución existe y es única. Con el objeto de aproximar el 
p r o blema diferencial por un esquema en diferencias finitas sub- 
dividimos el intervalo espacial 0 < x < 1 en N+1 segmentos igua­
les dé longitud h = 1/N+1, donde h es el paso espacial, según sé 
ilustra en la Fig. 2.14. La unión de cada uno de estos segmentos 
determina un nodo de la malla o red. Para discretizar la ecuación

0  1  
I

* -0
o

N N+1
■ »

x=1

Fig. ,2 . 1 4 Digcretización del dominio
. .. &  . **

*  :• /  * . 
diferencial reemplazamos cada' t é r m*L n#*dei ’l-a^mi s m a^p o r. su a p r o x i ­
mación en diferencias fin'itas en los nodos da la malla; en p a r ­
ticular utilizaremos esquefoáá en 'diferencias centradas. Entpnces 
una aproximación de la ecuación (2.97) se puedé escribir (para 
ur. nodo genérico)

U j _ 1 - 2 Uj + u j +1  
_

j “ 1 ,2 , ..,N

u j+1 - u

2h
= r . (2.99)

donde pj “ y r j “ E1 esquema re­
p r esentado por la ecuación (2.99) es consistente con el problema
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diferencial (2.97) y la consistencia es de 0 ( h 2 ). Si ahora es­
cribimos para cada nodo interior la ecuación (2.99), resulta

j = 1 : h~ 2 (u o - 2ui + u 2 ) - P i ( 2 h ) - 1 (u 2 - u 0 ) - q ] = r ̂

j = 2 : h 2 (Uj _ 2 u 2 + u 3 ) - p 2 ( 2 h ) “ 1 (u 3 - u t ) - q 2 u 2 = r 2

j = 3 h_ 2 (u 2 2u + u 4 ) - p 3 ( 2 h ) “ 1 ( u 4 - u 2 )

j = N : (UN _1 “ 2un + uN+1^ pN 1 luN H  “ UN-1^ ” *
'ifc/ ■*i ■%&

U N = r N (2 . 1 0 0 )

j. el sistema (2.100) es un sistema de N ecuaciones algebraicas con 
N + 2 incógnitas u • Las dos ecuaciones faltantes están dadas por
1 a'S condiciones de borde: ug = a y un+1 = Entonces si reem­
plazamos los valores de ug y uN + -| en el sistema (2 . 1 0 0 ) y rea- 
grupamos los coeficientes de las incógnitas podemos escribir ej. 
sistema resultante en la forma vectorial siguiente

A U = R (2.101)

4. ftH ,dóralo: U y R son vectores de dimensión N, y !\ es una matriz. tri“
il.lrtijmwil ilc or.ilun N, tlts f I n  i ilrt il por

r4 *  *
U 1 r¡ »+ b j a
u 2 r 2
u 3 h 2 r 3
• R = ----- •

u j 2 r j
•

U N r N *+ CN+1 0
f y

ai -c i
-b 2 a 2 

♦  .
-c 2 

-b •

-b.
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donde

h 2 1 h 1 h
a. = 1 + --- qj . b = _  (1 + _  p ) y c « _  c, _ -  p . )

2 2 2 2 2

En síntesis, la solución numérica por el método de las 
diferencias finitas del problema diferencial (2.97) - (2.98) se 
reduce a la solución del sistema algebraico lineal representado 
por la ecuación (2 . 1 0 1 ), es decir

U = A" 1 R

Suponiendo por el momento que la inversión lumíric* de A es p o ­
sible, existe una gran variedad de programas de cálculo que p e r ­
miten la resolución del sistema (2 . 1 0 1 ) por métodos directos o 
iterativos. A continuación presentaremos un'R* método directo de 
factorización para la solución numérica de sistemas lineales con %  
matrices de estructura similar a la matriz A y luego veremos ba­
jo qué condiciones dicho método es aplicable al sistema (2 . 1 0 1 ).

m*4fc
2.14 Matriz tridiagonal o de Jacobi

En la solución del sistema algebraico A X = f p r o v e - . 
n-lente de la aproximación de ecuaciones diferenciales ordinarias
o en derivadas parciales es muy frecuente la aparición de m a t r i ­
ces con forma tridiagonal también llamadas de Jacobi (fver 
Isaacson y Keller, 1966 o Jannenko, 1968) en los que ai , j = ® 
si,| i — j | > 1 , es decir

(2.102)

A

ai c i 
b 2 a 2

b n - 1 an - 1 cn- 1

(2. T03 )

Supongamos que la matriz A puede ser factor izada en la forma

L U (2 . 104)

■ #  donde L y U son matrices de forma bidiagonal definidas por

a l
b  2 « 2

b n - 1 u n - 1

(2.105a)
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n -  1

(2.105b)

LU

« 1

b 2
a 1 Y i 

b 2 Y l + a 2 c-2 Y 2

b n _! b n _-|Yn _ 2 + a.n_i
fcn Y n - 1 + °n

(2.106)
%o

Teniendo en cuenta la ecuación (2.104) y la (2.106) obtenemos

ai 1 Y i = cj/aj

'•‘i " bi r' U - 1 (2. 107)

Yi c i / u d 2,3, . . n- 1
*

Entonces, si se cumple que es distinto de cero, las fórmulas 
d e % e c u r r e n c i a  representadas en (2.107) permiten o b t ^ e r  la fac- 
torización (2.104). Una vez obtenida dicha factorizacion aún nos 
resta resolver el sistema algebraico primitivo A X = f a través 
del sistema equivalente L U X = f. Para ello primero se resuelve 
el sistema auxiliar o'i.ntermedio Lg = f y luego se obtiene la 
solución final resolviendo el sistema U X = g. La soluóión. in-. 
t e r m e d i a s e o b t i e n e p o r

9 1 = f 1 / o 1 ■¡te

* 9 i * ” . < f i “ b i 'Yi- 1 ) / «i

La solución final está dada por
m *w

x n “ JP^n

9 j " Y j X j + 1  '

(2.109)

Se puede demostrar que si se cumplen las siguientes condiciones 
en la ma t r i z A
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| a i | > | c i / > O

ii | > f bL | + | cL | , b¿ c L * O , i = 2 , 3, . . . ,rx- 1 ; (2 . 1 1 0 )

> I bn I* > 0
■»

A es una matriz no singular y por lo tanto el proced i m i e n t o  re­
presentado en la expresión (2.107'i es válido (el lector in t e r e ­
sado en la demostración de lo anterior puede consultar Isaacson- 
K <■ Lio r y 1966).

2^15 Solución directa del problema de contorno
W

Habíamos visto que la solución numérica del problema de 
contorno (2.97) - (2.98) se reducía a la solución del sistema 
a lgebraico lineal de orden N (2.101) cuya matriz de coeficientes 
es tridiagonal. Veamos ahora las condiciones qvie se deben cum­
plir para que el método de f a c t o r i z a c i ón seíi aplicable a dicho 
sistema. A tal efecto vamos a requerir que la malla «ea lo su- 
fientemente pequeña j*ara que se cumpla

h
—  | Pj | < 1 j = 1,2 ,...,N (2 . 1 1 1 )
2 — í

De la ecuación (2.102) ’Se deduce entonces ^

| bj | ’+ | cj | - bj + Cj = 1 (2.212)
*»

*
Recordando ci^e 

*  .
q(x) > 0 , 0 < x < 1 (2.113)

*0
%  "

.resulta aj ) 1 . Cbe lo anterior se deduce que

o’

a j
m-

> | bj | + I c j | / 2 < j < N-1 *  (2.114)

I aN | > | bN |

Vemos entonces que se cumplen las condiciones para que la facto- 
rización descripta en la sección anterior sea válida» La s o l u ­

♦
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ción do la ecuación (2 . 1 0 1 ) de la sección correspondiente al 
problema de contorno puede entonces ser obtenida por ft l proceso 
de recurrencia anteriormente de b c ip to .

2.16 El método de Runge-Kutta

Habíamos visto que para mejorar la precisión, del método 
de Euler podíamos utilizar un método de paso fraccionario explí^r 
cito que denominamos p r e d ictor-corrector explícito. El método de 
Runge-Kutta utiliza la misma idea de varios pasos fraccionarios 
para obtener una mayor precisión. Utilizando la terminología de 
los textos sobre ecuaciones diferenciales ordinarias (ver Henri- 
ci., 1962, o Dahlquist y Bjorck, 1974 ) el método de Runge-Xutta 
dt> segundo orden para la ecuación du/dt = f(u,t) se escribe

q i = k f (u n ,tn ) U
w

1
u n+ 1 ® un + —  (q i + q ) (2.115)

2
*

donde q ¡ y q 2 son valores aproxinados de la derivade de u con 
respecto a t calculados en el intervalo tn < t < tII+' ¡multipli­
cada por k ). Este esquema suele denominarse también método de 
Heun. Pero el más conocido de los métodos do Runye-K.utta es el 
de cuarto orden que se escribe

%  qi = k f(un ,tn )

<1 3

q m

1

k f(un + -  q i ,tn+1¿ >
2

1
k f ( un + —  q 2 , tn+ '>

2 , w

k f(un + q 3 ,tn+ *)
•afe

1
ú n + l<" = un + —  (qi + 2 q 2 + 2 q 3 + qi|) ( 2 . 1 f 6 )

6

lector interesado en la fundamentación del método de íiunge- 
Kutta puede consultar ^Jpnrici, 1S62, «IsaaCson y Keller, 1966 6  

Gear, 197 1. i^juí nos contentamos presentando un análisis heurís­
tico del método de Runge-Kutta que sirve para su me;jor compren­
sión. Si suponemos que la función f es independiente de la in­
cógnita u el método de Runge-Kutta de segundo orden resulta

k
u ri+ 1 = u n + —  (fn + fn + 1 ) (2.117)

2
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donde I." f(tn ) y fn+ 1 f(tn + 1 ). Ivnt::nices( para el caso p a r t i ­
cular analizado, el método de Ri.nge-Kutta de segundo orden es 
equivalente a la aproximación de la integral de Le ecuación 
(2. 19) con el método implícito de Crank-Nicolson . Er, la nomen­
clatura clásica de ecuaciones diferenciales se lo llama método 
de los trapecios. Nuevamente hacjmos notar que Las fórmulas de 
Runge-Kutta presentadas corresponden a la aproximación de la 
ecuación diferencial du/dt = f(u,t) de ahí si signo positivo en 
el segundo miembro (2.117'.

Con igual argüir' :o el nétodo de Runge-Kutta de cuarto 
orden ^resulta

,n+ i 1
un + — k ( fn + 4 fn+ 1/Í2 + fn+ • ) •* (2.118)

f (t n ) , f n + V 2 „ f(tn + V2 ) n+ l

En este caso el método de Runge-Kutta de cuarto orden resulta 
equivalente a la aproximación ó.e la integral de leí ecuación 
(2.19) con la fórmula de cuadratura de Simpeon.

»
2.17 Métodos de paso múltiple

Habíamos visto que en los métodos de un sólo paso como 
por ejemplo en el método de Euler la solución global del p r o b l e ­
ma de valores iniciales para la ecuación de primer orden 
du/dt = f(u,t) se obtiene por medio ds una integración sucesiva 
sobre una á*krie de intervalos pequeños de tiempo, es decir !Í

f u dt

(2.119)

,n+ 1
»  t 

un + /
t ’

■v-

n +
fn dt

Para una integración en que estén involucrados p +1 intervalos de 
tiempo finalizando en tn + 1 , este proceso puede escribirse conip

,n+ 1 == un-p
n + 1

+ f
t n-p

*

<t>n (t) dt (2 . 1 2 0 )

donde
♦ -

4>n ( t ) es una función constante a trozos con valores 
u ̂  , t M  en los intervalos semi acotados [t"L,t3'1’*] ,

i. •« n-- p , n - p * 1 , . . , n - 1 , n . í.n intetp'fi l on la ecuación (2 . 1 2 0 ) puede 
sor interprntada como el área entre Los límites tn “P y tn  ̂  ̂ como 
;; o muestra en la Fig. 2. 1 'i .
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Está claro que un reemplazo de la función constante a 
trozos <J»n ( t ) en la ecuación (2 . 1 2 0 ), por une. función de interpo­
lación polinomial p(t) que pase por los puntos ( u ^ t * -), para v a ­
lores de i cercanos a n, puede dar lugar a un método de integra.- 
ción más preciso.

'fig. 2.15 Aproximación de la integral en la ecuación (2.1&0) 
por un esquema de paso múltiple

De la enorme variedad de métodos de paso múltipleaori jinados por 
Las distintas variantes de la aproximación polinómica m encionada ^  
¡sólo presentaremos aquí una clase especial de métodos de paso 
múltiple que constituyen la base de muchas bibliotecas de ruti­
nas para la integración de ecuaciones diferijnciales ordinarias.

#Los métodos de Adams están basados en la fórmula

t n+ l
un+ 1 = u n + / p(t) dt (2 . 1 2 1 )

t n

donde p(t) interpola f(u,t) en varios puntos. Como «ss usual la 
fórmula final obtenida no contione el polinomio p(>:) en forma 
explícita sino que expresa un + * como una combinación lineal de 
u n y de fn ,fn_ 1 ,...,fn"p . Las fórmulas particulares obtenidas
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dependerán de los puntos de interpolación elegidos. Existen dos 
tipos de elección que son los mas comunes: í¡l método de Adams- 
Bashf orth de orden p + 1 utiliza la interpolación ele j: (u , t ) en 
t n ,tn “ 1, . . . ,t n-P , y el método de Adams-Moülton de orden p + 1 uti­
liza la interpolación de f(u,t) en tn + *,tn ,tn  ̂, . . . , tn ~ P + * . 
Nat u r a l m e n t e  el primero da lugar a métodos explícitos mientras 
que del segundo resultan métodos implícitos. Las tablas 2.7 y 
2 . 8  presentan las fórmulas más comunes para .*mbos métodos junto 
con los errores locales correspondientes (las derivadas sucesi­
vas de u(t) se evalúan en un punto 5 intermedio desconocido en­
tre tn y tn - p ). En general el orden del método de Adanis está de­
t e r minado por el grado del polinomio u t i l i 2 c.de. 31 error local 
dn una fórmula do ordon P on da oedein 0 ( k P + M  da<lo qu-a ea
el orden del polinomio próximo no utilizado. En los métodos da 
Adam s - B a s h f o r t h  y Adams-Moulton el orden está también d e t e r m i n a ­
do por el nümero de términos de f(u,t) utilizado:* en la obten­
ción de un+ !.

Tctbla 2.7 Fórmulas de Adams-Bashf orth (Bxpl í ci:aa )

ORDEN FORMULA ____ _______ _____ _ _ _  ERROR LOCAL
1
“  k U ' ( 5 )
2

5
—  V. 3 u" ( l )
1 : 2

—  k ■* ul v ( c )
13

2 5 1
----  k 5 u V  ( O
7 2 0

•{>

1 u n + 1 = u n + k f n

2 u n + 1 = un + k / 2 (3fn- f n_ 1 )

«i

3 u n+ 1 = un+ k / l 2 ( 2 3 f n- 1 6 f n_ 1 + Sfri — )

4 u n + 1  =^an + k/'24 ( 55f n-59f n_ x + 37f n“ z-9f n" 3 >

Stn l'a tabla 2.7 se observa que el método de Adama-Ha e hf orth de 
orden 1 no es mas que el esquema de Eiiler, tale Atrás que en la 
tabla 2.8 los métodos de Adams-Moul ton ©•rítaln 1 y 2 coinciden 
con el método fuertemente implícito y el método de Crank- 
Nicolson, respectivamente. El lector int-éreáaAo «n la fundamen- 
tación de estos métodos puede fio.ns«I^4 r ‘Eanrici, 1962 e 
Isaacson y Keller, 1966, entre otros.

La principal ventaja de los mfitodco d« paso mGltipia 
frente a los métodos de un solo paso es qti«^ e>n general, a igual 
pr ecisión las fórmulas son más sencillas y po.fr ende el esfuerzo 
computacional por paso de tiempo es menor * La p r i n c i p a l  de s v e n ­
taja radica en que no se puede iniciar el ¿rSlculo con dichos
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métodos ya que se requieren n-p valores previos. La solución 
consiste en iniciar el cálculo con un método de un solo paso o 
con un método de paso fraccionario. Es importante tener en c uen­
ta que para iniciar el cálculo se debe utilizar un método del 
mismo orden o mayor que el método de paso múltiple que se u tili­
zará luego. Por ejemplo para utilizar el método explícito de 
A d a m s - B ashforth de orden 4 bastaría iniciar el cálculo con un 
método de Runge-Kutta de orden 4. También se puede iniciar el 
cálculo con un método de menor orden pero con una malla máis fina 
de modo que el error sea del mismo orden.

Tabla 2.8 Fórmulas de Adams-Moulton (Implícitas)

ORDEN FORMULA ERROR LOCAL

1
1 u n + 1  = un+k fn + 1 " -  k 2 u " (?)

2

1
2 u n+ 1 = un + k / 2 (fn + 1 +fn ) -----k 3 u"(5)

12

1
3 u n+ 1 = un + k / 1 2 ( 5fn + *+8 fn- f n_ 1 ) - --  k *4 u 1 V (S)

24

19
4 u n + 1  => un + k / 2 4 ( 9 f n+l + 19fn- 5 f n “ ̂ f 71-2) ------ k 5 uV ( £ )

720

En general se prefiere utilizar los métodos de paso 
múltiple implícitos para el cálculo de la solución numérica ya 
que para-el mismo orden, estos tienen un error local mucho menor 
que los métodos de paso múltiple explícitos. Esto se puede a p r e ­
ciar comparando en las tablas 2.7 y 2.8 los métodos de orden 4 
de Adams-Bashforth y A d a m s - M o u l t o n . Suponiendo que las derivadas 
de orden cinco obtenidas mediante el cálculo y las derivadas 
exactas son aproximadamente iguales (para k suficientemente p e ­
queño) el método implícito es considerablemente más preciso que * 
su homólogo explícito.

En los métodos de paso múltiple implícitos, al igual 
que en los explícitos, es necesario utilizar un algoritmo de un 
solo paso entero o fraccionario para iniciar los cálculos. A es­
to se agrega la necesidad de tener que iterar por la carac t e r í s ­
tica intrínseca del método implícito. Por ejemplo tratándose de 
la fórmula de Adams-Moulton de orden 4 un posible procedimiento 
iterativo sería

um+ 1 = ufl + k / 2 4 ( 9  fm + 1 + 1 9  f° “ 5 fn_l + fn~ 2 ) (2 . 1 2 2 )
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donde el subíndice n indica el número de la iteración. Este e s ­
quema iterativo es parecido al estudiado en ul método predictor- 
corrector implícito. En la práctica, los métodos da paso m ú l t i ­
ple implícito sólo jrueden competir con el método de Rurge-Kutta, 
por ejemplo, si la convergencia es muy rápida es docir si no se 
necesitan más de dos iteraciones. Precisamente para lograr una 
convergencia rápida es necesario comenzar el prcceso iterativo 
con una buena estimación inicial y esto se logra utilizando un 
método de paso múltiple explícito. Entonces el p r o c edimiento 
usual consiste en utilizar, en cada paso de tiempo, en la m o d a ­
lidad p r e d i c t o r - c o r r e c t o r , un método ele paso múltiple explícito 
como predictor y un método de paso múltiple implícito como co­
rrector, ambos con error local de truncamiento comparables. Por 
ejemplo un esquema de cálculo podría ser el siguiente: se ini- 
ciallza el cálculo con un método de Runge-Kutta de orden 4, lue­
go para cada paso do tiempo se uti liza como p r e d i c t o r , el mfitodo 
de A d a m s - B ashforth de orden 4 y como corrector, en modo iter a t i ­
vo, el método de Adams-Moulton de orden 4.

Existen muchos otros métodos de paso múltiple en la m o ­
dalidad p r e d ictor-corrector y el lector interesado puede con s u l ­
tar Henrici, 1962, yamming, 1962, Carnahari, Luther y WAlkeS/ 
1969, e Isaacson y Keller, 1966, entre otres.

Otro método comúnmente utilizado es el esquema 
p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  de orden 4 de Milne que se escribe

predictor

4

3
u n+ 1 _ u n “ 3 + -  k ( 2  fn - fn " 1 + 2 fn _ 2 ) , r

14

45
k 5 yv (5i>

(2.123)

corrector

k
u n+l . u n-l + _  ( f n+ 1 + 4 fn + f n- 1 }

3

y

90
(2.124)

donde es un punto intermedio entre t r " 3 y í;n + 1 mientras
^ 2  está comprendido entre tn“ * y tn + * .

corrector 
posterior 
pongamos 
to con el 
c iales u 0 

eje iup 1  o , 
la malla 
ñera s

Una de las ventajas adicionales del método predictor- 
es la estimación del error local de truncamiento y su 
corrección. Ilustramos el método con un ejemplo. Su- 

el problema de valores iniciales du/dt = f(u,t) resuel- 
método de Milne de orden 4. Conocidos los valores ini- 
u 1, u 2 u 3 y los correspondientes fn (calculados, por 

con el método de Runge-Kutta de cuarto orden) y fijada 
en un valor k, el cálculo prosigue de la siguiente ma-

) Se calcula un + i utilizando el predictor m" 0 c
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u n +l =  u n - 3 + _  k ( 2  fn _  fn-l + 2 fn _ 2 j

m= 0
(2. 125)

b) Utilizando el valor del paso previo se calcula el corrector 
en forma iterativa

u n+ l = n-l + _  (fn+i + 4 fn + fn-i j 
m+ 1 3 m

(2.126)
tn 0,1,2,...

&
La iteración se continúa hasta que el criterio de convergencia 
elegido se cumple, por ejemplo

u n+ 1 _ un+ 1
m+ 1 m

tn+ 1 
m+ 1

< e (2.127)

donde e es un nfimero positivo pequeño. En el caso de que la con­
vergencia falle es necesario detener el proceso y utilizar una 
malla más fina, volveremos sobre esto más adelante.

c) Para estimar el error local de truncamiento en el uso del m é ­
todo de Milne, en la integración sobre el intervalo tn ,tn + * , se 
supone que los errores locales de truncamiento dados en las 
expresiones (2.123) y (2.124) son válidos. Los valores de las 
derivadas de orden 5 son desconocidos pero es razonable suponer 
que son iguales (siempre que k sea pequeño); denominaremos M a 
su valor. Luego la diferencia entre el valor obte/iido por el 
predictor un*Q y el valor del corrector u^* 1 (donde mf es el 
numero de iteraciones necesarios para satisfacer el criterio de 
convergencia) , resulta

u ^ . 1 - u " * 1 m= 0 mf 90
M +

1 4

45
k* M ( 2  . 128 )

Esto implica que 

90
k M

29
u n+_l _ un+ 1
m= 0 mf (2.129)

y el error local en u n + 1 es estimado como

, n+ 1

1

9 0
k M

u ' * - u ‘ m= 0 mf

29
(2.130)
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Esta estimación debe ser utilizada con mucha cautela para que 
las suposiciones efectuadas acerca de las derivadas de orden 5 
no causen problemas. Una posición más conservadora sería adoptar 
la siguiente expresión como estimación del error

1/3 u n + ¿ " (2.131)m * *0 m+ 1

añadiendo un factor 1 0  para compensar la incertidumbre

d) Vamos a modificar el método de Milne de cuarto orden teniendo 
en cuenta la estimación del error obtenida en la sección c ) . Pa­
ra ello escribimos nuevamente las expresiones para el error de 
truncamiento

14
U n+ 1 - un + i - --  k 5 M (2.132)m*» 0 45

1
U n + 1 - unt 1 ---------k 5 M ’ (2.133)mf 90

donde Un + * es la solución exacta en los nodos de la malla y M es 
la derivada quinta en un punto intermedio supuesta de igual va­
lor tanto para el predictor como para el corrector. Dividiendo 
la ecuación (2.132) por la (2.133) resulta

1

29
,n+ 1 = --  ( 2 8  un + 1 + un + l } (2.134)

mf m= u

Entonces la ecuación (2.134) es utilizada para modificar el 
cálculo del corrector de Milne de la siguiente maneras

u n + l , _  ( 2 8  un+l + un + i } (2.135)
29

La ecuación (2.135) puede escribirse, sumando y restando un + Lm=s o

28
u n + 1  - uülnl + “  (umí 1 - um.n> (2.136)m» 0 mr ni*® u29

Llamando rt a la estimación del error local de truncamiento dado 
por la ecuación (2.130) la ecuación (2.136) resulta

n + 1 „ n+i + 28 rt (2.137)m= 0 z

También podemos modificar el cálculo del predictor de modo de 
encontrar un valor mejorado del mismo. Si suponemos que el error 
local de truncamiento varía lentamente de modo que rt es a p r o x i ­
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m adamente igual en los intervalos [tn ,tn+ 1 ] y [tn - 1 ,tn ], l l a m a n ­
do u n t 1 al valor mejorado de u n „ y teniendo en cuenta que rfc m = 0  m = 0  ^ t
en el intervalo [tn “ ^,tn ] es, de acuerdo a la expresión (2.130), 
ap r o x i m adamente ~ uj^_0 )/29, podemos estimar um =o 1 de
ecuación (2.136) como

28
u¡ü-í‘ ■ í o 1 + —  luSf - " m - 0 > '2 -'3 8 '29

E n t o n e u t i l i z a n d o  la expresión (2.138) en vez de u ”** como
valor inicial para comenzar la iteración con el corrector se 
puede acelerar la velocidad de convergencia da la solución ite­
rativa (2.126) ya que en la mayoría de los casos la ecuación 
(2.138) da un valor mejorado de u^ ¿ .  El método prese n t a d o

aquí puede aer extendido a otros algoritmos de tipo p r edictor- 
corrector .

►
El control del tamaño de malla o paso temporal er un 

problema de distinta naturaleza. El paso de tiempo debe ser 
sufi c i e n t e m e n t e  pequeño para satisfacer restricciones debidas a 
criterios de convergencia y o a la magnitud del error local de 
truncamiento. Por otro lado el paso de tiempo debe ser, en lo 
posible, suficientemente grande para minimizar el error de re­
dondeo y el número de evaluaciones de la derivada. En general 
las expresiones (2.127) y (2.130) nos permiten determinar cuando 
hay necesidad de actuar sobre la malla haciéndola más fina o más 
gruesa. Desafortunadamente el mecanismo para dichos cambios no 
es tan inmediato como se desea. La dificultad radica en que 
cuando se cambia el paso de malla, en general, no se poseen los 
valores iniciales necesarios para la utilización del p r e dictor y 
el corrector. Ilustraremos lo anterior con un ejemp4o. En la 
Fig. 2.16 se muestran 3 mallas diferentes durante la solución 
numérica de una ecuación diferencial ordinaria. Supongamos que 
se usa un método de paso entero múltiple que requiere tres va­
lores previos para obtener et nuevo valor y que el paso k en tn 
debe ser cambiado. Si k es cambiado en forma arbitraria la si­
tuación es idéntica a la del punto inicial. Si el valor de k es 
duplicado entonces toda la información está dispo n i b l e  (siempre 
que se la haya guardado) para ser utilizada en el nuevo paso de 
longitud 2 k. Si el valor de k es reducido a la mitad entonces 
algunos de los valores necesarios están disponibles. Los valores 
intermedios faltantea pueden ser obtenidos por interpolación po- 
linomial, el grado dol polinomio debe ser del mismo orden qu© el 
del método de integración a loa efectos de mantener la p r e c i ­
sión. En la Fig. 2.16 se interpola en tn , tn -k, tn-2k y tn-3k 
para obtener un polinomio cúbico para poder evaluar en tn - k / 2 . 
Luego los valores en tn , tn -k/2 y tn -k pueden ser utilizados p a ­
ra continuar con el cálculo.
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.MALLA CON PASO k

j rr6 jn-5 tn-4 tn•3 tn-2 tn‘ i
—♦

tft

MALLA CON PASO 2 k

j.n-3 tn-2 tn-1 tn

MALLA CON PASO k/2
■ i '• —*
| ri- 2  jiH jfl

Fig. 2.16 Cambio de paao en loa métodos da paao entero múltiple

En la mayoría de los programas se utilizan reglas adicionaleé 
que evitan el cambio de paso en demasía o muy seguido» Algunas 
reglas típicas son: a) no incrementar k en m&s de un factor 2 1 
b) no incrementar k más de una vez cada cinco pasos»

A continuación presentamos un análisis simplificado de 
la estabilidad numérica de los métodos de paso múltiple u t i l i ­
zando como modelo el problema de valores iniciales 
du/dt = f (u /1 ) con f(u,t) - au, u ( 0 ) - Uq y solución exacta 
U(t) ■ eatUQ* y el predic t o r - c o r r e c t o r  de cuarto orden de Milne. 
Al respecto efectuaremos el análisis del corrector solamente su­
poniendo que este ha sido iterado hasta obtener la convergencia» 
Si el corrector es utilizado una sola vez se debe entonces hacer 
el análisis del predictor y del corrector en conjunto. El co­
rrector de Milne es, entonces,

k
u n+i = u n - 1 + _  (fn+ 1 M  fn + fn" * ) (2.139)

3

y teniendo en cuenta que f(u,t) ■ au resulta



- 54 -

ak ak ak
( 1 ---- ) u n + 1 - 4 (---) un - (1 + ---) un “ 1 * O (2.140)

3 3 3

que constituye una ecuación lineal y homogénea en diferencias de 
orden 2. Para k fijo los coeficientes de (2.140) son constantes 
y se puede demostrar que el criterio de convergencia exige que 
( ve^r Dahlquist y Bjorck, 1974)

h
—  | a I < 1 (2.141)
>• 6

La teoría de la solución de las ecuaciones lineales en d i f e r e n ­
cias está estrechamente ligada a la teoría de la solución de 
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. Daremos una breve 
síntesis de esta última (el lector interesado puede consultar 
las obras de Collatz, 1966 y Dahlquist y Bjorck, 1974 entre 
otros). Si suponemos que un es una función discreta definida p a ­
ra el conjunto de enteros n, una ecuación lineal en diferencias 
de orden q (el orden de una ecuación en diferencias es igual a 
la diferencia entre el mayor y menor de los a u p r a í n d i c e s ) es una 
combinación lineal involucrando un , u n+ *, . . . , u n+(* de la forma

a o un + a¡ u n + 1 + a 2 un + 2 + ... + aq u n+<3 = b (2.142)

donde los coeficientes aq / •••/aq y b pueden ser funciones de n 
poro no de u. Si b se nulo trntñ de una eauacil&n homo^Snaa* 
La teoría da la solución de ecuaciones linaalea hoinoglnaas ®n 
diferencias con coeficientes constantes es similar a la teoría 
de la solución de ecuaciones lineales homogéneas diíerencialaa 
con coeficientes constantes. En ese caso se buscan soluciones de 
la forma un = yn . Substituyendo dicha solución en la ecuaci&n 
(2.142) suponiendo b = 0 y coeficientes constantes/ resulta

a o Yn + a i Y n + 1 + ... + aq Yn+q = 0 (2.143)

dividiendo por Yn resulta la ecuación característica

ao + a l Y + * * * + a q Y q = 2  0 (2.14 4)

que es un polinomio de grado q en la variable Y* Si las q raíces 
Y l / Y 2 /***/Yq son distintas, entonces Y ” , y £ / •••»Yq son todas s_o
luciones de la ecuación (2.142). La solución general de la 
ecuación (2.142) es entonces la combinación lineal

u n - ei Y? + e 2 Y¡¿ + . .. + cq Yj (2.145)

donde c \ , C 2 >'‘‘icn son constantes. Cada término de (2.145) es 
una solución particular de la ecuación homogénea.

El caso de raíces múltiples o complejas puede ser tratado 
de una manera similar (ver por e j . I s a a c s o n - K e 1 l e r , 1966, entre 
otros) a la usada para ecuaciones diferenciales ordinarias.



V o l v i e n d o  í) J . 1 e c u a c i ó n  .1. i n o a 1 honioyénea en d i f e r e n c i a s  
( 2 . 1 4 0 )  la e c u a c i ó n  c a r a c t e r í s t i c a  r e s u l t a

( 1 ak / 3 )  Y 2 " (4 a k / 3 )  Y ~ (1 + a k / 3 ) 0 (2.146)

í'.Mta c3 una ecuación cuadrática cuyas raíces están dadas por

2 ak/3 ± (1 + a 2k 2/3 ) 1/<¿
Yl,2

1 - a k / 3
(2.147)

OD e f i n i e n d o  u n a  n u e v a  v a r i a b l e  y = ak en la Fig. 2.17 se m u e s t r a  
e l  g r á f i c o  de Y l / 2  en f u n c i ó n  de y en el i n t e r v a l o  - 1  < y < 1 .

Fig. 2.17 Gráfico de las raíces de la ecuación característica 
del corrector de Milne

Podemos observar que la raíz Yi es monotónica creciente con un 
valor mayor que 1 para valores positivos de y mientras que la 
raíz Y 2 es menor que - 1  para valores de y negativos.

E x p a n d i e n d o  Yl y Y2 en s e r i e  de p o t e n c i a s  r e s u l t a
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(ak) 2 (ak) 3 (ak) 4 (ak) 5

Y 1 » 1 + ak + ------  + — + ------  +■ — -----  + ....
2 6 2 4 *( 7 2

(ak) 5

= eak + ------  + ....-------------------- (2.148)
1 80

ak ( a k ) 2 (ak)  ̂ 5 ( a k > 4 5 ( a k ) 55 

Y 2 “ - 1  + --  ----------- ------  + --------+ --------- + ...
3 18 54 6 48 1944

(2. 149)

La solución de la ecuación en diferencias (2.140) toma la forma 
de la ecuación (2.145) es decir

un - c i Y" + c 2 YU (2.150)

o teniendo en cuenta la ecuación (2.148)

u n 2 ei enak + c 2 YS - cj ent + c 2 Yj (2.151)

De la comparación entre la solución exacta de la ecuación en di­
ferencias y la solución de la ecuación diferencial surge que la 
s olución particular de la ecuación homogénea en diferencias co­
rrespondiente a la raíz Yl es la solución de la ecuación dife­
rencial. La ecuación en diferencias posee una segunda solución 
part i c u l a r  c 2 Yg totalmente extraña al problema diferencial
primitivo y que por ello se denomina solución parásita. Este t i ­
po de soluciones parásitas surgen siempre que se. aproxima un 
problema diferencial de primer orden con una ecuación en dif e ­
rencias de un orden mayor. Es preciso analizar el co m p o r t a m i e n t o  
de las soluciones parásitas para ver si pueden llegar a tener 
una influencia negativa sobre la solución verdadera. Analicemos 
primero e.l cías o de unn ecuación de crecimiento (tn «ite cato 
n > 0). La solución asociada a la raíz Yi crece en forma exp o ­
nencial pudiendo aproximar la ecuación diferencial (el método es 
numéricamente inestable). La solución parásita asociada a la 
raíz Y 2 decrece para valores positivos de y de modo que cual­
quier error introducido no crecerá en forma no acotada debido a 
la presencia de dicha solución. Cuando se trata de una ecuación 
de decaimiento (en este caso a < 0 ), la solución asociada a la 
raíz Yl» decrece para valores negativos de y a proximando el p r o ­
blema diferencial (el método es numéricamente estable para v a l o ­
res de y mayores que -1). La solución parásita asociada a la 
raíz Y 2 crece para valores negativos de y dado que la raíz Y 2 6 8  

menor que -1. En realidad debido a que y 2 es negativa, la solu­
ción resulta de signo oscilante y cualquier error introducido 
crecerá en forma no acotada y oscilatoria. Kventu a l m e n t e  la p r e ­
sencia de la solución parásita hará que los resultados obtenidos
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dejen de ser valederos. Los métodos numéricos que poseen estas 
características suelen denominarse métodos débilmente inestables 
o dShl.l monto entablen.

üi establecemos que Yi es la raíz de la ecuación ca m e t e r í a  tica 
asociada a la solución verdadera del problema diferencial de v a ­
lores iniciales dado, entonces se denomina a Y i la raíz 
principal. Si se cumple que

| y ¿ |  i |lfl| i = 2,3,...,q

el método es relativamente estable. En este caso, la 
ción a la solución verdadera domina las soluciones 
asociadas a las raíces Yi*

Se denomina fuertemente estable al método para el que se 
cumple que

| Yi | < 1 , i '= 2,3, . . . ,q (2.153)

En este caso todas las soluciones parásitas decrecen para val o ­
res crecientes de n. Dahlquist y Bjorck, 1974, presentan el s i ­
guiente criterio llamado "condición de la raíz" como condición 
n ecesaria y suficiente para la estabilidad de los métodos l i n e a ­
les de paso múltiple: todas las raíces Yi deben estar ubicadas 
dentro o sobre el círculo de radio unidad y las raíces de módulo 
unidad deben ser simples.

2.18 Polialgorltmos para ecuaciones diferenciales ordinarias

La construcción de un programa eficiente y confiable p a ­
ra resolver ecuaciones diferenciales ordinarias es ana tarea m u ­
cho más compleja que la simple elección y programación del mejor 
de los métodos numéricos presentados. Un buen programa necesita 
muchas componentes integradas cuidadosamente entre sí y que co n ­
forman un p o 1 i a 1g o r i t m o . Los componentes principales de un p r o ­
grama para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias son 
(R i c e , 1979 ) s

1. Inicializaciónr determinación del paso inicial y de los m é ­
todos de paso entero múltiple de inicialización.
2. Control de la longitud de paso: d e t e rminación de la longitud 
de paso a los efectos de controlar el error local, cambiando el 
tamaño de malla para métodos de paso múltiple.
3. Control del orden del método: selección y cambio del o r d e -1 del 
método particular a ser utilizado entre una misma familia de m é ­
todos .
4. Salida: Cálculo de valores de la solución en un conjunto p r e ­
d e t e r minado de puntos en vez de en aquellos puntos determinados 
por el programa.
5. Control del error global: Estimación del efecto acumulativo 
de los errores locales y control del cálculo de manera de m a n t e ­
ner el error global dentro de una tolerancia predeterminada.
6 . Chequeo: Cada programa está basado en un modelo que r e p r e s e n ­
ta una clase de problemas a los que va a resolver. Un buen p r o ­

(2.152)
r \

apróxima- 
parásitas
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grama efectúa varios chequeos para ver si la entrada y el p r o ­
blema son consistentes con el modelo. Uno de los logros p r i n c i ­
pales de la década del 70 en computación fue el desarrollo de 
programas eficientes y confiables para la solución numérica de 
ecuaciones diferenciales ordinarias. Aquí sólo discutiremos b r e ­
vemente las caractorístlcas principales de las miamas.

i: n i c i n 11 7, n c 1 ón

Los métodos de un solo paso entero no pre s e n t a n  d i f i ­
cultad c o m p u t a c i o n a 1  alguna en el primer paso, salvo la elección 
del tamaño del mismo. El próximo paso es el control de la l ongi­
tud de paso mucho de lo cual se aplica aquí. Los métodos de con­
trol de la longitud de paso, en general, consisten en comparar 
resultados actuales (por ejemplo, estimación del error local) 
con resultados previos. Dado que no existen resultados previos 
para el primer paso se deben extremar las precauciones. El p e l i ­
gro es que un primer paso muy grande puede producir un error 
inicial que arruina la precisión de todo el cálculo. En general 
las estrategias suelen ser muy conservativas y se elige un t a m a ­
ño de paso menor que«el necesario. Por supuesto que si el paso 
es demasiado pequeño hay un derroche de esfuerzo compu t a c i o n a l  y 
el método de control de la longitud de paso debe incre m e n t a r l o  
r S p i d a m e n t e .

Muchos programan piden al usuario que determine un paso 
de tiempo inicial. En general el usuario no tiene idas del tamaño 
de malla apropiado y por lo tanto el programa que depende del 
usuario para una información tan importante no es confiable. A l ­
gunos programas piden al usuario que sugiera un paso de tiempo 
pero sólo lo usan como punto de partida para iiu propia d e t e r m i n a ­
ción. Esta metodología es muy razonable cuando se resuelven un 
conjunto de ecuaciones diferenciales de características s i m i l a ­
res: se determina el paso inicial óptimo para alguna de ellas y 
para el resto se comienza con el mismo valor.

Los métodos de paso múltiple, como ya hemos visto, t i e ­
nen la dificultad adicional de necesitar varios valores previos 
en cada paso de tiempo. En general se comienza con un Runge-Kutta 
para los primeros pasos y luego se cambia al método de paso m ú l ­
tiple. Otra metodología consiste en tener una familia de métodos 
de paso múltiple de distinto orden y que incluyen un método de un 
sólo paso. El cfilculo comienza con un método de un sólo paso para 
el primer paso, luégo se cambia a un método de dos pasos para el 
segundo paso. El número de pasos en el método es incrementado en 
un paso hasta obtener el número deseado. Una ve* que el cfilculo 
ha comenzado se comienza a utilizar el método general para el 
control del paso de malla y para la selección del orden del m é t o ­
do .

Control de la longitud de paso

Aquí el problema consiste en estimar el error local de 
t r u n camiento o de d i s c r e t i z a c i ó n . La mayoría de los programas 
sólo intentan mantener el error dentro de los límites de la to­
lerancia preestablecida. En general no se puede estimar con p r e ­
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cisión el error sin resolver el problema dos veces o de una m a ­
nera más precisa que la deseada. Por ejemplo^ podríamos querer 
calcular u n + 1 con una fórmula de 0 (k ) y u n con unae -*fórmula de 0 (k ) ; salvo que k sea un valor totalmente no rea­
lista, u n + 1 es una mejor estimación de la solución exacta en 
t n + 1  que u n + 1  por lo que | u* n + 1 - u n + 1  | ea una e s t i ­
mación razonable del error en un + 1 . La idea es que aunque el 
error en u * n +  ̂ no es conocido es sabido que es menor que el 
error en u n+ ̂ .

La estimación del error local es comparado con lavtole- 
rancia requerida. La mayoría de los programas utilizan dos tipOB 
de t o l e r a n c i a :

TOLABS = valor absolu to de la tolerancia 
TOLREL = tolera ncia del error relativo

S:. U n + 1 es la solución exacta o genuina en los nodos de la 
malla el usuario espéra que el error global de t r u n c amiento o 
díscretización satisfagas

| u n + 1  - Un + 1  | < TOLABS + TOLREL | U n + 1  | (2.154)

Sin embargo la mayoría de loa programas intentan controlar el 
error local por cada paso de tiempo

| u n + 1  - U* n + 1  | < TOLABS + TOLREL | U* n + 1 | (2.155)

 ̂ y- I 4
donde U es la solución de la ecuación diferencial que p a ­
sa por el punto (un ,tn ) .

Un método para obtener un control parcial del error g lo­
bal es distribuir el re qu erimie nt o del usuario sobre el intervalo 
[a,b] de integración, reempl az ando el miembro de la derecha de la 
ecuación (2.155) por TOLABS * k / ( a-b ) +TO LREL* k/  ( a-b ) . Esto es de­
no min ado criterio del error por unidad de paso. Otra alter na tiva  
para estimar el error local de tr un camient o es utili za r fórmulas 
con el mismo orden cuyos coeficientes de errores son. conocidos 
(ver punto c de la sección antorior). Una vez obtenida  una buena 
es tim ación del error para cada paso de tiempo el probl ema con ­
siste en determinar en base al mismo si hay necesidad de afinar 
o agrandar la malla. Si el error es muy grande k debe ser a c h i ­
cado. Se podría calcular una estim ación  de cuánto se debe ca m­
biar k; si el error local de truncami en to es de O(k^) entonces 
du plicando o reduciendo k a la mitad el error cambia por un fac­
tor de apro ximadamen te 32. Este p r o c e d i m i e n t o  es razon able para 
mé tod os de un solo paso. Para métodos de paso múltiple la s i t u a ­
ción se complica ligeramente (ver punto d de la sección 
a n t e r i o r ) .

Control del orden del método

La idea básica de un método de orden variable consiste 
en hacer una proyecc ión del error local de tr u n c a m i e n t o  en cada 
paso de tiempo utiliza ndo el método corrient e de O(kP) y un
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método^dc 0 (kp + 1 ) y otro de 0 (kp ~ 1 ), todos de la misma f a m i ­
lia. Luego se utiliza aquel método que resulte en un menor 
error. La esencia del método está basada en el hecho de que 
existen modos de calcular las tres estimaciones del error con un 
pequ e ñ o  esfuerzo adicional al necesario para calcular solamente 
uno. Estos métodos que son muy complejos para ser descriptos 
aquí han resultado ser en la práctica confiables y eficientes. 
Hacemos notar que existe una interacción entre el cambio de o r ­
den y de paso de malla. Uno quisiera saber si es mejor, por 
ejemplo, cambiar el orden y la malla simultáneamente. Los buenos 
programas poseen tests para esta interacción. La i n t e r acción en­
tre cambio de orden y de malla no es simple, los cambios deben 
hacerse lentamente para no introducir i n estabilidades en el 
cálculo.

Control de la salida

Cuando se utilizan po l i a l g o r i t m o s  complejos no es p o s i ­
ble predecir la posición y el nfimero de puntos donde la solución 
es computada. Muchos programas permiten que el usuario e s p e c i f i ­
que el conjunto de juntos donde desea obtener valores de la so­
lución. Esto es muy Gtil, por ejemplo, cuando se desea dibujar 
la solución y se está usando una rutina de dibujo que requiere 
datos e q u i e s p a c i a d o s .

Control del error global

No existen programas que realmente controlen el error 
global. Para tener una idea de la dificultad imaginemos una 
ecuación diferencial du/dt - f(u,t) = 0 que tiene dos puntos 
especiales t^ y t2 « En t 1 la ecuación diferencial s« torna 
inestable y las trayectorias rápidamente se alejan entre sí. En 
t 2 ocurre lo contrario y las trayectorias se acercan unas a 
otras y se mantienen asi por un cierto tiempo. Ahora c o n s i d e r e ­
mos un esquema numérico que tiene el error global bajo control y 
que llega al punto t^. La solución computada no está e x a c t a ­
mente en la trayectoria de la solución genuina de modo que p a s a ­
do el punto t 1 comienzan a producirse grandes errores debido 
justamente a que las trayectorias se alejan. La única manera de 
mante n e r s e  dentro del límite requerido por el error global es 
volver atrás al punto inicial y rehacer los cálculos con una 
p r ecisión mayor.

Un programa práctico no recomenzará por si mismo el 
cálculo cada vez que encuentra un error global demasiado grande, 
dado que esto significaría decenas de reintegraciones sobre una 
parte del intervalo. Por el contrario irá hasta el final del in­
tervalo de integración y luego estimará la precisión necesaria 
sobre la marcha antes de recomenzar el cálculo. Con suerte, una
o dos iteraciones con este proce d i m i e n t o  prod u c i r á n  la precisión 
global deseada.

El comportamiento en el punto t 2 tiene el efecto con­
trario; se descubre que la precisión es repentinamente mucho ma­
yor de la requerida. Raramente se volverán a realizar los c álcu­
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los para obtener resultados de menor precisión pero por^ una 
cuestión de principios obtener demasiada precisión es tan malo 
como obtener demasiado poca. Todo lo anterior explica el porqué 
de la inexistencia de programas standard que controlen el error 
ylobal . Sin embargo no exi.ste una dificultad fundamental en la 
construcción de un programa que controle el error global siempre 
que se pueda estimar el mismo en forma confiable.

Esto nos lleva a la cuestión central: ¿cómo se puede 
estimar el error de truncamiento global? Primero hacemos notar 
que la idea del control del error por unidad de paso de tiempo 
rio controla realmente el error global a pesar de que es un in­
tento válido para gobernar el error local en un contexto global, 
r: 1  método básico para estimar el error global en ecuaciones di­
ferenciales ordinarias es el mismo que para otros métodos n u m é ­
ricos; se resuelve el problema más de una vez y luego se c o m p a ­
ran los resultados. El conocimiento de los términos del error 
permite hacer estimaciones cuantitativas del mismo modo que las 
que se hicieron para el error local. D e s g r a ciadamente la incer- 
tidumbre en la estimación global del error es mucho mayor debido 
a que los puntos medios en los términos de los errores pueden 
estar ubicados en cualquier lugar en intervalos grandes por lo 
q u e resulta mucho menos probable que términos como 
y u^ 4 ^(^ 2  ̂ aQ an casi iguales.

El método más simple consiste en resolver la ecuación 
dos veces con el mismo programa utilizando distintas tolerancias 
para el error. Lá trampa aquí radica en que el cambio de la to­
lerancia puede tener efectos impredecibles -o ningún efecto- en 
el cálculo.

XjO más apropiado es tener un programa que esté e s p e c í ­
ficamente diseñado para obtener estimaciones del error global. 
La mejor manera de realizar esto es haciendo que la ecuación sea 
resuelta en paralelo por dos métodos. Este método es r e l a t i v a ­
mente nuevo pero las estimaciones del error global son mas con­
fiables que reutilizando un programa standard. Este método está 
implementado en el programa GERK (ACM algoritmo número 504 ).

Chequeo

nny tr«» üiptaa <it* chaquoo. K 1 primar tipo no para co n ­
trolar «rroraa trivialeo en loa datos de entrada tales como: ¿«a 
la prpoliü i 6  n roquarida pon.ll; iva?, ¿@a la longitud d«i 1  intervalo 
de tiempo nula?, ¿es el número de ecuaciones positivo?, ¿es el 
di mensionami ento de los arreglos compatible con el número de 
ecuaciones especificada?, etc.

El segundo tipo de chequeo es para constatar la razona- 
bilidad del problema presentado: ¿es el requerimiento de p r e c i ­
sión relativa compatible con la precisión de la computadora?, 
¿es el paso inicial significativo, es el volumen de salida 
r a z o n a b l e ? .
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El tercer tipo de chequeo se refiere al modelo de e c u a ­
ción diferencial que el programa contiene. Ejemplos de este tipo 
do chequeo son: ¿ha decrecido el paso en forma repentina a un 
valor casi insignificante (presencia de una posible 
singularidad)? ¿Hay un progreso razonable hacia la solución del 
problema? Si se han realizado mil pasos y sólo se ha cubierto el 
uno por ciento del intervalo de integración es muy posible que 
algo ande mal. ¿Se ha vuelto inestable el cálculo?.

Estos ejemplos ilustran el tipo y extensión del chequeo 
que debe esperarse de un paquete de software de buena calidad.

2.19 Sistemas de ecuaciones diferenciales

Vamos a presentar la extensión de algunos de los métodos 
para ecuaciones diferenciales escalares a sistemas de ecuaciones 
diferenciales de primer orden. Recordando que un problema de v a ­
lores iniciales para un sistema de p ecuaciones d i f e re nc iales de 
primer orden se puede escribir como

»
du •) / dt + f 1 ( u 1 , u 2 , . . . ,u , t ) = 0

(2. 156)
d u 2/ dt + f 2 (u 1 ,u 2 , . . . ,up ,t) = 0

duj/dt + fA ( u 1 / u 2 , . . . ,ui , . . . ,up , t ) *»■ 0

dup/dt + fp (u 1 ,u 2 , . . . ,up ,t) = 0 

donde 0 < t < " , con condiciones iniciales

u^(0) = u ^ q i = 1,...,p ; (2.157)

o en forma vectorial

du/dt. + f(u,t) “ 0 , 0 < t < » (2.158)

u ( 0) = Ug

donde ahora u y f son vectores con p componentes u¿ y 
respectivamente. El método de Euler en forma vectorial se e s c r i ­
be

u n + 1 - un - k f n (2.159)

Si escribimos la expresión anterior para la componente i t e n d r e ­
mos

u in+ 1 = U i n - k f i ( u 1 n /U 2 n ># # . fUjLn f . t . fUpn)

i = 1 ,...,p (2.160) 

El método fuertemente implícito en forma vectorial resulta
O

u n t 1 (|n _ k f n » 1  (2.161)
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o para la componente i 

,, n + 1  «. ,, n , (n .>i+ 1  n ^ n + 1  , n + 1 ,, n + 1 \V.1 *= U j  — K 1 j_ \ U ̂  , U 2 / • • « »  U p  )

i = 1 , . . . / p (2.162)

El método de Runge-Kutta de orden 2 en forma vectorial se e scri­
be (para la ecuación du/dt = f(u,t) )

qi = k f(un ,tn )

q 2 “ k f (u n+ q 1 ,t n + k )

u n + 1  = un + 1 / 2  (q !+ q 2 >

(2.163) 

(2. 164) 

(2.165)

o para la componente i 

q 1 i " k f i ( u in »u 2 n » •• • »u in » • • • »up n ,tn )

<32i “ k fi^ u in + q 1 1 »u 2n + <I 1 2' * ‘ * 'u in + <l 1 i ' * * * '

up n + <I1 p ' tn + k > 

u ^ n + 1  = + 1 / 2  (<J-|i + <l2 i^

(2.166)

(2.167) 

(2.168 )

Fina lm ente el método p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  im plícito centrado 
(Crank-Nicolson) en forma vectorial se escribe

>n + n m= 0

in+ ] 
m +  1

u n - k f(u n ,tn ) 

k
u n - [f(un + 1 ,tn + 1 ) + f ( u n ,tn ) ] c rn J

(2.169) 

(2. 170)

o para la componente i
n + 1  .
i , m= 0u uj - k f i ( u " , u ; ..... u j -----.u" tn ) (2.171)

u n + 1  = i ,m+ 1
u n+ 1
i , m ' u n + 1 ,t n + 1 )+ p,m'

+ fi (u^,u ^ / . . . ,u” , ...,u",tn ) ] (2.172)

Está claro que la solución de un sistema de p ecuaciones dif e­
renciales con p incógnitas u^ consiste en una familia de p 
curvas o trayectorias en el plano u #t. También oba«rvamoa que la



solución numérica de sisL^nias diferenciales se obtiene exten- 
3iendo las fórmulas básicas para escalares por medio del r e e m ­
plazo de ciertas cantidades escalares por vectores» Las nuevas 
dificultades que se p r esentan con sistemas son: la más obvia es 
que el volumen de cálculo por paso de tiempo se incrementa not a ­
blemente por la evaluación, por ejemplo, de p funciones de p v a ­
riables do f(u,t); el trabajo puede llegar a ser p 2 veces más 
que el correspondiente a una sola función de una sola variable. 
Asimismo hay un incremento de 0(p ) de memoria. Una d i f i c u l t a d  
m ucho más importante es la p o s i b i l i d a d  que las ecuaciones y so­
luciones del sistema tengan un comportamiento muy diferente en­
tre sí. Por ejemplo es muy frecuente la aparición de problemas 
denominados rígidos (stiff problema, en líi literatura sajona) 
producidos por la existencia de ecuaciones diferenciales que 
describen procesos con escalas de tiempo muy diferentes. En f i ­
nían «* Ingoniería na utiliza el t 6 rmi.no "«omítante de tiempo" 
para referirse a la velocidad de decaimiento de un determinado 
proceso. Por ejemplo, en la ecuación ele decaim i e n t o  
du/dt + au = O cuya solución es u(t) = U g e “at , la función 
u(t) decae en un factor e~ en el tiempo 1/a. El término 1/a 
es la constante de tiempo» cuanto mayor es el valor de a más b r e ­
ve es la constante de tiempo. En el caso de sistemas de e c u a c i o ­
nes diferenciales, distintas componentes pueden decaer con v e l o ­
cidades muy diferentes. Por ejemplo en determinados procesos 
químicos la constante de tiempo puede ser del orden de una cen­
tésima de segundo para una determinada reacción y del orden del 
minuto para otra. En procesos químicos complejos donde se p r o d u ­
cen decenas de reacciones es fácil obtener sistemas de e c u a c i o ­
nes diferenciales con más de cien componentes (p =* 1 0 O ) cuyas so­
luciones tienen un comport a m i e n t o  muy diferente entre si. Para 
sistemas gobernados por la ecuación du/dt + f(u,t) *= O la v e l o ­
cidad de decaimiento se puede relacionar localmente con los au- 
tovalores de 9f/3u . Si como hemos dicho algunas de las r e a c c i o ­
nes son rápidas y otras son lentas, las primeras gobiernan el 
proceso de estabilidad numérica a(5n on el caso que hayan decaido 
a niveles insignificantes y que el error de truncamiento esté 
determinado por los componentes .lentos. Este es el problema de 
ecuaciones "rígidas". A continuación haremos un análisis i ntro­
ductorio al tema.

2.20 E c u a c iones diferenciales rí g i d a s

Vamos a presentar un análisis suscínto del problema de 
ecuaciones diferenciales ordinarias? el lector interesado en el 
tema puede consultar Gear, 1971, Dahlquist y Ljorck, 1971, ó 
Henrici, 1962, entre otros. Una excelente introducción a- tema 
se encuentra en el artículo de Shampine y Gear, 1979. C o n s i d e r e ­
mos el siguiente ejemplo tomado de Gear

d u , / dt ■= 998U! + 1998u2 

d u 2/dt = - 9 9 9 u 1 - 1 9 9 9 u 2

(2. 173) 

(2.174)
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con condiciones iniciales

u-, (0 ) = 1 (2. 175)

u 2 ( 0 ) - 0 (2.176)

La solución exacta del sistema (2.173)-{2.176) je escribe

ui “ 2 e_t - e” 1 0 0 0 t 

u 2 = -e_t + e- 1 OOOt

(2.177)

(2.178)

Ambas soluciones contienen componentes rápidas y lentas 
figura 2.18 ilustra las soluciones (2.177) y (2.178).

La

Fig. 2.18 solución exacta del problema (2.173)-(2.176)

Por ejemplo, la componente rápida en la solución da u^(t) es 
i nsignificante para t«*0 . Q 1 ( e " 1 0 0 01 2 1 0 " s ) , lo mismo suceda 
para u 2 (t). ka solución de este problema mediante la mayoría 
de los métodos numéricos presentados genera requerimientos en la 
condición de estabilidad que hacen p r á c ticamente imposible su 
aplicación. Recordemos que la aplicación del método de Euler a 
una ecuación escalar du/dt + f(u,t) = 0 produce una restricción 
en.la estabilidad del tipo k < 2/M donde M - 3f/3u , M > 0 . Por 
ejemplo si f(u) = 1 0 0 0  u el paso temporal debe cumplir la c o n d i ­
ción k<2/1000. La aplicación del método de Euler al sistema 
( 2  . 1 73 )-( 2 . 1 74 ) produce las mismas restricciones en el valor de 
k aún cuando la componente rápida se haya vuelto insignificante.
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El problema de la rigidez también puíde, m a n i f e s t a r s e  en 
el cíiso de una ecuación escalar. Por ejemplo, la ecuación

du/dt - a[u - f(t)] + df(t)/dt , u(0) = f(0) + C g  (2.179)

fon .,<n t ¡i'tic un i-'< r t. .i m i i' n t i > i;¡ i ni i 1 a t' si f ( t; ) en una función
1. i .

La solución de la ecuación (2.179) es

u(t) = [ u (0 ) - f ( 0 )]eat + f(t) (2.180)

Aún en el caso en que el término entre corchetes sea distinto de 
cero, at adquirirá rápidamente un valor s u f i c i e ntemente negativo 
de modo tal que el valor del primer término ¿el segundo miembro
o componente rápida se tornará despreciable frente al segundo 
término o componente lenta. Si utilizamos el método de Euler 
para obtener una solución numérica de (2.179) veríamos que 
cuando at tiende a - 00 el error de t r u n c amiento está determinado 
por el valor de k y de la. derivada de la función f mientras que 
la estabilidad del mé todo depende de a y k .

En el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales de
la f o r ni a

du/dt = A [u - f (t ) ] + df(t)/dt (2.18 1)

ion auLo va lores de A juegan el papel de a. En este caso se deben 
considerar valores de a complejos. Si todos los autovalores de A 
tienen parte real negativa, la solución numérica de (2.181) c o n ­
verge a f(t) para t tendiendo a infinito.

Si bien es cierto que se pueden utilizar algunos de los 
mé Lodos numéricos presentados para resolver ecuación tas rígidas 
también es cierto qué los pasos de tiempo deben ser tan pequeños 
para asegurar la estabilidad que el volumen de cálculo y los 
errores de redondeo se vuelven críticos. La solución del p r o b l e ­
ma pasa por desarrollar métodos en los que no haya restricción 
del paso temporal por problemas de estabilidad. De acuerdo a 
Dahlquist y Bjorck, 1974, los métodos que dan mejores resultados 
son naturalmente los métodos implícitos: por ejemplo el método 
fuertemente implícito ya visto, combinado con un procedimiento 
de alisado y extrapolación de Richardson. Se hace notar que en 
el caso de tener que realizar iteraciones internas el método de 
iteración de punto fijo presentado con a n t e r ioridad no es muy 
apropiado ya que la condición de convergencia depende de 3f/3u 
lo que implica que la componente rápida limita la velocidad de <
convergencia y por lo tanto el paso de malla. En general se ut i ­
lizan en estos casos variantes del método de Newton-Raphson.
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En la literatura sajona se da el nombre de métodos de 
tiro (Shooting) a los métodos de valores iniciales utilizados 
p.ira resolver problemas de contorno. Este nombre surge: de la m e ­
táfora de la práctica del tirador al blanco de corregir el tiro 
en base al resultado del tiro precedente. Un ejemplo sencillo
i Lustra el método. Supongamos querer resolver el siguiente p r o ­
blema de contorno:

-u" = f(u) , 0 < x < 1  , u (0 ) = u o , u : i ) = u !  (2.182)

En cambio, resolvemos el siguiente problema de valores iniciales: 

- u " = f (u ) , u (0 ) = u o y u ' (0 ) = n { (2.183)

donde a,\ es el primer ensayo para u'(0). Supongamos que r e s o l v e ­
mos el problema de valores iniciales (2.183t por cualquiera de 
las técnicas vistas y que obtenemos un valor en x :3 1 de u ( 1 )* 0 i/ 
según se ilustra en al figura 2.19. En general 3^ $ u¡ y v o l v e ­
mos a ensayar un nuevo disparo u ' ( 0 ) = (X2 Y esta vez resolviendo 
el problema (2.183) obtenemos u(1) = f$2*

2.21 M¿lodo del tiro

FIG. 2.19 Esquematización del método de tiro.
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Si suponemos qu« existe «na relación lineal entre ct y 0 resulta
que:

<t j¡ 0 j - « i B 2 0 2 “ B 1
P ------- ----------- + ----------------- a (2.184)

a 2 ~ a 1 a 2 " a l

y el pr&ximo ensayo de tiro se ejecuta con un ángulo a c o r r e s ­
pondiente a 0=uj. En general esto no basta y se deben hacer v a ­
rios ensayos más con un grado variado de sofisticación del m é t o ­
do esperando que el proceso converja. El lector i nteresado puede 
consultar el libro de Na, 1979.

2.22 El método de Zadunaisky

En numerosas ramas de ciencia y tecnología (tal€¡s como en 
Astronáutica, Astronomía, Balística, e t c . ) es precieo resolver 
ecuaciones diferenciales con errores muy pequeños, d© allí la ne­
cesidad de contar c o n ’métodos de integración de alta precisión y 
do una buena estimación de los erroren globales de los^mismas» 
En este contexto presentaremos un método r e l a tivamente reciente 
introd u c i d o  por Zadunaisky, 1976 (existe una versión resumida 
del mismo en la compilación de Matshall, 1978), que consiste en 
un conjunto unificado de p r o c edimientos destinados ai estimar y 
corregir los errores globales propagados en la i ntegración n u m é ­
rica de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Dado un problema de valores iniciales

du/dt - f(u,t) 0 , u(0) = Uq , t = 0 (2.185)

y una solución aproximada u n obtenida mediante un método de 
d iferencias finitas, el error global se define como»

e n = u n - Un (2.186)

donde uri no la solución exacta en t*t n • El objeto es 
e n c ontrar una buena estimación del error global e n , para 
olio so supone, en lo quo sigue, que aquel es debido fínicamente 
a errores de truncamiento. La idea básica del método de 
Zadunaisky consiste en, una vez resuelto numéricamente el p r o ­
blema original (2.185), construir un pseudo problema de la forma

dw/dt - F(w,t) = 0 , w(0) «* w q  ,tj»0 (2.187)

de modo tal que su solución exacta W ( t n ) sea conocida de ant e ­
mano y que además difiera poco de la solución numérica un del 
p r o blema original (2.185). El pseudo problema (2.187) se integra 
con el mismo método utilizado para el problema original y se ob­
tiene la solución numérica w n . El error global esta definido 
de manera exacta por

En = w n - W ( t n ) (2.188)

B 1 para nadn pan o de tiempo la nolnción numérica w n dltil p anu­
do problema (2.107) difiere prco de la solución numíirica un
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del problema original, es razonable esperar que los errores te n ­
gan p] mismo c o m p ortamiento y por lo tanto -.ornar K n como una 
bu i-n <1 .i p r o x i m a c: V ó n d r; p".
i: 1 p i; c u <t o problema pncdn m-r con fi I rn ido d<> 1 n n i i| u i. o ri I; n m.innra. 
Una vi-7, obtenida la solución numérica u n « s posible e n c o n ­
trar una función polinomial P(x) (por ejemplo) que ajusta los 
valores de u n de la mejor manera posible.
Entonces conociendo P'(t) y fijando

w (t ) = P(t )

F(w,t) - f(w,t) - D (t ) = 0

(2.189)

(2.190)

donde
D(t) = P'(t) - f (P ,t ) (2.191)

el pseudo problema adopta la forma

du/dt - f(w,y) - D (t )

w (0 ) » P(0)

(2.192)

(2.193)

cuya «oluclón, evidentemente, es la expresión (2.1139). Jv demás 
ni la f u n d ó n  P(t) gb ol egida Apropiadamente pu«de llegar a 
diferir de la solución numérica u n en una cantidad a r b i t r a ­
r iamente pequeña. Entonces, teniendo en cuenta la igualdad 
(2.189), la fórmula (2.188) para la estimación del error global 
resulta finalmente

_ P ( t n ) (2.194)

Como lo hace notar Zadunaisky, la idea básica del método es re­
lativamente simple pero su implementación requiere técnicas nu- 
mérican apropiadas. K 1  lector interesado puede consultar d e t a ­
lles sobre la imp 1 ementación del método aplicada a problemas de 
valores iniciales y de contorno en ecuaciones diferenciales or­
dinarias y a ecuaciones en derivadas parciales en las r e f e r e n ­
cias citadas más arriba. Al respecto cabe mencionar un trabajo 
de Echebest y Lieberman, que se encuentra en la compilación de 
Marshall, 1978, y que presenta la solución numérica do e c u a c i o ­
nes en derivadas parciales mediante la tranuf ormadít rápida de 
Fourier y una estimación de los errores globales mediftnte el m é ­
todo de Zadunaisky.

2.23 S oftware para ecuaciones diferenciales or dina r :l a a

Existen numerosas revistas que publican programas individuales 
de computación científica. Estos cubren una variada gama de t ó ­
picos, entre ellos la resolución numérica de ecuaciones d i f e r e n ­
ciales ordinarias. Las revistas más importante» son ACM 
T ra n s a c t i o n s  on Mathematical Software, Applied S t a t i s t i c s , BIT, 
The Computer Journal y Numerische Mathematik. La. serie de 
algoritmos del ACM contiene más de 500 programas (comenzó en
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1000) y están agrupados Collected Algorithms of the
Associ a t i o n  for Computing Maohinery (ACM). Estos algoritmos se 
pueden obtener de: ACM Algorithms D i s t r ibution Center, c/o IMSL, 
T n c , Sixth F 1 o o r , N B C 3uilding, 7500 Bellaire Boulevard, 
Houston, Texas 77 0 36, USA.

En general, el software disponible para la solución n u ­
mérica de ecuaciones diferenciales ordinarias puede ser dividido 
en varios grupos: Collected Algorithms of the ACM, Biblioteca 
H.S.L. de Subrutinas de Harwell, UKAEA, Inglaterra, Biblioteca 
NAG del Numerical Algorithm Group de la Universidad de Oxford, 
Inglaterra («ata biblioteca oo c o m p a r a b l o , en término» g e n e r a ­
les, con la H.S.L. pero poseo, por ejemplo, muchas más rutinas 
estadísticas); Biblioteca IMSL de la International M a t h e matical 
and St«t. Istical Library, Inc., Texas; Biblioteca SL/MATH de la 
Empresa IBM, Biblioteca SSP/CNEA del Centro de Cálculo C i e n t í f i ­
co de la Comisión Nacional de Energía Atómica; y programas de 
diversas fuentes. A continuación presentamos una lista de dichos 
pro g r a m a s  en lenguaje Fortran y cómo pueden obtenerse. H?' sernos 
notar que existe una superposición de programas en los g r u p o s  
m e n c i onados y que muchas versiones son similares pero con a l g u ­
nas modificaciones. Es difícil determinar apriori cuál es mejor 
para un determinado problema.

DIFSUB, Algoritmo 40 7 del ACM que fue desarrollado pér G.W. 
Gear, es una subrutina que integra un sistema de ecuaciones di­
ferenciales de primer orden para un sólo paso de tiempo (en cada 
llamado a la misma). El paso de tiempo puede ser especificado 
por el usuario, pero es automáticamente m odificado si la lógica 
interna del programa así lo requiere. DIFSUB utiliza un método 
P r o d i c t o r - corrector de Adams o un método de paso múltiple 
(asimismo apropiado para sistemas rígidos). El programa está muy 
bien documentado en el libro de G.W. Gear, 1971. En la SSP/CNEA 
del Centro de Cálculo Científico de la CNEA, Visconti, 1984, ha 
implemantado una versión de DIFSUB en simple y doblé precisión 
que 1.leva los nombres DIFSUB y DDIFSU, respectivamente.

GEKK, Algoritmo 504 del ACM, resuelve un sistema de ecuaciones 
diferenciales ordinarias por el método de R u n g e - K u t t a - F e h l b e r g . 
Tiene la ventaja de ofrecer una estimación realista del error 
global a un costo marginal de entre el 20 y el 50 por ciento.

STINT, Algoritmo 534 del ACM, diseñado para sistemas d i f e r e n c i a ­
les rígidos, utiliza un método de orden variable, paso variable 
y método de paso múltiple. Los programas mencionados pueden ser 
solicitados a la IMSL, Inc.

D E P A C K ,  Differential Equation Package, es un conjunto de p r o g r a ­
mas Fortran para la -integración de sistemas de ecuaciones d i f e ­
renciales ordinarias que se puede obtener del National Energy 
Software Center, Argonne National L a b o r a t o r y , Argonne, Illinois
6  04 39.
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D E / B T E P , era un p r o g r a m a 'Fortran (en don v n r n l o n o s ) para la aolu- 
c ión de Bistomau de ecuaciones diferenciales ordinarias que u t i ­
liza un método de Adama con paso variable y orden variable, fue 
realizado por L . F . Shampine y M.K. Gordon y se puede obtener del 
N a t ional Energy Software Center, Argonne National Laboratory, 
Argonne, Illinois 60439.

E P I S O D E , es un programa Fortran (en dos versiones: para ecu a ­
ciones diferenciales no rígidas y para ecuaciones rígidas). U t i ­
liza el método de Ádams con paso variable y orden variable. Está 
documentado en Byrne y Hindmarsh, 1975. El programa se puede ob­
tener del National Energy Software Center.

RKF45, es un programa Fortran que utiliza el método de Runge- 
K u t t a - F e h l b e r g  de orden cuatro y cinco, fue d e s a r rollado por 
Shampine y Watts y esta documentado en Forsythe, Malc o l m  y 
MOLER, 1977.

DVERK, ¡.resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales o r d i n a ­
rias p'&r el método . de Runge-Kut.ta de orden cinco y seis, (en 
Fortran), se puede obtener de la IMSL, Inc.

DGEAH, es un programa que utiliza un método de Adams de orden 
variable y paso variable, escrito en Fortran y para ecuaciones 
d i f e renciales rígidas. Se puede obtener de la IMSL, Inc.

DREBS, es un programa Fortran que utiliza un método de e x t r a p o ­
lación desarrollado por Bulrish-Stoer y se puede obtener de la 
IMSL, Inc.

D t p t b /DVCPR, son dos programas Fortran para un sistema de e c u a ­
ciones diferenciales de contorno. Utilizan un método de tiro en 
el cual el problema de valores iniciales usa el programa DVERK y 
un método de diferencias finitas con paso variable y c o r r e c c i o ­
nes diferidas respectivamente. Se pueden obtener de la IMSL, 
Inc.

RKMERS, es un programa Fortran para un sistema de ecuaciones di­
ferenciales ordinarias de primer orden que utiliza Runge-Kutta- 
Merson de quinto orden y fue implementado por Visconti en la 
Biblioteca SS/PCNEA. r.a versión original del mismo es el a l g o ­
ritmo de Kutta-Merson 218 del A C M . t.

DC0 1AD, es un paquete de subrutinas para integrar un sistema de 
valores iniciales de primer orden utilizando un predictor- 
corrector desarrollado por Gear. Posee ajuste automático 
del paso y orden del método. Es apropiado incluso para problemas 
rígidos. El programa DC02AD es una interfase que facilita el uso 
del programa DC01AD. Esta versión en Fortran pertenece a la B i ­
blioteca H.S.L. de Harwell.

DDO 1 A , resuelve una ecuación de contorno lineal mediante un m é ­
todo de diferencias finitas. Está basada en un trabajo de Fox, 
194.7. La rutina DD02A resuelve un problema de contorno no u n e a l  
por un método iterativo linealizando en cada iteración y l l a m a n ­
do a la rutina DDO 1A . Ambos programa s Fortran pertenecen a la 
Hlbliotucd H.S.L. do Harwnll.
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HDD JAD/1)1)0 4 Al) , resuelven t; I ¡> lema s de contorno util i z a m l o  o J p r i ­
mero un método de tiro múltiple y llunge-Kutta de cuarto orden 
(Osborne, 19 69; Keller, 1968); y el segundo, que es asimismo 
¿ipropi.'ido para problemas altamente no lineales, utiliza una t é c ­
nica desarrollada por Lentíni y Pereyra, 1977. Estos programas 
Fortran pertenecen a la Biblioteca H.S.L de Harwell.

D A 0 1 A , integra un sistema de valores iniciales por el método de 
K u n g e - K u t t a - M e r s o n  de cuarto orden. Cada llamado a la subrutina 
avanza un paso de la integración. La subrutina DA0 1A, resuelve 
el mismo problema pero controlando a u t o m á t icamente el paso y 
llamando a la DA0 1A. Estos programas Fortran p e r t e n e c e n  a la 
Biblioteca H.S.L de Harwell.

RK1/RK2, resuelven un problema de valores iniciales escalar por 
el. método do Runge-Kutta do cuarto orden. El programa Fortran 
port i¡rn’ cu .1 1 a Btbltohocrt KL/MATII <lo I I1M.

KKCfi/DKKGS, resuelve un «interna de valores iniciales por el m é ­
todo de Hunge-Kutta-C?i 11 con ajuste automático del paso m a ­
lla. El programa Fortran pertenece a la Biblioteca SL/MATH de
i i m .

H P C G / D H P C G , resuelven un sistema de valores iniciales por el m é ­
todo predict o r - c o r r e c t o r  de Hamming de cuarto orden. Tiene la 
ventaja sobre el programa anterior que sólo requiere evaluar dos 
veces la función del miembro de la derecha del sistema d i f e r e n ­
cial. Posee control automático del paso de malla. La versión 
Fortran de este programa pertenece a la Biblioteca SL/MATH de
I 13 M .

LHVP/D1.BVP, resuelven un sistema lineal de primer orden de e c u a ­
ciones diferenciales de contorno mediante el método de las e c u a ­
ciones adjuntas, que generan sucesivamente problemas- adjuntos de 
vii lo res iniciales. Estos últimos son resueltos por el método 
prt'dl ctor-correotor de Hamming. La versión Fortran de este 
programa pertenece a la Biblioteca SL/MATH de IBM.

. í*
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2.25 Apén d i_c_e

Presentamos un ejemplo del uso de aubrutinas c i e n t í f i ­
cas para resolver un problema de valores iniciales consistente 
en la modelización de la interacción de poblaciones de coyotes y 
conejos (el conocido problema predador-presa). El ejemplo fue 
tomado de la obra de Rice antes citada y para su resolución se 
utilizó la subrut.ina DDIFSU perteneciente al ACM (ver la sección 
¡robre software para ecuaciones diferenciales ordinarias). La im- 
j. lementación numérica fue realizada por la licenciada María C. 
Rey del Centro de Cálculo Científico de la Comisión Nacional de 
Energía Atómica. El problema predado r - p r e s a  consiste en la r eso­
lución del s i g u i e n t e ^ i s t e m a  de ecuaciones diferenciales o r d i n a ­
rias o problema de valores iniciales •l

R'(t) ■= P r * tR(t) - LUNCH (t ) * C(t) (A . 1 )
. ■* *

c ’(t) = -Pc * c(t) - STARVE(t) * C(t) (A.2)
$4'

L U N C H (t ) = EATRAB * min ( 1 , R(t)/a ) (A.3)

STARVE(t) - (A.4)

R ( t )
S ( t ) -------------------  (A.5)

EATRAB * C(t.)

donde: R(t) = densidad de conejos (por milla cuadrada) en f u n ­
ción del tiemp; C(t) = densidad de coyotes; Pr = velocidad de 
crecimiento natural de los conejos (suponiendo que no hay c oyo­
tes que comen conejos); Pc = velocidad de crecimiento natural 
de los coyotes (suponiendo que hay infinitos conejos para 
comer); EATRAB = número de conejos que un coyote desearía comer 
por año; LUNCH(t) = nGmero de conejos que un coyote realmente 
come por año; STARVE(t) = proporción de coyotes que se mueren 
por inanición por año ante la escasez de conejos; a * una vez 
que la densidad de conejos cae debajo de a los coyotes comienzan 
a comer me nos conejos por año; y $ = índice de inanición de los 
coyotes .

O  sEl rol de 0 está ilustrado por el hecho de que cuando 
S(t)=1'(hay suficientes conejos parfe que los coyotes se a l i m e n ­
ten en un año), STARVE(t) “ e- ^, por lo tanto la elección 
STARVE(t) = 2 por ciento nos da 8 = -ln(.02)^> 1.7 .

Los parámetros a y 8 nos permiten ajustar el modelo y 
experimentar con el mismo. >Jt,

o
A continuación se muestran distintas soluciones c o n s i s ­

tentes en un estado inicial t ransitorio seguido de un estado.es­
tacionario.
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En la figura A1 se ve como la superpoblación inicial de 
conejos casi causa la explosión de ambas poblaciones.

En 1. a figura A2 se ve como después de un pequeño cre­
cimiento de la población de coyotes las dos p oblaciones d e c r e ­
cieron a un estado estacionario.

En la figura A3 una superpoblación inicial de coyotes 
casi causa la desaparición de ambas poblaciones.

En la figura A 4 .a un cambio inicial rápido se produce 
antes de alcanzar un estado estacionario en 35 años.

Al modelo anterior lo hemos complicado agregando la si­
guiente dificultad numérica : -
M i g ración de conejos : el valor de R salta de golpe a M en el 
tiempo C. Esto lo hacemos agregando un término a la primera 
ecuación del sistema. La función DIFFUN es modificada a^|egando 
las sentencias s *

R E A L * ñ MJ.GRAT *
DATA C , RATE , D / 28.65 , 20. , 1.0 / ■ .
MIGRAT - RATE
IF ( DABS(T-C) + D A B S (T - C - D ) .GT. D ) MIGRAT - 0 . ’

En la figura A4.b se observa el efecto de una migración 
de 2 0  conejos por milla cuadrada en un año a partir del tiempo 
28.65 teniendo hasta ese momento poblaciones estacionarias.

En la figura A5 se presenta un listado del programa 
FORTRAN juntamente con las subrutinas y los parámetros numéricos
utiliza dos .
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Fig. A.1 La superpoblación inic.ial de ccPhejos casi causa la 
e x p losión de ambas poblaciones.
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ANOS

I'ig. A . 2 Luego de un pequeño crecimiento de la población de 
coyotes las dos poblaciones decrecen a un estado estacionario*
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F i g • A •3 La superpoblación inicial de coyotes casi causa la 
d esaparición de ambas poblaciones.
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A. LISTADO OKI. PROGRAMA FORTRAN

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
c
c
c
C*
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c

Uño DE LA RUTINA DDIFSU PAPA RESOLVER EL PROBLEMA PREDADOR-PRESA 
PARA LOS COYOTES Y LOS CONEJOS. LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DEL 
MODELO DE INTERACCION DE LAS 2 POBLACIONES SON :

R'(T) = PR * R(T) - LUNCH(T) * C(T)
C'(T) = PC * C(T) - STARVE(T) * C(T)

R = DENSIDAD DE CONEJOS = Y(1,1)
C = DENSIDAD DE COYOTES <* Y(1,2)
PR = VELOCIDAD DE CRECIMIENTO NATURAL DE LOS CONEJOS
PC = VELOCIDAD DE CRECIMIENTO NATURAL DE LOS COYOTES
RO,CO = DENSIDAD INICIAL DE CONEJOS Y COYC^ES 
EATRAB = CANTIDAD DE CONEJOS QUE UN COYOTE NORMALMENTE COME 

POR AÑO ( SUPONIENDO QUE HAY INFINITOS CONEJOS )*
ALPHA * DENSIDAD DE LOS CONEJOS A PARTIR DE LA CUAL -LOS COYOTES 

COMIENZAN A COMER MENOS CONEJOS POR AÑO 
BETA = FACTOR DE INANICION DE LOS COYOTES

LUNCH(T) = NBjféRO DE CONEJOS QUE UN^COYOTE REALMENTE COMEJEN 
EN UN AÑO &

STARVE(T) = PROPORCION DE COYOTES QUE SE MUEREN DE HAMBRE POR 
. ANO ANTE LA ESCASEZ DE CONEJOS

O LUNCH(T) = EATRAB * MIN ( 1 , R(T)/ALPHA )
STARVE(T) = EXP ( -BETA * S(T) )

O
S(T ) = R(T) / (EATRAB * C(T))

C
C

IMPMCTT RKAL* 8  (A-H,0-Z)
DIMENSION Y(0,2) , SAVE(24) , YMAX(2) 
REAL*4 PW(4)
COMMON / MODEL / PR,PC,EATRAB,BETA,ALPHA

PARAMETROS DEL PROBLEMA

ERROR(2) 
«

ALPHA
BETA
PR
PC
EATRAB
RO
CO

= 30.
3.4
. 2
.2
1 1 0. 
1 2. 
0.4 -
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C 1 N i i : I Al. I'/.ACION DI': I.O.S PARAMETRO?; DE I.A StlIUiUTINA DDIFSU
(■ 
c

A.'i (omi ti IHK1C ¡ ('
INICI Al. I’/.Al • I ON

N 2

T 0 .
Y( 1, 1) I<0

Y( 1 ,2) = CO
H = 0.25
HMIN = 0 . 0 0 0 1

HMAX = 0.5
EPS = 1.D-4
MF = 1

YMAX(1) = 1 .
YMAX(2) = 1 .
JSTART = 0

MAXDER = 1

c 
c
C IMPRESION IDENTIFICACION DEL PROBLEMA
C *
c

WRITE ( 7 , 10 ) PR,PC,BETA,ALPHA,EATRAB,RO,CO,EPS,YEARS,TSTEP 
10 FgRMAT(//,10X,'PROBLEMA DE LOS COYOTES Y LOS CONEJOS',/

^¿10X, 'PARAMETROS DELfMODET.O s ' //
15X,'PR ■= ',F8.4/1 5X, 'PC = ', F8 .4/1 5X,'BETA~ = ',F8.4/
15X,'ALPHA = ',F8.4/15X,'EATRAB = ',F8.4/15X,’RO = ',F8.4/ 

r 15X,'CO = ',F8.4/15X,'EPS = ',E7.1/15X,'YEAPS =',F4.0/
15X,'TSTEP = ',F6 .4)

R = RO/100 
WRITE(7,15) T,R,CO 

15 FÓRMAT(///2X,'T',16X,'R(T)',17X,’C(T)1//1X,F6.2,2X,F10.5,2X,F10.5)
C
C
C LOOP DE INTEGRACION
C
C

TANT = T 
100 IF (T.GE.100.) ST£)P

C
CALL DDIFSU ( N , T , Y , SAVE , H , HMIN , HMAX , EPS ,

* MF , YMAX , ERROR , KFLAG , JSTART , MAXDER , PW )
C

JSTART = 1  
R = Y(1,1)/100 '
IF (DABS(T-TANT).LT.0.5) GO TO 100 
WRITE(7, 2 0)" T,R,Y( 1 ,2)
TANT = T

20 FORMAT(1X,F6 .2,2X,F10.5,2X,F10.5)
GO TO 100 '
END
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C

C SUBRUTINAS DEL USUARIO REQUERIDAS POR DDIFSU
r

MJIIKOUTINE DIFFUN (T,Y,DY)
IMPLICIT REAL* 8  (A-H,0-Z)
DIMENSION Y(8 ,2) , DY(2)
REAL* 8  LUNCH
COMMON / MODEL / PR,PC,EATRAB,BETA,ALPHA 
K--<f*-Y ( 1 , 1 ) / (EATRAB* Y ( 1,2))
LUNCH = EATRAB * DMIN1(1.DO,Y (1,1)/ALPHA)
DY(1) = PR * Y(1,1) - LUNCH * Y(1,2)
DY(2) = PC * Y(1,2) - DEXP(-R*BETA) * Y(1,2)
RETURN
END

C
('

SIJ H UOUT1N E PE I )E HV ( T , Y , PW , N )
IMPLICIT REAL* 8  (A-H,0-7;)
REAL*H LUNCH , Y(8,2)
REALM PW(4)
COMMON / MODEL / PR,5?fe,EATRAB,BETA,ALPHA 
R •= Y( 1, 1JgH(EATRAB?Y( 1,2) ) m
LUNCH = $P&AB * DMIN1 ( 1 .DO , Y (1,1) /ALPHA)
PW ( 1 ) = PR * #
PW(2) = 0.
PW(3) = -LUNCH #
«W(4) = PC - DEXP(-R*BETA)Í *' ■*'
RETURN ■'*
END *

c •*
*  *  «** m

SUUROUTINE t^IFSU(N,T,Y,¿AVE,H,HMIN,HMAX,EPS,MF,YMAX,ERROR,
*KFLAG,JSTART,MAXDER,PW)

C ---INTEGRACION DE SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS-—
C — ---DE A UN P A S O . ----- -
C: „ -----ALGORITMO ACM 407 — -—  * :
C LA RUTINA EMPLEA UN MEUJOOO Di: MULTIPASOS (.PREDICTOR-GÓRRE^TO^) ,QUE 
C PUEDE SER-DE ADAMS O UNO ADECUADO PARA ECUACIONES STIFF,CÓN CONTROL 
C AUTOMATICO *OE LA LONGITUD DEL PASO Y ORDEN ELEGIDO AUTOMATICAMENTE A 
C MEDIDA" QUE SE DESARROLLA LA INTEGRACION. *
C > "<.*** PARAMETROS ***
C N : NUMERO DE ECUACIONES EN EL SISTEMA.
C T : VARIABLE INDEPENDIELE. *
C Y : NÍATRIZ DE DIMENSION . 8 POR N CONTENIENDO LAS VARIABLES DEPENDIEN- 
C TES Y SUS DERIVADAS ESCALADAS. !*. y*

Y (J+1,1) CONTIENE LA DERIVADA J-ESIMA £E Y(1) ESCALADA POR
H**J/FACTORIAL( J)‘ . DONDE H ES LA 'LONGITUD DEL PASO^CORRIENT , 

C SOLO Y (1 ,1 ) DEBE SER DA*6 o EN LA PRIMERA ENTRAD/?* '
C SAVE : ALMACENAMIENTO AUXILIAR DE AL MENO&12*N UBICACIONES.
C H : LONGITUD DEL PASO DE-IINTEGR^Cxál), QĴ E SERA AJUSTADO (O NO)
C POR LA RUTINAj. PARA AHORRAR#¡TIEMPO DE COMPUTACION,EL USUARIO
C DEBE PROVEER H CLARAMENTE PEQUE"0 EN^LA PRIMERA LLAMADA.
C LUEGO SERA AUTOMATICAMENTE INCREMENTADO. *
C IIMJN : LONGITUD MINIMA DEL PASO DE INTEGRACION A SER USADA.
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C UMAX : LONGITUD MAXIMA CON LA QUE SE INCREMENTARA EL PASO DE INTEGRA
C EPS : PRECISION REQUERIDA.
C MF : INDICADOR DEL METODO A SER USADO.
C 0 : SE USA UN METODO PREDICTOR-CORRECTOR DE ADAMS.

«r C 1 : SE USA UN METODO ADECUADO PARA SISTEMAS STIFF QUE TAMBIEN
C TRABAJA CON SISTEMAS NO STIFF.
C EL USUARIO DEBE PROVEER LA SUBROTINE PEDERV(T ,Y ,PW,N) PARA
C EVALUAR LAS DERIVADAS PARCIALES DE LAS ECUACIONES DIFERENC.
C CON RESPECTO A LAS Y,ALMACENANDO LA DERIVADA PARÉÍAL DE LA
C I-ESIMA ECUACION CON RESPECTO A LA J-ESIMA VARIABLE EN
C PW(I+N*(J- 1)), CON PW DE SIMPLE PRECISION.
O YMAX : VECTOR DE DIMENSION N OUE CONTTENF1 El. MAXTMO DE CAPA Y.
C DKIIK NEN NONMAI.MENTE PUESTO EN 1 PANA CADA Y ANTES DE 1.A
(' PRIMERA ENTRADA.
C ENRON : VECTOR DE,DIMENSION N QUE CONTIENE AL RETORNO
C EL ERROR ESTIMADO POR PASO PARA CADA COMPONENTE.
C KFLAG : CODIGO DE RETORNO.
C 1 : LA EJECUCION FUE EXITOSA.
C -1 : EL PASO FUE TOMADO CON H=HMIN PERO NO SE ALCANZO LA
C PRECISION REQUERIDA.
C -2 : SE ENCONTRO QUE El. ORDEN MAXIMO ESPECIFICADO
C ERA DEMASIADO GRANDE. *
C ' -3 : NO PUDO ALCANZARSE LA CONVERGENCIA DÉlí CORRECTOR
C PARA H {1AYOR QUE HMIN .
C £  -4 : EL ERROR REQUERIDO ES MENOR QUE EL QUE
C PUEDE SER ALCANZADO POR ESTE PROBLEMA.
C *®START : INDICADOR DE ENTRADA.
C f -1 : REPETIR EL ULTIMO PASO CON UN NUEVO H.
C 0 : EJECUTAR EL PRIMER PASO.
C 1 : TOMAR UN «NUEVO PASO CONTINUANDO DESDE EL U ,TIMO.
C f  AL RETORNO, CONTIENE El. V&LOB^N# : ORDEN ALCANZADO POR EL
C ' METO^p U ORDEN DE LA
O MAXIMA DERIVADA.
C MAXDEN : ORDEN DEL METODO A SEN USADO.
C* DADO QUE EL ORDEN ES IGUAL A LA MAS ALTA DERIVADA USADA,
C ESTO REífl'RINGE El, ORDEN. DEBE SER MENOR QUE :
C 8 PARA METODOS DE ADAMS.
C '** ' 7 PARA METODOS PARA ECUACIONES STIFF.
C PW : MATRIZ DE DIMENSION N POR N (A SER USADA POR PEDERV)
C * (DEBE SER DEFINIDA EN SIMPLE PRECISION).
C . *. r. *
C EL USUARIO DEBE PROVEER LA SUBROUTiNE DIFFUN(T,Y,DY) PARA EVALUAR
C LAS DERIVADAS DE LAS VAJRIABLES DEPEtfDíf&TES Y CON RESPECTO A LA
C VARIABLE INDEPENDIENTE T ¿DEJANDOLAS EN EL VECTOR DY. Y SERA DE
C , DIMENSION 8 POR N Y LOS VALORES DE FUNCION ESTARAN EN Y(1,I) PARA

" C  1=1 A N. , “


