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RESUMES!

En zl pnzszntz trabajo ¿e expone la dzduzción dz las zc.ua 
zionzs algzbfiaizas mzdiantz las zualzs zl Vh.ogn.ama AUTEF1 a z  

suzlvz la ecuación de Hzi.mhoZ.tz bidimznsional zn sistzma dz 
simztnia plana an.bitn.an.ia, zmplzando ana {¡on.mulación zn zlz- 
mzntos finitos dzl tipo nodal vaniacional, y sz dzscnibzn sus 
zanaztzn.l.i>ti.zaii y las zspzzi f i z a d o  nzs pafia su uso.

Implzmzntado zn Iznguaj z FORTRAN 11/ pafia una zomputado- 
n.a dz apfioximadamzntz 100 Kbytzs dz mzmon.ia >lápida dispo niblz 
y zon zmplzo dz an.ckivos auxilian.zs dz datos zn disco, zl pn.o 
guarna AUTEFJ usa zlzmzntos tH.iangulan.z6 tfiinodalzs y polino­

mios dz pn.imzn. gnado pana la variación dz la incógnita dzntn.o 
dz zllos. Sz obtiznzn los principalzs autovalonzs dz la zzua- 
ción y las auto {¡unzionzs zon.n.zspondizntzs mzdiantz una combi­

nación dz loó métodos dz la potznzia invznsa y dzl cocizntz 
dz itzn.ación dz Raylzigh.

Sz pn.zszntan algunos zjzmplos H.ZS uzltos, y sz comparan 
lo¿> nzs altados con s olucionzs analiticas zxactas y con los ob_ 
tznidos pon. otn.os métodos aproximados.
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A. INTRODUCCION

Como es sabido, la ecuación de Helmholtz con apropiadas con­
diciones de contorno de Neumann y/o de Dirichlet, es el sistema 
diferencial gobernante de un basto conjunto de problemas de la 
mecánica del continuo. Mencionaremos sólo algunos de ellos de im 
portancia práctica:

a) Determinación de la frecuencia de corte en guías de onda 
(acústicas o electromagnéticas).

b) Análisis de vibraciones de membranas (importante en el dî  
seño de transductores).

c) Análisis de vibraciones de placas de bordes rectilíneos 
simplemente apoyadas (de aplicación en el diseño de pla­
quetas de circuitos impresos).

d) Obtención del laplaciano ("buckling") de un sistema en el 
que existe un campo de neutrones sin fuente externa, que 
verifica la ecuación de difusión neutrónica de un grupo 
(reactor nuclear, "pila exponencial", etc).

e) Determinación de períodos naturales de oscilación horizon 
tal de la masa de agua en puertos y lagos. (En numerosos 
puertos se producen serios inconvenientes en las operacio 
nes de carga y amarre de buques cuando ondas de período 
largo exitan dichas frecuencias naturales).

f) Vibraciones longitudinales en cohetes de combustible sól_i 
do ("axial shear vibrations"), etc.

Soluciones analíticas exactas de la ecuación de Helmholtz sai 
fácilmente obtenidas cuando los contornos del recinto son natu­
rales a los sistemas comunes de coordenadas. En cambio,si los bor 
des tienen configuraciones más complicadas, son en general em­
pleados exitosamente numerosos métodos analíticos aproximados, 
tales como: a) transformación conforme [l-5]; b) Rayleigh-Ritz 
[6-7]; c) Galerkin [8]; d) Método de los momentos [9],etc. Pero 
cuando el contorno es totalmente arbitrario, es imprescindible 
recurrir a métodos numéricos aproximados que requieren el empleo 
de computadoras digitales para su implementación, tales como el 
de diferencias finitas [lO,ll] y el de elementos finitos [12-14], 
siendo este último más ventajoso en algunos aspectos que el de
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diferencias finitas [1 2] (en este tipo de problemas).
Se expone aquí la deducción de las ecuaciones alge­

braicas mediante las cuales se resuelve la ecuación de 
Helmholtz bidimensional en sistemas de simetría plana ar­
bitraria, empleando una formulación en elementos finitos 
del tipo nodal variacional, y se describen las caracterís­
ticas del programa AUTEFl realizado al efecto y las especi­
ficaciones para su uso.

Implementado en lenguaje FORTRAN IV para una computa­
dora (*) de aproximadamente 100 Kbytes de memoria rápida, 
con empleo de archivos adicionales de datos en disco, el 
programa AUTEFl emplea elementos triangulares trinodales y 
polinomios de primer grado para la variación de la incóg­
nita dentro de cada uno de ellos. Se obtienen los princi­
pales autovalores de la ecuación y las autofunciones co­
rrespondientes reduciendo la matriz del problema discreti- 
zado a la forma tridiagonal,y empleando para esta última 
una combinación de los métodos de la potencia inversa y del 
cociente de iteración de Rayleigh.

El presente trabajo tiene como objetivo poner a dispo­
sición de los interesados en resolver problemas de los ti­
pos citados, una nueva herramienta de cálculo elabora­
da en el Centro de Cómputos del Centro Atómico Bariloche 
(CNEA). Además se presentan algunos ejemplos resueltos, 
y se comparan los resultados con soluciones analíticas 
exactas ycon los obtenidos por otros métodos aproximados.

(*) Computadora IBM 360/Mod.44 del Centro Atómico Bariloche, 
Comisión Nacional de Energía Atómica. *
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B. FORMULACION MATEMATICA
B.l. La ecuación de Helmholtz que se quiere resolver es

3 / 1 ,3  ¡ i  A , S -  o

en todo punto (x,y) de un recinto planoíl, con las siguientes 
condiciones de contorno sobre la frontera JT deí"l:

Tipo Dirichlet:^= 0 sobre I"1* (2)
Tipo Neumann: = 0 sobre P* (3 )

donde n es la dirección normal a la frontera, y P* y P  son 
porciones de la frontera P  tales que

r * u r ' = r
r * n r ’= 0  (conjunto vacío)

El coeficiente g^puede ser función de ambas varia-fcd.es in­
dependientes.

B.2. En el caso en que (1) sea la ecuación gobernante de un pro 
blema general de guía de onda, 6 ^ es la permitividad dieléctri­
ca del medio [1 2], y:

k 2= uf/JoSc (4)

donde:
üJ es la frecuencia circular propia del sistema,
Px, es la permeabilidad del vacío, y 
£a es la permitividad del vacío.

Para ondas E la ecuación debe satisfacer la condición (2) 
sobre todo la frontera P , mientras que para ondas H la condi­
ción satisfecha en todo P  debe ser la (3 ).
B.3. Para el caso de placas de bordes rectilíneos simplemente 
apoyadas, el problema de la determinación de los modos norma­
les de vibración (de pequeña amplitud) se reduce [2,15] a la 
resolución de la ecuación:

(5)



v %  + a M , = o (5)

con la condición 0 sobre todo el contorno. La (5) es un
caso particular de la (1) en que 6d = cte = 1, y donde:

Mx iMy - momentos flectores por unidad de longitud en las 
direcciones x,y. 

lú = frecuencia circular de vibración, 
p = densidad del material.
E = módulo de Young del material.
J = factor de Poisson del material, 
h = espesor de la placa.

B.4. Las suposiciones usuales que se hacen [16] en modelos de 
movimiento ondulatorio lineal, de períodos largos, de la masa 
de agua en un puerto o lago son que:a) la fricción puede ser 
despreciada;b) las aceleraciones convectivas son pequeñas, y c) 
que las velocidades son esencialmente independientes de la 
profundidad.
Bajo estas suposiciones, la ecuación diferencial gobernante pa­
ra dichas oscilaciones armónicas libres es la (1 ), donde

(5.a)

n 2= uS¿
E h 2

(5.b)

(7)

y h = 1/6^ es la profundidad, dependiente de x s y } 
0=:q(x,y) es Ia elevación de la superficie del agua con 

respecto al nivel medio;
g
T

es la aceleración de la gravedad; y 
es el período de oscilación.

(6)



La condición de nulidad de la componente normal de la ve­
locidad de la masa de agua en la superficie, sobre los bordes 
sólidos, nos da la condición de contorno para q :

sobre todo el borde (costas o muelles).

B.5. Haciendo uso de las ecuaciones de Euler del Cálculo Va- 
riacional puede demostrarse que la función u que hace mínimo 
al funcional:

satisface idénticamente la ecuación (1 ) con las condiciones de 
contorno (2) y (3). Puesto que la condición de Neumann (3) es­
ta incluida en el funcional, solo la condición de Dirichlet (2) 
debe ser tenida en cuenta en la determinación de la función 
que minimiza a (6).

C.- APROXIMACION NUMERICA POR ELEMENTOS FINITOS

Obtendremos un mínimo aproximado del funcional (6) subdivi 
diendo el recinto fl en un conjunto adecuado de "elementos finri 
tos" triangulares y suponiendo que la función aproximada

varía linealmente dentro de cada uno de ellos respecto de am 
bas coordenadas x, y. En dicho elementos e, dependerá enton­
ces linealmente de los valores A  que toma sobre los tres nodos 
i» j, m que lo definen, llamados "nodos" de la discretización:

(7)



0 h(* ,y )  = + Üj ( * y)g$j-h Hn(%ty) V(x,y)6 e (7)

donde las l̂r{*,)/) son a su vez funciones lineales de x e y, lla­
madas "funciones de desplazamiento".

Sea n el número total de nodos de la red así formada,y n-m 
el número de ellos que caen sobre la frontera con condiciones 
de contorno tipo Dirichlet. El problema continuo (1-3) se redu­
ce entonces a la determinación de un número finito m de incóg­
nitas ftr . Obtenidas éstas,queda conocida la función que 
aproxima a la solución exacta del problema (1-3), en todo el 
recinto

Como el funcional aproximado que resulta de reem­
plazar u por en (6) , dependerá de las M incógnitas , su 
mínimo deberá verificar el siguiente sistema de tn ecuaciones:

Reemplazando (7) en (8) y descomponiendo las integrales 
sobre fi en sumas de integrales sobre cada elemento finito e, 
definido genéricamente por sus nodos i,j,m, el sistema de ecua­
ciones (8) queda expresado en la forma:

(8)



donde las son las delta de Kronneker.
La contribución de cada elemento finito en el sistema 

(9)puede escribirse en notación matricial:

(10)

donde:
f

m m i

¿)A/j ¿Ni 2Uj 
3 *  9% Sy" dy

M m  I M i  ¿Wm

d% d*. *3y T y - 3*. ¡?y 3y

i í t
3* 3oc 3y ¿)y

/ M
( a x

9Mfn , tJm 3a/w 2Ñm , ¿tJm
^3^ 3y 2y ^y

k 1 HjNi

* - J l
W,Wy Hf W j

v m)
e HjN.

3* 3o< 3y 3y y 

( « )

dad y

dxdy

Obsérvese que la formulación hecha hasta aquí puede gene 
ralizarse para cualquier otro tipo de elementos con mayor núme­
ro de nodos.

Las funciones de desplazamientoNj, (x,y) propias del tipo 
de elemento que nos ocupa, son [17]:

(12.a)

(9)



donde:

Wj = ^ ( S + /3y x + í y )  

= 2 X  <3m* + ^  y )

°̂ L —  Y m  7̂T) y#‘

fl¿~ y¿ ~  y m

?í¿ — í^m ~

(1 2 .b) 

(1 2 .c)

(13.a) 

(13.b) 

(13.c)

y el resto de los coeficientes (13) resulta de permutar cí­
clicamente los índices i,j,m en las ecuaciones (13).

Reemplazando las*(12) y (13) en (10) y (11) resulta:
\

i

( 2 A f

f fijfo + Xjh fimpi + Xnti

/kfy+tyj + frfii+Ym t¡

fíjfirn+XiKn j

M e =  H ” +  M ?

J I Ú Z ) * *

(J4)

115)

m :
4A

f Oí * OC^J «i'*»’)
OijOÍ i « / <*•*». (16-1)

A L

\

°fy/9 i+ U¿fc

A//.JÚ .  
4 A

f

V

2 * 0 %  

OÍjV¿-4-OC¿̂

Orntii + Otiti,

Xify+oíjfc

«iK¡+«jte

2  oij

\
(16-2)

(16-3)

y
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aC = —
e 4 A

2 2 . -2Xíl'X/’+Xnr, 2 --=--- *-------í- V

M y = J -e 4 A
y A  K? „ 2 

Í2 +/=

( n‘2 „ \ 
Pi A

(16 - A)

/  ¿f tLfj r- ¡rm x

í *  f¡ Í-C (íG-5)

X f ¡  Cf j (

^ = 4e 4A
X i Y i + X j X i + x m% ,  v

------------ ■+• Ac /c/2

2 ftÍ£ Aí+ft»; A-C+A»»i

/3y í¿+/3¿ íy 2 /3j íy /Sĵ m '^f^m  

A»*í + A.Xn /6n.í* + /fljíín 
\

siendo x^, las coordenadas del centroide del elemento e,
X ¿ = x :-x0 ; Yi-yi-y, 

y análogamente para los otros dos nodos.
Si ahora se acoplan todos los sistemas lineales (9-10) 

correspondiente a cada uno de los elementos, resulta el si­
guiente problema algebraico:

/ /'
s ' 0 ' =  k*M ' ¿ (17)

que es la expresión matricial representativa del sistema
(8) .

Las matrices S 1 y M 1, ambas de orden mxn, resultan de su
mar ordenadamente por nodo cada uno de los elementos de las
matrices S y M , y 0' es el vector formado por los valores 

h en el interior del recinto y sobre la frontera.
Ahora bien, como n-m de éstos son nulos, correspondientes 
a las condiciones de contorno de Dirichlet, si enumeramos los 
nodos de manera que aquéllos sean los últimos elementos de 0 ', 
el sistema (17) deriva en un

(11)



problema algebraico de autovalores y autovectores genera­
lizado :

S 0 h= k2M ^  (18)

en que ambas matrices S y M son cuadradas de orden mxm, 
de tipo banda, simétricas y definidas positivas, y ua
vector formado por todos los valores incógnitas 
(i — 1 , • • ■ ,m) •

Al acoplar las matrices Se y M , oor consiguiente,no 
se deben incorporar a S y M los elementos matriciales de 
filas y columnas que corresponden a los nodos sobre la fron­
tera con condiciones de contorno de Dirichlet.

Por otra parte, como las condiciones de contorno de 
Neumann d^/Qn-0 sobre la porción de frontera V' están in­
cluidas en el funcional (4), no deben ser tomadas en cuen­
ta exolicitamente para formar el sistema (18).

D.-OBTENCION DE LOS PRINCIPALES AUTOVALORES Y AUTOFUNCIONES.

La ecuación matricial (18) no representa, obviamente, 
un problema típico de autovalores y autovectores. Estos en 
general se expresan en la forma:

= (19)

A fin de emplear algoritmos convencionales de resolu­
ción del problema (19), reduciremos a esta forma la ecuación
(18). Primeramente, obsérvese que una simple pre-multipli - 
cación de S por M  ̂no es satisfactoria pues conduce a una 
matriz no simétrica.

Seguiremos un procedimiento generalmente adoptado[l3,
16 , 18] :

(12)



Descomponemos primero M seqún la factorización de 
Cholesky:

m = l l t

donde L es una matriz triangular inferior tipo banda. 
Sustituyendo (20) en (18):

fh .a T 7 r.h

(20)

y premultiplicando (21) por L, se tiene:

Tjth ( 22)Llamando: Í - L ' &  (23)
la (2 2) queda:

(24)

Luego, comparando (24) con (19), resulta:

A = r ' S  (LTj ‘ ; X = kz (25)

y está dado por la (2 3).
Es fácil ver que la matriz A tiene la ventaja de ser 

simétrica, y también puede demostrarse que es definida po­
sitiva. Desafortunadamente, A no es por otra parte una ma­
triz del tipo banda, como lo son S y M, por lo cual no pue­
den aprovecharse las ventajas que éstas tienen para su al- 
cenamiento en la memoria rápida de la computadora (como ocu­
rre en los típicos problemas de equilibrio y evolución por 
elementos finitos).

La matriz A de (25) se obtiene resolviendo sucesivamen­
te los dos siguientes conjuntos de sistemas de ecuaciones 
lineales de matriz triangular inferior:

j L 8 = S rfí, (26)



donde B es una matriz auxiliar llena y no simétrica.
Para el cálculo de los autovalores y autovectores de 

la matriz A, por cualquier método que se emplee, es alta­
mente ventajoso reducir primero aquella a la forma tridia- 
gonal, mediante una sucesión de transformaciones de simila- 
ridad, que como es sabido y puede verse fácilmente, preser­
van los autovalores (aunque no los autovectores). En el pro­
grama que aquí se presentará se emplea un tipo de transfor­
maciones unitarias llamadas reflectores elementales , que 
hacen que la matriz Am_^ dada por

Am-i = Um-2 --U^AU^....

sea tridiagonal. En la sección E.1.7se da el algoritmo usado 
para obtener dichas transformaciones y de ellas los elemen­
tos de la matriz A„ .m -1 •

Es fácil ver que los autovectores (p de qUe co­
rresponden a los autovalores buscados

A n. , f = k Sy  (28)

están relacionados con los autovectores ^  de A mediante: 

y de aquí:
£  = Um„s (Jm.3....UiL h (29)

Como para los problemas que se pretende resolver sólo 
interesan uno o algunos pocos autovalores A= k? de A ó Am _̂ / 
es apropiado usar aquí una combinación de los conocidos mé­
todos de la "potencia inversa" y del "cociente de iteración 
de Rayleigh", que para matrices tridiagonales son muy reco­
mendables. Damos aquí una ligera descripción de éstos con 
su aplicación al caso de matriz tridiagona-1 .

(14)



Sean los autovectores de la matriz
V i -  y K  A s u s  correspondientes autovalores (no ne­
cesariamente en algún orden especial).

En general, de acuerdo con el problema físico que se 
trate, los X. son todos distintos, por lo cual el conjunto 

} f°rmará una base en el espacio vectorial m-di- 
mensional Rm.Sean %  y Xi los que se quiere calcular, y su­
pongamos que se conoce una buena aproximación Aa de , en. 
el sentido que

/A,a- A /Xa-Xil V  ¿¿i. (3 0 )

m Sea además = (f™) un vector cualquiera de
R , que por lo visto puede expresarse como:

<py - QcPf + G b(£¿ + ...+ Cm (£jn (31)

De acuerdo a su definición, es fácil ver que , £2 >—  
son también autovectores de la matriz (jAa- * con res­
pectivos autovalores:

(\a-X4) f (kj-A2) ■... }

Entonces, el vector cpa definido por

P̂a — (3 2 )

podrá expresarse como:

cPa=~-r- Qfi  ̂  + ...+  . Í-—  Oyjjip̂  (33)
Aa- Aa-Am

luego, por (30), salvo que sea excesivamente pequeño res­
pecto del resto de los Ol, <^será una buena aproximación de 
(como sólo interesa la dirección de los autovectores, los

(15)



factores de escala no interesan).Si se calcula ahora otro 
vector: •,

<¿3= -A-m-i) %  (34)

éste será entonces una mejor aproximación a que <p¿ , y
este proceso iterativo, llamado de "la potencia inversa",
puede ser repetido cuántas veces se quiera.

éSe ve de (33) que la velocidad de convergencia depen­
de de la proximidad de a A.a . Esta puede ser fuertemente 
acelerada ,si se combina el método de "la potencia inversa" 
con el método llamado del "cociente de iteración de Rayle- 
igh", que consiste en lo siguiente:

Supongamos que no tenemos una buena aproximación Xa de 
Aj pero se sabe que un cierto vector (fa es una buena apro­
ximación de . Entonces una elección razonable para es 
el "cociente de Rayleigh":

, %' %
K a = ^ — -----  (35)

% • %
que para matrices tridiagonales representa un número de ope­
raciones relativamente muy reducido.

Si el método de la potencia inversa es aplicado ahora 
con éste nuevo valor de Á,a resultará un nuevo vector (p$ , 
aproximación de ( .  El proceso puede ser ahora iterado cal­
culando un nuevo cociente de Rayleigh con y así sucesiva­
mente. Esta es la variante que hemos adoptado,comenzando con 
un vector (fa representativo de una autofunción aproximada 
de partida.Esta debe elegirse considerando el problema fí­
sico particular a resolver, aplicando luego la (29).

Para el cálculo de los sucesivos vectores según (34), 
por supuesto que no se calcula la matriz (A al - •
Lo que se hace es resolver el sistema lineal:

~ P̂a = (36)

que como su matriz es también tridiagonal, puede realizarse

(16)



de manera simple y directa mediante la clásica factoriza- 
ción para matrices simétricas:

= L i D  L i (37)

donde y D son matrices triangular superior y diagonal res­
pectivamente .

Llamemos:

^df ^m~l —

/ \ / \
a 0 st *{ 0

*1 S2 *2— ¡f£ S3
**, T̂Jl-í

0\ / 0 /
/
di
Ci d2

\
( sa)

o

¿?2 d3

\
0

;

0

do
do

0
Jm

Sustituyendo ahora las (38) en la (37) encontramos la 
siguiente recurrencia para el cálculo de los elementos c. yX
di:

c¿ =
( 39)

d ¿ =  ( i =  2 , 3 r . . . , m )

Conocidos éstos,se resuelve primero el sistema lineal 
intermedio

A  (£ínt =  Ja (40)

(17)



y luego el sistema

&  Li %  = (¡Pint (41)

de una manera obviamente directa, obteniéndose el vector

El proceso iterativo descripto se continúa hasta que 
dos cocientes de Rayleigh (35) consecutivos difieren en 
menos de una cierta cantidad £ prefijada. Finalmente, por
(29), se obtiene el autovector buscado £^del problema (18) 
en término del último (p¿ así hallado, resolviendo el siste­
ma lineal:

L T¿ h- V i Uí ....Um.,¡ ú
~  (42)

E.- DESCRIPCION DEL PROGRAMA AUTEFl.
El método de cálculo expuesto en este trabajo se ha 

implementado en lenguaje FORTRAN IV, constituyendo el Pro­
grama AUTEFl.Tiene una estructura similar a la del resto de 
programas en elementos finitos desarrollados en el Centro 
de Cómputos del Centro Atómico Bariloche (C.N.E.A.), como 
por ejemplo el CUARM [l9],el CTR [20]y los que pertenecen 
al sistema ELASTEF [_2í]'

Está compuesto por un conjunto de subrutinas que realizan 
los sucesivos pasos necesarios para el cálculo propuesto; 
y de un programa principal breve cuya única finalidad es 
llamar ordenadamente a dichas subrutinas.

En la figura 1 se muestra un diagrama de flujo es­
quemático del programa completo.

E .1.- SUBRUTINAS.
Las subrutinas, algunas de las cuales pertenecen tam­

bién a otros de los programas mencionados, son descriptas 
suscintamente a continuación. Sus designaciones guardan 
relación con el resto de dichos programas.

(18)



Dimensión amiento-]

FZguAa 1. - Via.gh.ama. de. fatujo deZ ptiogsiama AUTEFl.
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E.1.1.-Subrutina DAT0S7
Realiza la lectura e impresión de los datos físicos y 

geométricos del problema a resolver, de acuerdo con las es­
pecificaciones de la entrada de datos que se darán más ade­
lante, en E.2.

E.1.2.-Subrutina SMELE1
Calcula las matrices Sg y correspondientes a cada e- 

lemento, de acuerdo a las expresiones (14-16)•

E.1.3.-Subrutina SMC0M1
Conforma las matrices S y M de la ecuación (18) , acoplan

do las matrices S y M correspondientes a cada elemento, see e —
gún lo expresado en C. Llama sucesivamente a la subrutina 
SMELE1.

E.1.4.-Subrutina CH0LY1
Esta subrutina calcula, a partir de la matriz banda M=

= ' Ia matriz L= [ty] de la factorización de Cholesky:
M=L.LT , almacenándose como matriz banda en las mismas loca­
ciones reservadas a M, de acuerdo con el siguiente algoritmo:

Para k=l,2,....,m:
1) Para i=l, 2 k-1:

(20)



Los productos internos de vectores son calculados por las 
subrutinas PROESC, SUMAT y BLOCK DATA.

E.1.5.-Subrutiftas PROESC, SUMAT Y BLOCK DATA.
Estas subrutinas se usan para calcular el producto es­

calar o interno de dos vectores en precisión simple.Los su­
cesivos productos parciales se acumulan en doble precisión 
en 45 acumuladores, y recién el resultado final se devuel­
ve al programa principal en precisión simple.

La subrutina BLOCK DATA tiene como única función la de i- 
nicialar los acumuladores en tiempo de compilación.

E.1.6 .-Subrutina RES0L2
Resuelve los dos conjuntos de sistemas lineales de ecua­

ciones algebraicas (26), de solución trivial. Al resolver 
el primero de ellos, va almacenando en un archivo de un dis_ 
co auxiliar, las sucesivas columnas de la matriz B. Luego 
almacena en su segundo archivo las columnas de BT , y en los 
lugares de éstas las sucesivas columnas (o filas) de A a me 
dida que se va resolviendo el segundo conjunto de las (26).

E.1.7.-Subrutina TRIDI1
Esta subrutina reduce la matriz A= , cuyas filas ya

están almacenadas en disco, a la forma tridiagonal mediante 
la transformación de similaridad

A i =u o u o---U, A U.--- U . U .m-1 m-2 m-3 1 1 m-3 m-2 (27)

donde A es tridiagonal y los U, son, como se dijo en D.,m*-1 - v
un tipo especial de matrices unitarias y simétricas (U^.Uk=IJ 
llamadas reflectores elementales. Estos se expresan general^ 
mente en la forma:

/

V0  «i

\

(43)
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donde 1^ es la matriz unidad de orden k;

V  (Im-k ' ’k ' S t  “kT) ; <44>

*m-k es la matriz unidad de orden m-k; y u, un vector que
J\

lo expresamos por

"k= (Vk+l,k, Vk+2 ,k,....,Vnk)T
El siguiente algoritmo calcula los coeficientes 6  ̂ (i=l/

...,m) y yí (i=l,....,m-l) por los cuales se expresa 
según (38) , los números ir̂, y los elementos v'^ de l°s vec­
tores û .* Cada uno de estos últimos queda almacenado en di£ 
co en un archivo distinto al de las filas de A, a fin de d o  

der ser luego utilizados para aplicar las expresiones (29)y 
(42) en la subrutina REDAF. La mitad inferior de la matriz 
A es destruida y la mitad superior queda inalterada.

Algoritmo:
1) Para k=l,2,...., n-2:

1.1) Lectura de la fila k de la matriz A grabada en disco 
(en archivo "A").

1.2) 6 = ak kk
1.3) Obtención de los números que definen al reflector e- 

lemental û ., y de la componente
1.3.1) Para i=k+l,....,m:

1.3.1.1) Lectura de disco de la fila i, archî  
vo "A",

1. 3 .1. 2) Análisis de para determinar:

1.3.2) Si n=0
1.3.2 .1 ) ir. = 0k
1 .3.2.2) Yk = 0

1.3.2.3) Va a 1.4.6.
1.3.3) Para i=k+l,...,m: vi]c=ai]c// ’1

(22)



1.3.4) a = signo (v. , ) . Y\ 2
k + l , k "  k+l,k---  nk 

i'3'51 vk+l,k~vk+ l,k+t’ 
1 -3'6' *k“ ° vk+ l,k
1.3.7) y^= -an

1.4)Aplicación del reflector elemental a la matriz A:
1.4.1) a = 0
1.4.2) Para i=k+l,...,m:

1.4.2.1) Lectura de disco de la fila i, archivo"A". 
i

1.4.2. 2) S1= Y o . . v 
1=k+l J J

1.4.2.3) Lectura de disco de la columna i, archi­
vo "B" . 

m
1. 4 . 2 . 4) S0= y a . . v ..

2 j-i+i ^
1.4.2.5) -*-p^2.+ ̂2
1. 4 . 2 . 6 ) a-«-a + p . v .,_i i ik1.4.3) a-«-a .

1.4.4) Para i=k +l,...,m:
-1Y . +■ t . = ir, i l }

1.4.5) Para i=k+l,...,m:
1.4.5.1) Lectura de disco de la fila i, archivo 

"A".
1.4.5.2) Para j=k+l,...,i

a., -e— a., -v., ir. - v ..t .
13 id ik j jk i

1.4.5.3) Grabado de la fila i en disco, archivo 
"A” .

1.4.6) Para ■j=k+l,....m
1.4.6.1) Lectura de disco de la columna j, arch.i 

vo "B".
1.4.6.2) Para i=j , ... ,m

a . . a . . - v r r . - v . . T .iD ik i jk i
1.4.6.3) Grabado de la columna j en disco, archi 

vo "B".
1.4.7) Grabado de los números v. ,, v , en disco,-L f  • • • f  nK

en la columna k de la matriz A (archivo "B").

(23)



2) Lectura de disco de la fila m-1.
3> óm i = a im- 1  m-1 ,m- 1

4) Lectura de disco de la fila m.
5) 6 = am mm
6) Y , = am- 1  m ,m- 1
7) END.

E .1.8.- Subrutina REDAF(I)
Llamándola con el parámetro 1=1, calcula un autovector <g 

de la matriz en término del correspondiente autovector
0 de A, según la (29). Con 1=2, realiza la transformación 
inversa (42).

E.I.9.- Subrutina AUTVF2
Calcula un autovalor A. y su correspondiente autovector

de la matriz tridiagonal A ,, a partir de los valores noda-m-l
les de una aproximación 0g de una autofunción del problema 
físico a resolver. Emplea una combinación de los métodos de 
la potencia inversa y del cociente de iteración de Rayleigh, 
de acuerdo con las ecuaciones (31) a (41).

E.1.10.- Subrutina IMPRI7
Imprime los resultados del problema: j2Í y su autovalor 

correspondiente X_ = .

E.1.11.-SubrutinasGRAF y NIVTAB y función FAREA.
Llamando a NIVTAB y FAREA, la subrutina GRAF hace imprimir 

un gráfico de curvas de nivel de la autofunción 0  resultan­
te, por la impresora de la máquina.

E.2.- Especificaciones para la entrada de datos.
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TARJETA DESIGNACION FORMATO COLUMNAS DESCRIPCION
1 NPRINT,

IR
IG

315 1 a 15 
6 a 10 

11 a 15

=1: Inprime los datos;
=0: no inprime.
=1: Inprime resultados;
=0: no inprime.
=1: Grafica; =0:no grafica.

2 TIT 20A4 1 a 80 Comentarios o título del 
problema.

3 NPI
MPE
NELEM

315 1 a 5 
6 a 10 
11 a 15

Número de nodos incógnita. 
Número de nodos frontera. 
Número de elementos.

4 ((XY (I, J) , 
J=l,2),1= 
1,NPI+MPE)

8E10.4 1 a 80 Coordenadas de todos los no 
dos (interiores mas exterio 
res) J=l:x; J=2:y

5 ((IJM(I,J) , 
J=l,3),1=
1, NELEM)

1515 1 a 75 Los tres elementos de cada 
fila son los tres nodos que 
definen cada elemento J, en 
cualquier orden.

6 (EPSD(I), 
1=1, NELETl)

8E10.4 1 a 80 Coeficientes ê , constantes 
dentro de cada elemento I.

7 DELTA E10.4 1 a 10 Parámetro de precisión. El 
cáculo iterativo finaliza 
cuando la diferencia entre 
dos valores consecutivos 
del autovalor, es menor o 
igual que DELTA.

8 NAUT 15 1 a 5 Número de autovalores a 
calcular.

Repetir 9 y 10 para cada uno de los NAUT autovalores:
9 (PHI(I) , 

1=1,NPI)
8E10.4 1 a 80 Valores nodales de la auto 

función aproximada de par­
tida.

10 NC
FOC

15,
E10.4

1 a 5 
6 a 15

Número de franjas del grá­
fico. Foco de las franjas 
(para bordes de las fran­
jas equidistantes, debe 
ponerse F0c=0.25).

(25)



E.3.- Limitaciones del Programa
Para una máquina de unos 100 Kbytes de memoria rápida, em­

pleando además dos archivos adicionales en disco, pueden reso.1 

verse problemas de hasta unos 320 nodos incógnita (interiores) 
y unos 600 elementos triangulares.

F.- ALGUNOS PROBLEMAS RESUELTOS
Se muestran a continuación los resultados y comparaciones 

con otros métodos de los principales problemas resueltos con el 
programa AUTEFl:

F.I.- Guía de onda simple rectangular
Dada su simplicidad e ínfimo número de elementos, y por co­

nocerse su solución exacta, para la puesta en operación del 
programa, se eligió él problema cuyo recinto de cálculo y con 
diciones de contorno se muestran en la figura 2. Se trata de la 
sección transversal de una guía de onda simple rectangular, con 
E^=l, de la que se calcularon los autovalores y autofunciones de 
varios modos H (d̂ /dri=0 sobre todo el recinto) , elegidos de mane 
ra que sus autofunciones sean independientes de la dirección y, 
y que una línea nodal coincida con ese eje.

La solución exacta del problema es:

0 =  sen BJL %  ; k = Ẑ L (n = ) (45)

Dada la simetría de éste, bastó con tomar la red de elementos
Uy

oln
r  \

__i_ ___ &

7 7 Z / 7 ¿ / J 77_ X

^  \
\
\

0  = 0

L*------------------------------- ¿ --------------------------- -1

Ftgufia. 1.- GuXa de. onda ó-ímpZe. tie.ctangu.lati. Re.c¿nto de. 
cdtcuto y tizd de. eZeme.nto¿ (¡inttoó. -
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Este
Trabajo

Exacto Diferen­
cias 
finitas 
(tef. (22))

Elementos 
finitos 
(Ref.(12))

9 .8 56

90 .44

25 8 .9

5 2 9 .6

tt2 = 9 .8 696  

(3t t) 2=88 .8 3  

(5 tt) 2=2 4 6 .7  

(7 tt) 2=483 .6

9 .7 9 9 . 9

Tabla I.- Auto valon.zi> (Ak) de la gala d<¿
onda d<¿ la {¡¿guxa 2, cotin.<¿6pond¿e.nt£6 a

modo4 H con auto funcione-i independiente* di V.

finitos mostrada en la misma figura 2. En la Tabla I se muestran 
los principales autovalores obtenidos, junto con los correspon­
dientes en la solución exacta, y al autovalor fundamental (n=l) 
obtenido por diferencias finitas [2 2], y también mediante 
elementos finitos [1 2] , por otros autores.
El valor de aquél aquí calculado, difiere del exacto en menos del 
0.15%, pero a medida que n aumenta los resultados son menos sa­
tisfactorios, dado que el número de nodos de la red se hace ca­
da vez más insuficiente.

F.2.- Modos normales de vibración transversal de un cierto tipo 
de membranas. -

El movimiento transversal de una membrana delgada y perfec­
tamente flexible está gobernado por la ecuación de onda bidimen 
sional:

y,t) t46)

la cual para modos normales se reduce a la resolución de la ecua 
ción de Helmholtz:

(27)



rU (x ,y )  + (jgfU(x,y) = 0 (47)

donde U) es la frecuencia natural de vibración y C es la veloci­
dad de la luz.

Se calcularon los dos primeros modos normales de vibración 
de un tipo especial de membranas previamente estudiadas por CA 
SARELLA Y LAURA [2 3] y posteriormente por LAURA y ROHANELLI 
[24]. Se trata de membranas aproximadamente circulares con per 
turbaciones periódicas en el contorno tales que éste pueda ser 
transformado en círculo de radio unitario en el plano median 
te una función holomórfica:

donde í| =re , a es el radio del círculo circunscripto, n es el 
número de ejes de simetría y m un número real tal que m $ l/(n+l). 
En la figura 3 se muestran las conformaciones correspondientes 
a m=l/6 ; n=4, y a m=l/16; n=12 (De ref. [24]).

En la figura 4 se muestra la red de elementos finitos emplea 
da, de 15 3 nodos y 256 elementos, para el caso m=l/6 ; n=4. Los 
autovalores adimensionalizados obtenidos para tres casos distin­
tos correspondientes al modo fundamental 0 1 y al siguiente 0 2 , 
se muestran en la TABLA II, donde A> m = Uoma/C, y se com
paran con los obtenidos en las dos referencias últimamente mencio 
nadas.

i -f7rv

( a ) (b)

FlguAa 3.- V 06 caóoó de me.mbn.ana6 delgada¿ estudiada* en 
F.2. (Ve Reí. [24]).
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Figura 4.- Red de elementos finitos tipo para las mimbra 
ñas de la ¿ig. 3.

m n Autovalores Este
traba-jo Ref. [23] Ref. [24]

1 /6 4 Q0 1 2 .691 2.786 2.792

^02 6.092 6 . 30 6 . 36
1/9 7 noi 2.593 2 . 6 6 8 2.667

^02 6.004 6 . 1 0 6 . 1 1

1/16 12 aoi 2.536 2.555 2 .5554
^02 5. 846 5. 86 5. 87

Tabla 1.- Resultados numéricos obtenidos para el problema
F.2.-

F.3.- Modos normales de vibración de membranas octogonales re­
gulares .

Se resolvió este otro problema de msuibranas para comparar los 
resultados obtenidos por nuestro programa con los calculados por
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varios otros autores por diferentes métodos, publicados con anterio 
ridad [14,25,26].

El problema está gobernado por la misma ecuación de Helmholtz 
(46) anterior. Aprovechando las propiedades de simetría se empleó 
la red de elementos finitos mostrada en la figura 5, de 153 nodos 
y 256 elementos. Los autovalores y í2q2 obtenidos se muestran
en la TABLA III, comparados con los de otros autores.

dtf/dn=0 - í

figu.ua 5.- Red de elemento* finito* empleada patia la membrana 
octogonal.-

METODO no i ^02
Transformación conforme y método 
de Galerkin [ 2 5 ] .

Transformación conforme y coloca 
ción a lo largo de los arcos |25 1 .
Cota superior [ 2 6 ] .
Elementos finitos [ 1 4 ] .
Elementos finitos (este trabajo)

2 . 5 4 7

2 . 5 4 9
2 . 5 4 7  
2 . 5 5 4  
2 . 4 9 2

5 . 8 5 0

5 . 9 8 6  
5 .  844

TABLA III
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F »4.- Vibraciones transversales de placas triangulares equiláteras.

Para una placa de bordes rectilíneos simplemente apoyados dij_i 
mos en B.3. que el problema de la determinación de los modos norma 
les de vibración transversal (de pequeña amplitud), se reduce a la 
resolución de la ecuación de Helmholtz (5) con condiciones de Di- 
richlet sobre todo el contorno.

Se calcularon los dos primeros modos de vibración de una placa 
triangular equilátera de dichas características, problema resuelto 
previamente por WILLIAMS, YEOW y BRINSON [2 7] y posteriormente por 
LAURA y LUISONI [2 8]. Los autovalores de la ecuación (5) están re­
lacionados con las propiedades del material de la placa mediante 
(5.b.).

----  Solución exacta [27]

---- Sensor foiónico [2 7 ]

o Holografiá [27].

.....  M. Galerkín. [28]

+  Este trabajo.

Ftgun.a 6.- Placa Zn.lanQu.lan. y re­

cinto de cálcalo empleado.

i-- 1-- 1-- 1-- 1-- 1-- 1-- 1--r
O.f 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.6 0.9 1.0

Flqun.a 7.- Compan.ac¿ón del modo 
fundamental medido y calculado 
pon. otn.o6 auton.e.6 y en e¿te tn.a 
bajo, en la 4 ecc-Lón y = Q.

Dada la simetría del problema, basta con considerar solamente el 
recinto de cálculo mostrado en la figura 6 . La red de elementos finî  
tos empleada es similar a la de la figura 4.En la figura 7 y en la
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TABLA IV se muestran los resultados obtenidos, comparados con los de 
otros autores.

F.5.- Guía de onda de sección doblemente conexa.
En referencias [4],[29] y [3l], LAURA y colaboradores han obtenido

Método 2 2 
KoiH

2 2 
K0 2

Transformación conforme v 
método de Galerkin [2 8] .
Cota superior [2 8] .
Este trabajo.

39 . 72
40 .61 
39 .52 160.38

TABLA IV

Figura 8.- Sección transversal 
de la guia de onda analizada en

F.5.

Figura 9.- Red de elementos fini­

tos para el recinto de cálculo in 
dicado en la figura 8.-

por diversos métodos (transformación conforme con aproximación varia 
cional y técnicas empíricas), valores aproximados de las frecuencias
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de corte y de guías de ondas acústicas "blandas" de sección
cuadrada con contorno circular interno (figura 8). El problema, dado 
por la ecuación (1) con £d=l Y <f>=0 sobre todo el contorno, es mate­
máticamente equivalente a la determinación de modos TM en guías de 
onda electromagnéticas.

Se calcularon con el programa AUTEFl las frecuencias de corte men 
cionadas y sus respectivas autofunciones, para varios valores de R/ap 
(ver figura 8). En la TABLA V se muestran los resultados obtenidos 
para las primeras, y en la figura 10 se los compara con los calcula­
dos en las referencias anteriormente citadas. Finalmente, la figura
1 1  reproduce una salida gráfica del programa para las curvas de nivel 
de las autofunciones del modo Kg.̂  correspondientes a R/^p- 0.3. Los 
bordes de cada franja representan curvas de nivel equiespaciadas.

R/ap K0 1 ,ap K02 * ap
0 . 1 0 8 3.038 6.066
0 . 2 3.418 6.441
0.3 3.882 6 . 721
0.4 4.439 6.988
0.5 5.104 7.440
0 . 6 5.902 8.375
0.7 6.858 10.179
0 . 8 8.082 12.923
0.9 9.7 60 16 .3 95

TABLA V

G. CONCLUSIONES.
El algoritmo computacional aquí expuesto, a través de su implemen 

tación en FORTRAN IV, constituye una eficaz herramienta para resolver 
problemas físicos de diversa índole gobernados por la ecuación de 
Helmholtz bidimensional, en dominios de geometría y heterogeneidad 
arbitrarias. A través de los ejemplos resueltos más representativos, 
se ha mostrado el grado de exactitud de los resultados que con él se
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alcanzan, y la versatilidad que posee.
Para un problema con unos 32 0 nodos y 6 00 elementos triangulares, 

el programa no requiere más de unos 100 Kbytes de memoria rápida dis 
ponible, además de un disco convencional de 1 Mbyte para almacena­
miento auxiliar. En esta situación el tiempo típico de corrida es 
apreciable, pero puede reducirse radicalmente si se implementa el 
programa en un computador de mayor memoria rápida, tal que no se re­
quiera almacenamiento auxiliar.
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K  3p 

0̂2'

10.

5.

Í r ap y ^.aP.fle£ [4 ]  

koi.ap. Qef. [29]

L.a0. Ref. [3 i]

+  +  Kí-3p y K 2 ap- trabajo. /

— +

O.o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura JO.- Ffiec.ae.nc.lai, de eon.te y kQ  ̂ de modo-i TM

de la guZa de onda de la ¿¿guAa 8, obtenido-i en e-ite tn.a 
bajo y pon. otfio4 autopie*.
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