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NOTA SOBRE LA FORMULA

1 1.,

por A. GonNzALEz DOMINGUEZ y R. SCARFIELLO

Homenaje a Beppo Levi, matemético ilustre y querido amigo

Nos proponemos en esta nota aclarar el sentido y precisar
las condiciones de validez de la férmula

1

v.p.—d=—%  (4)

1
2

importante en teoria cuantica de los campos. Tiene sentido plan-
tearse tal cuestion, pues es sabido que el producto multiplicativo
de distribuciones no esta en general definido.

Ello nos ha conducido a estudiar un cierto tipo de ntcleos
singulares que se originan multiplicando un ntcleo singu-
lar usual por su transformada de Hilbert. En el § 1 demos-
tramos los respectivos teoremas. El § 2 lo dedicamos a 'ejemplos
(ntcleos de Dirichlet, Fejér, Poisson y Weierstrass multiplicados
por sus transformadas de Hilbert). En ¢l § 3 generalizamos los
teoremas del § 1 (derivadas de orden k de nucleos singulares,
multiplicadas por sus transformadas de Hilbert). En el § 4 con-
signamos la version simbélica de estos teoremas en términos de
la medida ® y sus derivadas. Queda con ello completamente pre-
cisado el sentido de la férmula (A) y de sus generalizaciones.
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1. Dos teoremas sobre integrales singulares

Sea gnp(z) (—® <x<w), un ntcleo singular que cumple
las condiciones siguientes.

N>

a) lim /gn(x)dle; (1,0)
b) [ 1) da <t (L1)

c) lim /lg,,(x)[da::O (1,2)
NP0 f

para cada intervalo I que no contiene el origen.

Ademés de estas condiciones usuales, admitiremos que ¢,(x)
tiene derivada acotada para cada n, y que se cumple la condicion

d) |2 hy,(2)| <N; (1,3)

donde hemos puesto

0

mm=mme-%=fﬁg%a (1,4)

—_—

Las letras v. p. significan «valor principal» y el simbolo *
denota la convolucion; entendiéndose desde ahora en adelante que
toda integral cuyo integrando tenga por denominador z—y es
el valor principal de la integral.

Consideremos la sucesion

En(2) = gn(2) n(%). (1,8)



— By
Vale entonces el

Lema 1. La sucesion Kp(x) verifica las relaciones

lim /xK (:c)d:c_% | (1,6)

nyree
—o0

@

lim /Kn(x)dxzo. (1,7)

ny x
—c0

Demostracion. Escribimos (admitiendo que las integrales
existen)

=) -

) gn(y)dy _ /m ygn(y)dy
[mxgn(w)dx‘/—x_y —;”gn(x)dm. 4:”_}, +
+ f gn(x) do / gn(y) dy. (1,8)
Pero

/ on(z) d [ 20) gy / yan() f mOLZ

pues la inversién del orden de integracién es licita en virlud
de la derivabilidad de gn(x). Permutando xe y en el segundo
miembro de (1,9) obtenemos

oo o

" de | 72Ny mx odo | 2y
/gn<>df 0y f gn<>df WY )

—0 —w
OO —0
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o sea, substituyendo (1,10) en el segundo miembro de (1,8)

@
@ o

f:vgn(x)dxfg—%;—;—f

—cD —0
—x

() ds [ gu(s)dy.  (11)

Tomando limites en esta igualdad para n-— o, la relacién
{1,6) queda demostrada. De igual manera se prueba la (1,7).

Teorema 1. Para toda funcion acotada en (—o, ), con-
tinua en el origen, vale la formula

oo

}LTL / z K () f() dx :—12— £(0). (1,12)

En efecto

>3] €

f @ Kn(w) [f(2) —1(0)]dz = f z Kn(2) [f(2) — F(0)] +

—c0 —c

+ [ 2@ (o)~ f(O)ds; (1.13)
|2 >e

la primera integral del segundo miembro puede hacerse arbitra-
riamente pequefia, eligiendo ¢ de modo que la oscilacion de f(z)
en el intervalo [—e¢, €] sea suficientemente pequefia, v por oira
parte, llamando C una cota de f(x) en [—o, o],

| (@)~ 10) o Kofo) de| 520 [ tanta) 12 o) o<

|oe[>e x| >e

<2CN [ lgn()|dx — 0, (1,14)
| >

con lo cual (1,12) queda demostrada.
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Teorema 2. Para toda funcién acotada en [—w, =], con
derivada continua en el origen, vale la férmula

ti [ f(0) Kn(z) dz= - /(0). (1,15)

Demostracion. Bastard probar (en virtud de una acotacién
andloga a (1,14)), la férmula

i [ f(a) Kofa) dz= - £/(0). (L,16)

-

Escribamos
f(x)=F(0) + 2 f'(0) +x a(x), (L,17)

donde la funcién a(z) es continua y nula en el origen.
Tenemos pues

a

fa f(2) Kn(x) dz=f(0) f K, (2) dz +7(0) f z K(2) dx +

—a

a

+~f x K, (z) a(x) dx. (1,18)

—a

Las relaciones (1,6) y (1,7) en conjuncién con una acota-
cién analoga a la utilizada en (1,14) y el teorema 1 (aplicado
al dltimo sumando de (1,18)), conducen a la demostracion del
Teorema 2.

2. Ejemplos.
1 1l—cosnx
- e 2,0
A, gn() - g (Fejer). (2,0)
o) = L 2212 (2,1)

x nax?



— 58 —

1,1 sennryl—cosnr
K, (2)=—(—— . 2,2
n(?) n ( r  na? ) na? (2:2)
1 . .
B.  gu@)=— 1+;‘2m2 (Poisson). (2,3)
2.
ho(@) = —— .
fl\x) 1+n2w2 (2’ 4)
1 n3z =
Kn(a:) = P W . (2, b)
C.  gu(z)= Vl_ ne™'s* (Weierstrass). (2,6)
T
hn(z) =—2nena* [ ev du. (2,7)
0
) 1 nr i
K (x)=——=2n2 e‘2ﬂ2x”f ev du. (2,8)
V= /
D.  ga(@)=2 5™ (Dirichlet). (2,9)
nox
hy() = L2005 (2,10)
z
1 sennx, 1 cosnw
K,(z)=— (= ) (2,11)
L AN x

Noétese que los cuatro nicleos (2,0), (2,3), (2,6) y (2,9)
satisfacen a la condicién (1,3), que resulta, pues, menos res-
trictiva de lo que a primera vista parece; observemos también
que las relaciones (1,6), (1,7) son validas para estos cuatro
ejemplos (que son los mas importantes), sin necesidad de an-
teponer en ellas las letras «lim». El Lema 1 y ‘el Teorema 1
son validas para los nicleos (2,2), (2,5) y (2,8), pues cumplen
todas las condiciones impuestas. No asi el niicleo (2,11) para el
cual esos teoremas no se cumplen sin imponer restricciones adi-
cionales a la funcién a la cual se aplican. Una versién posible
del Teorema 1 para este nicleo es la siguiente.
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Teorema 3. Para toda funcién integrable en (—00 ®),

continua y de variacién acotada en un entorno del origen, vale
la férmula

hm ——/ flz )ie—r—lﬁ(l—cosn:c) x:%f{O) (2,12)

Demostracién. Basta mostrar que tiende a cero la inlegral

sen nx

“f (/@) —1(0)—— (L —cosnz)dz,  (2,13)

pues la integral f ( )dz puede hacerse arbitrariamente pe-

[2|>a

quefia eligiendo |a| suficientemente grande. Escribamos

In:%[fq_ [+f] (2,14)

La integral extendida al intervalo [—e,e] se acota utilizan-
do el segundo teorema de la media y se demuestra, como ‘en
el caso del nucleo singular de Dirichlet, que puede hacerse ar-
bitrariamente pequeiia eligiendo ¢ suficientemente pequeiio. Tam-
bién es facil demostrar la tendencia a cero de las otras dos in-
tegrales. En efecto, en la integral

f f(j) sen nx(1 — cos nx) da (2,15)

la funcién es integrable; ademds las funciones

(@)

sen nz(1 — cos nx)

son uniformemente acotadas en (e,a), y vale, para todo ¢
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(e=c=<a), la relacién

4

lim j sen nz(1 — cos nx) do=0
€

Por lo tanto, en virtud de un clasico teorema de Lebesgue,
la integral (2,15) tiende a cero para n—. Como el mismo
razonamiento vale para el intervalo (— a,—¢), el teorema estd
demostrado.

De igual manera se demuestra el

Teorena 4. Si f(z) es integrable en (—o, «), y tiene
derivada continua y de variacién acotada en un entorno del
origen, es valida la férmula

lim — f fa) 0T L09NT S p0). (216)

N—» 00 ks

8. Generalizacion de los teoremas anleriores

3; 0. Admitamos que nuestro nucleo ga(x) satisface a las
condiciones adicionales siguientes:

e) ga2k+2)(z) es continua y acotada en (—o, ®);

f) lim g,m(z)=0 (0=m<2k+1), uniformemente en

Ny

cada intervalo que no contiene el origen;

g) f[x’gn(@)(x)\dx<L para todo n 'y 0<r=2k41,
0<s=2k+1;

f |z* gp¥)(z)|dw — O para cada intervalo I que no con-

tiene el origen. En lo que sigue, & serd un entero =0, fijo.
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Pondremos

Hoa() = g0 () / 7O (0)dy (3,05 0)

m’n:k:f H, x(x) zm de. (3,0; 1)

Lema 2. 8i g¢,(x) cumple las relaciones recién enunciadas
es valida la férmula

0, si m=0,1,...,2k,

lim Im’n,k: (k!)g . (3,0;2)
oy o0 3 si m=2k-+1.

Demostracién. Comencemos por observar que de las con-
diciones impuestas a ¢,(¢) se deducen, por repetidas integra-
clones por partes, estas ofras:

o

lim | zig,m(z)dr=0, si i<m=2k+1; (3,0; 3)
lim xign(i)(x)dx:(—l)i(i!), 0=i<2k+1. (3,0;4)

H-p» 0
—wo

Consignemos también la férmula (r=1),

[ dy _ [ yh(ndy 'z [ . .
(Lf iy = | oty Zac fh(y)y” dy, (3,0;5)

—0 -—xo

—0

que se obtiene por reiteracion de esta otra, evidente:

h(y)dy h(y)d
‘”f?: ”y“rf () dr

—0
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Poniendo en (8,0;5) r=m (0=m=2k), y h(y) =g (y)
obtenemos, reemplazando en (3,0; 1)

mn,k‘—‘f gn(k)(x) dx/y gn <yy) dy+Am nks (3: 0; 6)

—_—

donde hemos puesto A,,,,=0 si m=0 y

Ed -

Apnp=3 | g.0(z)amvd [ ga®(y) y¥tdy (3,0;7)

y=1
—0 —0

si m=1.

Por otra parte (la inversién del orden de integracién os li-
cita en virtud de las condiciones impuestas)

m g (k) %)
jg(lc)(x) fy gn <y dy_ fym 2 )dv[gn x(x;dx

—n

- r (k)
:—f zm g, (z) d /%:—lm,n,k. (3,0; 8)

De (3,0;6) y (3,0;8) deducimos
2 Im,n,k = Am,n,k~ (3, 0; 9)

Pero de (3,0;3) se concluye que los sumandos del se-
gundo miembro de (3,0; 7) tienen limite nulo para n— o, con
lo que la primera igualdad (3, 0; 2) queda demostrada.

De manera aniloga se procede para demostrar la segunda.
En este caso se llega a la foérmula

o

- 2t g ()(y) d '
12k+1:n,k:f 9.0 () dz f%—l—Asz# (8,0; 10)

—0
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donde hemos escrito

w0

/C o
A2k+1:n,k =2 gn(k)(z) T2k dg f gn(k)(y) yv—1 dy 1
v=1

——0

o © 2k @
+ f gn® () zk d / ga®(y) yk derkfz / gn® () 2211~ dgp

f gn'®(y) y*-tdy. (8,0; 11)

Tomando limites en esta igualdad deducimos de (3,0; 3)
y (3,0; 4) que

lim Ayt nge= (k1)2. (3,0; 12)

[N

Por otra parte, procediendo como en (3,0; 8)

o

3 2k11 o () ~ (k)
f gn®(z) do / Y g P (y)dy / y2kHt g, By dy f gn*(z)dz _
—Y

T—y T

- Fow d
:__.fw2k+1 g9 (z) dz / g%l=—lzk+l,n,k- (3,0; 13)
La segunda igualdad (3,0; 2) es consecuencia inmediata de
(3,05 10), (3,0;12) y (3,0; 13).

3,1. Del teorema anterior se deduce el siguiente

Corolario. Admitamos que ¢,(x) cumple la condicion adi-
cional

(k)
ot f 92 () mﬂl ¢, (5.1; 0)
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Teorema 6. Para toda funcién acotada en (—, ®), do-
tada de 2k 41 derivadas continuas en el origen, vale la férmula

k1)1 [
lim (2—(,}% [ f(x) Hy () dx_—_% feks(0). (3,1; 6)

Demostracion. En virtud de (3,0;2) y (3,1; 2), bastara li-
mitarse a probar la igualdad

i 202h41)!

nsew  (le1)2

f f(2) Hy () dz = f2ks1)(0), (3,1;7)

Para ello escribamos
(3,1; 8)
w2k+1

f(x)=f0)+zf(0)+... + (ﬁ/ 1)' (2k(0) 4 g2+t (1),

donde p(x) es acotada en (—a,a), continua en el origen, y
¢(0)=0. (3,1;9)

Substituyendo en (8,1;7) obtenemos

. 2(2k1)! [
el OLOCLS

a

=lim f2k+1)(Q) —g—)— a2kt [, (@) dae -

Ny oo (
—a

2k 2 [
im % f<'")<0) (2k+1)!

Ry M= m! )(k '

f f(x)zm H,, () dz +

2(2k+1)1 [+
( (:rL)z)— ] w2kt H, () o(x) da. (3,1; 10)

—a

+ lim

n>w
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En virtud de (3,1;2) el segundo sumando del segundo
miembro de (3,1;10) es nulo; también lo es el tercero, como
consecuencia del teorema 5 y de (3,1;9); y el primer suman-
do, de acuerdo con (3,0;2) y (3,1; 3), vale f2k+1(0), con lo
cual (3,1;7), y por lo tanto el teorema, queda demostrado.

4. Expresion simbdlica de los teoremas anteriores

La foérmula (1,15) puede escribirse, teniendo en cuenta
(1,4) (el limite se entiende en el sentido de Schwartz)

} 1 1.,
lim go(2) (ga(2) %0 p. ) == 5 ¥ (4,0)
y como
1 1
gn(z) — 9, gn(w)*v.p.—é—av.p.;, (4,1)

puede convenirse en escribic (4,0) mas brevemente

1 1
d.v.p.—=— =V, .
v.p o 5 (4,2)

La formula (4,2) es correcta, si se la interpreta como una
abreviatura de la férmula (4,0), que es a su vez la expresion
simbélica del Teorema 2; no lo serd sin esta convencién, pues.
la demostracion del Teorema 2 sec basa esencialmente en la
aparicién .del mismo ntcleo singular en ambos factores del pri-
mer miembro de (4,0).

Los fisicos justifican formalmente la (4, 2), que desempefia
importante papel en electrodindmica cuantica (cfr. W. Haitler,
The Quantum Theory of Radiation, Oxford, 1954, pp. 158 y
309), multiplicando el ntcleo de Poisson por su conjugado (cfr.
Heitler, op. cit., pag. 70). Ante tal procedimiento cabe la duda
—origen de esta nota—, de que la formula (4,2) traduzca me-
ramente una propiedad del nucleo de Poisson. Que ello no es.
asi, y que la validez de (4,2) (entendida como acabamos de
decirlo) es perfectamente general, es precisamente lo que afirma
nuesiro Teorema 2.
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Consignemos finalmente la férmula (las letras p.f. signi-
fican «parte finita»)

1 1 1 k!  §ek) (4,3)

&%) p. f. — (—1)kH
Pt =g C UM T

Il

(que para k=0 se convierte en la (4,2)), que es perfectamente
rlgurosa si se interpreta como una forma breve de escribir la
asercion del Teorema 6.
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