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R E S U M E N

En los últ imos años han sido desarro l lados una gran variedad 
de métodos para c a l c u la r  la  d is t r ibuc ió n  de potencia en el 
núcleo de un reac to r ,  entre los cuales los métodos nodales se 
han destacado por producir  resu ltados de buena prec is ión  
requ ir iendo bajos tiempos de procesamiento.

Los esquemas nodales ac tua les  contienen va r ia s  incógn itas  por 
nodo y por grupo. En los métodos presentados en este t raba jo  se 
ha introducido una real imentación no l in e a l  en los c o e f i c ie n te s  
de acoplamiento, con objeto de reduc ir  el número de incógnitas  a 
una sola por nodo y por grupo. El algoritmo re su l tan te  es una 
fórmula de 7 puntos y el proceso i t e r a t i v o  ha demostrado ser 
e s tab le  en el esquema de matrices de respuesta, mientras que en 
e l  esquema de malla gruesa es necesario  en general la subre la ja- 
ción de los fac to res  de real imentación para log ra r  convergencia.

La forma del f l u jo  dentro de cada nodo está determinada por 
l a  in tegrac ión  pa rc ia l  de las  ecuaciones de d ifus ión sobre dos 
de las coordenadas, conduciendo a un conjunto de t res  ecuaciones 
unidimensionales acopladas cuya solución se obtiene en base a 
un d esa r ro l lo  polinómico y también en forma a n a l í t i c a .  La fuga 
neta t ransve rsa l  es la  responsable del acoplamiento entre las 
d i recc iones  espac ia les  y para su modulación se presentan dos mé­
todos a l t e r n a t i v o s .

La e f i c i e n c i a  de los métodos desarro l lados es i lu s t r a d a  con 
resu l tados  numéricos que inc luyen su ap l icac ión  al problema 
benchmark bidimensional de la  IAEA.
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A B S T R A C T

A wide v a r i e t y  of methods to c a l c u la te  the power d i s t r ib u t io n  
in  a nuclear reac to r  core have been developed in the past few 
yea rs .  Among them, nodal methods have rece ived  spec ia l  a t ten t ion ,  
because they y i e l d  accurate  r e su l t s  in short computing times.

Present nodal schemes contain several unknowns per node and 
per group. In the methods presented here, non-l inear feedback 
of the coupling c o e f f i c i e n t s  has been appl ied to reduce th is  
number to only one unknown per node and per group. The re su l t ing  
a lgor ithm is  a 7-points formula, and the i t e r a t i v e  process has 
proved s tab le  in the response matrix scheme. Under-re laxation of 
the feedback fa c to rs  has been found necessary to achieve 
convergence in the coarse mesh scheme.

The intranodal f lux shape i s  determined by p a r t i a l  in teg ra t ion  
of the d i f fu s io n  equations over two of the coord inates ,  leading 
to a set of three coupled one-dimensional equations. These, in 
tu rn ,  can be solved e i th e r  by using a polynomial approximation 
fo r  the f lux or by in teg ra t io n  ( a n a l y t i c  s o lu t io n ) .  The 
transve rse  net leakage is  responsib le  for the coupling between 
the spac ia l  d i r e c t io n s ,  and two a l t e r n a t i v e  methods are 
presented to eva luate  i t s  shape.

Numeric r e s u l t s ,  which inc lude the IAEA two-dimensional 
benchmark problem i l l u s t r a t e  the e f f i c i e n c y  of the developed 
methods.
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¡.INTRODUCCION

El cá lcu lo  preciso de la  d is t r ibuc ió n  de potencia 
en el núcleo de un reacto r  durante un t r a n s i t o r io ,  ó también en 
estado e s ta c io n a r io ,  es un problema importante desde el punto de 
v i s t a  del diseño, el a n á l i s i s  de seguridad y la  gestión de com­
b u s t ib le .  Esta d is t r ib uc ió n  se obtiene reso lv iendo las  ecuac io ­
nes de d ifus ión  en pocos grupos de energía (generalmente 2) en 
todo el volumen del reac to r ,  que en esta etapa del cá lcu lo  se lo 
supone compuesto de grandes regiones homogeneizadas, nodos de 
ahora en más, que generalmente son secciones v e r t i c a l e s  de un 
elemento combustible con su re f r ig e ra n te  y moderador. Las sec­
c iones e f ic aces  que representan las  propiedades neutrónicas de 
cada nodo se obtienen de una secuencia de cá lcu los  previos de 
t ranspor te  con buen d e ta l l e  espacia l  y energét ico .  En todo este 
t raba jo  estas magnitudes se suponen conocidas y los errores 
obtenidos en las d is t r ib uc io nes  de potencia ca lcu ladas por los 
métodos aquí desa r ro l lados ,  están asociados únicamente al método 
en cuest ión.  De esta manera no se t ienen en cuenta los errores 
producidos por el proceso de homogenización, el cual const ituye  
de por sí un amplio tema aparte.

Una gran var iedad de mé todos han sido desarro l lados  para 
r e s o lv e r  este problema. El más conocido y d i rec to  es el método 
de d i f e re n c ia s  f i n i t a s ,  que neces ita  de una malla f in a  (del 
orden de una longitud de d i fus ión )  para obtener resultados pre­
c i so s .  Pero el uso de una malla f in a  para c a l c u la r  los grandes 
núcleos de los reac tores  de potencia incrementa sensiblemente 
l a s  necesidades de memoria y tiempo de procesamiento. Dado que 
generalmente el in te rés  está centrado en conocer los va lores 
promedio de la  potencia por trozo de elemento combustible, el 
c á l cu lo  de la d is t r ib u c ió n  f in a  s i g n i f i c a  un esfuerzo innece­
s a r io .

Ex is ten  otros métodos que en base a c i e r t a s  aproximaciones 
e v i tan  el cá lcu lo  de esta d is t r ib uc ió n  f in a ;  entre e l l o s  se
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dist inguen los llamados métodos nodales. En estos métodos el 
problema o r ig in a l  de h a l l a r  la  d is t r ib uc ió n  de f lu jo  y potencia 
en todo el núcleo del reactor  es resue lto  en dos etapas, que 
cons is ten  en:

1) encontrar una solución general al problema local de 
d i fus ión  dentro del nodo en función de un número de 
parámetros l ib r e s  que se a justarán  más tarde,

2) acoplar  las  soluciones lo ca les  de todos los nodos del 
sistema para d e f i n i r  los parámetros l ib r e s  de la  
solución general.  Esto cons t i tuye  el problema global 

de los métodos nodales.

Una presentación general de la teo r ía  de los métodos nodales 
y sus ap l ic ac iones  más conocidas puede encontrarse en el 
c ap í tu lo  XI de la re fe renc ia  10. Métodos más avanzados están 
desa rro l lados  en las re fe renc ia s  1, 2, 3, 6 y 9, que junto con 
l a  10 const ituyeron  la  b ib l i o g r a f í a  básica de los métodos 
desarro l lados  y presentados en este t raba jo .

Dados los va lores  del f lu jo  y sus derivadas sobre los contor­
nos del nodo, la solución loca l  <(> ( r_) debe s a t i s f a c e r  la  ecuación 
de d ifus ión  dentro del volumen V del mismo:

-  D vfytt)  + ¿V0CT) = Q(í) (1 .1 )

E x is te  una ecuación para cada grupo de energía y el término 
de fuente viene dado, para el grupo g, por la  expresión:

T ^ - )  + — d . 2 )
. Km h f9*3 3'

donde ^sg'g es 1a sección e f icaz  de t r a n s fe re n c ia  del grupo g'
al g. Para c la r id ad  de notación, el subíndice del grupo será
omitido en aque l las  expresiones que re lac ionen  magnitudes per­
tenec ien tes  a un mismo grupo, caso de la  ecuación (1 .1 ) .
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Una vez conocida la  solución del problema lo c a l ,  resta  es ta ­
b le ce r  el acoplamiento entre los nodos del sistema, para lo cual 
ex is ten  al menos dos a l t e r n a t i v a s :  u t i l i z a r  la cont inuidad sobre 
la s  in te r fa s e s  nodales del f l u j o  (<t>) y la co r r ie n te  neta ( J ) , lo 
que conduce a las ecuaciones de «alia gruesa; ó u t i l i z a r  como 
v a r ia b le s  de acople las  co r r ien tes  pare i a les entrantes ( j  “ ) y 
s a l i e n te s  ( j +) con lo cual las  ecuaciones resu l tan tes  son del 
t ipo  de natrlces de respuesta. Ambas formulaciones son equiva­
len tes  desde el punto de v i s t a  de los resultados que de e l l a s  se 
obtienen, ya que en el marco de la  teo r ía  de d i fus ión  estas 
magnitudes están re lac ionadas entre s í  por las s igu ientes  
expresi ones:

f - í ' T
'  1  ( . . 3 )

j  ■ n -  j ' = M

Las ecuaciones resu l tan tes  en cua lqu iera  de los dos esquemas 
se ca ra c te r iz an  por tener t res  incógnitas  por nodo y por grupo, 
una correspondiente a cada d irecc ión  e spac ia l .  Introduciendo 
una real imentación no l in e a l  en los c o e f i c ie n te s  de acoplamiento 
es posib le  reduc i r  el número de incógnitas  a una sola por nodo y 
por grupo, y l l e g a r  así  a una ecuación de 7 puntos para el 
problema g loba l.  Este t ipo de ecuaciones pueden ser resue ltas  
rápidamente por métodos i t e r a t i v o s  bien es tab lec idos ,  como por 
ejemplo el de Gauss-Se ide l . La ac tua l izac ión  de los fac to res  de 
rea l imentac ión  no l i n e a l ,  y consecuentemente de los c o e f i c ie n te s  
de acoplamiento, se produce en un lazo e x te r io r  que puede co in ­
c i d i r  con la  a c tua l izac ión  de otras cantidades, por ejemplo la 
fuente de f i s ió n  en el método de i t e ra c ió n  de fuente para las  
i t e ra c io n e s  multigrupo.

La manera en que la  real imentación no l in e a l  es introducida 
hace que surjan d i f e re n c ia s  importantes en las c a r a c t e r í s t i c a s  
de convergencia de las  ecuaciones re su l ta n te s ,  según se aplique 
al esquema de malla gruesa ó al de matrices de respuesta. Este 
aspecto se t r a t a  detalladamente en el c ap í tu lo  IV.
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El c ap í tu lo  I I  describe la  parte del tratamiento del problema 
lo ca l  que es común a los métodos desarro l lados  en los cap í tu los
IV y V. En el c ap í tu lo  I I I  se de ta l lan  las aproximaciones hechas 
sobre esa importante magnitud que es la  fuga neta t r a n sve rsa l ,  
de f in ida  en el cap í tu lo  I I .  El c ap í tu lo  VI contiene la  descrip- 
c ión de un método aproximado de matrices de respuesta que se 
obtiene eliminando la real imentación en las  ecuaciones. Los 
resu ltados numéricos obtenidos con los métodos desarro l lados en 
sus d iversas  aproximaciones, son presentados y analizados en el 
c a p í tu lo  V I I .  El cap í tu lo  V I I I  c i e r r a  este t raba jo  con las 
conclusiones obtenidas de la presentación de todo el m ate r ia l .
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I I .  EL PROBLEMA LOCAL. PASO 1

La tarea p r in c ip a l  del problema
loca l  cons is te  en determinar la  forma del f l u j o  dentro del nodo, 
l a  cual se neces ita  para c a l c u la r  los c o e f i c ie n te s  de acopla­
miento que ca rac te r izan  las  fórmulas del problema g lobal.

La obtensión de una solución al problema loca l  se logra en 
dos pasos sucesivos;  el primero de e l lo s  cons is te  en a p l i c a r  el 
método de los semimomentos / I 2/ a la  ecuación (1.1)  y t r a n s fo r ­
marla en un conjunto de t res  ecuaciones unidimensionales acopla­
das, una para cada d irecc ión  e spac ia l .  Estas ecuaciones se 
obtienen promediando la (1 .1 )  sobre dos de las  coordenadas noda­
l e s .  En el método general de los semimomentos esta in tegrac ión  
se hace en sentido de residuos ponderados con c ie r t a s  funciones 
de peso , con k = 0 , . . . K .  Trabajando con nodos rectangulares 
en geometría c a r te s ian a ,  se t iene  para la  d irecc ión  x la  
s igu ien te  ecuación:

La ap l icac ión  de este método en el presente traba jo  u t i l i z a  
sólo el orden más bajo de la aproximación, k=0, para el cual las 
funciones de peso correspondí'entes son Wo = l* Se habla entonces 
de semimomentos de orden cero. En este caso la  ecuación an te r io r  
se reduce a:

In) Hi

,i)j-:DvVor) + d<)di z o u i . n

- D íüL + Zr ̂ x(x) + = 0 
dxa

( I  1.2)

donde:

(11.3.a)
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L  hi

U  00 = -

O O

Q(r) ¿ i  A i

I j f e j  + A f e  
W  a*1

dtj oli

( 11. 3. b )

( I  I . 3 . c )

son los semimomentos de orden cero (en la  d irecc ión x) del 
f l u j o ,  la  fuente y la fuga neta t r a n s v e r s a l ,  respectivamente. 
El semimomento de orden cero <t>x( x ) es va lo r  del f l u jo  en la  
posic ión x promediado sobre las  otras coordenadas nodales; si 
é s te  a su vez es promediado sobre x, se obtiene el v a lo r  prome­
dio nodal del f l u j o :  ^

0 = — (  ¿„M dx
hx a

La reso luc ión de las  ecuaciones unidimensionales re su l tan tes  
para los <t>x( x ) cons t i tuye  el paso 2 de la  solución al problema 
lo ca l  y se ataca de dos maneras d i s t i n t a s  originando los métodos 
de expansión polinómica y a n a l í t i c o ,  descr ip tos  en d e ta l l e  en 
los cap í tu los  IV y V respect ivamente. Para entonces conviene 
tener  las  ecuaciones unidimensionales expresadas en coordenadas 
u, v y w, de f in idas  en el in t e r v a lo  [-1,1] según:

¿¿= A x _£ v=A.<j_i
hx ^  1̂4

Las expresiones resu l tan tes  en términos de estas coordenadas 
son:

. i »  ¿ ü « )  + U  U )  + i  Ufe )  - <?»eo = o 111.4)
A  <Lé

* i

 ̂ -f -<
(I 1.5.a)



Las tres  ecuaciones ( I I . 4 ) ,  también llamadas ecuaciones direc- 
c io n a le s  de aquí en ade lante ,  están acopladas por medio de la 
fuga neta t ransve rsa l  DLu(u ) ,  que actúa como un término de 
fuente heterogénea.

El método de los semimomentos está considerado como una de 
la s  técn icas  más e f i c i e n t e s  para generar algoritmos nodales y en 
él están basados los más exitosos métodos nodales ac tua les/2 ,3, 
6 ,9/.  Su función es la  generación de las  ecuaciones direcciona- 
1 es ( I I . 4 ) ,  cuya solución será obtenida del d esa r ro l lo  f i n i t o  de 
<f>u(u) en polinomios de Legendre en el cap í tu lo  IV, ó en el 
t ra tam iento  r iguroso de t a l l ad o  en el c ap í tu lo  V. Para poder 
r e so lv e r  estas ecuaciones es necesario primero conocer la  depen­
dencia funcional de Lu( u ) ,  que puede ser obtenida por algún 
camino independiente, con lo cua l ,  desde este punto de v i s t a ,  el 
método t iene  c a r a c t e r í s t i c a s  de " a b ie r t o " .  Esto cons t i tuye  la  
parte  esenc ia l  del a lgoritmo, más a l l á  del método que se u t i l i c e  
en la  reso luc ión de las  ecuaciones d i r e c c io n a le s .
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I I I .  LA FUGA NETA TRANSVERSAL

Una de las  c a r a c t e r í s t i c a s  del 
método de los semimomentos es que permite hacer aproximaciones 
independientes sobre la  magnitud Lu ( u ) .  Cualquier prescr ipc ión  
acerca de cómo h a l l a r  esta dependencia funcional cons t i tuye  una 
aproximación al problema del acoplamiento entre las  d irecc iones 
e sp a c ia le s ,  que tendrá efectos  sobre las  d is t r ib uc io nes  de f lu jo  
y potencia ca lcu ladas ,  especialmente en problemas cuya solución 
no es espac ia l  mente separable.

E s tab le ce r  la  d is t r ib uc ió n  de la  fuga neta t ransve rsa l  Lu(u) 
a p a r t i r  de su d e f in i c ió n ,  ecuación ( I I . 5 .c ) ,  requ iere  el 
conocimiento de la  solución loca l  <t> (r_) y su d i fe ren c ia c ió n  sobre 
l a s  in te r fa s e s  nodales. Aunque 4> (r_) puede ser reconstru ido a 
p a r t i r  de los semimomentos 4>u(u ) ,  esta solución está c a r a c t e r i ­
zada por tener grandes e rrores  en las  cercan ías  de los contor­
nos, especialmente en el orden cero del método. Además el proce­
so de d i fe ren c iac ión  am p l i f ic a  estos e rrores  en un orden de mag­
nitud /12/, con lo cual las d is t r ib uc io nes  resu l tan tes  están 
l e jo s  de ser p rec isas .

Ex is ten  otros métodos a p a r t i r  de los cuales la d is t r ibuc ió n  
L u(u) puede ser determinada u t i l iz an d o  información de los nodos 
vec inos .  La gran mayoría de los métodos nodales ac tua les  cons­
truyen Lu(u) directamente de los va lo res  promedios de esta mag­
n itud sobre t res  nodos consecut ivos ,  sobre los cuales se a jus ta  
una expresión cuadrá t ica  en base a c i e r t a s  condiciones aproxima­
das de cont inuidad en las  in t e r f a s e s .  De esta manera Lu(u) re ­
su l t a  en una parábola dentro de cada nodo. Por esta razón se los 
llama métodos de Aproximación Parabó l ica  D irec ta  (APD) /3/.

La solución al problema global suministra  el v a lo r  promedio 
del f l u j o  nodal y el promedio de las  co r r ien tes  (p a r c ia le s  y 
netas)  sobre las  in te r fa s e s  nodales. El va lo r  promedio de



- 21 -

Lu( u ) se obtiene a p a r t i r  de estas magnitudes, de la  s igu iente
manera:

L ^
I (h) ( ¿ l à  $(k,v) d v  A .  dw ( I I I . 1)

donde la  desaparic ión de una va r iab le  (u ,v ,w )  corresponde a 
haber tomado el v a lo r  promedio sobre la  misma, por ejemplo:

Reconociendo que: 
1

_ ( A. A_̂ (u,v) dv = _L. _ A  A $(u,v) 
) 'iv ŷi_ U  óv

4- A. ¿.fe,*)
V r +1 kv Vs-1

y definiendo las co r r ie n te s  netas sobre las in te r fa s e s  como 
p o s i t i v a s  en la d irecc ión  normal s a l i e n te :

Jv(u,H) * - 1 2  i^,v)
hv ÓY|V

( I I I . 2)
V=íl

l a  ecuación ( I I I . 1) se transforma en:

LtttU) = JL 7 i. . JyM) f
3) L—i hv

( I  I I . 3)

V̂ IL

Con el f i n  de compactar la  notación, se introducen la 
con vene i ón:

J v i M  =
( I I I . 4)

y los conceptos de componente s im étr ica  ( J v ( u ) )  y an t is im é tr i-  
. ^

ca ( J v ( u) ) según:
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7V (U) - J v+ (k) f  Jy- tU) 

Jv (u) = JV+ 0*) - JV- 0*)

( I I I . 5 . a)

( I  I I . 5 .b)

con los cua les ,  u t i l iz an do  las  expresiones ( 1 .3 ) ,  se t iene  para

Promediando esta ecuación se l lega  f inalmente a la  re la c ión :

representando el va lo r  promedio de las  co r r ien te s  s a l i e n te s  (+) 
ó entrantes  (-) al nodo por ambas caras de la  d irecc ión  v, 
t r ansve rsa l  a la u.

La ecuación ( I I I . 2) corresponde a la  de f in ic ión  de la  co­
r r i e n t e  neta en la d irecc ión  v t ransve rsa l  a la  u. Para el caso 
de la c o r r ie n te  neta lo n g i tu d in a l ,  corresponde la s igu iente  
expresi ón:

( I  I I . 6)

m i

( I I I . 7)

con las  cantidades:
1

-1

la  cua l ,  al ser promediada sobre v, conduce a:
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l

J  (u) =- á i  ¿  0u(“) ( I I I . 8)
h» da

Es dec ir  que el semimomento de orden cero de la  co r r ien te  neta 
long i tu d ina l  en una determinada d irec ión  está re lacionado d i r e c ­
tamente por la ley de Fick con el correspondiente semimomento 
del f l u jo  en esa d i recc ión .  Esta re lac ión  será u t i l i z a d a  en los 
c ap í tu lo s  IV y V.

En este cap í tu lo  se describen dos métodos desarro l lados para 
determinar la d is t r ib u c ió n  Lu (u) en base a la  s igu iente  ap rox i ­
mación sobre la  forma del f l u j o  in t ranoda l :

0(u,v,W ) -  ^  A  mr» (U) írn (v) R\ (w)

fyhsO

con los c o e f i c ie n te s  de expansión def in idos por:

/V1
_ (EwU)(E»*fl P*(w) dv dw

( I I I . 9)

En p a r t i c u l a r ,  para A g g ( u )  re su l ta :

A t o W -  (1 11.10)

es dec ir  que el desa r ro l lo  ( I I I . 9) reproduce correctamente el 
semimomento de orden cero del f l u j o  en la  d irecc ión  u, mientras 
que cons t i tuye  una aproximación de segundo grado para las  d i r e c ­
c iones t ransve rsa le s  v y w.

Promediando la ecuación ( I I I . 9) sobre una de las  coordenadas 
t r a n s v e r s a le s ,  la  w por ejemplo, se obtiene:
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£j

l ^ y )  ~ ^ u) + J  < ÁmoflO
(111.11)

*r>=l

Ut i l iz ando  las  re lac iones  (1 .3 )  se t iene  para los extremos v=±l:

^(U,H)= f ivi(l‘)+ jv±(tt>) = +
de donde se puede despejar A iq (u )  y A2 q (u) como:

A i o M *  áv c«) + J , W  ( I I I .  12.a)

A(0M  = j/ H ) + jy ( l )  - ( I I I . 12.b)

Derivando la ecuación ( I I I . 11) sobre los extremos v=±l, se 
obtiene:

.  2 2  1 0 (v ) = i  V )  - ^  ( +- V i + * A » w )
hv ¡ K  V^ii hv \ /

Reemplazando A10(u) y A20( u ) por sus expresiones ( I I I . 12), 
el sistema re su l tan te  se resuelve para l legándose, después
de un poco de á lgebra,  a la  expresión:

•Cj M  = P* j > )  + T , j > )  + i  Ay ¡¡U») ( I I I .  13)

con las d e f in ic io n es :

dv = ‘ Av = -J ? .A  ( I I I . 14.a)
Kv 1 i  + 6 <¿y

Pv = ; Ty = i í t . p v -Av) ( I I I . 14.b)
i+adv ' l
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La ecuación ( I I I . 13) muestra que en cua lqu ie r  plano normal a 
l a  d irecc ión  u, la  co r r ien te  promedio que abandona el nodo por 
el lado v=±l ( ¿y+Ô ) ) se comPone de tres  contr ibuc iones que son 
proporc iona les a la co r r ien te  promedio entrante  por ese mismo 
lado ( ¿vito) ) ,  a la  suma de las  dos co r r ien tes  promedio entran ­
tes por los lados v=± 1 ( ¿yM  y al v a lo r  promedio del f lu jo  
en dicho plano ( <J>u(u)

La co r r ie n te  s a l i e n te  j v (u) se obtiene sumando el par de 
ecuaciones contenido en la ( I I I . 13) para dar:

M  = (1- A ,) j ‘ (n) + ±  A , & (« ) ( 1 11 . 1 5)

De esta ecuación y la  ( I I I . 6) se obtiene:

( I  11.16)

La aproximación ( I I I . 9) para la  forma del f lu jo  está con ten i ­
da en los c o e f i c ie n te s  Av , p v y Tv , por lo que la  ecuación
( I I I . 16) r e su l ta  a su vez una aproximación a la  ( I I I . 6) para 
c a l c u l a r  Lu(u ) .  Por este motivo la  ( I I I . 16) será u t i l i z a d a  
para determinar la forma de Lu(u ) ,  mientras que su va lo r  pro­
medio Lu será obtenido directamente de la solución global 
según la ecuación ( I I I . 7) .

A p a r t i r  de este punto, el tra tamiento  es d i fe ren te  para cada 
uno de los dos métodos presentados en este cap í tu lo .  En el p r i ­
mero de e l lo s  se estab lece  la continuidad de las  co r r ien tes  par­
c i a l e s  sobre los contornos de cada in te r f a s e  nodal p a ra le la  a la  
d i recc ión  u. Estas dos condiciones por d irecc ión  y por cara ,  más 
l a  cont inuidad del va lo r  promedio de las  co r r ien tes  p a rc ia le s  
sobre cada in t e r f a s e ,  hacen posib le  una expansión de segundo 
orden (pa rabó l ica )  para Lu(u ) .  Es inmediata la  s im i l i tu d  entre 
este  método y los previamente descr ip tos  como APD, con la d i f e ­
renc ia  que aquí la  cont inuidad de las  co r r ie n te s  p a rc ia le s  t iene



un sentido f í s i c o  prec iso que está ausente en los APD o r ig in a ­
l e s .  Dejando éstos de lado y para d i s t i n g u i r l o  del que a con­
t inuac ión  se descr ibe,  en toda sucesiva r e fe renc ia  a este método 
se retendrá el nombre APD.

En el segundo método presentado aquí,  se postulan n ecuac io ­
nes de cont inuidad en cada una de las  dos d irecc iones  per­
tenec ien tes  a una dada in te r f a s e  nodal. Estas n ecuaciones 
corresponden a la  continuidad de los n primeros momentos lo ca ­
l e s ,  en cada d ire cc ión ,  de las  co r r ien tes  p a rc ia le s  normales a 
dicha in t e r f a s e .  Esto sugiere el nombre de Expansión en Momentos 
Loca les ,  que será e s c r i t o  abreviadamente como EML(n), siendo n 
el orden de la  expansión.

I I I . l  Aproximación parabó l ica  d i re c ta :

neta t ransve rsa l  se supone aquí representada por la  s igu iente  
expansión cuadrá t ica  dentro del nodo N:

La d is t r ib uc ió n  de la  fuga

L u n ( u )  z  L u u  fyu) + £ (U+irU-J fy“) + |£ (U n 4U-n)-¿un P̂ OO

donde :
l

es el va lo r  promedio de 
la  d is t r ibuc ió n

ilLtÑ  = Lu* ( t i )

1-- 0,1, l es el 1-ésimo polinomio 
de Legendre

son los va lo res  extremos

De la  ecuación ( I I I . 7) se obtiene el v a lo r  Lu |̂; las  otras 
dos constantes de expansión Lu+n se obtienen planteando la
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continuidad de las  co r r ien tes  pa rc ia le s  sobre los lados de las 
caras u=±l. As í ,  si K es un nodo vecino a N en la  d irecc ión 
v y B ind ica  la  cara u=±l, se t iene  sobre la  a r i s t a  unión de 
la s  caras NK y B, las  ecuaciones:

Planteando la  ecuación ( I I I . 13) sobre dicha a r i s t a  e in trodu ­
ciendo las  ecuaciones de cont inuidad se puede re so lve r  el 
sistema re su l tan te ,  obteniendo para j|<NB e * P r e s ión:

En el lado izquierdo de esta ecuación la d irecc ión  v está im p l í ­
c i t a  en el doble índ ice  KN. Los f lu jo s  <}>bk  ̂ 4*bn ^ue en e^ a 
aparecen son los f lu jo s  promedio sobre las caras B de ambos no­
dos, conocidos de la  solución al problema g loba l .

Sumando j|<NB pa™  ambos vecinos K en la  d irecc ión  v, se 
l l e g a  a la  s igu ien te  ecuación para la  co r r ie n te  pa rc ia l  entrante  
a la  cara B del nodo N a través  de la  d irecc ión  v:

J kn6 = Jv+e>N =

Tvk W  + fvic Tvn ivftN i  ^Vlc A vn

i- PvK Pvn A 1 - Pvk fvN

( I  11.18)

K(V)

con:

(III.19.a)



3 *\vn
V&N =  -----

0<VN / Avk 0 B K  + Pvk Avu < f )w

^  ^~ri L - Pv k  Pv n KM
L

( 1 11.19.b)

La ecuación global ( I I I . 18) de t res  puntos para reso lve r  j vgN
es la  equ iva lente  al sistema t r id iagona l  del método u t i l i z a d o  
por Finnemman /2/ para determinar la  modulación de la  fuga neta 
t r a n s v e r s a l .

Una vez resue l ta  la ( I I I . 18) se ca lcu lan  los va lores  Lu+n 
a p a r t i r  de la  ecuación ( I I I . 16) como:

V*n.

Para los próximos cap ítu los  conviene tener la expresión
( I I I . 17) e s c r i t a  en forma compacta como (omitiendo el índ ice  
del nodo):

( I 11. 20)

( I I I . 21)

con:

( 1 11.22.b)

Usando las  ecuaciones ( I I I . 7) y ( I I I . 20) se t iene  para ¿a
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donde:
K  = K ,  * K -  i »  - j , " w > + y - «

t i  =  ¿ « + -  í^tt- I ,  =  Í » ( H )  - j yC -i )

son las  componentes s im étr icas  y a n t i s im é t r i c a s  respectivamente 
de los semimomentos del f l u jo  y la  co r r ien te  t ransve rsa l  
en tran te  a la d irecc ión  u por la d irecc ión  v.

El vecto r  Xu. puede ser descompuesto en la  d i fe ren c ia  oCu - <£* , 
siendo «Cu proporcional a la  modulación de la  componente entrante 
de la  fuga neta t r a n sv e rsa l .  Esta separación re su l ta rá  ú t i l  en 
el  c ap í tu lo  V I I  cuando se ana l icen  los métodos presentados en 
base a resultados numéricos obtenidos con e l l o s .  Así se t iene :

- *

¿Sül =

u. -
_i_
D

LhM-£'
L

( I  I I . 24.a)

Av
hv

( 1 11.24.b)

En p a r t i c u l a r ,  si las c o r r ie n te s  t ransve rsa le s  entrantes a la 
d i recc ión  u t ienen una d is t r ib uc ió n  plana, entonces se cumple

~  —

que I v =0 y I v = 2, , con lo cual «L* se anula.

Antes de pasar a la  próxima sección, donde se d esa r ro l la  el 
método EML, conviene resumir los pasos para obtener Lu( u ) en 
el s igu ien te  algoritmo:
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1) dados los datos del problema se ca lcu lan  Avn» pvn y 
T v N  de las  ecuaciones ( I I I . 14), y aKN y a vN de las 
( I I I . 19.a ) ,  en todos los grupos y para todos l̂ os nodos;

2) con los va lores  más rec ien tes  de 4>b N  ̂ de J vN se 
construye la fuente Svbn según la  ( I I I . 19.b) y Lun 
con la  ( 111.7 ) ;

3) se resuelve jyBN de la ecuación ( I I I . 18);
4) se ca lcu lan  LuiN según la  ( I I I . 20);
5) se construyen los elementos de Xun de las  ecuaciones 

( 111. 22 ) .

El paso 1) se hace una sola vez al p r in c ip io  del cá lcu lo  y los 
pasos 2) a 5) se e jecutan antes de c a l c u l a r  la  fuente (en cada 
grupo) de las  i t e ra c io n es  in t e r i o r e s .

I I I . 2 Expansión en momentos lo ca les :

En este método la  d i s t r i b u ­
ción de la  fuga neta t ransve rsa l  está representada por el 
s ig u ien te  d esa r ro l lo  en polinomios de Legendre:

L

Aquí L ind ica  el orden de expansión, que en la  convención adop­
tada se lee EML(L).  Los c o e f i c ie n te s  Lu-jn son los momentos 
lo c a le s  de la  d is t r ib u c ió n  Luhj( u ) ,  de f in idos  como:

( 1 11.25)

JUo

( 1 11.26)

Introduciendo la ecuación ( I I I . 6) para Lun ( u ) se l lega  a la 
s i gu i en te :
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u - i £ ¿ ( u - u )
v¿lt

+
donde la  de f in ic ió n  de los momentos lo ca le s  j v i n es s im i la r  a 
l a  de los Lui n• En p a r t i c u l a r  el momento de orden cero viene
dado por:

t  -i 
ávoN “  ivN

las  cuales son conocidas de la  solución al problema g loba l.

M u l t ip l icando  las  ecuaciones ( I I I . 13) por 0. 5* (21+ 1) *P-| (u )
e integrando sobre u, se obtienen las  s igu ientes  re lac iones
entre  los 1-ésimos momentos lo ca le s  del f lu jo  y las  co r r ien tes  
t r an sve rsa l  es:

J v+l t = Pv U  + T v f o  n  11.28)

Las condic iones de cont inuidad lo ca l iz adas  sobre las  a r i s t a s ,  
propias del método APD, son su s t i tu id a s  aquí por condic iones de 
t ip o  in teg ra l  al r equ e r i r  que cada momento loca l  de las  c o r r ie n ­
tes t ransve rsa le s  sea continuo al a t ravezar  la  in te r f a s e  NK en­
t r e  los nodos N y K vecinos en la d irecc ión  v. As í ,  para el 
1-ésimo momento, éstas quedan expresadas como:

■+ r
J n k ? =  i v + l N  ' JV-JK

5 k n 1 = j V+IN - ¿V-JlK

U t i l iz an d o  estas ecuaciones en el sistema ( I I I . 28) planteado 
sobre dicha in t e r f a s e ,  se resue lve  para j' kni dando:



Sumando j' kn i sobre ambos vecinos K en la d irecc ión  v, se ob­
t ien e  la  ecuación de t res  puntos para ¿ vín *

Los c o e f i c ie n te s  |g son los mismos de la  ecuación ( I I I . 19 .a) 
pues no dependen del grado 1 del momento lo c a l .

El término de fuente viene dado por:

con a VN de f in ido  en la ecuación ( I I I . 19.a ) .

Una vez ca lcu lados los Jv lN» ^os momentos lo ca les  LU-]N 
de la  expansión ( I I I . 25) se obtienen a p a r t i r  de la  ( I I I . 16) 
c orno:

Esta expresión será usada para los momentos lo ca les  1 = 1 , . . . , L ,  
mientras que el momento Luqn será obtenido directamente de la 
solución global según la ecuación ( I I I . 7 ) .

La expresión v e c to r ia l  equ iva lente  a la ( I I I . 21) viene dada 
ahora por:

( I I I . 29)
k(v)

( 1 11.30)

(1 11.31)
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L{¿(u) = Li¿ -f Xit • P(k)

c on:

Jiu. = Col ( L u í , j Lul)

fto = co( (Pito, •• • , £(*o)

De la ecuación ( I I I . 31) se obtiene:

el cual puede ser e s c r i t o  como antes en

con:
jn  = col (<fnL

= Cô  (jvi, i jvu)

Nuevamente en el caso p a r t i c u l a r  de una 
l a s  co r r ie n te s  t ransve rsa le s  entrantes 
t ien e  jvi=o (1=1.........L) lo que re su l ta  en

( I I I . 32)

( I  I I . 33 .a) 

( 1 11.33.b)

( I  11.34)

- oía según :

( I I I . 35 .a) 

( 1 11.35.b)

d is t r ibuc ió n  plana de 
a la d irecc ión  u, se

^  u. = 0 •
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Finalmente, el a lgoritmo para c a l c u la r  Lu (u) según el méto­
do EML cons is te  en los s igu ientes  pasos:

1) c a l c u l a r  los co e f i c ie n te s  Avn> p v N »  t vN» aKN y
a vN de la  misma manera que en el paso 1) del método
APD;

2) con los valores más rec ien tes  de <l>ulN (1 = 1»***»*-) se 
c a l c u la  la  fuente Sv in  según la  ecuación ( I I I . 30).  En 
el  próximo cap í tu lo  se verá cómo c a l c u la r  los momentos 
lo ca le s  <t>u-|N a Pa r t i r de 1a so luc ión^g loba l ;

3) con los va lores  más rec ien tes  de jy^ se c a lcu la  Lu ĵ 
según la  ( I I I . 7);

4) se resuelven los jy lN  de la  ecuación ( I I I . 29);
5) se ca lcu lan  de la ecuación ( I I I . 31) los momentos Lu ] n , 

que son directamente los elementos de ¿C*

Tal como en el método APD, el paso 1) se r e a l iz a  una sola 
vez al comienzo del c á lcu lo ,  mientras que los pasos 2) a 5) 
son ejecutados dentro de cada grupo antes de c a l c u la r  la  fuente 
de las i t e ra c io n es  in t e r io r e s .
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C A P I T U L O  I V : 

METODOS DE EXPANSION POLINOMICA
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IV. METODOS DE EXPANSION POLINOMICA

En este cap í tu lo  se describen 
t re s  métodos nodales cuya c a r a c t e r í s t i c a  común es la  manera en 
que se ataca la  resolución de las ecu ac iones d ire cc iona le s  
( I I . 4 ) .  La técn ica  cons is te  en expresar la  solución como un de­
s a r r o l l o  f i n i t o  en funciones polinómicas (polinomios de Legendre 
en este caso ) ,  cuyos c o e f i c ie n te s  indeterminados serán obtenidos 
apl icando el método general de residuos ponderados. La solución 
as í  obtenida cons t i tuye  una aproximación a la  solución r igurosa 
que será determinada en el cap í tu lo  V.

Las ecuaciones ( I I . 4) contienen, además de la fuga neta 
t r a n s v e r s a l ,  el término heterogéneo de la  fuente Qu (u ) ,  el cual 
será evaluado en base a desa r ro l lo s  s im i la res  a los del f l u j o  en 
l a  sección I V . 2.

En el t ra tamiento del problema global es donde se mani­
f i e s t a n  las  d i fe ren c ia s  entre los métodos mencionados. El p r i ­
mero de e l l o s ,  desarro l lado  en la sección I V . 3, corresponde a un 
método de matrices de respuesta obtenido al u t i l i z a r  las 
c o r r ie n te s  p a rc ia le s  como va r iab le s  de acople. Los otros dos 
res tan tes  en cambio son métodos de malla gruesa, donde las 
c o r r ie n te s  netas reemplazan a las  p a rc ia le s  en el papel del 
acoplamiento. Dentro de esta s im i l i t u d ,  ambos métodos d i f i e r e n  
en que en uno de e l l o s ,  el l lamado método V + , se in ten ta  
exp lo ta r  la  l in e a l id a d  de la  ecuación de transporte  para separar 
en el f l u j o  las  contr ibuc iones debidas a fuentes propias del 
nodo, de las  provenientes de las  co r r ien tes  netas entrantes 
sobre las  in t e r f a s e s .

En todos los métodos se ap l ic a  la rea l imentación no l in e a l  
con objeto de reduc i r  el número de incógn itas  a una sola por 
nodo y por grupo. Esta rea l imentación se introduce de manera 
d i f e re n te  en cada uno de los t res  métodos, obteniéndose ecuac io ­
nes cuyas propiedades de convergencia son analizadas en cada 
caso.
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I V . 1 El problema lo c a l .  Paso 2:

Se t r a ta  de encontrar una so lu ­
ción de las ecuaciones d i re cc io na le s  ( I I . 4) basada en las s i ­
guientes suposic iones:

L

0u(a)=  ( IV .1 . a )
f=0 

L L

L u W -  L «Cu! L L { L ( I V . l . b )
LO
L

Q ilW -  1u! ( I V . l . c )
Uo

Estas expresiones representan los desa r ro l lo s  en momentos 
lo ca le s  de las  magnitudes respec t ivas .  Estos momentos están de­
f in id o s  formalmente por ecuaciones análogas a la  ( I I I . 26) para 
l a  fuga neta t r a n s v e r s a l .  Los momentos qui se suponen conocidos 
por ahora; su der ivac ión  se d e ta l l a r á  en la sección I V . 2.

La solución a las  ecuaciones ( I I . 4) debe cumplir con dos 
condic iones de contorno sobre las caras u=±l del nodo. En con­
d ic iones  de t ipo  D i r i c h l e t  esto implica conocer los va lores 
<j)U± ; además el momento loca l  de orden cero <í>uq es el f l u j o  
promedio nodal, conocido de la  solución al problema g loba l .  Por 
lo  tanto hacen f a l t a  ecuaciones extra ,  en número (L+l)-3 = L-2, 
para poder determinar todos los momentos Estas ecuaciones
son obtenidas por el Método General de Residuos Ponderados /12,2/ 
que en el esquema de Galerk in  cons is te  en anular los momentos 
super iores  de la  ecuación ( I I . 4 ) ,  usando como funciones de peso 
la s  mismas de la  expansión, es dec i r  los polinomios de Legendre. 
Así se t iene :

i t

f P(u) LJ2. L  +  I r  & < “) +  3 > U ( “) -  Q u & O  
J ' l kt «I«1 

-1

du = O
(IV.2)
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con p = l , . . . , L - 2 .  Insertando las  expresiones ( I V . 1) esta ecuación 
se conv ie r te  en:

L L U i v~

tp, + ^  T  % t en  = 0 ( I V . 3)
(=1 J a  1.1 1,1 1,1

con el parametro adimensional i n d e f i n i d o  según:

l kl>
Ku = 1 T T  ( i v -4>nu Lr

y los elementos bp] y ep-j dependiendo sólo del conjunto de fun­
c iones de peso y expansión:

1

\¡ri  -  ( fy*) dv. ( IV .  5. a)
-1

í

ef* - j

Valores numéricos de la  expresión ( IV .5 . a )  para los primeros 
órdenes se exponen en el Apéndice I .

Introduciendo notación m a t r i c ia l  el sistema de ecuaciones 
( I V . 3) se puede poner:

- Ai. £ • £ % =  2. ( i v . 6)
K¿ h "  W

con:

ft ; jbpjj rnatrik de [i- l * L J  ( IV .  7. a)

0n • c°l (rfui)"•> 0ul) (IV.7.b)
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I  : M

í " ’ Í M

de [l-Z # í-J

de [ L * LL]

JjU : COÍ. ( L m , . . . j  Í.UU )

(IV.7.c)

( IV .  7. d)

( I V . 7 .e)

Ut, ••• j ‘iuL )

def in iendo ahora:

Hu = B _  i  I
/V rv Kn.

Su = í ' jCu . 1  ^
—  ~ D —

la  ecuación ( I V . 6) queda expresada:

Hu- h  - i¡*L £• 5» - 0_

( I V . 7 . f )

( I V . 8 . a)

( I V . 8 .b)

( I V . 9)

La matriz Hu depende de las  propiedades y dimensiones del nodo 
a t ravés  del parámetro ; el vector  Sa contiene el d e ta l l e  la  
modulación de la  fuente y de la  fuga neta t ra n sve rsa l .

Esc r ib iendo  el vecto r  como 0ua©^ub, donde = c-oK^m^uu). 
y colfaui,.... , y separando la matriz según:

Hu =

1

Hu«. 1/v Hub

-

con tblx de dimensión [L-2*2] y íj^b de [L-2*L-2] ,  la 
condic ión de residuos ponderados, ecuación ( I V . 9 ) ,  queda 
expresada de la  s igu ien te  manera:
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Hu<t.<?U + Hufc. 0ub _ \  = £ .
-  —  + -  í ,

de la  cual es posib le  despejar û.b en términos de como:
t ,

0ub = íí* • IS  - d“ • í i S  ( IV .  10. a)
---------  4

con las  matrices Mji y Nu de f in idas  según:

Nn -  Hub. E [ L -Lx L] ( IV . IO .b )

Mu = Hub. Wua. ( I V . I O . c )

El vector  contiene los momentos lo ca les  1=1,. . . , L  de la  
d i s t r ib u c ió n  <f>u(u ) .  De estos L momentos solamente dos son 
independientes,  son los momentos básicos <1 ^ 1  y <f>u2 contenidos 
en ûa, . Los L-2 re s tan tes ,  agrupados en , const ituyen los 
momentos superiores y están vincu lados con los básicos por la 
ecuación ( I V . 10.a ) .

La expansión ( I V . 1 . a )  para <t> u ( u) puesta en forma ve c to r ia l  
es: t

$u(u) = <¡tK + í* ■ m

La p a r t i c ió n  de ^  en impl ica  una pa r t ic ión  s im i la r
de en 0  ?bCu) ta l  que:

0 u(u) = <j>u + ^ vJ» • ^ * t)

Eliminando de esta expresión $ub con ayuda de la  ecuación 
( IV .1 0 .a )  se 1 lega a:

r
= 0<t + A ¡c .  M í  + ( i v . i d
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donde: T
9u.fr) = Bifr) - Hu . fbCu) _ coi Sm W ) ( I V . 12. a )

T̂ Cit) = J ¿  5 j  . Nu . Tbíu) ( I V . 12. b )
k

El últ imo paso cons is te  en re la c io n a r  los momentos <|>u( =<f>uÔ »
4>u 1 y <|>u 2 con las condic iones de contorno <|>u± y el f l u j o  pro­
medio del nodo <|>. Este último es directamente <|>uo y para los 
otros dos momentos va le :

¡tfu í = <¡> + 3u(*i) + i)

Notando que la  función g iu (u) es impar en u y que g2U( u ) 
es par (ve r  Apéndice I I ) ,  se resuelve  para y después de
in t r o d u c i r lo  en la  ecuación ( I V . 11) se l lega  f inalmente a:

( I V . 13.a)

A0u(u) = TU(U) -  01UM  _  fkr) Gin(*) ( i  v . 13 . b )

donde Fu± = Fu(u=±l) y las  funciones Gi /2u û  ̂ son las 
g i / 2u(u) normalizadas al va lo r  que toman sobre la  coordenada
u=+l. Así:

M ) = J s Í L  = ^
S i u +  $ i u +

El término A<t>u(u) es un término de correcc ión  que, por el vec­
to r  S^en la  de f in ic ió n  de Fu (u ) ,  t iene  en cuenta la  d i s t r i b u ­
ción de la fuente dentro del nodo y la modulación de la  fuga 
neta t ransve rsa l  a la d irecc ión  u. Este término se anula sobre 
los  bordes u=±l del nodo.

La ecuación ( I V . 13.a) es entonces la  solución al problema 
l o c a l .  E l l a  expresa el f l u j o  <t>u(u) como función de magnitudes 
conocidas de la solución al problema g loba l.
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El conocimiento de los momentos lo ca le s  del f l u jo  puede ser 
necesar io  para eva luar  la  d is t r ib uc ió n  de la  fuga neta t r a n sv e r ­
s a l ,  si se usa el método EML, ó para determinar la  modulación de 
l a  fuente,  según se verá en la  sección I V . 2. De la  solución al 
problema global uno conoce los va lo res  del f l u j o  promedio nodal,
<l>, y del promedio sobre las  in te r fa s e s  nodales, <t>u±. La de te r ­
minación de los momentos lo ca les  a p a r t i r  de estas cantidades y 
de las  d is t r ib uc io nes  conocidas de la  fuente y la  fuga neta 
t ransve rsa l  se presenta a cont inuación.

La ecuación ( I V . 11) planteada sobre los extremos u = +l 
q ueda:

= ^ + . $u(*l) +

la  cual se puede expresar v e c to r ia l  mente como:

¿  U + 9u - ( I V . 14)

donde:
U  = Coi (.1, 1 )

-  C o i ( r f u - J  $ U + ) 9íi
•—  '  / v

fc¿3 - coi. (Fm- , fü+J

Despejando ^ua. de la  ecuación ( I V . 14) se obtiene:

-i _i 
0 M  r  9u .[< h l - i  '¿ J  - 9* • ( I V . 15)
— ----  " S \ J  '  / v

Esta  es la  re la c ión  buscada. De e l l a  se obtienen los momentos 
lo c a le s  bás icos,  mientras que los momentos superiores están 
re lac ionados con éstos por la  condición ( I V . 10.a) de los r e s i ­
duos ponderados.

r T

—  9 u f - t )  —

—  —
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I V . 2 Modulación de la  fuente:

Para h a l l a r  la  solución al problema
lo ca l  se in t rodu jo ,  para la fuente Qu(u ) ,  un desa r ro l lo  en po­
l inomios de Legendre del mismo orden (L )  que para el f l u jo .  La 
eva luación de los c o e f i c ie n te s  qui del desa r ro l lo  se reduce a 
m u l t ip l i c a r  la  ecuación d i recc iona l  para Qu (u) por 
0. 5*(21+ 1) *P-| ( u ) , e in te g ra r la  entre -1 y 1 transformándola en 
un conjunto de L+l ecuaciones que re lac ionan los co e f i c ie n te s  
qu 1 con los momentos lo ca le s  del f l u jo  <t>u-|* De las  ecuac io ­
nes (1 .2 )  y ( I I . 5 .b) se t iene :

Operando con la  ecuación ( I V . 17.a) según se exp l icó  más a r r ib a ,  
se l lega  a:

Por lo tanto la  evaluación de los momentos lo ca le s  de la

los  momentos lo ca le s  del f lu jo  en esa d irecc ión  y en todos los 
grupos.

( I V . 16)

que será e s c r i t a  abreviadamente como:

( IV .1 7 .a )

con:

k«H
( I V . 17. b )

( I V . 18)

9'

fuente en una determinada d irecc ión  requ iere  el conocimiento de
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Expansión a l t e r n a t i v a  de cuarto grado:

Si no se desea eva luar  ex­
p l íc i tam en te  los momentos lo ca le s  del f l u j o ,  es posib le  expandir 
l a  fuente en un desa r ro l lo  de cuarto grado, usando directamente 
l a  solución del problema g loba l.  Este d esa r ro l lo  es exacto siem­
pre que el orden L de expansión del f l u j o  sea <4. Las magnitudes 
necesar ias  para el desa r ro l lo  son el f lu jo  promedio nodal <¡> y 
va lo re s  sobre los contornos que, según el esquema en que se r e ­
suelva el problema g loba l,  serán el f l u j o  y la  co r r ie n te  neta ó 
l a s  co r r ien tes  p a rc ia le s  entrantes y s a l i e n te s .  La idea es re ­
producir  los va lo res  de la  fuente y sus derivadas sobre los con­
tornos,  y el promedio nodal.

Se t iene  entonces:

Q,

9'

3'

( I V . 19.a)

( IV .19 .b )

dmL

Y eff 
= _ Jül /  L f t

i L -j

JüL  / L r  O * * '  * * * ) * '3 3

JlU¿ 3’

9'

( IV .19 .C )

En términos de estas magnitudes el d esa r ro l lo  queda expresado:
k

= /
(IV.20)
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con:

% o  <2
( I V . 21.a)

q us = _ L  j  (<2¿+-<2^)-(Qv-Q*-) I  ( I V. 2 1. b )

= j l j ( Q n t  + 4n-)+$(Q-£(Qu* + 4u-))J ( IV .21 .C )

* iu  = J  (<*«»-<?*.) - é ( IV .2 1 .d )

Hlii. = + ^U_)  "  ^  ( IV .2 1 .e )

I V .3 El problema global con matrices de respuesta:

El esquema de
matr ices de respuesta para reso lve r  el problema global re su l ta  
de u t i l i z a r  las  co r r ie n te s  p a rc ia le s  promediadas sobre las  in- 
t e r f a s e s ,  como va r iab le s  de acople entre los d i s t in to s  nodos del 
sistema. Por lo tanto primero es necesario determinar la  r e l a ­
ción entre las  co r r ien te s  pa rc ia le s  entrantes y s a l ien te s  de ca ­
da nodo, a p a r t i r  de la  solución al problema lo c a l ,  ecuación 
( I V . 13.a ) .  La expresión matemática que r e f l e j a  esta re la c ión  se 
l lama ecuación de respuesta,  y su deducción se describe a c o n t i ­
nuad* ón.

La ecuación de respuesta nodal:

De las  ecuaciones (1 .3 )  y la  ley  
de F i c k ,  expresada según la  ecuación ( I I I . 8 ) ,  se obtiene:

A 0 u(u)
h«i cUn u=t l

(IV.22)
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con la derivada en el sentido de la  normal s a l i e n te .  Tomando la  
so luc ión al problema lo c a l ,  ecuación ( I V . 13.a ) ,  la  an te r io r  se 
conv ie r te  en:

di Lh(j)uty

dtiu

( I V . 23)
t i

donde se han u t i l i z a d o  las  re lac iones  (1 .3 )  para expresar los 
f l u j o s  sobre los contornos en función de las  co r r ien te s  par­
c i a l e s ,  la  d e f in ic ió n  ( I I I . 14.a) del co e f i c ie n te  de d i fus ión; í
adimensional du , la convención de co r r ien te s  s im étr icas  y

A-*a n t i s im é t r i c a s  in troducida  en las  ecuaciones ( I I I . 5 ) ,  y las  
propiedades de paridad de las  funciones Gi /2u » 9ue definen las  
magnitudes t u y xu de la  s igu ien te  manera:

= iL G ^ c^ ) = -  i_G in fc )
U«-l

Xu = i - G JU<tt) i- G ^ o o
cin* Ui+i dhu U=-i

tèrmi no en a 4> u(u ) de la ecuación ( I V . 23) puede

( I V . 24.a)

( I V . 24.b )

según las  ecuaciones ( I V . 12) y ( I V . 13) con la  introducción del 
vec to r  W jl , de L-2 componentes, def in ido  por:

dnu
+

u=±i

( I V . 25)

para dar:

dhk
4 Su..V/uítí) (IV.26)
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La ecuación de balance nodal estab lece  la  s igu iente  re lac ión  
entre  los va lores  promedio del f l u j o ,  las  fuentes y las  c o r r ie n ­
tes sobre las  in te r fa s e s :

- L ( j v r ' j v )  + L r  <j - & ( I V . 27)L
V

Esta ecuación puede obtenerse promediando la ecuación ( I I . 4)
sobre u y u t i l iz an d o  las  re lac iones  ( I I I . 7) y ( I I I . 8 ) .  Con e l l a  
se puede e l im ina r  el f l u jo  <|> de la ecuación ( I V . 23) obtenién­
dose:

i « - i l t  -  *  i * ) -  Q  -

j l - t )  + , IV. 28)
¿ r  L _ Jhv

V
Estas  son dos ecuaciones para las  co r r ien tes  pa rc ia le s  en u=+l 
y u=-l. Sumándolas y restándolas se l lega  al s igu iente  par 
de ecuaciones para las componentes s im étr ica  y an t i s im é t r i c a  
en la d irecc ión  u:

+  m - 2 9 - a )

Ir ¿v“L l vv

4+* í~* rJ í + * r *  , S T U/*  ( IV.  29. b )A  - jü  = "  « O *  - ^  Jq. 4 2 iL-riÜ

con las  magnitudes adimensionales a u y 3U def in idas  por:

= Z ( I V . 30)

y las  componentes s im étr ica  y a n t i s im é t r i c a  para Wu(u) conven­
cionalmente según:

Wn = Wtt (+<) + W k H ) = W i¿(-m) - v/u(_0
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La ecuación ( I V . 29.a) muestra que la  componente s im étr ica  
l a  co r r ie n te  neta ( J u ) está formada por las contr ibuc iones 
s im é tr ica s  del f lu jo  sobre los contornos ( $ ¿/¿ ) ,  de las 
fuentes del nodo (Q),  de las  co r r ie n te s  netas en todas las 
d i recc iones  ( ¿ j ^  Jv ) y de una componente heterogénea s im é t r i ­
ca ( ) que t iene  en cuenta la  modulación de las  fuentes y 
de las co r r ien tes  sobre las in te r fa s e s  nodales. En el caso de la  
ecuación ( IV .2 9 .b ) ,  a la  componente a n t is im é t r i c a  de la  corr ien- 
te  neta ( J u ) no contribuyen la  fuente promedio ni las  c o r r ie n ­
tes  netas en otras d i recc iones .

Las ecuaciones ( I V . 29) valen para cada d irecc ión  e spac ia l ;  
para re so lve r  el sistema y obtener las  co r r ien tes  s a l ien te s  
( s im é t r i c a s  y an t i s im é t r i c a s )  en función de las  entrantes ,  con­
viene in t ro d u c i r  la  notación m a t r i c i a l .  Así:

i " j _  "  5 i  + ¿ Q *  - í  lT + ¡J- i  + W .  5. ( I V . 31.a)

r - r = - a . ó +*- A . r  + w * s ( I V. 3 1. b )

donde: 
. t •t* /:+* :t# ;+#•* 

i = (ju , Jy , Jw J (IV. 3 2. a)

I U  L U ]
5 = C0í.(|¡L, Sv , Sw) (IV. 3 2. b )

A = 4*3 f a ,  ¿ y ,  g .  I ÍyJ ($*) ( IV .32 .C )

K = 1  b 
I r  "

. i .  k'L K -fs/ ¿CL9 J hy J ^ | ( IV. 3 2. d )

r . ,*T p
0 0  ' <  0 0

\w*= 0 w ?T 0 W  _ 0  w vT 0
( I V. 32. e )

0 0 v £
0  0

-
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Resolviendo ahora el sistema ( I V . 31) se l lega  a:

J  = 5 - j  i  ¿  Q IT + j  ( I V . 33.a)

( I V . 33.b )

con:

f  B ( í  + i )“1 GE -  6) ( I  V.  34. b )

ü  = ( I  +  6+ K ) 1X. ( I V . 34. C )
i® ' i
J_ 3 ( I  + £ + K) • \w . S_ ( I V . 34. d )

i®* , X-1 i
¿  = (1 + 6+ 5 )  . w *  5 ( I V. 34.e )

Las ecuaciones ( I V . 33) son las  ecuaciones de respuesta para 
la s  co r r ie n te s  s im étr icas  y a n t i s im é t r i c a s  respect ivamente. Las 
c o r r ie n te s  p a rc ia le s  sobre una determinada cara se obtienen a 
p a r t i r  de estas magnitudes, de la  s igu ien te  manera:

ü  > í ( ¿ %  n  ( i v - 3 5 )
Introduciendo en esta ecuación las  expresiones ( I V . 33) re su l ta :

, + • - • - . o ( I V . 36). U + II . + UI
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siendo Z> resultado de la  combinación de las  matrices de re
f lex ió n  de las  co r r ien tes  s im étr ica  y a n t i s im é t r i c a :

(5 -1) ( I V . 37)

Como los elementos de respuesta se definen por neutrón en­
t ra n te  y por neutrón nacido en el sistema (y no por unidad de 
c o r r ie n te  entrante  y de fuen te ) ,  las  transmisiones y la  probabi­
l id ad  de escape se expresan como:

En términos de estas magnitudes, la  ecuación ( I V . 36) queda:

Esta es la  buscada ecuación de respuesta nodal. La co r r ien te  
promedio s a l i e n te  por una determinada cara del nodo está formada 
por:

a) los neutrones que entrando al nodo por dicha cara son 
directamente re f le jad o s  en e l l a  (£ ) ,

b) los que entrando por cua lqu ier  cara son transmit idos 
a través del nodo y salen por la  cara en cuestión (£ ) ,

c )  los  que nacen en el nodo de una fuente uniformemente 
d i s t r ib u id a  y fugan de él (£ ) ,

d) una contr ibuc ión  heterogénea 3+ actuando como un 
término de correcc ión que t iene  en cuenta la  d i s t r i b u ­
ción de las  fuentes dentro del nodo, y la  modulación 
de las  co r r ien te s  sobre las  in te r fa s e s  nodales.

( I V . 38.a)

( I V. 38. b )

j ,  = f . i ?  + l i . i . l , ' 1 j '+  1,1» <2 +
------  ^  ----- —  rs/ r *  r *  v  —  ____ J L

( I V . 39)
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Los elementos P, t y j® no se corresponden con la  te o r ía  de
matr ices de respuesta de orden cero /5,10,13/ como parec iera  
suge r i r  la ecuación ( I V . 39). La razón de esta d i f e ren c ia  es 
porque estos elementos son insens ib les  a la  modulación de las  
c o r r ie n te s  pa rc ia le s  s a l i e n te s ,  la  cual está in c lu ida  junto con 
la  de las  co r r ien tes  entrantes en el término heterogéneo 3+ . 
En base a la descomposición hecha en el cap í tu lo  I I I  del vec­
to r  «fu (conteniendo la  modulación de la  fuga neta t r a n s v e r s a l )  
en X a - X a  , es posib le  de r iva r  las  magnitudes P , t  y 
incluyendo la  modu1ación Xa. De esta manera ante una i r r a d ia c ió n  
plana sobre cua lqu iera  de las  caras se t iene  ¿ ¿ = 0 ,  el término 
de correcc ión  correspondí ente J+ se anula (suponiendo que la  
d i s t r ib u c ió n  de las  fuentes en el nodo es plana) y la  respuesta 
es solamente función de £ , ¿  y , que ahora sí son las  verda­
deras magnitudes de respuesta de orden cero. La razón por la 
cual no se ha derivado de esta manera la ecuación ( I V . 39),  es 
porque la  inc lus ión  de la  modulación JCu. en los elementos de 
respuesta es d i fe ren te  según el modelo que se u t i l i c e  para la 
fuga neta t r a n s v e r s a l ,  mientras que la presente der ivac ión  es 
v á l id a  para cua lqu ie r  modelo. De todas maneras, cuando en el ca­
p í tu lo  V I I  se ana l icen  los resultados númericos obtenidos con 
los d iversos métodos, se ind icarán  las  expresiones de £ y £ 
con ¿ ¡ ¿ in c lu id a  para comparar numéricamente los dos modelos pro­
puestos para la  d is t r ib u c ió n  de la  fuga neta t r a n sv e rsa l .

Real imentación no l in e a l  y s i n t e t i z a c ió n :

La ecuación ( I V . 39)

planteada en la  cara izquierda de la  d irecc ión  u queda:

v
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donde pu es el c o e f i c ie n te  de re f lex ión  para la d irecc ión  
u, que no debe ser confundido con el de la  ecuación ( I I I . 14.b) 
obtenido para modelar la fuga neta t r a n s v e rs a l .  Si bien t iene  
el mismo sent ido, es dec ir  es también un c o e f i c ie n te  de 
re f lex ió n  d i r e c t a ,  la  d i f e ren c ia  está en que éste fue obtenido 
suponiendo el f l u j o  expandido en un polinomio de segundo grado, 
mientras que el de la ecuación ( I V . 40) se corresponde con la 
expansión L-ésima para el f lu jo  <t>u(u ) .  Verdaderamente, si L=2 
entonces t u=l (ve r  Apéndice I I )  y a u=2du, ecuación 
( I V . 30), con lo cual ambos pu co inc iden .  Como no se usan 
simultáneamente, designar ambos con la misma l e t r a  no se presta 
a confusiones y s im p l i f i c a  la  notación.

Dentro de la  sumatoria de la  ecuación ( I V . 40),  t vu es la 
componente de la  matriz t  que representa la  transmisión de la 
d i recc ión  v a la  u.

Las c o r r ie n tes  s im étr icas  J v son las  incógnitas  ó v a r iab les  
del problema nodal, ta l  como se lo ha presentado hasta aquí. 
Esto es consecuencia de haber supuesto nodos homogéneos; de no 
haber sido a s í ,  las  va r iab le s  ser ían  6 por nodo y por grupo: las 
co r r ie n te s  entrantes por cada cara del nodo. En el esquema de 
matr ices  de respuesta adoptado en esta sección, para pasar de 
t r e s  v a r iab le s  (por nodo y por grupo) a una so la ,  es condición 
s u f i c i e n t e  que la matriz de respuesta de la ecuación ( I V . 40) sea 
una matriz s i n t é t i c a ,  es dec ir  que sus elementos t vu sean fac- 
to r iz a b le s  en el producto a v̂ r u . Sin embargo la matriz de 
respuesta para nodos rectangulares  no es s i n t é t i c a  /13/, por lo 
cual se recurre  a la  real imentación no l in e a l  para log ra r  esta 
" s i n t e t i z a c i ó n " .

Las transmisiones o r ig in a le s  se descomponen en el producto 
de dos fac to res :

¿ V(t = • V (IV.41.a)
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con:

=  &
( I V . 41. b )

Así es el número de neutrones que abandonan el nodo en todas 
la s  d i recc iones ,  por neutrón entrante  al mismo desde la d i r e c ­
ción v; r vu es el f a c to r  de d is t r ib u c ió n  de fugas, es dec ir  la  
probab i l idad  de que los A(v neutrones que van a abandonar el nodo 
lo  hagan por una de las dos caras extremas de la  d irecc ión  u. 
Entonces r vu está normalizado tal que:

En función de estas magnitudes, el término de la  sumatoria en la  
ecuación ( I V . 40) se escr ibe  como:

e introduciendo ahora los fac to res  de d is t r ib uc ió n  de fuga 
equ iva len tes ,  def in idos por:

i ( I V . 42)

( I V . 43)

( I V . 44)

con:

v - _
L ¿ w

( I V . 45)

w

el término ( I V . 43) queda expresado como:

(IV.46)
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Los fac to res  de real imentación no l in e a l  de la  ecuación ( I V . 45) 
(ó también fac to res  de forma) están acotados por ser def in idos 
p o s i t i v o s  y porque su suma debe ser igual a la  unidad:

ZL. = i  ( I V . 47)
V

La introdución de la  real imentación no l in e a l  ha permitido 
obtener un f a c to r  de d is t r ib uc ió n  de fugas que es función única 
de la  d irecc ión  de s a l id a ,  r u de la  ecuación ( I V . 44).  Estos 
fa c to res  cumplen también con la normalización ( I V . 42);  con e l lo s  
es posib le  hacer la  t r a n s f ormación:

y así agrupar las  t res  v a r iab les  o r ig in a le s  Jy  en una única 
v a r i a b le  M, de ahora en más la va r iab le  nodal, de f in ida  como 
l a  s igu ien te  combinación de las  Jy  :

M =2L  T -  ( I V . 4 9 )
v nv

Esta  v a r ia b le  M t iene  un s ig n i f i cad o  f í s i c o  prec iso :  es la  can­
t idad  de neutrones que abandonan el nodo habiendo entrado al 
mismo desde todas las  d i recc iones .

Con la  introducción de esta nueva v a r ia b le ,  la ecuación de 
respuesta ( I V . 40) queda ahora:

C  = P* fu, + <IV -50>

con r u jugando para M el mismo papel que la probabi l idad de 
escape pu para la fuente promedio Q.

En resumen, en esta sección se ha reducido el número de 
incógn itas  a una sola por nodo y por grupo, ta l  como hubiera 
ocurr ido  de haber t ra tado con una matriz de respuesta o r i g i n a l ­
mente s i n t é t i c a .  Desde este punto de v i s t a  la  introducción de la  
rea l imentac ión  no l in e a l  equ iva le  a una s in te t iz a c ió n  de dicha
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matr iz .  Sin embargo ésta todavía conserva su c a rác te r  general de 
no s in t é t i c a  pues, con los r u def in idos por la  ecuación ( I V . 44),  
l a  condición t vu =AL^u se cumP1e solamente para la  d is t r ib uc ió n  
de co r r ien tes  (es d ec i r ,  los fac to res  f v ) con que fue calcu lado 
r u , siendo t vu ^ r u para cua lqu ie r  otra d is t r ib u c ió n .  Por lo 
tanto la  condición de s in t é t i c a  se fuerza u t i l iz an do  un va lo r  de 
r u para cada s i tuac ión  p a r t i c u l a r ,  es dec ir  uno para cada nodo y 
para cada grupo. Como los c o e f i c ie n te s  r u están un i vocamente 
determinados por los fac to res  f v de real imentación no l i n e a l ,  
r e s u l t a  que todavía siguen siendo tres  las incógnitas  del 
problema: la  v a r ia b le  nodal M y dos de los fac to res  f v (e l  
t e rce ro  se obtiene de la  condición ( I V . 47) de normalizac ión) .  
Pero estos fac to res  se ca lcu lan  en un lazo e x te r io r  a la s  i t e r a ­
c iones sobre M, manteniéndose f i j o s  durante éstas y reduciendo 
entonces en un fa c to r  3 las necesidades de memoria rápida.

Acoplamiento y fórmula de 7 puntos:

respuesta ( I V . 50) para dos nodos N y K vecinos en la  d irecc ión  
u , se obti ene:

La cont inuidad de las  co r r ien tes  p a rc ia le s  promediadas sobre la  
in t e r f a s e  NK es tab lece :

Escr ib iendo la  ecuación de

o
( I V . 51.a)

( I V . 51. b )
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Introduciendo estas expresiones en las  ecuaciones ( I V . 51) y 
reso lv iendo para j«N» se l lega  a:

Una ecuación s im i la r  se obtiene para j' n k * ^e esta ecuación se 
puede ver que la co r r ie n te  que en la in te r f a s e  NK va del nodo K 
al nodo N, está compuesta por:

a) los neutrones que habiendo entrado al nodo K desde 
todas las  d i recc iones ,  fugan de él en d irecc ión  al 
nodo N: t^ r^ M ^ ,  más los que nacidos de una fuente 
uniformemente d i s t r ib u id a  en K fugan hacia N: h u p u k Qj< , 
más la  contr ibuc ión  de la co r r ie n te  heterogénea

b) los mismos mecanismos descr ip tos en a) ocurren desde 
el nodo N hacia el K y son directamente re f le jad o s  de 
vue l ta  hacia el nodo N con un fa c to r  pU|< en la f ron te ra  
i n te rnoda l .

Estas dos contr ibuc iones de primer cruce del numerador de la  
ecuación ( I V . 52) están ampl i f icadas por el fa c to r  (1-p UKPu N ^ ~ » 
que c o n ta b i l iz a  las  m ú lt ip les  re f lex iones  ocurr idas en la  i n t e r ­
fase  NK.

M u lt ip l ic ando  la ecuación ( I V . 52) por [̂u.u , d iv id iéndo la  
por hu y sumándola sobre todos los vecinos K del nodo N, se 
l l e g a  f inalmente a la  ecuación de 7 puntos para M ( l a  llamada 
ecuación noda l) :

KN -
i  - ftcN

( I V . 53)
K

donde :

- i

(IV.54.a)
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s H - a» r  j & l  i » + p«k ( I V . 54.b)

K

Una vez resue l ta  la  ecuación ( I V . 53) se obtiene el v a lo r  de 
M para todos los nodos, y de éstos se ca lcu lan  las  co r r ien tes  
p a r c ia le s  según la ecuación ( I V . 52). F a l t a  determinar el va lo r  
promedio del f l u j o  en el nodo, y para e l l o  se recurre  al 
ba lance,  ecuación ( I V . 27). Usando la  ecuación ( I V . 50), se t iene  
para las  componentes s im étr icas :

siendo r u la  probabi l idad de absorción para neutrones entrantes 
al nodo por la  d irecc ión  u.

Introduciendo la  probab i l idad  de absorción para los neutro­
nes nacidos de fuentes uniformemente d is t r ib u id a s  dentro del 
nodo:

con lo cual :

De la  de f in ic ió n  de M, ecuación ( I V . 49),  r e su l ta :

( I V . 55)

(IV.56)
k

la  expresión f in a l  para el f l u j o  promedio queda:

\



y con ésta queda completa la  solución al problema g loba l.  

Condiciones de contorno:

Siguiendo el método de la  r e fe renc ia  10, 
se t r a t a  de rodear al sistema con nodos externos " r e f l e c t o r e s "  r 
def in iendo sus parámetros de manera ta l  que se reproduzcan las 
deseadas condiciones de contorno cuando algún vecino K de la  
ecuación ( I V . 53) corresponda a uno de estos nodos. Designando 
por p un nodo p e r i f é r i c o  del sistema, la  co r r ie n te  de r a p que­
da expresada, según la  ecuación ( I V . 51):

j r f  = Pur V  + k i t  + k  K r  Qr + jrf ( I V . 58)

donde pur es la componente diagonal correspondiente al grupo g 
de la  matriz de albedos:

Pur = a 93 ( IV .59)

y para los términos restantes  se adopta uno de los t res  s igu ien ­
tes conjuntos a l t e r n a t i v o s :

- 58 -

\f 1 •lü y- ~ — ■
W  ;

Mr * r «
j -T II 0

ó
Jrp = 0 ( IV .60 .a )

L  ̂ •
f V -  T ~  jK

Mr = 0 •

j Qr = f 1 ;
. 0
Jrf» =0 ( I V . 60. b )

Mr = 0 •
) Qr ' 0 ; 0

Jrj» = J ( I V . 60.c )

con :

9
L
i '*  3

a 3'9 .W ( IV. 60. d )
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Para la  condición de contorno p a r t i c u l a r  de anular el f lu jo  
sobre el borde e x te r io r  del reac to r ,  se puede usar el s igu iente  
conjunto:

Conjuntos s im i la res  a las  ecuaciones ( I V . 60) y ( I V . 61) se 
ap l ican  como condic iones de contorno para la  determinación de 
l a  modulación de la  fuga neta t ransversa l  en cua lqu iera  de los 
dos métodos de ta l lados  en el cap í tu lo  I I I .  Refer idos a la s  ecua­
c iones ( I I I . 13), e l l o s  son:

Las magnitudes J v*. ,  <t> r * J’e x t  de las ecuaciones ( I V . 62) 
contienen el subíndice x que r e f i e r e  a una cara nodal ó al orden 
de un momento l o c a l ,  según se t r a te  del método APD ó EML.

F ina lmente,  para el caso de condiciones de f lu jo  nulo sobre 
el contorno del reac to r ,  se t ienen las  s igu ientes  expresiones 
equ iva len te  a la  ( I V . 61):

( I V . 61)

( I V . 62.a)

( I V . 62.b)

con:

( IV .62 .C )

fvr = - i  ) jyrx = ín ~ 0 ( I V . 63)

Sumario del a lgoritmo:

A continuación se sugiere el camino para 
obtener los f lu jo s  nodales promedio, según el esquema de m atr i ­
ces de respuesta presentado en esta sección. Part iendo de los
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va lo res  (conocidos de la  i t e ra c ió n  prev ia  ó estimados) de los 
momentos del f lu jo  U ui ) .  los pasos necesarios son:

1) se ca lcu la  Jiu.n según alguno de los métodos descr iptos 
en el capf tul o I I I ;

2) se ca lcu lan  ^u*y QN (=qu0N) de la  ecuación ( I V . 18);
3) se evalúa San según la  ( I V . 8 .b ) ; O
4) se obtienen las  co r r ien tes  heterogéneas j|<N a p a r t i r  de 

la s  ecuaciones ( I V . 34) y ( I V . 35);
5) se evalúan los r UN según la  ( I V . 44);
6) se ca lcu lan  los c o e f i c ie n te s  A|<n y la  fuente SN de las 

ecuaciones ( I V . 54);
7) se resue lve  M̂j de la  ( I V . 53);
8) se construye j^^ de la  ( I V . 52) y los f uN de ( I V . 45);
9) se obtiene <)>n de la  ( I V . 57).

Estos pasos se ejecutan para cada grupo del esquema multi- 
grupo hasta terminar el barr ido e x te r io r .  Luego se r e ca lcu la  la  
fuente de f i s ió n  y el ke f f  en forma convencional,  se evalúan los 
nuevos momentos del f l u jo  de las  ecuaciones ( I V . 15) y ( I V . 10.a) 
y se hace una nueva i t e ra c ió n  e x te r io r .  Este proceso se rep i te  
hasta log ra r  convergencia.

I V. 4 El problema global con métodos de malla gruesa:

En esta sec­
c ión se obtendrán las  ecuaciones que resu l tan  de es tab lece r  el 
acoplamiento nodal usando las  c o r r ie n te s  netas, en lugar de las  
p a r c i a l e s ,  como v a r iab le s  de acople. La presentación del mate­
r i a l  se ha d iv id ido  en t res  subsecciones: la  primera de e l l a s  
cont iene la descr ipc ión del llamado "método del f l u j o  t o t a l " ,  ó 
método <j> en forma abreviada,  que es el equ iva lente  d i rec to  en 
malla gruesa del presentado en la sección I V . 3. En la  segunda 
subsección se describe un método que explota la  l i n e a l id a d  de la  
ecuación de Boltzmann para re so lve r  separadamente la s  con t r ibu ­
c iones al f l u jo  promedio nodal provenientes de las  co r r ien tes
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netas entrantes al nodo desde sus vecinos ( f l u j o  t r a n s i t o r io  ó 
f l u j o  ^f) ,  y las  debidas a las  fuentes propias del nodo ( f l u j o  
a s in tó t i c o  ó f l u j o  *P ) .  Por esta razón se lo llama "método de 
separac ión " ,  ó método En la  te rce ra  subsección se hace una
comparación a n a l í t i c a  entre ambos métodos en base a la  manera de 
in t ro d u c i r  la  real imentación no l in e a l  en uno y en otro.

Dado que la formulación es básicamente s im i la r  a la presen­
tada en la  sección I V . 3 para el caso de matrices de respuesta, 
se e v i ta rán  las  deducciones de ta l ladas  cuando sea posib le  
r e f e r i r l a s  a su equ iva lente  en dicha sección.

I V . 4 . a Método del f lu jo  t o t a l :

Las v a r iab le s  sobre las  que se im­
ponen las  condic iones de continuidad son, en los métodos de ma­
l l a  gruesa, las  co r r ie n te s  netas y los f lu jo s  promediados sobre 
la s  in te r f a s e s  nodales. Estas dos magnitudes están re lac ionadas 
entre  sí en una ecuación que es la  expresión d isc re t izada  de la  
ley  de F i c k ,  y que es la  equ iva lente  a la  ecuación de respuesta 
de los métodos de matrices de respuesta.  Esta ecuación se deriva 
a cont inuac ión .

Relac ión co r r ie n te  neta-gradiente de f l u j o :

A pa r t i  r de 1 a ecua-
ción ( I I I . 8) para la  ley  de Fick y la  solución al problema l o ­
c a l ,  ecuación ( I V . 13.a ) ,  se obtiene la  s igu ien te  expresión:

Ju.? - -

c K

(IV.64)
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con t u y xu dados por las  ecuaciones ( I V . 24). Sumando y restando 
la  cantidad 0 .5*<t> u+ * t u dentro del corchete,  la ecuación 
a n te r io r  se transforma en:

Jil+  = - da
U

. - d *  i u r u
oin u= +1

la  cual se puede poner como:

( IV .65)

donde:

d u = t , ( I V . 66.a)

= —
i
tu Li ( I V . 66.b)

i u. -
A ( IV .66 .C )

u=
( I V . 66. d )

h abi endose u t i  1 i zado la  ecuaci ón ( I V . 26) en la  última 
expresión.

La ecuación ( I V . 65) es la  expresión de la  ley de Fick para 
el método de malla gruesa. Los fac to res  su y t u que en e l l a  
aparecen, son los llamados fac tores  de correcc ión por tamaño de 
nodo y t ienen los  s igu ien tes  va lores  l ím i te s  (ve r  Apéndice I I ) :

í i .m  5 ^  = i  

hu-*o
0¿m in - i

hu-*0
(IV.67.a)
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Esto garantiza la  convergencia del modelo hacia los r e s u l t a ­
dos obtenidos con d i fe ren c ia s  f i n i t a s ,  pues cuando h+0 las  fuen­
tes del nodo y las  co r r ien tes  sobre sus caras se vuelven planos, 
con lo cual ->-0 y se l lega  a la  expresión de la  co r r ie n te  en
el método de d i fe ren c ia s  f i n i t a s :

J 11+ = ~ ¿u. ~ 0 )  ( I V . 67. b }

Los fac to res  f u def in idos por la ecuación ( IV .6 6 .c )  son 
los  fac to res  de real imentación no l in e a l  del presente método de 
malla gruesa y su inc lus ión  permitió l l e g a r  a la  ecuación 
( I V .  65) para la  co r r ie n te  neta, la  cual como se verá a con­
t in u ac ió n ,  conduce directamente a una fórmula de 7 puntos 
para <t>.

Acoplamiento y fórmula de 7 puntos:

Escr ib iendo la  ecuación 
( I V . 65) para dos nodos N y K vecinos en la  d irecc ión  u, se t ie-

J"u+N =  ~  ¿ u n  ~ 5 u k í ^ n )  +  ^ u + N  ( I V .  6 8 . a)

Jü-K = - oLk ($i-K - S “K rfx) + íirK  ( IV. 68. b )

La cont inuidad del f l u j o  y la  co r r ien te  neta en la in te r f a s e  NK 
se expresa como:

J nk =  Ju+N =  -  Ju -K  =  "
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la s  que in troducidas en el sistema ( I V . 68) conducen, una vez 
re su e l to ,  al s igu ien te  par de ecuaciones para el f l u jo  <j>N« y 
l a  co r r ie n te  J ^ k :

K - -  + S ¿ NK ( I ¥ . 6 9 . a )

duH 4 dnK

J hk = Dnk - ^uk + S Jnk ( IV .6 9 .b )

con el c o e f i c ie n t e  Dnk de f in ido por:

* X
- p . *  d a n  ^ - i i k  t > *

NK - --*-----—  '  ^KN ( I V . 70)

y las  correcc iones heterogéneas para el f l u j o  y la  co r r ien te :

o o
SjZ¡„K= = Í«ÍKM (iv.71.a)

cLjJ f  d-u*

¿JHK = 1>hk 1:7 ' ^  (IV. 71. b )
IU.N ClOK

U t i l iz an d o  la  ecuación ( IV .6 9 .b )  en la  ecuación de balance 
se obtiene directamente la  fórmula de 7 puntos para <(>n :

T  + £ r H $w = Qn ( I V . 72.a)
K

J~ 3)nk ̂ 5aN(j)̂ _ SU K + J_rN =  Q n  +• & Q n  (IV.72.b)
L-- 1 hq.

con: £Qn = J~ ' t ^  ( IV .7 2 .c )
k
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En la ecuación ( I V .7 2 .b ) el e fecto  de las  co r r ien tes  hete­
rogéneas se traduce en un término extra de fuente 6Q^, pos i ­
t i v o  ó negativo, que modifica la  amplitud del f lu jo  <j>n. La 
expresión f in a l  para la ecuación nodal, equ iva lente  a la  ( I V . 53) 
del método de matrices de respuesta, es la  que re su l ta  de despe­
j a r  <|>n de la  ecuación ( IV .7 2 .b ) ;  as í  se t iene :

( I V . 73.a)

donde :

A kN = X» >U.K

- i

-VN ( I V. 7 3. b )

Sm = An (Q h + 6Qn) ( IV .73 .C )

A d i fe re n c ia  del método de matr ices de respuesta de la 
sección I V . 3, las  va r iab le s  nodales del presente método de malla 
gruesa son directamente los f lu jo s  nodales promedio. Entonces la  
so luc ión  del problema global no neces ita  de operaciones extra 
para h a l l a r  el v a lo r  del f l u j o ,  como era el caso de la  va r iab le  
nodal M del método de matrices de respuesta.

Condiciones de contorno:

En forma análoga a lo hecho en la  sec­
c ión I V . 3 para el método de matr ices de respuesta, se describen 
aquí las  condiciones de contorno para el método del f l u j o  t o t a l .  
En términos de condiciones de albedo, la  co r r ie n te  neta de un 
nodo r e f l e c t o r  r hacia un nodo p e r i f é r i c o  p está dada por la  s i ­
guiente expresión /10/:

J  + _ A _  j m  ( I V . 74)
i  + Qgg L 1 +
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con j ext dado por la  ecuación ( I V .6 0 .d ) .  Comparando esta expre­
sión con la  ( I V . 65) planteada sobre la  in te r f a s e  rp se obtiene:

Lux
ó bien:

*  _ 1 / 1 -  a 33 
£  V. 1 +  Qgg

c¿: - 4- J l -  ( I V . 7 5. a )

y uno de los conjuntos s igu ien tes :

t  -€Xt

i - a 3g J

( I V . 75.b )

= —--- JeXÌ ■ j ‘f . 0  ; Sw = i  ( IV .  76. b ì

En el caso de condiciones de f lu jo  nulo sobre los contornos 
e x te r io re s ,  debe cumplirse <|>rp=0; de la  ecuación ( I V . 69 .a) 
y ( I V . 71.a) esto equ iva le  a:

r U iwf $u.r +  cLfr Jrfr 4 Jf*-
= -------- ----- r-------  + — *--- * = °

lo cual puede lograrse  haciendo:
o o V #.

- - J f r  * G'ar = cf-uf ( IV .  77)

y una de las  s igu ientes  a l t e r n a t i v a s :

5 ^ =  - S up ; (¡x = ( I V . 78.a)

= 5û > ; = ( IV. 78. b )
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IV . 4 . b Método de separac ión :

En este método se u t i l i z a r á  la  l i -  
nea l idad de la ecuación (1 .1 )  de d ifus ión  dentro del nodo para 
descomponer el problema real de h a l l a r  la  solución 4> (r_) conoc i ­
das las fuentes y las  co r r ien tes  netas sobre los contornos, en 
dos problemas más simples:

a) h a l l a r  el f l u j o  transitorio ^Qf) para el problema con 
la s  co r r ien tes  netas pero sin las  fuentes en el nodo, 
dado por la  ecuación:

- D VZ2Kr) + Z y  fyr) = O ( IV .  79)

con -DVV'C) conocido sobre el contorno nodal o.

b) h a l l a r  el f lu jo  aslntótlco iCf) de la s i tuac ión  con 
fuentes representada por la ecuación:

-3> v N ’fr) + I v  *P(!C) = Q C O  ( IV .  80. a)

su je to  a la  condición de "desacop le" :

V^CC) = o r  G ^  ( I V . 80.b )

La solución para <|> ( r_) será entonces la  suma de las  soluciones de 
los  problemas a) y b ) ,  es dec ir :

$(X) = t(!C) + ^CC) ( I V . 81)

La ap l ic a c ió n  del método de los semimomentos en forma com­
pletamente análoga a lo rea l izado  en el c ap í tu lo  I I ,  t r a n s fo r ­
ma las  ecuaciones ( I V . 79) y ( I V . 80.a) en el s igu ien te  conjunto 
de ecuaciones d i re c c io n a le s :

. ¿\<u) +  Zr U “) = - X L M  (IV.82)

i í i
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_  J i 2  á-ítGO 4 Zy. t »  = Q u ^ ) ( i v . 83)
¿  d iíl

donde los semimomentos Lu(u) y Qu( u) son los def in idos por las 
ecuaciones ( I I . 5) y y fu O*) son los semimomentos respec­
t i v o s ,  siempre de orden cero, del f l u j o  t r a n s i t o r io  y a s in tó t i-  
co. La suma de las  ecuaciones ( I V . 82) y ( I V . 83) conduce inmedia­
tamente a las ecuaciones d i re cc io na le s  ( I I . 4 ) .

El término heterogéneo -DLu (u) juega en la  ecuación ( I V . 82) 
el  mismo papel que la fuente Qu(u) lo hace en la  ecuación 
( I V . 83). En e fec to ,  la  cantidad -DLu (u)du es la  cantidad neta de 
neutrones que entran al nodo por la  f racc ión  de área l a t e r a l  
dS = (hy +hz )hxdu.

So luc i  ón 1 o c a l :

Expandiendo los semimomentos en polinomios de Le­
gendre y aplicando el método de residuos ponderados ta l  cual se 
r e a l i z ó  en la  sección I V . 1, se pueden resol ver las  ecu aciones 
( I V . 82) y ( I V . 83) para dar las  s igu ientes  expresiones equ iva len ­
tes a la ecuación ( I V . 11):

T *
tu, +

U “) = ¿  ^  ^

donde: "̂ ua v son vectores que contienen los momentos loca les  
de orden 1 y 2 de las  expresiones re sp ec t iv a s ;  y son los 
momentos lo ca le s  de orden cero,  ó en v i r tud  de su d e f in ic ió n ,

( I V . 84) 

( I V . 85)
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los va lo res  promedios nodales de las  magnitudes re spec t iva s ;  las  
funciones 3uA) son las  de f in idas  en la  ecuación ( I V . 12.a ) .  El 
últ imo término de ambas expresiones viene dado por:

t i  r r  t Cll)T i t  
fL (u) = ¿ a  . I  . Nit . fb(4.) ( I V . 86. a)
u Z(. —  ~  ~  —

a *• t  T 0
T̂ Ck) = - JüJL iü  Na . ]UU.) ( I V . 86. b )

AD

con los supra índ ices a y t  indicando a s in tó t i c o  y t r a n s i t o r io ,  
y cumpliéndose que su suma es igual a la  función Fu (u) de la  
ecuación ( IV .1 2 .b ) .

A p a r t i r  de este punto, el t ratamiento para cada f lu jo  
y fy-0 es d i fe ren te .

El f l u j o  t r a n s i t o r i o :

Para el f l u j o  t r a n s i t o r io  el t ratamiento es 
el mismo de la  sección I V . 1 y conduce a la  s igu iente  solución 
para ^UCUJ :

\ 0 0  = ^ + | Í W )  & i S  GtJü.) + A \ f c )  ( i v . 87.a)

A\(k ) = G>) - - y (¡u S  Í- )  ( IV. 8 7. b )
U Ui

donde es una correcc ión que t iene  en cuenta solamente la
modulación de la  fuga neta t r a n s v e r s a l ,  a d i fe ren c ia  del 
a <|> u ( u ) de la ecuación ( IV .1 3 .b )  que también inc luye  la  d i s t r i ­
bución de las  fuentes.
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El f l u j o  a s in to t i c o :

Este f l u jo  no rec ibe  in f lu e n c ia  de los nodos 
vec inos ,  sino que está determinado por la  d is t r ib u c ió n  y ampli­
tud de la  fuente dentro del propio nodo. Promediando la ecuación 
d i re cc io na l  ( I V . 83) se obtiene:

í  ¿  fy * )
>' Uj - 0.

o lí Ü=4i diiU--Ï-/
la  cua l ,  debido. a la condición de desacople de la  ecuación 
( I V . 8 0 .b ) ,  a r ro ja  para el promedio nodal de fuCk) el va lo r :

Y -
<2

( I V . 88)

Derivando la ecuación ( I V . 85) y u t i l i z an d o  otra  vez la  con­
d ic ión  de desacople, se obtiene sobre los extremos u=±l el 
s igu ien te  par de ecuaciones:

j a
0 - -f- f”u.í

donde las  primas indican derivadas en la d irecc ión  s a l ie n te .  
Ex p l ic i tand o  el producto e sca la r  se t iene :

( I V . 89)

De las  propiedades de paridad de las  funciones \  fa) (Apéndice
I I ) ,  se deduce que:

11+ =
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con lo cual el sistema ( I V . 89) se resuelve para los momentos 
lo ca le s  ^ui y , dando las  expresiones:

VtiL ------ V  ( C "  C )  ( I V . 90)
 ̂ 9iU+

Con éstas y la  ecuación ( I V . 88) queda resue lto  el problema 
para fuCu) . En p a r t i c u l a r  los va lores  f ro n te r izo s  ?u± quedan 
expresados por:

t 4 : M C - Q ¿ - ( C +C ) ¿ 4 F ¿

Re lac ión  co r r ie n te  neta-gradiente de f l u j o :

En este método, la  
le y  de Fick de la  ecuación ( I I I . 8) queda expresada como:

( I V . 92)
U=tL

ya que por la condición de desacople, el f l u j o  a s in tó t i c o  no 
contr ibuye  a la  co r r ie n te  neta sobre los contornos. In t roduc ien ­
do en la  ecuación a n te r io r  las  expresiones ( I V . 87) para \ u û) y 
operando ta l  cual se hizo en la subsección I V . 4 . a para el caso 
del método del f lu jo  t o t a l ,  se l lega  a la  s igu iente  expresión 
equ iva len te  a la  ecuación ( I V . 65):

J¡l+ = - Ay. (^nt ~ * ) ♦  Ju i  ( I V . 93)

donde clu es el mismo de la  ecuación ( I V . 66.a) y el f a c to r  de 
correcc ión  por tamaño de nodo su viene dado por la  ecuación 
( I V .6 6 .b ) , con una d i fe ren c ia  en los fac to res  de real imentación 
no l in e a l  f u , que en este caso están def in idos por:

i  = + V  , I V -94»
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XLa co r r ie n te  heterogénea es ahora:
0 . i .i -T aL)T Jut = - du Í_A\(«0

cÍK
z í ü -  i  • íü i í* 1) ( I V . 9 5 )

H=H

Nuevamente se garantiza la  convergencia hacia los resultados 
de d i fe re n c ia s  f i n i t a s  cuando h+0 pues en éste l ím i te  las 
co r r ie n te s  sobre las  caras nodales se vuelven planas, con lo

■r O m
cual Ja* * 0 y los fac to res  su y t u t ienden ambos a 1. Asi la  
ecuación ( I V . 93) se conv ie r te  en:

-  v )  ( !> - « )

pero : V.*. /u.t - y en el l ím i t e  h+0 se cumple que la fuente
en el nodo también t iende a ser plana, con lo cual Yut = Y 
y la  ecuación an te r io r  se reduce a la expresión ( IV .6 7 .b )  para 
l a  co r r ie n te  neta en d i fe ren c ia s  f i n i t a s .

Acoplamiento y fórmula de 7 puntos:

Refer ido  nuevamente al par de 
nodos N y K vecinos en la  d irecc ión  u, se p lantea:

(\ + n “  + J nk ( I V . 96.a)

jf. / . o
Jll-K = — cíu« ^UK (IV.96.b)

Las condiciones de cont inuidad del f l u j o  to ta l  y la co r r ien te  
neta estab lecen :

0 NK = \ +N + ?U+N =  f  ^ -K  = ^KN

J n k  = J u +n -  -
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La continuidad del f l u j o  tota l  no impone la  continuidad de sus 
componentes f  y \  , es dec ir  en general ocurre ^KN y Tnk 4 f«H. 
Introduciendo las  condiciones de continuidad an te r io res  en el 
sistema ( I V . 96), se obtiene:

% \ 0 
Jnk = - dun ( $ W - + Jnk ( I V . 97.a)

-  -JNK -  -  c [ l i K ^ N K -  H a -  ^UK +  J kN

Despejando <(>nk se l le g a  a la  s igu ien te  expresión:

( I V . 97. b )

A _ diuJ (5un\ + n̂k) + ot U.K( s ^ V U )

diu/ + flluK

NK ( I V . 98.a)

_^NKj_JkN_ _  ( I V . 98. b )
r  NK jl £

+ fll.UK

Introduciendo las  expres iones an te r io res  en la  ecu ación 
( I V . 97.a) se logra para

J nK = -̂ NK ^(SiiN^N + N̂k ) - (-5u.it ̂ le + K̂n)  j  ■+ ( I V . 99)

_ *  - - con -DNtcdado por la  ecuación ( I V . 70) y la  correcc ión heterogenea 
6J nk según:

NK"  ' --------- 7 *~OÍ.ILN OLU.K
( I V . 100)

Reconociendo que £rY=Q. » la  ecuación de balance ( IV .7 2 .a )  
se expresa como:

T  l i l i .  +  L n x  = 0  
,—1
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e introduciendo en ésta la expresión ( I V . 99) para , se 
11ega a :

#■

De estas ecuaciones se puede notar que la  fuente para el 
f l u j o  t r a n s i t o r io  está formada por los " s a l to s "  que el f lu jo  
a s in tó t i c o  t iene  en las  in te r fa s e s  nodales. El término extra 
6qjg actúa como una correcc ión  debida a la  modulación de las  
c o r r ie n te s  sobre las  in te r f a s e s .  Por ú lt imo, la  ecuación nodal 
para se obtiene despejando de la  ecuación ( I V . 101.a) para

La solución completa del problema global requiere  un paso 
ex t ra ,  s e n c i l l o ,  que cons is te  en re co n s t ru i r  el f l u j o  promedio 
to t a l  a p a r t i r  de sus contr ibuc iones in d iv id u a le s  como:

( I V . 101.a)

( I V . 101.b)

dar:

( I V . 102)
K

con: -L

( I V . 103.a)

( I V . 103.b)

fin = \  + (IV.104)
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Condiciones de contorno:

Comparando la co r r ie n te  neta de un nodo 
r e f l e c t o r  r hacia un nodo p e r i f é r i c o  p, dada por la  ecuación 
( I V . 74), con la  expresión para J rp obtenida según la 
( I V .9 7 .a ) , se deduce:

A * -  JL ^
“ r = 2 14 9»

con la  condic ión:

-A_  j m = ( f r b + S u r V )  4 J x y  ( I V . 105)
l+ a „

l a  cual puede ser s a t i s fe ch a ,  por ejemplo, con una de las  a l t e r ­
na t ivas  si gu i e n te s :

-i _r0 p ¡ext
tu  - 0 * Tr = 0 ' Jrb  = ———  J ( IV .  106.a)r J i r [+a_

fyjp = — -— j * V  0 ) = 0 ( I V . 106- b ) 
i-a99

r̂j> = 0 ; J r’ =o ;  S t r » !  ( I V . 106.C)
í- a „

Para el caso de condiciones de f lu jo  nulo sobre los contor ­
nos del re ac to r ,  la  condición <j>r p = 0 puede cumplirse en las 
ecuaciones ( I V . 98) haciendo:

J rp  = - J f r  J ] f t p s  - V  ( IV .  107.a)

junto  con una de las  s igu ien tes  condic iones:

Sur = - S u f ; %  = ( IV .  107.b)

Sur = Sujp • \  s -Tf ( I V . 107.c)
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I V . 4 . c Comparación de ambos métodos:

La d i fe ren c ia  fundamental
entre  los dos métodos desarro l lados en esta sección, rad ica  en 
l a  forma en que la real imentación no l in e a l  es introducida en 
cada uno de e l lo s  para l l e g a r  a la  fórmula de 7 puntos del pro­
blema g loba l.  El caso más s e n c i l l o  de re so lve r  en forma a n a l í t i ­
ca es el correspondí ente a un slab con fuentes f i j a s  uniforme­
mente d i s t r ib u id a s  y rodeado de vac ío ,  el cual será resue lto  en 
el orden básico L=2 de aproximación para el f l u j o .  Este ejemplo 
puede parecer t r i v i a l ,  pero de él se obtuvieron exp l icac iones  a 
los e fectos  aparecidos en los resultados numéricos r e la t i v o s  a 
casos más complejos.

El caso del s l a b :

Sea un slab designado por N, de espesor h y 
propiedades D y E r , que t iene  una fuente Q uniformemente d i s ­
t r ib u id a  y está inmerso en un medio vacío que será designado por 
R, se h a l la r á  la  expresión de los fac to res  de real imentación no 
l i n e a l  según:

y sus resu ltados serán comparados desde el punto de v i s t a  i t e r a ­
t i v o  y en función de las  expresiones que toman para los va lores  
1ím ites  h+0 y h+».

caso a ) :
La expresión para el f l u j o  to ta l  en cua lqu iera  de las  

dos in te r f a s e s  con el vacío es, según las  ecuaciones ( I V . 98):

caso a) : el método + V 
caso b) : el método <j>

| ^uh (A ih + + + r̂n)
NPv -------------------------------------r

du.N + fliuK,
( I V . 108)

donde los a s te r is cos  han desaparecido de las  magnitudes du
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pues en el orden básico L = 2, la  correcc ión t u es igual a 1.

En un slab con fuentes planas se cumple:

j ;  .  o

El vacío se representa con condic iones de contorno: a g g = j e x t = o ,  

con lo cua l ,  de las  ecuaciones ( I V . 75.a) y ( I V . 106), se obtiene:

Con estas observaciones, la ecuación ( I V . 108) queda:

( s “ A f  ^
de la c u a l :

\ n  =  ̂ ~ ¿  = ~  ûii % --- ---
i + ¿daH l+ LÍuN

Ahora, de la  ecuación nodal ( I V . 102) para \  se t iene :

4. ¿i el un (í—  ------  tN
■Ji _  C, _  l»u i+ i í lu N

N N T , i ¿<tun s¿-TN + — ------ ;--
lid

De esta ecuación y la  an te r io r  se obtiene f UN como:
4 r

L  = ^ -VN E Ï .

La re la c ión  entre su y f u es, para L = 2, su = 3-fu (ve r  Apéndi­
ce I I )  lo cual transforma la ecuación an te r io r  en la s igu iente :

Íun =  ̂ + — -- —  "  & fun ( IV .  109)
í
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caso b ) :
En el metodo <t> el f l u j o  en la in te r fa s e  NR viene dado 

por la  ecuación ( I V . 69.a ) ,  la  cual en base a las  cons iderac iones 
hechas en el caso a) r e l a t i v a s  a las  condiciones de contorno y a 
l a  modulación de las  fuentes y co r r ien tes  de in te r f a s e ,  se es­
c r ib e  en el presente caso como:

2l úÍun
NA =

i  + 2r (¿UN

de donde sale directamente, usando de nuevo la re lac ión  su=3-fu :

0N Í+Üidun i+2iduN

Comportamiento i t e r a t i v o :

Tanto en el caso a) como en el caso b) 
l a  fórmula de recu rrenc ia  que se obtuvo para el caso del slab 
es de la forma:

r (t) r ^ '1)
t  = << + (i 7 ( I V . 111)

donde t y t-1 indican el número de i t e ra c ió n  respect ivo .  La 
expresión an te r io r  en términos de la  estimación i n i c i a l  f (0 )  
es tá  dada por: ^

At.) r  i t  (p)
f  Z _ j  P  +  P  f

L = o

la  cual para t-»-» converge a sólo si |eJ< 1. Las expres io ­
nes para e de las  ecuaciones ( I V . 109) y ( I V . 110) son:

(i.t)
P> = " & <f+^ ) ( IV .  112. a)

R  = ---(b icW o  M ) ( IV .  112. b)
1 lild r
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de donde se desprende que es imposible re so lve r  el problema del 
s lab en forma i t e r a t i v a  con el método ?+*f. Para el método <|> ta l  
solución está condicionada por 4D < h, la  cual generalmente se 
cumple para nodos "grandes" (10-20 cm). Si bien estas observa­
c iones se obtuvieron en el orden básico 1=2, se puede demostrar 
que para órdenes mayores de expansión el c o e f i c ie n te  3 está dado 
p o r :

( W  iodo *f+V)

(X-t) ^ynéiocLo $  ^

1 = iUdt

con x y t  dados por las  ecuaciones ( I V . 24).  La introducción de 
polinomios de orden super ior  a 2 atenúa algo el e fecto  divergen­
te ,  dado que t>l y x-t<2 (ve r  Apéndice I I ) ;  la  condición de con­
vergencia  es ahora (x-2t)4D <h, la cual es una r e s t r i c c ió n  más 
débil  que 4D < h dado que x-2t<l. Entonces las  conclusiones ob­
ten idas en el orden L=2 son conservat ivas  respecto a la  i n c lu ­
sión de términos de orden super ior .

Por lo tanto es necesar io ,  al menos para el método <P+2f , en­
con t ra r  una fórmula recurs iva  para f u cuyo co e f i c ie n te  3 cum­
pla con la  condición | e I < 1. Esto se soluciona introduciendo la 
sub re la jac ión  en el cá lcu lo  de f u a p a r t i r  del va lo r  de la 
i t e r a c ió n  an te r io r .

Sub re la ja c ión :

La ecuación ( I V . 111) para la determinación de 
será reemplazada por el s igu ien te  par:

í*', A  ( * * -  (IV.113.a)
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= < -+ P> ^   ̂ ( I V . 113.b)

donde a > 0 es por ahora un fa c to r  de peso a r b i t r a r i o ;  en p a r t i ­
c u la r  si n =1, el conjunto an te r io r  se reduce a la ecuación 
( I V . 111). Combinando estas dos ecuaciones en una sola se o b t ie ­
ne:

<< (A ) + PC-n*) ( IV .  114.a)

con:

-¿(.ft) = S I  o( ( IV . 114. b)

(?>(A) = i  4- S i ($ - i )  ( I V . 114.c)

Es ta  ecuación para f u converge sólo si |@(.no|<i,  es dec ir  si 
11+ <1 » condición que puede ser sa t is fecha  aún cuando

|(M>i re s t r ing iendo  los posib les  va lores de ü al in t e r v a lo :

O < Jh  < = J L Llt1 ( I V . 115)
i+lP l

Dado que se observa que í í l IM ^ *»  con cua  ̂ a p l i c a ­
ción de las ecuaciones ( I V . 113) const i tuye  una subre la jac ión  
(n> 1 correspondería a una so b re re la ja c ió n ) .  El va lo r  f i n a l ,  con­
verg ido,  para f u no se a l t e r a  pues para cua lqu ie r  íí :

{ * = í Ct)= ^  = - A ___  ( I V . 116)
*■*» i-@>

El e fec to  de la  subre la jac ión  se puede observar en el d iagra ­
ma de la  f igura  1. A l l í  se ha graf icado el va lo r  de f ( V«¿ en 
función de este mismo va lo r  para la  i t e ra c ió n  an te r io r  t-1 , para 
un conjunto de va lores  del parámetro n . Las rectas  resu l tan tes
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se cortan en el punto de convergencia de coordenadas ( f  , f  ) y 
en e l l a s  se puede ver el e fecto  de la  subrela ja c i  ón (n < 1) 
"suavizando" las  pendientes re spec t iva s .  El diagrama debe enten­
derse de la  s igu ien te  manera: se ubica la  estimación i n i c i a l  
( (0)/o< sobre el e je  de las  absisas y se proyecta vert icá lmente  
hasta co r ta r  la recta del va lo r  de n correspondiente;  así  se 
obtiene sobre las  ordenadas el va lo r  f^V«( de la primera i t e r a ­
c ión ,  el cual se proyecta horizonta l  mente hasta co r ta r  la  recta 
f ( t ) =f ( t - l )  ({2 =o) para ub ica r lo  sobre el e je  de absisas y comen­
zar de nuevo. Los posib les  caminos resu l tan tes  dependen del 
v a lo r  de a e legido y pueden ser:

a) esp i r a le s  d ive rgen tes , que se producen para va lores de 
íí fuera del i n te r v a lo  def in ido  por la  condición ( I V . 115) y 
se manif iestan como osc i la c iones  de amplitud c re c ien te  en 
el va lo r  de f u a medida que transcurren  las  i t e ra c io n e s ;

b) e s p i ra le s  convergentes, para va lores  de í2 en el in te r v a lo :
0 5 (  SL < ‘fl-uri manifestadas como o sc i la c io n es  amorti ­
guadas de f u en función del número de i t e r a c io n e s ,  conver­
gentes al va lo r  f * ;

c ) caminos t ipo esca lón , para 0 <. SL <. 0.5 dando una conver- 
gencia de t ipo  a s in tó t i c a  para f u ;

d) cuadrado, en caso de í2=íílim y es una osc i la c ión  per­
manente de f u entre los va lores f (0) y aí>LIM - f ( 0 ) ;

e) punto, si =0 siempre f u será igual a f ( 0 ) ;

f )  óptimo, cuando J l  = O .SÍIum se logra el va lo r  convergido f* 
en la  primera i t e r a c ió n .

Expresiones l í m i t e s :

El comportamiento i t e r a t i v o  de la  real imen­
tac ión  fue analizado en el t í t u l o  an te r io r  y se mostró, para el
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caso del s lab ,  cómo la  subre la jac ión  e s t a b i l i z a  el proceso. 
Ex is te  otro aspecto re lacionado con los va lores  que toman los 
fac to res  de real imentación no l in e a l  f u , ya que estos entran 
en los c o e f i c ie n te s  AKN de otro proceso i t e r a t i v o :  el de las 
i t e ra c io n e s  in t e r io r e s  para <|>n ó para . El a n á l i s i s  será 
una vez más r e l a t i v o  al caso del s lab, por ser el caso más sen­
c i l l o  de re so lve r  ana l í t icam ente .  El va lo r  convergido f de la  
ecuación ( I V . 116) es, en la  aproximación L=2:

{* -  £+  ̂ (Ynétodo ¥+>) ( I V . 117.a)
6 D

{ * _  l 1 k (método <}) ( I V . 117.b)
k + R D

Para h+0 ambos métodos predicen correctamente el va lo r  2, con 
una tendencia más rápida (h2) para el método que para
el método del f l u j o  t o t a l .  Esta observación t iene  que ser vá l ida  
para cua lqu ie r  orden L de aproximación, pues en este l ím i t e  los 
términos superiores desaparecen antes que el 1=2. Para espesores 
c re c ien te s  se observa una d i fe ren c ia  fundamental entre ambos 
métodos: el comportamiento de f*  es c rec ien te  en el método 

> mientras que para el método <|> es decrec iente .  Pero ahora 
empiezan a c o n t r ib u i r  los términos superiores a 2 y su in f lu e n ­
c i a  debe ser tenida en cuenta. Dada la  s e n c i l l e z  del problema 
del slab es posib le  re so lve r  ana l í t icam ente  las ecuaciones y 
h a l l a r  las  expresiones exactas de f u , que son:

(método f+V) ( IV.  118. a)

L*..í-
Z r

(fw íW o ( I V. 118. b )

Estas expresiones confirman el c a rá c te r  c rec ien te  y decre­
c ie n te  de uno y otro método, y el comportamiento l ím i t e  para 
h »  2L e s :

J l
I L
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(IV.119.a)

■f ____ „  L  L ^e'toalo

L

( I V . 119.b)

De aquí se deduce que los fac to res  f u no están acotados en el 
método , mientras que sí lo están en el método <t». En el caso 
del slab t ra tado ,  la  fuente t iene  un papel esenc ia l  pues, dadas 
la s  condiciones de contorno de vac ío ,  sin e l l a  no ex is te  so lu ­
c ión .  La componente \  del f l u j o  está generada por la  co r r ien te  
neta s a l i e n te  debida al escape de los neutrones de fuente. Pero 
puede o c u r r i r  que debido a la  in f lu e n c ia  de los vecinos,  un nodo 
tenga componente \  y no tener fuente. Este es el caso, por 
ejemplo, de un nodo de agua del r e f l e c t o r  en el grupo rápido. En 
este  caso el f l u j o  <j> es igual al ^  y para ambos métodos los 
fac to res  de real imentación f u vienen dados por la  expresión 
( I V . 118.a ) ,  que es c rec ien te  y no acotada.

Conc lus iones:

La expresión de la  co r r ie n te  neta entre dos nodos 
para cua lqu iera  de los dos métodos, es de la forma:

donde a J n« s imboliza las  contr ibuc iones f i j a s  de fuentes y 
modulación de las  co r r ien tes  de in te r f a s e .  Los ^  son los f l u ­
jos "motores" de la  co r r ie n te  neta, y son de la  forma:

(método Y A )  

(hétodo (f )
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La c i tada  expresión para la co r r ien te  es el resultado de la 
in troducc ión  de la  real imentación no l i n e a l ,  y en ambos métodos 
y en cua lqu ie r  aproximación, la tendencia a 1 de los fac to res  de 
correcc ión  por tamaño de nodo asegura la  convergencia de la 
expresión para J ^ k a la  del método de d i fe ren c ia s  f i n i t a s  
cuando h + 0.

La introducción de la  subre la jac ión  se ha encontrado nece­
s a r ia  para la convergencia en el método de separación, mientras 
que para método del f l u j o  to ta l  depende de las condic iones par­
t i c u l a r e s  del problema. Para el caso del si ab con fuente, la 
condic ión de convergencia encontrada corresponde a la des i - 
gu al dad 4D < h.

Las expresiones l ím i te s  ha l ladas para los fac to res  de r e a l i ­
mentación no l in e a l  establecen que para nodos "grandes" (enten ­
diéndose por "grande" que se cumple K »  2, L ):

Estos comportamientos hal lados en forma a n a l í t i c a  r e f l e j a n

fuentes concentradas sobre los contornos del nodo, dado que se 
genera cuando hay co r r ien tes  netas entrantes ó s a l ien te s  al 
mismo. Entonces toma su va lo r  máximo (en va lo r  absoluto) sobre 
los bordes y decrece hacia el centro del nodo, haciendo que el 
v a lo r  promedio nodal t ienda monotonamente a cero a medida que 
h+“>, lo que exp l ica  el comportamiento no acotado de f u en este 
caso. En el método del f l u j o  t o t a l ,  el mismo razonamiento re s ­
pecto al va lo r  promedio de h hace que el f a c to r  de real imen­
tac ión  no l in e a l  pase de ser:

a)
H

no está acotado

está acotado si hay fuentes presentes 
en el nodo

no está acotado en ausencia de fuentes

rea l  i da des f í s i c a s  concretas.  El f lu jo  t r a n s i t o r io  ^  t iene  sus
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f  - 
'n. '

S» + H
a va le r :

í *  ■m vTi. - ------

en el l ím i t e  h-*-», el cual es un va lo r  f i n i t o  grac ias  a la con­
t r ib u c ió n  de las  fuentes: En la  s i tuac ión  sin fuentes 
se re p i te  el comportamiento divergente c a r a c t e r í s t i c o  del método 
de separación.

La tendencia decrec iente  para f u del método <j>, encontrada 
en el a n á l i s i s  del s lab, es propia del problema y no es una 
c a r a c t e r í s t i c a  general.  El paso de a -fi1 = con h-*-“
es decrec iente  sólo cuando <0 ( co r r ie n te s  netas s a l ie n te s  del 
n odo).

Las conclusiones presentadas sobre las  c a r a c t e r í s t i c a s  de uno 
y otro método han sido obtenidas del a n á l i s i s  del caso del s lab. 
Pero esto no implica una va l idez  re s t r in g id a  al caso unidimen­
s io n a l ,  pues la  ap l icac ión  del método de los semimomentos del 
c a p í tu lo  I I  reduce el problema muí t i  dimensional o r ig ina l  a un 
conjunto de ecuaciones unidimensionales con un término heterogé­
neo extra contab i l izando las co r r ien te s  netas t ransve rsa le s .  
Es te  término (ausente en el caso del s lab)  es una fuente super­
f i c i a l  y por lo tanto no modifica las observaciones r e l a t i v a s  a 
l a s  expresiones l ím i t e s .
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C A P I T U L O  V : 

METODO ANALITICO
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V. METODO ANALITICO

En el cap í tu lo  precedente se reso lv ie ron  las
ecuaciones d i re cc io na le s  ( I I . 4) en forma aproximada, expresando 
su solución en un desa r ro l lo  polinómico de orden v a r ia b le .  En 
el presente cap í tu lo  esta solución será obtenida en forma exac­
ta ,  integrando ana l í t icam ente  las ecuaciones d i re cc iona le s  en 
la s  s igu ien tes  condiciones:

a) el t ratamiento es presentado para el caso de dos grupos 
de energía ,  aunque el método es vá l ido  para cua lqu ier  
número de grupos;

b) La fuga neta t ransve rsa l  será tra tada según el método 
de aproximación parabó l ica  d i re c ta  (APD) presentado en 
el cap í tu lo  I I .

En el t ra tamiento del problema global se a p l ic a rá  el método 
de matrices de respuesta, que no presenta los problemas de los 
métodos de malla gruesa en re lac ión  a la  introducción de la rea­
l imentac ión no l i n e a l ,  necesar ia  para l l e v a r  el problema global 
a la forma s e n c i l l a  de la  fórmula de 7 puntos.

El punto de pa r t ida  cons is te  en expresar las  ecuaciones (1.1)  
para el caso de dos grupos, con la  fuente Qg(>l) e x p l i c i t a d a ,  
dando el s igu ien te  sistema:

donde \ es la  inversa  del f a c to r  de m u l t ip l i c a c ió n  y se ha
supuesto que no hay up-scatter ing U S2i = 0)* El sistema ante­
r i o r  puede e s c r ib i r s e  en forma m a tr ic ia l  de la  s igu ien te  manera:

( V . l . b )

( V . l . a )

( V . 2 )



si  endo:

íf(í) = col A .K )) ( V .3 . a)

el vector  que contiene los f lu jo s  en cada grupo, y:

X  ílfi - Zri b t t f l

3 =
¿s il

( V . 3 .b )

la  matriz de buckling del sistema, la  cual es función de las 
propiedades del nodo como así también de la  so luc ión,  a través 
de x .

V.1 Anal i si s modal:

Para h a l l a r  la solución general de la  ecua­
c ión (V. 2) se u t i l i z a r á  el método de expansión modal/10/, que 
cons is te  en expresar dicha solución en términos de soluciones 
elementales cuya dependencia en espacio y energía es separable:

0 (f) = j *P¿(Í) ( V. 4)
L

donde es el i-ésimo modo espac ia l  de la  d is t r ibuc ió n  <f> (r_)
y U L el espectro correspondiente.  La sus t i tu c ión  de <í> (r_) por su 
i-ésima solución elemental en la  ecuación (V .2 ) ,  conduce a la 
s igu ien te  ecuación para el modo YlOC) :

^ ( f )  = o ( V. 5)

l a  cual se obtiene si los vectores 21 ¡. sa t is facen  la  re lac ión  
matri ci  a l :
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bl  UL 5 ¿  U ¿ ( V . 6)

de donde se deduce que los vectores ¡̂. son los autovectores de 
l a  matriz de buckling y los autova lores correspondientes.
Estas magnitudes para la  matriz & de la  ecuación (V .3 .b ) ,  es­
tán desa rro l ladas  en el Apéndice I I I .

Una vez obtenidos los autovectores y autova lores de » , la 
ecuación (V .5 )  puede ser r e sue l ta ,  con sus condic iones de con­
torno, para obtener los modos e spac ia le s .  Para el presente t r a ­
tamiento en dos grupos, la expresión (V.4)  para <J> ( r.) es:

(V . 7)

l a  cual se puede e s c r i b i r  como:

í r )  = U . í r )  <v -8>

donde U  es la  matriz (2x2) que se forma poniendo el espectro 
en la  i-ésima columna:

r 1 1
Ut (V. 9. a)

I 1
y ^(f) el vecto r  de los modos, compuesto por:

A
U =

( V. 9. b )

La ecuación (V.8) es la  expresión del f l u j o  en la  represen- 
t a c i  ón de los grupos, mi entras que la re la c ión  inversa :

v ,  = <v-io)

es la  expresión del f l u j o  en la  representación del buckling.
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V.2 El problema l o c a l :

En el presente método a n a l í t i c o ,  el 
problema loca l  cons is te ,  luego de haber apl icado la expansión 
modal, en re so lve r  las ecuaciones d i f e r e n c ia l e s  (V.5)  para cada 
modo espac ia l  (T) . La ap l icac ión  del método de los semimomen­
tos del c ap í tu lo  I I  transforma cada ecuación para Y¿(r) en un 
conjunto de t res  ecuaciones d i re cc iona le s  acopladas, en forma 
completamente análoga a lo hecho sobre el f l u j o  <(> (r_) en el men­
cionado cap í tu lo .  Las ecuaciones re su l tan tes  son de la  forma:

JL  i _  V u )  + B* fu(«t) _ ¡K{u) = 0 ( V. 11) 
hl ia L

Los semimomentos de ambos modos espac ia les  responden a una ecua­
ción de este t ipo ,  por lo cual se ha omitido el índ ice  i de las 
magnitudes *fu (u.) , y B2 y se om it i rá  en el resto de las ex­
presiones de esta sección para mayor c la r id ad  de notación, sin 
p e l ig ro  de confusión.

Volviendo a la  ecuación ( V . l l ) ,  los semimomentos û̂ u) que en 
e l l a  aparecen responden a la de f in ic ión  ( I I . 5 ) ,  mientras que el 
término heterogéneo ii¿(u) está def in ido  por:

}  £ i
—  7J —{M " )  + 4  ( v . 12)
M J J t; h» Sw»

- 1  -i

Su re la c ión  con la  fuga neta t ransve rsa l  Lu(u) de la ecuación 
( I I . 5 .c )  será es tab lec ida  en la  sección V.3. Se introduce ahora 
l a  s igu ien te  y única aproximación para re so lve r  las  ecuaciones 
( V . l l ) :

L

( V .13)
1 = 0

donde P ] (u )  es de nuevo el 1-ésimo polinomio de Legendre y 
los c o e f i c ie n te s  gui serán hal lados en la  próxima sección.
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Introduciendo la  expresión a n te r io r  para in (**.) en la  ecuación 
( V. 11) y mult ip l icando por W  / ̂  se obtiene para la d irecc ión
generica u:

* * L1 Y
¿ f u ®  4 K  V )  - - ü  / fyw  = 0 <v -14>
^   ̂ 1=0 

con el buckling adimensional bu def in ido  por:

K--y

La ecuación (V.14) puede ser resue l ta  ana l í t icamente  para 
dar:

\ ( k )  c A  Sen (kklí) + C Cos(^) Fj[(U)
Lo

(V . 1 5)

donde:

11o
V-+? Ha

( Suo

II*>•4

l
k

K

ii«4 i
t , i*.

(V. 16.a)

( V .16.b )

(V.16.C)

El par de constantes de in tegrac ión  A y C puede ser expresado 

guiente:
términos de los va lo res  f ron te r izo s  de la manera si-

V u t  = í  A icn + C c o i  + fuo + ful + (V. 17)

despejando A y C, se obtiene:
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C= — ( y - ’ L - t l )  (V.18)
eos L A  L Ieos b u

donde û. = ^u+" 4̂.- y + fu.- • Introduciendo las  expresiones
an te r io re s  para A y C en la ecuación (V .15 ) ,  se l lega  a la  so lu ­
ción del problema loca l  para en términos de los va lores 
sobre los contornos:

t M  = ¿  JV  ^ L + A l »  (V. 19. a)
2, Sen b̂  L Cos W

A l » :  +
Cosb* ' K S t* \  I C0 5  ¿u. /

donde A'futu) contiene la  corrección debida a la  modulación de 
la s  co r r ien tes  sobre las  in te r fa s e s  nodales a través de los 
c o e f i c ie n t e s  gui» como se verá en la  próxima sección. Este 
término se anula sobre los bordes u=±l del nodo.

V.3 La fuga t ransve rsa l  en la  representación del buckling:

La
expresión (V.12) del término de acoplamiento entre las  ecuacio­
nes di recc i  onal es ( V. 11) para cada modo espac ia l  i ,  se puede 
e s c r i b i r  v e c to r ia l  mente comprendiendo ambos modos como:

r“M = - T ! ( Í 7 Í ‘W >  + Í 0 “'''w' 
-1 -i

áv d.w (V .20)

M u lt ip l icando  ambos miembros de esta expresión por la  matriz
\ J se obtiene, usando la  re lac ión  (V .8 ) :

A ~ r 'j
U . iu(u) = - i-

l 1r
A. — (̂U,v,w) + — — Ĉu,v,w) I dv dw 
i*. V i  i l  (

-i-i
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El lado derecho de esta ecuación no es más que la  expresión para 
L u(u) de la  ecuación ( I I . 5 .c) con los dos grupos colectados en 
un vec to r ,  entonces se t iene :

j ú )  =  L j “) , v - 2 1 )

de la  cual se deduce que la magnitud *^00 es expresión de 
l a  fuga neta t ransve rsa l  en la representación del buckling.

La ap l icac ión  del método APD de la  sección I I I . 1 para la
determinación de la  fuga neta t ransve rsa l  estab lece :

l

= [ _ ,  C i  <v -22>
l = o

con las  componentes de Lul en cada grupo dadas por las  ecuacio­
nes ( I I I . 7 ) ,  ( I I I . 21) y ( I I I . 23); introduciendo esta expresión 
en la  (V.21) para Jtk(u) y comparándola con la  ecuación (V. 13), 
se deduce la  s igu ien te  expresión para eva luar  los co e f i c ie n te s  
gu 1 en términos de los conocidos Lui :

— ►  A  - 1  — - ►

= V  . ( V . 2 3)

V.4 El problema g lo b a l :

En esta sección se obtendrán las  ecuac io ­
nes para re so lv e r  el problema global a p a r t i r  de la  solución 
l o c a l ,  ecuaciones (V .19 ) .  El problema será formulado en el es­
quema de matr ices de respuesta, que presenta la ven ta ja ,  f ren te  
a los de malla gruesa, de tener siempre acotados los fac to res  de 
rea l imentac ión  no l i n e a l ,  dándole e s ta b i l id a d  numérica al méto­
do.

La presentación comprende hasta la  obtensión de la  ecuación 
de respuesta nodal equ iva lente  a la  ecuación ( I V . 40).  Una vez 
obtenida esta ecuación, el t ratamiento po s te r io r  de s in te t iz a -  
ción y acoplamiento es exactamente igual al ya desarro l lado en
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l a  sección I V . 3, cuando se ap l icó  el esquema de matrices de 
respuesta al método polinómico.

Prev io  a la  obtensión de la  ecuación de respuesta es nece­
sa r io  encontrar la  expresión de la  derivada de fufo) sobre las 
caras u=±l, es dec ir  la  derivada del f lu jo  expresada en la 
representación  del buckling.

La derivada en la  representación del buck l ing ;

La derivada de
respecto de la  normal s a l i e n te ,  evaluada sobre los 

extremos u=±l, se expresa usando la  ecuación (V.19) como:

A.Iw = t i n J * - i c J 4 + fM ckí (v-24)
cU» 11; i  i  ¿ ^

donde au y cu afectan las  magnitudes as im étr icas  y s imétr icas 
respect ivamente,  y vienen dadas por:

a =-- ^  V M  (V.25)
tjlk«)

, l
Si ocurre que <0 en la ecuación (V .14 ) ,  entonces las  fun­

c iones tr igonométr icas  cambian a h ipe rbó l icas  y sus argumentos 
bu son reemplazados por |bu | en las  expresiones an te r io re s .  
Además de esto,  Cy debe cambiar de signo en este caso.

La expresión (V.24) puede e s c r ib i r s e  en forma m a t r i c ia l  como:

A T*# | A  7ñ* A  A A 7 *  . A A
i V o
<L\

donde X es la  matriz (2x2) identidad y las  matrices y Cu son 
diagonales y de f in idas  por:

= cUg , K l) (V.27.a)
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Ca = oUa.<j (Citi, Ctit) (V.27.b)

Los subíndices 1 y 2 indican las  expresiones ( V .25) evaluadas
2. ¿con los autova lores \  y respectivamente.

Las ecuaciones (V.16) para las  constantes de la solución par­
t i c u l a r  de cada modo pueden agruparse v e c to r ia l  mente en:

> ( V. 28. a )

( V. 28. b )

(V.28.C)
IIo

r
-
"

l
V

k
í. ( 3 iío

í«  *

i
L
h

Y 1
9w

r ¿
h

t*‘l"fui. = 3u*>

siendo:
a  -1

£  * (4- , 4 r  ) «»-29»
b k l bita.

Reemplazando los "fui de la  ecuación (V.26) por las expre­
siones (V.2 8 ) ,  se obtiene:

, -* -* fc ¿ 
fL lo o

con las  d e f in ic io n es :

A  A 2.A A 14
e„ = Cu - K  ( V. 31. a)

A , - i  
A A * | 6

= ( i - a * ) .  K  ( V. 3 1 . b )
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La ecuación (V.30) es la expresión f in a l  de la  derivada del 
f l u j o  en la representación del buckling.

La ecuación de respuesta nodal:

Habiendo encontrado la expresión 
de la  derivada en la  representación del buckling se puede h a l l a r  
l a  misma en la  representación de los grupos simplemente m u l t i ­
p l icando por 17 , y en esta representación la  derivada debe cum­
p l i r  con la  ley de Fick de la  ecuación ( I I I . 8) expresada vecto ­
r ia lmente  como:

(V.32)
HztL

donde:
a
du = (clut, elitij (V.3 3)

A A

M u lt ip l ic ando  entonces la  ecuación (V.30) p o r-d^ .V  se l lega  a:

Tú.-ÜÚ  ■ ;

A A A  - »  A A A — •>
; Jü d u .V .L .3 » , -  £  d*.V. «.tt. 9«  (v-34)

U t i l iz an d o  las  re lac iones  (V.23) para y (V.10) para ^  y
^  , la  expresión an te r io r  se conv ie r te  en:

j u t ' V i  ~ 4 + T" •/lC - T4- d u í - n o  +

+ 7 ^  ¿u - kii- Lu.1 -  -y 1 •ÍTIu. • ( V . 3 5 )

donde la  doble barra sobre la  matriz ind ica  que la  misma ha 
su f r ido  una rotac ión dada por la  expresión general:
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=  A A A - i .
x= u. X. v  ( V . 36)

A
Dado que la matriz V  no es diagonal (ve r  Apéndice I I I ) ,  la

—  A  ^  „

matriz rotada X tampoco lo será aunque X si lo  es. Los térmi­
nos fuera de la  diagonal son los responsables del acoplamiento 
entre  el grupo rápido y el térmico.

Sumando y restando el par de ecuaciones im p l í c i to  en la 
( V. 3 5 ) ,  se l lega  al s igu ien te  conjunto para las  componentes 
s im é tr ica s  y a n t i s im é t r i c a s :

-- í  (V .37 .a )

i4* r* A 7  T* (V. 37.b)Al - - du.- A.u tfu + J i
* ~~'o*

Las expresiones para las  co r ien tes  heterogéneas Ju. y Ju  están 
dadas por:

7: = - A dk.w».nt (V. 38. a }

X *  = - £  L ■ L  ■ <v.38.b>

En estas ecuaciones está contenida la  modulación de la  fuga neta 
t r a n s v e r s a l ,  con los elementos de Luí  y Lux dados por la  ecua­
ción ( I I I . 23).

El sistema (V.37) se puede poner en términos de las  c o r r ie n ­
tes p a rc ia le s  entrantes y s a l i e n te s ,  expresando ^  y <f>* según 
la s  ecuaciones (1 .3 )  y Luo según la ( I I I . 7) para dar:

i t - K  = t  ( v -39‘ a)
YjSii
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La ecuación de la  componente a n t i s im é t r i c a  no depende e x p l í c i t a ­
mente de las otras d irecc iones  y por lo tanto puede ser resue lta  
directamente para dar:

c .  fv.c* c (V. 40)

con:
_ _  _i _ _

Pa r ( í +  ¿«La*).  (í-¿.da.aa) (V.41.3)

Jl* = (I + L í.aO 1 T?

El t ra tamiento para la componente sim étrú :a_es^ un_jD0_c0  más 
complicado; sumando y restando la  cantidad ¿n. i u) y
def in iendo las  matr ices:

/\+ A = a =
E¿ = l  du. U ±  el*. e*. «L

l a  ecuación (V .39 .a )  queda expresada como:

c í - E j y j í t  d , X  i*  = ( í +É; ) .Tk  +
V

Se introducen ahora los supervectores

¡t 7?

(V. 42)

t  + X o

J1 = j;, j;) (»•««••>

J° = COL (jJ, Jv°, X )  (V .44.b )
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y las  supermatrices:
A

A Utt
í  1 a 
A ya  ¡

A !
i
1

K

1 A
J b # u

/ A

A

A a v

A i A

A y y  , A w v I b  , V T
B u v  ¡

A

É)vV
1 A
1 f t y j y

A

A u w

A  , A

A y w  ¡ A w w r
¡

__
__

__
__

__
L

A

5 vw

A

¡ b w w

(V.45)

donde:
A A +\ r  l , ^  =  f ' 1-Au'u = da. e„. d. (V .46.a)

Bu'u = + T "̂ cía-W
r A , ^  A  . ,

iendo « un' = I  si U. = u y o u.n/ s 0 s 1 U. £ u.

( V. 46. b )

Las t res  ecuaciones (V .43) para cada d irecc ión  espac ia l  pue­
den e s c r ib i r s e  en forma compacta como:

/a . r  = ie>. i '  + j '

de la  cual se obtiene j + :

(V .47)

( V. 48)

con:

-i
IK = /A • IB =

^  * A

Rúa ¡ Rvtt

vw

Hwu.

ww

( V. 49. a )
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j* - /A'1 J*
siendo A  la  matriz inversa  de /A , que cumple con: 

/A’ 1 / A s i  H  = D'AG ( 1 , 1 , 1 )

De la ecuación (V.40) se puede e s c r i b i r  para la 
a n t i s im é t r i c a :

¿ + * i-* i 
] , no.) + J

donde:

i«* .. / : o# • o#\
j r Col (Ja t jv i ¿w J

A A A

ino - VIA6 (Pk , P, , Pw)

Con las  ecuaciones (V.48) y (V.50) se obtiene, 
r e la c ió n  ( I V . 35):

j¡ * iw. j; 4 . j- +

( V. 49. b )

c o r r i  ente 

(V.50)

( V . 51.a ) 

( V. 51.b ) 

(V.51.C) 

usando la 

( V. 5 2 )

Esta  ecuación es la  equ iva lente  a la  ( I V . 36) del método p o1 i - 
nómico, con la  d i fe ren c ia  que en aque l la  el acople entre los 
grupos es e x p l í c i t o  a t ravés  de la  fuente Q, mientras que en la
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(V. 52) está im p l í c i t o  en los elementos de las  matrices IRO y 
!P\ . Para expresar la  ecuación (V.52) en términos de las  t r a n s ­

misiones,  se recurre  a la  re la c ión  ( I V . 38.a) expresada aquí 
c orno:

con:

T  i  MU-«»).!« = 
'  2.

r A
ÛU í

A
twu

A i A A

r-f
- < <

A i A A
t-uw i tvw

IH = D1AG (  kn ( V\v , kw)

(V.53)

(V. 54. a )

A

^  = diftj ( W  , k )

resu ltando para

j ]  = iro. j ;  +  i h . t i h ' 1

( V. 54. b )

( V.55)

Esta  es la  ecuación de respuesta nodal expresada v e c t o r i a l ­
mente en término de las  magnitudes de respuesta IRO y I T  . De 
nuevo estas magnitudes no se corresponden con las de la teo r ía  
de matr ices de respuesta de orden cero, debido a que la  modula­
c ión espac ia l  de las  co r r ien tes  s a l ien te s  está in c lu ida  ( junto

* O
con la  de las  entrantes )  en el término heterogéneo J* , ta l  cual 
se exp l icó  en la  sección I V . 3 para el caso del método po 1 i — 
n ómi co.

La componente en la d irecc ión  genérica u de la  ecuación 
(V.55) está dada por:
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y la  componente de esta ecuación para el grupo g es:

3 ' v r,Y 3'
( V.57)

la  cual se puede e s c r i b i r ,  omitiendo el índ ice  g por la  conven- 
c i ón del cap ítu lo  I :

La ecuación (V.58) es la  equ iva lente  a la ( I V . 40) del método 
polinómico. Ambas expresiones dan la  co r r ie n te  s a l i e n te  por una 
determinada cara en un determinado grupo, como una combinación 
de las  co r r ie n te s  entrantes en ese mismo grupo que se r e f l e j a n  ó 
transmiten sin cambiar de energía ,  más un término que c o n t a b i l i ­
za el aporte de neutrones que "aparecen" en ese grupo y fugan 
por la cara en cuest ión.  Esta contr ibuc ión es la  fuente con su 
probab i l idad  de escape en la  ecuación ( I V . 40),  ó las  co rr ien tes  
entrantes  en otros grupos con las transmisiones y re f le cc iones  
no diagonales re f le jando  la in te racc ión  entre grupos en la 
ecuación (V .58 ) .  Las dos expresiones se completan con el término 
r e l a t i v o  a la  modulación de la  fuga neta t ransve rsa l  (y de la  
fuente en caso de la  ( I V . 4 0 ) ) .

Una vez obtenida la ecuación (V.58) se le  ap l ic a  la  real imen­
tac ión  no l in e a l  y la  s in t e t iz a c ió n  para l l e v a r  el problema g lo ­
bal a una fórmula de 7 puntos, de manera análoga a lo hecho en 
l a  sección IV. 3.

(V.58)

con:

( V.59)
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V I .  APROXIMACION DE LA REALIMENTACION ISOTROPICA

Los métodos de
matr ices de respuesta presentados en los cap ítu los  IV y V, re ­
quieren de la  rea l imentación para poder expresar el algoritmo en 
l a  fórmula s e n c i l l a  de 7 puntos de la ecuación ( I V . 53). Los 
c o e f i c ie n t e s  de acoplamiento Akn de esta expresión dependen de 
los  fac to res  de real imentación no l in e a l  f u a través de r u 
según la  ecuación ( I V . 44); por lo tanto es necesario  r e c a lc u la r  
los c o e f i c ie n te s  de acoplamiento Akn para todos los nodos del 
sistema cada vez que se disponga de una nueva d is t r ibuc ió n  de 
la s  co r r ien tes  p a rc ia le s  en trantes ,  lo que ocurre, en p r in c ip io ,  
después de cada i t e ra c ió n  e x te r io r .  Este esfuerzo, medido en 
tiempo de procesamiento, es necesario si se quiere c a l c u l a r  con 
l a  verdadera matriz de respuesta no s i n t é t i c a .  Sin embargo, a 
costa de una pérdida de prec is ión  en los resultados que será 
c u a n t i f i c a d a  el el cap í tu lo  V I I ,  es pos ib le  e v i t a r  la  real imen­
tac ión  en el cá lcu lo  de r u en base a c i e r t a  aproximación sobre 
l a  d is t r ib uc ió n  de las  co r r ien tes  en trantes ,  lo cual entonces 
e v i t a  tener que r e c a lc u la r  los c o e f i c ie n te s  Ak ^.

La ecuación ( I V . 45) que define los fac to res  de real imentación 
no l in e a l  f u , puede e s c r ib i r s e  de la s igu ien te  manera:

donde N es el número de dimensiones del problema ( in te resan  
casos con N > 1) y £». una magnitud que cumple con las  cond ic io ­
nes:

Introduciendo la  ecuación ( I V . 45) en la  ( V I . 1) se puede h a l l a r

( V I . 1)

- i  « * N-l ( V I . 2)

para íu. la  expresión:

Q~>
(VI.3)
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donde es el v a lo r  promedio de la  co r r ien te  entrante  en cada
d i re cc ió n ,  def in ido  por:

En el caso de que las co r r ien tes  entrantes en cada direcc ión

y ¿ ^ 0  para todas las  d i recc iones .  De aquí se deduce que £«. de 
l a  ecuación ( V I . 3) es una medida del apartamiento, p o s i t ivo  ó 
negat ivo ,  de la  componente u de la  co r r ien te  entrante ,  con re s ­
pecto al caso iso t ró p ico .

Introduciendo los f u def in idos por la  ecuación ( V I . 1) en 
l a  expresión ( I V . 44) para r u , se obtiene:

Después de un poco de álgebra,  la  expresión an te r io r  puede po­
nerse como:

( V I . 4)

tengan el mismo va lo r  j~ (caso i s o t r ó p ic o ) ,  se v e r i f i c a  < i > = á

( V I . 5)

( V I . 6 )

con representando la  componente s i n t é t i c a :

( V I . 7)

y <sru un término de co rrecc ión ,  def in ido  por:
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- v nv (VI.8)

Si la  matriz o r ig in a l  es s i n t é t i c a  entonces r vu es una fun­
ción única de la  d irecc ión  u de s a l id a ,  con lo que la  ecuación 
( V I . 7) re su l ta  en ^  = YVu. lo cual anula <5 r u y se obtiene 'T* = 
para cua lqu ie r  condición de real imentación . Los nodos rec ­
tangu lares  del presente t raba jo  t ienen matrices de respuesta no 
s i n t é t i c a s ;  aún en el caso cuadrado (ó cúbico) sus matrices no 
son s i n t é t i c a s  a p a r t i r  del término en h /13/. Por lo tanto

S -y estos apartamientos de la  condicion s i n t é t i c a  son co­
lec tados  en <5 r u con fac to res  de peso en cada d i recc ión .

La aproximación más d i re c ta  que se puede hacer para e v i t a r  
r e c a l c u la r  los c o e f i c ie n te s  Ak n , cons is te  en f i j a r :

S 'r . = O ( V I . 9)

para todos los nodos, en todas las  d i recc iones .  Entonces r u 
se evalúa simplemente como:

'f  - 'f ' ll - ’u, ( V I . 10)

De la  ecuación ( V I . 8 ) ,  la  condición <5 r u = 0 se asegura cumplien­
do f y * 0  para todas las  d irecc iones con lo cual los fac to res  de 
rea l imentac ión  no l in e a l  f u resu l tan  independientes de la  d i ­
re cc ión ,  ecuación ( V I . 1 ) ,  y esto o r ig ina  el nombre de la  aprox i ­
mación.

Val i dez:
La condición ( V I . 9) para 6 r u es la s i tuac ión  extrema 

de la  s igu ien te  aproximación:
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| S tJ  << <ru ( V I . 11)

l a  cual permite c a l c u la r  r u de la  ecuación ( V I . 10), ya que con
la  condicion an te r io r  se cumple: 
expresiones ( V I . 7) y ( V I . 8 ) se obtiene:

l í
4 í . A * W £ »  < <  T

v hv V

Introduciendo las

( V I . 12)

donde se han u t i l i z a d o  las  propiedades Hy >0 y ( l  + £*)^0 , y Arv(l 
es el apartamiento r e l a t i v o  de la matriz de respuesta respecto 
de la  expresión s in t é t i c a :

( V I . 13)

La desigualdad ( V I . 12) es la  condición que debe cumplirse pa­
ra poder u t i l i z a r  la ecuación ( V I . 10) en la  evaluación de r u ; 
cons is te  en una re lac ión  entre las  propiedades de la  matriz de 
respuesta ,  f i j a s  a t ravés  de Arvu y , y las  c a r a c t e r í s t i ­
cas de la so luc ión,  contenidas en £v . Es evidente  que la  con­
d ic ión  ( V I . 12) impone menos r e s t r i c c io n e s  a los va lo res  de 
que la condición <5 v = 0  con la  cual fue derivada la  re lac ión  
( V I . 10).

V1.1 El ca so de nodos cúb i eos:

El caso de nodos cúbicos (ó cua­
drados) es de p a r t i c u l a r  in te rés  por la s imetr ía  de sus elemen­
tos ,  como as í  también por ser casos de in te rés  p rác t ico .  Para un 
nodo t a l ,  se t iene :

ll* = I, (VI.14.a)
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5ó U=V

( V I .14 .b )
S¿

con lo cual se necesitan solamente dos cantidades para d e f in i r  
su matriz de transmis iones. De la de f in ic ión  ( IV .4 1 .b )  se o b t ie ­
ne para /fy :

* - lL tyw = ¿  (i + m) t) = f( (V I .  15)
v/

y para la expresión del fa c to r  de d is t r ibuc ión  de fugas r vu 
se t ien e :  /

_t_ s¿ u = v
l

V  =
( V I . 16)

Si

La expresión s i n t é t i c a  Y*ks se obtiene de la  ecuación ( V I . 7) como:

= - L t ííb lL L  = _ L  - f 5  ( V I . 17)
N  K. 2 N

es dec ir  que en el caso de que la  matriz de respuesta sea s in t é ­
t i c a ,  la  probabi l idad de fuga por una cara cua lqu iera  es la 
inve rsa  del número to ta l  de caras del nodo.

De las  ecuaciones ( V I . 16) y ( V I . 17) se t iene  para Arvu :

Z  lN-1) (t-l¡>) it = v

% ( V I . 18)

A ( V t )  si a / v

Introduciendo estas expresiones para i r vu en la  desigualdad 
( V 1 . 1 2 ) , se 1 1 ega a:

Arvvu.
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V*U
« J j . i + £ 0

la  cua l ,  u t i l iz an d o  la  ecuación ( V I . 2) para anular la  suma de 
los  6 v ,se reduce a la  s igu ien te  condición:

6 J  «
z.|

-- ( V I . 19)

que estab lece  la  cota para |£,J en todas las  d irecc iones  en fun­
ción del apartamiento de la  matriz de su condición de s in t é t i c a ,  
conteni do en | t- b | .

Entonces para el caso de nodos cúbicos, r u puede ser c a lcu ­
lado de la  expresión s e n c i l l a  ( V I . 7) dentro de los l ím i te s  de 
va l id ez  de la desigualdad an te r io r .  Del conjunto de posibles 
va lo res  para Eu , dados por la  ecuación ( V I . 2 ) ,  se deduce:

( V I . 20)

con lo cual la  condición de va l idez  de la  aproximación de la 
rea l imentac ión  iso t ró p ic a  se vuelve:

i  « _ L _
N -i

( V I . 21)

la  cual debe cumplirse para todos los nodos del sistema y en 
todos los grupos.
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V I I .  RESULTADOS NUMERICOS

Los métodos descr ip tos en este traba jo  
fueron programados, en dos dimensiones, en códigos de prueba 
para eva luar  su comportamiento. En este cap ítu lo  se presentan 
los resultados numéricos obtenidos de estos programas con los 
métodos de matr ices de respuesta, ambos el polinómico y el 
a n a l í t i c o ,  para las  dos representaciones d i s t in t a s  de la  fuga 
neta t ransve rsa l  e incluyendo la  aproximación de la  real imen­
tac ión  i s o t ró p ic a .  No se inc luyen los resultados correspondien­
tes  a los métodos de malla gruesa dado que éstos d i f i e r e n  del 
método de matrices de respuesta en los aspectos i t e r a t i v o s  ana­
l izados  en la  subsección I V . 4 . c, que condicionan la  convergencia 
del proceso i t e r a t i v o  pero, en caso de converger,  la  ca l idad  de 
los  resultados es la misma en razón de la  equ iva lenc ia  ex is ten te  
entre  ambos esquemas, r e f l e j a d a  en las  ecuaciones (1 .3 ) .

Los resultados se presentan en dos secciones;  en la  primera 
de e l l a s  se analizan los elementos de respuesta de un nodo 
ejemplo y se los compara con los va lo res  de re fe renc ia  
correspondientes a la  teo r ía  de matr ices de respuesta de orden 
cero,  obtenidos de la  l i t e r a t u r a .  De esta manera en la primer 
sección se ana l iza  la  p rec is ión  de los métodos desarro l lados en 
el t ra tamiento del problema lo c a l .  La segunda sección contiene 
los  resultados obtenidos en el cá lcu lo  de la  d is t r ibuc ió n  de 
potencia  del problema benchmark bidimensional de la  IAEA y las 
comparaciones con la  solución de re fe re n c ia .

V11.1 Elementos de respuesta :

Las ecuaciones de respuesta ( I V . 39) 
y (V.55) están ca rac te r izadas  por los fac to res  de re f lex ión  
d i r e c t a  pu y las transmisiones t vu que forman las  matrices 
r e sp e c t iv a s .  Tal como se mencionó oportunamente, estas magnitu­
des no se corresponden con l a ' t e o r í a  de matrices de respuesta de
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orden cero porque no incluyen la  modulación de las co r r ien tes  
p a r c ia le s  s a l i e n te s ;  por lo tanto, para que la comparación tenga 
sentido es necesario e x c lu i r  dicha modulación de la  co r r ien te

* O

heterogénea e i n c l u i r l a  en las  transmisiones y re f lex iones
correspondientes.  Este procedimiento se hace u t i l iz an d o  la des­
composición ¿ 4 = ií-Xu. para la  fuga neta t r a n s v e r s a l ,  y está i n d i ­
cado en Apéndice IV con las  fórmulas u t i l i z a d a s  es esta sección.

Los elementos pu y t vu serán ca lcu lados para el caso de un 
nodo cuadrado con D=1.5 cm y E a=0.03012 cm_1, de tamaño v a r i a ­
b le .  Debido a la  s imetr ía  se necesitan solamente las  cantidades 
p (=pu=pv ) .  t  (=tuu=tv v ) y b (=tuv=tvu ) para c a r a c t e r i z a r  la 
respuesta del nodo. Con estas magnitudes se ca lcu lan  u = 2(t+b) 
y r = 1-p-u. La comparación se hace contra los va lores  exactos 
ex t ra ídos  de la  re fe re n c ia  13, donde fueron ca lcu lados r igu rosa ­
mente en base a un d esa r ro l lo  en se r ie  de Fou r ie r .

En el método a n a l í t i c o  las  magnitudes de respuesta se ca lcu ­
laron  con las constantes D2 =D, £a2=i:a * constantes a r b i t r a r i a s  
en el grupo rápido. Además v e f i= v i f 2 =0 con 1° cual la  matriz de 
buckl ing deja de depender de la  so luc ión,  pues x siempre aparece 
en las  expresiones en la  forma xk«, (ver  Apéndice I I I ) ,  siendo 
idénticamente nulo en este caso.

Los resultados obtenidos están consignados en la  tab la  V, la 
cual contiene los va lo res  de p, r ,  b y t para t res  tamaños de 
nodo, ca lcu lados en va r ios  órdenes de expansión con el método 
polinómico (en las  columnas indicadas con L=3, 4, 5 y 6 ) y con 
el método a n a l í t i c o  (en la  columna indicada MODAL). Los cá lcu los  
con el método polinómico fueron hechos con las dos va r ian tes  
para la  modulación de la  fuga neta t r a n sv e rsa l ,  APD y EML(L),  
mientras que en el método a n a l í t i c o  sólo la  APD fue u t i l i z a d a .  
La últ ima columna de la  tab la  contiene la mencionada solución de 
re fe renc i  a.
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La tab la  VI es complementaria de la  an te r io r .  En e l l a  se con­
signan los e rrores  r e la t i v o s  porcentuales de las  t res  magnitudes 
ca lcu ladas  en Pg con respecto a la solución de re fe re n c ia ,  
para los t res  tamaños de nodo y ambas representaciones de la 
fuga neta t r a n s v e rs a l .  Los errores  r e l a t i v o s  porcentuales se 
definen como:

u t i l i z a d o  en la l i t e r a t u r a  para v a l i d a r  nuevos métodos y códigos 
de cá lcu lo  en te o r ía  de d ifus ión  y geometría rectangu lar .  En la 
vers ión  bidimensional éste cons is te  en el cuarto de núcleo de un 
re a c to r  PWR mostrado en la f igura  2, conteniendo dos com­
b u s t ib le s  de d i s t in to  enriquecimiento y barras de control  in s e r ­
tadas representadas por un absorbente uniformemente d is t r ib u ido  
en el elemento combustible correspondí’ ente. Esto causa una 
d is t r ib u c ió n  de f lu jo  altamente no separable,  que en adición al 
p ico agudo del f lu jo  térmico en el r e f l e c t o r  conforman una 
s i tu ac ió n  cuya solución prec isa  es d i f í c i l  de obtener. La so lu ­
c ión de re fe renc ia  de esta sección aparece en la  f igu ra  3 y fue 
obtenida con un método de matrices de respuesta de a l to  orden

Los resultados obtenidos para este problema se encuentran en 
la s  tab las  V I I  a X I .  En e l l a s  se muestran los e rro res  de la  
so luc ión ca lcu lada  con respecto a la  de re fe renc ia  para el fac ­
to r  de m u l t ip l i c a c ió n  y la d is t r ib uc ió n  de potencia ;  los  e rrores

para el f a c to r  de m u l t ip l i c a c ió n  y para la  d is t r ibuc ió n  de 
potencia  se consignan el e r ro r  r e l a t i v o  porcentual máximo:

( V I I . 1)

V I I . 2 El problema benchmark de la  IAEA:

Este problema es el más

/ 7 /.

se dan en unidades de 1 0 “6  (es dec ir  en partes por m il lón)

e
(VII.2)

Mu
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y el e r ro r  cuadrát ico  medio, def in ido  como:
N

S *  *  S Q R T  ( - L J s* ) 
1 N - l« i  > ( V I I . 3)

Las tab las  V I I  y V I I I  contienen las  magnitudes mencionadas en 
función del orden L de expansión del f lu jo  para el método 
polinómico, para tamaños de nodo de 2 0  cm y 1 0  cm respec­
tivamente.  Las tab las  del caso a) corresponden a u t i l i z a r  el 
método de aproximación parabó l ica  d i re c ta  para la modulación de 
l a  fuga neta t ransve rsa l  y las  del caso b) u t i l i z a n  la  expansión 
en momentos lo ca les  del mismo orden L de expansión del f l u jo .  En 
la s  tab las  del caso a) se inc luyen también los resultados obte­
nidos con el método a n a l í t i c o  (MODAL).

Las tab las  IX y X son análogas a las V I I  y V I I I  y correspon­
den a los resultados obtenidos usando la  aproximación de la 
rea l imentac ión  i s o t ró p ic a .

En la tab la  XI se in ves t ig a  el e fecto  que el orden de la  fuga 
neta t ransve rsa l  (según el método EML) t iene  sobre la  p rec is ión  
de los resu l tados ,  para var ios  órdenes de expansión del f l u j o .

Las mencionadas tab las  contienen información sobre los 
e r ro res  máximo y promedio de la  d is t r ib u c ió n  de potencia .  El 
d e t a l l e  de su d is t r ib u c ió n  se presenta en las  f iguras  4 y 5 para 
nodos de 2 0  cm y var ios  órdenes de expansión del f l u j o ,  con las 
dos posib les  aproximaciones sobre la  fuga neta t r a n sv e rsa l .  Se 
in c lu ye  también la  d is t r ib u c ió n  ca lcu lada  según el método 
a n a l í t i c o  para el caso de usar la  APD en la modulación de la  
fuga t r a n s v e rs a l .

Por últ imo, las  tab las  X I I  y X I I I  contienen los resultados 
obtenidos con var ios  métodos para el problema de la  IAEA, que
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han sido obtenidos de las  re fe renc ias  correspondí entes. La tab la  
X I I I  es una comparación del método polinómico con EML contra el 
código PUMA /4/ de d i fe ren c ia s  f i n i t a s ,  que es el usado comun­
mente para los cá lcu los  de reac to r  en el departamento de Cálculo 
y A n á l i s i s  del Centro Atómico Const i tuyentes.

V I 1.3 A n á l i s i s  y d iscusión g ene ra l :

Los métodos d e sa r ro l1ados y 
presentados en los cap ítu lo s  IV y V t ienen en común una ca rac ­
t e r í s t i c a  d i s t i n t i v a :  la ecuación de acoplamiento del problema 
global cons is te  en una fórmula de 7 puntos con una única v a r i a ­
b le  representando a cada nodo. En el caso de los métodos de 
malla gruesa esta va r iab le  es directamente el f l u j o  promedio 
nodal ( ó 'k ) , mientras que en el esquema de matr ices de res ­
puesta es una combinación de las  co r r ien tes  p a rc ia le s  promedio 
entrantes  al nodo en cada d i recc ión .  Los c o e f i c ie n te s  de acopla­
miento de la  fórmula de 7 puntos resu l tan  ser dependientes de la 
solución a t ravés  de los fac to res  de real imentación no l in e a l  
f u . Esta dependencia in trodu jo  los problemas de convergencia que 
aparec ieron  en los métodos de malla gruesa y que fueron a n a l iz a ­
dos en la sección I V . 4; desde este punto de v i s t a  los métodos de 
matr ices de respuesta resu l tan  más a t r a c t i v o s  pues no presentan 
problemas de convergencia, y por este motivo el én fas is  fue 
puesto en estos métodos con los cuales se obtuvieron los r e s u l ­
tados numéricos presentados en el c ap í tu lo  an te r io r .  Se es tud ia ­
ron entonces las prop i edades y c a r a c t e r í  s t i  ca s de las  pos i bles 
v a r ian te s  dentro de este esquema.

P rec is ió n  del método de residuos ponderados:

La u t i l i z a c ió n  del
método general de residuos ponderados en la  resolución de las 
ecuaciones d i re cc io n a le s  ( I I . 4) demostró ser una excelente 
aproximación a la  solución r igurosa del método a n a l í t i c o .  En la
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tab la  V se puede observar que los elementos de respuesta genera­
dos con los residuos ponderados co inc iden,  dentro de las  c i f r a s  
ind icadas ,  con los obtenidos en forma a n a l í t i c a ,  siempre y 
cuando se tomen su f i c ie n te s  polinomios en la  expansión del f lu jo  
dentro del nodo. Estos resultados fueron obtenidos u t i l iz an do  el 
método APD para la  fuga neta t r a n sv e rsa l ,  pero la  convergencia 
del método polinómico a la  solución a n a l í t i c a  cuando el orden 
L+» es independiente del modelo de fuga t ransve rsa l  u t i l i z a d o ,  
ya que en las  ecuaciones di recc i  onal es ésta aparece como un 
término heterogéneo de fuente.

En los resultados obtenidos para el problema benchmark de la 
IAEA ( f ig u ra  4) se v e r i f i c a  nuevamente la  tendencia a la  so lu ­
ción a n a l í t i c a  a medida que aumenta el orden de expansión del 
f l u j o .

In f lu e n c ia  de la  modulación de la  fuga neta t r a n s v e r s a l :

Los
e r ro res  en los elementos de respuesta ca lcu lados con los métodos 
de este t raba jo ,  tab la  V I ,  indican que tanto la APD como la EML 
d is to rs ionan  la respuesta nodal, especialmente para nodos de 2 0  

cm de lado. Con la  fuga t ransve rsa l  modulada según la  APD se 
observa la  tendencia a subestimar la transmisión cruzada y a 
sobrest imar la  d i r e c ta ,  pero de manera ta l  que sus e rrores  abso­
lu to s  son de amplitudes parecidas lo cual se traduce en un 
pequeño e r ro r  sobre la  f racc ión  y que abandona nuevamente el 
nodo. En cambio con la  EML se subestiman ambas transmis iones,  a 
costa  de una sobrestimación del f a c to r  p de re f le cc ion es  d i re c ­
t a s .  Resulta  sorprendente el pequeñísimo e r ro r  con que ambos 
métodos predicen la  negrura r de absorción, aún para nodos de 2 0  

cm.

La combinación del método polinómico con el modelo APD para 
l a  fuga neta t ransve rsa l  r e su l ta  en un método nodal de carac­
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t e r í s t i c a s  s im i la res  al Nodal Expansión Method (NEM) de 
Finnemann /2/, al tener en común el modelo loca l  de expansión 
del f lu jo  nodal en polinomios de Legendre y un modelo equ iva len ­
te  (aunque no igua l )  de aproximación parabó l ica  para la  fuga 
neta t r a n s v e rs a l .  En el NEM no se u t i l i z a  la real imentación no 
l i n e a l  y el algoritmo del problema global no corresponde a la  
fórmula de 7 puntos de los métodos de este t raba jo .  La re fe ren ­
c i a  11 cont iene los resultados del problema de la  IAEA obtenidos 
con NEM en aproximación G3 B2 1 qUe s i g n i f i c a  5t 0  orden en el f l u ­
jo ,  esquema de Galerk in  en los residuos ponderados y fuga t ran s ­
ve rsa l  de 2d 0  orden. La comparación de éstos con el orden 5t 0  

del caso a) de las  tab las  V I I  y V I I I  se resume a continuación:

Tamaño
de

nodo

NEM G3 B2 POLINOMICO P 5  APD

Keff e max Keff |£max

2 0  cm 

1 0  cm

1.029657

1.029611

1.4 %

0.3 %

1.029550

1.029580

1.3 % 

0.45%

TABLA I : Método polinómico con APD versus NEM 
(Problema benchmark de la  IAEA)

Es dec ir  que dentro de las  d i fe ren c ia s  entre ambos métodos, se 
observa un buen acuerdo en los resultados para este problema.

La vers ión a n a l í t i c a  del NEM es el Nodal In teg ra t ion  Method 
(NIM) descr ip to  en la  re fe re n c ia  3. Al u t i l i z a r  el mismo modelo 
de fuga t ransve rsa l  que el NEM, la  comparación con el método 
a n a l í t i c o  del presente t raba jo  es posib le  y se presenta en la 
s igu ien te  tab la :
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Tamaño
de

nodo

NIM ANALITICO APD

Keff emax Keff emax

2 0  cm 1.02964 2 . 0  % 1.029542 1 . 8  %

TABLA I I  : Método a n a l í t i c o  con APD versus NIM 
(Problema benchmark de la  IAEA)

De nuevo se observa una buena concordancia entre ambos métodos, 
aunque el NEM y el NIM tienden a sobrestimar el k-efec t ivo  
mientras que los métodos de este t raba jo  lo subestiman; más a l l á  
de esta observación, la  magnitud de los e rrores  es s im i la r  en 
cada caso.

En las tab las  I y I I  an te r io res  el pasaje del método polinó- 
mico al a n a l í t i c o  (ó el de NEM a NIM) no produce la  esperada 
reducción en la magnitud de los e rrores  s ino, muy por el contra­
r i o ,  los incrementa. Este extraño comportamiento se observa 
c laramente en el caso a) de las  tab las  V I I  y V I I I ,  y está 
ausente en el caso b) de las  mismas tab la s .  Parece ser entonces 
una c a r a c t e r í s t i c a  propia del método APD para la fuga neta 
t r a n s v e r s a l ,  que produce un cambio de signo en los e rrores  de la 
potenc ia  al pasar de un orden bajo (L=3) a órdenes super iores,  
como se observa en la  f igu ra  4. Debido a este cambio de signo la  
expansión de 5^° orden para el f l u j o  nodal re su l ta  ser la  de 
menor e r ro r  para este problema, pero puede no se r lo  para otros. 
Para el mismo problema tra tado con nodos de 10 cm el óptimo se 
ubica en el 4t 0  orden.

El método EML es conceptual mente super ior  al APD y no adolece 
del problema de cambio de signo en los e r ro res ,  como se puede 
ver  en la f igu ra  5. Como el número de operaciones necesarias 
para determinar la  modulación de la  fuga neta t ransve rsa l  con
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EML(LL) depende del orden LL en que se lo ap l ique,  requiere  ma­
yores tiempos de procesamiento que el APD en los órdenes supe­
r io re s  (caso b) de la  tab la  V I I ) .  Sin embargo ex is te  un efecto  
de sa turac ión ,  mostrado en la  tab la  X I ,  por el cual no es nece­
sa r io  a p l i c a r  el método EML(LL) con órdenes superiores a LL=2 ó 
L L= 3 , lo cual reduce los tiempos de procesamiento a va lores 
s im i la re s  a los obtenidos con el APD.

Influencia de la realimentación:

En el cap í tu lo  VI se presentó 
un método que en base a c i e r t a  aproximación, llamada aproxima­
ción de la  rea l imentación i s o t ró p ic a ,  permite e l im ina r  la  r e a l i ­
mentación no l in e a l  en el cá lcu lo  de los fac to res  de d is t r ibu-  
c ión de fugas r u y ,  en consecuencia, hacer que los c o e f i c i e n ­
tes  de acoplamiento de la  fórmula de 7 puntos resu l ten  indepen­
d ientes  de la  so luc ión.  Usando esta aproximación en el problema 
de la  IAEA (nodos cuadrados, 2 dimensiones) el f a c to r  r u se 
c a l c u la  simplemente como r u=rs=l/4, ecuación ( V I . 17), y con 
este  va lo r  se construyeron las  tab las  IX y X. Los errores  r e s u l ­
tan tes ,  del orden del 3% al 5% de máximo y del 2% de cuadrát ico  
medio en la  d is t r ib uc ió n  de potencia ,  son consecuencia de no 
cumplirse con la  condición de va l idez  de la aproximación, 
ecuación ( V I . 2 1 ) :

i  << f { *

ya que para los datos de este problema va r ía  en el rango
0.5 a 0.8 para nodos de 20 cm y 0.6 a 1.4 para nodos de 10 cm, 
dependiendo del mater ia l  y del grupo de energ ía .
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C A P  I T U L O  V I I I : 

CONCLUSIONES
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La conclusión más importante que se rescata 
de este t raba jo  es que la  u t i l i z a c ió n  de la  rea l imentación no 
l i n e a l  para reduc ir  el número de incógn itas  ha sido posible y 
en el esquema de matrices de respuesta el a lgoritmo resu l tan te  
es es tab le ,  mientras que en el esquema de malla gruesa es nece­
sa r io  en general la  subre la jac ión  de los fac to res  de real imen­
tac ión  no l in e a l  para log ra r  e s tab i l id a d .

En el esquema de matrices de respuesta es posib le  remover de 
los c o e f i c ie n te s  de acoplamiento su dependencia en la  so lución, 
por medio de la  aproximación de la  rea l imentación i s o t ró p ic a .  La 
pérdida de prec is ión  asociada se estima del 4$ al 5% en la 
d is t r ib u c ió n  de potencia .

El método polinómico en combinación con el método de residuos 
ponderados demostró ser una a l t e r n a t i v a  excelente para reso lve r  
el problema lo c a l .  La supuesta composición homogénea de los 
nodos hace que unos pocos polinomios sean s u f ic ie n te s  para 
d e s c r ib i r  con buen d e ta l l e  la  forma del f l u j o  dentro de e l lo s .

Un aspecto que mostró ser muy importante para la  prec is ión 
global de los métodos, fue la  modulación de la fuga neta t r a n s ­
v e r s a l .  Las dos aproximaciones propuestas para su determinación 
son equ iva lentes  en e f i c i e n c i a ,  con una venta ja  de la  EML re s ­
pecto de la APD r e l a t i v a  al cambio de signo de los e rrores  ob­
servados en el método polinómico.

La comparación con otros métodos de la  l i t e r a t u r a  ind ica  que 
los  aquí presentados se encuentran al n ive l  de prec is ión  de los 
métodos nodales más avanzados, requ ir iendo tiempos de procesa­
miento un orden de magnitud menor (para casos bidimensionales) 
que el método de d i fe ren c ia s  f i n i t a s  para log ra r  la  misma p r e c i ­
s ión.

VIII. CONCLUSIONES
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A P E N D I C E S
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APENDICE I : Polinomios de Legendre.

Las expresiones de los primeros polinomios de Legendre son:

P 0 (x) = 1
P 1 ( X ) = X 

P 2 ( x ) = ( 3x2 -1 ) / 2  

P 3  ( x ) = (5x3 -x)/2 
P 4  ( x ) = (35x'+-30x2+3)/8 

•  •  •  •

La s igu ien te  ecuación de recu rrenc ia  re la c iona  las  expres io ­
nes para t res  órdenes consecutivos 1 - 1 , 1 y 1 +1 :

( l  + l ) P 1 + 1 (x) = (21+l)xP-| (x) - 1 Pt _ i  ( x )

Los elementos de matriz bpi def in idos  por la  ecuación 
( I V . 5 . a) se tabulan a continuación para los primeros va lores 
de p y 1 ; el resto se los puede h a l l a r  por inducción:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

1 0 0 1 0 0 28 0 54 0 8 8 0

2 0 0 0 14 0 36 0 6 6 0 104
3 0 0 0 0 18 0 44 0 78 0

4 0 0 0 0 0 2 2 0 52 0 90
5 0 0 0 0 0 0 26 0 60 0

6 0 0 0 0 0 0 0 30 0 6 8

7 0 0 0 0 0 0 0 0 34 0

8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 38

TABLA I I I  : Elementos de la  matriz { bp-|}
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APENDICE I I  : Expresiones polinómicas y a n a l í t i c a s  
para los fac to res  t u y xu .

En el método polinómico de matrices de respuesta se in t rodu ­
je ron  las magnitudes t u y xu de f in idas  por las  expresiones 
( I V . 24).  Las expresiones a n a l í t i c a s  de estos fac to res  para los 
primeros va lores  del orden L de expansión se presentan a 
cont i  nuaci ón:

a) L = 2 :
Este  es caso básico para el cual no hay ninguna condi­

c ión de residuos ponderados, con lo  cual PbOO s 0  y se t iene 
para las  funciones (ecuación ( I V . 12.a ) ) :

9íutu) - Pt<w

con las  cuales se obtiene:

tu = i ( A1 1 . 1 )

b) L = 3 :

En este caso hay una condición de residuos ponderados,
con lo c u a l :

8  :  (o  o 1 0 ) 

E = (i/3 O 0) 

H.. - f.7.13KÍ o ec. ( I V . 8 . a)

ec. ( I V . 5 .b)

Apéndice I

ec. ( I V . IO . c )

y de aquí se obtiene para las  funciones ^Ca) :
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9iu.00 = PlW  + 9taW  -- f&<!0
de las  cuales resu l ta :

i» = i + - J ____  *«-- 3  ( A H . 2)

1+15KÌ

Para los s igu i  entes órdenes de expansión sol ámente se consig­
nan las  expresiones f in a le s  para t u y xu.

c ) L = 4 :

_5

1 + 15K*
-tn = í  + — -— - ( A l l . 3 . a)

2j

X, :  3 + ____l ____  ( AI 1 .3. b )
1 + 55 KÍ

d) L = 5 :

--------- -----------( i  + 9^ 7 ""r  + —r~-----)  (AI 1 .4.a)l +_3 ±  i  {  2+tólCn toí+3i5K¿ J

/u= 3 + ?  ( AI 1.4. b )
i+55K¿

Se puede dec ir  como regla  general que los polinomios impares 
inc iden  sobre el f a c to r  t u solamente y que los de grado par 
a fec tan  sólo al f a c to r  xu .
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También se puede deducir la paridad de las funciones ;
obsevando que en cua lqu ie r  orden de aproximación van a tener la  
s igu ien te  es t ruc tu ra :

9 iu »  = + ?3(í0 + Auz Í^OO + • • ‘

3 iu tu.) = f¿(.u) + ^ (M) + bu, ^ u) f  * * *

surge inmediatamente que giu^u  ̂ es impar, mientras que 
g2 u <u ) es par.

De las  expres iones para L=2 se obtienen los s igu ientes  va l o ­
res de los fac to res  de correcc ión por tamaño de nodo de los 
métodos de malla gruesa, ecuación ( I V . 6 6 . b ) ,  en el l ím i t e  para 
h + 0  :

i k —  1 S„ —  3 - k

En el c ap í tu lo  V se obtuvo la expresión ( V . 24) para la d e r i ­
vada de un modo espac ia l  cua lqu iera  (U) . En el caso a un gru­
po de energ ía ,  el f lu jo  <|> (r_) co inc ide  con el único modo ?(r) 
pues el espectro es en este caso U  =(1)- Entonces, en el caso a 
un grupo y dejando de lado la modulación de la  fuga neta t r a n s ­
v e r s a l ,  la  expresión (V.24) se transforma en:

= * -f <u <C - + f U(, u  
í » ,  » . t i  & s

La re la c ión  entre  "fuo y el f l u jo  promedio en el nodo (<|>), se 
obtiene promediando las  ecuaciones (V.19) para dar:

u v zcl« J  au-1

con lo cual la  expresión a n te r io r  de la  derivada se transforma
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i
cUu u=± i

- +-L^a^u - (—  - --u.Cil-  (0l1\<IL\Í¡C0)
L / a«-!

La expresión equ iva lente  del método polinómico se obtiene de 
1 a ecuaci ón ( IV .  64):

i .
dviu

S t  + ( —  - $ )  (jooüviowico)
u=+i 2, 2i

Comparando ambas expresiones se observan las s igu ientes  r e l a ­
c iones entre las magnitudes t u y xu del método polinómico y 
au y cu del método a n a l í t i c o :

í ■= G.¡i . ( AI 1. 5. a )

Xu c ^  Cti ( A1 1 .5. b)
í - c u

La equ iva lenc ia  a n te r io r  se ana l iza  en el s igu ien te  ejemplo 
n umér ico .

Ejemplo: nodo cuadrado de h=20 cm, D=1.5 cm y za=0.03012 cm~l:

Ku c O.'iUOi ; ec. ( I V . 4)

í  i  -2.B  = - —  = -0.02.ooS cm ; Apéndice I I I
&

con estos va lo res  se ca lcu lan  xu y t u en d i s t in t a s  aproxima­
c iones ,  según las  expresiones de este apéndice y con au y cu 
de las  ecuaciones ( V.2 5).  Los resu ltados se consignan en la 
tab la  s igu ien te :
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MAGNITUD L= 2 L=3 L = 4 L= 5 según ( A I I . 5 )

t . 1 . 0 1.5903 1.5903 1.5940 1.5940

Xn 3.0 3.0 3.3798 3.3798 3.3804

TABLA IV : Valores numéricos de t u y xu para un nodo 
de 20 cm con D=1.5 cm y E a = 0 .03012 cm- 1
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APENDICE I I I  : Autovalores y autovectores
de la  matriz de buckling

Los autova lores de la matriz de buckling:

Za,t

A a 2 A

se obtienen anulando el determinante de la  matriz:  B - bi I  

La expresión re su l tan te  es:

4  « £  1  s w ( _ L \ r )

donde T y D son la traza y el determinante de la  matriz D , 
dados por las  s igu ientes  ecuaciones en términos de la  teor ía  
de reactores  a dos grupos:

T  = - 5* L

con:

L1 -

► =

£«.2

" i í T

Oifl ,  *

=

3**3
I 4 3

3>i

Z r i
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Los autovectores respect ivos  se obtienen de:

B 4 U¡. -- 6 i U¿

Como la  ecuación (V.2) es homogénea, los autovectores pueden 
ser  normalizados ta l  que una de sus componentes sea la  unidad, 
asf  se obtiene:

U i  =  coi (i, ti) ut = c o l  ( r t i i )

con:

1* v i + L2, £>& ^  _ Z S12,
Ti = --------  ; = --------  j — ~—

i+LZ 3 i r*f ¿ a a

A

La matriz 1/ de la  ecuación (V . 9 . a ) queda entonces def in ida 
por:

A

v =

y su inversa  viene dada por:

i

i

A-l . / 1  ''fi.
V  : _ L _ (
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APENDICE IV : Elementos de respuesta que inc luyen la  modulación 
de las  co r r ien tes  p a rc ia le s  sa l ien te s

La descomposición del vector  X a  de la  fuga neta t ransversa l  
e n <(¿-Xa permi te i n c l u i r  la  modulación de las  co r r ien tes  p a rc ia ­
le s  s a l ie n te s  (contenida en Xu ) en los elementos de respuesta 
de la  ecuación de respuesta nodal, para hacer corresponder a és­
tos con los de la  teo r ía  de matrices de respuesta de orden cero. 
Dado que el procedimiento es d i fe ren te  según el método que se 
ap l ique  para determinar la  modulación de la fuga neta t ransve r ­
s a l ,  se an a l iz a rá  cada caso por separado, indicando los pasos 
más importantes para obtener las  expresiones re spec t iva s .

a ) Método polinómico con APD:

La p a r t i c ió n  XV = - £u. implica
una p a r t ic ió n  s im i la r  en el vector  5* de la  ecuación ( I V . 8 . b ) :

S a  = S ¿  - + ? Ĉ ) ( A IV . 1 )

t . x *
con esta d iv i s ió n  las  expresiones para Wu. y de las
ecuaciones ( I V . 29),  se e x p l i c i t a n  como:

= 1-m < 1  + Lu.2. Wuz. - u. (A IV .2 .  a)

Su. ■ - Lal + Laa Vu.2. - ^u. ( AI V. 2 . b )

De la  de f in ic ió n  del vecto r  Wu. , ecuación ( I V . 25),  y de la  p a r i ­
dad de los Pi (u) se deduce que Wul = 0 y Wu2 = 2 W2 LI + , y para la  com-

■jf. j(. 

ponente a n t i s im é t r i c a :  Wu^=2Wiu + y wu2 = 0*

+ +
Insertando las  expresiones ( I I I . 24 .a) para Lui y LU2 » se 

obtiene:
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< .  W a  =  £  ^  ( i  +  j k ) -  |  w í « * ¿ . f v O !  - ( M * )  i * ) -
y#«. m

- . w a ( AI V. 3. a )

T *  ' ■ ^  - < T. W *  ( A IV . 3. b )

La segunda sumatoria del lado derecho de la  ecuación (A IV .3 .a )  
puede ser descompuesta según:

V̂ LL

con esta descomposición e introduciendo las ecuaciones (AIV.3) 
en el par ( I V . 29) se obtiene el s igu ien te  sistema equ iva lente  al 
( I V . 31):

i +- i"=  - £ ' i -  S ' i - M + ^ Í - y T -  &Q X,-\W S_‘  { AI V.4. a )

!*- £ *=  - A . ¿ W.  A j ' * _  \W*S_” ( AIV. 4. b ) 

con las  d e f in ic io n es :

C = d¿ 0ig (iy, M  ( AIV. 5 .a)

A = d U g  o(V) ctw)  ( A IV . 5 .b ) 

G = diag /w) ( AI V. 5 . C)  

j -i
K = - L  i .  h 5  s cUg ( A IV . 5. d )
r s S  y  IN/ />/ A /

Lr
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con:

El

donde

V =  E- i- j J . . ] )  | r  <Ug ( ^ , í v ,¿w) ( AIV. 5. e)

11 vu  m

^  = ¿ < k ^ t  M j t f i M ú . J  * L \  Á %.  Z 4 k x k +  W a t  L *
D \ hl4 L j  U I  ^

sistema (A IV .4) una vez resue lto  conduce a:

í + = i  + 2. 5 E  + l  (A IV . 6 . a)

í **=  í - i " * +  l *  ( A i v . s .b )

ft , P , tf y j* vienen dados ahora por:

R .  ( I  + C + kS“1 ( I  - G + K -V') (AIV. 7 .a)
M (V» N /V /  ̂ fJ IV ^  /

!  • ( 5  + í ) ' l - ( 5 - 4 )  ( A I V ' 7 - b )

TT = (1+ Cfk)*1 X (A IV .7 .C )

i °  _ _ ( i + c + K ) ' S w .  S~ ( AIV. 7. d)

j ° *  = _ ( I  + A ) ‘ L\W* S" ( A IV .7 . e)
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A p a r t i r  de P» y £ , las  transmisiones £ se obtienen como
antes según las  ecuaciones ( I V . 37) y ( I V . 38). Las magnitudes £ ,
P y V son ahora las correspondientes a la teo r ía  de matrices de 
~ i»
respuesta de orden cero, y los vectores y i .  contienen
ahora solamente la  modulación de las  co r r ie n te s  entrantes ( y de 
l a  fuente,  si no es p lana ) .

b ) Método polinómico con EML:
U t i l iz an do  las  expresiones 

( I I I . 35 .a ) ,  la  p a r t i c ió n  ( A I V . l )  queda expresada:
*

^ - éllk) - b- <AIV-8> VA
donde: 5«. =. «Cif + j  y se ha supuesto que el orden LL de expan­
sión de la  fuga neta t ransve rsa l  es el mismo que el del f lu jo  
( L ) .  La introducción del vector  Sa def in ido  por la ecuación 
( A IV . 8 ) se hace en la ecuación ( I V . 9 ) ,  la  cual queda convert ida 
e n:

2.
!jk - ¿  + Y  ~ ' -  ( AI V. 9 )

con la nueva de f in ic ió n  para Hu :'v

Ha = & - ' í_ Jw 7  M  £ (AIV.10)
,Ki 81 & W '

Con esta nueva expresión para Hu , el procedimiento para encon­
t r a r  las  expresiones de las  magnitudes de respuesta es idént ico  
al de ta l lado  en el cap í tu lo  IV.

c ) Anal i t i  co con APD:
La expresión m a t r i c ia l  de las  componentes 

L ul y Lu2 de la  ecuación ( I I I . 24 .a ) ,  después de manipuleada, es:

L« i  = 4 - d » 1 ( A l V . U . a )
nu.

L«  (A IV -11-b ’
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A A ? ^ donde las magnitudes , (&n , «n y »u. no t ienen que ver con 
otros usos an te r io res  de los mismos símbolos. Las de f in ic iones  
correspondientes son:

r . a
( AI V .12.a )

( A IV.1 2 .b ) 

(A IV .1 2 .c l  

( AI V. 1 2 . d )

con:
IIa

<
■

* J LilL— i
VjíU.

A A A

0 U = I  - A u .

A A A

-

A A A

t* = I + <^IC

Ak = cUcî  (Aui, Aut)

Evaluando û, con Lu.i= Lu.i - L u í  y u t i l i z an d o  para Luí la  
expresión ( A l V . l l . a ) ,  se obtiene para la  componente a n t i s im é t r i ­
ca la  s igu ien te  ecuación, equ iva lente  a la  (V.40) :

c  , U :  *  c  í a i v .  i3)

donde:

con:

l .. ( f r ^ . d - u )  (AI, 14. a)

( i  + S L ) ' 1 V  . [ ! l  ( AIV.  1 4 . b )
l

*  - A =  -i T= í-í- -> 
Xu = £ dit • Q* + &t<. • • °U  . °<u

La ecuación para la  componente s im é tr ica  se obtiene evaluando 
Jn° con Lu.z =. La  - L¡h, donde está dado por la  ec. ( A IV .11.b ) .
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Introduciendo la expresión re su l tan te  en la (V.43) y agrupando 
términos, se l lega  a la equ iva lente  de la  ecuación (V .48) :

; +

donde:

IR - /A • IB ( A IV . 16 . a )

j °  - /A . J °  ( A IV . 16. b )

siendo A  y IB supermatrices compuestas por las  s igu ientes  ma­
t r i c e s  bloque de ( 2 x2 ):

A  A a  —  ' ' - I a . \ a  a  _  A - l i

Au.'a = I 1 ' Eu ^ .^ uT u j .Ó u u '+ ¿u (eü - ^ ) —  (A IV .17 .a )
W'

A  /A A A  A - l  A \ *  A _  _ _  a. . A t .
Bu'a i  (l+  ^u). Oua'+ ^  ( A IV . 17.b)

-O ^
y J está def in ido  por:

—*■ —»o —*
J ° =  COL C Tu , J v  , J w )  (A IV .18)

con:
— ,& a __ “ í
J°  = Jíü d a -  U ü .

2 .

De las  ecuaciones (A IV .14.a) y (A IV .16.a) se obtienen los 
elementos de respuesta f i n a l e s ,  como en los casos an te r io res .
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F I G U R A S
Y

T A B L A S
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FIGURA 1 : Diagrama de la ecuación : f“J V(SL) + tfSL) fM  

mostrando un camino espiral convergente y otro 

divergente.
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FIGURA 2 : El problema benchmark de la IAEA

J = 0

DATOS Buckling axial = 8.0 10  ̂cm ^

REGION
A A ¿ s a ¿-at ^  dl/

comb 1 1.5 0.4 0.02 0.01 0.08 0.135

comb 2 1.5 0.4 0.02 0.01 0.085 0.135

comb 2 
+ barra 1.5 0.4 0.02 0.01 0.13 0.135

reflector 2.0 0.3 0.04 0.0 0.01 0.0
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FIGURA 3 : Solución del problema benchmark de la IAEA
( Obtenida de la  referencia 7 )

k - efectivo : 1.029583

Densidad de potencia promedio por elemento combustible:

1.4346 

0.7453 1.3092

1.1927 

1.4690 1.3449 

1.4794 1.3146 

1.4533 1.2105

0.5852

0.4706 0.6857

0.9671 0.9065

1.1792 1.0706

1.0696 1.0362

0.6100 0.9352

0.5974

0.8464

0.9753 0.6924 

0.9506 0.7360 

0.9345 0.7552
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FIGURA 4 : Errores relativos porcentuales en la distribución

de potencia. Nodos de

orden del 1 ~^ ' '
método ) 5 . .

polinómicoj ^ ' ’

( 8  '. 
modal . .

3.2
0.58
0.06

- 0. 01
- 0.02
- 0.02
-0.03

5.0 4.0
0.83 0.70
0.03 0.04
-0.04 -0.03
-0.06 -0.04
-0.06 -0.04
-0.06 -0.05

6.3 5.6 4.8
1.05 0.94 0.83
0.07 0.05 0.07
-0.04 -0.03 -0.02
-0.06 -0.05 -0.04
-0.06 -0.05 -0.04
-0.06 -0.06 -0.04

3.6 7.6 5.8 6.1
0.88 0.92 0.90 0.72
0.07 -0.10 -0.11 -0.12
0.20 -0.31 -0.19 -0.30
0.19 -0.33 -0.21 -0.31
0.19 -0.33 -0.21 -0.32
0.21 -0.33 -0.21 -0.32

20 cm y fuga transversal según APD. 

-13.1

-3.6

-0.26 
1.32 
1.81
1.83
1.83
1.83

-2.3 -13.8
-0.28 -1.7 -0.70
0.07 -0.37 0.80
0.30 -0.57 1.32
0.31 -0.54 1.34
0.32 -0.54 1.35
0.33 -0.54 1.35

2.4 -1.4 -8.7
0.13 -0.50 -0.84

-0.14 0.13 0.42
-0.27 0.08 0.70
-0.28 0.09 0.71
-0.28 0.09 0.72
-0.29 0.08 0.72

2.1 -0.70 -4.3 -14.2
0.33 -0.07 -1.24 -1.0
-0.14 -0.02 -0.45 0.44
-0.16 -0.01 -0.41 0.98
-0.18 -0.01 -0.39 1.00
-0.17 -0.01 -0.39 1.01
-0.18 -0.01 -0.39 1.01

3.9 0.10 -3.0 -9.7
0.35 0.04 -0.71 -1.8
-0.14 -0.03 -0.06 -0.34
-0.30 -0.06 -0.03 -0.10
-0.32 -0.07 -0.02 -0.08
-0.32 -0.07 -0.01 -0.07
-0.32 -0.08 -0.02 -0.07

0.12 1.3 -2.6 -10.0
0.33 -0.10 -0.70 -1.4
0.02 -0.20 -0.14 -0.42
0.20 -0.33 -0.13 -0.11
0.19 -0.33 -0.12 -0.10
0.20 -0.34 -0.11 -0.09
0.21 -0.34 -0.12 -0.09
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FIGURA 5 : Errores relativos porcentuales en la distribución 

de potencia. Nodos de 20 cm y fuga transversal 

según EML(L).

-13.4
-3.1
-1.5
- 1 . 0
- 1 . 0
- 1 . 0

(  L=3 -3.7 -2.2 -14.1
orden del \ 4 • • • -0.83 -1.6 -2.7
método ) 5 • • • -0.47 -0.35 -1.2

polinómico ) 6 • -0.23 -0.50 -0.66

/ 7 • • . -0.22 -0.46 -0.65

l 8 . . . -0.22 -0.47 -0.64

3.2 2.4 -1.4 -9.0
0.80 0.46 -0.84 -2.2
0.29 0.21 -0.23 -0.98
0.20 0.09 -0.27 -0.70
0.19 0.08 -0.25 -0.68
0.19 0.08 -0.25 -0.68

5.0 4.0 2.2 -0.74 -4.2 -14.
1.3 1.0 0.63 -0.19 -1.2 -2.
0.49 0.37 0.18 -0.12 -0.41 -1.
0.38 0.28 0.15 -0.10 -0.31 - 0 .

0.36 0.27 0.14 -0.09 -0.30 - 0 .

0.36 0.27 0.13 -0.09 -0.30 - 0 .

6.3 5.6 4.8 4.0 0.13 -3.0 -9.
1.6 1.4 1.2 0.88 0.07 -0.94 -2.
0.62 0.55 0.47 0.40 0.01 -0.27 - 0 .

0.45 0.42 0.34 0.24 -0.01 -0.21 - 0 .

0.44 0.40 0.33 0.23 -0.01 -0.20 - 0 .

0.43 0.40 0.32 0.22 -0.01 -0.20 - 0 .

3.5 7.6 5.8 6.1 0.04 1.4 -2.6 -10.
1.1 1.8 1.5 1.4 0.27 0.24 -0.75 -1.
0.35 0.77 0.57 0.62 0.02 0.16 -0.19 - 0 .

0.41 0.52 0.45 0.41 0.14 0.06 -0.14 - 0 .

0.40 0.50 0.43 0.39 0.13 0.05 -0.13 - 0 .

0.40 0.49 0.42 0.39 0.14 0.05 -0.13 - 0 .

3
8
3
74
72
71

7
1
73
46
44
43

0

6
65
29
29
28
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TABLA V : Valores de las magnitudes de respuesta calculadas 

por los métodos polinómicos y analítico, para tres 

tamaños de nodo.

TAMAÑO MAG­ FUGA ORDEN DE EXPANSIONfL de PL) MODAL EXACTO
NITUD TRANS. 3 4 5 6

P APD
EML(L)

-0.2027
-0.1986

-0.2027
-0.1986

-0.2027
-0.1986

-0.2027
-0.1986

-0.2027
-0.2025

5 cm
r APD

EML(L)
0.1374
0.1374

0.1375
0.1375

0.1375
0.1375

0.1375
0.1375

0.1375
0.1375

b APD
EML(L)

0.3570
0.3570

0.3610
0.3611

0.3610
0.3611

0.3610
0.3611

0.3610
0.3617

t APD
EML(L)

0.1757
0.1737

0.1716
0.1695

0.1716
0.1695

0.1716
0.1695

0.1716
0.1708

t APD
EML(L)

0.0501
0.0611

0.0501
0.0611

0.0501
0.0605

0.0501
0.0605

0.0501
0.0494

10 cm
r APD

EML(L)
0.2440
0.2441

0.2457
0.2455

0.2457
0.2455

0.2457
0.2455

0.2457
0.2456

b APD
EML(L)

0.2604
0.2604

0.2704
0.2709

0.2704
0.2709

0.2704
0.2709

0.2704
0.2733

t APD
EML(L)

0.0925
0.0870

0.0816
0.0758

0.0817
0.0761

0.0817
0.0761

0.0817
0.0792

P APD
EML(L)

0.2374
0.2583

0.2374
0.2583

0.2358
0.2543

0.2358
0.2543

0.2358
0.2328

20 cm
r APD

EML(L)
0.3682
0.3681

0.3840
0.3823

0.3840
0.3822

0.3840
0.3822

0.3840 0.3824

b APD
EML(L)

0.1448
0.1448

0.1642
0.1658

0.1642
0.1658

0.1642
0.1658

0.1642
0.1719

t
APD
EML(L)

0.0524
0.0420

0.0251
0.0139

0.0259
0.0159

0.0258
0.0158

0.0258
0.0205
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TABLA VI : Errores en las magnitudes de respuesta calculadas 

en para tres tamaños de nodo y ambas represen­

taciones de la fuga neta transversal.

TAMAÑO FUGA NETA 
TRANSVERSAL í t i r U U u

5 cm
APD -0.10 0.00 -0.19 0.47 0.02

EML(6) 1.88 0.00 -0.17 -0.76 -0.35

10 cm APD 1.42 0.04 -1.06 3.16 -0.11

EML(6) 22.47 -0.04 -0.88 -3.91 -1.56

20 cm
APD 1.29 0.42 -4.48 25.85 -1.25

EML(6) 9.23 -0.05 -3.49 -22.93 -5.55

Todos los errores están en %
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TABLA VII : Resultados problema IAEA con nodos de 20 cm.

CASO a) fuga transversal modulada según APD

ORDEN "L" DE 
EXPANSION

a

AKe»

b

Ówax

_  b 

e

c

Tcp,

3 -538 -14.2 6.6 3.3

4 -150 -1.8 0.87 3.7

5 -33 1.3 0.34 4.1

6 -41 1.8 0.51 4.5

7 -40 1.8 0.52 4.9

8 -40 1.8 0.52 5.3

modal -41 1.8 0.52 4.8

CASO b) fuga transversal modulada según EML(L)

ORDEN "L" DE 
EXPANSION

GL

M « h
£  b

cr C

T p i

3 -513 -14.4 6.6 3.2

4 -164 -3.1 1.5 3.8

5 -50 -1.5 0.62 4.4

6 -63 -1.0 0.41 4.8

7 -63 -1.0 0.40 5.5

8 -63 -1.0 0.40 6.1

errores en ppm 

errores en %

tiempo de CPU en minutos para la BASF 7/68 del C.A.C. 

fue resuelto en simetría I ( núcleo completo ).

El problema
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TABLA Vil i  : Resultados problema IAEA con nodos de 10 cm.

CASO a) fuga transversal según APD

ORDEN "L" DE 
EXPANSION

a.

AKen

b
ClmaX b

3 -107 -3.2 1.4

4 -3 0.28 0.08

5 -3 0.45 0.14

6 -3 0.45 0.13

modal 3 0.43 0.12

CASO b) fuga transversal según EML(L)

ORDEN "L" DE 
EXPANSION

a

Akejf f b Uvnax

3 -166 -3.3 1.5

4 -14 -0.70 0.22

5 -19 -0.51 0.14

6 -19 -0.51 0.14

errores en ppm 

errores en %
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TABLA IX : Resultados problema IAEA con nodos de 20 cm y

la aproximación de la realimentación isotrópica.

CASO a) fuga transversal modulada según APD

ORDEN "L" DE 
EXPANSION

b

¿imax i 1 '

3 -38 -11.8 5.5

4 718 -4.4 1.5

5 798 -4.8 1.9

6 804 5.2 2.0

7 805 5.2 2.0

8 805 5.2 2.0

modal 847 5.4 2.0

CASO b) fuga transversal modulada según EML(L)

ORDEN "L" DE 
EXPANSION

OL

AKe«

b

¿ynax ?  b

3 -9 -12.0 5.5

4 742 -5.1 1.5

5 814 -4.8 1.5

6 819 -4.8 1.6

7 820 -4.8 1.6

8 820 -4.8 1.6

a
: errores en ppm

b : errores en %
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TABLA X : Resultados problema IAEA con nodos de 10 cm y

la aproximación de la realimentación isotrópica.

CASO a) fuga transversal modulada según APD

ORDEN "L" DE 
EXPANSION AKe^

fe

ÓtoúiX V  b

3 -117 -3.0 1.4

4 32 -3.3 1.6

5 29 -3.2 1.6

6 29 -3.2 1.6

modal 16 -3.8 1.9

CASO b) fuga transversal modulada según EML(L)

ORDEN "L" DE 
EXPANSION

b

¿  0 . X ?  b

3 -135 -6.4 3.0

4 22 -4.0 1.9

5 20 -3.8 1.8

6 20 -3.8 1.8

a
: errores en ppm

b : errores en %
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TABLA XI : Influencia del orden (LL) de la fuga neta transversal 

según el método EML.

( Problema IAEA, nodos de 20 cm)

ORDEN DE EXPANSION 
"L" DEL FLUJO

FUGA NETA 
TRANSVERSAL A K e » e  b £  b

C

T p u

6 EML(O) 457 0.96 -2.7 —

EML(l) -26 0.58 -1.7 4.0
EML(2) -68 0.46 -1.2 4.2
EML(3) -63 0.42 -1.1 4.3
EML(4) -63 0.41 -1.0 4.5
EML(5) -63 0.41 -1.0 4.6
EML(6) -63 0.41 -1.0 4.8

5 EML(O) 462 0.95 -2.8 -  - -

EML(1) -13 0.76 -2.0 3.8
EML(2) -55 0.64 -1.6 3.9
EML(3) -50 0.62 -1.5 4.0
EML(4) -50 0.62 -1.5 4.1
EML(5) -50 0.62 -1.5 4.4

4 EML(O) 351 0.97 -2.3 ----------

EML(1) -122 1.6 -3.5 3.3
EML(2) -164 1.5 -3.1 3.4
EML(3) -164 1.5 -3.1 3.6
EML(4) -164 1.5 -3.1 3.8

3 EML(O) -70 5.8 -13.4 ----
EML(1) -513 6.6 -14.4 2.9
EML(2) -513 6.6 -14.4 3.0
EML (3) -513 6.6 -14.4 3.2

errores en ppm 

errores en %

tiempo de CPU en minutos para la BASF 7/68 del C.A.C. El problema 

fue resuelto en simetría I ( núcleo completo ).
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TABLA XII : Resultados del problema de la IAEA 

para varios métodos.

METODO REF. |AKe«|
I I b

OBSERVACIONES

NEM 2,11 74 1.4
G3B2

NGFM 6 12 0.7 basado en funciones de Green

FERM 8 3 1.5 elementos finitos

Polinomial 9 20 1.8 expansión de 4“orden

Polinómico EML presente
trabajo

63 1.0 flujo Pg con EML(4)

Dif.
finitas

"VENTURE"

5.0 cm

11

340 13.9

puntos centrados en el mesh1.25 cm 50 2.0

0.67 cm 5 0.4

a
: errores en ppra

b o: errores en %

Todos los casos, excluyendo los de diferencias finitas, corresponden 

a un tamaño de nodo de 20 centímetros.
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TABLA XIII : Comparación con el código PUMA.

—j  b 
í l

c
Icpu OBSERVACIONES

Polinomico EML 63 0.41 1.0 51 Pg EML(4); 1/4 núcleo

PUMA
5.0 cm 343 6.6 14.0 53

1/4 núcleo
2.5 cm 169 2.4 5.1 358

a
: errores en ppm

b : errores en % 

c : segundos de CPU en la BASF 7/68 del C.A.C.

En todos los casos el criterio de parada de las iteraciones fue una 

precisión en el flujo de 10"^.
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