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RESUMEN

En los Gltimos afios han sido desarrollados una gran variedad
de métodos para calcular 1la distribucion de potencia en el
nicleo de un reactor, entre los cuales los métodos nodales se
han destacado por producir resultados de buena precision
requiriendo bajos tiempos de procesamiento.

Los esquemas nodales actuales contienen varias incognitas por
nodo y por grupo. En los métodos presentados en este trabajo se
ha introducido una realimentacidon no lineal en los coeficientes
de acoplamiento, con objeto de reducir el nimero de incognitas a
una sola por nodo y por grupo. E1 algoritmo resultante es una
formula de 7 puntos y el proceso iterativo ha demostrado ser
estable en el esquema de matrices de respuesta, mientras que en
el esquema de malla gruesa es necesario en general la subrelaja-
cién de los factores de realimentacidn para lograr convergencia.

La forma del flujo dentro de cada nodo esta determinada por
la integracidon parcial de las ecuaciones de difusion sobre dos
de las coordenadas, conduciendo a un conjunto de tres ecuaciones
unidimensionales acopladas cuya solucion se obtiene en base a
un desarrollo polindmico y también en forma analitica. La fuga
neta transversal es la responsable del acoplamiento entre las
direcciones espaciales y para su modulacion se presentan dos mé-
todos alternativos.

La eficiencia de los métodos desarrollados es ilustrada con
resultados numéricos que incluyen su aplicacion al problema
benchmark bidimensional de 1a IAEA.



ABSTRACT

A wide variety of methods to calculate the power distribution
in a nuclear reactor core have been developed in the past few
years. Among them, nodal methods have received special attention,
because they yield accurate results in short computing times.

Present nodal schemes contain several unknowns per node and
per group. In the methods presented here, non-linear feedback
of the coupling coefficients has been applied to reduce this
number to only one unknown per node and per group. The resulting
algorithm is a 7-points formula, and the jterative process has
proved stable in the response matrix scheme. Under-relaxation of
the feedback factors has been found necessary to achieve
convergence in the coarse mesh scheme.

The intranodal flux shape is determined by partial integration
of the diffusion equations over two of the coordinates, leading
to a set of three coupled one-dimensional equations. These, in
turn, can be solved either by using a polynomial approximation
for the flux or by integration (analytic solution). The
transverse net leakage is responsible for the coupling between
the spacial directions, and two alternative methods are
presented to evaluate its shape.

Numeric results, which include the IAEA two-dimensional
benchmark problem illustrate the efficiency of the developed
methods.
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I.INTRODUCCION

E1 cadlculo preciso de la distribucion de potencia
en el nicleo de un reactor durante un transitorio, o también en
estado estacionario, es un problema importante desde el punto de
vista del disefio, el andlisis de seguridad y la gestidon de com-
bustible. Esta distribucidn se obtiene resolviendo las ecuacio-
nes de difusidn en pocos grupos de energia (generalmente 2) en
todo el volumen del reactor, que en esta etapa del calculo se 1o
supone compuesto de grandes regiones homogeneizadas, nodos de
ahora en mas, que generalmente son secciones verticales de un
elemento combustible con su refrigerante y moderador. Las sec-
ciones eficaces que representan las propiedades neutrdonicas de
cada nodo se obtienen de una secuencia de calculos previos de
transporte con buen detalle espacial ¥y energético. En todo este
trabajo estas magnitudes se suponen conocidas y los errores
obtenidos en las distribuciones de potencia calculadas por Tlos
métodos aqui desarrollados, estdn asociados unicamente al método
en cuestion. De esta manera no se tienen en cuenta los errores
producidos por el proceso de homogenizacion, el cual constituye
de por si un amplio tema aparte.

Una gran variedad de métodos han sido desarrollados para
resolver este problema. E1 mds conocido y directo es el método
de diferencias finitas, que necesita de una malla fina (del
orden de una longitud de difusidon) para obtener resultados pre-
cisos. Pero el uso de una malla fina para calcular los grandes
nicleos de los reactores de potencia incrementa sensiblemente
las necesidades de memoria y tiempo de procesamiento. Dado que
generalmente el interés estad centrado en conocer Tlos valores
promedio de la potencia por trozo de elemento combustible, el
cilculo de la distribucion fina significa un esfuerzo innece-
sario.

Existen otros métodos que en base a ciertas aproximaciones
evitan el calculo de esta distribucion fina; entre ellos se
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distinguen los 1lamados métodos nodales. En estos métodos el
problema original de hallar la distribucion de flujo y potencia
en todo el nidcleo del reactor es resuelto en dos etapas, que

consisten en:

1) encontrar una solucidon general al problema local de
difusion dentro del nodo en funcion de un nidmero de
parametros libres que se ajustaran mas tarde,

2) acoplar las soluciones locales de todos los nodos del
sistema para definir los parametros 1libres de 1la
solucion general. Esto constituye el problema global
de los métodos nodales.

Una presentacidn general de la teoria de los métodos nodales
y sus aplicaciones mds conocidas puede encontrarse en el
capitulo XI de la referencia 10. Métodos mds avanzados estan
desarrollados en las referencias 1, 2, 3, 6 y 9, que junto con
la 10 constituyeron la bibliografia basica de Tlos métodos
desarrollados y presentados en este trabajo.

Dados los valores del flujo y sus derivadas sobre 10s contor-
nos del nodo, la solucidon local ¢(r) debe satisfacer 1la ecuacion
de difusion dentro del volumen V del mismo:

_szé(r) + L @(0) = Q1) (I.1)

Existe una ecuacidn para cada grupo de energia y el término
de fuente viene dado, para el grupo g, por la expresion:

Qqr) = LZ'&%’% 94tr) + %nglngg dg:(0) (1.2)
9%3 g

donde Igq'g €S la seccion eficaz de transferencia del grupo g'
al g. Para claridad de notacidn, el subindice del grupo sera
omitido en aquellas expresiones que relacionen magnitudes per-
tenecientes a un mismo grupo, caso de la ecuacion (I.1).
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Una vez conocida la solucion del problema local, resta esta-
blecer el acoplamiento entre los nodos del sistema, para lo cual
existen al menos dos alternativas: utilizar la continuidad sobre
las interfases nodales del flujo (¢) y la corriente neta (J), 1o
que conduce a las ecuaciones de malla gruesa; 0 utilizar como
variables de acople las corrientes parciales entrantes (j7) y
salientes (j*) con 10 cual las ecuaciones resultantes son del
tipo de matrices de respuesta. Ambas formulaciones son equiva-
lentes desde el punto de vista de los resultados que de ellas se
obtienen, ya que en el marco de la teoria de difusion estas
magnitudes estdn relacionadas entre si por 1las siguientes
expresiones:

¢

"n

Z(j++j-) 3 =

(1.3)

rle. ©os

Jo. ¥ J-:
Las ecuaciones resultantes en cualquiera de los dos esquemas
se caracterizan por tener tres incdgnitas por nodo y por grupo,
una correspondiente a cada direccion espacial. Introduciendo
una realimentacidon no lineal en los coeficientes de acoplamiento
es posible reducir el nimero de incdgnitas a una sola por nodo y
por grupo, y llegar asi a una ecuacion de 7 puntos para el
problema global. Este tipo de ecuaciones pueden ser resueltas
rapidamente por métodos iterativos bien establecidos, como por
ejemplo el de Gauss-Seidel. La actualizacion de los factores de
realimentacion no lineal, y consecuentemente de los coeficientes
de acoplamiento, se produce en un lazo exterior que puede coin-
cidir con la actualizacidon de otras cantidades, por ejemplo la
fuente de fision en el método de iteracion de fuente para las
iteraciones multigrupo.

La manera en que la realimentacion no lineal es introducida
hace que surjan diferencias importantes en las caracteristicas
de convergencia de las ecuaciones resultantes, segin se aplique
al esquema de malla gruesa 0 al de matrices de respuesta. Este
aspecto se trata detalladamente en el capitulo IV.
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E1 capitulo II describe 1a parte del tratamiento del problema
local que es comin a los métodos desarrollados en los capitulos
IV y V. En el capitulo III se detallan las aproximaciones hechas
sobre esa importante magnitud que es la fuga neta transversal,
definida en el capitulo II. E1 capitulo VI contiene 1a descrip-
cion de un método aproximado de matrices de respuesta que se
obtiene eliminando Tla realimentacion en las ecuaciones. Los
resultados numéricos obtenidos con los métodos desarrollados en
sus diversas aproximaciones, son presentados y analizados en el
capitulo VII. E1 capitulo VIII cierra este trabajo con 1las
conclusiones obtenidas de la presentacion de todo el material.
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II. EL PROBLEMA LOCAL. PASO 1

La tarea principal del problema
local consiste en determinar la forma del flujo dentro del nodo,
la cual se necesita para calcular los coeficientes de acopla-
miento que caracterizan las formulas del problema global.

La obtension de una solucidon al problema local se logra en
dos pasos sucesivos; el primero de ellos consiste en aplicar el
método de los semimomentos /12/ a la ecuacion (I.1) y transfor-
marla en un conjunto de tres ecuaciones unidimensionales acopla-
das, wuna para cada direccidon espacial. Estas ecuaciones se
obtienen promediando 1a (I.1) sobre dos de las coordenadas noda-
les. En el método general de los semimomentos esta integracion
se hace en sentido de residuos ponderados con ciertas funciones
de peso Wy, con k=0,...K. Trabajando con nodos rectangulares
en geometria cartesiana, se tiene para 1la direccidon x 1la
siguiente ecuacion:

hy he

{ 5 Iwh(slz)i_pvz(j(_r)+Ird(\:)-Q(!‘)§ dyde=0  (11.1)
b by

0

La aplicacion de este método en el presente trabajo utiliza
solo el orden mds bajo de la aproximacién, k=0, para el cual las
funciones de peso correspondientes son Wp=l. Se habla entonces
de semimomentos de orden cero. En este caso la ecuacidon anterior
se reduce a:

2
d_fxo‘) + Le ¢x(") + DLyx) - Qxx) = 0 (I1.2)
dx

donde:
hy ha

S dury dy dz (I1.3.a)
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hy hz
Q0 = : ([Q(:)dgh (11.3.b)
hyhs 0 0
- h& ’ ] A (I1.3.¢)
L = - 2 Hyﬂm_a_qécn}dm e
hyhe ) J(0g  3¥

son los semimomentos de orden cero (en la direccion x) del
flujo, la fuente y la fuga neta transversal, respectivamente.
E1 semimomento de orden cero ¢4(x) es el valor del flujo en 1la
posicidon x promediado sobre las otras coordenadas nodales; si
éste a su vez es promediado sobre x, se obtiene el valor prome-
dio nodal del flujo: h

X
{
¢ - T(x“‘)d"
X 0

La resolucion de las ecuaciones unidimensionales resultantes
para 1os ¢x(x) constituye el paso 2 de la solucion al problema
local y se ataca de dos maneras distintas originando los métodos
de expansion polindmica y analitico, descriptos en detalle en
los capitulos IV y V respectivamente. Para entonces conviene
tener las ecuaciones unidimensionales expresadas en coordenadas
u, vyw, definidas en el intervalo [-1,1] segiin:

U.:—ZI—X-J_ V:é_a..i W:-@.E-L
hx ‘"j hg
Las expresiones resultantes en términos de estas coordenadas
son:
4D d";ﬁ
- ul4) +Zr ¢u(“) + DL - Q) =0 (11.4)
hu d.l("
A |

Al = —:—S f Bruwy dv dw (11.5.a)

- -4
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{
QW) q—_[ ( Q) dvdw (11.5.b)

| 2

a l' a uv

=5 ) {ﬁl sl s LEE
-1 -4

Las tres ecuaciones (II.4), también 1lamadas ecuaciones direc-
cionales de aqui en adelante, estan acopladas por medio de la
fuga neta transversal DLy(u), que actiia como un término de
fuente heterogénea.

E1 método de los semimomentos esta considerado como una de
las técnicas mids eficientes para generar algoritmos nodales y en
&1 estian basados los mds exitosos métodos nodales actuales/2,3,
6,9/. Su funcidn es la generacidon de las ecuaciones direcciona-
les (I1.4), cuya solucidn serd obtenida del desarrollo finito de
¢ylu) en polinomios de Legendre en el capitulo IV, 0 en el
tratamiento riguroso detallado en el capitulo V. Para poder
resolver estas ecuaciones es necesario primero conocer la depen-
dencia funcional de L,(u), que puede ser obtenida por algin
camino independiente, con 1o cual, desde este punto de vista, el
método tiene caracteristicas de "abierto". Esto constituye 1la
parte esencial del algoritmo, mids alla del método que se utilice
en la resolucion de las ecuaciones direccionales.
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LA FUGA NETA TRANSVERSAL
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III. LA FUGA NETA TRANSVERSAL

Una de las caracteristicas del
método de los semimomentos es que permite hacer aproximaciones
independientes sobre la magnitud Ly(u). Cualquier prescripcion
acerca de como hallar esta dependencia funcional constituye una
aproximacion al problema del acoplamiento entre las direcciones
espaciales, que tendrd efectos sobre las distribuciones de flujo
y potencia calculadas, especialmente en problemas cuya solucion
no es espacialmente separable.

Establecer la distribucion de la fuga neta transversal L,(u)
a partir de su definicidn, ecuacion (Il.5.c), requiere el
conocimiento de la solucidn local ¢(r) y su diferenciacidon sobre
las interfases nodales. Aunque ¢(r) puede ser reconstruido a
partir de los semimomentos ¢,(u), esta solucidn esta caracteri-
zada por tener grandes errores en las cercanias de los contor-
nos, especialmente en el orden cero del método. Ademds el proce-
so de diferenciacion amplifica estos errores en un orden de mag-
nitud /12/, con 1o cual las distribuciones resultantes estan
lejos de ser precisas.

Existen otros métodos a partir de los cuales la distribucion
Lu(u) puede ser determinada utilizando informacidon de los nodos
vecinos. La gran mayoria de los métodos nodales actuales cons-
truyen Ly(u) directamente de los valores promedios de esta mag-
nitud sobre tres nodos consecutivos, sobre los cuales se ajusta
una expresidon cuadrdatica en base a ciertas condiciones aproxima-
das de continuidad en las interfases. De esta manera L,(u) re-
sulta en una parabola dentro de cada nodo. Por esta razdon se los
11ama métodos de Aproximacion Parabdlica Directa (APD) /3/.

La solucidn al problema global suministra el valor promedio
del flujo nodal y el promedio de las corrientes (parciales ¥y
netas) sobre 1las interfases nodales. E1 valor promedio de
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Ly(u) se obtiene a partir de estas magnitudes, de la siguiente

manera:
f {

2
2.3¢vd 2 9 Gy
[.u[ll)_-. j hz; » z“) V' J‘Ea—wl('w dw (IT11.1)

donde la desaparicion de una variable (u,v,w) corresponde a
haber tomado el valor promedio sobre l1a misma, por ejemplo:

{

¢@q = S d@vw w

-4
Reconociendo que:

i
( ¢(“) dv - i{_ = _¢(u,v) p L9 ¢(u,v)
Wy ov¥ el hv Ov Vatd hy OV Va-1

y definiendo 1las corrientes netas sobre las interfases como
positivas en la direccidon normal saliente:

UL EY
(u'r'i = - L — @-JV
¥ ) hv om, )Vzti

la ecuacion (III.1) se transforma en:

(111.2)

l.u(u) - iZ‘hi P\,@t.ﬂ) + Jv(l‘-ri)} (I11.3)
D v

VAL

Con el fin de compactar la notacidon, se introducen 1la
convencion:

Jye (W) = Jy (4, t1) (111.4)

y 1os*conceptos de componente simétrica (Jy(u)) y antisimétri-

ca (Jy(u)) segin:
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Jv(u) = Jw(lt) + Jv—@*) (I111.5.a)

T @ - Jy-w (I111.5.b)

Ty @

con los cuales, utilizando las expresiones (I.3), se tiene para
Lylu):

NOIE %Lﬁ(ﬂ:w- j;(u)) (111.6)

V#u

Promediando esta ecuacidon se 1lega finalmente a la relacion:

L, - %Lﬁ(J:'Jv) (111.7)

VU
con las cantidades:

: +
4 1
.= = S fow du
L -
representando el valor promedio de las corrientes salientes (+)

6 entrantes (-) al nodo por ambas caras de la direccion v,
transversal a la u.

La ecuacion (III.2) corresponde a la definicion de la co-
rriente neta en la direccion v transversal a la u. Para el caso
de 1la corriente neta 1longitudinal, corresponde la siguiente
expresion:

J wy) = - ad ﬁ.d@g)
hy Ou

w

la cual, al ser promediada sobre v, conduce a:



s 99w

T - £ 4w T
hu_ d.LL

Es decir que el semimomento de orden cero de la corriente neta
longitudinal en una determinada direcidn esta relacionado direc-
tamente por la ley de Fick con el correspondiente semimomento
del flujo en esa direccion. Esta relacidon sera utilizada en los
capitulos IV y V.

En este capitulo se describen dos métodos desarrollados para
determinar la distribucion Lu(u) en base a la siguiente aproxi-
macidn sobre la forma del flujo intranodal:

4
¢CI-L.VN)=L Amn @) Foo) Paw) (I11.9)
Pn,h:-.O

con los coeficientes de expansidon definidos por:

{1
Amn() = Mﬂ( I ¢(u.v,w) Pty Friv) dv dw
- -1

En particular, para Aggl(u) resulta:

AgW) = ¢u(“) (111.10)

es decir que el desarrollo (III.9) reproduce correctamente el
semimomento de orden cero del flujo en la direccidon u, mientras
que constituye una aproximacion de segundo grado para las direc-
ciones transversales v y w.

Promediando la ecuacion (III.9) sobre una de las coordenadas
transversales, la w por ejemplo, se obtiene:
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%
é&,v) = ¢u(“) + Z‘Amu@) Fm(") (EE1.11)
m=1

Utilizando las relaciones (I.3) se tiene para los extremos v=tl:

Pl e0) = E'(ﬂzt(")'*j;.tm)) = G, * Ap) + Az

de donde se puede despejar Ajglu) y Apglu) como:

4% oK
Ao w) = 3,,(u) + )W (I11.12.a)
Aeo W = 5:00 t ﬂ;uo - . (I11.12.b)

Derivando la ecuacion (III.11) sobre los extremos v=tl, se

obtiene:

¥

RIS I O WO L PORR L)
b On, fvoag YYETVVE hy

Reemplazando Ajglu) ¥y Azo(u) por sus expres1ones (rrr.12),

el sistema resultante se resuelve para ﬁwtﬂ 11egandose, después

de un poco de dlgebra, a la expresion:

-|- .- i
Jow= R ue + T w4 %Av ) (111.13)
con las definiciones:
dv
d, . &2 ' B, o (111.14.a)
' hy ! ! l+6dv ’
B i-2dv : T, = L(.p. I11.14.b)
v rod, : v Z( P Av) (
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La ecuacion (III.13) muestra que en cualquier plano normal a
la direccion u, 1a corriente promedio que abandona el nodo por
el lado v=+1 ( JV+MJ) se compone de tres contribuciones que son
proporc1ona1es a la corriente promedio entrante por ese mismo
lado ( jutq ), a 1a suma de las dos corrientes promedio entran-
tes por los lados v=t1 ( 4, ), y al valor promedio del flujo
en dicho plano ( ¢y(u) ).

La corriente saliente j,(u) se obtiene sumando el par de
ecuaciones contenido en la (III.13) para dar:

j:(“) = (I-AY) j;(”) + —?E- Av P ) (111.15)

De esta ecuacion y la (III.6) se obtiene:

W 4 CETT18)
[, = A—"{ﬁ—“ : (u}
(= 5 AR
Vi

La aproximacidon (III.9) para la forma del flujo esta conteni-
da en los coeficientes Ay, oy ¥ Ty, por To que la ecuacion
(I11.16) resulta a su vez una aproximacion a la (III.6) para
calcular Ly(u). Por este motivo la (III.16) sera utilizada
para determinar la forma de Ly(u), mientras que su valor pro-
medio L, sera obtenido directamente de 1la solucion global
segin la ecuacion (III.7).

A partir de este punto, el tratamiento es diferente para cada
uno de los dos métodos presentados en este capitulo. En el pri-
mero de ellos se establece la continuidad de las corrientes par-
ciales sobre l1os contornos de cada interfase nodal paralela a la
direccidon u. Estas dos condiciones por direccidon y por cara, mas
la continuidad del valor promedio de Tas corrientes parciales
sobre cada interfase, hacen posible una expansion de segundo
orden (parabdlica) para Ly(u). Es inmediata l1a similitud entre
este método y los previamente descriptos como APD, con la dife-
rencia que aqui la continuidad de las corrientes parciales tiene
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un sentido fisico preciso que estda ausente en los APD origina-
les. Dejando éstos de lado y para distinguirlo del que a con-
tinuacidn se describe, en toda sucesiva referencia a este método
se retendra el nombre APD.

En el segundo método presentado aqui, se postulan n ecuacio-
nes de continuidad en cada una de 1las dos direcciones per-
tenecientes a una dada interfase nodal. Estas n ecuaciones
corresponden a la continuidad de los n primeros momentos loca-
les, en cada direccidon, de las corrientes parciales normales a
dicha interfase. Esto sugiere el nombre de Expansidon en Momentos
Locales, que sera escrito abreviadamente como EML(n), siendo n
el orden de la expansion.

ITI1.1 Aproximacion parabdlica directa:

La distribucion de 1a fuga
neta transversal se supone aqui representada por la siguiente
expansion cuadratica dentro del nodo N:

LH.N (u) = le ﬂ(k) + %[Lum‘,_u.u) ?1[11) i { i(’.um +Lu-N)-luNI P&('{) C(IT11.17)
donde:
|
i 1 Luu@)du es el valor promedio de
Ay la distribucion
Lu+” = Luu(ti) son los valores extremos
Tiun !; 0,{2 es el l1-ésimo polinomio

de Legendre

De la ecuacidn (III.7) se obtiene el valor Lyy; las otras
dos constantes de expansion Lys+y Se obtienen planteando 1la
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continuidad de las corrientes parciales sobre los lados de 1las
caras u=t1l. Asi, si K es un nodo vecino a N en la direccidn
v y B indica la cara u=tl, se tiene sobre la arista unidon de
las caras NK y B, las ecuaciones:

; o -

dﬁkh = jv+5n = JV-BK

; a ol
ﬂKNb 3v+au = jv-BK

Planteando la ecuacion (III.13) sobre dicha arista e introdu-

ciendo las ecuaciones de continuidad se puede resolver el

sistema resultante, obteniendo para jgyg 12 expresion:

Avk Pox + Poc Avn Pen
{ - P Ron

Tvx S;BK + P Tow i;au /!
jKNb = Py
L- Pk Pn “

En el lado izquierdo de esta ecuacion la direccidon v estda impli-
cita en el doble indice KN. Los flujos ¢pk ¥ ¢py que en ella
aparecen son los flujos promedio sobre las caras B de ambos no-
dos, conocidos de la solucidon al problema global.

Sumando jgyp Para ambos vecinos K en la direccion v, se
llega a la siguiente ecuacidn para la corriente parcial entrante
a la cara B del nodo N a través de la direccion v:

d\'an = Z_.QKN ﬁvax t Svau (111.18)
K()
con:
-1
Qo = o dyw = | L-Tww R (111.19.a)
L- o Pon 1- P fun

K(v)
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5vm.=

(I11.19.b)

A vN Z‘ Aw ¢5x + P Awi ébﬂ
) { - P P
La ecuacion global (III.18) de tres puntos para resolver j:ﬁN

es la equivalente al sistema tridiagonal del método utilizado
por Finnemman /2/ para determinar la modulacion de l1a fuga neta
transversal.

Una vez resuelta la (III.18) se calculan los valores Ly+y
a partir de la ecuacion (III.16) como:

4 ) Aw (@ ) ) (I111.20)
LI'J...N = :DN hv Z‘ JVBN
Vil

Para los proximos capitulos conviene tener 1la expresion
(I11.17) escrita en forma compacta como (omitiendo el indice
del nodo):

l_u(u) = L, + {u. Pl (111.21)

con:

&~
=
Il

col (Lu,l.uz.) P - col (R, hw) (111.22.a)

Lug

é (Ll.u - I.q_-) Lu,g = %(Lm"’l.q-) - Lu_ (II1.22.b)

Usando las ecuaciones (III.7) y (III.20) se tiene para ég :
T ¥ %

Z&(ﬂ_ L)
i:u = — (I11.23)
N D

| LiA(b n) (i1
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donde:

Bus + P Iy« j, RN

P,
45 . B -t L. Jen- fey

son las componentes simétricas y antisimétricas respectivamente
de los semimomentos del flujo y 1la corriente transversal
entrante a la direccidon u por la direccion v.

%
E1 vector é& puede ser descompuesto en la diferencia é&“éﬁ'
siendo {; proporcional a 1a modulacion de la componente entrante
de la fuga neta transversal. Esta separacion resultara atil en
el capitulo VII cuando se analicen los métodos presentados en
base a resultados numéricos obtenidos con ellos. Asi se tiene:

_ p _
A g
£+ ) 1 o hY Ll'
Y (111.24.a)
1 g, it
Z_{Av_u_j +(-A) 3,}
hy 4
L Yéuw -
) ALY ]
- A o hv 2
o(u = — - (I11.24.b)
“03| el
v \ 2 "J
- Viuw

En particular, si las corrientes transversales entrantes a 1la

direccion u tienen una distribucidon plana, entonces se cumple
_* - - -

que 1, :=0 y I, =2),, con 1o cual aCu se anula.

Antes de pasar a la proxima seccion, donde se desarrolla el
método EML, conviene resumir los pasos para obtener L,(u) en
el siguiente algoritmo:
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1) dados los datos del problema se calculan Ayy, PyN ¥
Tyny de las ecuaciones (III.14), y agy y ayy de las
(111.19.a), en todos los grupos y para todos 1los nodos;

2) con los valores mds recientes de ¢gy Yy de jiN se
construye la fuente Sygy segin la (ITI.19.b) y Lyy
con la (III1.7);

3) se resuelve jygy de la ecuacidn (III.18);

4) se calculan Ly+y segin la (III1.20);

5) se construyen 1os elementos de égﬂ de las ecuaciones
{111.22).

E1l paso 1) se hace una sola vez al principio del calculo y los

pasos 2) a 5) se ejecutan antes de calcular la fuente (en cada
grupo) de las iteraciones interiores.

II1.2 Expansion en momentos locales:

En este método la distribu-
cién de 1la fuga neta transversal esta representada por el
siguiente desarrollo en polinomios de Legendre:

L
Lan() = LLMN P @ (111.25)
-0

Aqui L indica el orden de expansidn, que en la convencidn adop-
tada se lee EML(L). Los coeficientes Lyjy son los momentos
locales de la distribucidn Lyy(u), definidos como:

{

Luty = z'!&“ g R Lunt) du © (111.26)
-1

Introduciendo la ecuacidn (III.6) para Lyy(u) se 1lega a la
siguiente:



o Ff =

LY it
,.ulu * 3, Z‘h_"(jvm-dvm) ekt

ViU
+

donde la definicidon de los momentos locales jGIN es similar a
la de los Lyjy- En particular el momento de orden cero viene

dado por:
-+ . X

dWm = jVN

las cuales son conocidas de la solucidon al problema global.

Multiplicando las ecuaciones (III.13) por 0.5%(21+1)*Py(u)
e integrando sobre u, se obtienen las siguientes relaciones
entre los 1-8simos momentos locales del flujo y las corrientes
transversales:

4 i

et = f 5;:! + Ty by o+ %-Av Bug (111.28)

Las condiciones de continuidad localizadas sobre las aristas,
propias del método APD, son sustituidas aqui por condiciones de
tipo integral al requerir que cada momento local de las corrien-
tes transversales sea continuo al atravezar la interfase NK en-
tre los nodos N y K vecinos en la direccidon v. Asi, para el
1-ésimo momento, éstas quedan expresadas como:

) e : B
Mg = jv+lN = jV-.lK

-

Jvn

u
'I.T

: +
Jknt dv1x

Utilizando estas ecuaciones en el sistema (II1.28) planteado
sobre dicha interfase, se resuelve para jgy) dando:
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Tuk j;li( + B Tow 5;!.!! + kY Avk Pulx + P Aw Butn
1 = P\'K PVN. q 1- PVK PVN

jkN! =

Sumando jkyj Sobre ambos vecinos K en la direccidon v, se ob-

tiene la ecuacion de tres puntos para jﬁut

Jvn = LQKN Jak + Suw (111.29)
k(v)

Los coeficientes agy son los mismos de la ecuacidn (III.19.a)
pues no dependen del grado 1 del momento local.

E1 término de fuente viene dado por:

v {
Sv.ln:% LAVKdH!K+PVKAN¢HN T
4 k) { - Puk Pun

con ayy definido en la ecuacidn (III.19.a).

Una vez calculados los jyjys 10s momentos Tlocales Lyyy
de la expansidn (III.25) se obtienen a partir de la (III.16)

como:
1 oA Aw [ Buy i
aw = = [ = (5= - Jux (111.31)

Esta expresion sera usada para los momentos locales 1=1,...,L,
mientras que el momento L,gy serd obtenido directamente de la
solucidn global segin la ecuacion (III.7).

La expresion vectorial equivalente a la (III.21) viene dada
ahora por:



Ly = Ly + 9{-;@ (111.32)
con:

ko = cof (Lug, ..., Lu) (111.33.a)

Py = col (Aw, ..., Rw) (I11.33.b)

De la ecuacion (III.31) se obtiene:

[e(-i)

Vil
{ { : (I11.34)
) -
&_ [¢u|. _ J;L)
nw VG
i V#I.L -
1‘ -
el cual puede ser escrito como antes en {_““i(.‘.‘i segun:
¥ A
$, = =02 B (111.35.a)
- 4D Ldhy
Vil

(I1I1.35.b)

£
|
I~
Ey

-

con:

S.
=
"

cod (Q‘u.j_: e ?Stu.)

n

ii col (3;1.--*, J;L)

Nuevamente en el caso particular de una distribucidon plana de

las corrientes transversales entrantes la direccion u, se

a
tiene jy1=0 (1=1,...,L) 1o que resulta en ij:=g.
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Finalmente, el algoritmo para calcular L,(u) segin el méto-
do EML consiste en los siguientes pasos:

1) calcular los coeficientes Ayns PyNs TyNs aKN Y
ayy de la misma manera que en el paso 1) del método
APD;

2) con los valores mis recientes de o,y (1=1,...,L) se
calcula la fuente Syjy segin la ecuacidon (III1.30). En
el proximo capitulo se verd como calcular Tos momentos
locales ¢, 1N @ partir de la so1uc16n+g1oba1;

3) con los valores mis recientes de jyy se calcula L,y
segliin la (III.7);

4) se resuelven los jyjy de la ecuacidon (II1.29);

5) se calculan de la ecuacion (III.31) los momentos LyjNs
que son directamente los elementos de éﬁ: F

Tal como en el método APD, el paso 1) se realiza una sola
vez al comienzo del calculo, mientras que los pasos 2) a 5)
son ejecutados dentro de cada grupo antes de calcular la fuente
de las iteraciones interiores.
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CAPITULO IV:

METODOS DE EXPANSION POLINOMICA
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IV. METODOS DE EXPANSION POLINOMICA

En este capitulose describen
tres métodos nodales cuya caracteristica comin es la manera en
que se ataca la resolucidn de las ecuaciones direccionales
(11.4). La técnica consiste en expresar la solucidon como un de-
sarrollo finito en funciones polindmicas (polinomios de Legendre
en este caso), cuyos coeficientes indeterminados seran obtenidos
aplicando el método general de residuos ponderados. La solucidn
asi obtenida constituye una aproximacidon a la solucidon rigurosa
que serda determinada en el capitulo V.

Las ecuaciones (II.4) contienen, ademdas de la fuga neta
transversal, el término heterogéneo de la fuente Q,(u), el cual
sera evaluado en base a desarrollos similares a los del flujo en
la seccidn IV.2.

En el tratamiento del problema global es donde se mani-
fiestan las diferencias entre los métodos mencionados. E1 pri-
mero de ellos, desarrollado en la seccion IV.3, corresponde a un
método de matrices de respuesta obtenido al utilizar 1las
corrientes parciales como variables de acople. Los otros dos
restantes en cambio son métodos de malla gruesa, donde 1las
corrientes netas reemplazan a las parciales en el papel del
acoplamiento. Dentro de esta similitud, ambos métodos difieren
en que en uno de ellos, el Tlamado método Y+Y% , se intenta
explotar 1a linealidad de 1a ecuacidn de transporte para separar
en el flujo las contribuciones debidas a fuentes propias del
nodo, de las provenientes de las corrientes netas entrantes
sobre las interfases.

En todos los métodos se aplica la realimentacidn no lineal
con objeto de reducir el nimero de incdgnitas a una sola por
nodo y por grupo. Esta realimentacion se introduce de manera
diferente en cada uno de los tres métodos, obteniéndose ecuacio-
nes cuyas propiedades de convergencia son analizadas en cada
caso.
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IV.1 E1 problema local. Paso 2:

Se trata de encontrar una solu-
cion de las ecuaciones direccionales (II.4) basada en las si-
guientes suposiciones:

L

Put) = Z, fu R (Iv.1.a)
£=0
LL

L= L Loy fity LLgL (IV.1.b)
1=0

L
Qutv) = Z, dur P (IV.1.c)

=0

Estas expresiones representan los desarrollos en momentos
locales de las magnitudes respectivas. Estos momentos estan de-
finidos formalmente por ecuaciones analogas a la (III.26) para
la fuga neta transversal. Los momentos qy] S€ suponen conocidos
por ahora; su derivacidn se detallarda en la seccion IV.2.

La solucidon a las ecuaciones (II.4) debe cumplir con dos
condiciones de contorno sobre las caras u=x1 del nodo. En con-
diciones de tipo Dirichlet esto implica conocer los valores
¢y+ ; ademds el momento local de orden cero ¢,o es el flujo
promedio nodal, conocido de la solucidon al problema global. Por
1o tanto hacen falta ecuaciones extra, en numero (L+1)-3 = L-2,
para poder determinar todos los momentos ¢,7- Estas ecuaciones
son obtenidas por el Método General de Residuos Ponderados /12,2f
que en el esquema de Galerkin consiste en anular los momentos
superiores de la ecuacion (I1.4), usando como funciones de peso
las mismas de la expansion, es decir 10s polinomios de Legendre.
Asi se tiene:

(IV.2)

u

{
g PP(H) {-if--?f‘lm) ik ¢u{“) + Dlu@) . Qu(u)} du = O

-1
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con p=1,...,L-2. Insertando las expresiones (IV.1) esta ecuacion
se convierte en:

L L Lt " L

L
Zé“' Ln-_‘zZcﬁucpt__":querwﬁl%tﬂu =0 (1v.3)
=1 K [ d [ 1

1=4

L
con el parametro adimensional Ky definido segin:

L 4D
u

Ku = <
he Lv

(IV.4)

y los elementos bp] Y ep dependiendo sdlo del conjunto de fun-
ciones de peso y expansion:

L
} 3
brl = 5 Pp(“) j_s.P!(u) du (IV.5.a)
ey o
{
2
€p :J P Ry du - ™ Spy (IV.5.b)
-1

Valores numéricos de la expresion (IV.5.a) para los primeros
ordenes se exponen en el Apéndice I.

Introduciendo notacion matricial el sistema de ecuaciones
(IV.3) se puede poner:

i (L) L
By L EG _hu £1 .4y ohu E.% - O (1V.6)
K 4 4D
con:
g . ibu} matriz de E:lHL] (IV.7.a)

j@g: col (¢u1:-'-1¢ut)

(IV.7.b)
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E o fen]  metm [L-axt] (1v.7.c)
fq: iéq} matrns de [Lx Lt ] (IV.7.d)
Lus cot (Lutyene, Lun) (1v.7.¢)
Qu : ol (Jui,eer, %u) (IV.7.f)

definiendo ahora:

Ho = B _— . E (Iv.8.a)
~ ~ K&
un
_S_R = ‘(“ -ia_u (IV.8.b)
D
la ecuacion (IV.6) queda expresada:
2
Ho. $u _ hu E Sy =0 (1v.9)
~ wer— Li AN —

La matriz Hu depende de las propiedades y dimensiones del nodo
a través del parametro ku ; el vector S¢ contiene el detalle la
modulacion de 1a fuente y de la fuga neta transversal.

Escribiendo el vector $u como $ua®fuy, donde Pua = col (fus,dus)
y Qub- COI(%;,...AM) , ¥y separando la matriz Hy segin:

i
|

dﬁ = H&a 1 %ﬂ
1
]
]

con Hym de dimensién [L-2*2] y Hus de [L-2*L-2], 1a
condicion de residuos ponderados, ecuacion (IV.9), queda
expresada de l1a siguiente manera:
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2
oo dus 4 o B BOE -0

de la cual es posible despejar j&g en términos de fua como:

L

@:%&’iﬂ-f’_- M. fua (1V.10.a)
con lTas matrices ﬂy y uy definidas segin:

Nu = H.f:: E [L-2%L] (IV.10.b)

Mu = li:ut. Hua [Lax2] (1V.10.c)

E1 vector é& contiene los momentos locales 1=1,...,L de la
distribucion ¢,(u). De estos L momentos solamente dos son
independientes, son los momentos basicos ¢,1 ¥ ¢,2 contenidos
en _Qgg . Los L-2 restantes, agrupados en f&i’ constituyen los
momentos superiores y estdn vinculados con los bdsicos por la
ecuacion (IV.10.a).

La expansidon (IV.1.a) para ¢,(u) puesta en forma vectorial
es:

-
B = Fu + Pu. PO

La particion de fﬂ"_u en _@. ® ﬂ’ implica una particion similar

de Pa) en Rw ® Polu) tal que:

+
¢u[“) = éu + éu-Puf") + gﬁ:—b,'ﬁ,m)

Eliminando de esta expresion f@é con ayuda de 1la ecuacidn
(IV.10.a) se 1lega a:

-
Pyle) = Pu + @- 9 | ) {1V.11)
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donde: T
9l(l-l.) = Pq(l-t) - 5.13 m — Co‘l(gfu(u)J gll((u')) (I\f.12.a)
2 T T
FQ(R)Z _h& S_q_. Nu,?_b(—li)_ (IV.lZ.b)
4

E1 @1timo paso consiste en relacionar 1os momentos ¢,(=¢y0),
oyl Y ¢y2 con las condiciones de contorno ¢,+ y el flujo pro-
medio del nodo ¢. Este d1timo es directamente ¢,0 ¥ para los
otros dos momentos vale:

-
¢ut = ¢ ¥ %. Ju(tl) ¢ Fu(zy)

Notando que la funcidn gp,(u) es impar en u y que goy (u)
es par (ver Apéndice II), se resuelve para fkg y después de
introducirlo en la ecuacidon (IV.11) se 1lega finalmente a:

¢u(u) = ¢ + %Mm'%-) qu(") +[Z‘(¢u+* ‘?‘u—) - 95 } Gz,q(") + A¢u0‘) (Iv.13.a)
b= Fw - 3(Fufi) Gy - Lt fe) G ) (1V.13.b)

donde Fy+ = Fy(u=t1) y las funciones Gj,p,(u) son las
g1/2y(u) normalizadas al valor que toman sobre la coordenada
u=+1. Asi:

34 u (I{] gzq 0‘.)

Gm("): Gy (@) =

u+ gj,q,.p

E1 término a¢, (u) es un término de correccion que, por el vec-
tor Swen la definicién de Fy(u), tiene en cuenta la distribu-
cion de la fuente dentro del nodo y la modulacidn de la fuga
neta transversal a la direccidn u. Este término se anula sobre
los bordes u=t1 del nodo.

La ecuacidn (IV.13.a) es entonces la solucidon al problema
local. Ella expresa el flujo ¢,(u) como funcidn de magnitudes
conocidas de la solucidn al problema global.
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E1 conocimiento de los momentos locales del flujo puede ser
necesario para evaluar la distribucion de 1a fuga neta transver-
sal, si se usa el método EML, & para determinar la modulacion de
la fuente, segiin se verda en la seccidon IV.2. De la solucidon al
problema global uno conoce 10os valores del flujo promedio nodal,
¢, y del promedio sobre las interfases nodales, ¢,+. La deter-
minacion de 1os momentos locales a partir de estas cantidades y
de las distribuciones conocidas de la fuente y la fuga neta
transversal se presenta a continuacion.

La ecuacion (IV.11) planteada sobre 1los extremos u=%l

queda:

r
¢u; = ¢ 4 f_ai. JuGe) , Fuz

la cual se puede expresar vectorialmente como:

Pup = F Vs % b+ Fup (1v.14)
donde:

U = cod (4,1) __g;_i)_,

Bus = col (du, bus) e = -—gifu)_*.

col (Fa-, Fus)

£
1

Despejando EEE de la ecuacidon (IV.14) se obtiene:

-1 -t
Bue - %.(@A-MJ- Ju . Fus (1V.15)

—_—

Esta es la relacidon buscada. De ella se obtienen los momentos
locales basicos, mientras que los momentos superiores estan
relacionados con éstos por la condicion (IV.10.a) de los resi-
duos ponderados.



- 43 -

1V.2 Modulacion de la fuente:

Para hallar 1a solucion al problema
local se introdujo, para la fuente 0Q,(u), un desarrollo en po-
linomios de Legendre del mismo orden (L) que para el flujo. La
evaluacién de los coeficientes qy7 del desarrollo se reduce a
multiplicar la ecuacidon direccional para Qy(u) por
0.5%(21+41)*P7(u), e integrarla entre -1y 1 transformandola en

un conjunto de L+1 ecuaciones que relacionan los coeficientes
qul €on los momentos locales del flujo ¢,7. De las ecuacio-

nes (I.2) y (II.5.b) se tiene:

Qug) = Zzsss Bug@ + -):9 Z"?Z;s Bug @) (IV.16)
C
9#9

que sera escrita abreviadamente como:

est
ng(“)= Lzs's ¢Qﬁ'm (1V.17.a)

con:

eif
Lyg = (1-844) Lsgg + KLyS Ly (IV.17.Db)
ess

Operando con la ecuacidn (IV.17.a) seglin se explicd mds arriba,

et
Quey = LZ Pugy (1V.18)

se 1lega a:

Por 1o tanto la evaluacidon de los momentos locales de 1la
fuente en una determinada di#eccién requiere el conocimiento de
los momentos locales del flujo en esa direccidon y en todos los
grupos.
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Expansidon alternativa de cuarto grado:

Si no se desea evaluar ex-
plicitamente 1os momentos locales del flujo, es posible expandir
la fuente en un desarrollo de cuarto grado, usando directamente
l1a solucion del problema global. Este desarrollo es exacto siem-
pre que el orden L de expansidon del flujo sea <4. Las magnitudes
necesarias para el desarrollo son el flujo promedio nodal ¢ y
valores sobre los contornos que, segin el esquema en que se re-
suelva el problema global, seran el flujo y la corriente neta 0
las corrientes parciales entrantes y salientes. La idea es re-
producir los valores de 1a fuente y sus derivadas sobre los con-
tornos, y el promedio nodal.

Se tiene entonces:

et
Qg = Z.ZB'S ¢5 (IV.19.a)

eM .t =
ZZ‘ZQ'S (Jut"'J"-ﬁ)s‘ (IV.19.b)

o
=
I+
w

[l

e 3
w
=
=

i

|

Yy 9’
) d eff " W
Quzg —Q“S(u) = _h Zﬂ "9
d-hq u=14 Z 'Ds‘
3!
- -
= e Z;t; (ut - Juz)s IV.19.¢)
) Dg* (IV.19.c

En términos de estas magnitudes el desarrollo queda expresado:

q
Q) = Z‘q“ e (1V.20)
L:0
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con:
9w = @ (1V.21.a)
Quy = -{;— {(QL-QL) -(Qu‘Qu-)} (IV.21.b)
Wy = Af10wrel)s3(@-f0urer)] (1v.21.0
I = %(QL+‘Q':.-) -6 Jus (1v.21.d)
Qs = -;-{(QLHQL-) - 20 qu‘:} (IV.21.e)

IV.3 E1 problema global con matrices de respuesta:

E1 esquema de
matrices de respuesta para resolver el problema global resulta
de utilizar las corrientes parciales promediadas sobre las in-
terfases, como variables de acople entre los distintos nodos del
sistema. Por 1o tanto primero es necesario determinar la rela-
cion entre las corrientes parciales entrantes y salientes de ca-
da nodo, a partir de l1a solucion al problema Tlocal, ecuacion
(IV.13.a). La expresidon matemdtica que refleja esta relacion se
11ama ecuacidon de respuesta, y su deduccidon se describe a conti-
nuacion.

La ecuacion de respuesta nodal:

De las ecuaciones (I.3) y la ley
de Fick, expresada segin la ecuacion (III.8), se obtiene:
% I

5:+ gy = - L4 (1V.22)
i i he dn, =4
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con la derivada en el sentido de 1a normal saliente. Tomando la
solucion al problema local, ecuacion (IV.13.a), la anterior se

convierte en:

J:t'j;g = -dy [ (I *Ju*){q+(j:*j;'¢)xu} -

—dy 4 A¢u_(")
dn,

(Iv.23)

donde se han utilizado las relaciones (I.3) para expresar los
flujos sobre los contornos en funcidon de las corrientes par-
ciales, la definicion (III.l4.a) del coeficiente de d1fus1on
adimensional du, la convencidn de corrientes simétricas Jq y
antisimétricas Ju introducida en las ecuaciones (III.5), y las
propiedades de paridad de las funciones Gy p,, que definen las
magnitudes t, y x, de la siguiente manera:

by - d_(mt“) = - :d_.C;m(u) (IV.24.a)
dny u=+ dh, W=-4

Xu = d_C-,zu(u) = d_Gu(u) (IV.24.b)
dn, U=+ dn, w=-4

E1 término en a¢,(u) de 1a ecuacidon (IV.23) puede ser evaluado
segiin las ecuaciones (IV.12) y (IV.13) con la introduccidon del
vector }!g, de L-2 componentes, definido por:

W, ) = - Dhy N:_ d P z (Bh_(ﬂ-@)):‘_'& -(?h_(ihﬁ.g))h (IV.25)
2' ~ dnu =% 2’ L
para dar
T
- dy iMu(k) = Sy Wutty) (IV.26)

dhu U=t4
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La ecuacidn de balance nodal establece 1a siguiente relacion
entre los valores promedio del flujo, las fuentes y las corrien-
tes sobre las interfases:

ZHL(J:JV)+ L, ¢ = Q (1v.27)
— hy

Esta ecuacion puede obtenerse promediando la ecuacion (II.4)
sobre u y utilizando las relaciones (III.7) y (III.8). Con ella
se puede eliminar el flujo ¢ de la ecuacidn (IV.23) obtenién-
dose:

j:t'\j;t = ;du{u(u“ ju.)- duxu(j:+j;)+ .d.z._x—“- QR -

.
duxulf__ + Oy Wi lt) (1v.28)
Y

v
Estas son dos ecuaciones para las corrientes parciales en u=+1

y u=-1. Sumandolas y restandolas se llega al siguiente par
de ecuaciones para las componentes simétrica y antisimétrica
en la direccion u:

I -(s.‘j:ﬂ(guj;%g_u [;-u h(jj-j;) + . Wu o (1V.29.a)

A4

RIS Lt ¥ = ¥ T *
Ju'jLL: - Ay Ju -‘fqu_ + éiﬂ (IV.29.b)

con las magnitudes adimensionales ay y 8, definidas por:
o« = 2dyty by = 2dy Xy (IV.30)

y las componentes simétrica y antisimétrica para Wy(u) conven-
cionalmente segin:

\.ﬁ = w_u(u) ! ﬁ(—i) w: = ﬂ(«) - Vﬁ(—i}
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La ecuacion (IV.29.a) muestra que la componente simétrica
la corriente neta (J,) estd formada por las contribuciones
simétricas del flujo sobre 1los contornos ( {u ¢u/2 ), de 1las
fuentes del nodo (Q), de 1las corrientes netas en todas 1las
d1recc1ones ( Z; J} ) y de una componente heterogénea simétri-
ca ( 5u We ) que tiene en cuenta la modulacion de las fuentes y
de las corrientes sobre las interfases nodales. En el caso de la
ecuacion (IV.29.b), a la componente antisimétrica de la corrien-
te neta (Jt) no contribuyen la fuente promedio ni las corrien-

tes netas en otras direcciones.

Las ecuaciones (IV.29) valen para cada direccidn espacial;
para resolver el sistema y obtener Tlas corrientes salientes
(simétricas y antisimétricas) en funcidn de las entrantes, con-
viene introducir la notacidon matricial. Asi:

M T e - -4 =

J-1 =-BJd-BJ+2QXx-KJ4sKI + WS (1v.3la
i“iix: - A -iﬂ- A.i* + \W’?é (IV.31.b)
donde
1 2 A% Ak tX Ak
Pt (5,40, 4) et (00 5) vz
Bu Py Pu
A = cog‘(gz,’ g[,‘zzr) 2= COL(S_%&,%:) (IV.32.b)
A = dig (e, Lv, ) B - diag(fe,Br, Bu)  (1V.32.c)
K = Ir B.1. ,Jl b= d,qg(l,u,l,“hw) (Iv.32.d)
_‘_V_:'T 0 0 - r-wI o O..
w'lo W o wiala W (IV.32.e)
0 o0 W o o0 w
- - .
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Resolviendo ahora el sistema (IV.31) se llega a:

i+ - .o
J - BRJ 420y . (1v.33.a)
+¥ % 0%
d=F0 31+ (IV.33.b)
con:
g
B=(I+8+4K). (3-24K)  I-dug(t,44) (1V.34.2)
-4
F=(T+4) (-4 (1V.34.b)
-4
To(I+8+%) x (1V.34.c)
.0 -1
J:(T+84K). W. 5 (1V.34.4d)
0% -1
J - (I+Bs+K)  w* 5 (1V.34.e)

Las ecuaciones (IV.33) son las ecuaciones de respuesta para
las corrientes simétricas y antisimétricas respectivamente. Las
corrientes parciales sobre una determinada cara se obtienen a
partir de estas magnitudes, de la siguiente manera:

i - é(g i (1V.35)

Introduciendo en esta ecuacion las expresiones (IV.33) resulta:

(* A~ .0
J_¥=,fg_+“_+ &) 4y 7 Q4+ ;s (1V.36)
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siendo'g resultado de la combinacion de las matrices de re-
flexion de las corrientes simétrica y antisimétrica:

¢ = _aé_(ﬁ_f) (1V.37)

Como los elementos de respuesta se definen por neutrdn en-
trante y por neutrdn nacido en el sistema (y no por unidad de
corriente entrante y de fuente), las transmisiones y 1a probabi-
lidad de escape se expresan como:

-1
t=5.0. h (1V.38.a)
i bl T (1V.38.b)

En términos de estas magnitudes, la ecuacidon (IV.36) queda:

g 5 1

- .4

+hth J+hbe+

(IV.39)

5
I-u
l-l-'l ]

Esta es 1a buscada ecuacion de respuesta nodal. La corriente
promedio saliente por una determinada cara del nodo esta formada
por:

a) los neutrones que entrando al nodo por dicha cara son
directamente reflejados en ella (£),

b) los que entrando por cualquier cara son transmitidos
a través del nodo y salen por la cara en cuestidn (1),

c) 1os que nacen en el nodo de una fuente uniformemente
distribuida y fugan de &1 (P),

d) una contribucidon heterogénea QE actuando como un
término de correccion que tiene en cuenta la distribu-
cion de las fuentes dentro del nodo, y 1a modulacidn
de las corrientes sobre las interfases nodales.



Los elementos f-.ﬁy f no se corresponden con la teoria de
matrices de respuesta de orden cero /5,10,13/ como pareciera
sugerir la ecuacion (IV.39). La razon de esta diferencia es
porque estos elementos son insensibles a la modulacidn de las
corrientes parciales salientes, la cual estd incluida junto con
la de las corrientes entrantes en el término heterogéneo j+.
En base a la descomposicidn hecha en el capitulo III del vec-
tor il (conteniendo 1a modulacidon de la fuga neta transversal)
en I -Lu, es posible der1var las magnitudes £ , t y #
incluyendo 1a modulacidn IL. De esta manera ante una irradiacion
plana sobre cualquiera de las caras se tiene Lu =0, el término
de correccidon correspondiente J+ se anula (suponiendo que 1la
distribucion de las fuentes en el nodo es plana) y la respuesta
es solamente funcion de f ,3 y_t , que ahora si son las verda-
deras magnitudes de respuesta de orden cero. La razén por la
cual no se ha derivado de esta manera la ecuacion (IV.39), es
porque la inclusion de la modulacion 4;; en los elementos de
respuesta es diferente segin el modelo que se utilice para la
fuga neta transversal, mientras que la presente derivacidn es
valida para cualquier modelo. De todas maneras, cuando en el ca-
pitulo VII se analicen los resultados nimericos obtenidos con
1o0s dLversos métodos, se indicaran las expresiones de f y t
con éginc]uida para comparar numéricamente los dos modelos pro-
puestos para la distribucion de 1a fuga neta transversal.

Realimentacidon no lineal y sintetizacion:

La ecuacion (IV.39)

planteada en la cara izquierda de la direccidon u queda:

M thtm 0 skl 4 0 - toeawm
hy
Y
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donde p, es el coeficiente de reflexidon para la direccidn
u, que no debe ser confundido con el de la ecuacion (III.14.b)
obtenido para modelar Ta fuga neta transversal. Si bien tiene
el mismo sentido, es decir es también un coeficiente de
reflexidon directa, la diferencia estd en que éste fue obtenido
suponiendo el flujo expandido en un polinomio de segundo grado,
mientras que el de la ecuacion (IV.40) se corresponde con la
expansion L-ésima para el flujo ¢,(u). Verdaderamente, si L=2
entonces ty=1 (ver Apéndice II) y a,=2d,, ecuacion
(IvV.30), con 1o cual ambos p, coinciden. Como no se usan
simultaneamente, designar ambos con la misma letra no se presta
a confusiones y simplifica 1a notacion. '

Dentro de la sumatoria de la ecuacion (IV.40), t,, es la
componente de la matriz t que representa la transmision de la
direccion v a la u.

Las corrientes simétricas J, son las incdgnitas 0 variables
del problema nodal, tal como se 1o ha presentado hasta aqui.
Esto es consecuencia de haber supuesto nodos homogéneos; de no
haber sido asi, las variables serian 6 por nodo y por grupo: las
corrientes entrantes por cada cara del nodo. En el esquema de
matrices de respuesta adoptado en esta seccidon, para pasar de
tres variables (por nodo y por grupo) a una sola, es condicion
suficiente que 1a matriz de respuesta de 1a ecuacion (IV.40) sea
una matriz sintética, es decir que sus elementos ty, sean fac-
torizables en el producto M, ry. Sin embargo la matriz de
respuesta para nodos rectangulares no es sintética /13/, por lo
cual se recurre a la realimentacion no lineal para lograr esta
"sintetizacion".

Las transmisiones originales se descomponen en el producto
de dos factores:
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con:

Z t
N, = ./t | G . (IV.41.b)
v vw u }(\(

Asi My es el nimero de neutrones que abandonan el nodo en todas

las direcciones, por neutrdn entrante al mismo desde la direc-
cion v; ryy es el factor de distribucidon de fugas, es decir la

probabilidad de que los My neutrones que van a abandonar el nodo
1o hagan por una de las dos caras extremas de la direccidon u.
Entonces ry, estd normalizado tal que:

Z.Z.V‘m =1 (1V.42)
u

En funcidn de estas magnitudes, el término de 1a sumatoria en la
ecuacion (IV.40) se escribe como:

hul Ho Yoo v (1V.43)

v hy

e introduciendo ahora los factores de distribucidon de fuga
equivalentes, definidos por:

Vi (1V.44)
T2
v hy
con:
Jo
b= —— (1v.45)
L
W
el término (IV.43) queda expresado como:
(IV.46)

AINE!
v v
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Los factores de realimentacidon no lineal de la ecuacion (IV.45)
(6 también factores de forma) estan acotados por ser definidos
positivos y porque su suma debe ser igual a la unidad:

L fo= 1 (I1V.47)
v

La introducidn de la realimentacidon no lineal ha permitido
obtener un factor de distribucion de fugas que es funcidn Gnica
de la direccion de salida, r, de la ecuacidon (IV.44). Estos
factores cumplen también con la normalizacion (IV.42); con ellos
es posible hacer la transformacion:

hu[_.t\’u—{"_ = I”u ruL’t"ﬁ- (1v.48)
v Y v h‘l

y asi agrupar las tres variables originales Jv en una dnica
variable M, de ahora en mds la variable nodal, definida como
la siguiente combinacion de las v :

”=Z,'(V-1L (1V.49)

v

Esta variable M tiene un significado fisico preciso: es la can-
tidad de neutrones que abandonan el nodo habiendo entrado al
mismo desde todas las direcciones.

Con la introduccion de esta nueva variable, la ecuacion de
respuesta (IV.40) queda ahora:

3: = fy j;. +ohee ™M o4 ho b Q4 j:- (I1V.50)

con ry, Jjugando para M el mismo papel que la probabilidad de
escape py para la fuente promedio Q.

En resumen, en esta seccidon se ha reducido el nimero de
incognitas a una sola por nodo y por grupo, tal como hubiera
ocurrido de haber tratado con una matriz de respuesta original-
mente sintética. Desde este punto de vista 1a introduccidon de la
realimentacidon no lineal equivale a una sintetizacion de dicha



- 55 -

matriz. Sin embargo &sta todavia conserva su caracter general de
no sintética pues, con los r, definidos por la ecuacion (IVv.44),
la condicion tvu’=%yru se cumple solamente para la distribucidn
de corrientes (es decir, los factores fv) con que fue calculado
rys siendo ty, # ﬂy ry para cualquier otra distribucidn. Por 1o
tanto 1a condicidon de sintética se fuerza utilizando un valor de
ry para cada situacion particular, es decir uno para cada nodo y
para cada grupo. Como los coeficientes r, estdn univocamente
determinados por los factores f, de realimentacion no lineal,
resulta que todavia siguen siendo tres las incdgnitas del
problema: la variable nodal M y dos de los factores fy (el
tercero se obtiene de la condicidén (IV.47) de normalizacidn).
Pero estos factores se calculan en un lazo exterior a las itera-
ciones sobre M, manteniéndose fijos durante éstas y reduciendo
entonces en un factor 3 las necesidades de memoria rapida.

Acoplamiento y formula de 7 puntos:

Escribiendo la ecuacion de
respuesta (IV.50) para dos nodos N y K vecinos en la direccion
u, se obtiene:

.+ .- o
Jum = Fu.u jum t kl.l.Y‘lul MN + hu fuu Qu } JNK (I1v.51.a)
.+ s i

jlt-K = FllK -jl.t—K'L }’u Vuk Mk + hu. Pu.K Qk + jKN (IV.51.b)

La continuidad de las corrientes parciales promediadas sobre 1a
interfase NK establece:

i .+ , -
jhm‘= jmu = JwK
. .- .+

jkn = jmu = me
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Introduciendo estas expresiones en las ecuaciones (IV.51) y
resolviendo para jgxys Se 1lega a:

_ hltruKMK*‘thL’quQK""sT(N Pun(huruunﬂ +Lu+‘uNQu+5:K) (IV.52)
KN = t
1' Pu,N Pu,; 1-— PleN PI.LK

Una ecuacion similar se obtiene para jyg. De esta ecuacidon se
puede ver que la corriente que en la interfase NK va del nodo K
al nodo N, esta compuesta por:

a) los neutrones que habiendo entrado al nodo K desde
todas las direcciones, fugan de él1 en direccion al
nodo N: hyrykMg, mds Tos que nacidos de una fuente
uniformemente distribuida en K fugan hacia N: hyp,kQk>
mas la contribucidn de la corriente heterogénea Jyu,

b) los mismos mecanismos descriptos en a) ocurren desde
el nodo N hacia el K y son directamente reflejados de
vuelta hacia el nodo N con un factor pyx en la frontera
internodal.

Estas dos contribuciones de primer cruce del numerador de 1a
ecuacion (IV.52) estan amplificadas por el factor (l-pquuN)'l,
que contabiliza las miltiples reflexiones ocurridas en la inter-
fase NK.

Multiplicando la ecuacion (IV.52) por Huwv, dividiéndola
por hy, Yy sumidndola sobre todos los vecinos K del nodo N, se

1lega finalmente a la ecuacion de 7 puntos para M (la l1lamada
ecuacion nodal):

MN:ZI A Mk + On (IV.53)
K
donde:
-1
Ay = XN_"{-_“”__ Yux _ 1_L Mun Pux y (IV.54.a)
KW 1' ﬂlN ﬁll( AN i 1‘ PIUG PH.\( = i

K



- §7 -

Oy )\"L How i‘h& Qu+ 2 b +Fuu(ruuQu+ QL:'_&) (1V.54.b)

K 1‘ Pl-l.l~! PI.LK w

Una vez resuelta la ecuacion (IV.53) se obtiene el valor de
M para todos los nodos, y de éstos se calculan las corrientes
parciales segin la ecuacidn (IV.52). Falta determinar el valor
promedio del flujo en el nodo, y para ello se recurre al
balance, ecuacion (IV.27). Usando la ecuacién (IV.50), se tiene
para las componentes simétricas:

YA AR "

con lo cual:

gL Q(i-2Lb) + LR de - b LJ

Zr u N u L U.

Fo

De la definicion de M, ecuacion (IV.49), resulta:
L(l Fu) J M :Z‘(l-f’u-r(u)_j___ ZEJ_u (1V.55)
L hll. ] Liu. u h

siendo r, la probabilidad de absorcidn para neutrones entrantes

al nodo por la direccidon u.

Introduciendo 1a probabilidad de absorcidon para los neutro-
nes nacidos de fuentes uniformemente distribuidas dentro del

nodo:
Z'Z. .P“ (IV.56)
y

la expresidn final para el flujo promedio queda:

¢= Zi () +Zln¢ i: [J.::{ (IV.57)
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y con &sta queda completa la solucidon al problema global.

Condiciones de contorno:

‘Siguiendo el método de 1a referencia 10,
se trata de rodear al sistema con nodos externos "reflectores” r
definiendo sus parametros de manera tal que se reproduzcan las
deseadas condiciones de contorno cuando algin vecino K de Tla
ecuacién (IV.53) corresponda a uno de estos nodos. Designando
por p un nodo periférico del sistema, 1a corriente de r a p que-
da expresada, segin la ecuacion (IV.51):

JT? = f;l.r.r' j?r + }‘urur Mr + lh-t h“. Qr + 5rp (IV.58)

donde pyp s la componente diagonal correspondiente al grupo g

de 1a matriz de albedos:
FLtr = 035 (IV.59)

y para los términos restantes se adopta uno de los tres siguien-
tes conjuntos alternativos:

. exXt . B " -0
\rur:-'—“'- : M‘-:: J ; Qr— 0 y jrr: 0 (1v.60.a)
: ext . 0
1°mr=i ) My= 0 ) Q=3 ¢ e =0 (IV.60.b)
hy ¥
. F 9 ext
Me =0 Qr=0 Jrp = J (IV.60.c)

con:

j:t-_- L Qgyq .j‘rrﬂ' (IV.60.d)
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Para la condicidon de contorno particular de anular el flujo
sobre el borde exterior del reactor, se puede usar el siguiente
conjunto:

. 0
Pue = =1 Mrzarzjrf,:o (IV.61)

J

Conjuntos similares a las ecuaciones (IV.60) y (IV.61) se
aplican como condiciones de contorno para la determinacidon de
la modulacidn de la fuga neta transversal en cualquiera de los
dos métodos detallados en el capitulo III. Referidos a las ecua-
ciones (III.13), ellos son:

- - Xt

ﬁ'r — Qgg ; T\fr = 1 ; ‘j\'rx: 3x ). ¢rx = o (Iv.sz-a)
, . ext

Pr = Qqq Aw=4 EY: : ¢rx= i, (IV.62.b)

con:

. ext .
jgx = Z Uy Jprg'x (1V.62.c)
) 9%9
Las magnitudes jvp, bp ¥ jeXt de 1as ecuaciones (IV.62)
contienen el subindice x que refiere a una cara nodal & al orden

de un momento local, segiin se trate del método APD 0 EML.
Finalmente, para el caso de condiciones de flujo nulo sobre

el contorno del reactor, se tienen las siguientes expresiones
equivalente a la (IV.61):

P\fr:‘i ; 5;"1 = ¢rx =0 (IV.63)

Sumario del algoritmo:

A continuacion se sugiere el camino para
obtener los flujos nodales promedio, segin el esquema de matri-
ces de respuesta presentado en esta seccidon. Partiendo de los



=1 60 =

valores (conocidos de la iteracidon previa 0 estimados) de los
momentos del flujo (¢u]), los pasos necesarios son:

1) se calcula é;i segin alguno de los métodos descriptos
en el capitulo III; '

2) se calculan Quvy Qy (=q o) de la ecuacidn (IV.18);

3) se evalida Suw segin 1a (IV.8.b);

4) se obtienen las corrientes heterogéneas jEN a partir de
las ecuaciones (IV.34) y (IV.35);

5) se evaldan los ryy segin la (IV.44);

6) se calculan los coeficientes Agy ¥ 1a fuente Sy de las
ecuaciones (IV.54);

7) se resuelve My de la (IV.53);

8) se construye jyy de la (IV.52) y los f,y de (Iv.45);

9) se obtiene ¢y de Ta (IV.57).

Estos pasos se ejecutan para cada grupo del esquema multi-
grupo hasta terminar el barrido exterior. Luego se recalcula la
fuente de fisidn y el koff €n forma convencional, se evaldan los
nuevos momentos del flujo de las ecuaciones (IV.15) y (IV.10.a)
y se hace una nueva iteracion exterior. Este proceso se repite
hasta lograr convergencia.

IV.4 E1 problema global con métodos de malla gruesa:

En esta sec-
cion se obtendran las ecuaciones que resultan de establecer el
acoplamiento nodal usando las corrientes netas, en lugar de las
parciales, como variables de acople. La presentacidon del mate-
rial se ha dividido en tres subsecciones: la primera de ellas
contiene la descripcidon del 1lamado "método del flujo total", o
método ¢ en forma abreviada, que es el equivalente directo en
malla gruesa del presentado en la seccidon IV.3. En la segunda
subseccion se describe un método que explota 1a linealidad de Ta
ecuacion de Boltzmann para resolver separadamente las contribu-

ciones al flujo promedio nodal provenientes de las corrientes
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netas entrantes al nodo desde sus vecinos (flujo transitorio o
flujo %), y las debidas a las fuentes propias del nodo (flujo
asintdotico 0 flujo ). por esta razon se 1o 1lama "método de
separacion", 0 método +%. En 1a tercera subseccidn se hace una
comparacidn analitica entre ambos métodos en base a 1a manera de
introducir 1a realimentacion no lineal en uno y en otro.

Dado que la formulacidon es basicamente similar a la presen-
tada en la seccidn IV.3 para el caso de matrices de respuesta,
se evitaran las deducciones detalladas cuando sea posible
referirlas a su equivalente en dicha seccion.

IV.4.a Método del flujo total:

Las variables sobre las que se im-
ponen las condiciones de continuidad son, en Tos métodos de ma-
11a gruesa, las corrientes netas y los flujos promediados sobre
las interfases nodales. Estas dos magnitudes estan relacionadas
entre si en una ecuacidn que es la expresion discretizada de la
ley de Fick, y que es la equivalente a la ecuacion de respuesta
de 1os métodos de matrices de respuesta. Esta ecuacion se deriva
a continuacion.

Relacidon corriente neta-gradiente de flujo:

A partir de 1a ecua-
cion (I11.8) para la ley de Fick y la solucidon al problema 1lo-
cal, ecuacidon (IV.13.a), se obtiene 1a siguiente expresion:

Jeg = - du{? 0t te +(3(0t ) - ¢)Xu} -

_dy iMJ’*) (1V.64)

d“u u-z4
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con ty ¥y x, dados por las ecuaciones (IV.24). Sumando y restando
la cantidad 0.5%¢,z*t, dentro del corchete, Ta ecuacidn
anterior se transforma en:

Juz = -dy {¢u; ty+ (xu-tu.)%i— x“¢}- dy iMﬁu(“)

d"q u=s1

la cual se puede poner como:

Jh;= = d:(éu;' 5“¢) + J:$ (IV.65)

donde:

(IV.66.a)

(IV.66.b)

V)l
=
1
|~
P
><
=
1
P
P
=
1
——-
&L .
—
F

%. b= Gt b (1V.66.0)

—+
F
1

T
W -

1

. - d. 404 = Ou . Wi (34) (IV.66.d)
Mg =314

habiéndose utilizado la ecuacidon (IV.26) en 1la {dltima

expresion.

La ecuacion (IV.65) es la expresion de la ley de Fick para
el método de malla gruesa. Los factores s, y t, que en ella
aparecen, son los 1lamados factores de correccidon por tamafio de
nodo y tienenlos siguientes valores limites (ver Apéndice I1):

lim 5, =1 lim t, = | (IvV.67.a)
hu"'o h“'-to
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Esto garantiza la convergencia del modelo hacia lTos resulta-
dos obtenidos con diferencias finitas, pues cuando h>0 las fuen-
tes del nodo y las corrientes sobre sus caras se vuelven planos,
con 1o cual J:; >0 y se 1lega a 1a expresion de 1a corriente en
el método de diferencias finitas:

Jin == dy (¢u;-¢) (IV.67.b)

Los factores f, definidos por la ecuacion (IV.66.c) son
los factores de realimentacidn no lineal del presente método de
malla gruesa y su inclusidn permitid 1legar a la ecuacion
(IV. 65) para la corriente neta, la cual como se vera a con-
tinuacion, conduce directamente a una formula de 7 puntos
para ¢.

Acoplamiento y formula de 7 puntos:

Escribiendo la ecuacion
(IV.65) para dos nodos N y K vecinos en la direccidon u, se tie-

ne:

o

*
Jusn = - d-u.N (¢u+u - 5uu¢~) + Jtum (IV.68.a)

* o
Jux = - du (;b{u-x - Sm‘¢x) + Jux (I1V.68.b)

La continuidad del flujo y 1a corriente neta en la interfase NK

Se expresa como:

P
Jux

B
- Jin

¢!L+N = ¢n‘.L-lc
- Ju-x

Jun

n
i
]
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las que introducidas en el sistema (IV.68) conducen, una vez
resuelto, al siguiente par de ecuaciones para el flujo ¢yk ¥
la corriente Jyg:

*
¢~K: dtu Sun ¢N + dyx Sux Pw + 8¢NK

% * (IV.69.a)
dun 4 dux
X
Jhk = Dk (su.u ¢|u- 51&K¢K) + § Tnk (IV.69.b)
*
con el coeficiente Dy definido por:
¥ ¥
J)* = d-l.l.N dltl( - D:N
NK —x . x (Iv.70)
d-uN+ d-tu«

y las correcciones heterogéneas para el flujo y la corriente:

0 )
Y M = $P (1v.71.a)
duﬂ'l'd-u.t(
* Jﬁ J:;
cSJuK = Dk ( :K i ) = - SJKN (IV:71:0)
dov  du

Utilizando la ecuacion (IV.69.b) en la ecuacion de balance
se obtiene directamente la formula de 7 puntos para ¢y:

L Jnk i Lovh @ = Qn (IV.72.a)
K hy
*.
Z‘ :E"K(5uN¢H—SuK¢K) + Zrﬂdﬂ = QN +8Q” (IV.72.b)
m w

con: SQn = L ___‘ShJK" (IV.72.¢)
K n
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En la ecuacion (IV.72.b) el efecto de las corrientes hete-
rogéneas se traduce en un término extra de fuente 8Qy, posi-
tivo & negativo, que modifica la amplitud del flujo ¢y. La
expresion final para la ecuacion nodal, equivalente a la (IV.53)
del método de matrices de respuesta, es la que resulta de despe-
jar ¢y de la ecuacion (IV.72.b); asi se tiene:

g, = L A P+ On (1v.73.a)
K

donde:
-4
* :D*
Av = Ay 2 5. Ay = fm*Z—ﬁ"“ Sun (IV.73.b)
w k
SN = )\N (Qﬂ'*'éQu) (IV.?3.C)

A diferencia del método de matrices de respuesta de 1la
seccion IV.3, las variables nodales del presente método de malla
gruesa son directamente 1os flujos nodales promedio. Entonces la
solucion del problema global no necesita de operaciones extra
para hallar el valor del flujo, como era el caso de la variable
nodal M del método de matrices de respuesta.

Condiciones de contorno:

En forma analoga a 1o hecho en la sec-
cion IV.3 para el método de matrices de respuesta, se describen
aqui las condiciones de contorno para el método del flujo total.
En términos de condiciones de albedo, la corriente neta de un
nodo reflector r hacia un nodo periférico p esta dada por la si-
guiente expresion /10/:

L8y B B e
i+ﬂgs f. i-l'qga

(IV.74)

Jep = —
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con jeXt dado por 1a ecuacidn (IV.60.d). Comparando esta expre-
sion con la (IV.65) planteada sobre la interfase rp se obtiene:

_a
d:,: i(i—”) (IV.75.a)
& i+Q53 ;
6 bien: .
j-a
De = i( ”) Lir = ha (IV.75.b)
“l t+d33

y uno de los conjuntos siguientes:

_ . R T
¢r R @ , J'P = T J (IV.76.a)
ext o
¢r= 4 J ; J}Pz o) ; Sur=d (IV.76.b)

1-"333

En el caso de condiciones de flujo nulo sobre 10s contornos
exteriores, debe cumplirse ¢,p=0; de la ecuacion (IV.69.a)
y (IV.71.a) esto equivale a:

die Sue B + duy Sup By . T o0

§Bep = -
* *
d.:r+ d:f d-ur+du.r
1o cual puede lograrse haciendo:
0 ° ¥ %
J’W I J?r . dur = d“‘f (IV.77)

y una de las siguientes alternativas:

Sur = "5'4-1' ; dr ?'P (Iv.78.a)

Suv = Sup 3 ér = = é? (IV.78.b)
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IV.4.b Método de separacion:

En este método se utilizara la 1i-
nealidad de la ecuacidon (I.1) de difusion dentro del nodo para
descomponer el problema real de hallar 1a solucion ¢(r) conoci-
das las fuentes y las corrientes netas sobre los contornos, en
dos problemas mas simples:

a) hallar el flujo transitorio '4([) para el problema con
las corrientes netas pero sin las fuentes en el nodo,
dado por la ecuacion:

2
-DVHY + 2, M) =0 (IV.79)
con -DV%(X) conocido sobre el contorno nodal g.

b) hallar el flujo asintdtico ?(E) de la situacion con
fuentes representada por la ecuacion:

SDVr) 4+ I fo) = QD) (1v.80.a)
sujeto a la condicion de “"desacople”:
V) =0 cey (IV.80.b)

La solucidn para ¢(r) serd entonces 1a suma de las soluciones de
los problemas a) y b), es decir:

de) = fe) + F) (1v.81)

La aplicacion del método de los semimomentos en forma com-
pletamente andloga a 1o realizado en el capitulo II, transfor-
ma las ecuaciones (IV.79) y (IV.80.a) en el siguiente conjunto
de ecuaciones direccionales:

H)
_“_if 4t 4 7 hu) = -DLW (1V.82)
""u. riu"
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2
2 dfw, 2 % - QW (1V.83)
b, du

donde los semimomentos L,(u) y Q,(u) son los definidos por las
ecuaciones (II.5) y 4, (@) y TQGQ son los semimomentos respec-
tivos, siempre de orden cero, del flujo transitorio y asintdoti-
co. La suma de las ecuaciones (IV.82) y (IV.83) conduce inmedia-
tamente a las ecuaciones direccionales (II1.4).

E1 término heterogéneo -DL,(u) juega en la ecuacidon (IV.82)
el mismo papel que la fuente Qu(u) lo hace en la ecuacidn
(IvV.83). En efecto, 1a cantidad -DL,(u)du es 1a cantidad neta de
neutrones que entran al nodo por la fraccion de area lateral
ds = (hy+hz)hxdu.

Solucion local:

Expandiendo 10s semimomentos en polinomios de Le-
gendre y aplicando el método de residuos ponderados tal cual se
realizo en la seccion IV.1l, se pueden resolver las ecuaciones
(I1v.82) y (IV.83) para dar las siguientes expresiones equivalen-
tes a la ecuacion (IV.11):

T t
W) = Yt o+ ifg_u_ M‘L) 4 Tl (IV.84)

T a
%(u) P & & 3_”-(1‘) + R

(Iv.85)

1

donde: Wga y th son vectores que contienen 10s momentos locales
de orden 1 y 2 de las expresiones respectivas; %h y ﬁL son los
momentos locales de orden cero, 0 en virtud de su definicidn,
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los valores promedios nodales de las magnitudes respectivas; las
funciones Ju.@ son las definidas en la ecuacidn (IV.12.a). El
G1timo término de ambas expresiones viene dado por:

t 2 T )T T

Fl) = % Lo I N Rhw (IV.86.a)
Y 2 T T

F@ =-he 9. N Rl (IV.86.b)

e

con los supraindices a y t indicando asintdotico y transitorio,
y cumpliéndose que su suma es igual a la funcidn Fy(u) de la

ecuacion (IV.12.b).

A partir de este punto, el tratamiento para cada flujo yuﬁd
y f,) es diferente.

E1l flujo transitorio:

Para el flujo transitorio el tratamiento es
el mismo de la seccidon IV.1 y conduce a la siguiente solucion
para ?h.‘['-'-) :

Ti‘q(u.) = 71' TS %(Ifq.'lf -) Gﬂﬁ) -}(é@"m+ zru-)‘?*) G.lu('*') + A"’q(’{) (1v.87.a)
+ + t
A= @ - % Fa- ) G - é(ﬁu*ﬁe—) Gy ) (1V.87.b)

donde Aqhﬂé es una correccidon que tiene en cuenta solamente la
modulacion de 1la fuga neta transversal, a diferencia del
rApylu) de 1a ecuacidon (IV.13.b) que también incluye la distri-

bucion de las fuentes.
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El flujo asintotico:

Este flujo no recibe influencia de 10s nodos
vecinos, sino que estd determinado por la distribucidon y ampli-
tud de 1a fuente dentro del propio nodo. Promediando 1a ecuacidn
direccional (IV.83) se obtiene:

801 d b - L L1 - Q

he |de fus# du Ju=-t

la cual, debido.a la condicion de desacople de la ecuacion
(IV.80.b), arroja para el promedio nodal de ?L(u) el valor:

Q
¥ = = (1v.88)

Derivando la ecuacion (IV.85) y utilizando otra vez la con-
dicion de desacople, se obtiene sobre los extremos u=t1l el
siguiente par de ecuaciones:

]

0 = h.gt

—

la
+ Fus

14+

donde las primas indican derivadas en la direccion saliente.
Explicitando el producto escalar se tiene:

! ! 1qQ
0 = tﬂu 3(1;,1 + qu.z. 3&&1 + Fu.: (Iv.89)

De las propiedades de paridad de las funciones QL“) (Apéndice
I1), se deduce que:

J J
giu » = Siu—

]
Jeu-

]
deus
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con lo cual el sistema (IV.89) se resuelve para los momentos
locales qLL y 141 , dando las expresiones:

(ﬂu:— L (FL::-F;:) [Puz.:.— 1 (Fr.:f* Ft:-a) (Iv.90)

2 i géuw

Con éstas y la ecuacidon (IV.88) queda resuelto el problema
para ﬂdu). En particular los valores fronterizos Fus quedan
expresados por:

1q I Q
P = ¥z (ﬁ::- u,)L-(lﬁﬁf)i—Jr Fus (IV.91)
bty L Xy

Relacion corriente neta-gradiente de flujo:

En este método, 1la
ley de Fick de la ecuacidon (III.8) queda expresada como:

Jue = - dy L3 (1V.92)
dh, U=t4

ya que por la condicion de desacople, el flujo asintotico no
contribuye a 1a corriente neta sobre los contornos. Introducien-
do en la ecuacidn anterior las expresiones (IV.87) para t.@ y
operando tal cual se hizo en la subseccion IV.4.a para el caso
del método del flujo total, se llega a la siguiente expresidn
equivalente a la ecuacidn (IV.65):

* °
Jur = - du (%ue - 5&) + Jus (1V.93)

¥
donde d, es el mismo de la ecuacidn (IV.66.a) y el factor de
correccidon por tamafio de nodo s, viene dado por la ecuacion
(IV.66.b), con una diferencia en los factores de realimentacion
no lineal f,, que en este caso estdn definidos por:
&y
£ = 3 b = Yt Fue (1v.94)
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o
La corriente heterogénea Jhi es ahora:

° )T
Tee = -de d0h] = L0 T W

dh.‘ — (I1v.95)

Nuevamente se garantiza la convergencia hacia 10s resultados
de diferencias finitas cuando h»0 pues en éste l1imite 1las
corrientes sobre las caras nodales se vuelven planas, con 1o
cua]~lﬁ >0 y los factores s, y t, tienden ambos a 1. Asi Ta
ecuacion (IV.93) se convierte en:

Ju.t = - dy (If'u.t'l") (k-—-O)

pero: %ut= ﬁut-—?hi y en el 1imite h>0 se cumple que la fuente
en el nodo también tiende a ser plana, con lo cual ?ut: f

y la ecuacion anterior se reduce a la expresion (IV.67.b) para
la corriente neta en diferencias finitas.

Acoplamiento y formula de 7 puntos:

Referido nuevamente al par de
nodos N y K vecinos en la direccion u, se plantea:

* °
\Tu.m - dyy (7'?“,, - Suull*u) + Ik (IV.96.a)

* 0
Ju-K = d.l-u( (Iru-r,.* suK 1"[() + JKN (IV.96.b)

Las condiciones de continuidad del flujo total y la corriente
neta establecen:

P
Ik

[ ?um = Fuc+ Y = éku

1]

1
'
4

x

z

- Jux

Jusn

"
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La continuidad del flujo total no impone la continuidad de sus
componentes ? y 1!' , €s decir en general ocurre qun#szﬂy?nk#fxu.
Introduciendo las condiciones de continuidad anteriores en el
sistema (IV.96), se obtiene:

% o
JNK —duu (¢NK‘?NK*51¢N1"N) + JNK (IV.97.a)

¥ 0
-J, -—d.uK(FéNK'(ﬂ(”‘S“"Ir“)'J' JKN (IV.97.b)

NK

Despejando ¢yk Se 1lega a la siguiente expresion:

¥ X
Pk = b (St + o) + . Gun i .'fk") + 0Pnx

* *
duu + duk

(Iv.98.a)

(/] o

§d Ot o - S P (1V.98.b)
NK P
duu+d.u.v.

Introduciendo 1las expresiones anteriores en la ecuacidn
(IV.97.a) se logra para Jyg:

JNK = D:; {(SHN?"'N+'PNK)-(SRK2|'K+?KN)}+ $ Ink (I1vV.99)

*
con Dyc dado por la ecuacidn (IV.70) y 1a correccidn heterogénea

s§Jyk segan:
(3]

&k = ’:c(ﬁiﬁ_ -J“T“) = - S (1V.100)
dl{N d-H.K

Reconociendo que Z#f':Q , la ecuacion de balance (IV.72.a)
se expresa como:

.g}ﬁ -+ Zrnll'N = 0
hy
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e introduciendo en ésta la expresion (IV.99) para Jyg, se

1lega a:
%
Z, 1::( (5;,_"11',‘-5“'4“) + Zruzru = 9 +‘SQN (1Y, 101.4)
K
¥
J
W = :DL_T(?kn*?NK) &ln - 6h:N (IV.101.b)

K

‘De estas ecuaciones se puede notar que la fuente para el
flujo transitorio esta formada por los "saltos" que el flujo
asintotico tiene en las interfases nodales. E1 término extra
sqy actida como una correccidn debida a la modulacidon de las
corrientes sobre las interfases. Por dltimo, la ecuacidon nodal
para %N se obtiene despejando de la ecuacion (IV.10l.a) para

dar:
"y = L At + O (1v.102)
K
con: 1
* *
Aun = Ay DM S A= | Zen+/ 26 Sun (IV.103.a)
he = hy
Sy = Xu(q,ﬁéq,.) (I1V.103.b)

La solucion completa del problema global requiere un paso
extra, sencillo, que consiste en reconstruir el flujo promedio
total a partir de sus contribuciones individuales como:

¢~= 21‘], T Y o (IV.104)

N




- P

Condiciones de contorno:

Comparando la corriente neta de un nodo
reflector r hacia un nodo periférico p, dada por la ecuacion
(IV.74), con 1la expresidon para Jyp obtenida segin 1la
(IV.97.a), se deduce:

d* 1 1-Q4g
T2 f4ay
con la condicion:
. ext * 0
L 472 due (Tt Serde) + T (1v.105)

i+ Qj‘}

la cual puede ser satisfecha, por ejemplo, con una de las alter-
nativas siguientes:

?,(P =0 y 1"‘, =0 } J-rP = 2 j“t (IV.106.a)
1.+0.53

?YP = ---q——-jut } 1’\-
1-0g

"
o

; Jep=0 (IV.106.b)

Yoy = 0 : Z‘_‘r:_q_-Jex{: Jr;.=0 ).51“1 (IV.106.c)
L-a4q

Para el caso de condiciones de flujo nulo sobre 1o0s contor-
nos del reactor, la condicidn ¢rp=° puede cumplirse en las
ecuaciones (IV.98) haciendo:

° -] * #
JTP = - JPr d-u,r = d""P J kPrP:' —?Pr (Iv.107.a)

junto con una de las siguientes condiciones:

SU-!"

- Sup ; e = (IV.107.b)

Sur

Sup : e = -2y (Iv.107.c)
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IV.4.c Comparacidon de ambos métodos:

La diferencia fundamental
entre los dos métodos desarrollados en esta seccidon, radica en
la forma en que la realimentacidon no 1ineal es introducida en
cada uno de ellos para llegar a la formula de 7 puntos del pro-
blema global. E1 caso mds sencillo de resolver en forma analiti-
ca es el correspondiente a un slab con fuentes fijas uniforme-
mente distribuidas y rodeado de vacio, el cual serda resuelto en
el orden basico L=2 de aproximacion para el flujo. Este ejemplo
puede parecer trivial, pero de &1 se obtuvieron explicaciones a
los efectos aparecidos en los resultados numéricos relativos a
casos mas complejos.

E1 caso del slab:

Sea un slab designado por N, de espesor h y
propiedades D y £, que tiene una fuente Q uniformemente dis-
tribuida y estda inmerso en un medio vacio que sera designado por
R, se hallard la expresidon de los factores de realimentacion no
lineal segiin:

caso a) : el método {+%

caso b) : el método ¢
y sus resultados seran comparados desde el punto de vista itera-
tivo y en funcidon de las expresiones que toman para los valores
1imites h>0 y h>e,

caso a):
La expresidn para el flujo total en cualquiera de las
dos interfases con el vacio es, segin las ecuaciones (IV.98):

'] (4]
¢NR o duu (5“1*'"" tfﬂ&) + dug (5“"“ o+ er‘) —+- o+ (Iv.108)

du.n + dua eluy + Ju&

donde los asteriscos han desaparecido de las magnitudes d,
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pues en el orden basico L=2, la correccidon t, es igual a 1.

En un slab con fuentes planas se cumple:

e Q
JNg =0 ‘fNRr-q’N = Z.

E1 vacio se representa con condiciones de contorno: agg=jQXt=0,
con lo cual, de las ecuaciones (IV.75.a) y (IV.106), se obtiene:

dua:% ?RH =0

Con estas observaciones, la ecuacion (IV.108) queda:

in i ::ZN (Sunhu + )

de la cual:

z"uu = z'lfml = a(¢ﬂr?n)= L Sun l'u - ?H

1+&duu I+Z. duu
Ahora, de la ecuacidon nodal (IV.102) para Hh se tiene:
d
Tk
2|'N:SN:_ w 142 dun
Zew + 4 Zdw s,
hy 142duy

De esta ecuacion y la anterior se obtiene fun como:

%
‘Fu = Hun = B i W ﬁ_\rn_
"t 3, 7 Du

La relacion entre sy Y fu es, para L=2, su=3-fu (ver Apéndi-
ce II) To cual transforma la ecuacidn anterior en la siguiente:

%
L
1(- = b & u- 2 ‘Fu.n (IV.109)
WN
2 Dy
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caso b):

En el método ¢ el flujo en la interfase NR viene dado
por la ecuacion (IV.69.a), 1a cual en base a las consideraciones
hechas en el caso a) relativas a las condiciones de contorno y a
la modulacion de las fuentes y corrientes de interfase, se es-
cribe en el presente caso como:

suﬂ N

dun
o =
L +2dun

de donde sale directamente, usando de nuevo la relacion su=3-fu 3

12 d'-“‘ [{duu
ﬂm‘ ¢uu - {'u.rd

(IV.110)

P ) L+ 2 dun {+%dun

Comportamiento iterativo:

Tanto en el caso a) como en el caso b)
la formula de recurrencia que se obtuvo para el caso del slab
es de la forma:

(t) (£-4)
f 2 «+pt (IV.111)

donde t y t-1 indican el nimero de iteracidon respectivo. La
expresion anterior en términos de la estimacion inicial £(0)
esta dada por:

~.
o

la cual para t»= converge a o(/a-@) solo si \Bl(l. Las expresio-
nes para 8 de las ecuaciones (IV.109) y (IV.110) son:

B = -2 (metodo 9+%) (Iv.112.a)

(L=2) val
{+2d

(método ¢ ) (IV.112.b)
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de donde se desprende que es imposible resolver el problema del
slab en forma iterativa con el método f+%. Para el método ¢ tal
solucidén estia condicionada por 4D < h, la cual generalmente se
cumple para nodos "grandes" (10-20 cm). Si bien estas observa-
ciones se obtuvieron en el orden basico 1=2, se puede demostrar
que para ordenes mayores de expansidon el coeficiente 8 esta dado
por:

b = -(X-t) (metodo 947%)

(L>2) 2d (-t)

(5 - (métod.o ﬁ)
{+2dt

con x y t dados por las ecuaciones (IV.24). La introduccion de
polinomios de orden superior a 2 atenua algo el efecto divergen-
te, dado que t>1 y x-t<2 (ver Apéndice II); la condicidon de con-
vergencia es ahora (x-2t)4D <h, la cual es una restriccion mas
débil que 4D < h dado que x-2t<l. Entonces las conclusiones ob-
tenidas en el orden L=2 son conservativas respecto a la inclu-
sion de términos de orden superior.

Por 1o tanto es necesario, al menos para el método Y% , en-
contrar una formula recursiva para f, cuyo coeficiente B cum-
pla con la condicidon |gl<1. Esto se soluciona introduciendo la
subrelajacion en el calculo de f, a partir del valor de la
jteracion anterior.

Subrelajacion:

® La ecuacion (IV.111) para la determinacion de
{u sera reemplazada por el siguiente par:

{(ts_ ,;(t-x)+ n(xm__ ;(t-i)) (Iv.113.a)



- 80 -

(L)

. + D (IV.113.b)

X

donde @ > 0 es por ahora un factor de peso arbitrario; en parti-
cular si @ =1, el conjunto anterior se reduce a la ecuacion
(IV.111). Combinando estas dos ecuaciones en una sola se obtie-

ne:
* .
L £ (2) + P 7((“) (IV.114.a)
con:
L@ = S « (IV.114.b)
Gw = L4+ .a(E-Y) (IV.114.c)

Esta ecuacidn para f, converge sdélo si ]@um)](iq es decir si
|1+ (p-0)] <L > condicidon que puede ser satisfecha adn cuando
|6)>4 restringiendo los posibles valores de @ al intervalo:

0< L £ & = il (IV.115)
1+(p]
Dado que IBl>L se observa que o yq <1, con To cual la aplica-
cion de las ecuaciones (IV.113) constituye una subrelajaciodn
(2> 1 corresponderia a una sobrerelajacion). E1 valor final, con-
vergido, para f, no se altera pues para cualquier Q:

£ dm §9 . L6 (IV.116)

t+@ i ?.:(.n.) i,@,

E1 efecto de la subrelajacion se puede observar en el diagra-
ma de la figura 1. Al111 se ha graficado el valor de {%n/d en
funcion de este mismo valor para la iteracion anterior t-1, para
un conjunto de valores del parametro Q. Las rectas resultantes



- 81 -

se cortan en el punto de convergencia de coordenadas (f*,f*) y
en ellas se puede ver el efecto de la subrelajacidon (2 < 1)
"suavizando" las pendientes respectivas. E1 diagrama debe enten-
derse de la siguiente manera: se ubica la estimacion inicial
(mVR sobre el eje de las absisas y se proyecta verticalmente
hasta cortar la recta del valor de o correspondiente; asi se
obtiene sobre las ordenadas el valor ﬂn/& de la primera itera-
cion, el cual se proyecta horizontalmente hasta cortar 1a recta
f(t)=f(t‘1) (2=0) para ubicarlo sobre el eje de absisas y comen-
zar de nuevo. Los posibles caminos resultantes dependen del
valor de Q@ elegido y pueden ser:

a) espirales divergentes, que se producen para valores de
Q@ fuera del intervalo definido por la condicidn (IV.115) y
se manifiestan como oscilaciones de amplitud creciente en
el valor de f, a medida que transcurren las iteraciones;

b) espirales convergentes, para valores de o en el intervalo:
0.5 By { U £ dlum manifestadas como oscilaciones amorti-
guadas de f, en funcidn del nimero de iteraciones, conver-

gentes al valor f*;

c) caminos tipo escaldn, para 0 < JL <05dlmdando una conver-

gencia de tipo asintdotica para fy;

d) cuadrado, en caso de @= [ Y es una oscilacion per-
manente de f, entre los valores f(qy) ¥y aQ 1y - £(0),

e) punto, si 2=0 siempre f, serd igual a f(0);
f) optimo, cuando JL=05fumse logra el valor convergido £*

en la primera iteracion.

Expresiones limites:

E1 comportamiento iterativo de l1a realimen-
tacion fue analizado en el titulo anterior y se mostrd, para el
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caso del slab, como la subrelajacion estabiliza el proceso.
Existe otro aspecto relacionado con los valores que toman los
factores de realimentacidon no lineal f,, ya que estos entran
en los coeficientes Agy de otro proceso iterativo: el de las
iteraciones interiores para ¢y 0 para ¥, . E1 andlisis sera
una vez mis relativo al caso del slab, por ser el caso mas sen-
cillo de resolver analiticamente. E1 valor convergido £* de 1a
ecuacion (IV.116) es, en la aproximacion L=2:

* L ;
(. o, _hLr (método $4%) (1v.117.a)
¢ D
% 2 h ,
O AR (metodo @) (IV.117.b)
h+1D

Para h»0 ambos métodos predicen correctamente el valor 2, con
una tendencia mas rapida (h) para el método ¢+ que para
el método del flujo total. Esta observacidn tiene que ser valida
para cualquier orden L de aproximacidn, pues en este limite los
términos superiores desaparecen antes que el 1=2. Para espesores
crecientes se observa una diferencia fundamental entre ambos
métodos: el comportamiento de f* es creciente en el método
+% , mientras que para el método ¢ es decreciente. Pero ahora
empiezan a contribuir los términos superiores a 2 y su influen-
cia debe ser tenida en cuenta. Dada la sencillez del problema
del slab es posible resolver analiticamente las ecuaciones y
hallar las expresiones exactas de f,, que son:

b
= 0 Lt (metodo Y+%) (IV.118.a)
tgk(ﬁq
2L i o
TN il
22 ‘tgh h ' Zr
ful —t (“) (metodo §) (IV.118.b)

) (2

Estas expresiones confirman el caracter creciente y decre-
ciente de uno y otro método, y el comportamiento 1imite para
h>> 2L es:
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A g _t_. (metodo Y47) (IV.119.a)

f— ¢ (método ¢ ) (1vV.119.b)

27
L

i+-%?
De aqui se deduce que los factores f, no estan acotados en el
método Y+%, mientras que si 1o estdn en el método ¢. En el caso
del slab tratado, la fuente tiene un papel esencial pues, dadas
las condiciones de contorno de vacio, sin ella no existe solu-
cion. La componente Y del flujo esta generada por la corriente
neta saliente debida al escape de los neutrones de fuente. Pero
puede ocurrir que debido a la influencia de los vecinos, un nodo
tenga componente L y no tener fuente. Este es el caso, por
ejemplo, de un nodo de agua del reflector en el grupo rapido. En
este caso el flujo ¢ es igual al 4 y para ambos métodos 1los
factores de realimentacidon f, vienen dados por la expresion
(Iv.118.a), que es creciente y no acotada.

Conclusiones:

La expresion de la corriente neta entre dos nodos
para cualquiera de los dos métodos, es de la forma:

H

JNK = D:K (¢u: = ¢uk) + AJNK

donde AJyg simboliza las contribuciones fijas de fuentes Yy

M
modulacion de las corrientes de interfase. Los @, son los flu-
jos "motores" de la corriente neta, y son de la forma:

W [Su (metodo 9+%)
Pu - S5u @ (mitodo @)
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La citada expresidon para la corriente es el resultado de 1la
introduccidon de la realimentacion no lineal, y en ambos métodos
y en cualquier aproximacion, la tendencia a 1 de los factores de
correccion por tamafo de nodo asequra la convergencia de 1la
expresion para Jygk a la del método de diferencias finitas
cuando h=0.

La introduccidon de la subrelajacion se ha encontrado nece-
saria para la convergencia en el método de separacidon, mientras
que para método del flujo total depende de las condiciones par-
ticulares del problema. Para el caso del slab con fuente, 1la
condicion de convergencia encontrada corresponde a la desi-
gualdad 4D < h.

Las expresiones limites halladas para los factores de reali-
mentacidn no lineal establecen que para nodos "grandes" (enten-
diéndose por "grande" que se cumple h» &L ):

a) &Q ;_Ef no estda acotado
y
b) -_éi estd acotado si hay fuentes presentes
W =
¢ en el nodo

no esta acotado en ausencia de fuentes

Estos comportamientos hallados en forma analitica reflejan
realidades fisicas concretas. E1 flujo transitorio % tiene sus
fuentes concentradas sobre 1los contorﬁos del nodo, dado que se
genera cuando hay corrientes netas entrantes 0 salientes al
mismo. Entonces toma su valor midximo (en valor absoluto) sobre
los bordes y decrece hacia el centro del nodo, haciendo que el
valor promedio nodal tienda monotonamente a cero a medida que
h+=, 10 que explica el comportamiento no acotado de f, en este
caso. En el método del flujo total, el mismo razonamiento res-
pecto al valor promedio de 4 hace que el factor de realimen-
tacion no lineal pase de ser:
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!
.Fu, = u_+1|'n,
f+4
a valer:
_F: % qu,i-')‘h.t
Y

en el limite h»=, el cual es un valor finito gracias a la con-
tribucion de las fuentes: §= Q/Zm . En la situacion sin fuentes
se repite el comportamiento divergente caracteristico del método
de separacion.

La tendencia decreciente para f, del método ¢, encontrada
en el analisis del slab, es propia del problema y no es una
caracteristica general. E1 paso de f,- ¢u/¢ a {f: ¢{/¢ con hre
es decreciente sélo cuando % <0 (corrientes netas salientes del
nodo).

Las conclusiones presentadas sobre las caracteristicas de uno
y otro método han sido obtenidas del analisis del caso del slab.
Pero esto no implica una validez restringida al caso unidimen-
sional, pues la aplicacion del método de Tos semimomentos del
capitulo II reduce el problema multidimensional original a un
conjunto de ecuaciones unidimensionales con un término heterogé-
neo extra contabilizando 1las corrientes netas transversales.
Este término (ausente en el caso del slab) es una fuente super-
ficial y por 1o tanto no modifica las observaciones relativas a
las expresiones limites.
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CAPITULO V:

METODO ANALITICO
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V. METODO ANALITICO

En el capitulo precedente se resolvieron las
ecuaciones direccionales (II1.4) en forma aproximada, expresando
su solucion en un desarrollo polinomico de orden variable. En
el presente capitulo esta solucion serda obtenida en forma exac-
ta, integrando analiticamente las ecuaciones direccionales en
las siguientes condiciones:

a) el tratamiento es presentado para el caso de dos grupos
de energia, aunque el método es valido para cualquier
nimero de grupos;

b) La fuga neta transversal sera tratada segin el método
de aproximacion parabdlica directa (APD) presentado en
el capitulo II.

En el tratamiento del problema global se aplicara el método
de matrices de respuesta, que no presenta los problemas de 1los
métodos de malla gruesa en relacidon a la introduccion de l1a rea-
limentacion no lineal, necesaria para llevar el problema global
a la forma sencilla de la formula de 7 puntos.

E1 punto de partida consiste en expresar las ecuaciones (I.1)
para el caso de dos grupos, con la fuente Qg(i) explicitada,
dando el siquiente sistema:

-D, v-‘;ﬁt(t:) $ e duie) = ML 90 + NL, Ba(6) (V.l.a)

-D, Vz'¢,.(£) t La fule) = s a0 (V.1l.b)

<A
donde X :=Keyy es la inversa del factor de multiplicacidn y se ha
supuesto que no hay up-scattering (£g21=0). E1 sistema ante-
rior puede escribirse en forma matricial de l1a siguiente manera:

Fa) —
vy + i By = O (V.2)
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siendo:
diey = ot (%0, 4.(0) | (v.3.a)
el vector que contiene los flujos en cada grupo, y:
[ A4y - L Mgy |
"Di :Dl
/N
L
B = (V.3.b)
Lsiy, Zaz
Dy, Dy
L J

la matriz de buckling del sistema, la cual es funcion de Tlas
propiedades del nodo como asi también de l1a solucidon, a través
de X.

V.1 Analisis modal:

Para hallar la solucion general de la ecua-
cion (V.2) se utilizara el método de expansion modal/10/, que
consiste en expresar dicha solucion en términos de soluciones
elementales cuya dependencia en espacio y energia es separable:

—

gy = |, fuo U (V.4)
L

donde ﬂxr) es el i-ésimo modo espacial de la distribucion ¢(r)
y iIL el espectro correspondiente. La sustitucion de ¢(r) por su
i-ésima solucion elemental en la ecuacidon (V.2), conduce a 1la
siguiente ecuacion para el modo (ﬂ(f)

)
Vl‘f'_(f) + B,’_ T;,U_‘) =0 (V.5)

—e

la cual se obtiene si los vectores llL satisfacen la relacion
matricial:
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Az — 3 -
B U, = B U (V.6)

e

de donde se deduce que los vectores U, son los autovectores de
la matriz de buckling Yy B 1osAautova1ores correspondientes.
Estas magnitudes para la matriz B* de la ecuacidn (V.3.b), es-
tan desarrolladas en el Apéndice III.

N
Una vez obtenidos los autovectores y autovalores de B , 1a

ecuacion (V.5) puede ser resuelta, con sus condiciones de con-
torno, para obtener los modos espaciales. Para e1 presente tra-
tamiento en dos grupos, la expresidn (V.4) para ¢(r) es:

gy = fum U, + fuo) Us (V.7)

la cual se puede escribir como:

— A —
oy = U. % (V.8)

A —r
donde U es 1a matriz (2x2) que se forma poniendo el espectro U;

en la i-ésima columna:

tot ]
A - —

U = u, u, (V.9.a)

|

y {ﬂ!) el vector de 10s modos, compuesto por:

ey = cod (qlﬁ), q&(ff) (V.9.b)

La ecuacidn (V.8) es la expresion del flujo en la represen-
tacién de los grupos, mientras que la relacidn inversa:

A - —

Lf’(r) = U. dw (V.10)

es la expresion del flujo en la representacidon del buckling.
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V.2 E1 problema local:

En el presente método analitico, el
problema local consiste, luego de haber aplicado 1la expansion
modal, en resolver las ecuaciones diferenciales (V.5) para cada
modo espacial ?LH) . La aplicacion del método de los semimomen-
tos del capitulo II transforma cada ecuacidon para ?d!) en un
conjunto de tres ecuaciones direccionales acopladas, en forma
completamente andloga a lo hecho sobre el flujo ¢(r) en el men-
cionado capitulo. Las ecuaciones resultantes son de la forma:

Ry ) o 8 fuw - )= o (V.11)
by du
Los semimomentos de ambos modos espaciales responden a una ecua-
cion de este tipo, por lo cual se ha omitido el indice i de las
magnitudes ?uﬁo , quQ y B2 y se omitira en el resto de las ex-
presiones de esta seccidn para mayor claridad de notacidon, sin
peligro de confusion.

Volviendo a la ecuacion (V.11), los semimomentos ?um) que en
ella aparecen responden a la definicion (I1.5), mientras que el
término heterogéneo Ium) esta definido por:

{1

Y X
!(u)hLH" 2 Ty 4 @yl dy d
u ; W W )p dv aw (V.12)

-4-

Su relacidn con la fuga neta transversal Ly(u) de la ecuacidn
(11.5.c) sera establecida en 1a seccidon V.3. Se introduce ahora
la siguiente y {nica aproximacion para resolver las ecuaciones

(¥.13):
'/
Mu):L 9y P (V.13)
i-0

donde Pj(u) es de nuevo el 1-ésimo polinomio de Legendre y
los coeficientes g,7 serdn hallados en la prdoxima seccidn.
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Introduciendo la expresion anterior para lu(q en la ecuacion
(V.11) y multiplicando por hu/q se obtiene para la direccion
genérica u:

2 2 hz. &
i ;ru[k) 4 Lk (fu(‘l) - Z‘aul Plﬂ-l) =0 (V.14)
du 4 e
con el buckling adimensional b, definido por:

b, -1 Bh,
“Ue

La ecuacion (V.14) puede ser resuelta analiticamente para
dar:

P )

&
A sen () + C cos(bu) +L{u1 Py () (V.15)
1-0

donde:

hu 3
¥|,|_o = (guo"?‘gzq) (V.16.a)
uw

fo 90, (V.16.b)

L
}hz ht Quy, (V.16.c)
4 b,

El par de constantes de integracion A y C puede ser expresado
en términos de los valores fronterizos ?u: de la manera si-
guiente:

(fu,, = t A oen b,( + C cos by + {'.u,o t ful + 1(.“, (V.17)

despejando A y C, se obtiene:



- 92 -

A- _i_(ﬁ . ﬁu) G2 (%-{m-ﬂ,‘) (V.18)

sen b, \ L cos by,

donde Lf:= "I’u*—'f“_y LF =(ﬂ;++?u_ . Introduciendo las expresiones
anteriores para Ay C en la ecuacion (Vv.15), se 1lega a la solu-
cion del problema local para . en términos de los valores
sobre 10s contornos:

b
f. = q“ senth) | fu sbt) L pg (V.19.a)
senb, L Coshy
A = fuo (1o Coo®ud) L £ (P 5‘““’““)) Py  cos(hy k) (V.19.b)
O uo( w5h¢)+ M(L Sty +£u 3(4) 1:;tr

donde A?Luq contiene la correccion debida a la modulacion de
las corrientes sobre las interfases nodales a través de 1los
coeficientes g,1» como se verd en la prdoxima seccion. Este

término se anula sobre los bordes u=+1 del nodo.

V.3 La fuga transversal en la representacidon del buckling:

La
expresion (V.12) del término de acoplamiento entre las ecuacio-
nes direccionales (V.11) para cada modo espacial i, se puede
escribir vectorialmente comprendiendo ambos modos como:

{1

_ﬂ:(u) - _ig g{ia (r(“v.w) + A2 a ‘f(“w) dv dw (v.20)
4 hy dv* by dw
Al e

Multiplicando ambos miembros de esta expresidon por la matriz
A
U se obtiene, usando la relacion (V.8):

{4

1w -t [ (4 ¥, O o] dod
U4 w .q_” h"év@) ;,aw” vdw
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E1 lado derecho de esta ecuacidon no es mids que la expresidon para
Ly(u) de 1a ecuacidn (I1.5.c) con los dos grupos colectados en

un vector, entonces se tiene:

luw = U . Luw (v.21)

—

de la cual se deduce que la magnitud Eqm) es la expresion de
la fuga neta transversal en la representacidn del buckling.

La aplicacidon del método APD de la seccion III.1 para la

determinacidon de la fuga neta transversal establece:

— & —

L = Ly R (V.22)

| )

con las componentes de EL; en cada grupo dadas por las ecuacio-
nes (II1I.7), (II1.21) y (II1.23); introduciendo esta expresidn
en la (V.21) para I:m) y comparandola con la ecuacion (V.13),
se deduce la siguiente expresion para evaluar los coeficientes
gy) en términos de los conocidos Lyy:

A =L —»

9 = U. Lat (V.23)

V.4 E1 problema global:

En esta seccidn se obtendran las ecuacio-
nes para resolver el problema global a partir de la solucion
local, ecuaciones (V.19). E1 problema serda formulado en el es-
quema de matrices de respuesta, que presenta la ventaja, frente
a los de malla gruesa, de tener siempre acotados los factores de
realimentacion no lineal, dindole estabilidad numérica al méto-
do.

La presentacidon comprende hasta la obtensidon de 1la ecuacion
de respuesta nodal equivalente a la ecuacion (IV.40). Una vez
obtenida esta ecuacidon, el tratamiento posterior de sintetiza-
cidon y acoplamiento es exactamente igual al ya desarrollado en
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la seccion IV.3, cuando se aplicd el esquema de matrices de
respuesta al método polindmico.

Previo a la obtension de la ecuacion de respuesta es nece-
sario encontrar la expresion de la derivada de fuwy sobre 1las
caras u=t1l, es decir la derivada del flujo expresada en 1la

representacion del buckling.

La derivada en la representacidon del buckling:

La derivada de
qu@) respecto de la normal saliente, evaluada sobre Tlos
extremos u=t1, se expresa usando la ecuacion (V.19) como:

dfw| -l
d-nu uz x4 L
donde ay y ¢, afectan las magnitudes asimétricas y simétricas

¥
Qu‘fu -z.icu ?q_ + {u.o f.,ti {ul(l-au) $ {u:. [3+Cq) (v.24)

respectivamente, y vienen dadas por:

b
a -:,-.--—l'"-— C, = L t (b)
M fﬂ“’u) ¢ w 9% (v.25)

Si ocurre que ‘i <0 en 1a ecuacidon (v.14), entonces las fun-
ciones trigonométricas cambian a hiperbdlicas y sus argumentos
b, son reemplazados por Ibul en las expresiones anteriores.
Ademis de esto, c, debe cambiar de signo en este caso.

La expresion (V.24) puede escribirse en forma matricial como:

- A -t* A—O A = iR — A —
ii_?u[k) =tlaf Lot G5, 3(1-:1,‘)_{“l _,_(3“8,‘).{“ (V.26)
dhu n=td A 2

A A
donde T es la matriz (2x2) identidad y las matrices Quy C« son

diagonales y definidas por:

A
Qu = diQS (ng " al-f.!.) (V.Z?.a)
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diag (Cur; Cun) (V.27.b)

Los subindices 1 y 2 indican las expresiones (V.25) evaluadas
2 2 .
con los autovalores B y B, respectivamente.

Las ecuaciones (V.16) para las constantes de la solucidn par-
ticular de cada modo pueden agruparse vectorialmente en:

guo = l, (aun -5 L 3;._;) (v.28.a)
— % Al
z —_—
fm = Yus (V.28.b)
—_— l -1
{uz N ju& (vVv.28.c)
siendo:
Aa'i
b, = diag (“'lz‘ ,_Lz_ ) (V.29)
hld. E’Me

Reemplazando 1los fur de 1a ecuacidn (V.26) por las expre-
siones (V.28), se obtiene:

— - —» z
d A * L A — LA —e A —
&_n‘fu(u) s I%q“'?“'fc oL +% . ui‘;_uku 3u+% Me.Qug  (V.30)
y -
con las definiciones:
A A AZJ‘
€. = Cu.by (V.31.a)
A A A A&-i
he = (I-Qu). b (V.31.b)

A
A %
?Gu = {36"?&)* Cﬂ-}- by (v.31.c)
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La ecuacion (vV.30) es la expresion final de la derivada del
flujo en la representacion del buckling.

La ecuacion de respuesta nodal:

Habiendo encontrado la expresion
de 1a derivada en la representacidon del buckling se puede hallar
la misma en 13 representacion de los grupos simplemente multi-
plicando por U , y en esta representacidon la derivada debe cum-
plir con la ley de Fick de la ecuacidon (II1I.8) expresada vecto-
rialmente como:

d; s duy == dy- -ql—¢u(“) (V.32)
donde:

A
d, = dio.3 (dut,du) (V.33)

A
Multiplicando entonces la ecuacidon (V.30) por -dufU se 1lega a:

S p A A A= R A A A
s - Jue = 33 Ju_v,au,‘f:p%du.lf.cu.ﬂ - T“ dy. V. €. 9, 3
hZ A A —» Z 4 A ==
TR AR & N .50

—
= ¥
Utilizando las relaciones (V.23) para Y4 y (V.10) para ?u y
Y. , la expresidn anterior se convierte en:

= '_:' A = ""* A = 2 A = —»
Jus-due = ;%du'q“‘% ']"zl,'d'l'c't';:t - %‘ w b luo 7
E. A = — ?. A -
“_“f dy ke by - _u dy M. Lug, (V.35)

donde 1a doble barra sobre la matriz indica que la misma ha
sufrido una rotacidon dada por la expresidon general:
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A A A-L
« U X (V.36)

x|l

A
Dado que la matriz UV no es diagonal (ver Apéndice III), 1la

C— A - - -
matriz rotada X tampoco lo serda aunque X si lo es. Los termi-
nos fuera de la diagonal son los responsables del acoplamiento
entre el grupo rapido y el térmico.

Sumando y restando el par de ecuaciones implicito en 1la
(v.35), se 1lega al siguiente conjunto para las componentes
simétricas y antisimétricas:

-’_I s L A —
jq_ ™ Ju_ ¢q-—l‘zdu e;‘_ I-I.IJ+ J (V.37.a)
J j . ‘d.u. q_ug‘u . j (V.37.b)

ok
Las expresiones para las corientes heterogéneas Ju y JL estan
dadas por:

=l ) A — —_—
'T: '-'-% du..mu_.[.u;‘ (‘1.33.6)
== LA = —
T o ke d Ry La (V.38.b)

A

En estas ecuaciones estd contenida 1a modulacion de 1a fuga neta
—_ —_—

transversal, con los elementos de Luy y Luz dados por la ecua-

cion (III.23).

E1 sistema (V.37) se puede poner en términos de las corr1en-
tes parciales entrantes y salientes, expresando du y ¢n segln
las ecuaciones (I.3) y I:o segin la (III.7) para dar:

—_— —» A

i = 1 - A == AL - - —
- J._,_ = & d,,t.Cq,.(']ui-Ju)—du.fu.dui.[‘ﬁ(j:-j;) + ch. (v.39.a)

F =+
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— — —
O

3:*33 = (3H+J SERY " (V.39.b)

La ecuacidn de 1a componente antisimétrica no depende explicita-
mente de las otras direcciones y por 1o tanto puede ser resuelta
directamente para dar:

:; A ._-.* ._'-*
jLL s fo.de 4 j: (V.40)
con:
N A A = -4 A A =
o= (T By, [T-2 dylle) (V.41.a)
—_— ""l J—

N (V.41.b)

E1 tratamiento para la componente s1metr1ca es un poco mas
complicado; sumando y restando la cantidad d 2. d (jll 3u) y
definiendo las matrices:

A

Ay A = A =
B, = Ldalu? di.€y dy (V.42)

1a ecuacidon (V.39.a) queda expresada como:

—

A A S A = N4 _.'.. A A e -
G40 AT Ry - (hE)
¥

—

- ]

+ dy. €. J,“ h' Jv + T (V.43)

Se introducen ahora los supervectores:

* Cor_(ji,j_fl j_:) (V.44.2)

K

J° - cor (32, 37, J) (V.44.b)
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y las supermatrices:

A =

donde:

siendo

[ A 1 A A ] [ A :Jl I3
Auu ! A : AW Buu : Bru :B‘""’
e e s
Auv ) AVV : Wy \B = BH.V : bw :B'v (V.45)
i i i
A : A A A A ;) 2
Auw | Avw: Aw Buv \ Buw | b"";
A A 41‘ A h A ] Al
Au.'u. = (I'EH).Suu.’+ ﬁdu.eu-du (V.46.a)
w
A A Ay A A = A=
Bufu_ = (I+ Ek). Sll.ll.' + —:-“—’ du.- eu.. du (V.46.b)
w

A A ’ A A ;
5u,l..u.':I si U=u vy 6u_u"'=o si U-#U. .

Las tres ecuaciones (V.43) para cada direccidon espacial pue-

den escribirse en forma compacta como:

/A. 3’+ B . 3: ¢ T (V.47)

-—
t

de la cual se obtiene J :

con:

o Y (V.48)

O SR

FA I A I A

]
RIl-l-l. : P\Vll I Rhﬂ-l.
" it e o o

_ A B = ! :

R = /Al Ruv 1 Rw Ry (V.49.a)

A LA P
_P\u.w : Avw | Rww
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(V.49.b)

-1
siendo /A 1a matriz inversa de /A , que cumple con:

K m-T

De la ecuacion (V.40)

antisimétrica:

se puede escribir para

T . DA6(1,1,1)

la corriente

—
1o

o *
LAY D R (V.50)
donde:
—l-* —-:* —b* —
‘4 .. 4 4
Yoo oLl 4 ,J,}*) (V.51.a)
Re O ok o¥
[ * . .
= oo (4, . 3::‘) (V.51.b)
A A A.
RO = DIAG (Pu , £, ) P..;) (V.51.c)
Con las ecuaciones (V.48) (V.50) se obtiene, usando 1la
relacion (IV.35):
it R - . —»
Jo = RO Je 4 %(m-mo).J s (V.52)

Esta ecuacion es la equivalente a 1a (IV.36) del método poli-

nomico, con

la diferencia que en aquella el

acople entre 1los

grupos es explicito a través de la fuente Q, mientras que en la



- 101 -

(V.52) estd implicito en los elementos de las matrices ROy
R . Para expresar la ecuacion (V.52) en términos de las trans-
misiones, se recurre a la relacidn (IV.38.a) expresada aqui

como: s om g g
tue 1 tw : twy
E: £ TR TR
™. A IH,&(lR-IRO),l'H = | tuv :tW :tm (V.53)
. AT AT
Ltuw 1 tvw E @uw_
con:
A A A
lH - I)lAG (hkl l\\‘ :HN) (‘1.54.3)
he = diag (he ha) (V.54.b)
-+
resultando para 3£
T s AT T (V.55)
Je = RO s + HTH.§ + J2

Esta es la ecuacion de respuesta nodal expresada vectorial-
mente en término de las magnitudes de respuesta RO y M . De
nuevo estas magnitudes no se corresponden con las de la teoria
de matrices de respuesta de orden cero, debido a que la modula-
cidon espacial de las corrientes salientes esta inqluida (junto
con la de las entrantes) en el término heterogéneo j; , tal cual
se explicd en la seccidon IV.3 para el caso del método poli-
nomico.

La componente en la direccidn genérica u de la ecuacidn
(V.55) esta dada por:

die = Ao b n de

0
wt (V.56)



- 102 -

y la componente de esta ecuacidon para el grupo g es:

u*g L“ﬂﬂ Jurg + lmz_z‘fvuaa [ ju+ (V.57)

la cual se puede escr1b1r, om1t1endo el 1nd1ce g por la conven-
cion del capitulo I:

. ext . 0
ju.t = F Ju + huLJCvu. JV + Jut + ju‘! (v.58)

con:

u.+3 Zlﬂtga u13'+ LII{Z‘ Zlfmgg 3\,3 (V.59)

9#3 Y 3;3

La ecuacion (V.58) es la equivalente a la (IV.40) del método
polinomico. Ambas expresiones dan la corriente saliente por una
determinada cara en un determinado grupo, como una combinacion
de las corrientes entrantes en ese mismo grupo que se reflejan 0
transmiten sin cambiar de energia, mas un término que contabili-
za el aporte de neutrones que "aparecen" en ese grupo y fugan
por la cara en cuestion. Esta contribucion es la fuente con su
probabilidad de escape en la ecuacion (IV.40), © las corrientes
entrantes en otros grupos con las transmisiones y reflecciones
no diagonales reflejando 1la interaccion entre grupos en 1la
ecuacion (V.58). Las dos expresiones se completan con el término
relativo a la modulacidon de la fuga neta transversal (y de la
fuente en caso de la (IVv.40)).

Una vez obtenida 1a ecuacidn (V.58) se le aplica la realimen-
tacion no lineal y la sintetizacion para 1levar el problema glo-
bal a una formula de 7 puntos, de manera andaloga a 10 hecho en
la seccion IV.3.
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CAPITULO VI:

APROXIMACION DE LA

REALIMENTACION ISOTROPICA
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VI. APROXIMACION DE LA REALIMENTACION ISOTROPICA

Los métodos de
matrices de respuesta presentados en los capitulos IV y V, re-
quieren de la realimentacidon para poder expresar el algoritmo en
la foérmula sencilla de 7 puntos de la ecuacion (IV.53). Los
coeficientes de acoplamiento Agy de esta expresion dependen de
los factores de realimentacidn no lineal f, a través de r,
segin la ecuacidn (IV.44); por 1o tanto es necesario recalcular
los coeficientes de acoplamiento Agy Para todos l1os nodos del
sistema cada vez que se disponga de una nueva distribucidn de
las corrientes parciales entrantes, 10 que ocurre, en principio,
después de cada iteracidn exterior. Este esfuerzo, medido en
tiempo de procesamiento, es necesario si se quiere calcular con
la verdadera matriz de respuesta no sintética. Sin embargo, a
costa de una pérdida de precision en los resultados que sera
cuantificada el el capitulo VII, es posible evitar 1a realimen-
tacion en el calculo de r, en base a cierta aproximacidon sobre
la distribucion de las corrientes entrantes, 1o cual entonces
evita tener que recalcular los coeficientes Agy-

La ecuacidn (IV.45) que define los factores de realimentacidn
no lineal f,, puede escribirse de la siguiente manera:

\
&*F(i‘}'fu.) (VI.1)

donde N es el nimero de dimensiones del problema (interesan
casos con N> 1) y &. una magnitud que cumple con las condicio-
nes:

-1 <& ¢ N-A Lgﬁ 0 Wi.2)
W

Introduciendo la ecuacidn (IV.45) en la (VI.1) se puede hallar
para Eu Ya expresion:

LY
£ R (VI.3)

u " -
Jd
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donde {}> es el valor promedio de 1a corriente entrante en cada
direccion, definido por:
pe L
<j>: — Ju (VI.4)
N ¢ )

En el caso de que las corrientes entrantes en cada direccion
tengan el mismo valor j~ (caso isotrdpico), se verifica <} =1
y Eu=0 para todas las direcciones. De aqui se deduce que Eu de
la ecuacidn (VI.3) es una medida del apartamiento, positivo ©

negativo, de la componente u de la corriente entrante, con res-
pecto al caso isotrdpico.

Introduciendo los f, definidos por la ecuacion (VI.1) en
la expresidon (IV.44) para ry, se obtiene:

’(v (T (“ Ev)
( v

_ hy
u = :

Después de un poco de algebra, la expresion anterior puede po-

(VI.5)

nerse como:

-
X = Y 3 0¥y (VI.6)

5 3 - -
con Yy representando 1a componente sintética:
Av Yy

S
(. = V_"i_ (VI.7)
Hv

hv

y &ry un término de correccidon, definido por:
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)2 () €
L -%E(hfw)

Si la matriz original es sintética entonces ry, es una fun-

(VI.8)

(SYL_ =

cion Gnica de la direccion u de salida, con 1o que la ecuacion
(VI.7) resulta en ‘f’:‘fm 1o cual anula éry y se obtiene Tu=“f
para cualquier condicion de realimentacion €v . Los nodos rec-
tangulares del presente trabajo tienen matrices de respuesta no
sintéticas; ain en el caso cuadrado (0 clibico) sus matrices no
son sintéticas a partir del término en h /13/. Por 1lo tanto
ThLiff y estos apartamientos de la condicion sintética son co-
lectados en &ry con factores de peso €v en cada direccidn.

La aproximacion mas directa que se puede hacer para evitar
recalcular los coeficientes Agy, consiste en fijar:

§¢, =0 (VI.9)

para todos los nodos, en todas las direcciones. Entonces ry
se evallia simplemente como:

Yo = Yu (VI.10)

De la ecuacidon (VI.8), la condicion 6ry =0 se asegura cumplien-
do €,=0 para todas las direcciones con lo cual los factores de
realimentacidn no lineal f, resultan independientes de la di-
reccidon, ecuacion (VI.1), y esto origina el nombre de la aproxi-
macion.

Validez:
La condicidén (VI.9) para 8ry, es la situacion extrema
de la siguiente aproximacion:
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|6V, | <« (e (VI.11)

la cual permite calcular r, de la ecuacidn (VI.10), ya que con
la condicion anterior se cumple: Y, % TE . Introduciendo 1las
expresiones (VI.7) y (VI.8) se obtiene:

Li". A Ev | K L:’(—:@*fv) (VI.12)
Y

v hv
donde se han utilizado las propiedades f(.,)o y({+6¢)>,0 s Y Aryy
es el apartamiento relativo de la matriz de respuesta respecto

de 1a expresidon sintética:

s
TVLL - V-I.(,

>

AGy = (VI.13)

La desigualdad (VI.12) es la condicion que debe cumplirse pa-
ra poder utilizar la ecuacidn (VI.10) en la evaluacion de ry;
consiste en una relacidon entre las propiedades de la matriz de
respuesta, fijas a través de aryy, ¥ Mv , y las caracteristi-
cas de la solucidon, contenidas en Ev . Es evidente que la con-
dicion (VI.12) impone menos restricciones a los valores de Ev
que la condicion Ev=0 con la cual fue derivada la relacidn

(vIi.10).

VI.1 E1 caso de nodos cubicos:

E1 caso de nodos cibicos (0 cua-
drados) es de particular interés por la simetria de sus elemen-
tos, como asi también por ser casos de interés practico. Para un
nodo tal, se tiene:

hy = h (VI.14.a)
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t St u=v
tw = (VI.14.Db)
b S¢ U#v

con lo cual se necesitan solamente dos cantidades para definir
su matriz de transmisiones. De la definicion (IV.4l.b) se obtie-
ne para {y :

o = ] twe = L (t+(N0b) = 4 (VI1.15)
w

y para la expresion del factor de distribucion de fugas ryy,

se tiene:
X Si u=v
v 1 (VI.16)
v = b
I Su U#Y
La expresion sintética ¥,> se obtiene de la ecuacidn (VI.7) como:
’ 5
oo ts0b Ly (VI.17)
NM N

es decir que en el caso de que la matriz de respuesta sea sintée-
tica, la probabilidad de fuga por una cara cualquiera es la
inversa del numero total de caras del nodo.

De las ecuaciones (VI.16) y (VI.17) se tiene para Aryy:

Z(N&)&-w SL U=V
. " (VI.18)
vy =
2 (b-t) SC Upv
N

Introduciendo estas expresiones para Ary, en la desigualdad
(VI.12), se 1lega a:
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LOV) (eop) €, _'%(t—b)zlév <« ] e

& VU v

la cual, utilizando la ecuacion (VI.2) para anular la suma de
los Ev,se reduce a la siguiente condicidn:

|gul « —L . ﬁ(* (VI.19)
L] t-b]

que establece la cota para |€.| en todas las direcciones en fun-

cion del apartamiento de l1a matriz de su condicidon de sintética,

contenido en |t-b].

Entonces para el caso de nodos cubicos, r, puede ser calcu-
lado de la expresidn sencilla (VI.7) dentro de los l1imites de
validez de la desigualdad anterior. Del conjunto de posibles
valores para Eu , dados por la ecuacion (VI.2), se deduce:

max | €] € N-L (VI.20)

con 1o cual la condicidon de validez de la aproximacion de la
realimentacion isotrdpica se vuelve:

*
L de X (VI.21)

N-14

la cual debe cumplirse para todos los nodos del sistema y en
todos l1os grupos.
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CAPITULO VII:

RESULTADOS NUMERICOS
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VII. RESULTADOS NUMERICOS

Los métodos descriptos en este trabajo
fueron programados, en dos dimensiones, en codigos de prueba
para evaluar su comportamiento. En este capitulo se presentan
los resultados numéricos obtenidos de estos programas con 10s
métodos de matrices de respuesta, ambos el polindmico y el
analitico, para las dos representaciones distintas de la fuga
neta transversal e incluyendo la aproximacion de la realimen-
tacion isotrdopica. No se incluyen los resultados correspondien-
tes a los métodos de malla gruesa dado que éstos difieren del
método de matrices de respuesta en los aspectos iterativos ana-
lizados en la subseccidn IV.4.c, que condicionan la convergencia
del proceso iterativo pero, en caso de converger, la calidad de
los resultados es la misma en razdon de la equivalencia existente
entre ambos esquemas, reflejada en las ecuaciones (1.3).

Los resultados se presentan en dos secciones; en la primera
de ellas se analizan los elementos de respuesta de un nodo
ejemplo y se 1los compara con los valores de referencia
correspondientes a la teoria de matrices de respuesta de orden
cero, obtenidos de la literatura. De esta manera en la primer
seccidon se analiza la precision de los métodos desarrollados en
el tratamiento del problema local. La segunda seccidn contiene
los resultados obtenidos en el cdlculo de la distribucidon de
potencia del problema benchmark bidimensional de 1la IAEA y 1las
comparaciones con la solucidon de referencia.

VII.1 Elementos de respuesta:

Las ecuaciones de respuesta (IV.39)
y (V.55) estdn caracterizadas por los factores de reflexidn
directa py ¥y las transmisiones t,, que forman las matrices
respectivas. Tal como se menciond oportunamente, estas magnitu-
des no se corresponden con la teoria de matrices de respuesta de
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orden cero porque no incluyen la modulacidon de las corrientes
parciales salientes; por lo tanto, para que la comparacidon tenga
sentido es necesario excluir dicha modulacion de la corriente
heterogénea 5; e incluirla en las transmisiones y reflexiones
correspondientes. Este procedimiento se hace utilizando 1a des-
composicion £i=££-£;para la fuga neta transversal, y esta indi-
cado en Apéndice IV con las formulas utilizadas es esta seccion.

Los elementos p, ¥y t,, serdn calculados para el caso de un
nodo cuadrado con D=1.5 cm y £,=0.03012 cm'l, de tamano varia-
ble. Debido a la simetria se necesitan solamente las cantidades
p (=py=py)s t (=t ,,=t,,) ¥y b (=t,,=t,, ) para caracterizar 1la
respuesta del nodo. Con estas magnitudes se calculan p = 2(t+b)
y ' = l-p-u. La comparacion se hace contra los valores exactos
extraidos de la referencia 13, donde fueron calculados rigurosa-
mente en base a un desarrollo en serie de Fourier.

En el método analitico las magnitudes de respuesta se calcu-
laron con las constantes Dp=D, I p=I, y constantes arbitrarias
en el grupo rapido. Ademds vif)=vIfp=0 con lo cual la matriz de
buckling deja de depender de la solucidn, pues A siempre aparece
en las expresiones en la forma ik, (ver Apéndice III), siendo
identicamente nulo en este caso.

Los resultados obtenidos estan consignados en la tabla V, 1la
cual contiene los valores de p, ', b y t para tres tamanos de
nodo, calculados en varios Ordenes de expansion con el método
polindmico (en las columnas indicadas con L=3, 4, 5 y 6) y con
el método analitico (en la columna indicada MODAL). Los calculos
con el método polindmico fueron hechos con las dos variantes
para la modulacion de la fuga neta transversal, APD y EML(L),
mientras que en el método analitico sdlo la APD fue utilizada.
La G1tima columna de la tabla contiene la mencionada solucidon de
referencia.
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La tabla VI es complementaria de 1a anterior. En ella se con-
signan los errores relativos porcentuales de las tres magnitudes
calculadas en Pg con respecto a 1la solucion de referencia,
para los tres tamanos de nodo y ambas representaciones de 1la
fuga neta transversal. Los errores relativos porcentuales se
definen como:

X=X

E - — x loo (VII.1)
X x 16

VII.2 E1 problema benchmark de l1a IAEA:

Este problema es el mas
utilizado en la literatura para validar nuevos métodos y cddigos
de calculo en teoria de difusion y geometria rectangular. En la
version bidimensional éste consiste en el cuarto de nicleo de un
reactor PWR mostrado en 1la figura 2, conteniendo dos com-
bustibles de distinto enriquecimiento y barras de control inser-
tadas representadas por un absorbente uniformemente distribuido
en el elemento combustible correspondiente. Esto causa una
distribucion de flujo altamente no separable, que en adicion al
pico agudo del flujo térmico en el reflector conforman una
situacion cuya solucion precisa es dificil de obtener. La solu-
cion de referencia de esta seccion aparece en la figura 3 y fue
obtenida con un método de matrices de respuesta de alto orden
/1/.

Los resultados obtenidos para este problema se encuentran en
las tablas VII a XI. En ellas se muestran los errores de 1la
solucion calculada con respecto a 1a de referencia para el fac-
tor de multiplicacion y la distribucion de potencia; 1os errores
se dan en unidades de 109 (es decir en partes por millon)
para el factor de multiplicacion y para la distribucion de
potencia se consignan el error relativo porcentual maximo:

ek
Enee = mas, §6.] £re BoW
pret

% 100 (VII.2)
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y el error cuadratico medio, definido como:

- N
e - SQRT(J-Z,E:) (VII.3)

N-1 wzt

Las tablas VII y VIII contienen las magnitudes mencionadas en
funcion del orden L de expansion del flujo para el método
polindmico, para tamafios de nodo de 20 cm y 10 cm respec-
tivamente. Las tablas del caso a) corresponden a utilizar el
método de aproximacidon parabdlica directa para la modulacion de
la fuga neta transversal y las del caso b) utilizan la expansion
en momentos locales del mismo orden L de expansion del flujo. En
las tablas del caso a) se incluyen también los resultados obte-
nidos con el método analitico (MODAL).

Las tablas IX y X son analogas a las VII y VIII y correspon-
den a los resultados obtenidos usando la aproximacion de 1la
realimentacion isotropica.

En la tabla XI se investiga el efecto que el orden de la fuga
neta transversal (segin el método EML) tiene sobre la precision
de los resultados, para varios ordenes de expansion del flujo.

Las mencionadas tablas contienen informacion sobre 1los
errores maximo y promedio de la distribucion de potencia. EI
detalle de su distribucion se presenta en las figuras 4 y 5 para
nodos de 20 cm y varios ordenes de expansion del flujo, con las
dos posibles aproximaciones sobre la fuga neta transversal. Se
incluye también 1la distribucion calculada segin el método
analitico para el caso de usar 1a APD en la modulacion de 1la
fuga transversal.

Por Gltimo, las tablas XII y XIII contienen los resultados
obtenidos con varios métodos para el problema de la IAEA, que
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han sido obtenidos de las referencias correspondientes. La tabla
XIII es una comparacidon del método polindmico con EML contra el
cdodigo PUMA /4/ de diferencias finitas, que es el usado comun-
mente para 1os calculos de reactor en el departamento de Calculo
y Analisis del Centro Atomico Constituyentes.

VII.3 Analisis y discusion general:

Los métodos desarrollados vy
presentados en los capitulos IV y V tienen en comin una carac-
teristica distintiva: la ecuacion de acoplamiento del problema
global consiste en una formula de 7 puntos con una inica varia-
ble representando a cada nodo. En el caso de los métodos de
malla gruesa esta variable es directamente el flujo promedio
nodal ( g o ), mientras que en el esquema de matrices de res-
puesta es una combinacidon de las corrientes parciales promedio
entrantes al nodo en cada direccion. Los coeficientes de acopla-
miento de la formula de 7 puntos resultan ser dependientes de la
solucion a través de los factores de realimentacidon no lineal
fue Esta dependencia introdujo los problemas de convergencia que
aparecieron en los métodos de malla gruesa y que fueron analiza-
dos en la seccidn IV.4; desde este punto de vista los métodos de
matrices de respuesta resultan mds atractivos pues no presentan
problemas de convergencia, y por este motivo el énfasis fue
puesto en estos métodos con los cuales se obtuvieron los resul-
tados numéricos presentados en el capitulo anterior. Se estudia-
ron entonces las propiedades y caracteristicas de las posibles
variantes dentro de este esquema.

Precision del método de residuos ponderados:

La wutilizacion del
método general de residuos ponderados en la resolucion de 1las
ecuaciones direccionales (II.4) demostrd ser una excelente
aproximacion a la solucidon rigurosa del método analitico. En la
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tabla V se puede observar que los elementos de respuesta genera-
dos con los residuos ponderados coinciden, dentro de las cifras
indicadas, con los obtenidos en forma analitica, siempre y
cuando se tomen suficientes polinomios en la expansion del flujo
dentro del nodo. Estos resultados fueron obtenidos utilizando el
método APD para la fuga neta transversal, pero la convergencia
del método polindmico a la solucion analitica cuando el orden
L+= es independiente del modelo de fuga transversal utilizado,
ya que en las ecuaciones direccionales ésta aparece como un
término heterogéneo de fuente.

En los resultados obtenidos para el problema benchmark de 1la
IAEA (figura 4) se verifica nuevamente la tendencia a la solu-
cidn analitica a medida que aumenta el orden de expansion del
flujo.

Influencia de 1a modulacidon de la fuga neta transversal:

Los
errores en los elementos de respuesta calculados con los métodos
de este trabajo, tabla VI, indican que tanto la APD como la EML
distorsionan la respuesta nodal, especialmente para nodos de 20
cm de lado. Con la fuga transversal modulada segin la APD se
observa la tendencia a subestimar la transmisidon cruzada y a
sobrestimar la directa, pero de manera tal que sus errores abso-
lutos son de amplitudes parecidas 1o cual se traduce en un
pequefio error sobre la fraccidon u que abandona nuevamente el
nodo. En cambio con la EML se subestiman ambas transmisiones, a
costa de una sobrestimacion del factor p de reflecciones direc-
tas. Resulta sorprendente el pequefiisimo error con que ambos
métodos predicen la negrura I de absorcidon, ain para nodos de 20

cm.,

La combinacion del método polindomico con el modelo APD para
la fuga neta transversal resulta en un método nodal de carac-
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teristicas similares al Nodal Expansion Method (NEM) de
Finnemann /2/, al tener en comin el modelo local de expansion
del flujo nodal en polinomios de Legendre y un modelo equivalen-
te (aunque no igual) de aproximacidon parabdlica para la fuga
neta transversal. En el NEM no se utiliza la realimentacidon no
lineal y el algoritmo del problema global no corresponde a la
formula de 7 puntos de los métodos de este trabajo. La referen-
cia 11 contiene 10s resultados del problema de 1a IAEA obtenidos
con NEM en aproximacion G3B2, que significa 50 5rden en el flu-
jo, esquema de Galerkin en los residuos ponderados y fuga trans-
versal de 299 orden. La comparacion de éstos con el orden 5to
del caso a) de las tablas VII y VIII se resume a continuacion:

Tamafio NEM G3B2 POLINOMICO Pg APD
de

nodo Ke f f Emaxl Ke ff lemaxl
20 cm 1.029657 1.4 % 1.029550 1.3 %
10 cm 1.029611 0.3 % 1.029580 0.45%

TABLA I : Método polindmico con APD versus NEM
(Problema benchmark de la IAEA)

Es decir que dentro de las diferencias entre ambos métodos, se
observa un buen acuerdo en los resultados para este problema.

La versidn analitica del NEM es el Nodal Integration Method
(NIM) descripto en la referencia 3. Al utilizar el mismo modelo
de fuga transversal que el NEM, 1la comparacion con el método
analitico del presente trabajo es posible y se presenta en la
siguiente tabla:
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Tamaho NIM ANALITICO APD

de

nodo Ke ff € max Ke ff emaxl
20 cm 1.02964 2.0 % 1.029542 1.8 %

TABLA II : Método analitico con APD versus NIM
(Problema benchmark de la IAEA)

De nuevo se observa una buena concordancia entre ambos métodos,
aunque el NEM y el NIM tienden a sobrestimar el k-efectivo
mientras que los métodos de este trabajo lo subestiman; mds alla
de esta observacidon, la magnitud de los errores es similar en
cada caso.

En las tablas I y II anteriores el pasaje del método polind-
mico al analitico (6 el de NEM a NIM) no produce la esperada
reduccion en la magnitud de los errores sino, muy por el contra-
rio, los incrementa. Este extrafio comportamiento se observa
claramente en el caso a) de las tablas VII y VIII, y estad
ausente en el caso b) de las mismas tablas. Parece ser entonces
una caracteristica propia del método APD para 1la fuga neta
transversal, que produce un cambio de signo en los errores de la
potencia al pasar de un orden bajo (L=3) a Odrdenes superiores,
como se observa en la figura 4. Debido a este cambio de signo la
expansion de 50 orden para el flujo nodal resulta ser la de
menor error para este problema, pero puede no serlo para otros.
Para el mismo problema tratado con nodos de 10 cm el optimo se
ubica en el 40 grden.

E1 método EML es conceptualmente superior al APD y no adolece
del problema de cambio de signo en los errores, como se puede
ver en la figura 5. Como el nimero de operaciones necesarias
para determinar la modulacidon de la fuga neta transversal con
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EML(LL) depende del orden LL en que se 1o aplique, requiere ma-
yores tiempos de procesamiento que el APD en los Ordenes supe-
riores (caso b) de la tabla VII). Sin embargo existe un efecto
de saturacidon, mostrado en la tabla XI, por el cual no es nece-
sario aplicar el método EML(LL) con drdenes superiores a LL=2 ©
LL=3, lo cual reduce los tiempos de procesamiento a valores
similares a los obtenidos con el APD.

Influencia de la realimentacion:

En el capitulo VI se presentd
un método que en base a cierta aproximacidn, 1lamada aproxima-
cion de la realimentacion isotrdpica, permite eliminar la reali-
mentacidon no lineal en el calculo de los factores de distribu-
cion de fugas ry ¥, en consecuencia, hacer que los coeficien-
tes de acoplamiento de la fdormula de 7 puntos resulten indepen-
dientes de la solucidn. Usando esta aproximacién en el problema
de l1a IAEA (nodos cuadrados, 2 dimensiones) el factor r, se
calcula simplemente como ry=rS=1/4, ecuacidon (VI.17), y con
este valor se construyeron las tablas IX y X. Los errores resul-
tantes, del orden del 3% al 5% de maximo y del 2% de cuadratico
medio en la distribucidon de potencia, son consecuencia de no
cumplirse con la condicion de validez de 1a aproximacion,
ecuacion (VI.21):

{ <« 1‘(*

ya que para los datos de este problema “(* varia en el rango
0.5 a 0.8 para nodos de 20 cm y 0.6 a 1.4 para nodos de 10 cm,
dependiendo del material y del grupo de energia.
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CAPITULO VIII:

CONCLUSIONES
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VIII. CONCLUSIONES

La conclusion mas importante que se rescata
de este trabajo es que la utilizacion de la realimentacidn no
lineal para reducir el nimero de incdgnitas ha sido posible y
en el esquema de matrices de respuesta el algoritmo resultante
es estable, mientras que en el esquema de malla gruesa es nece-
sario en general la subrelajacion de los factores de realimen-
tacion no lineal para lograr estabilidad.

En el esquema de matrices de respuesta es posible remover de
los coeficientes de acoplamiento su dependencia en la solucidn,
por medio de la aproximacidon de la realimentacion isotrdpica. La
pérdida de precision asociada se estima del 4% al 5% en la
distribucion de potencia.

E1 método polindmico en combinacion con el método de residuos
ponderados demostrd ser una alternativa excelente para resolver
el problema local. La supuesta composicion homogénea de 1los
nodos hace que unos pocos polinomios sean suficientes para
describir con buen detalle la forma del flujo dentro de ellos.

Un aspecto que mostrd ser muy importante para la precision
global de los métodos, fue la modulacion de la fuga neta trans-
versal. Las dos aproximaciones propuestas para su determinacion
son equivalentes en eficiencia, con una ventaja de Ta EML res-
pecto de la APD relativa al cambio de signo de los errores ob-
servados en el método polindmico.

La comparacidn con otros métodos de la literatura indica que
los aqui presentados se encuentran al nivel de precision de los
métodos nodales mas avanzados, requiriendo tiempos de procesa-
miento un orden de magnitud menor (para casos bidimensionales)
que el método de diferencias finitas para lograr la misma preci-
sion.
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APENDTICES
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APENDICE I : Polinomios de Legendre.

Las expresiones de 1os primeros polinomios de Legendre son:

Po(x) =1

Pr(x) = x

Pp(x) = (3x2-1)/2

P3(x) = (5x3-x)/2

Palx) = (35x*-30x2+3)/8

L] L] L] .

La siguiente ecuacion de recurrencia relaciona las expresio-
nes para tres ordenes consecutivos 1-1, 1 y 1+1:

(1+1)P741(x) = (21+1)xPy(x) = 1Py_q(x)
Los elementos de matriz bp1 definidos por 1la ecuacion

(IV.5.a) se tabulan a continuacidn para los primeros valores
de p y 1; el resto se 1os puede hallar por induccion:

9 10

-0-

h
—
~N
w
s
(3]
[=)]
~
ao

1 0 0 10 0 28 0 54 0 88 0
2 0 0 0 14 0 36 0 66 0 104
3 0 0 0 0 18 0 44 0 78 0
4 0 0 0 0 0 22 0 52 0 90
5 0 0 0 0 0 0 26 0 60 0
6 0 0 0 0 0 0 0 30 0 68
7 0 0 0 0 0 0 0 0 34 0
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 38

TABLA III : Elementos de la matriz {bp}
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APENDICE II : Expresiones polindmicas y analiticas

para los factores t, ¥ Xy,.

En el método polindomico de matrices de respuesta se introdu-
jeron las magnitudes ty ¥y X, definidas por las expresiones
(IV.24). Las expresiones analiticas de estos factores para los
primeros valores del orden L de expansidon se presentan a
continuacion:

a) L =2

Este es caso basico para el cual no hay ninguna condi-
cion de residuos ponderados, con 1o cual ﬁ£ﬂ==2 y se tiene
para las funciones J.@ (ecuacidn (IV.12.a)):

9 W = ?1(u.) 9:!&“‘) = P

con las cuales se obtiene:

1]
ol

te =1 Xu (A11.1)

En este caso hay una condicidon de residuos ponderados,
con 1o cual:

B- (o o 1) ;  Apéndice I
E= (23 0o o ; ec. (IV.5.b)
b= (2/3KE 0 o) ; ec. (IV.8.a)
Ma = (- {/isk; o) ; ec. (IV.10.c)

y de aqui se obtiene para las funciones 9 W
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|

giu.(“) = Pim + gk—ﬁ‘ ?3(“) Sz.um = Pa(u')

de las cuales resulta:

tyz 4 & 2 Xy= 9 (AI1.2)
[+ 15k

Para los siguientes drdenes de expansion solamente se consig-
nan las expresiones finales para ty, ¥y X;.

c) L =4 :
t, = 4 ¢ _'rl__& (AI1.3.a)
L+15K,
Wi 5 B e (AI1.3.b)
{435k
d) L =5
L g 5
t, - (1+ 1€ i ) (AIl.4.a)
pd { 245Ky UK + 35k
Z+45k% MLk 4+ M5 K,
Xz B 4 —F (AI1.4.b)

1435K2

Se puede decir como regla general que los polinomios impares
inciden sobre el factor t, solamente y que los de grado par
afectan so6lo al factor xy -
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También se puede deducir la paridad de las funciones g&?” :
obsevando que en cualquier orden de aproximacidon van a tener la
siguiente estructura:

9 W) Pt('l) + Au P3 ) + Au Pg(u.) $ e

"

G = e + Bus B + Buz R+ .. -

surge inmediatamente que glu(u) es impar, mientras que
gpy(u) es par.

De las expresiones para L=2 se obtienen los siguientes valo-
res de los factores de correccion por tamafo de nodo de 1los
métodos de malla gruesa, ecuacion (IV.66.b), en el limite para
h+0

'!'-u_" i Sq_" 5-fu

En el capitulo V se obtuvo la expresion (V.24) para la deri-
vada de un modo espacial cualquiera ﬂtm) . En el caso a un gru-
po de energia, el flujo ¢(r) coingige con el.dnico modo ?(r)
pues el espectro es en este caso W =(1). Entonces, en el caso a
un grupo y dejando de lado 1a modulacidon de Ta fuga neta trans-
versal, la expresion (V.24) se transforma en:

i ¢

*
dn. i%a-u #u - &icuq‘u + 'Fuo Cy

=1L

La relacién entre fuo y el flujo promedio en el nodo (¢), se
obtiene promediando las ecuaciones (V.19) para dar:

{uo y (ﬁ_ ¢q_) Ay

Zay/ Q-4

con lo cual la expresion anterior de la derivada se transforma
en:



= 197 =

*
i¢u(u) P i qu ¢n. - (E& - ¢) W G (antlll"c fCO)
dhu U=+{ Z. z‘ Qu- {

La expresion equivalente del método polindmico se obtiene de

la ecuacion (IV.64):

d ¥ | ;
- ¢q(u) .t it ¢u. 5 (fﬂ - ¢) Xy (Polinemito)
dn, |u=*¢ L &
Comparando ambas expresiones se observan las siguientes rela-
ciones entre las magnitudes t, y x, del método polindmico y
ay Yy ¢, del método analitico:

ty = Qu . (AIl.5.a)
X, = Jufe (AI1.5.b)
{-Qu

La equivalencia anterior se analiza en el siguiente ejemplo

numérico.

Ejemplo: nodo cuadrado de h=20 cm, D=1.5 cm y £,=0.03012 cm-1.

2
Ke = 0.49804 ; ec. (IV.4)
2 L -2 .
B = - — 002008 Cm ; Apéndice III
i

con estos valores se calculan x, y t, en distintas aproxima-
ciones, segin las expresiones de este apéndice y con a, ¥ Cy
de las ecuaciones (V.25). Los resultados se consignan en 1la

tabla siguiente:
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MAGNITUD L=2 L=3 L=4 L=5 segin (AIL.5)
ty 1.0 1.5903| 1.5903 | 1.5940 1.5940
Xy 3.0 3.0 3.3798 | 3.3798 3.3804
TABLA IV : Valores numéricos de t, y X, para un nodo

de 20 cm con D=1.5 cm y £,=0.03012 cm-1
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APENDICE III : Autovalores y autovectores
de 1a matriz de buckling

Los autovalores de la matriz de buckling:

: .
A Y Z“ - Lla XQI*L
D
Aa 1}1_ i
B =
Z.sul Zag
L Dy Dy,
Az 2 A
se obtienen anulando el determinante de la matriz: B - B I

La expresion resultante es:

By - I sam(%‘z_v)

2
donde T y D son la traza y el determinante de la matriz B ,
dados por las siguientes ecuaciones en términos de la teoria

N

de reactores a dos grupos:

i 1
T “('a*‘@)

{
]) = 'ﬁ (i- )\hv)
con:
LI %{ () (‘?91] ky < 4-p)00f)y + b (0f)s
Vg
2 D ©§)e = 3
Lo Z:; ( : Zag
Lsaz % = Dy

g Zva
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Los autovectores respectivos se obtienen de:

A —_— 2 — ,
Bz. U‘L = Bf_ U-l. L=4,2

Como la ecuacidon (V.2) es homogénea, los autovectores pueden
ser normalizados tal que una de sus componentes sea la unidad,
asi se obtiene:

Uy = ol (£, %) U, = ol (G, 1)
con:
2.2
Voo {+L ®e . ( Zsiz
Yi -z —— : T& - — ) o =
1+1% 3% Yoo Zax
A

La matriz U de la ecuacion (V.9.a) queda entonces definida
por:
L %

A

U -

q L

y su inversa viene dada por:
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APENDICE IV : Elementos de respuesta que incluyen la modulacidn
de las corrientes parciales salientes

La descomposicidon del vector 4;5 de 1a fuga neta transversal
en é;-{; permite incluir la modulacion de las corrientes parcia-
les salientes (contenida en &; ) en los elementos de respuesta
de la ecuacion de respuesta nodal, para hacer corresponder a és-
tos con los de la teoria de matrices de respuesta de orden cero.
Dado que el procedimiento es diferente segin el método que se
aplique para determinar la modulacion de la fuga neta transver-
sal, se analizara cada caso por separado, indicando los pasos
mas importantes para obtener las expresiones respectivas.

a) Método polindmico con APD:

5 &
La particion n(i: Ly = K implica

una particion similar en el vector Su. de la ecuacidon (IV.8.b):

+ - 2 ot @ -
Su=Su-5 = ’If.’-tu-(i)g_&+%q_) (AIV.1)

T T %
con esta divisién las expresiones para Ou. Wu y S_Lu.-wu. de 1las

ecuaciones (IV.29), se explicitan como:

Su. W = Vs W + Lia Was - 53;\& (AIV.2.a)
+ * + * -T *
SI-VA*: | Wy + Luz\Juz- S_u.\!g.__ (AIV.2.b)

De la definicion del vector !& , ecuacion (IV.25), y de la pari-
dad de los Py(u) se deduce que W,1=0 y W, 5=2Wp,,, ¥y para la com-
ponente antisimétrica: H:1=2W1u+ y W,2=0.
+ -
Insertando las expresiones (1II.24.a) para Ly1 ¥ Ly2, se
obtiene:
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Su. Wy = 3 W Z.?T *J* “"[.Lw(d (m) §) -
V#UL

VéU

- 5y . Wy (ATY.3

o i 1 -T ¥ 3.
Sy - _5 L%_ = cﬁ“ﬁ (AIV.3
V#UW

La segunda sumatoria del lado derecho de la ecuacion (AIV.3
puede ser descompuesta segln:

éﬁv(ﬁ ) = L () - £ (-0 )

con esta descomposicion e introduciendo las ecuaciones (AIV
en el par (IV.29) se obtiene el siguiente sistema equivalente
(IV.31):

it AT Ad _wW'S (AIV.4.

con las definiciones:

9«'.«[‘5‘&5-1-3'5_-&(25_-\\'/, 3’ (AIV.4.

a)

b)

.a)

.3)

al

a)

b)

C = diag (Bu, Bv, Bw) (AIV.5.a)
A = diag (K, &y, dw) (AIV.5.b)
G = diag (4, ¥%, ) (AIV.5.c)
K =EL;'~E—$-£1 D . diag (Su, v, Sw) (AIV.5.d)
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E = d.l.ﬂ.ﬂ (Ell. ) EV ) EW)

(AIV.5.e)

("&‘ D) d= 2ty - Wm[m

V= E i.ﬂ.h"*
con:
(})k: ad. Xy - \’sz
fu B 2dqu+ Waus
D
E. = o Wewr
D

(ZU-AH.)

hy

VU

E1 sistema (AIV.4) una vez resuelto conduce a:

donde A,

2o

j:E\-j—+Z.Q11+j

0

f*: ,E-Q_*w‘ 5_.*

, oy j' vienen dados ahora por
B (ERESK

Po(z+a) (z-4)

T- (;+g+k)‘1 X

P+ WS
f*--(I+A) twr e

ViU

L_) Su- Ldukes 2w [,
hy D

(AIV.

(AIV.

(AIV.
(AIV.
(AIV.
(AIV.

(AIV.

.a)

.b)

.a)

.b)

+C)

.d)

.e)
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A partir de 5 y f , las transmisiones E se obtienen como
antes segin las ecuaciones (IV.37) y (IvV.38). Las magnitudes R,
E y E son ahora las correspondientes a la teoria de matrices de
respuesta de orden cero, y los vectores if y jj* contienen
ahora solamente la modulacidon de las corrientes entrantes (y de
la fuente, si no es plana).

b) Método polindmico con EML:
Utilizando las expresiones
(111.35.a), la particion (AIV.1l) queda expresada:

8 _i_(LA— Su
R g, - S (AIV.8)

Véu

donde: §;= ££4-%-35 y se ha supuesto que el orden LL de expan-
sion de la fuga neta transversal es el mismo que el del flujo
(L). La introduccidn del vector S« definido por la ecuacion
(AIV.8) se hace en la ecuacidon (IV.9), la cual queda convertida

en:

() -
Ho. Bu 4 :—“ E. =29 (AIV.9)

con la nueva definicion para Hﬁ:

~ K snﬁ

Con esta nueva expresion para Hy , el procedimiento para encon-

2
Hy = B_(i+ ha A') E (AIV.10)

trar las expresiones de las magnitudes de respuesta es idéntico
al detallado en el capitulo IV.

¢) Andlitico con APD:

La expresidon matricial de las componentes

+ + 3 .

Lyr Y Ly2 de la ecuacion (II1I.24.a), después de manipuleada, es:

- — =

+ A< A 4K K

b
E 2 MR T h
2 :qu.(t‘u_ﬂugu.ju e j L (5,3 ) (AIV.11.b)
U}
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A A A A
donde las magnitudes u , Pu 5 S( y fu no tienen que ver con

otros usos anteriores de los mismos simbolos. Las definiciones
correspondientes son:

A A

oo = _hi.i :_Av (AIV.12.2)
Vi

A A A

Bu= I-Au (AIV.12.b)

Su= oy - Eu (AIV.12.c)

A A A

o= I+ (AIV.12.d)

con:

>
£

= dbas (Au, Au.:.)

— % — —*% - —
0 +
Evaluando JL con Lu1= Lut = LuL y utilizando para Lue 1a
expresion (AIV.1l.a), se obtiene para la componente antisimétri-

ca la siguiente ecuacidn, equivalente a la (V.40):

™~ R
i o« L. AP Wy (AIV.13)
donde:
?“ - (I g“)-i'(i-;“) (AIV.14.a)
31* . (i+§u)h.i ‘quu"ziﬁt (AIV.14.b)
con:

= A T Al A
Xy = Ed-tt.'au-i- d-u.-hu.-du._c(u

La quaci&g para la componente simétrica se obtiene evaluando
32 con Luz = L -lez, donde Liz estd dado por la ec. (AIV.11.b).
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Introduciendo la expresion resultante en la (V.43) y agrupando
términos, se 1lega a la equivalente de la ecuacion (V.48):

?: IR.?+ ? (AIV.15)
donde:

R- A. B (AIV.16.a)

po>- & ==

¥. A3 (AIV.16.b)

siendo /A y 1B supermatrices compuestas por las siguientes ma-
trices bloque de (2x2):

A A Ay A = A-LA A A n . At
Awe = (T-Eatdy. iu_m.éuwl du (E-my). dy . he (AIV.17.a)
he!
o oeee  Asl
é\u"u 3 (i‘[‘E_-—d- m d. ) éuu"i' d.u (Cq. mu, {JH.) d-ll. _U. (AIV.I?-b)
—, hu!
y J estd definido por:
— -, *
T% oL (T , 3, , Iw) (AIV.18)

con:

De 1las ecuaciones (AIV.14.a) y (AIV.16.a) se obtienen 1los
elementos de respuesta finales, como en 1os casos anteriores.
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(t) (t-1)
FIGURA 1 : Diagrama de la ecuacitn : f «(Q) + &(ﬂJ f

mostrando un camino espiral convergente y otro

divergente.
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FIGURA 2 : El problema benchmark de la IAEA

—J =0
I =0
i P
| reflector
t 7
| comb 1 27
| P
: I//
i Fd
I
| comb 2 ’,’
comb 2 + E§ \\Q
barra de control §&
|
I
: -
| ,’
-t
e
L L .
N T D O N\ O
20 am
DATOS Buckling axial = 8.0 T

REGION D, D, Lo La | La WU,

comb 1 1.5 0.4 0.02 0.01 0.08 0.135
comb 2 1.5 0.4 0.02 0.01 0.085 0.135
comb 2
+ barra 1.5 0.4 0.02 0.01 0.13 0.135

reflector 2.0 0.3 0.04 0.0 0.01 0.0
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( Obtenida de la referencia 7 )

k - efectivo :

1.029583

Solucién del problema benchmark de la IAEA

Densidad de potencia promedio por elemento cambustible:

0.7453

1.4346

1.3092

1.4690
1.4794
1.4533

1.1927
1.3449
1.3146

1.2105

0.4706
0.9671
1.1792
1.0696
0.6100

0.5852
0.6857
0.9065
1.0706
1.0362
0.9352

0.5974
0.8464
0.9753
0.9506

0.9345

0.6924
0.7360
0.7552
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Errores relativos porcentuales en la distribucidn

FIGURA 4 :

de potencia. Nodos de 20 cm y fuga transversal segin APD.
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Errores relativos porcentuales en la distribucién

FIGURA 5 :

de potencia. Nodos de 20 cm y fuga transversal

segn EML(L).

orden del
método
polindmico

cccccc

.....

------

......
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TABLA V : Valores de las magnitudes de respuesta calculadas
por los métodos polindmicos y analitico, para tres
tamafios de nodo.
TAMARO | MAG- | FUGA | ORDEN DE EXPANSION(L de ‘L) MODAL | EXACTO
NITUD | TRANS. 3 N 5 6
p | Ap -0.2027 | -0.2027 [-0.2027(-0.2027 [-0.2027 | _; ,ose
EML(L) | -0.1986 | -0.1986(-0.1986|-0.1986 | --- '
po | Ae 0.1374 | 0.1375] 0.1375) 0.1375 | 0.1375 | o 1o
EML(L) [ 0.1374 | 0.1375] 0.1375] 0.1375 | --- '
5 am
L | A 0.3570 | 0.3610f 0.3610( 0.3610 | 0.3610 | ; 5¢;-
EML(L) | 0.3570 | 0.3611] 0.3611] 0.3611 | --- :
APD 0.1757 | 0.1716] 0.1716] 0.1716 | 0.1716 | o 1,00
t | ey | 001737 | 0.1695| 0.1695| 0.1695 | --- :
APD 0.0501 | 0.0501| 0.0501| 0.0501 | 0.0501 | o 14,
¢ | mww) | o.0611 | 0.0611| 0.0605| 0 0605 | --- '
APD 0.2440 | 0.2457| 0.2457 0.2457 | 0.2457 | o .
[ | pw) | o0.2441 | 0.2455] 0.2455| 0.2455 | --- ;
10 cm
APD 0.2604 | 0.2704( 0.2704| 0.2704 | 0.2704 | o ,oez
b | ) | o0.2604 | 0.2709] 0.2709| 0.2709 | --- '
APD 0.0925 | 0.0816| 0.0817( 0.0817 | 0.0817 | o 1.0
t | e | 0.0870 | 0.0758| 0.0761] 0.0761 | --- :
p | A 0.2374 | 0.2374( 0.2358] 0.2358 | 0.2358 | o 555
EML(L) | 0.2583 | 0.2583| 0.2543| 0.2543 | --- ;
APD 0.3682 | 0.3840| 0.3840| 0.3840 | 0.3840 | o 500,
[ | By | o0.3681 | 0.3823] 0.3822 0.3822 | --- '
20 am
L | 4D 0.1448 | 0.1642| 0.1642| 0.1642 | 0.1642 | o 1,1
EML(L) | 0.1448 | 0.1658| 0.1658] 0.1658 | --- '
APD 0.0524 | 0.0251] 0.0259| 0.0258 | 0.0258 | | oy0s
t | BL(L) | 0.0420 | 0.0139] 0.0159] 0.0158 | ~--- :
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TABLA VI : Errores en las magnitudes de respuesta calculadas
en P6 para tres tamafios de nodo y ambas represen-

taciones de la fuga neta transversal.

TAMARO FUGA NETA

TRANSVERSAL 6? E,r' éb 6& CQ

B APD -0.10 0.00 -0.19 0.47 0.02
EML(6) 1.88 0.00 -0.17 -0.76 =0, 35

10 cm APD 1.42 0.04 -1.06 3.16 -0.11
EML (6) 22.47 -0.04 -0.88 =391 =1.55

20 APD 1.29 0.42 -4.,48 25.85 -1.25
EML(6) 3.23 -0.05 -3.49 ~22.93 =5.55

ol

Todos los errores estan en




TABLA VII :

CASO a)
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fuga transversal modulada segln APD

Resultados problema IAEA con nodos de 20 cm.

e b N
ORDEN "'L'' DE 1
EXPANSION AKes Emx ¢ Tepe
3 -538 -14.2 6.6 23
4 -150 -1.8 0.87 3.7
5 -33 1.3 0.34 4.1
6 -41 1.8 0.51 4.5
7 -40 1.8 0.52 4.9
8 -40 1.8 0.52 5.3
modal -41 1.8 0.52 4.8
CASO b) fuga transversal modulada seglGn EML (L)

i _

RN LD | e | €] T
3 -513 -14.4 6.6 3.2
4 -164 -3.1 1.5 3.8
5 -50 -1.5 0.62 4.4
6 -63 -1.0 0.41 4.8
7 -63 -1.0 0.40 5.5
8 -63 -1.0 0.40 6.1

errores en ppm

b o
: errores en %

tiempo de CPU

en minutos para la BASF 7/68 del C.A.C. E1 problema
fue resuelto en simetria I ( ndcleo completo ).
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TABLA VIII : Resultados problema IAEA con nodos de 10 cm.

CASO a) fuga transversal segin APD

ORDEN "L" DE . b —x b
EXPANSION AKeys G v ¢
3 -107 -3.2 1.4
4 -3 0.28 0.08
5 -3 0.45 0.14
6 -3 0.45 0.13
modal 3 0.43 0.12
CASO b) fuga transversal segin EML(L)
ORDEN "L" DE . bl T b
EXPANSION DKegs Comns 7
3 -166 -3.3 1.5
4 -14 -0.70 0.22
5 -19 -0.51 0.14
6 -19 -0.51 | 0.14

errores en ppm

errores en %
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TABLA IX : Resultados problema IAEA con nodos de 20 cm y
la aproximacidn de la realimentacién isotropica.
CASO a) fuga transversal modulada segin APD
ORDEN ''L'" DE AK : é B F %
EXPANSION ess max
3 -38 -11.8 5.5
4 718 -4.4 1.5
3 798 -4.8 1.9
6 804 5 2.0
7 805 5.2 2.0
8 805 5.2 2.0
modal 847 5.4 2.0
CASO b) fuga transversal modulada segin EML(L)
ORDEN "'L'* DE . °|
EXPANSION AKes Comax ¢
3 -9 -12.0 5.
4 742 -5.1 1.5
5 814 -4.8 1.5
6 819 -4.8 1.6
7 820 -4.8 1.6
8 820 -4.8 1.6

errores en ppm

errores en %
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TABLA X : Resultados problema IAEA con nodos de 10 cm y
la aproximacidén de la realimentacidn isotrdpica.
CASO a) fuga transversal modulada segin APD

R edE | My | O] &
3 -117 -3.0 1.4
4 32 -3.3 1.6
5 29 -3.2 1.6
6 29 -3.2 1.6
modal 16 -3.8 1.9
CASO b) fuga transversal modulada seg@in EML(L)
ORDEN "L" DE | . £ ¢ £
EXPANSION eff max
3 -135 -6.4 3.0
4 22 -4.0 1.9
5 20 -3.8 1.8
6 20 -3.8 1.8

errores en ppm

errores en %
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TABLA XI : Influencia del orden (LL) de la fuga neta transversal
segin el método EML.
( Problema IAEA, nodos de 20 am)

i — c
ORDEN DE EXPANSION FUGA NETA AK 6} ; ¢ Y T
“L'" DEL FLUJO TRANSVERSAL ey max cpu
6 EML(0) 457 0.96 2.7 =
EML(1) -26 0.58 1.7 4.0
EML(2) -68 0.46 1.2 4.2
EML (3) -63 0.42 -1.1 4.3
EML (4) -63 0.41 -1.0 4.5
EML(5) -63 0.41 -1.0 4.6
EML(6) -63 0.41 -1.0 4.8
5 EML (0) 462 0.95 -2.8 <as
EML(1) -13 0.76 -2.0 3.8
EML(2) -55 0.64 1.6 3.9
EML(3) -50 0.62 1.8 4.0
EML (4) -50 0.62 1.8 4.1
EML(5) -50 0.62 1.5 4.4
4 EML(0) 351 0.97 2.3 s5%
EML(1) -122 1.6 -3.5 3.3
EML (2) -164 1.5 -3.1 3.4
EML(3) -164 1.5 -3.1 3.6
EML (4) -164 1.5 2.1 3.8
3 EML(0) -70 5.8 -13.4 .
EML(1) -513 6.6 -14.4 2.9
EML(2) -513 6.6 -14.4 3.0
EML (3) -513 6.6 -14.4 3.2
a

errores en ppm

b : errores en %

tiempo de CPU en minutos para la BASF 7/68 del C.A.C. EIl problema
fue resuelto en simetrfia I ( nGcleo completo ).
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TABLA XII : Resultados del problema de la IAEA
para varios métodos.
e b
METODO REF. | |OKess| | [Emax] OBSERVACIONES
NEM 2,11 74 1.4 6332
NGFM 6 12 0.7 basado en funciones de Green
FERM 8 3 Yo elementos finitos
Polinomial 9 20 1.8 expansién de 4°orden
Polindémico EML | presente 63 1.0 flujo P6 con EML(4)
trabajo
Dif. 5.0 cm 340 13.9
finitas [1.25 am 11 50 2.0 puntos centrados en el mesh
"VENTURE" 14 67 cm 5 0.4

errores en ppm

errores €n o

Q

Todos los casos, excluyendo los de diferencias finitas, corresponden

a un tamafio de nodo de 20 centimetros.
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TABLA XIII : Comparacidn con el cédigo PUMA.
% =t b b
|8kt | € | [Emexl | Tepo OBSERVACIONES
Polinémico EML 63 0.41 1.0 51 P6 EML(4); 1/4 nGcleo
5.0 cm 343 6.6 14.0 53
PUMA 1/4 nicleo
2.5 am 169 2.4 5.1 358
a

errores en ppm

errores en %

segundos de CPU en la BASF 7/68 del C.A.C.

En todos los casos el criterio de parada de las iteraciones fue una

precisién en el flujo de 107",

4
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