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RESUMEN

En los Gltimos ahos se ha demostrado que lus teorias
de medida en la red son una técnica muy Qtil en el estudio de
fendbmenos no perturbativos en teorias de campos no abelianos.

Este método consta de los siguientes pasos:

a) Discretizacidn del problema analizado.
b) Estudio del diagrama de fases correspondiente.
c) Aproximacibn al continuo en los valores del aco-

plamiento donde la loncitud de correlacidén es infinita.

En esta tesis se ha estudiado en detalle el punto b),
es decir, se han analizado los diagramas de fases de las teorias
de medida en la red con grupos abelianos y no abelianos. llara es-
tos fines se utilizaron técnicas analiticas que brindan resulta-

dos tan aceptables comn los obtenidos numéricamente..

Usando la aproximacién de campo medio con correcciones
radiativas se analizaron los modelos Z(2) de medida con materia
escalar, U(l) y SU(2) de medida mixtos en cuatro dimensiones a-
daptando la técnica al caso en que las variables presentes en la
accién no son lineales. Las predicciones cuncucrdan notablemente
con los resultados obtenidos mediante simulaciones numéricas. A-
demds se analizd la influencia de la medida elegida en los resul-

tados del método.

También se estudid la aproxinacidn variacional en for-
mulacién Hamiltoniana. Aplicamos la técnica a la teorfa SU(2) de
medida en 3+1 dimensiones calculando los valores medios en el mo-
delo Lagrangiano equivalente(tridimensional) mediante cdlculos de

plaqueta media.

Para mejorar las ideas variacionales se propusieron dos
métodos iterativos del tipo Bethe-Peierls vy Lanczos. La segunda
variante propoiciona resultados excelentes en pocas iteraciones
al aplicarla al cdlculo de autovalores de la ecuacidén de Mathieu

y del modelo de Ising culdntico unidimensional.
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Finalmente se extendif la técnica de plaqueta media
a cualquier grupo de medida y representacién. Las predicciones
obtenidas para teorfas SU(2) y SU(3) de medida mixtas son muy

buenas comparadas con resultados de Monte Carlo.
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ABSTRACT

In recent years it has been shown that lattice gauge
theories are a powerful technique for the study of non perturba-
tive physics in non abelian field theories. This method consists

of the followina steps:

a) Discretization of the problem.

b) Lvaluation of the phase diagram.

c) Approximation to the continuum for those values
of the coupling constant for which the correlation length goes

to infinity.

In this thesis the point b) has been studied in de-
tail i.e. we have analyzed the phase diagrams of lattice gauge
theories with abelian and non abelian groups. For this purpose
we have used analytic methods which gave results as good as tho-

se obtained by numerical approximations.

Using the mean field approach with radiative correc-
tions we analyzed the Z(2) gauge model with scalar matter as
well as the U(1l) and SU(2) gauge theories with mixed actions in
four dimensions. We adapted this technique for the treatment of
actions with non-linear veriables. ‘1The predictions are in remar-
kable agreement with those obtained performing numerical simula-

tions. We also analyzed the influence of the gauge in the results.

We studied the variational approach in Hariltonian
formulation applying the technique to the SU(2) gauge model in
3+1 dimensions. The mean values in the equivalent threedimensio-

nal Lagrangian model were evaluated by the mean plagquette method.

In order to improve the variational ideas we have
proposed two iterative methods similar to the Bethe-Peierls and
the Lanczos approximations. The second one has given excelent
results 1n a few iterations when we applied it to the evaluation
of eigenvalues of the Mathieu equation and to the Ising onedimen-

sional quantum model.
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Finally we extended the mean plaquette technique to
any gauge group and represcntation. The predictions for the phase
diagrams of the SU(2) and SU(3) gauge mixed theories are in good

agreement with Monte Carlo results.
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CAPITULO I

INTRODUCCION
TEORIAS DE MEDIDA EN LA RED

I.a Cromodindmica Cudntica

4

Actualrente las teorias de campos de medida no abelianos
tienen fundamental importancia para la fisica de altas energias.
En particular se cree que la teorifia que describe las interacciones
fuertes es la Cromodindmica Cuénticgﬁ(QCD) cuyo grupo de mwedida es
el SU(3) de color. La QCD es renormalizablé’y posee la propiedad
de libertad asintética% es decir la interaccidén entre los constitu-
yventes fundamentales de los hadrones (quarks y gluones) disminuye
al acortarse la distancia entre ellos. Este efecto ha sido observa-
do en experiencias de muy altas energiasﬁ Sin embargo luego de va-
rios anos de haber sido propuesta afin no se sabe con total certeza
si la QCD es la teoria correcta. Esto se debe a que los principales
fenbmenos que hipotéticamente describe, son de naturaleza no pertur-
bativa (o sea las magnitudes fisicas de interés no admiten un desa-
rrollo en serie de potencias del acoplamiento). En consecuencia las
herramientas habituales de la teoria de campos (diagramas de Feyn-
man) no son adecuadas para su tratamiento. Entre estos fendmenos se
destaca el confinamiento o sea la propiedad por la cual los quarks
vy gluones no son observados libres. Su estudio requiere el desarro-
l1lo de nuevas técnicas aproximadas. Si la QCD fuese la teoria co-
rrecta, mediante estas técnicas deberia poder predecirse el espec-
tro hadrénico y muchos otros datos experimentales de bajas energias
como, por ejemplo, el momento magnético de los nucleones.

En resumen el principal inconveniente que impide dilucidar
si la QCD es o no la teorfa de las interacciones fuertes, es de in-
dole matem&tica. No sabemos cémo obtener informacién cuantitativa
confiable de esta teoria de campos debido a la fundamental importan-
cia de los efectos no perturbativos. Ademds los sisteras de interés
involucran interacciones entre muchos cuerpos. Por ejemplo un simple

protdédn serfia un estado ligado de tres quarks rodeados de pares



quark-antiquark y gluones. Un nficleo de uranio estaria formado por
714 quarks complicando apreciablemente cualquier andlisis.

El Gnico método cuantitativo que se ha desarrollado con
éxito para el estudio de la QCD a bajas energias fue ideado por K.
Wilson}y lleva el nombre de teorias de medida en la red (lattice
gauge theories). Mediante esta técnica se han logrado estimaciones
confiables de numerosas magnitudes fisicas de interés. El resto de
este capitulo esta dedicado a una descripcidn de este método tan

fructifero en teorias de campos.

I.b Analogia entre teoria de campos v meclnica estadistica

Una teoria de campos puede cuantizarse mediante el forma-
. . 8 -
lismo de integrales de camino. El valor de expectacidn en el vacio

de un cierto observable @ se define mediante la siguiente expresién,

Dy () »Q/XV{*%S“@}

<@>: S - , (1)

fb\{) va\:{_ %6(@‘)}

donde S(‘{ﬂz gdqx r(‘{)(ﬂ\) es la accidn que describe la teoria estudia-
da y lf su densidad Lagrangiana (por simplicidad supondremos que (P(x)
es un campo escalar dependiente de la coordenada espacio- temporal X))
En la ec. (1) hemos efectuado el cambio de variable Xﬁit (rotacién de
Wick) donde I es el tiempo en espacio de Minkowski. O sea trabajare-
mos en métrica euclidea (ref. 3, pag.133). El simbololﬁav indica que
debe sumarse sobre todas las posibles configuraciones de la variable
’(x) ademds de las cldsicas que minimizan S(y) . Para dar un sentido8
matemdtico mds claro a lo antedicho se adoptan las ideas de Feynman,
es decir, se discretiza el espacio- tiempo (mediante una red cfbica,
por ejemplo) colocando una variable %HNO en cada sitio m de dicha
red. Al finalizar los cdlculos debe tomarse el limite en que el es-
paciamiento de la red A tiende a cero (0o en otras palabras mandar
el corte en impulsos /& & infinito). Para colocar una teorfia esca-
lar en la red se hacen los siguientes reemplazos (en dimensién igual

a cuatro),
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donde W es el potencial de la teoria y g la constante de acoplamien-
to. Si adem&s se supone que el tamano V del sistema es finito tene-
mos un problema matem&ticamente bien definido. Simplemente debemos
evaluar una integral mGltiple complicada. La introduccién de la red
nos permite reducir el problema inicial a un sistema con un nlimero
finito de grados de libertad. Es muy similar a la introduccién de

un reticulado para resolver ecuaciones diferenciales.

Luego de efectuados los cdlculos se debe tomar el limite
a—0,V->0 . En general estos limites deben realizarse muy cuidado-
samente si se pretende obtener resultados no triviales. Notemos ade-
mas que existen ciertas ambiguedades al escribir la teoria en la red.
Por ejemplo el reticulo elegido puede no ser clbico o bien puede a-
doptarse otra convencidn para escribir una derivade en la red. Los
resultados en el limite continuo no deberian depender del tipo de
discretizacibn elegido.

Integrales como la presentada en la ec.(l) son muy simila-
res a las que aparecen en el formalismo canénico de mecénica esta-
distica. De hecho la funcional generatriz Z de teoria de campos pue-
de identificarse con la funcidén de particién de un sistema estadis-
tico equivalente. Por ejemplo la accién en la red ec.(2.b) corres-
ponde a la interaccién entre préximos vecinos con un peso dependien-
te de (p(m) en cada sitio. Notemos que la energla cinética del conti-
nuo se ha convertido en la energia de interaccibn:en la red La fun-

cidén de particibén equivalente es,

Ealim N s =

a—> 0 -~

ZAZ(P(M*Q‘\’(’“\ ~a' Wiy "”"W"" )

mn ‘Ae‘l

i
donde hemos hecho el cambio de variables %@(M)—a%MNQ.El papel de la
temperatura lo tiene F%; o sea las fluctuaciones cudnticas se aso-

cian con las térmicas. Una lista completa de magnitudes de teoria de



campos y su anflogo de mec. estadistica se presenta en las ref.10 y
11. Si nos preguntamos cudndo existe y es finito el limite continuo
en la ec.(3) la analogia con mec. estadistica puede ayudarnos. Sabe-
mos que en aquellos puntos donde hay una transicién de fase de se-
gundo orden el sistema pierde la informacién de cudl es el espacia-
miento de red pues la longitud de correlacibén es infinita. En estos
casos existe la posibilidad de obtener un limite continuo no trivial
(es una condicibn necesaria pero no suficiente).

En consecuencia el método para evaluar magnitudes fisicas
mediante integrales de camino usando técnicas no perturbativas es el
siguiente: Colocar la teoria en la red. Analizar el modelo an&logo
de mecdnica estadistica. Estudiar su diagrama de fases buscando es-
pecialmente aquellas temperaturas (o acoplamientos) para los cuales
existen transiciones de fase de segundo orden. En esos puntos debe
tomarse el limite continuo. Veremos m&s adelante que en los casos
de interés esta técnica debe complementarse con las ideas de renor-
malizacibén pues los modelos de mecdnica estadistica al igual que los
de teorias de campos presentan muchas divergencias que deben subsa-
narse.

Veamos un ejemplo muy sencillo en que el limite continuo
se recupera para cualquier acoplamiento. Sea una teoria escalar 1li-
bre con masa, o sea,VV(%?b“ﬂ en la ec.(2.b) es simplemente igual a

2 v .
vt o W{m) . La accién en la red es,
z

S() -?;Z[L(’(’“*M“{?(M)] 4 _{Efm{‘é O(em) .

!Y\I‘A
0o, en espacio de impulsos,

(4.a)

S(P) - %12; f(;(k)(%(*k)[%%/‘”’e(}ﬁ&,}) ¥ m } ‘ (4.b)

Cada modo k contribuye con un término que se reduce en el limite
continuo al familiar (k1+/w?) . El resultado es invariante ante ro-
taciones. Son los términos de orden superior en d los que rompen
esta simetria.En este caso trivial el acoplamiento no aparece en la
accién y por eso no es necesario buscar transiciones de segundo or-
den para recuperar el limite continuo al contrario de lo que ocurre
en todas las teorias de interés. Destaquemos ademds que si para un

un sistema de fermiones libres se repiten estos razonamientos no se



recupera exactamente el resultado del continué% Sin embargo en esta
tesis s6lo estudiaremos sistemas de medida puros o con materia esca-
lar.

El estudio de la integral m@Gltiple finita ec.(3) no es tri-
vial porque el ntimero de variables acopladas es muy grande. Un méto-
do muy usado en fisica de Particulas y Campos es el desarrollo per-
turbativé? La técnica consiste en mantener en el exponente la parte
cuadratica en %ﬂ”ﬂ desarrollando la exponencial de las potencias
superiores. De esta manera cada sumando se reduce a una integral
gaussiana que es la finica integral mGltiple complicada que se conoce
en forma cerrada. Los métodos perturbativos har tenido gran éxito
en el caso de la Electrodindmica Cuéntica (QED) obteniéndose un a-
cuerdo notable entre resultados experimentales y predicciones te6-
rica§?BSin embargo esta técnica tiene importantes deficiencias. Su-
pongamos que se deseen estudiar los estados ligados de un Hamilto-
niano, H= H,+ V donde V es el potencial y H, la energia cinética.

Si se perturban soluciones de H, (en general ondas planas) nunca
pueden recuperarse los estados ligados. Adem&s en las teorias de in-
terés como la QCD se demuestra (sec. I.c) que muchas magnitudes fi-
sicas, como por ejemplo las masas de hadrones, tienen un comporta-

miento del tipo,

_4/a*
n’ﬂhfve /% ) (5)

que no es desarrollable en serie alrededor de 3;0. En consecuencia
nuevos métodos no perturbativos deben emplearse. Basdndonos en la
analogia con mec. estadistica es facil darse cuenta de que las téc-
nicas desarrolladas para el estudio de transiciones de fase son a-
decuadas para esos fines (dichas técnicas serén descriptas en las
pr6ximas secciones). Esta es la ventaja de regularizar con la red.
Podemos independizarnos de los métodos perturbativos y evaluar la

integral de camino de la manera més conveniente.

I.c Teorifias de medida en la red

46
En 1971, Wegner ide6 la primer teoria de medida en la red.
Su motivacién fue la de encontrar un modelo de spines simple que

tuviera una transicién de fase pero no un parfmetro de orden local.



El modelo 2Z(2) de medida que propuso se define mediante la siguien-

te funcibén de particidn,

M _ o

£ Z e :L oxp[ L/, 5,005, IS ) SO0, (g

{500} (500} b

donde 9% es el acoplamiento y Sru) es una variable que puede tomar
valores £1 (o sea pertenece al grupo Z(2)) ubicada en las uniones
de la red (ver fig. 1l). La interaccibén es entre los cuatro spines
vinculados a una plaqueta (la cual se define como cada uno de los
cuadrados elementales en el caso de una red clbica) .Este modelo es

invariante ante la transformacién,

Spl) —> ML N, (7)

X+ 5‘*
donde flxtambién pertenece al grupo Z(2) vy estd ubicada en los si-
tios de la red. En general {1l puede ser distinta sitio a sitio y
por ello se habla de una simetria local. Este modelo no posee un pa-
rametro de orden equivalente a la magnetizacibén de las teorias con
simetrias globales como el modelo de Ising pues se demuestra facil-
mente (teorema de Elitzugﬁ que (f%10>=0 para cualquier valor de %«
Sin embargo la teoria presenta una transicidn de fase caracterizada
por un comportamiento distinto en funcidén del acoplamiento de una
magnitud no local como el lazo de Wilson(que serd@ definido en la
seccidn I.e).

Las ideas de Wegner pueden generalizarse ficilmente al
caso en que las variables de unibén pertenezcan a representaciones

de grupos continuos. Por ejemplo si,

cO.(x)

Sua. € [RCROEER I (8)

entonces la teorfa de medida U(1l) resultante esta descripta por la

funcién de particién,

LW
£ . T {dowr s 4T 8160 100030009 0,05} .1
= %; ?

Lo 2m '

La generalizacién al arupo no abeliano SU(N) también es



inmediata. Las variables de unién se parametrizan como,
. .a I\qlx\) xo‘
™
UF(X):.- 'W?{L%\) _F'L'Z"’} ) (10)

donde las matrices >5 son los generadores de transformaciones in-

finitesimales del grupo SU(N) (de dimensién N x N si pertenecen a la
. . « .

representacién fundamental). APLO es el potencial vector. & va de

1 a (N*- 1). Si se pide invariancia ante la transf. de medida,

Uptd — JLXWUVMJ):: J (11)

donde la variable de sitio {1l también pertenece al grupo SU(N), se

puede demostrar que la mds sencilla eleccidn para la accidn es,

S(U?L-Ztr(u‘”u‘;; . (12)
3 N

dornde

U'Y = U‘ACX) U, (rp) U?;(xw) SO (13)

A S(Uﬁ)se le suele llamar "accibn de Wilson".

Otros sumandos pueden agregarse a la ec.(l2). Por ejemplo
es obvio que la traza de cualquier cadena cerrada de matrices UPQO
también es una magnitud invariante ante transformaciones de medida.
Ademds pudo haberse considerado otra representacidn irreducible del
grupo SU(N) o una combinacién lineal de ellas.

La funcibn de particidn del modelo es,

- AV (g 20
A E

: 1%
dcnde AUFQA es la medida invariante ante la transformacién ec. (1l1)
(también llamada medida de Haar). Elegida una parametrizacibén del
grupo SU(N) pueden hallarse expresiones explicitas para AUPOQ.Por

ejemplo en SU(2) se adopta la parametrizacidn,

X‘{‘\' L\Al ‘ X1+LX4
(15)

1t

“X1+i)(4 . Xu‘—‘*-x’&



donde Xp = 520, wem@, cos Y,
Ka = sem Oy mly som @,
Kq = B, anby

X\1 = (‘,9’301 . (16)

En este caso la integral sobre el grupo SU(2) de una fun-

cién £ (U) eé?

]

dut(u) . 4 S

2t
s}

pui)

Sg sumo, w8, dby 40,3y &3(‘9:,9-,‘9);

y satisface

g«.:lU-.«i.

En este trabajo también hemos utilizado la medida de Haar del gru-
pn SU(3) (cap. IV).
Usando la ec.(10)y la fdrmula de Baker-Cambell-Hausdorff

s 20 . .
se demuestra facilmente que en el limite continuo

«

2 o+ 3y
Uy = w?{t%a _Epi_)l_ + 5(8‘)} : (18)

O sea la accibn tiende al resultado esperado en el continuo (ref.3,

cap. 12),

15 _, A_gd&x ‘FTF:} .
% ‘s i

Lo mismo ocurre con la ec.(9). 21 pasar al continuo se recupera la

(19)

electrodindmica. En consecuencia las acciones aqui analizadas son
una posible versidn en la red de las teorfas que se desean estudiar.
Estas teorias en el reticulo mantienen la invariancia de medida
aunque se ha perdido la invariancia ante rotaciones (s6lo subsiste
la invariancia al rotar en 90° y al trasladar en m@ltiplos del espa-
ciamiento de red) .Se espera que en el continuo las simetrias com-
pletas se recuperen. Esta es una prueba importante que deben satis-
facer las teorfas en la red. Hay resultados de Monte Carlo (sec. I.9)
que indican que‘efectivamente la invariancia ante rotaciones se re-

cupera en ese limite,
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Puede demostrarse fAcilmente que las otras posibles ac-
ciones en la red citadas en la péag. ¥ también tienen por limite
continuo la ec.(19). En consecuencia eligiendo adecuadamente los co~
eficientes relativos entre distintos sumandos pueden eliminarse sis-
temdticamente correcciones en potencias de 4 . Esta variante ha si-
do muy estudiada recientementé? Ademas se han analizadd’las llamadas
acciones de Manton y Heat Kernel que en el limite 89— 0 también se
reducen a la ec.(19).

Destaguemos que el requerimiento de invariancia de medida
en la red no es imprescindible. Podria inventarse f&cilmente una ac-
cidén en el reticulo no invariante en el sentido de la ec.(11) pero
con el limite correcto (ec.(19)). Se esperaria que al igual que con
la simetria ante rotaciones, al tomar @a--© también la simetria an-
te transformaciones de medida sea restaurada. Sin embargo esto com-
plicaria innecesariamente el método. Es muy Gtil en cualquier regu-
larizacidén mantener tantas simetrias como sea posible.

Otro detalle importante es que las ec.(6,9,14) no necesi-
tan la fijacién de la medida para obtener resultados finitos.'Esto
se debe a que el dominio de integracidn es compacto (por ejemplo,
se dice que la ec.(9) describe la "QED compacta"). No ocurre asfi
con las teorias en el continuo donde /\;(ﬂ varia de -~ a +oe .A-
111 la fijacidn de medida es imprescindible. Por supuesto si por al-
guna razén se desea fijar la medida en la red no hay ninglin inconve=-

niente.

I.d Formulaciébn Hamiltoniana

La formulacidén de la ceoria de campos en la red estudiada
en la sec. I.c es llamada Lagrangiana o clésica. Por razones practi-
cas también es Gtil introducir la formulacién Hamiltoniang} Al estu-
diar integrales de camino en el curso de mecdnica cuantica se proce-
de de la siguiente manera: mediante el Hamiltoniano del sistema se
plantea la amplitud de probabilidad de que partiendo del estado 1
al tiempo t=0 se arribe al estado j al tiempo t. Luego se discreti-
za el par@metro t e introduciendo adecuadas bases completas en cada

punto se llega a la integral de camino,

.t
ey L4t
<jle 16 - B9 ehr- (20)
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Ambos formalismos son equivalentes( ver el ejemplo del os-
cilador armdénico en ref. 20,pag. 664). En el caso de las teorfas en
la red disponemos de la integral de camino (por ej. ec,(14)) y dese-
amos hallar el Hamiltoniano. Entonces simplemente se invierten los
pasos seguidos para llegar a la ec.(20). Debido a que estamos estu-
diando teorias de campos en que los parametros son ¥ y t, obtendre-
mos un Hamiltoniano continuo en el tiempo pero en un reticulado es-
pacial.

El resultado para la teoria U(l) de medida, por ej.,es2

« O
aH - _%_Z‘(—@__i >_ch»a>% ; (21)
L= 6.0 9 -

donde las sumas son sobre uniones y plaquetas espaciales. 3, es el
espaciamiento de la red espacial. Obviamente también pueden deducir-
se Hamiltonianos para modelos con grupos discretos o no abelianos.
La formulacidén Hamiltoniana estd iIntimamente vinculada
con la matriz de transferencia en mecdnica estadistica tal como se
remarca en la ref. 24.
En general se puede establecer una clara correspondencia
entre ciertas magnitudes de ambas formulaciones. Por ejemplo se de-

muestra en la ref. 20 la siguiente vinculacidn,

Mec. Estadistica Tcoria de campos

Densidad de energia libre| Densidad de energia en el vacio

Funcién de correlacidén Propagador
Inversa de la long. de Masa de la excitacidén de menor
correlacién energia

Estudiaremos la formulacién Hamiltoniana en el capituloIII

mediante el método variacional.

I.e Lazo de Wilson

Antes de detallar los métodos aproximados que utilizaremos
para el estudio del modelo de mec. estadistica equivalente a la teo-
ria de campos analizada, v2amos cudl es el pardmetro que caracteriza

las distintas fases de la teoria.
Para teorias no abelianas se define el lazo de Wilson de la
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siguiente manera,

W)= t(2 T UW), (22)

XI '«Q

donde C es una cierta curva cerrada en la red y P indica el producto
ordenado de variables L%Jﬁﬂec.(lO)) a lo largo de esa curva. Tomemos
el caso en que el lazo es un rectangulo de largo T en la direccién
temporal y ancho R en la direccién espacial (fig. 2). Se demuestréz
que el potencial V(R) entre dos quarks estaticos ( o sea de masa in-

finita) es,

VIR . =\t 4 M<\N(c)> : (23)
T— o T

Si vv(p)rvﬁxgbﬂ—Tfi\ el potencial es confinante pues V(R)-
(fFl donde a la constante de proporcionalidad € se le llama tensién
de la cuerda. Entonces si el lazo de Wilson tiene un comportamiento
tipo area hay confinamiento (al menos en la teoria de medida sin ma-
teria ) .Demostrarcmos en la sec. I.g al estudiar los desarrollos en
serie de alta temperatura que todas las teorias de medida en la red
confinan en el limite de acoplamiento fuerte (%o—aoo ). Lo importan-
te es analizar si esta propiedad subsiste o no en el limite continuo.
Para la QED deberfia existir una transicibén de fase a un régimen no
confinante antes de dicho limite mientras que para la QCD no se es-
peran transiciones con esas caracteristicas ( fig. 3).

Si por el contrario VV(C)anWﬂ{R+TY§o sea decae con el pe-
rimetro del lazo no se tiene confinamiento (Los resultados perturba-
tivos de acoplamiento débil indican siempre este Gltimo comporta-
miento pues se pierden los efectos no perturbativos). De esta manera
podemos caracterizar las fases de una teoria de medida pura en la
red. Notemos que W(C) es una magnitud no local. Para el caso de teo-
rfas abelianas se utilizan las mismas ideas. Como ya dijimos en pag.
¢ para la teorfa Z(2) de medida en la red (en 4 dimensiones) el la-
zo de Wilson cambia de comportamiento tipo area a perimetrgéen QC=
(4/%:)6 = 521:\3% (’i‘f’{?)s 0M40% . Para (‘5< (5(_ hay confinamiento y si G) (ﬁc no.
Algo similar ocurre para la QED compacta. Estudios numéricos de Mon-
te Carlo (los cuales se describen mds adelante) indican que para los
grupos SU(2) y SU(3) no hay transiciones de fase y la teoria existe

en una (Gnica fase confinante.
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I.f Limite Continuo

Estudiemos en detalle el problema del limite continuo. Un
ejemplo muy sencillo al respecto es el modelo de Ising cudntico uni-

28
dimensional descripto por el Hamiltoniano,

4 a3
- > N ? 6.6
H = 61 >\ . L4 ) (24)

L
4 05
donde dlfi,son matrices de Pauli ubicadas en el sitio i. A\ es un pa-
rametro. Este modelo puede resolverse exactamente. Presenta una tran-

sicién de fase de segundo orden en XC=1. La relacién energia- impulsc

es (ref.20, pag. 681),
1/2

E(k)zii(4+2x&n(v+kaj+x> . (25)
3
Cerca del limite continuo se obtiene,
L
F(k) = [(.1_5.}:) + Xk”‘J : (26)

S6lo si X=>&'el espectro de energias es no trivial obteniéndose un
sistema de particulas sin masa invariante antc rotaciones. Notemos
la importancia de ubicarnos en un punto critico para recobrar el
limite continuo. Otro ejemplo interesante lo constituye la versidn
Lagrangiana de la ec.(24) o sea el modelo de Ising clfsico bidimen-
sional con variables &,=%4ubicadas en los sitios X . En este modelo
la longitud de correlac&én a gran distancia decae exponencialmente

<Sr 53,> ~ ﬂx?{-—ﬂn(«ﬂ?{rl} z (27)

donde £ es el &ngulo entre el vector(I*-Sﬂ)y uno de los ejes de la

red. En la ref.29 se demuestra que,

Vo4
nmn (d=0°) 4 L’?i(i-v) (28)

(ol 245%) _ﬁw(—;ﬁi\i—\/*}
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donde V;T%k(}y G es proporcional a la inversa de la temperatura. El
sistema se hace critico cuande V:=V.=Y2'-4 . S8lo en ese momento la
ec. (28) se hace igual a 1 indicando invariancia ante rotaciones.

En la mayoria de los casos de interés al acercarnos al pun-
to critico es necesario renormalizar el acoplamiento. Este método da
a la teoria la posibilidad de producir resultados no triviales. Las
teorias de interés en la red presentan la necesidad de esta renorma-
lizacidn.

Tomemos el ejemplo del grupo de medida SU(3) de color (QCD
sin fermiones). Se demuestra que el acoplamiento es un parametro adi-
mensional. En consecuencia las unidades de las magnitudes fisicas se
recuperan con la ayuda del espaciamiento de red. Por ejemplo para una
masa es,

f(a)

an - a ) (29)

donde {Y% )es una funcién del acoplamiento no renormalizado %o. Si
se toma el limite 3-» O ,entonces M= oo a miﬁos que 60 se plense como
funcién de B de una manera muy especial. Estas ideas no deben ex-
trafarnos pues en los desarrollos perturbativos del continuo al paréa-
metro %o se lo considera funcidén del corte en impulsos.

Para hallarnﬁ%gse pide que la masa de las excitaciones sea

independiente de 3 lo cual es razonable fisicamente. Entonces,

3 ()/Yn = O
da (30)

~T(a, d a(a-)_é__f_ -0 .
€%)+aa-%_~ d%o (31)

La relacién a(dao/da.)es conocida como la funcién Qs(‘ao) y puede calcu-

larse perturbativamente. El resultado es,

Q:(%J:—Qso%3-—(’>4%f~~- ) (32)

donde G%Fur". son coeficientes conocidos.

o bien

Integrando la ec. (31) queda,

-4

. dn
m.c 4 et (P r [4+ 3(%:3-_\=CMJ\‘ > (33
)

M
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donde C,, es una constante de integracién y /L es el tGnico parametro
con dimensiones de la teorfa. Este Gltimo es independiente del valor
de O3 .Si se repiten los cdlculos para la tensidn de la cuerda se ob-
tiene,

Al2

¢ -Cp A, (34)

y en general cualquier magnitud fisica es proporcional a alguna po-

tencia de 44_. El objetivo de las teorfias en la red es el cdlculo de
los coeficientes C . Allf se encuentra la informacién no perturba-

tiva del sistema. La constante _A_ fija la escala en QCD y debe obte-
nerse experimentalmente._A_ cumple un rol andlogo al de la constan-

te de estructura fina A=4J43% en QED.

I.g Métodos aproximados

En general existen muy pocos resultados exactos en el es-
tudio tebrico de las transiciones de fase de modelos fisicos realis-
tas. Para el caso de las teorias de medida en la red se ha demostra-
do analiticamente que el modelo SU(2) sin fermiones confina para
cualguier valar del acoplamienU?? Sin embargo aunque se generalice
esta demostracibn a la QCD, la gran prueba final para esta teoria re-
side en la comparacibn de los resultados que predice para, por ej.,
las masas de hadrones, con los resultados experimentales. En conse-
cuencia es de principal importancia el desarrollo de métodos matemd-
ticos gue nos permitan obtener informacidén cuantitativa de las teo-
rias no abelianas.

Los métodos més utilizados en teorias de medida en la red
para el estudio de los fenémenos criticos son:

a) Simulaciones de Monte Carlo32 -

b) Desarrollos en serie de alta temperatuf?'

c) Campo medio en variables de unidn con correcciones ra-

diativasgH

d) Grupo de renormalizacié%S(Migdal-Kadanoff)

e) Degarrollos en:la inversa del nimero de colorege(l/N)

f) ME&todos variacionales en formulacién Lagrangiang}y

Hamiltoniana}2
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Otras técnicas usadas frecuentemente son la de grupo de re-

29 4o Y4
normalizacidn en espacio real, redes finitas, métodos estocdsticos,

modelos reduc1do;5 etc..

De los métodos a) y b) daremos en este capitulo una breve
sintesis de su empleo y resultados obtenidos. Las técnicas c) y f)
seran tratadas con mayor detalle en los capitulos siguientes, cons-

tituyendo la mayor parte de esta tesis.

Simulaciones de Monte Carlo:

El método de Monte Carlo es un algoritmo que permite eva-
luar en forma aproximada la integral mGltiple que aparece en la ec.
(14). Esta integral tiene 4 (N*- 1)L*variables si el grupo de medida
es SU(N), la dimensibén de la red igual a 4 y si se supone que el re-
ticulo es un hipercubo con L sitios en cada direccién. Para el gru-
po SU(2) en una red de L=10 tenemos 120.000 variables lo cual hace
imposible un cdlculo exacto de la ec. (14).

Una forma de evaluar esta integral mltiple aproximadamen-
te es con un muestreo al azar. Sin embargo debido al factor Efs el
integrando varia muy répidamente entre configuraciones préximas y
un muestreo aleatorio generaria s6lo configuraciones irrelevantes.
En el método de Monte Carlo,por el contrario, se generan configuracio-
nes con probabilidad proporcional a Efs lo cual ha probado ser una
técnica muy eficiente para evaluar el tipo de integrales que nos
interesan. Para un estudio completo del método ver ref. 43.

El inconveniente de esta aproximacibén es que se debe res-
tringir el estudio a redes finitas de tamano tan grande como permita
la memoria de la computadora utilizada. Variando ese volumen puede
lograrse una estimacidén acerca de si los resultados obtenidos son si-
milares a los del 1fmite termodindmico V— oo . Sin'embargo el
principal inconveniente en la aplicacidén de este método a las teo-
rias de medida en la red es el hecho de que a medida que nos acerca-
mos al limite contlnuo (>0, [5—»0 ) la longitud de correlacibén 9%
crece pues ‘§n.e %P Yy eventualmente puede llegar a ser del orden de
L. A partir de ese momento el efecto del tamafio finito de la red a-
fecta apreciablemente los resultados.

En las simulaciones de Monte Carlo de teorias en la red se
da la circunstancia afortunada de que antes de que _§ sea del orden
de L ya se observan los comportamientos asintéticos predichos por el

grupo de renormalizacidén ec. (33). O sea existe una regibén de pardme-
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tros donde 3 <K % L . por ejemplo los resultados de la fig.4 indi-
can que para el grupo sU(2) en @rvl& la tensidn de la cuerda se com~

porta aproximadamente como
= -
V&' = (Fa=12)A (35)

donde /. se obtiene de la ec.(33) considerando @o-“1 Yy C q‘(eﬂ‘j-

Si se aumenta el valor de (> los problemas enunciados antes
con la longitud de correlacibén se hacen presentes. Existe entonces
una "ventana" en los valores de @ en donde se observan comportamien-
tos similares a los predichos asintdticamente. De alli se obtiene 1la
informacién del continuo.

Otro aspecto muy interesante que ha s.ido estudiado en las
simulaciones de Monte Carlo es la restauracibén de la invariancia an-
te rotaciones cuando d-» O . Por ejemplo se ha verificadsﬁhue el po-~
tencial entre dos cargas estdticas cerca del continuo solo depende de
la distancia entre ellas y no de su posicidn respecto de los ejes de
la red.

También se han obtenido resultado§6para el espectro hadr6-
nico. Por ejemplo la masa calculada mediante Monte Carlo para el pro-
tén es de ( 1000 £ 150 ) Mev siendo el valor experimental de 938 Mev.
Para el resto de las particulas se obtienen resultados andlogos. Las
barras de error se mantienen demasiado grandes aunque los valores
numéricos son alentadores. No obstante se estd llegando al peligroso
limite de saturacién de memoria y velocidad de las mayores computado-~
ras. Esto justifica los grandes esfuerzos que se realizan para desa-
rrollar técnicas analiticas en la red que suplanten estos intentos

puramente numéricos.

Desarrollos de alta temperatura:

El desarrollo de alta temperatura es un método bien conoci-
do de mecanica estadistica. Muchos de los resultados mds precisos pa-
ra temperaturas y exponentes criticos de modelos no triviales, se han
obtenido mediante esta técnica suplementada con aproximantes de Padé.
Tomemos como ejemplo el cdlculo del lazo de Wilson en el modelo Z(2)

de medida ec.(6),

%Z‘, (ss52),

<\/\/(C)> T %—} ECS x et ) (36)
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donde se ha usado la definicidn ec.(22) vy (} i/% Cada factor de
plagueta del tipo bXP%Q(J>55%)pucde desarrollarse como,

(s5553) )
6(5 T_ cosh g [/1 + (5665)1) t%}\ H , (37)

Debemos formar combinaciones gue no contengan ninguna va-
riable 5, (x)1libre pues al sumar sobre ella se anularia el resultado.
A menor orden en t%hG) ( que es aqui el parametro del desarrollo) se

obLtiene,

Ares del \310 Am;,,\ood(ta\nkk)

<W(C)> = Tcﬁ\ (> = e , (38)

Entonces se deduce que en el limite de acoplamiento G)<4’1
la tensién de la cuerda (p&g.41) es,

G = —-\ooé‘ (tca\’\(‘)) ) (39)

lo cual indica un comportamiento confinante para el modelo en ese
limite.
La ec. (37) puede generalizarse a otros grupos de medida.

Por ejemplo para un grupo no abeliano SU(N) dicha generalizacidn es,

G e ( Up +LJ+)

e Z Co(p) %, (U, o

donde ﬁKKUJé)es el carécter de ()? en la representacidn & del grupo
SU(N) . Los coeficientes (:K(GD se deducen a partir de las relaciones

de ortogonalidad entre caracteres,

SAU X (SWA(TU) = g?q?(_@_(_l'_) S, T e Su).
P 3 . (4) (41)

Repitiendo los cdlculos del lazo de Wilson para estos y
otros modelos se verifica que en el limite de (% chico todas las te-
orfas de medida;en la red confinan. Esta es una de las grandes ven-
tajas del método,o sea,el confinamiento es explicito al menos en un
cierto limite. Lo importante es analizar qué ocurre con esta propie-
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dad al acercarnos al limite continuo. Tal como se remarcd en pag.44
se espera que para la QED exista una transicién de fase a un régimen
no continante antes de recuperar ¢l continuo, mientras que para la
QOCD dicha transicién no deberia existir.

Volviendo a los decariollos de alta temperatura cabe acotar
que mediante esta técnica pueden calcularse muchas otras magnitudes
como por ejemplo las masas de glueballs (estados licados de gluones),
etc.. Sin embargo las series son relativamente cortas y los resulta-
dos no son precisos (a pesar de que el nGmero de sumandos es mucho ma-
yor que los que pueden obtenerse en la zona de baja temperatura o a-
coplamiento débil){ Otro importante probléema radica en el radio de
convergencia finitgade estas series debido, por ejemplo, a sinqulari-
dudes para valores complejos del pardmetro del desarrollo. El uso de
extrapolantes de Padé es de gran utilidad en estos casos. No obstan-
te algunas estimaciones indican que serian necesarios cerca de 50 6r-
denes de la serie para obtener resultados confiablegoalrededor de (bm
2.2 en la teoria SU(2). Estos problemas han motivado una disminucién
en el interés en estos desarrollos.

Antes de finalizar esta seccidn es Gtil hacer algunas acla-
raciones. Los desarrollos de alta temperatura contienen informacidn
no perturbativa por ser series de potencias en ‘&f . De ahi su utili-
dad en el calculo de ciertas magnitudes fisicas. Otro aspecto impor-
tante de remarcar es que las transiciones de primer orden generalmen-
te son invisibles en estos desarrollos. Uno obtienc la continuacidn
analitica en la zona metaestable. En estos casos es imprescindible
el uso combinado de series de alta y baja temperatura.

Finalmente destaquemos que en la formulacidén Hamiltoniana
también pueden hacerse desarrollos en la inversa del acoplamiento
mediante el método de Rayleigh—Schrédinge£¥)En general en este caso
el nGmero de sumandos accesibles al cdlculo es menor que en la for-
mulacidén Lagrangiana. Desde los trabajos de Kogut et. al (ref.33) es-

tos desarrollos han progresado poco.

I.h Resumen

Para finalizar este capitulo daremos algunos detalles de
las teorias en la red que seguramente ayudarén al lector a completar

una idea global del tema.

Como se ha mencionado anteriormente, en este formalismo pueden ha-
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cerse calculos perturbativos de acoplamiento débil. Para ello se
debe desarrollar Lﬂix)en potencias de %0 .Debido a esto en la ac~
cién aparecen infinitos sumandos como interaccién dando origen a
su vez a infinitos vértices (de distinto orden en %0 obviamente) .
Esto indica que los cdlculos son mds complejos que en el continuo.
Mas ain , se demuestra que cuando d-»©O se recuperan los resulta-
dos perturbativos habituales. En consecuencia la red en este ca-
so es s6lo una regularizacibén m&s con la desventaja de que lds
cé@lculos son dificiles. De ahi que no existan estimaciones de sec-
ciones eficaces a altas energias usando la regularizacién de la
red. La finica utilidad de estos desarrollos de acoplamiento dé-
bil radica en el c8lculo de cocientes de pardmetros de escala /\_
entre regularizaciones del continuo y del reticulo.

En la préctica los resultados obtenidos en espacio euclideo re-
presentan directamente las predicciones fisicas buscadas y una
continuacidn analitica de vuelta al espacio de Minkowski no es
necesaria. Esto ocurre,por ejemplo,con el célculo de masas. Si

en cambio el resultado obtenido depende de las coordenadas o im-
pulsos ahi es necesario volver al tiempo real (por ejemplo al e-
valuar un propagador).

Muchos otros aspectos interesantes de las teorias de medida pue-
den estudiarse mediante la regularizacibén tipo red. Por ejemplo
en teoria de campos a temperatura finita las simulaciones de Mon-
te Carlo revelan que existe una temperatura criticgoa partir de

la cual hay desconfinamiento en QCD. Otros aspectos de interés
son la ruptura de simetria quiral, el andlisis de condensacién

de gluones, etc..

Se estdn comenzando a estudiar otras interacciones ademds de la
fuerte también en el ambito de las teorias en el reticulo. Por

54 52 6
ejemplo gravedad, interacciones débiles y supersimetria.

Como resumen de las ideas expuestas en las diferentes sec-

ciones estudiadas veamos cudl es el camino a seguir para el andlisis

de una teoria de campos mediante el método de la red.

i)

Escribir la teoria en el reticulo en su versibén Lagrangiana o

Hamiltoniana. Existe gran ambigiiedad en este punto pues infinitas
teorias con a finito pueden converger a una misma expresién en el
continuo. nge elegirse aquella versidn mas adecuada para el es-

tudio del fenbmeno que uno desea analizar. Por ejemplo la accién
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de Wilson es (itil para analizar el confinamiento en teorias no
abelianas pues en el limite Qo= 0 se verifica dicha propiedad.

i) Estudiar mediante las t&cuicas descriptas en la seccién I.q el
diagrama de fases de la teoria (el que en general es muy compli-
cado) . En la fig.5 hemos representado un diagrama posible para
una teorifa con dos parametros. Aparecen transiciones de fase de
primer , segundo o superior orden separando fases con distintas
caracteristicas (por ejemplo, confinantes o desconfinantes).
También suelen aparecer puntos triples o puntos criticos al fi-
nal de una linea de transiciones de primer orden.

AL ) De todos los puntos criticos de la teoria (o sea aquellos donde
hay transiciones de segundo orden o mayor) debemos seleccionar
aquel para el cual el acoplamiento desnudo tome el valor espera-
do en la teoria del continuo. Por ej. aunque la teoria SU(3) de
medida tuviese una transicién de segundo orden no desconfinante

para un %:'finito igual los resultados de interé&s deberian re-
cuperarse cuando %oﬁo(libertad asintdtica). Por supuesto en %f
también se obtendrfan dos teorias del continuo (aproximandose
por derecha y por izquierda). Por ej. si en la fig.5 el punto
importante fuese el punto triple y ademds la propiedad que se
espera aparezca en el continuo se verifica en la fase I entonces
la flecha indica la direccidén de aproximacién a dicho punto. En
general se debe renormalizar el acoplamiento desnudo pidiendo

que los resultados fisicos sean finitos.

Creemos que la introduccién a los métodos no perturbativos
en teorias de medida expues&aven este capitulo es una base suficiente
para entender las ideas desarrolladas en esta tesis. En la ref.54
puede consultarse bibliografia adicional.

Las teorfas en la red son uno de los temas mas activos en
el ambito de la fisica de Particulas y Campos. Como ejemplo de esto
veamos el resultado de un péqueﬁo andlisis estadistico hecho por el
autor con la ayuda de la publicacién semanal "Preprints in Particles
and Fields" (PPF) de Stanfo}d (USA) . En los Gltimos 52 nlmeros reci-
bidos (desde 1/7/83 a 29/6/84) aparecieron 3724 trabajos tebricos
(incluimos las categorias T,TR y CT de dicha publicacidn) de los cua-
les el 14.26% (o sea 531) corresponden a trabajos sobre teorias en

la red. Ningflin .otro tema alcanza un porcentaje igual.
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En opinién del autor de esta tesis las teorfas en la red
tienden a convertirse en un método standard de estudio en teorias
de campos. Muy posiblemente la préxima generacidn de problemas, como
por ejemplo las grandes unificaciones, requieran el andlisis de fend-

menos no perturbativos. En ese caso la red serd una técnica insusti-

tuible.
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EXPLICACION DE LAS FIGURAS :

1. Plaqueta correspondiente al sitio x en una red clibica bidimensio-
nal. Ubicacibén de las variables de unién.

2. Lazo de Wilson rectangular de tamano RxT wutilizado en la defini-
cién del potencial entre quarks estéticos.

3. Los diagramas de fases esperados para las teorias QED (a) y QCD
(b) en la red de cuatro dimensiones.

4. Resultados obtenidos mediante simulaciones de Monte Carlo (M.
Creutz,Phys. Rev. Lett.45, 313 (1980)) para la tensién de la cuer-
da en funcién del acoplamiento para el grupo de medida SU(2). La
nomenclatura es igual a la de la seccibén I.f. Se distingue cla-
ramente una regidén donde las predicciones del grupo de renormali-
zacibén se verifican. Para guiar la vista se han suplantado los
datos puntuales de Monte Carlo por lineas continuas. El pardmetro
J indica que se ha utilizado un lazo de tamano JxJ.

5. Un posible diagrama de fases de una teoria en la red donde ﬁ)'ﬁ son
dos pardmetros de la accibén (ver por ejemplo la accién mixta de la
seccibn II.c). La linea continua indica transiciones de primer or-
den, la linea rayada de segundo orden y la punteada de orden supe-
rior. T es un punto triple y E indica un punto critico al final de
una linea de transiciones de primer orden. Las fases I, II yIII se
caracterizan por ciertas propiedades como el confinamiento, densi-
dad de monopolos, etc.. El significado de la flecha se explica en

el texto( sec. I.h).
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CAPITULO II

CAMPO MEDIO CON
CORRECCIONES RADIATIVAS

II.a Desarrollo del formalismo

La aproximacidn de campo medio utilizada en teorfias de me-
dida en la red es similar a la conocida técnica de igual nombre de la
fisica del sélidéﬂ.La suposicidén fundamental es que el efecto de to-
das las variables de la red analizada, sobre un dado sitio, puede a-
proximarse por un campo promedio. Al pedir que la magnetizacidn (o
algln otro pardmetro de orden local) en el sitio estudiado sea igual
a la del resto de los puntos de la red se obtiene una ecuacidn para
dicha magnetizacidn cuyas raices nos permiten obtener informacidén
sobre las fases del modelo. Tomemos como ejemplo la teoria Z(2) de

medida en la red (ver sec. I.c). La accidén de esta teoria es,

S pLGG

donde <5} es una varlable ubicada en la unidén ({) de la red (por
simplicidad en este capitulo adoptaremos esta nomenclatura para las
variables de unidn en lugar de la utilizada en el capitulo I) y que
puede tomar valores il.(5=£/%: ,%bes el acoplamiento. Las cuatro
variables (E’ gue rodean a nna plaqueta (p) estén acopladas entre si
(ver fig. 1, cap. I). Siguiendo las ideas enunciadas arriba congelamos
el valor de todas las variables menos una a su valor medio <6h>:=ﬂnﬂ,
Recordando que cada unién de la red de d-dimensiones est& en contac-
to con 2(d-1) plaquetas, la ecuacidn de autoconsistencia para la

magnetizacibn es,

Z 9 WA’F{Z(&-—A) (> ron? 6}

Coxt | _ tyh[20-0 ]

Z 2 {2(3- (5’ 6}

GC=-t4
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Esta ecuacidn tiene como solucidn la rafiz m=0 para todo {3
pero (en d=4) a partir de F) =0.36 aparece una raiz no trivial esta-
ble tal como indica la figura 1.

La aparicidén de la raiz no trivial se interpreta como tran-
sicién de fase (luego veremos que mads correcto es comparar las ener-
gias libres de cada solucidn). Dicha transicibén es de primer orden
pues la raiz m#0 aparece bruscamente. Esto ocurre en cualquier teo-
ria de medida debido al acoplamiento de cuatro variables en la plaque-
ta. Para modelos de spin (interacciones de a pares entre préximos
vecinos) por el contrario, la transicidn es siempre de segundo orden

O sea para C)} Cﬁ_ una raiz evoluciona con continuidad a vartir de
m=0. Una vez conocido m pueden evaluarse otras magnitudes. Por ej.
el valor medio de la energia es E?=m& para el modelo definido en la
ec. (1).

Estos mismos resultados se obtienen de una manera elegante
mediante un método variacionafaaaunque como veremos luego para intro-
ducir correcciones es necesario desarrollar otro formalismo). Defina-

mos una accidn del tipo unidn independiente,

- KZ G0 (3)

uniongs

donde K es una cierta constante que serd obtenida variacionalmente.
Si defino el valor medio con la accidén S de una magnitud X cualquiera

como,
S

<X %{;ﬁ (- e,

(6 t@

resulta que,

(5)

Z 5-S,
§oE

siendo S la accidn definida en la ec.(l) y 3 la correspondiente fun-

cién de particibén. Por la propiedad de convexidad de la exponenciall)
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ey y et (©

llegamos a,
ha%yzz > \OQSEEO + <:§5'—€3;>L y

o bien en este caso,

4
'%\l%él b \O%(COS\\ K) + gz‘_(g_f_)_(t%h K) - KT%\\K © (7.b)

Al minimizar respecto de K se obtiene la ec.(2) recuperan-

(7.a)

do los resultados ya conocidos. La aproximacidn descripta ha sido a-

plicada a numerosos modelos de medidghi6ﬁ’8con resultados aceptables
en comparacidn con las simulaciones de Monte Carlo. Notemos en la

ec. (7.b) que e! segundo sumando corresponde a la energyia U del mode-
lo. Recordando que F= U-TS, los otros dos sumandos pueden asociarse

a la entropia.

Un detalle importante a remarcar es que existe una forma
sencilla y sistemética de mejorar los resultados de campo medio.Esto
se logra manteniendo "vivas!" en la ec.(2) a varias variables de unién
adyacentes en vez de sblo una, igualando,como siempre,el resto a su
valor medio. De esta manera, se tienen en cuenta fluctuaciones del or-
den del tamano del volumen finito considerado exactamente. En el ca-
pitulo III hemos aplicado esta aproximacibén al modelo de Ising (ver
referencias en ese capitulo). Los resultados mejoran apreciablemente
para dimensiones grandes aunque la convergencia a los valores acepta-
dos de temperatura critica és lenta. En el contexto de las teorias
de medida en la red esta mejora fue aplicada a varios modelos abelia-
nos y no abelianos con resultados aceptables%?

Existe una importante critica al método que hemos descrip-
to motivada en la invariancﬁa de medida. Es bien conocido que el va-
lor medio de una magnitud np invariante ante transformaciones de me-
dida (como(@)por ej.) es estrictamente cero (teorema de Elitzur?. Es-
to puede visualizarse intuitivamente de la siguliente manera. Suponga-
mos la configuracién en que' todas las variables Oy son iguales a +1.
Si elegimos un sitio de la red y realizamos una transformacidn de me-
dida (o sea invertimos los Eignos de las 2d variables de unién vincu-
ladas al sitio) la accién queda inalterada (en el lenguaje de mec&ni-

ca estadistica se dice que la energia no cambia) y por lo tanto ambas



configuraciones son igualmente probables. Sin embargo la magnetiza-
ciébn cambié de Nd (N= n%de sitios de la red) a (N-4)d. Si se continQa
este razonamiento haciendo transformaciones de medida en diversos pun-
tos de la red se llega a la conclusidn de que en el caso de la teoria
Z(2) de medida existen 2N'configuraciones igualmente probables (degene~-
radas) pero con magnetizacidn que varia de Nd a -Nd. Lntonces en pro-
medio m:{d)=z0Q en contradiccién con los resultados de campo medio. En
consecuencia esta técnica aproximada es intrinsecamente inconsistente,
Ademds el hecho de predecir siempre transiciones de primer orden es
incorrecto.

El problema vinculado con el teorema de Elitzur fue resuel-
to en las ref. 10,11 y12. El truco fundamental consiste en reescribir
la funci6én de particidn del modelo estudiado en términos de variables
sin vinculos y con una cierta accibn efectiva. Las ecuaciones de cam-
po medio ya estudiadas surgen al evaluar la funcidn de particidn me-
diante la técnica de saddle-point (punto de ensilladura). Tomemos co-
mo ejemplo nuevamente a la teoria Z(2) de medida. Introduzcamos en la

funcién de particidén un 1 escrito como,

+00 oo o '§1°Q(G£“Vx)
1T { (6w dw (| e, €%
Lo > RN / (8)
o sea,

4o o) Q):;J(Vvvv}? -—22\ X Vq '*'2; \oc& (cosh O(JL\
Z=_IIQAV1 d«, € o)

2u

-0 -0
La ec.(9) es una expresién exacta para la funcidén de parti-
cibén. Corresponde a un modelo con variables no acotadas y con una

accibébn efectiva,
5 - (EE(WW)Y =0, HgVp + Z log (eoshety ) (10)
£ g L 2

Notemos que se ha duplicado el nlimero de variables. En ge-
neral para cualquier grupo de redida siempre el nGmero de variables
es mayor o igual que el doble de las de partida.

El paso siguiente consiste en aplicar la técnica de saddle-

point a la ec. (10). Previamente repasemos en qué consiste dicha
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aproximacidn. Supongamos que se desee evaluar la integral,

I-

R (63
g e 4t , (11)

-00

donde f(t) es una funcidén con un madximo agudo en t=t . Desarrollemos

f(t) en serie de Taylor alrededor de t_ ,
2\
f0) » TCE) + %(t-to) Fled +.0 (12)

Entonces I queda igual a,

+oo LY
e{’cm- A (-t |t

T,
efc )

I = =iy, < ’ (13.a)
\@(to)l '

-0

o tomando logaritmos,

o%I (‘Cto)-\-/i \006<{ ) . (13.b)

La aplicacidén de este método a integrales simples, como por
ejemplo la funcidén gamma [(x), muestra que el mismo da muy buenos re-
sultados cuando el integrando tiene mdximos agudos. En caso que se
considere una integral IM con un nfimero M de mdximos suficientemente

alejados unos de otros y de altura y ancho iguales, entonces,
lo .I = \0 ™M +—\o I .
YT % (14)

Para aplicar estas ideas al modelo Z(2) de medida primera-
mente debemos hallar la posicidn de los maximos de exp{%& (funcidn

de 2Nd variables). Estos satisfacen las ecuaciones,

Z(VV - = O , (15.a)

fa \/l ?YE ql\}e’\'; s

Y T%h o ~ Vg =0 (15.b)
@o(‘Q
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donde la suma en ec.(l15.a) es sobre las 2(d-1) plaquetas vinculadas

a la unién 2. (M,\V,V;) representan las tres variables de unién que jun-
to con Vo forman esas plaquetas. Estas son las ecuaciones cl&sicas de
la accién ec.(10) (pero no obviamente de la accibn ec.(l) pues en es-
te caso las wvariables pueden tomar sb6lo valores +1). La introduccién
de correcciones alrededor de estas soluciones tendrd en cuenta parcial-
mente los efectos cuénticos. Las ec. (15) no pueden resolverse por su
complejidad. Debemos introducir entonces una segunda aproximacién.
Buscaremos soluciones tipo campo medio o sea invariantes ante trasla-

ciones o rotaciones en 90§ del tipo,
Vo=V =X, g o (16)

Las ecuaciones resultantes son,

V = f%k A (17.a)
~

"

£
2Cd—4)(>=‘/‘ ) (17.b)

que es exactamente igual a la ec.(2). Queda claro entonces que la a-
proximacién de saddle-point a la funcidn de particidn escrita en tér-
minos de variables sin vinculos, suplementada con la hipbtesis de so-
luciones invariantes ante traslaciones o rotaciones, da iguales re-~
sultados que el campo medio (este truco es bien conocido en mecénica
estadisticgs. La aproximacién aqui desarrollada tiene grandes venta-
jas. En primer lugar notemos que las ec.{(15) aln suplementadas con

la hip6tesis (16) son invariantes de medida. Esto indica que hay 2N
soluciones de la ec. (15) (s6lo dos de ellas invariantes ante trasla-
ciones y rotaciones) que dan igual valor a S% y por ende la funcibn
de particidn es aproximadamgnte la suma de las contribuciones de esos
2 méximoés. Implicitamente estamos suponiendo que los maximos se en-
cuentran suficientemente separados (ver ec. (14)). Luego veremos que
las energias libres que obtendremos convergen a los resultados per-
turbativos conocidos justificando de alguna manera esta hipbtesis al
menos para Q) grande. La enegrgia libre por unidad de sitio correspon-

diente a la solucién no trivial de la ec.(17) es,

Ff

S(:m:_\i‘%Z; looé?, -—%_ng(d—i) VH-%|0%(1*V1) , (18)

N
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donde el primer sumando es el factor de entropia debido a la degene-
racién de los méximos. La energia libre de la solucién trivial sigue
siendo 0 pues la &rbita de dicha solucién tiene un inico elemento. Pa-
ra hallar las transiciones de fase debemos ahora comparar las F de ca-
da solucidn. Su cruce se interpreta como transicidén. Notemos que ese
cruce en general se produce para un (l mayor o igual que el pf'adonde
aparece la raiz no trivial.

Otra ventaja de esta aproximacidn es que ahora se satisface
el teorema de Elitzufapues para obtener el valor medio de una cierta
magnitud se debe promediar sobre todas las configuraciones
que minimizan la accibén. En consecuencia<{g,):0. El valor medio de una
magnitud invariante de medida es el mismo en todos los madximos y por
lo tanto su valor no cambia respecto del obtenido en la versién "nai-

ve" del método (o sea la descripta al comienzo de esta seccidn) jus-
tificando porqué estd Gltima da valores aceptables para muchas mag-
nitudes fisicas (un razonamiento similar se esboza en la ref.(5)).

El lector puede objetar que repitiendo este argumento para
el modelo de Ising se llegaitambién a la conclusibén de gue {§)=0 pues
este modelo presenta dos mdximos de la accibébn con magnetizaciones de
signo opuesto e iguales en valor absoluto. La explicacibén de esta a-
parente paradoja se logra introduciendo un pequeno campo magnético h.
La diferencia en energia entre diferentes soluciones en el modelo Z(2)
de medida es AE= 4d(¥h y es finita cuando el volumenV->0 . Pero en

N—
pequefio que sea el h son imposibles. En otras palabras en una teorfa

el IsingyAAE=2(;hN-atn y las transiciones entre los dos madximos por
o«

de medida los limites V—éog¥\—>o conmutan pero en una teoria de spi-
nes n64.6’47

Una vez planteada la aproximacién de campo medio de esta ma-
nera se pueden evaluar correcciones sistemticamente alrededor de la
solucién de las ecuaciones de saddle-point (Es evidente que quedarnos
con los resultados "clédsicos" de la teoria definida por la accidén(10)
no necesariamente es una buena aproximacién a los resultados cudnticos
Se deben tener en cuenta fluctuaciones). Este procedimiento es muy u-
sado en teoria de campos donde se lo conoce como desarrollo en lazo;
(loops). Todo el formalismo es inmediatamente extendible a grupos mas
complicados con o sin materia. Si el ¢rupo es continuo es imprescin-
dible fijar la medida para gevaluar correccioneg? Este cdlculo espe-

cializado para los modelos Z(2) Higgs, U(l) y SU(2) mixtos forma la
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parte principal de este capitulo (sec. II.b,c y 4).

El campo redio predice valores confiables s6lo para magni-
tudes locales como el valor medio de la variable de plaqueta pero el
cdlculo de lazos de Wilson, masas de glueballs o hadrones, etc. esté
mids alla de su capacidad. O sea esta técnica puede usarse en la pre-
diccidén de diagramas de fase para las teorias de medida en la red,
pero no para estimar el limite continuo. Fn la sec. I.c se amplian
estas observaciones.

Antes de pasar a las aplicaciones discutiremos brevemente
la influencia de la fijacidén de medida en el modelo definido por la
ec.(l). Tomemos por ejemplo todas las variables en la direccidn d-
€sima (QKX)) iguales a 1 (medida temporal o axiaul). Si se repiten los
cilculos que nos permitieron llegar a las ecuaciones de saddle-point

invariantes ante traslaciones (ec.(17)), se obtiene en este caso,

VaT%\\le(E[@j—z_)\/'s 4 \/]E . (19)

La simetria de medida de las ecuaciones ya no existe y por

ende hay sblo un minimo. La energia libre es,

- _G@ QY-(ﬂzﬁ/+.v] QL*llo%(d V) (20)

axua\

y aparentemente el resultado es distinto al de la ec.(18). Sin embar-
go se demuestra que en la zona de acoplamiento débil las ec. (18 y 20)

convergen respectivamente a,

“\lu‘l)(L
Fpmx LEDQ —d-1)1oq2 +d €

(21.a)

-4 (d- 4}(1 (21.b)

Pt = $d@-0( -@-Dleg2 +(d-D e

3

ng es igual al verdadero valor de F en la zona de acopla-
miento débil (ref.1l5) pero Fh.ldifiere en un término QM?(}H&L%)P]

FEl hecho de queF;J# no debe sorprendernos pues sdlo el resultado

sff»
exacto es igual en cualquier medida, pero esa icualdad no se mantiene
orden a orden en un cédlculo aproximado. En las ref.15 ylé se probd
que si se tienen en cuenta configuraciones tipo fluxdén o sea con
2(d-1) plaquetas frustradas entonces Exnl:F;@m a orden«wv[—ﬂﬁﬂ)ﬁ].
Cabe acotar que estas configuraciones no invariantes ante traslaciones

no son soluciones de las ec. de saddle-point.
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II.b Aplicacidén al modelo Z(2) Higcs

19
En esta seccidn aplicaremos la técnica de campo medio con
correcciones al modelo Z(2) Higgs, el cual se define a través de la

funcidén de particién,

2(o9) . A ) e[ Toesy v ¥ e |

N(d+i){6:ilr~} 3 (22)

Las variables de materia U ubicadas en los sitios de la
red toman valores 1. Si ¥-0 se recupera la tecoria Z(2) de medida
ya estudiada en la seccidn anterior. El acoplamiento entre Cy T se

produce en cada unidn a través de sumandos del tipo,
LOT,, (23)

donde x indica un cierto sitio y P una direccidn. d es la dimensidn
de la red.

Este modelo fue estudiado analiticamentéuy mediante simula-
ciones de Monte Carigﬂén 3y 4 dimensiones. El1 diagrama de fases ob-
tenido puede verse en la figura 2. Avarecen tres fases: para @,Kkéli
una zona confinante donde el lazo de Wilson tiene un comrportariento
tipo area, si Gﬂﬂyﬁ<v1la fase "libre" donde la fuerza entre cargas
es tipo coulombiana y si(%‘>>1 tenemos la fase Higgs donde en una
cierta medida adecuada 1)@ . El modelo no corresponde "a priori" a
alguna teoria de interés fisico pero posee los reguisitos adecuados
como para ser un modelo no trivial con muchas de las caracteristicas
de las teorias realistas. Un detalle muy imrportante de la figura 2
es la presencia de un vinculo analitico entre las fases confinante
y Higgs. Precisamente esa conexién es un aspecto dificil de predecir
mediante métodos aproximados. Ademds en el punto final (end-point) al
terminar la linea de transiciones de primer orden, tenemos una tran-
sicidén de segqundo orden o sea la longitud de correlacidn §? diverge,
dando la posibilidad de que alli pueda tomarse un limite continuo.
Volveremos sobre esleaspecto mids adelante.

El tratamiento d3 este modelo mediante la técnica de campo
medio es sencillo. Primeramente debemos escribir Z en funcidn de va-

riables sin vinculos rediante la identidad,
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oo log (oM ®) = PQ
AZ]QR) ganew )C(av e

2T (24)
2 Red —o oy ’

obteniéndose,

%( Auzgédl( ACX df.&. ‘@XP{Z(O%(&)S\sO{ - &, )_*.

.Q:, -0

+Z‘(\m6msV\ P = Jax t,() N Q%(UUUU)? 4 \MZ‘;Q:U‘(‘% z . (25)

dOﬂde(&RY}A’SOH campos auxiliares definidos en las uniones y sitios
de la red, respectivamente.
Si no se fija la medida las ecuaciones de saddle-point del

modelo, luego de pedir invariancia ante traslaciones, son,

V= T%h {1&(&4)V%+-Ktq , (26.a)
U= fah Lawdve]. (26.b)

Si ¥=0 se recupera la ec.(17). Existen tres tipos de solu-
ciones: (V=0,T=0), (V#0,t=0Q), (V#0,T#0). La energia libre por uni-
dad de sitio correspondiente a la solucidn trivial (0,0) es 0 mientras

que la correspondiente a las soluciones no triviales son,

Stvn

o = log2 = d lo (4- ~)- 4 log (4- T)- 20 OV o 24XV, (27

donde se ha considerado explicitamente la degeneracidn 2N. Comparando
las energias libres se obtiene el diagrama de fases dibujado en la
figura 2. Incorrectamente no se predice la conexidn analitica entre
la fase confinante y la Higgs.

Veamos qué ocurre;en caso de fijar la medida axial. Las

nuevas ecuaciones de saddle-point son,

Vo= T%\\{z(’av[4+u‘ca—1ﬂ + ‘6t1} ) (28.a)
C- +%h{21ft [(d—d)\/'*/L]}) (28.b)

con una energia libre igual a,
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F- \ = ~d-4) \o%. (4-v*) - 4 \O% (4-t-1)-(1 (d- ) V? [_4 + :g.u-zw] -
VAR 2
- %0 [4+2(3-1)v]. (29)

El diagrama de fases correspondiente se muestra en la fig.2.
Si bien se acerca mds a los resultados de Monte Carlo que en el caso
en que no se fija la medida, cualitativamente presenta también el in-
conveniente de la prediccibn de tres fases separadas.

Una tercera forma de realizar los cdlculos es en la medida
unitaria la cudl consiste en fijar los campos de materia U= +1 en to-
dos los sitios de la red. La ecuacidn de saddlc-point correspondiente,

que obviamente involucra sb6lo a la variable de medida, es,
V= T%\w [z&l-ﬂ(&vﬂ» 5], (30)

con una energia libre igual a,

= Y A
En\t.z - “{(Bd(d"ov ~%\006(4 VY |

(31)
El diagrama de fases correspondiente a esta medida presenta
caracteristicas muy distintas a los dos casos anteriores (fig.2). Se
predice correctamente la existencia de un punto tinal para la linea
de transiciones que separa la fase Higgs de la confinante. El mismo

estd localizado en

Y. o~ OMA (Ec_—:O.ee/(d-a} - (32)

Otra ventaja es que la energia libre predicha en el eje ¥ coincide
con la exacta (F= d log(costh)). Sin embargo la fase libre se ha per-
dido completamente. E1 hecho de gque esta medida falle para ¥« puede
entenderse facilmente. En el eje ¥ =0 la invariancia de medida se res-
taura indicando la existencia de 2N miximos iguales en las ec. de
saddle-point. En consecuencia para §<4 habrd muchos mdximos casi!de-
generados con el de midxima accién que no son tenidos en cuenta en la
ec.(31). En otras palabras la unitaria no es una buena medida en to-
do el plano. Falla en(l=0..

Antes de pasar a las correcciones destaquemos un hecho po-
sitivo de estos resultados a orden cero. En el liImite (§2f>>4., las

energfias libres hasta aquil obtenidas convergen a la energia libre que
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proporciona el desarrollo de acoplamiento débil, es decir,

YU A== _yed
F P“ACJ—A) +KC§—-C§\0°62- +de (S +C
-\ = 4 (33)
(L,\»a
donde F representa cualquiera de las ec. (27,29 y 31). En el caso en

que se fija la medida, para obtener la ec.(33) es necesario adicionar
las contribuciones no triviales (fig.3) al igual que se hizo en la
pdg. 30 para la teorfa Z(2) de wedida.

Veamos como pueden mejorarse los resultados de la fig.2 me-
diante el campo medio con correcciones. Para ello se recurre al desa-
rrollo en lazos enunciado antes. 1 mismo consiste primeramente en

hacer el cambio de variables,

6—1.—%\/—{-0’1 , \[ﬁh> T +tk )

O(/Q-———) X + O(Q B '.l,( — \A + "*ﬁ Y (34)

y mantener en la accién hasta términos cuadrdticos en las nuevas va-
riables. Los sumandos de orden superior se desarrollan en potencias
de (l y § . Las integrales resultantes son del tipo gaussiana Yy pue-
den evaluarse en forma cerrada.

Al corregir la solucidn trivial (u0,0) se recupera el desa-
rrollo habitual de acoplamiento fuerte para la energia libre. El mis-
mo puede organizarse en potencias de(l,K o en caracteres. Esta iltima

aproximacién da como resultado,
- 4
F . dlogcosh ¥ + d(d=1) L‘% cosh( + Tgh (P lghd +
Sc T
+ 1(13—3) ‘\‘%Q(l ‘i'adﬁK + ] . (35)

Esta energia libre es la misma para cualquier medida. La
correspondiente correccién AF en las fases de soluciones no triviales
es despreciable para este modelo (aunque es fundamental para grupos

més realistas),
AF- - 4 Te|log (4 -0 - Ll (4-wvi-idgy L

donde hemos definido las matrices,

[

\
\ =1 si,Qyﬂ-pertenecen a una misma plaqueta
2,4

=0 de otra manera ; (36.b)
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ZX 2 =1 si XyJApertenecen a una misma unidn
X,

=0 de otra manera . (36.c)

El hecho de que AF es despreciable puede estimarse siguien-
do el razonamiento de la ref.l1l5 para el eje de medida pura (el cual
fue verificado cxplicitamente en la ref.23). En definitiva vemos que
el método consiste ahora en la comparacidn de la energia libre ec. (35)
con las ya obtenidas en las ec.(27,29 y 31).Los resultados son los
siguientes:
d=4

La figura 4 muestra el diagrama de fases obtenido comparan-
do las energias libres ec.(35) y ec.(29) (medida axial). El punto de
transicibdn en el eje puro es(&=0.44 en excelente acuerdo con los re-
sultados de Monte Carlo y autodualidad (Qc;%\o%(A+60=oHHO}) (Este re-
sultado fue anteriormente obtenido en la ref.15) El detalle més im-
portante es la uaparicidén del punto final que permite la conexidn ana-
l9tica entre las fases Higgs y confinante. La ubicacidn de ese puntoe
es aceptable comparado con los resultados de Monte Carlgﬂy aparece
de una manera similar al caso de la accidn SU(2) mixtaz%fig.S). En la
fig.4 vemos que la fase libre estéd presente y por lo tanto el diagra-
ma de fases predicho es completo y en buen acuerdo cuantitativo con
las simulaciones de Monte Carlo. La linea Higgs~-libre no cambia res-
pecto de la aproximacidn de orden cero (fia.b6).

Si no se fija la medida el diagrama de fases es casi 1igual
al de la medida axial salvo que cerca del eje G»:O aparece una linea
espuria de transiciones terminando en otro punto critico. Con la me-
dida unitaria no realizamos los cdlculos pues como ya se discutid
antes, en ese caso hay una fase ausente. En general para obtener un
buen diagrama de fases es necesario que a orden cero aparezcan todas
las fases del mismo.
d=

{8

Al igual que d=4, los resultados en este caso (medida axial)
indican una mejora de los correspondientes de orden cero, obteniéndose
un diagrama de fases cualitativamente correclo. La posicidn del punto
final no es buena((l;O&C/‘K‘ 0.6b ) pero la ubicacién de la transicién
en el eje de medida pura es casi correcta (eM:Oﬁﬂ siendo esta de pri-
mer orden en vez de segundo orden. Esta claro gue en dimensidn baja
los resultados de campo medio no son tan confiables como en dimensidn

alta.
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En este caso no hay valores de Monte Carlo con los cuales
comparar. Hemos obtenido un diagrama de fases similar a los de d=3 y4.
La transicién de pura medida ocurre en ﬁ&033, la linea Higgs- libre

esta en ¥~0.4 y el punto final se encuentra en(huﬂq,K:OL&

Para finalizar esta seccibn destaquemos que el diagrama de
fases de la teoria Z(2) Higgs es muy parecido al de la accibn mixta
SU(2) fundamental adjunta intercambiando(l,& con eﬂy’QVthal como se
analiza en la ref.25. Sin embargo en d=5 no hemos encontrado una tran-
sicidn de fase en el eje@:()aunque si se espera una transicién de
primer orden en el eje GWAQe la teorfa mixta. El andlisis de estos
detalles serfa un interesante tema de investicacidn. Otros aspectos
que también requieren un cuidadoso estudio son los siguientes:

i) En la ref.12 se estudibd el limite continuo de este modelo en el
punto final donde aparece una transicidn de segundo orden (longitud

de correlacién o ), en la medida unitaria. Se demostrd que la teoria
del continuo que alli se obtiene es la ¢q . Analizando el modelo me-
diante las correcciones tenidas en cuenta en esta seccidn (en la me~
dida axial o sin fijar la medida) se obtiene también una teoria ¢& 2.
ii) Se ha comprobado que de acuerdo a la representacidn en que se en-
cuentre la materia, existe o no una conexion analitica ifiiggs-confinan-
te%OPara la teoria Z(2) sb6lo hay una representacién no trivial (funda-
mental) pero ya para el modelo Z(3) de medida hay dos representaciones
Serfa muy interesante estudiar si una aproximacibén de campo medio con
correcciones reproduce cualitativamente lo esperado.

iii) Deberfa verificarse si la técnica aqui propuesta puede adaptarse
al estudio de campos de materia con norma variable tal como los es-
tudiados en la ref.26. En la ref.27 hay estudios preliminares a orden

cero.

II.c Estudio del modelc U(l) mixto

) En esta seccidn estudiaremoéeen detalle la teoria U(l) mix-
t;&g% la aproximacidén de carpo medio con correcciones en 1/d. Prime-
ramente daremos un breve resumen sobre acciones mixtas. Estas se de-
finen medianteila combinacidén lineal de caracteres del grupo de medi-

da en cada plaqueta de la red. Todas estas teorias en el limite ewn
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que el espaciamiento de red tiende a cero, cunvergen al modelo del con-
tinuo. Han sido muy estudiadas para verificar la hipbtesis de univer-
salidad o sea el lfImite continuo es independiente de detalles finos

en la red. Ademds en la prictica puede ser mds conveniente trabajar
numéricamente (Monte Carlo) con acciones mixtas que con la de Wilson
pues con las primeras puede observarse el continuo antes que con la
Gltima( o sea para valores de los pardmetros mds chicos). Las acciones
mixtas tienen un diagrama de fases muy rico e interesante. Una prueba
muy importante para cualquier método aproximado que se preponga e€s su
capacidad de reproducirlos.

El modelo U(1l) extendido o mixto estd definido por la accidn,
2
S- Q’Z Re(Up) + ). Re(95)
t ?

donde L%,es la variable de plaqueta descripta en el cap. I y pertene-

(37)

cc al grupo U(1l) es decir puede escribirse como una fase,L)=%%?(C9?).
Consideramos una red hiperclibica d-dimensional. La accidn ec. (37) ha
sido analizada mediante simulaciones de Monte Carl€§uzrupo de renorma-
lizacidn,simulaciones microcandnicas y argumentos analiticoé? Los pro-

medios estadisticos se obtienen mediante la funcibén de particién,

5
ZZ: II. AL&_ e . (38)

donde Auﬁgd%/m es la medida normalizada a 1 siendo § el &ngulo de la
variable de unién £ . El estudio de este modelo es importante para ve-
rificar las caracteristicas no confinantes de la QED en el limite con-
tinuggen d=4. El1 hecho de que con la accibén de Wilson aparezca una
transicidén no es suficiente evidencia de ese comportamiento porque

en un espacio de pardmetros extendido podria encontrarse una coneccidn
analitica.

Por completitud veamos las principales caracteristicas de
esta teoria siguiendo la ref.23. El modelo tiene varios limites no
triviales. En ambos ejes obtenemos el modelo standard U(l) con una
transicidén de fase de segundo orden en(l4&;=l.005 (d=4)52~ Si¥va a in-
finito las variables de uni.én quedan restringidas a tomar valores zx1.
En consecuencia se obtiene en ese limite una teoria Z(2) de medida con

2
) 33

una ctransicidén de fase de primer orden en (2=.4407 {d=4).
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La accidn ec.(37) tiene muchas simetrfas interesantes. Lla-
mando a las variables de unién como Urii)donde X=(Xo,X,, %\, X3) €s un si-

tio de la red y‘&=0,l,2,3 son direcciones (d=4), consideremos la trans-
formacidn,

U, (x) — U, 0
U, (X)-—W U(x) (x4 impar)
U, (x) ( xa Par )
U (00— W Ua(x) (Xt ¥a impar)
U, (0
Ug(x)=—> W U3 (&) {xa4%a 3 X2 i o)
(

L)g(X)

X4+Y,_ 'f&\" )

Xa4Xat Xy par ) (39)
donde W es un factor que aparece un nGmero impar de veces para cada
plagueta. Tomando W=-1 y cambiando C>por —cxla accién permanece inal-
terada y por lo tanto el diagrama de fases es simétriqo ante una re-
flexién respecto del eje ¥ . Andlogamente cuando W= Qigh y@:O podemos
intercambiar ¥con -%¥ sin cambiar S. Esta simetria implica que para
¥ =-1.005 aparece una transicién de fase. Esta Gltima fase puede ser
fdcilmente identificadasi buscamos un minimo no trivial de la accibn
de plaqueta ( S'P .(5(:03(091—5 Cos(ZB?) ) en la zona 8<X(O . Este minimo e-
Xxiste y su valor es,

COSBm = —~(3/HX . (40)
Puede probarse facilmente que es estable debajo de 2$+-é-=0.

En consecuencia la transicidn en ¥<O se piensa como un cambio en el
estado fundamental de la teoria. 25

El diagrama obtenido en simulaciones de Monte Carlo se mues-
tra esqueméticamente en la fig.7. El correspondientgupara dimensidn 5
es cualitativamente equivalente. Las fases I y II son las habituales
confinante y no confinante de QED. La fase III es una continuacién
para ¥ finito de la fase confinante del modelo Z(2) de medida. Final-
mente la fase IV tiene caracteristicas "antiferromagnéticas" debido
a su estado fundamental no trivial.

La aproximacién de campo medio a orden cero para teorias ex-
tendidas requiere la introeduccidn de tantos parametros como sumandos

tenga la accidén de cada plaqueta. En el caso que estamos estudiando
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. . - . . - 2 -
es necesario definir diferentes variables sin vinculo para Uy U si

se pretende recuperar a orden cero el resultado del campo medio "naive"

En realidad esto es consecuencia del hecho bien conocido de que <QJ’>#

2
<U) . Este detalle fue tarbién remarcado en la ref. 34 en el contex-

to de la teoria
ra el modelo de
varios trabajos
gramas de fases

En la

unién de la red
oo

’4=-W§d%ﬂd%£
£

-00

Zz{(4) extendida y posteriormente en las ref.23 y 35 pa-
Potts y SU(2) mixto respectivamente. Cabe acotar que

previos no consideraron este aspecto obteniendo dia-

-~ -

'

poco confiables Los célculos son los siguientes:
ec. (38) introducimos cuatro nuevas variables en cada

por medio de la identidad,

C\'r\Ze dqul %[ﬂe Uz“Ym]g[I’"‘UI‘VL ] ‘.R“U VQ]S[L“U; vLQJ (41)

Usando el desarrollo,
{- oo

SOE g

- QI

3

2

la funcidn de particién puede escribirse como,

donde

‘oo
/ 7 dv,p dV,p do Au , <
)) X = & . Q Y QV L C X ){\ D ,
t(( ' ) Lo,z ) YZT Y2W Yz A \ ‘& (43)
S = S(v,9) - LZ(vd R RPICTCR I
Lﬁ Lo £ (44 .a)
’\7 (44.b)

~ \e kaO( N € 0( IWU(Kl ‘1
oy &) = \o%ggdu ux‘){ [p U oy + TmU g + ReU K g + ﬂ } )ad.0)

y en V?(Vg)cada

variable de unidn es igual a‘vQ+L 1(V&+L%1). Notemos

que el acoplamiento entre los camposvzvi§zV2dQse produce sélo a tra-

vés de la funcidén W . Se? es invariante ante la siguiente transfor-

macidén de medida,

i

Vig + ¢ Vg

~ o~ — -~ 2“? — o~
V,\Q +LV}Q:VL_>V28 » °<AQ+LC’\/1Q

Vy Vv, €

L Q
)y O<AQ+'LO<,Q=-°<1 > oy 5
i@

/

/ lad

(Co

[

(45)



-46-

La aproximacidn de saddle-point a 'a ec.(43) se obtiene mi-
nimizando %f con respecto a todas las variables. Las ecuaciones son
altamente no triviales y para resolverlas buscamos una solucibén inva-

riante ante traslaciones,

Vo=V °\/.Qa“¢°< ;) M =V ) °(,4JZ=‘C°()
\/le @] ) O<1Q: ) J ’\71jL =0 ) (\Z.LQ = O . (46)

Con la ayuda de esta aproximacifén las ecuaciones son,

3 ~ 5
v. A\du ReU € LT ANdU Ret €7
a A (47)

donde
- 3 =x 1-
L= 20V, (=01, (48.a)
—~ — ~3 =
H=1EV ¥ =¥0d-1) (48.b)
~ 5 é NR Z
£.\du € y = L ReU + X ReV . (48.c)

Estas ecuaciones corresponden a la aproximacidn de campo
medio "naive" cuando(U)y<Lﬁ)se consideran como parametros de orden.

La ec.(47) tiene tres tipos de soluciones. La trivial (V=O,V=O) en la
zona de acoplamiento fuerte, una solucidn (V#O,VFO) asociada con la
fase no confinante de la QED y una tercera solucidn (V=0,C#O) que co-
rresponde a la fase confinante Z(2).

Al igual que en el caso de la teoria Z(2) de medida, los va-
lores medios de magnitudes no invariantes ante transformaciones de me-
dida dan cero al promediarse sobre todos los maximos.

Repitiendo los pasos ec. (41 a 48) para una accidn U(l) méas

complicada como,

g=;2; (BM(RP’ J' ’ (49)

los resultados de campo medio se reobtienen si introducimos diferen-
tes variables sin vinculo para cada entero n. Una situacidén similar

]
ocurre para modelos no abelianos con o sin materia. En estos casos
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una variable diferente debe considerarse por cada caracter del c¢rupo
de medida y para cada potencia local del campo de materia.
La energia libre por unién a orden cero y en la presencia

4

de una solucién no trivial de la ec.(47) es,

_é 7( V +<7&7 —\Ota[gdu eS )

(50)

mientras que para la raifz trivial (0,0) la correspondiente energia
libre es cero.

Una discusibn sirilar a la expuesta en la ref.38 muestra que
F; es el resultado exacto en el limite d=w . Mostraremos explicita-
mente méds adelante que las correcciones 1/d se anulan en ese limite.

Para obtener el diagrama de fases a orden cero debemos com-
parar las energias libres de diferentes soluciones y buscar dbénde se
cruzan lo cual se interpreta como transicidén de fase. A orden cero so-

lo necesitamos buscar las soluciones de la ecuacidn,

F;(('SO,YC)zo . (51)

Resolviendo numéricamente la ec.(51) obtenemos el diagrama
mostrado en las figuras 8 y 9. Aunque cualitativamente correcto las
transiciones estédn apreciablemente corridas hacia lLa zona de acopla-
miento débil respecto de los resultados de las simulaciones de Monte
Carlo.

Las ec.(47 y 50) deben ser levemente modificadas para con-
siderar también la fase "antiferromagnética". Lsto puede lograrse in-
troduciendo una nueva variable de plagqueta @, es decir en voz de pro-
poner una solucibn invariante ante traslaciones como en la ec.(46),se

plantea el siguiente Ansatz,

_ Lo Ly
V@ =Vg+iVyy =V EC ) 0<2~_-0(4Q-|-¢o4&=0< SO
~ S~ —~ Py Ay . e AL
\/Q=\/42+L\/2_Q - Vve ) °<,Q_‘—'— (]-\TAQ—{—L(/\,LQ = A € , (52)

para, por ejemplo, las mismas uniones donde en la ec.(39) aplicamos
el factor V. En otras palabras queremos que el factorwaGqube-apa—
rezca sblo un nmero impar de veces por cada plaqueta. Las ecuaciones

de saddle-point correspondientes son las ec.(47 y 48) con el cambio,
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X — ocose , X —» KX cosz2e ,

y la nueva ecuacidn

e
COS 6 = — . (53)
Yo U
La energia libre es
- .3 Y v ~H4 e i /‘ Jk:
r - — _(,_ V CcoL® .. bﬁ V o cou 26 +VO< A Vol ~ oo, 5‘-’3\) €2 .
°T 2 2 ~L (54)

Tomando A.1/2en el eje y<Oobtenemos la misma energia libre
que en el caso ¥»>0(0=0). En consecuencia aparece una transicibén de
fase en la regién §<0 obteniéndose un diagrama cualitativamente correc
to. Demostraremos que la inclusién de correcciones en 1/d mejora a-
preciablementg estos resultados. Es de destacar que es posible otra
aproximacig#€§ue no introduce una variable sin vinculos para u®. Esta
consiste en la extraccién de un factor perteneciente al grupo Z(2)

para cada plaqueta en la funcidén de particibén, es decir,

; s .
() =Ty, Q_‘ oxpl (.6, Reuy v ¥ gl 55,
L\ 6,= 14 v P )
Las ecuaciones de saddle-point tienen ahora las tres fases esperadas
para X>o .- Sin embargo evaluamos las correcciones a un lazo en este
caso. Estas son finitas cuando d=w y el acuerdo con el diagrama de
fases de Monte Carlo es pobre.

Evaluemos las correcciones alrededor de la solucidn de or-
den cero. Por simplicidad estudiaremos s6lo la regidn ¥70. Aunque el
calculo es tedioso lo explicitaremos en detalle porgue es muy ilus-
trativo acerca de ciertos aspectos técnicos tal como el tratamiento
del modo cero. Comenzamos con las correcciones a la fase II (fig.7).
Las correspondientes a las fases I y III son mids sirples y se discuten
al final de esta seccidn.

El primer paso consiste en trasladar las variables de inte-

gracibn,
Vy=V+ZE, , Vyu=04c, , O(AJL:_*LO(%-HMQ,C{LQ;Dfl*.Ll)
|
o~ lacd fad o~ P ~ .~ 7~ Piad o .
\4) =V 4 tAl y \/21_ O+ 52:151_ ) O(AR:_ - 4+ ‘ALAQ ) ()(l‘;)_" O &A'_»L‘ ; (Sb)
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y desarrollar la accidn efectiva resultante hasta términos cuadrédticos
en las nuevas variables (no hay términos lineales pues consideramos
fluctuaciones alrededor de un minimo de la accidn). La integracidn en
las variables P’F’ es inmediata debido a sus caracteristicas locales.

La expresidn resultante para la funcidén de particidén es,
F +00
((%) . T QA; 97, ) exp (S
Z‘ (1 ___._._._,. r ‘{:‘\‘ -’{f‘ @XP e(’(c\,mj‘)f (57)

(CD >Md Lo ) (20

donde hemos definido,

o2 - o2 [
-gef(CuaA) = SCUA& - Z(EQ_ Zodl + P“‘ é‘*l B GO’ ZE"‘Q z"*ﬂ') !

Ptﬁ
i
>
?

1
N
&
?

[ )
b
»
O

60
o /D, e0)

~ N

y las intecrales (QQJ(Di,(Q& se enureran en el apéndice A de este capi-
tulo. giya;es la accidén ec.(37) desarrollada hasta rérminos cuadrdti-
cos. Notemos que el acoplamiento entre los campos Z.y'z se produce sb6-
lo a través del factor (5m . La informacidn de que U y U° son en reali-
dad variables vinculadas se encuentra de alguna manera en ese acopla-
riento.

Transformemos a espacio de momentos. El célculo ha sido he-
cho en la ref.38 para la accidén de Wilson y en consecuencia sblo dare-

mos aqui el resultado,

— +00 +1r

_F d
/ ) @ ° d; > Jc. g
AONE L. PR )

ooy \ B T




donde

e PRI S P
PRI PRSI )

a)v (62.a)

L 9= a2 (4—2;“’“\&)] I VRN PR

2.("’1)\/ ’)(4_1)V )/ (62.b)

Y - 2/ ' 62
—/\-‘w(])):“/\‘\;.v(?) (tiéﬂ ) o(/V - C(/\/) J (62.c)
o
“(?'PV(?)z’f7'PV(?) (B~ , afv— &/9), (62.4)
y 5—(ﬂ é(?)son las transformadas de Fourier de rﬂw ﬁk . Deb%?o a que
luego desarrollaremos a orden 1/d hemos despreciado LnJK.y_A, un su-
mando cospr . Los autovalores resultantesi3,fb de A yf},qo ded{ L pue-
den obtenerse ficilmente pues estas matrices se escriben como un esca-

lar mds una matriz de rango 1. Estos autovalores son,

P E4‘ :f, v L), (Aot

L‘I(rj-ﬂ) ;\‘l
Yo B, - & - _ « 3 Cacq,
‘O 1 A v(d__,l) Z}_:.l ﬂ/‘ /
- B, -2
KL

5SS

o s S<m )
+ z_v(dj)Z:(A COSYN) L

v 7 (63)

p vy g son (d-1) degenerados mientras que p, v ¢ no son degenerados. Los
autovalores correspondientes para_J(,_TL (llamados p,p,q,q, respectiva-
mente) se encuentran a partir de la ec.(63) cambiando [ —he y X/v con

“/7. Definamos los vectores Y y W de dimensién 2d vy las matrices A Y
B (2dx2d) como sigue,

77 ) /ZM*
)’ _ ,%Aa W oo ,‘l—z.d )
=12, ’ £ 44 (64)
o :
~é/\d/ \Z‘zd/
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LT (]
61| & \-o4| A

(65)

(la dependencia en impulso se sobreentiende y el primer Indice en Y,W
corresponde a las fluctuaciones reales(l) o imaginarias(2)). En conse-

cuencia el exponente en la ec.(61l) puede escribirse como,

Ld +Ir

<
—ZJ '(Aifﬁ(yﬂ A?‘ytJ“Wﬁ' Bﬁ’&w‘> ' (66)
QE=4-W

Como es habitual en estos casos de@ido a la invariancia de medida lo-
cal del modelo aparece un modo cerdw(recordemos gue ahora las variables
de integracidn varian de -as a+w y la presencia de un modo cero oca-
siona divergencias. En la formulacidn en términos de variables perte-
necientes a grupos compactos eso no ocurre (ver pag.d , cap.l)). Vere-
mos explicitamente que éste ocurre entre las fluctuaciones imaginarias
es decir, en la matriz B. Para evitarlo debemos introducir una condi-
cién de medida la cual seleccicna sblo fluctuaciones ortogonales al
modo cero. Esto puede realizarse mediante el truco de Faddeev—Popo&?
es decir,

L

/i = A?F T):r § d(l,::( g (C_Ov\c\»\c\u’n Ae W\Q&.\A-\a))

(67)
o

donde la condicibn "natural" de medida se deduce una vez gue se Ccono-
39
ce la autofuncidén del modo cero.
Los autovalores A de las matrices A y B pueden obtenerse

facilmente usando la ec.(63). Ellos cstan dados por,

>

NPEE LS A e SR

XA:‘ 409 +% +y lp —3) -+ Gf] /
XE = O,
\/\Qj = a‘, + fi)a ’
© -~ oL L (68)
N = L[3-9 +/q-9+ S0 ] -



-52-

Los autovalores que involucran a p,p,q Yy q son (d-1) decene-
rados mientras que el resto son no degenerados. Todos son definidos
positivos. La existencia de un autovalor cero en la matriz B fue de-
mostrada numéricamente en todo el plano (L—X'. Una’Prueba analitica de
este hecho no es facil pues las integrales C%Zj‘\(Q no tienen una ex-
presidn cerrada sencilla. La autofuncién del modo cero es el vector

de 2d dimensiones normalizado:

(q-et )
(o) | -
A “t
LP(P)Z— o A/z/i'e N
|2(44K) ) g cosp)| | k(4=
X-4 .
k(1 - ) (69)
donde ke - G./2 - E, - «/2v
b - &9 Gol2 (70)

Siguiendo la ref. 38 desarrollamos las fluctuaciones ec.(64) en auto-

funciones de A y B ( qﬁﬂy(yém)respectivamente),

(71)

24 24
A (m) SR NGO
Ve =) Cald Vi@ W, =) Gl Y G
M4 mod

AR
donde el Jacobiano de la transformacidn y@VVQ~>Q“};neS uno.

Introduciendo la ec.(67) en la funcidn de particidn ec. (61)

obtenemos,

-k, ©, A S
Z(n e dC (9 dC. @ A T {{med. ds
- ()"6)2 DNz T[\ S VEATS SFEss Yo med: 4o
(D, D) t
) +1 (Jd Z_J"i( CAZ)\I\ (}51 >\(B )1
PJXF{“S e [, (Cohr GO J e
~v m=0

Por supuesto la redida afn n%gha sido elegida. Necesitamos que la fun-
cibn & sea proporcional a é(cbq»para eliminar la divergencia causada
por el modo cero. Esta es la medida "natural". Se puede probar facil-

rente que la condicidn,
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Pz 2) = 2 _ ;
\(t,é)_Z(ZZW Z“*H‘ +kz £, J)=0, )

\A;.fi l* | Xy |

para todos los sitios de la red, satisface este requerimiento debido

a que en espacio de momentos puede escribirse como,

T ([ - ¢ [Cto]

[z (4+\<)2(4-Lo,%ﬂ e (74)

Una vez que la condicién de medida se conoce, puede evaluarse A

(T
In nuestro desarrollo 1/d se obtiene, aproximadamente,

D, = dex C
d
("‘"I _Z(V+zkv)(25 -5 =6 ). (75)

X, Xifrr Xyt
= 7 !
En consecuencia las integrales sobre C qu(:ﬁp se calculan

facilmente. Sumando todas las contribuciones uno obtienc para la ener-

gia libre por unién en la fase II, (d=4)

Fa =Fot A § 2, Lo (4800800 4 Log (405
+W -
e D
4 in.d_d% %LZZ(i COSY‘)J + A oo (DD,
“Qn) ! 4 (76)

donde el primer término viene de las fluctuaciones reales, el segundo
de los (2d-1) modos no cero en las fluctuaciones imaginarias, el ter-
cero y cuarto términos de la integracién en el modo cero, incluyendo
el I'addeev-Popov y el volumen del grupo, y el Gltimo de la integracidn
eno{y & . Las integrales deben evaluarse mediante un desarrollo en 1/d.

FEl resultado final es,

FII -F ¢ {Qe% [4+ Z(CLQ g '\_u,l)] + (R - -_)

2 (9o F.) 1+ X)) (-Dy) 1) - dee (U
Hoa %3 S () et

(77)

iC -NTRO ATOMICO DARILOCHE

L B-2U0T.CA




-54~

Ae-2g0Q, T--2[40,4 £6] -

En el eje@ se prueba que F es igual a la encrgia libre obte-
nida previamente en la ref.38.

La ec.(77) ser8 usada para obtener el diagrama de fases del
modelo. Las correcciones a las otras fases son faciles de calcular. En
la fase III, por ejemplo, la energia libre por unidén incluyendo correc

ciones en(?'puede escribirse como,

- s
Fc-ﬁ-ﬂ—rF(O)?*rfi), (78)

m 8d bli 4d

donde en el miemrbro de la derecha For representa la aproximacidén 1/d

a la energia libre en el eje’X(gonde'Y se ha reemplazado pori +.(l )

Es necesario considerar las correcciones () para gue la linca de tran-
siciones que separa las fases I y III tenga la curvatura correcta.

Para la fase I la correccién a la solucién vm&iiﬁ =0 es
e )
Flc:— 5826 . (79)

Notemos que los desarrollos en lazos y en 1/d no son coinci-
dentes. En este trabajo hemos considerado la contribucién 1/d de la
correccibn a un lazo pues se ha conjeturado gue las contribuciones de
igual orden en lazos superiores son de orden (4-Vv*) ((4-V*)) en el eje
G( §). Esta coniﬁﬁura puede extenderse fdcilmente al plano (} -§comple-
to. Otros autores prefieren calcular la correccidn a un lazo completa
en vez de mantener sblo el orden 1/d. También se ha especulado con
que es mejor desarrollar en c{d(ec.(48)) pues para d fijo tiende a 0
cuando [>tiende a o

Veamos los resultados obtenidos al incluir correcciones. Si-
guiendo la ref.38 los corrimientos e¢n los pardmetros criticos (Aﬁ”AZ)

se evalflian para d grande mediante las siguientes expresiones,

-2 | AF (B, O (e, %) (80.a)
VA ) - ru()/] a

-1 ‘A‘i[ o) — AFn((&/\Kc)], (80.b)

\"4
T%{Ar (Q b ) - ]Il(QCIKC J , (80.c)
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donde AF son las correcciones 1/d de cada fase.

La ec.(80.a) corresponde a la mejora en(E; para la transi-
cidn entre las fases I y II ({(fiy.7) (También evaluamos las correccio-
nes para X;. En ambos casos se obtiene el mismo resultado). Las ec.
(80.b y ¢) corresponden a las fronteras entre las fases II-III y I[-III
respectivamente.

"Los resultados se muestran en la fig.10 para d=4 y en la fig
1]l para d=5. El acuerdo con las simulaciones de Monte Larlo% %b exce-
lente en ambos casos. Destaquemos gue un analisis numérico mds cuida-
dosézusando una red de 6 sitios da(k(dc)=l.005 (d=4) en el eje(ﬁ(&)
mejorando el acuerdo con los resultados de campo medio. No obstante
todas las transiciones predichas con nuestro método son incorrectamen-
te de primer orden. Por ejemplo el pardmetro v salta de 0 a 0.9 entre

las fases I y II.

En resumen, en esta seccidén hemos demostrado que para aplicarl
la técnica de campo medio con correcciones a acciones mixtas es nece-
sario introducir diferentes variables sin vinculos por cada caracter
presente en la accién. Los resultados son muy satisfactorios al compa-
rédrselos con simulaciones de Monte Carlo.

Finalizamos esta seccién con un comentario sobre futuras a-
plicaciones de estas ideas. Estd comprobadoc gue ¢l campoc medio con
correcciones predice muy bien los diagrawmas de fases de teorias de
medida en la red. Sin embarco, debido a su caracter local, el limite
continuo donde las fluctuaciones de largo alcance son importantes esté
mds alld de sus posibilidades. Por ej. en la ref.41 se probd que las
predicciones para lazos de Wilson son poco precisas aln para los de
tamano pequeno. Quizds la finica manera de obtener resultados fisicos
(tensibén de la cuerda, masas de glueballs,etc.) es alcanzar la zona
donde se observa el comportamiento predicho por el grupo de renorma-
lizacién para un @ no demasiado grande. Una manera de ;Tglemgntar

estas ideas es mediante la aproximacién de Bethe- Pglprlgiﬁdonde un
ntmero grande pero finito de variables es tratada exactamente. En la
ref.44 sec.IV 2.e puede leerse un comentario similar. Por ahora no se
sabe bien cbémo adaptar esta mejora al truco de saddle-point. Se csta
trabajando en esa direccidn. ue

Luego de terminado este trabajo recibimos un preprint donde
resultados similares a los nuestros se obtienen mediante la medida co-

variante.



II.d Estudio del modelo SU(2) mixto

Y6
Como parte final de este capitulo aplicamos las ideas enun-

ciadas en las secciones anteriores al modelo SU(2) mixfgﬁ?ﬂa(fundamen—
tal -adjunto). Al igual que en el caso de la accibn U(1l) extendida, el
interés de este modelo se basa en la verificacidén de la hipdtesis de
universalidad. Una descripcidén detallada de la teoria analizando sus
fases y principales caracteristicas puede verse en el apéndice B. En
esta seccibn trabajaremos en la medida axial en vez de en la medida
"natural" usada en la sec.II.c. La causa es que trabajando en la axial
la influencia de la eleccidn de la medida se manifiesta ya a orden ce-
ro originando resultados aceptables a ese ordeﬁ@ Esto no ocurre en me-
didas covariantes. Sin embargo al calcular correcciones de orden supe-
rior es conweniente usar estas QGltimas pues las cuentas se simplifican
La teoria SU(2) mixta fundamental-adjunta se define mediante

et
la accibdn,

S Z _LLtr\U )+Ltr& %f

donde tr(U?F)(tr(uPA)) es el caracter de la variable de plaqueta Upen
’ 1

—_—
oo
(3]

~—

la representacibdn fundamental (adjunta). La suma es sobre las plaque-
tas de una red hiperclibica de d-dimensiones y con I s5itios.

Al igual que en todos los casos previamente estudiados para
aplicar las ideas de campo medio reescribiremos la runcidén de parti-
cién en términos de variables sin vinculos. En el caso del grupo SU(2)
debemos pensar a las variables de unidén en la representacidn fundamen—

tal (U (x), x indica sitio y » direccidn) comrmo elementos de\R (ver ref

a3
36) vy la variable de unidn en la representacidn adjunta (%qu)) en
L(2,R) debido a que es real. Para detalles de este cilculo ver la sec-

cidén anterior. El resultado es,

+ 00
Z - Tr & [&V AO(-] @XP%S(V; ;\/“) —LZ [tr (V\A‘F C’\'"‘.:,\‘) ',"
X,‘A o ‘/t“ /(’\Iu )

-
. ‘[r(VY‘A o(}fA)] +2\.()\)(O(Y_.\:ioer,l‘\)}J (83)
X\
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donde S(Vg;Va) es la accidn ec. (82) cambiando UP¥(X)(U Alx)) por la
variable matricial Vrm(x)(vhﬂ(x)). Estas Gltimas se separan en partes
hermiticas y antihermiticas y son parametrizadas como siqgue( se sobre-

entienden los indices X,rL),

V. =
F (84.a)

47 Pﬁu

HA_]—A 4 HZT: +- *\‘\ G ‘1

[ 84.b
- ( )

[
[

H y G son variables reales y las matrices {T} forman una base ortonor-

mal respecto del producto escalar usual,

A —_ S~ B
tr('ra ra )=;gde )(u;:Fﬂ\;QA-*4r‘vrlav J (84.c)

donde hemos definido N.=2 y N, =3.
Una representacidn explicita de estas matrices se da en el apéndice C.

Taibié&n definimos variables auxiliares parametrizadas en forma similar

a\%w
o o S .
Xe = hF‘IF + LZ_: %‘ e (84.d)
(=3 :~ < (4 b L <
h:T“ + Z haTa + 4 %"T (84.e)
<1 c_G

Las variables h,g son tambié&n reales. La funcidn () estd defi-

nida coro,

W (K i Apn) = O%{géu w?{ [Lr(U C(\*‘) +Tr (Uhu},h }} )

(85)

(dU es la medida de Haar en SU(2)) y la medida en la cc.(83) eg,

) 0 c " -
[Jvda) = dFe Sh g dOidey g dripdhe ap A6 day

2ar 2w L4 V2 \mr c.0 VoW vy oo 6\[ TN (86)
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Remarcamos de nuevo que hemos definido dos diferentes varia-
bles matriciales sin vinculos V};%A por cada representacidn. Notemos
aderds que estas variables interactfian s6lo a través de la funcidn w

De la ecuacidn (83) obtenemos las ecuaciones de saddle-
point. Como de costumbre buscamos soluciones invariantes ante trasla-

ciones,

V,=M.T, (87.a)
Q
X, = QT, (87.b)

y obtenemos en la medida axial,

i

Q, G‘[‘J\i(d-z) ;-H,‘_\ y (87.c)

M, . A dW, ) (87.d)
N, @,
donde
AL i 0
W £\ db ewng ex c2c0we 4 Q (oo =) .
0= ‘o%{vgd 7| Qe b Q, 3] o)

La energia libre por unidén (F=log Z/Nd) es,

J Y 2 ) ,
F.d-4 G-, + My | =t M QY 4w, (Q,Q)
= 2= 22 A 3 =) 3 3 9 i t A
o d a (88)

=Y

El sistema de ecuaciones (87) tiene tres tipos de solucio-
nes.kn la regidén I (ver fig. 12) sbélo estd presente la rafz trivial
O sea Phﬁ=0. En la regi6én II aparece otra solucidn (MgO,MgO) mientras
que en la regién III tanto M, como M, son distintos de cero. Los pun-
tos de transicidén se obtienen comparando las energias libres de cada
solucién y buscando el punto donde se cruzan.El resultado para d=4
(mostrado en la fig.12) es aceptable pero no muy preciso cuando se lo
compara con las simulaciones de Monte Carlaf;Més afin la transicidn de
fase predicha en el eje fundamental estd claramente equivocada. Mos-
traremos que el tener en cuenta las correcciones gaussianas alrededor
de las soluciones de saddle-point mejora apreciablemente los resulta-

dos de orden cero. Los diferentes pasos que debemos seguir para eva-
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luar estas correcciones ya han sido expuestos en detalle en la scc.II.
c. Primero debemos trasladar las variables alrededor de la solucidn
ec. (87 a,b) y desarrollar la accidn hasta términos cuadrdticos. La in-
tegracién en OQA es inmediata porque las variables pertenecientes a
distintas uniones no se acoplan. El1 desarrollo de la funcidén W da 1lo
siguiente (por simplicidad llamamos a la variable trasladada igual gque

a las originales),

h .o, 0 G4 ¢ ¢ W © a O € b, €L e
Cj-)cu:&J =" éz— { CF hF hF + (:l-~ Czi %i + C!\ hl\“l\ +- L-l k\} nr\'.n + L'[\ LR h/\ j’ +
h .o o S R 2 3 N
| T 89
+D thA"‘jﬂL%VLXR *O.J-CEA“\‘%\%A&) (89)

donde los coeficientes C y D (que dependen de QrA’ son definidos en

el apéndice C. El cdlculo de la ec.(89) es largo pero sin mayoraes com-
plicaciones al menos para las representaciones de SU(2) consideradas
en este modelo. Para el tratamiento de cualquier representacién del
grupo SU(N) seria Gtil generalizar el método sequido en el apéndice

de la ref. 50 para la representacidén fundamental.

La integracidn gaussiana en las variables auxiliares es muy
facil pues debemos diagonalizar sb6lo matrices 2x2. Para el célculo de
las integrales en las variables V., , necesitamos dcsarrollar S (Vy;Va )
hasta términos cuadraticos en la medida axial. Este trabajo ya ha sido
hecho en la ref.50 para la representacidn fundamental pero se genera-

liza de inmediato a cualquier otra representacidn(esta es una de las

ventajas de nuestra aoroximacién%. El resultado es,
o < G c
N - G S (5 +
b (VF,‘VA) = Z__l Z__, { (fé F,v + F)» - RV OF,V
“ e

o c c DRSPS
+ H T‘ Hay +H I WHh,J“‘,GA,‘J/LGA,W b""’k )

donde las variables F{ (k) . son las transformadas de Fourier de las

F{ (X)... definidas en la ec.(84). Las matrices G estdn definidas

(90)

por,
d-4
H . 9L »
(/‘(, — r\" (4+ 2cask, - cost—cQs kd E,w -
a\;v - e | |
: Nj N4

__‘f‘_:_(zne, ‘*)(zi+€ )} (91.a)
2
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(91.b)

Luego de la integracidn gaussiana en las variables \fJ‘ v
tras algunas simplificaciones la funcién de particidén rcsulta ser igua.
a,

- Nd F INd Alz
=~ Bty @ -4 M-
£oe™ e det LN vl aaen ) - R }.

-3/ ‘../J. b.(
(’t %{(’L“')\ (-I.(Dr - l'\ )(’1 -+ >\(\~f3'\> T’\ k"t { i l /\ (/(3 J"
(92)
donde se ha definido, ’
H h H \ b \(J L 2 "\J~ 2 H
>\F=CF y >\r (cé ‘ XH“E’/C\ / Al\:LdlC" s N = A
vk L 6 9 9
dlopte"  R-DYEY
b b b b?
E°. G C =D (b=hy). o3)

El logaritmo de la ec.(92) es la energia libre F“r de la re-

tt
gién III en la aproximacidén de campo medio con correcciones gaussianas
Es el principal resultado de esta seccién. En el cilculo de los deter-

minantes que aparecen en la ec.(92) usamos la férmula,

Lﬂua \_44 YR (\\)]

4 L,% det uaa) -—.xg

=T

(zm? (94)

donde s:(k) son los autovalores de la matriz A(N(d-1)xN(d-1)) y £ es

una constante. En nuestro caso necesitamos,

Zigla—(l“\: (4 -—Z; cos k}\‘) - cas kd—l , (d-2) Ac'ics\:-.ura\su
o~ 7;&[]}7_9[—"/\: (d-2) —coaky -2 I’\:Zcosk)‘_l ,
3 A
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-
) 2!{3 [M: (4~Z cos K, ) - cog kc}] , (d-2) dc%evxer\,&o

o = A _

20 [_Mf d-2) - cosk
T\P' . AJJ (95)

°

donde Ujl(aﬁﬁA)son los autovalores de la matriz CfC? cuando se elimi-
nael término proporcional a Coskr>(probamos numéricamenLe que la con-
tribucidén de este sumando es despreciable) vy qu son los correspon-
dientes autovalores de la matriZ<JZ§ . Las surmas van de A=1 a (d-1) .

Las integrales que aparecen en la ec.(92) se evalGan numéri-
carmente usando la ec. (94) donde podemos desarrollar el logaritmo e in-
tegrar cada sumando hasta observar convergencia. Las integrales que
aparecen son en una variable. El término Coskr en la matriz oﬂgi‘h5 te:
nido en cuenta mediante el desarrollo,

\0% dok (A4 ™4 - \oaQ det (Arm) LW - 4 b (el [EIUR TSN 56)

[

donde M representa una matriz diagonalizable mientras ue M es un tér-
mino no diagonalizable. De nuevo en la ec.(96) mantcenewmos tantos suman
dos como sea necesario hasta observar convercencia.

Al evaluar exnlicitamente la ec.(92) verificamos que la prin-
cipal contribucidn proviene de las fluctuaciones anitihermiticas
&&lyz..)} las cuales representan alrededor del 99% de las correcciones
gaussianas en todo el plano. Este hecho fue remarcado previamente en
la ref. 15 para ambos ejes.

Las energfas libres por unidén en las regiones I y II pueden
obtenerse fédcilmente. En la regibn I seirecupera el desarrollo de aco-
plamiento fuerte. Los primeros términos han sido evaluados en la ref.
24 y en consecuencia no explicitaremos FI . En la reqgidn II usamos la

aproximacidn
FH(@FI(SA)E F:UI (Ol(‘JA'*‘ -%—Qt)“‘(;)—‘-(d-‘D) (97)
Lo

la cual estda demostrada también en la ref. 24.

Para obtener el diagrama de fases de la accidén mixta SU(2)
debemos buscar aquellos puntos del plano Q¥-@A donde las cnergias 1li-
bres se cruzan. El resultado se tuestra en la fig.1l2. Al tener en cuen-

ta las fluctuaciones gaussianas se ha mejorado el resultado de orden
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cero. Notemos, por ejemplo, que se predice correctamente la existencia
de un punto final cerca de la zona del "crossover" en cl eje fundamen-
tal. El1 comportamiento de la energia libre en ese punto indica una
transicién de segundo orden en forma similar a lo que ocurrid para la
teoria Z(2) Higgs en la seccién II.b(ref. 19). La principal mejora se
encuentra en la energia libre la cual es mayor que ', «nu apr.oximadamen
te 0.45 cerca de los puntos de transiciébn. En ambos c¢jes nuestros re-
sultados son idénticos a aquellos obtenidos en las ref. 15,50. Tal com
se remarc6 al comienzo de esta seccibn, en la ref. 24 s¢ calculd un
diagrama de fases cualitativamente similar al nuestro. En la transi-
cién I-II son idénticos y en la parte II-III nuestros valores son le-
vemente mejores ( y casi coincidentes con las simulaciones de Mont.:
Carlo).

También trabajamos en la medida covariantc pero las | redic-
ciones obtenidas son malas cuando se las compara con aquellas de la
medida axial. Por ejemplo el diagrama de fases estd apreciablemente
corrido hacia valores grandes de fyﬁ\(en la ref.49 sc discute la impor
tancia de la eleccibn de la medida).

Un aspecto que guizds mejore aln mds el diagrama de fases
predicho es la inclusidn de fluxones como en la ref.24.

Es de destacar que en la ref.8 también so ha estudiado el
modelo SU(2) mixto mediante técnicas de campo medio a orden cero intro
duciendo dos paré@metros de orden al igual que nosotros. Sin embargo
el autor de la ref. 8 toma como criterio para hallar los puntos de
transicién, la aparicidén de la raiz no trivial en las ecuaciones de
saddle~point lo que no es terrmodinédmicamente correcto (este detalle
fue remarcado también en la ref.24).

Otros aspectos que merecen un estudio m&s profundo son los
siguientes:

i) En la ref.51 se estudid mediante campo medio la estructura analiti-
ca en el espacio Ow:complejo, GAreal sin introducir variables distin-
tas para cada representacifn. Seria interesante analizar qué ocurre
con el tratamiento presentado en esta seccidn.

ii) En la ref. 37 se estudié la accidén mixta que mezcla la representa-
cién fundamental de SU(2) con la de j=3/2. Habria que repetir nuestros
cdlculos para ese caso.

iii) Usando la técnica de la ref. 12 estudiar el limite continuo en el
punto critico del diagrama :de fases.

iv) Extender nuestro calculo al wodelo SU(3) mixto (estudiado por Mon-
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te Carlo en la ref.52). El punto no trivial es el cdlculo del equiva-
lente a la ec.(89). Quizds arroximraciones a la integral de una unién
del tipo 1/N (ref.53) o cuadraticas (ref.8 y 42) puedan ser Gtiles.
Finalizaros esta seccidn indicando que la accidn SU(2) mix-
ta fue también estudiada mediante la técnica de campo medio en varia-

bles de plaqueta con excelentes resultados (ver cap. IV).

II.e Conclusiones

En las secciones precedentes hemos probado mediante e¢jemplos
no triviales que la técnica de campo medio con correcciones brind ex-
celentes resultados en la prediccidn de diagramas de fases cn teorias
de medida en la red. Mediante esta técnica analiticu puede ahorrarse
mucho tiempo de computacidn. Ademds estd claro que camrpo medio es una
forma muy eficiente y simple de hacer perturbaciones en la zona de @
grunde. Se ha argumentado que esta técnica es un reordenamiento del de-
sarrollo de acoplamiento débil (ref.50 y 54). Otra ventaja del método
es que si por alguna causa es necesario zstudiar modelos en dimensidn
alta, las simulaciones de Monte Carlo serian poco Utiles pues no seria
posible analizar una red suficientemente qrande. Siin Ccmidargo campo me-
dio daria excelentes resultados en ese caso.

Actualmente se estan realizando muchos intentos de extender
el formalismo a teorfias y situaciones méds complicadas. En las ref.55
y 56 se han efectuado cdlculos a temperatura finita y en redes gs}mé—
tricas. Respecto de la inclusidén de materia escalaé”y fermiénicgﬁabse
ha progresado mucho (la ref.58 es sb6lo una lista incompleta de refe-
rencias sobre este tema). También se ha logrado predecir con té&cnicas
de campo medio las dos transiciones de fase de los modelos Z(N) de me-
dida: >3

Un detalle que debe ser tenido en cuenta en estos calculos
es que en ceneral el desarrollo de acoplamiento fuerte de la energia
libre presenta un radio de convergencia finito debido en general a sin
gularidades en el plano complejo(ﬁ. Para extender ese radio hasta la
zona de transiciones deben hacerse adecuados cambios de variable (ref.
60 y 61). También se ha progresado en el cdlculo de correcciones a Or-
denes superiores en lazos (ref.49,61 y 62). Finalmente la técnica a-
qui expuesta también es ﬁt%l en el contexto del método variacional en

teorfas Hamiltonianas donde el cdlculo de valores medios con ciertos
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estados de prueba se reduce a un promedio estadistico Lagrangiano en
una dimensidn menos (ver cap.III). Muchos otros aspcectos de interés
han sido estudiados en la muy extensa literatura sobre el tema. La ref
63 intenta completar la lista de referencias. NPT

En resumen, en este capitulo hemos estudiado la técnica de
campo medio con correcciones en el contexto de teorias dc¢ mecuida en la
red. Los resultados obtenidos son excelentes comparados con las simu-

laciones de Monte Carlo.



APENDICE A:
e A
Fn este apéndice definimos las integrales Q. ,Q, Q. que apare-

cen en la sec. 1l.c.
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Todas estas integrales ec.(a.l) admiten una expresién cerra-
da on términos de las funciones de Bessel modificadas de orden u,ljf).

Usando el desarrollo de Fouriler,

& 0
aCo=x - ckx
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se puede probar féc1lmente que
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APENDICE B:

La teoria SU(2) mixta definida en la ec.(82) tiene muchos
limites no triviales. Paraeﬁ=0 se recupera ¢l modelo SU(2) con accidn
de Wilson que no tiene transicién de fase pero si un rapido cambio del
régimen de acoplamiento fuerte al débilu(crossoverr en(2g2.2 (punto C,
fig.13). En el eje($ =0 tenemos una teoria SO(3) la cual tiene una tran
sicibén no desconfinante de primer orden en(m;2.48 (A). En el limltL(%
o todas las variables de plagueta sdlo pueden tomar los valores 1 vy
la accién es igual a una teoria Z2(2) de medida tambié&n con una transi-
cibén de primer ordenﬁ% B) enew=0.44. _

Las simulaciones de Monte Carlo para el plano P“’P‘ complegg
predicen para esta teoria un diagrama de fases como el quec se muestra
esquemdticamente en la fig.13. A partir del punto triple (T) comienza
una linea de primer orden la cual termina en un punto final (E) indi-
cando que existe una conexidn analitica entre las fases ly II.La con-
tinuacidén de esta linea apunta hacia el "crossover"(C) en el eje fun-
damental de SU(2) que puede pensarse como causado por la presencia cer
cana del punto (E). Se puede demostrar facilmente que la zona(lh23\%/8
contiene dos minimos locales estables para la accibdn de cada plaqueta
mientras gue en QA<3ﬂk/8exlste s6lo el trivial. El punto E se encuen-
tra muy cerca de la frontera entre ambas lo cual parece ser una carac-
teristica general en acciones mixtas.

La diné&mica tipo Z(2) nos permite explicar cualitativamente
el diagrama de fases mostrado en la fig.13. Se dice que un monopolo de
Z(2) estd en un cubo ¢ de la red si el signo del producto de las seis
variables t}”$Uﬂ sobre dicho cubo es negativo. Este objeto tiene una
cuerda de variables de plagqueta con signo negativo. Una cuerda cerriga
es llamada vértice. Argumentos tedricos y simulacicnes de Monte Carlo
indican la siguiente descripcién de la fig¢.13. En la fase I hay una
gran densidad de monopolos y vértices mientras que la fase II tiene
baja densidad de ambos. En la fase III existen muchos vértices pero po
cos monopolos. En el punto A(fig.13) tiene lugar una condensacidn de
monopolos dejando intactos los vdrtices pues estos son invisibles en
una teorifia SO(3) (la accibén no distingue el siano de tmjh(Uﬂ). C se
piensa como un punto en que se condensan monopolos y vértices pequenos
(en la zona de acoplamiento débil se espera que los vdértices de gran
tamano sobrevivan pudiendo ser responsables del confinamiento). El pun

to B es s6lo una condensacidén de vdrtices.
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APINDICE C:

a) Una representacion explicita de las matrices T definidas
en la ec.(84) es,

j‘“'aigéh , 1m= matriz unidad de dimensién N xN ), (c.1)
No >

< c-c- RIS
T. = e ( c=1,2 y3 y 49| son las matrices de Pauli). (c.2)

Llamando X, a
A
trices TA son,

las matrices de Gell-Mann habituales, las ma-

LA !
TN TP N, Toh T LA
h == ) A = ¢ A = A —
- 2 -‘/—2 ‘/i/_ '/:{_
-3 p -t -8
’ = ..ﬁ... } T6 —.{\.t ? rA = >\ - ~IA = - '/\:2
hoq2 hooyo 2 Ve
(c.3)
b)

Los coeficientes C y D de la ec.(89) son definidos como,

™
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~
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O
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N
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o
I
¢
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0
(o]
4
c
Sl

[(CO'G) 2 {cos’ e>+4} (c.4)

donde

: i -
(e)> g Semd f)(e) e)/ )(de At ed , (c.5)

Sle)= Q 2¢o58 4 Q, (Hco'o-4) . (c.6)
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EXPLICACION DI LAS FIGURAS :

1.

10.

11.

Andlisis de las raices de la ecuacidn 2 mediante el cruce de las
curvas y=m y y=tgh(6pm5)en cuatro dimensiones. Si(c\tf solo exis-

. "
te la solucibn m=0 pero a partir de ﬁ;C-

aparecen tres raices

(dos de ellas estables).

Resultados de cumpo medio en las medidas axial ([I1)y unitaria(Ix)

y sin fijar la medida (I) para d=4 en la aproximacidn de orden
cero comparados con resultados de Monte Carlo de las ret.21 y 22.
Las lineas continuas indican transicidn de priwmer orden y la cur-
va rayada de segundo orden.

Idem para d=3.

Configuracidn no trivial guc contribuve a la c¢nergia libre del mo=-
delo Z(2) Higgs en la medida axial.

Resultados de campo medio con correcciones en la medida axial para
d=4 comparados con valores d¢ Monte Carlo de las ref, 21 y 22. Las
lineas continuas (rayadas) corresponden a transiciones de primer
(segundo) orden.

La eneraia libre Fscec.(35) Y Q’“\ec.(29) en(t=0.26 (d=4) como ej.
Cuando la distancia entre el punto A (donde se produce la transi=-
cibn de fase) y B (que no se interpreta como una transicibn) va a
cero tenemos un punto critico. Una situacidn similar se presenta
en el andlisis de la accibdn mixta.

La transicibén de segundo orden Higgs- libre en(?=0.5 como ej.. Es-
ta aparece como una discontinuidad ¢n la segunda derivada de Foae
Representacién esquemdtica del diagrama de fases de la teoria U(1)
extendida. En el texto se explican las caracteristicas de las fa-
ses (I-IV).

Diagrama de fases predicho mediante cdlculos de campo medio (linea
continua) a orden cero en 4 dimensiones comparado con resultados
de Monte Carlo tomados de la ref.29 (un circulo lleno indica tran-
sicién de fase de primer orden y uno abierto de segundo orden).
Idem fig.8 pero para d=5. Los resultados de Monte Carlo son de la
ref.30.

Diagrama de fases predicho por campo redio con correcciones(linea
continua) incluyendo términos de orden 1/d en d=4. Los resultados
de Monte Carlo son de la ref.29.

Idem fig.1l0 pero en d=5. Los puntos de Monte Carlo son tomados de

la ref.30.



12.

13.
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Diagrama de fases de la teorfa SU(2) mixta fundamental-adjunta en

4 dimensiones. Los puntos son resultados de Monte Carlo tomados de
la ref.47. La linea rayada es la prediccidn de campo medio a orden
cero mientras que la lfnea continua es el resultado incluyendo co-
rrecciones gaussianas.

Representacidén esquemdtica del diagrama de fases de la teoria SU(2
fundamental -adjunta. Todas las lineas son transiciones dc¢ primer

orden. En el texto se explica el significado de los puntos A,B,C,E
y T.
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CAPITULO III

METODO VARIACIONAL HAMILTONIANO

III.a Introduccidn

En este capitulo estudiaremos las tcorias de anedid.. en la
red en formulacidn llamiltoniana (sec. I.d) por medio del método varia-
cional4(Rayleigh-Ritz). Fsta técnica nos permite obtener una cota su-
perior para la energia del estado fundamental de un lamiltoniano (i) .

Sc¢ basa en la conocida desigqualdad,

Eo < <H\’ <q) l ':iJ,EPZ (1)

v Uy

donde ﬁ, es la energia exacta del estado fundamental de iy pu)cs una
funcién de prueba arbitraria con cicrtos parametrus%(f%que minimizan
NED M
Debido a la analoglia existente entre £, y la cncrgia libre
clasica (sec.I.d) se dice que II presenta una transicién de fase de

que el Hariltonia-

n-ésimo orden cuando d"t./JX'es discontinua (suponemos
no se escribe como un término de encrgia cinltica mids un potencial,
H= 1l+\V siendo A un pardmetro vinculado con la inversa de la tcmpcera-
tura} Una forma practica para obtener el orden de la transicidn es ob-
servar el comportamiento de los pardmetros variacionaleslﬂanque mini-
mizan <H>y en funcidn de A . Si algtn ﬁm‘varia discontinuamente de un
minimo a otro estamos en presencia de una transicién de primer orden
(fic. la). En cambio si un par@metro variacional tiene un comrportamien
to como el indicado en la fig.lb la transicidn es de segundo orden.
Para transiciones de orden superior ©s necesario obscrvar las deriva-
das de ﬁm respecto de A .

Veamos ahora qué estados de prueba se utilizan habitualmente
Para fijar ideas analicemos la electrodinamica (QED) sin fermiones. El

2
Hamiltoniano del continuo puede discretizarse de la sigulente manera,

k] — .
H:%Zj d’x (E +B>—>d5~- l; 0 f._‘ﬁ—lr —Cos(iffblﬁ‘,)]},

[ | X A
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donde hemos definido ¢l campo magnético como ﬁr_Cfo‘ ﬂ,“[A(ﬂ{f\MALAm
—ruJ51endo ;Q(X)el potencial vector ubicado en las uniones de ldJrgo
«&)es el campo eléctrico que satisface la relacién de conmutacidn
[L (g A(xﬁ] 2 8 é . k1l resto de la nomenclatura es igual a la
usada en capitulos anterloreb. En el limite d%~¢o el miembro de la de-
recha de la ec.(2) tiende al limite continuo. La versidén en la red que
hemos obtenido de la electrodinfmica es llamada "“"compacta". Notemos
que hay una gran arbitrariedad en la eleccién del término potencial,
o sea, el dependiente de }BP - 4 €s una cierta constante de acoplamien-
to sin significado fisico en el continuo pero que produce interaccio-
nes entre fotones en la red. Se demuestra (sec.l.e) que en esta ver-
sidén compacta en el limite q— oo hay confinamiento explicito o sea
la energia potencial de dos cargas de prueba de masa infinita (¢ e,
por ejemplo) crece linealmente con la distancia (L) entre ellas (pura
L>»4). Si en la ec.(2) se hace el cambio de variables Lk h}%ﬁ~kﬂ,lw -»

O, ey ,A}ﬂ-%A@N%y 0(4“6 el Hamiltoniano resultante es(tomando s =1),

3
H:iL%]E)&+-~) (4- con OBJ N

d p

donde G?= OJ@+€BU+L%9&y94%OSiendo OJU:%AP? Debido a la periodicidad del
potencial,QP puede restringirse al intervalo |-n,w)y ¢1 conmutador del
campo eléctrico con er,indica que L. solo puede tomar valores enteros.

El limite continuo se recupera ahora cudndOca(adlmgn gsional)-— o0 .Des-

taquemos que para una teoria no abeliana en la red 4 €8 el acoplamien-
to entre gluones y por lo tanto posee significado fisico. Para la QED
es s6lo un parametro introducido por la red.

El Hamiltoniano ec.(3) es invariante ante la transformacién

de medida espacial,

’)LO( X W] li.-},‘
G, = € ; (4.a)
(\7F) }_‘E )E (4.b)
N e U

o=
donde x es un sitio de la red, 4, es un angulo arbitrario yln(L) indi-
ca ¢l conjunto de uniones (X,i) ((x-1i,i)). Es f&cil ver gque el lamilto-

niano es invariante ante la oweracidn,

GXHG.::H- (

(W}
~—
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El generador de la transformacidn (4.a) es(XZEjK. De la ec.

(5) se verifica que

V.E), -0, (6)
O sea obtenemos la ley de Gauss en la red en ausencia de cargasé El es
pacio de estados fisicos debe satisfacer ec.(6) y por lo tanto debe
ser invariante ante transformaciones de medida.
Para aplicar el método variacional debemos c¢legir un adecua-
do estado de prueba. Si se busca informacién respecto del estado fun-
damental se debe elecir un "Ansatz" sin nodos e invariante ante la ec.

(4.a). Un estado variacional posible es,
Wy = ey | {Cord A5 )10y (7)

donde]dzzes el vacio de la parte eléctrica de H y f ¢s una funcién de
las variables angulares (operudores)oy y de los parémetrus-{p'ﬁ. Ll
estado ec.(7) es invariante ante la ec.(4.a). Como caso particular

oy o . LllL)l >J dl\j
de la ec.(7) obtenemos el estado de plagueta independiente, ol

- R RE o

{
Otros estados de prueba utilizados en la literatura son los
A0
de unibn independiente"””%B
Yoo - | .
4l , OKQQ“J“ 0
WPy P/ C () Imw] , C (B A} dQ conng, © N
X 20 ,
/ N — O X‘L o

dondelﬂv.es autoestado del operador Eéﬂcon autovalor n y P &s un ope-
x4

rador de simetrizacibén ante transformaciones de medida pues |{) no es

invariante ante ellas,

o Lo, (WE),
d!,
P. Txrg‘ﬁ? ¢ . (10)
0

En gqneral la presencia del operador P hace dificil los cal-
culos con el estado ec. (9) aunque mantener la invariancia de medida
es fundamental para obtener resultados cualitativamente correctos

(ref.13). Es importante destacar que la norma de los estados ec.(7,8,9
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es iqual a la funcidn de particidn de un modelo clésico en d dimensio-
nes si el Hamiltoniano estd definido en d+1 dimensiones. Por ejemplo
cou el estado ec. (8) se obtiene como "modelo equivalente" una teoria
de medida U(1),

0 o~

(FAJ cos (9p)
ply) = TT' doy e\ )
ne ) o2m (11)
9]

mientras que con la ec.(9) se obtiene,

LW

A_JCUS (O< x+’~)
<Ylyy = ng“x o ; (12)

es decir la funcidn de particién del modelo XY.

Es facil deducir que el cdlculo de <¢\le§ se reduce a eva-
luar el valor medio de ciertos operadores en el modelo equivalente.
En general estos cdlculos no son triviales. Por ejemplo si se desea
estudiar un Hamiltoniano realista en 3+1 dimensiones los modelos equi-
valentes en 3 dimensiones no son solubles exactamente. Para su calculc
aproximado se recurre a alguna de las técnicas enunciadas en los capi-
tulos I yII. Por ejerplo pueden usarse las simulaciones de Monte Carl
los desarrollos en serie de alta y baja temperatura o las técnicas de
campo medio mejoradas con la aproximacién de Bethc—Pcicrl;? En el ca-
so particular de 2+1 dimensiones y estados tipo ec.(8) el modelo equi-
valente es resoluble exactamente.

Destaquemos que estos céalculos variacionales pueden repetir-
se, por ejemplo, en e%ﬁﬁfctor del espacio de Hilbert con un par fermidén-
antifermibén estdticos. En el limite de acoplamiento fuerte ¢l estado

fundamental en este subespacio es

+ . LQL(X)

Wy = 4w I € ° gl (13)
19 ke g ' t

donde k» es el vacio eléctrico y C es la curva de minima longitud que

une los SlthS rys. (1quon operadores fermiénicos ubicados en los si-

tios. Cuandofapn por analogia con la ec.(13) se puedc oroponer Ccomo

estado variacional a

AT L EN|
W =) g T et g e, (14)

B O S xedc



donde la suma en ¢ es sobre todas las curvas que unen fy & cada una
de ellas con un peso‘ﬂc)que ¢s el pardmetro variacional.
Un razonamiento andlogo nos permite obtener una estimacién

|
para la energia del primer nivel excitado. En el limite .o el primer:

d
excitado (en el sector sin cargas) es,

-
qulJcos 8, \o> ) (15)
VN" T \ [

donde N? es el nfimero de plaquetas.

\/‘ﬂ |> =

En consecuencia para valores finitos de % se propone el

siguiente estado,

.} .
=.i_.214 lCOs &y Sﬂﬂlf“‘%Jqu]Lp>
\/"“N? ” {wlyy g (16)

donde |y) es una aproximacidén variacional al estado fundamental (por
ej. ec.(8,9)). La forma mds general de escribir un estado ortogonal

al fundamental es

vy e <G |y
l@:[@ ST ]lw/ | (17)

donde & es un operador gue puede conteneir pardmetros variacionales
adicionales. La ec.(16) es sdlo un caso particular de la ec.(17).
Antes de pasar directamente a las aplicaciones en las proé-

ximas secciones, destaquemos algunos otros detalles del método varia-

cional.
i) Ultimamente se han utilizado con cierto éxito estados tipo gaussia-
2118
nos’.’ Para el caso de la electrodindmica dicho estado es,
I
foo y T / N PN
Y “LL(@Y 210y ) By (Op = £TTy)
) g
Wy . P L € ey
(18)
? /'\‘)V_.-g)_)

donde P es el proyector sobre el sector invariante de medida definido
en la ec.(10) y ‘AVF es una funcidn que serd considerada como parame-
tro variacional. Si A“nxgvv recuperamos el estado tipo ec. (8). Al per-
mitir que A(@ acople plaquctas tan alejadas como uno guiera se intro-
ducen correlacipnes de largo alcance las cuales son muy importantes

en la fase de acoplamiento débil. Su utilizacidn en el caso de QED en

2+1 dimensiones permite obtener una buena estimacidén para la tensidn
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de la cuerda en ese model;? Lamentablemente su aplicacién a modelos

no abelianos es muy complicada y no se ha progresado en esa direccidén
ii) Al igual que para el estado gaussiano, en el Ansatz de plaqueta in-
dependiente también puede tomarse como paradmetro variacional a una

- - . 13
funcién del &naulo BY’ es decir se propone

RS I (19)

donde‘YUﬁ)satisface una cierta ecuacidn diferencial obtenida al mini-
mizar la funcional <FD@. Esta aproximacidn también presenta dificulta-
des al pretender ser generalizada a otros modelos realistas.

iii) Los métodos variacionales pueden también aplicarse en el contex-
to del grupo de renormalizacidn en espacio real. En la ref. 20 se ha
proovuesto que los estados que se mantienen en cada bloque contengan

un paré&metro variacional el cual se determina minimizando la energia
tras un ¢ran nGmero de iteraciones.

iv) El1 método variacional puede utilizarse también en formulacidén La-
grangiané? debido a que la funcidén de particidn de un cierto modelo

es igual al autovalor mds grande de la matriz de transferencia corres-
pondiente elevado al nfimero de sitios en la direccidn temporal. Habi-
tualmente se usan estados de plaqueta independiente.

v) Seria muy interesante complementar el método variacional aqui ex-
puesto , el cual da una cota superior a la energia, con alguna té&cnica
gque nos provea de un limite inferior a la misma. Existen intentos en

-

. L. 2
esta direccidn.

IIT.b Aproximaciédn de Bethe-Peierls para modelos Lagrangianos vy

Hamiltonianos.

23 24
En esta secci6n aplicaremos la aproximacién de Bethe~-Peierls

al modelo de Ising en d dimensiones (clédsico) y a la teoria 2(2) de
medida (cuéntica) en 2+1 dimensiones. Dicha aproximacibn es una mejo-
ra a los cé8lculos habituales de campo medio descriptos en el capitulo
IT y consiste en igualar a su valor medio a todas las variables de la
red fuera de un cierto volumen finito de la misma,obteniéndose la mag-
netizacidn mediante una ecuvacidn de autoconsistencia. S1 el volumen
tratado exactamente se reduce a un sitio recuperamos los resultados

de campo medio.
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Analicemos primeramente el modelo de Ising clésico. Debemos

obtener la solucidn de la ecuacién trascendental,

S, o {G [ Z(Ss‘) +(24-14) /YY\\L;: 5»”

vy = eV ,
N \ N N} c -0 (20)
exp{ B L 690 + @ monl 2l
Unione s X
{s e V4]

donde V es el volumen tratado exactamente, ijes una variable interior
cualquiera y le llamamos x' a los sitios de la frontera.

En el caso de modelos de spines sabemos que el campo medio
predice transiciones de segundo orden o sea a partir de un cierto va-
lor(i_en la ec.(20) la raiz m=0(gque existe siempre) se hace doble y
para (1>'@( una solucidn evoluciona a partir de m=0 hacia valores po-
sitivos. La temperatura critica se obtiene igualando las derivadas en
m=0 en ambos lados de la ec.(20). La expresibén resultante puede simpli-
ficarse usando el hecho de que para todos los L sitios en la frontera

de V conectados a un cierto sitio interior se verifica la siguicente

igualdad,
—_ _ _ L
Y‘ \ i -
@X?[ o (1&—4) (5\““5\‘*"‘)4[: [ 'U/K'r‘ won(zd- 1) S0
S\ S, 50
X‘\ X

De esta manera se obtienen las siguientes ecuaciones para ﬁ:

1-24d0 ,
4 -2d(2d- )R Tk (i
Az (ed- /lj'l(ﬁL ‘\QO\“Q'( (4 + .1_%\\ \‘-k) /

- 2 (' 10
4-2@A‘ﬁ@{ﬁfeﬂfﬂtfgg\'Tdev +@digﬂ /

E?Gﬂ+5§0°+-l

—_ - - 4\.,.1\, )) ’i'f'& ‘
4=4@d-1)(2d L)(lc o (e " , (22)
e“'q—e (4'-4-6
para los casos a,b,c,d y e de la fig.2. Los resultados para @t se re-
sumen en la tabla 1 donde son comparados con resultados de desarrollos

en serie y decimacibén. Vemos que se obtiene una apreciable mejora al

pasar del caso a) al b) pero al aumentar el volumen tratado exactamen-
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te las mejoras se hacen mis pequenas mostrando una convergencia lenta
a los valores aceptados.

Numéricamente podriamos tratar volGmenes mds grandes sin de-
masiado esfuerzo de computacidn pero creemos que los casos que hemos
estudiado son suficientes para deducir el comportamiento cualitativo
de esta aproximacidn.

Podria pensarse que el tratamiento arriba descripto mejora-
rfa, sin aurentar el esfuerzo analfitico o numérico, considerando una
aproximacién de probabilidad mediében vez de campo medio. Esta apro-
ximacibn corresponde a reemplazar la magnetizacibén externa fija m por
un campo que aparece con probabilidad Fﬂ(i_kiﬁ . La ecuacién de auto-

consistencia para dicha probabilidad es,

Z O Ulzx: (55\)1] ’/ Z: Pl (ps ,, w

\ gs” =t “S S ]

Ps,

— . S 2d-1

&SL‘;{;W? {C);ES\)“J giff("‘\\)@"P((}f)Sx\)

donde V=V sin el sitio X. El resto de la notacién sc ha explicado en

la ec.(20). Notemos que la suma en el derominadur (que normaliza la
probabilidad) incluye al sitio X. Consideremos de nuevo los cuatro
casos de la fig.2 y usemos también el truco de igualar las derivadas
a ambos lados con respecto a X=T(5-+4) para X=1/2, usando P(S=-1)-1-P(¢.44),
De esta manera se obtienen ecuaciones trascendentales a partir de la

c.(22) reemplazando el factor G" que sliempre aparece en el miembro
de la derecha, porﬁ%\ﬂg. Las soluciones de estas ecuaciones también
se incluyen en la tabla 1.Desafortunadamente la mejora, comparada con
el tratamiento previo ec.(20), es muy pequena.

Veamos cbémo podemos generalizar la aproximacidn de Bethe-

Peierls para modelos cuénticos. Estudiaremos la teoria Z(2) de medida

la cual se define mediante el siguiente Hamiltoniano,

H“ZG' xZ@c} Cn) . (24)

X, XL>J

La notacidén ha sido explicada en el capitulo II (X es un paradmetro).
26
Se sabe que este modelo presenta una transicidén de fase de segundo or-

den para un cierto valor X‘. En la tabla 2A podemos ver algunas pre-
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dicciones para >y usando diferentes aproximaciones.
Un estado de prueba que ha sido utilizado en 2+1 dimensiones

es el de plagueta independiente (sec.III.a)

Do T ery “I ésy] \050.‘l , (25)

donde G es el pardmetro variacional’éw_@gL,LLJy \QZ‘ significa el au-
toestado de ¢, con autovalor +1 para todas laé unioﬁcs de la red. hp)
es invariante ante transformaciones de medida.

La norma del estado ec.(25) es igual a la funcidén de parti-
cién de una teoria Z(2) de medida clésica en una dimensién mcnos al

cual llamamos modelo equivalente,

<Yl < Z@X?[({ ?‘) Q‘g‘)] ' (26)

/*(3‘ ) , R
\xi't .

En la ec.(26) podemos realizar un cambio de variable de unidén a plaque
ta con jacobiano igual a 1 (ver cap.IV) y de esta manera obtener una

expresidn sencilla para la energia,

=

» vIH N tah
Elp. S A tyhy
Ny <bly Cosh(b

(27)

Precisamente la posibilidad de obtener resultados cerrados para E(%)
nos llevd a elegir la dimensibén 2+1.

Minimizando la ec.(27) respecto de |> se obtiene,
\

T
Avr X (h<w) (28.a)
_E(fm) 46
. k=4
by (XA>4) (28.Db)
2 J
es decir existe una transicién de segundo orden en A.=4 donde C,va a
infinito y permanece alli.Notemos qgue la ec.(28.a) corresponde a los
primeros valores del desarrollo perturbativo de acoplamiento fuerte
(ver ec. (34) mds abajo) mientras que en la zona de acoplamiento débil
la ec.(28.b) da al menos el resultado trivial.
Tratemos de mejorar estos resultados de manera andloga a lo
hecho con el modelo de Ising. La primera generalizacidén que no des-

truye la posibilidad de un tratamiento analitico es proponer el si-
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guiente estado variacional,

A /},\ n A
> - 1T ex [{2 QAA“QAJFSG'\»« )}Io (29)
?0)
donde la notacidn se muestra en la fig.3 y hi% es el mismo estado uti-
\
lizado en la ec.(25). 6 es un pararetro adicional. Cada Cf
a un Qnico p(2). En este caso también podemos obtener resultados exac-

pertenece

tos para la energia como en la ec. (28),

cosW(be) 2 cochi( <h e {

E(p2)- - - el ‘————*CT’J
Z(QG cosh 2y + e(’ ) (QQ coL hz( +C,( ) COshz(H—G \ (30)
Si se toma % =0 se recupera €l resultado de la ec.(27). Destaquemos

que en el cdlculo de <fo4>LP debemos considerar separadamente los casos
en que la unién est§ dentro de p(2) o cuando pertenece a la frontera
entre dos p(2). La transicidn aparece ahora en X‘=3.85 donde § va a
c© . Veremos que esta es una tendencia general,es decir,en los préxi-
mos casos la transicidn siempre tiene lucgar cuando el parémetro varia-
cional que une todas las variables de nlaqueta dentro del volumen con-
siderado ,va a o .

Consideremos ahora el caso de cuatro plaquctas, es decir, un
estado de prueba del tipo,

]W>:=11_ (& ,dﬁ &;,éi o Gu+0m G PG p,c +0 Q,
'M)\P wln OO 19, = (u) ?{ LGt el "

A A A A rA A (31)
+0%6%1+Gﬁ6%\+ V(G} '*Qﬁdf)+ GFOHG ( IPO>

La notacidn se explica en la figura 3. In este caso necesi-
tamos 5 paradmetros si se insiste en escribir %%Gpgy¢%héﬁ)de la manera
mds general posible. La expresidn para E(Qvnlrwg) @s muy larga y no
la reproduciremos aqui. En este caso la transicidn aparece en A, =3.68
(§—>m). Aunque usando rutinas bien conocidas el maximo de la enercia
puede encontrarse facilmente con suficiente precisidn, repetimos los
cdlculos con menos pardmetros variacionales para observar si nuestros
resultados son muy sensibles a ese nfimero. Se mantuvo el pardmetro §
para tener una clara senal de transicidn de fase. Torando 3<r_o en la

. (31) se obtiene XC=3.7O lo cual difiere voco del resultado obtenido
con cuatro pardmetros. Esta situacidn es similar al caso del modelo
de Ising cl&sico en el cual la mejora utilizando probabilidad media no

cambid apreciablemente los resultados. Parece ser entonces que lo prin-
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ciral es el nlmero de variables considerado en el Ansatz y no la mane-
ra enls cual éstas se manipulan.
Las siguientes mejouras son obvias. Por ejemplo los estados

con seis y nueve plaquetas son:

n n A

6 A ~a ~ ~A ~ IS ” A
N, L A e : oA %
\\p/:;l—z‘:) M?{% [ ; 6:?" + X (6‘\)‘6‘)11_ GY\ Q'\‘l* 61‘).‘ O(Yu—‘ QY‘G&“’ + Q "E Q‘/ﬂ + G k;u\ U‘)l) + }""6"‘(4‘5 )

+ & [ (00 6pade) + (6060, + guﬁ“"ﬂ} %, (32)
g 2
2 oo A S o AN coon oo oA
I\{)>=?T(I;)e/x { Z Sy + ¥ ( S0+ Op0p+ GGy +Cpe Sy, *%‘J’ + Q"x‘\’v*w&vw‘@ )
+‘)\GQS(G‘)‘fGW'*G\"-i-GW)«\—é(Gh('\"(:‘m (o T d\u@g,ch‘f +Q\'5bh \\5L'\’1 -+ (3 A Op L\b \,)*

4§ Trdf)]} IS, - (33)

La notacidn se explica en la figura3. Con estos estados de prueba el
nGmero de posibles parametros variacionales crece enorremente. En con-
secuencia mantuvimos sdlo cinco pardmetros como maximo. Los resultados
se muestran en la tabla 2B. Vemos que al igual que para el modelo de

Ising la convergencia es bastante lenta.

Por completitud discutamos los resultados que se obtienen
para Xc mediante los desarrollos perturbativo§°(método de Rayleich-

Schrddinger, sec.Il.g). La eneraia del estado fundamental resulta ser,

D RN
A-3¢ 3032 4‘3«.(,08 Q\«A (34.a)

(3 <

-X A 5 1) .
?-[4+zx‘ +Tf>?] (h>4) (34.b)

La ec.(34.a) coincide con el desarrollo de ref. 27 obtenido computacio
nalmente. Por medio de la ec. (34) podemos obtener una estimacidn crue-
sa para el valor de Xc buscando el sector donde ambos desarrollos se
encuentran (presumiblemente con icual pendiente). En la fig¢g.4 reprodu-
ciros la ec.(34). Ambas curvas son casi tangentes en la zona donde se
espera la transicién. Si se refina la fig.4 veriamos que la ec. (34.Db)
proporciona una energia menor que la ec.(34.a) en el intervalo (3.17,
3.48) donde las curvas permranecen casi en contacto (diferencia~ld3).
Entonces la estimacidén es 3.17< A\.<3.48.

Otro criterio para el célculo de Xc en una transici&n confi-
nante-desconfinante como la de este modelo es buscar dbénde la masa del
primer excitadq se anula (glueball si )<<4 y monopolo si A>»4 ). No po

demos usar un criterio similar para la tensidn de la cuerda debido a
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la transicibn de arrugamiento (roughening) presente en nuestra teoria.

El estado de glueball se define mediante,

I%>_ - Z}“E“*\”Gl) lo> (35)

N? /‘)
donde Id% fue definido en la ec.(25) vy NT es el nGmero de plaguetas.
]
Su masa es%q
N u
kS b F63
b

Bl estado tipo monopolo es,

I < TTG(F—xy,X)\@ : (37)

)(>/0

la)
es decir,una cadena de operadores ¢, de X a » en alguna direccidn. l@E
3
~
es,en este caso,un autoestado de 83 en cada unidn con autovalor +1. Su
masa es,

m, )\L2~———3\-;J- (38)

Usando aproximantes de Padé[?,i}se obtiene que v, se anula eni =7.23,
muy lejos de los valores aceptados, mientras que %nhf~o en A_=2.50 que
es sb6lo una estimacidn gruesa de A, . Es evidente que se necesitan se-
ries mas largas para obtener resultados aceptables.

En resumen en esta seccién hemos presentado una especie de
desarrollo perturbativo alrededor de las aproximaciones de campo medio
¥y variacional. La mejora en la temperatura critica en el modelo de I-
sing clésico es apreciable especialmente si d es grande donde obtene-
mos un 02 equidistante entre los resultados de campo medio a orden ce-
ro y los desarrollos en serie. En baja dimensién, para el mismo modelo
(d=2), nuestro resultado representa una mejora menor. La convergencia
es muy lenta mostrando la importancia de las correlaciones de larcgo
alcance en el modelo.

Seria muy interesante desarrollar un método de extrapolacidn
del volumen V tratado exactamente a o . Para ello necesitariamos le-
yes de escaleo similares a las usadas en la aproximacidn de red finita
( ver sec.III.d).

Con respecto a la aproximacidn variacional Hamiltoniana, el

acuerdo entre la enercia perturbativa E? de la ec.(34) y la energia
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variacional E, es muy buena en la zona de acoplamiento fuerte. Por ej.
en la tabla 3 indicamos los resultados para A =2 y 3 usando los dife-
rentes estados de prueba descriptos en esta seccién. La diferencia en-
tre E, y E, (9 plagquetas) es de s6lo un 0.1% ( \=2). Con respecto al
valor del pardmetro critico notamos de nuevo que la convergencia hacia
los valores aceptados es lenta.

ros Un estado de prueba tipo campo medio fue usado en este mode-
lo. En este caso los resultados para E(@) no pueden obtenerse exacta-
mente. El mejor valor obtenido con este Ansatz para el pardmetro cri-
tico es XC=2.6.

El hecho de que el grupo de renormalizacidén permita obtener
mejores resultados puede entenderse debido ayuw :neste caso se tienen
en cuenta correlaciones de largo alcance al contrario de lo gue ocu-
rre con nuestros estados variacionales que son de caracter local. Sin
embargo es importante destacar que nuestra aproximacibn a pesar de no
ser cuantitativamente precisa en comparacidén con técnicas refinadas,
es muy simple y provee resultados razonables. Por el contrario, hemos
probado que buscar dénde se anula la masa del glueball o monopolo da
malos resultados. Se necesitarian méds términos de la serie. La situa-
cidn es muy similar a lo que ocurre con la tensidén de la cuerda en la
ref.30. Tambié&n remarcamos que en nuestro caso podriamos estar en una
situacidén andloga a la planteada en la ref.31 para la QED en 2+1 di-
mensiones donde la excitacidn escalar parece no ser estable debido a
una posible mezcla con otros estados. En esta Gltima referencia los
desarrollos en serie perturbativos se hacen mediante una red finita.
Seguramente la aplicacidn de una técnica similar para el modelo tra-

tado en esta seccidn mejoraria mucho los resultados.

IIT.c Estudio variacional de la teoria SU(2) de medida

2
En esta seccidn estudiaremos mediante la aproximacidn varia-

cional Hamiltoniana la teoria SU(2) de medida en cuatro dimensiones la

cual se define mediante,

H. :}[Z £ - Ttr(uﬂhkc.)] ,

XL (39)

donde A =4/%g,4% es el acoplamiento y tr {(Yp) es la traza del producto
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de variables qﬁﬂen la representacién fundamental del grupo SU(2) a lo
largo de una plaqueta. El operador campo eléctrico se define en cada

sitio'mediante el conmutador,
< ol
[E )Umb]= Tl).f_ Uc\z ) (40)

. = )
donde A es indice de color y T es el correspondiente generador de
&
transformaciones infinitesimales (« =1,2,3; T=9§ en SU(2)). Notemos
que la ec.(39) es una generalizacidn del Hamiltoniano abeliano ec. (3)

Como estado fundamental proponemos,

b = %?{%({Uk(x)},{(kjk)}\o‘)t_ , (41)

por ser invariante de medida y por no tener nodos. \Q{ es el autoesta-
do del campo eléctrico con autovalor 0 y la funcidn S depende de com-
binaciones de lazos cerrados de variables de unién U; (x) y de un con-

junto de paré@metros variacionales {EJ%. La norma de \V) es,

S
V) o Trgduh(x) e, (42)

XL

y €s igual a la funcibén de particidn de un modelo Lagrangiano en d di-
rensiones con accidn S (modelo equivalente). El1 célculo de <H)P se bas:
entonces en la evaluacibén de promedios estadisticos en dicho modelo
equivalente. La correcta eleccidén de la funcidn S es el detalle bdsico
del método. Debe ser suficientemente flexible como para reproducir el
comportamiento del estado fundamental en todo el rango de parametros.
La complicacibén analitica de S estd limitada por la correspondiente di
ficultad en la evaluacidn de los promedios estadisticos lo cual es muy
importante en 3+1 dimensiones.

Para la teoria SU(2) el estado variacional mds frecuentemen-

te usado es el de plagueta independiente,

lv>. C’/X?{ (%Z;tﬂ,,(ui’)}\@g ) (43)

el cual, debido a que las plaquetas son sb6lo espaciales, corresponde

a fluctuacioneg magnéticas en cada punto en el limite continuo,

Yy — ”P{—é@x ﬂX)}“» : - (44)

Covlinuo
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El estado ec.(43) reproduce en el limite de acoplamicnto
fuerte el primer orden del desarrollo perturbativo al igual que ocu-
rrid en la sec.III.b para el modelo Z(2) de medida. En 2+1 dimensiones
hay argumentos cualltatlvos que indican que el estado (43) es una
buena aproximacidn para cualquier acoplamiento. Se demuestra fdcilmen-
tgﬂque el estado confina siempre y el modelo equivalente (teoria de
medida bidimensional) puede resolverse exactamente.

Para modelos de spin o quirales (variables U{x)en los sitios
de la red) el estado andlogo a la ec.(43) es el de uniones independien
tes,

9= o) LT Q0 e r

(45)
3436 3%

el cual ha sido utilizado para grupos abelianos’ y no abelianos donde
se lo conoce como estado de Jastrow debldo a su aplicacidn original
en problemas de varios cuerpos.

Volviendo a la teoria SU(2) calculemos el valor de expeccta-
cién del Hamiltoniano ec.(39) usando el estado ec. (43).

El valor medio del operador E}X)es proporcional al corres-
pondiente de la parte magnética de la ec. (39) por medio de la identi-

5
dad, !

L

ggaw (o) £, Fifu) < 4 10du, i) 5 Lo f05)

Eligiendo

f({ud) = UXPH&Zt‘ (0y) ] ) (47)

_3 '
Yy puesto que El%n _.q(%h se obtiene

CRED -4 <Gt

La expresién que debe ser minimizada es finalmente

<T:? - 5}(%}; ) <ty (P (49)

donde N, es el nGmero de plaquetas. Este resultado es vélido para cual-

P

guier dimensiéi..
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Un estado de plaqueta independiente m&s general puede obte-
nerse sumando en la accién del modelo equivalente sobre todas las re-

presentaciones irreducibles del grupo, es decir,

OE "’XP\Z%& byt oy,

(50)
donde Gj son los paré@metros variacionales.
La generalizacién de la ec. (49) es,
<HYg ﬁi[ TG (B <o (ud ) =X (tr, (Uy) (afJ
N, 2 Z‘jJ (J<JF>‘ 4“Y>( (51)

? \

donde los promedios estadisticos deben evaluarse con la accidn

S- Z Z: Qj bejlon (52)
LN

Considerando que

trJ(U) - U,J. [twl(u)] ) (53)

donde U,. (x) es el polinomio de Chebychev de seyundo tipo y orden 2j
las Gnicas magnitudes que deben evaluarse son <]¢4Qup>, con el fac-
tor de Boltzmann construido con la ec.(52). Consideremos los siguien-
tes casos particulares,

a) 2+1 dimensiones

Los promedios en el modelo equivalente pueden calcularse
exactamente y manteniendo en la ec.(52) sdlo la representacidén funda-

mental, se obtiene

v < Lee (54)
(20)
donde IJX)es la funcién de Bessel modificada de orden v.

La energia variacional como funcidn de X\ se muestra en la
fig.5 y no se observan discontinuidades en ella ni en sus derivadas
indicando una ausencia de transicidn de fase como se esperaba. El cal-
culo de la tensibén de la cuerdaﬁzs trivial y muestra una fase confi-

nante para tode \ .

Manteniendo en la ec.(51) hasta cuatro parametros variacio-
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nales, los resultados para A\ =4 y 8, por ejemplo, se ven en la tabla
4.a. La mejora en la energia variacional debido a la inclusidn del
término adjunto es de ~0.4% mientras que la influencia de representa-
ciones superiores es despreciable (~.01%) debido a que los parametros

correspondientes se mantienen muy chicos.

b) 3+1 dimensiones

El modelo equivalente es una teoria de medida en 3 dimensio-
nes y para el cdlculo de los promedios estadisticos se debe recurrir
a técnicas aproximadas. Las simulaciones de Monte Carlgﬁdarian los re-
sultados mds precisos pero perdiendo el control analitico y la sim-
plicidad de los cdlculos. Agqui usaremos el método de plaqueta mediaHO
(ver cap. IV) el cual se basa en el cambio de variables unidn-plaque-
ta. Mediante este procedimiento aparece una identidad de Bianchi por
cada cubo tridimensional de la red,

t

§(Be= 1) = §(0,00 UL U e DU HIUL 0 DU () - 4 (55)

donde cada variable de plaqueta se indica mediante dos direcciones

y un indice de sitio. Realizando ese cambio de variables se obtiene

(56)

oy = LT T TT 80 g 015,08
Afa v

? (4% 11N

Destaquemos que en dos dimensiones no aparecen vinculos en
el cambio de variables. El tratamiento numérico de la ec.(56) consis-
te en fijar todas las variables de plaqueta, excepto un nlmero finito
de ellas, a su valor medio {U) el que se evallla por autoconsistencia
El uso de variables de plagueta asegura automdticamente la invarian-
cia de medida.

Considerando sb&lo una plaqueta exactamente en la ec.(56) la

ecuacidn de autoconsistencia es,

-y ) -4 L 5
wy=4 I (e ) U (@)U (42)

M= g

d GT’U VYU (Teu) tTe (W)
«\QU € U—{).( z ) 1\)1(‘22') ‘s . (57)

donde jA’jz son variables asociadas con los cubos vinculados con la
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plagueta tratada exactamente y Z difiere del numerador sdlo en la au-
sencia del factor tqhﬁﬂ . La demostracidén de la ec.(56) es completa-
mente anf8loga a la realizada en la ref.40 para el caso de cuatro di-
mensiones. Aungue la ec.(5}) presenta varias raices debemos mantener

s6lo aquella que satisfaga los limites,

up=0 , U —- : (58)
Q);O Q-—aoo
La solucidén numérica de la ec.(57) con valores miaximos de j, y j, igua
a 1/2 se compara en fig.6 con datos de Monte Carlgﬁy desarrollos en
serigf El acuerdo es excelente con una diferencia médxima de 0.5% para
»=4, La tabla 5 indica que al considerar representaciones superiores
se mejoran los resultados (por ej. se obtienen diferencias de 0.1% en
@=15 con jA,jz hasta 2 inclusive). La aproximacidn de Bethe—Peierl§3
estudiada en la sec.III.b permitirfa una mejora adicional pero no se
ha usado aqui debido a su lenta convergencia.

Existen otras posibles alternativas analiticas en vez del
método de plaqueta media. Entre ellas se encuentra la técnica Lagran-
giana var1ac1onal (ya mencionada en la sec.IIl.a) que se ha aplicado
al grupo SU(2) en 3 dimensiones con resultadogﬂbomparables a los nues-
tros. El grupo de renormalizacién (Migdal-Kadanoff) fue usadgsen cua-
tro dimensiones con diferencias de hasta 10% respecto de Monte Carlo.
El campo medio con correcciones radiativas (cap. tl1) prcsumiblemente
no daria resultados precisos debido a la baja dimensidn de nuestro pro
blema. En general todas estas técnicas son mis dificiles de aplicar
que el método de plaqueta media. Ademds este Gltimo puede generalizar-
se flcilmente para estados que involucren mis de una plaqueta.

Vayamos a los resultados obtenidos con el estado ec.(43).

La fig.7 muestra que la energfa variacional como funcidn de XN es cua-
litativamente similar al caso de 2+1 dimensiones.

Analizando el valor'GM\del parametro variacional (fig.8) que
minimiza <H}¥se observa que, para A chico, QMJNYMZ como en d=2. La e-
nergia variacional es también igual al caso bidimensional ,es decir,
Efv-»yvs para A&4 ., El hecho de que el primer sumando del desarrollo
perturbativo de la energia del estado fundamental sca reproducido co-
rrectamente por el estado ec.(43) es v&lido para cualquier grupo y di-
mensidn.

Por completitud, la fig.7 muestra también la energia corres-

<}
pondiente al estado de campo medio o unidn independiente,
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10) = exp i\ -{,’;%:t‘l/q(uﬂ)} \o7_ (59)

la cual resulta ser,

(60)

<pIHI®) _ i{}ﬁ Iz(lp)* ZX{Il(l(‘)]\i
N<oley 2 L8 T Gap IGp.

Este estado exhibe una transicién de fase en A=1.30 lo cual es inco-
rrecto. La fig.7 muestra que el estado de plagueta independiente es
mejor que el de unidn independiente sobre todo el rango de N . Posi-
blemente esto se debe a que el estado ec.(59) no es invariante ante
transformaciones de medida pero su simetrizacién nos lleva a expre-
siones matemdticas de dificil tratamiento. Por ejemplo recordando que
el modelo equivalente de la teoria U(l) de medida es el XY de spin
(sec.III.a) entonces el equivalente al SU(2) de medida seria el SU(2)
SU(2) quiral, el que deheria ser estudiado mediante técnicas de Monte
Carlo si se pretenden obtener resultados confiables.

Comparar la energia de los estados de las ec.(43) y (59) no
es inGtil ya que para el caso U(1l) ellos se cruzan? Este hecho indica
que el verdadero estado fundamental para *»’1 es mi&s parecido a un

estado de campo medio que a uno de plaqueta independicnte.

En resumen en esta seccidn hemos aplicado el método varia-
cional Hamiltoniano en 3+1 dimensiones a la teoria SU(2) de medida u-
sando estados de plaqueta independiente. Es destacable que los c&lcu-
los en el modelo equivalente pueden realizarse analiticamente con grar
precisibén por medio de la técnica de plaqueta media. Debemos observar
no obstante que el estado utilizado tiende a favorecer el desorden o
confinamiento. Por ej. se ha demostrado que el pardmetro critico para
la teorfa Z(2) de medida en 2+1 dimensiones es mayor que el obtenido
mediante otras técnicas?;En las teorfas Z(N) de medida sblo se repro-
ducébla transicién Coulomb-Higgs es decir aquella donde el acoplamien-
to critico crece con N. Es decir la teoria U(l) de medida en 3+1 di-
mensiones no presenta transiciones lo cual es incorrecto. Quizas in-
cluyendo interacciones entre plaguetas en los estados de prueba se
mejoren los resultados. Asi ocurre en el caso de 2+1 dimensiones (ver

sec.III.b). Estados de este tipo son imprescindibles para el estudio
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de lazos de Wilson espaciales. Incluyendo el siguiente orden perturba-
tivo en la ref.44 la fase de acoplamiento fuerte estaria muy bien tra-
tada.Célculos de este tipo en 3+1 dimensiones parecen factibles y la
Ginica dificultad estd en la evaluacidn de intecgrales mliltiples cuando
se usa el método de plagueta media. Seria interesantc analizar si el
grupo de renormralizacidén o el rétodo Lagrangiano variacional puede a-
daptarse a estos célculos.

Fstd claro gue la finica posibilidad de obtener resultados
del continuo reside en considerar "clusters" grandes pero finitos de
variables interactuantes y buscar un sector de pardmetros donde se ve-
rifiquen las leyes de escaleo esperadas cerca del continuo. Los c&lcu-
los de Monte Carlo indican que en la zona del "crossover" (o sea donde
la teoria cambia de un cormportamiento de acoplamiento fuerte a uno de
acoplamiento débil) se observa el continuo alin para una longitud de
correlacidén chica (2 o 3 espaciamientos de red). Entonces tomando
"clusters" de ese tamano quizis se wejoren bastante los resultados.

Al terminarse el trabajo que forma esta seccidn se recibid
un prepringscon resultados similares a los nuestros pero obtenidos me-
diante una sirulaciébn de Monte Carlo en el modelo equivalente. En par-

ticular la fig.l de ese trabajo coincide con nuestra fig.7.

ITI.d Método variacional mejorado

“eo
La técnica que serd descripta en esta seccidn tiene muchas

similaridades con el bien conocido método: de Lanczoé”para la tridiago-
nalizacibén de matrices. En realidad nuestra idea est& inspirada en un
trabajo recientggdonde se modifica la aproximaciédn de Lanczos para ex-
tender el rango del desarrollo de acoplamiento fuerte.

Supongamos que se esté estudiando un cierto Hamiltoniano H
mediante el método variacional. Se toma como estado de prueba a un
cierto (po dependiente de algunos pardmetros variacionales{@} . Si se

opera con H sobre () el resultado siempre puede escribirse como,

Hy, = &b+ 5 - (61

—
donde 4% es un estado ortogonal a qQ . La constante ¢, (=({,,Hy;)) es L
energia variacional de Y es decir, si minimizamos #, respecto de{Q@ ob

tenemos una cota superior para la energia del verdadero estado funda-
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mental <§ . La otra constante L’2(=((l\/:,,Hq{,)) mide de alguna manera en
cuanto difieren \,y ¢ . Los estados\,\, estdn normalizados a 1. La ec.
(61) puede pensarse como la definicidn de %,- Ahora la idea es obvia.
Podemos mejorar el estado de prueba inicial considerando como nuevo

Ansatz la combinacidén lineal normalizada,

Pt AT
Yy = —oe——2tlv

o )

,l//l + 0(12-‘ (62)

donde <, es un nuevo parémetro variacional que puede obtenerse f&cil-

mente minimizando la energia del estado ec. (62),

o ety

= f —1[¥i+-1 , (63)

donde
P SOANT I A

[ . ) /_J : ]
2 (<}_\{>0 -‘l\'\}[:!u)b (64,8)

\/Hm>° = (%;Hm%) ‘ (64.b)

Se puede demostrar que el estado ec. (62) suplementado con la ec. (63)

es el autoestado de menor energia de la matriz 2x2,

£, b
b c (65)

donde C==(§L,HQL). En general el Hamiltoniano puede escribirse como un
término de energia cinética y otro de energia potencial, es decir, H=
H,  +x V donde x es un pardmetro. Si tomamos como estado inicial 44 el
estado fundamental de H, recobramros el método de acoplamiento fuerte
(x << 1) de la ref.(48). Sin embarqgo si woes suficientemente bueno en
los limites x=0 e w , demostraremos més adelante que nuestra aproxima-
cidén da buenos resultados para todo x.

Usando la ec.(63) puede evaluarse la energia variacional me-

jorada,
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b, =6, *ﬁb (66)

La ec.(66) debe minimizarse (habitualmente en forma numérica) con res-
pecto a los parémetros{(ik( los que en general no coinciden con el con-
junto {pgque minimiza &, ). Fl método puede ser iterado facilmente, es
decir, de H actuando sobre 4q obtenemos un estado(ﬁ ortogonal a \} .El

nuevo estado variacional es,

qu _ LP»‘A + o\’; qji

V2R (67)

Los valores deogygl(la energia de |} ) se obtienen de las ecuaciones

(63) y (66) respectivamente cambiandot%,ﬁl porQﬂﬂp.

,- Usando la ec. (62),

X, y £, pueden escribirse como funcidn de«@4mk. Notemos que en el pri-
mer paso de nuestro métcdo iterativo necesitamos conocer n=1,2,3 en
la ec.(64.b) y en el segundo, n=1,...5. En general por cada iteracidn
se agregan dos potencias mds de H.

Ahora debemos probar nuestra a»roximacidn en modelos no tri-
viales. Tomemos como primer ejemplo a la ecuacidn de Mathieu que tie-

ne muchisimas aplicaciones en fisica,

_d _ x coso qNQ):E:qMQ) .
de? (68)

Es la ecuacidn de Schrodinger para el péndulo cudntico en
un campo gravitatorio, para una particula en un potencial peridédico
unidimensional y para el efecto Stark de un rotador rigido. Esta ecua-
cién también aparece en mecdnica estadistica para el gas de Coulomp
unidimensionaf? En teorfias de medida esta ecuacidn se ha estudiadowcui-
dadosamente debido a su parecido con las teorias de Yang-Mills. En teo-
rias en la red también corresponde a la ecuacién de autovalores para
el modelo de una plaquetéh(formulacién Hamiltoniana) donde x es propor-
cional a g} siendo 9 el acoplamiento. Por esta razdn nos referiremos
a la regibn x<1(x» 1) en la ec.(68) como la zona de acoplamiento fuer-
te (débil). La ec. de Mathieu también ha sido analizada mediante la a-
proximacién de integral de fases.’2

Trataremos de reproducir los resultados exactos conocidos

para el estado fundamrental de la ec.(68) usando como funcidn de prueba
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inicial a,
6) . exp | xcoma
P (0) = exp Lz 17 (69)

donde (B es un parametro variacional. Se puede demostrar que este An-
satz reproduce el primer término del desarrollo perturbativo en las
regiones de acoplamiento fuerte y débil (ver ec.(72)). Recordemos que
estados de este tipo han sido utilizados en las secciones III.b vy c.

La energia de orden cero es,

£ = ()

donde I (0)son las funciones de Bessel modificadas de orden n. En la

tabla 6 pueden observarse los resultados para las trcs primeras itera-
ciones del método. El1 acuerdo con los valores exactos ‘es excelente en
todo el rango de x . La convercencia es muy rapida como se

ruestra en la fig.9 donde se cgrafica el error relativo,
- -
AL = (Cﬂx.sc'to N E")/tul;njo / (71)

siendo &, la energia de la i-ésima iteracidn. Notemos que el error se
reduce aproximadamente en un orden para cada iteracidén. {;tiene un ma-
Ximo en X~4,

En la fig.1l0 comparamos nuestros resultados con los desarro-
llos de acoplamiento fuertéﬁy débif&para el estado fundamental de la
ec. de Mathieu. Por completitud reproducimos aqui los primeros suman-
dos de estos desarrollos (para la serie de acoplamiento débil hay méas
términos disponibles en la ref.54),

E < . 0.5 X 4+ 0.24873%%50 X -0.2043%389 x{'+o~2_'5290-+ X"
o (72.a)

12 N 1/2 - 3 _ N L2
£, 2 -x+(X) A A(2) 6 __.._<_7._,) _oE Ew(:;) . (72 .1)

Notemos gue nuestra energia variacional en la fig.10 (que es indistin-
guible del resultado exacto) interpola suavemente entre ambos desarro-
llos. En la tabla 7 completamos el andlisis mostrando como varia el

parametro @ que minimiza la energia en ciertos puntos representativos.

De todos estos resultados se deduce que nuestro método trabaja bien
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al menos para este problema de mecénica cuidntica.
Como segundo ejemplo estudiemos una teoria en la red. Consi-
deremos el modelo de Ising en una dimensidn definido mediante el Ha-

miltoniano,

F{ ___21 O, _ ?ﬂ G‘ G ; (73)

A
donde G ,0 son matrices de Pauli y la suma es sobre los sitios 1 de
una red finita de N sitios (se suponen condiciones periddicas de con-

torno). La eneraia exacta del estado fundamental de la ec.(73) es bien

conocida?
ZN=-4 ,1/1
£ = -)_ﬂ [@L-x)‘wm /mf(lﬁi)]
exacto L4 2.N
K=o (74)
(k ‘-v-\\)a")

Como funcidén de prueba inicial elegimos el andlogo de la ec.(69) es de

cir,

AL
g -eeil L ovon oy,

(75)

donde Id>4fue definido en la sec.III.b. La energia por sitio a orden
[

cero es,

E,(x,P) = — [cos & x(Tyn (bt cotyn (b 1yn (2] |

[’i‘*‘t%h ())] (76)

En la tabla 8 podemos ver los resultados para las tres primeras itera-
ciones considerando cadenas de diferentes longitudes en x=1 donde apa-
rece una transicibén de fase para el sistera infinito. En la tabla 9
también mostramos el resultado para la tercera iteracidn en x=0.5 y 2.
El acuerdo con los valores exactos es excelente. La convergencia es
més rdpida en el régimen de acoplamiento fuerte debido a que el esta-
do ec.(75) reproduce los primeros valores de la seric perturbativa
para x K1 al menos para la cadena infinita, mientras que en la zona
de acoplamiento débil sélo provorciona el sumando principal. Los resul
tados son muy buenos y demuestran que el método es capaz de tratar

sistemas en la red.



-112~

En resumen en esta seccién hemos propuesto un método siste-
matico para mejorar un estado de prueba en la aproximacidn variacional
Los resultados muestran que la técnica trabaja bien y converge muy réa-
pido a la energia correcta del estado fundamental de los modelos ana-
lizados. En futuras publicaciones aplicaremos el método a teorfas de
medida en una red finita, usando técnicas de extrapclacidn bien cono-
cida;ﬁpara obtener los resultados del sistema infinito. Seguiremos es-
ta aproximacibn porque no podemos evaluar<¥fz exactamente en una red
infinita para teorias de medida realistas (al menos para el tipo de fun
ciones de prueba utilizadas en este trabaj@. Por supuesto nuestro ma-
yor interés es aplicar estas ideas a sistermas no abelianos en 3+1 di-
mensiones, Otra aplicacidn interesante reside en el grupo de renorma-
lizacibén en espacio reaimhonde es necesario evaluar los estados de me-
nor energia de un blogue de variables.

Luego de finalizado este trabajo recibimos un preprinfﬂdon—
de también se propone un método variacional mejorado para 'sistemas en
la red, el cual tiene muchas similaridades con nuestra técnica. Por
ejemplo en ambos casos es necesaria la evaluacibn de\}f%(ec.(64.b)).
Una comparacidn detallada entre ambas aproximaciones seria muy intere-

sante.

ITIT.e Conclusiones

En las secciones precedentes hemos estudiado mediante el mé-
todo variacional Hamiltoniano diversas teorfas de medida en la red. Lo
resultados son aceptables y pueden ser mejorados sistemdticamente me-
diante la técnica desarrollada en la sec.III.d. Debido a que en la for
mulacién Hamiltoniana no existen resultados precisos equivalentes a lo
valores que se obtienen con simulaciones de Monte Carlo en la formula-
cién Lagrangiana , no hemos podido comparar nuestras predicciones con
valores confiables. Sin embargo, de observar la convergencia de la e-
nergia del estado fundamental a medida que se mejoran los estados de
prueba puede estimarse la confiabilidad de un cierto valor numérico.

Existen numerosos problemas alin no estudiados mediante la
técnica variacional. Por ejemplo el reproducir la transicibén de fase
presente en la teoria SO(3) parece ser una tarea dificil con estados

tipo plagqueta independiente. Nuevos estados con correlacionas entre
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plaquetas deben ser propuestos. La introduccién de campos de materia
en el cdlculo es tambié&n ruy importante. Por completitud en la ref.58
se citan muchos otros trabajos vinculados con la té&cnica variacional

la que se ha convertido en un tema de gran importancia en el ambito de
las teorias de medida en la red.
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EXPLICACION DE LAS TABLAS :

1.

Resultados para @Q obtenidos a partir de la ec.(22) (a,b,c,d,e) vy
por medio de la aproximacidn de probabilidad media ec. (23) (a',b,c),
d,e) en funcidn de la dimensidn. Los resultados "exactos" provie-
nen de la ref.59 y los de decimacidn de la ref.60.

Valores criticos para el modelo Z(2) de medida en 2+1 dimensiones
usando diferentes aproximaciones (A), en comparacidn con nuestros re-
sultados (B) (los nfireros entre corchetes indican el nlmero de pa-
rémetros variacionales y X la cantidad de plaquetas consideradas e-
xactamente).

Energia perturbativa y variacional mejorada paraA=2 y 3 en el ro-
delo Z(2) de medida en 2+1 dimensiones (X indica las plaquetas con-

sideradas exactamente).

4.aEnergia variacional en 241 dirensiones usando el estado ec.(50) con

diferente nfirero de vurdmetros variacionales (A =4 y 8 como ej.).

4.bvalores de los parémetrosﬁbcorrespondientes a la Gltima columna de

5.

la tabla 4.a.

{tr,,U)> a partir de la ec.(57) para diferentes valores de j, . ( (4
=8 y 15 como ejemplos). La fltima colurna es un fiteo de los resul-
tados de Monte Carlg'es decir«(twlu>,¢4._(;{.02_;@9 .

La energia &;de la i-&sima iteracién comparada con el resultado e-
xacto para la energia del estado fundamental de la ecuacibn de Ma-
thieu en algunos valores representativos de x (se omite el signo(-)
para todas las energias).

Evolucidn del pardmetro variacional (&h que minimiza la energia de
cada iteracidn. Los valores correspondientes para la tercer itera-
cibén son aproximadamente iguales a los de la segunda.

La energia por unidad de sitio £, obtenida mediante nuestro método
iterativo para el estado fundamental de la cadena de Ising con N
sitios en x=1, comparados con los valores exactos (el signo (-) de
todas las energias se omite).

La energia por unidad de sitio &, para el modelo de Ising comparada
con los valores exactos en x=0.5y 2. N es el nGmero de sitios(para
N=2 la energia ¢, es virtualmente idéntica a {““hcomo en x=1 y por

ello no la mostramos en la tabla).
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EXPLICACION DF LAS FIGURAS

1.

10.

an

Comportamiento del pardmetro variacional @ que minimiza la energia
en una transicién de primer orden (a) o segundo orden(b) en funcibn
del acoplamiento A

Volimenes considerados exactamente en la aproximacidn de Bethe-
Peierls. Las lineas continuas indican uniones tratadas exactamente.
Las lineas rayadas senalan el acoplamiento con el campo medio(solo
mostramos algunos de ellos). Los circulos llenos son llamados si-
tios interiores y los abiertos son sitios de frontcra.

Plaquetas consideradas en los diversos estados de prueba usados en
la aproximacién variacional Hamiitoniana mejorada.

Desarrollos de acoplamiento fuerte y débil para el estado fundamen-
tal de la energia.

Energia variacional en 2+1 dimensiones usando el estado ec.(43). La
linea rayada representa el primer orden en un desarrollo perturba-
tivo ( E-—X /5

<ftmhL£> en la aproximacibén de plaqueta media en una teoria de
medida SU(2) Lagrangiana (lfinea continua) en 3 dimensiones (con Ja.a
=1/2 en la ec.(57)) comparado con resultados de Monte Carlo (¢) to-
mados de la ref.39 y desarrollos en seric (linea punteada-rayada)
de la ref. 41.

Energfa variacional en 3+1 dimensiones usando el estado ec.(43) y
Jmix.=1/2 en la ec.(57). La linea rayada representa el primer orden

32
en un desarrollo perturbativo (E:-X

/5) mientras la linea puntea-
da~rayada es la energfa variacional usando el estado de unidn ec.
(59) (no invariante ante transformaciones de medida).

Evolucién del parametro variacional (@m) gue minimiza la energfa en
3+1 dimensiones usando el estado ec.(43). La linea rayada represen-
ta el primer orden del desarrollo perturbativo @Wﬁ'1X/3

El error relativo A, =(& . -%.)/€,,.1 para la ecuacién de Mathieu.

exacle
x estd en la zona de maximo error.

Grafico de la energia E;de la tercera iteracibén para la ecuacidn de
Mathieu (linea continua) comparada con el desarrollo de acoplamien-
to fuerte (SC) (ec.(72.a)) (linea ravada) y el de acoplamiento dé-
bil(WC) (ec.(72.b)) (1inea rayada-punteada). El resultado exacto para

el estado fundarental de este modelo es indistinguible de Es'
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Tabla 2
Renormalization|Finite Perturbative|l/N
group Lattice expansion expansion

:ritical {3.28 (ref.e1) 3.125(ref.65)|3.08(ref.62){3.055(ref.5)

sarameter|3.33 (ref.66) 3.23 (ref.éu)
AC
labla 2 A
X X X
X X X X X X X X
X XX X X X X X X X X

.ritical |4.00[1]|3.85[2]{3.68[4],3.70({2]|3.61[5],3.63[2]|3-55[5],3.58(2]

>rarameter

AC

labla 2B
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Variational energy

Perturbative X X X
Energy X X X X X X X X
Eq.(34) X X X X X ¥OX X X X X
A =2 |-1.2555 -1.2500 -1.2512 -1.2525 -1.2529 -1.2533
A= 3 1-1.5926 -1.5625 -1.5683 -1.5752 -1.5768 -1.5789
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TABLA 4
(a)
Maximum representation considered in Eq. (50)
A 1/2 1 3/2 ;
Variational 4 ~3.3194 ~3.3329 ~3.3334 ~3.3335
Energy 8 ~8.8248 ~8.8408 ~8.8412 ~8.8412
(b)
A By/2 By Byy/2 By
4 2.421 ~0.232 0.040 ~0.005
8 3.238 ~0.285 0.029 0.008
TABLA §
3
max
8 1/2 1 3/2 2 MC
8 0.847 0.872 0.872 0.871 0.870
< tr1/2U>
15 0.911 0.920 0.927 0.931 0.932
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Tabla 6
X " €9 t2 €3 %‘EQL*.
0.2 |0.010616]0.019660|0.019601|0.019662]|0.019607
0.6 0.156542{0.158503(0.158355(0.1583570.156450
1.0 [0.3726440.376172]0.378456|0.378478|0.378489
2.0 [1.050478]1.069194]1.069984 |1.070079|1.070130]
5.0 [3.469634 (3. 483862 (3. 484201 |3.484233 | 3. 484245
10,0 [7.810052|7.828273(7.828344 | 7.828347 | 7.828347
Tabla 7
B I T L RATION é
% o | 1 2
S0 | s | oo | 1.09
o e b sy 1.61
Coan | oaa | 2036 | 2.40
T N T Y




-125-

1.

k.

r:u

h14212

“) \7 36

1.

26”07”

ZSJJ

1.250757

4

6
8

10

I

0&1][3

Ubiﬁil
”(l 5 2 ;‘l

1.414214

)Uhmh‘

l.”‘6631

’/66/4

I.?'/()85r

Ly

1.414214

1.414214

] 306563

1.306563

L
exract

1.414214

1.3060563

’8/7)4

l N)Z7L¢

)75)9/

287768

’81060

1.277208

1.287901
1.2514506

1.273400

l. ()()4/! 116

Tabla 9
DI A ho= 2.0
- € enact 3 ®exact
O)/“V“ 1.067889 li)7/9 3 135779

?

178’I
2 1’/013

l’82§|

2.127270

| ﬂn563>
l. U() iHho0

N

LA26515)2

.127121




-1Z20~

A <

\I\A

A
Fig.1b

""""""

A



-127~

Fi9.2



I (0)

|
|

|
)
|

1

!

!

-~ | >
3 ! >
e e e e e e
g !
1
! -~
= ! Jo
— - i
™~ H -
-
f
! '
!
i
R !
1
1

S Y S

——

—_—— e = e e = —

b

b,

O
o
I

Fig.3

(2¢)



1V
W

1.0

O.v

-129-

[ SN I
e’ —
v
o~

Fig.'ﬂ

SN VAN N WU S

b,



-130-

[

(N

0.5 -

4.0

3.0

2.0



-131~

| | }
AN
'~ Y
~ .’
~— —— . \na.\w
\hr\n.\\

)¢

O
o
L.

70
0
-
91

A: Z/ wv

1 e -

».



-132-

(N

LU

1.0

0.5

Q
q

[



-133-~

1.5~

1.0 -

i
N

L0

)

N

)

Fi%.B



-134-

Fig.9




-135-




-136-

CAPITULO IV

CAMPO MEDIO EN VARIABLES DE
PLAQUETA

IV.a Desarrollo del formalismo

Fn el contexto de las teorias de medida en el continuo se ha
demostraddique mediante el carbio de variables del potencial vector
ra
A#x) al tensor de fuerzas ﬂw(x), la funcional generatriz en el vacio

(funcidén de particidn) puede escribirse cono,

— V ' —g,gdqx FJ(X)

£ \DFG) elifre) 2 * ,
. (1)

donde la funcidn I[{(x)] representa la identidad de Bianchi en cada

punto del espacio o sea, (QED)

I[Pl =4 €@ Fpe, e 00,20 )

En la dermostracidn de la ec.(l) se ha adoptado la medida a-
Xial es decir, A}t,x,y,z)=A}t,x,y,g)=A§t,§,y,q)=AJt,§,x,q)=O , donde
(Q,&,%,Q) es un cierto punto arbitrario del espacio-tiempo.

La versidn en la red de la ec.(l) se obtiene mediante el cam
bio de variables de unidn (U#x)) a plaqueta (q) y ha sido desarrollada
en la ref.4 sicuiendo las ideas de la versidn en el continuo. La ex-
presidn final para la funcidén de particidén de una teoria que sblo in-

cluya campos de medida es,

~ S
K:TrgAUP Te(u-1) € &

. / (3)
f

donde S({U{}) es una cierta accidn arbitraria dependiente de las varia
bles de plaqueta yITg(U¢-4) nos indica gue la integracidn debe reali-
zarse teniendo en cuenta el vinculo U=l en cada cubo tridimensional (c
(identidad de Bianchi en la red). Por ej. para la QED en tres dimen-

siones (indicando cada variable de plaqueta mediante dos direcciones
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y un sitio, es decir U (x)=U_, U_es,

v P
U, - U, (580U, 00U DU et U ),

donde cada variable de unibén pertenece al grupo U(l). Ln otras pala-
bras, la ec.U. =1 indica que el flujo de campo magnético proveniente
de cada cubo de la red se debe anular(cuvo e>wscuﬂ>.

Destaquemos que en el caso bidimensional no hay cubos y por
lo tanto la transformacidén unidn-plaqueta tiene jacobiando 1 en lugar
de las identidades de Bianchi, lo cual permite que la funcién de par-
ticibn se factorice. Hemos utilizado este hecho en la sec.III.b al re-
solver exactamente el modelo equivalente al Z(2) de medida Hamiltonia-
no en 2+1 dimensiones.

Fl hecho de que aparezca el vinculo U =1, puede visualizarse
facilmente a partir de la ec.(4) reemplazando cada variable de plaque-
ta por un producto de cuatro variables de unidén (ver sec.I.c). Cada u-
na de estas filtimas aparece dos veces, conjugada y sin conjugar y por
lo tanto U, es igual a 1. En el caso no abeliano existen ciertas com-
plicaciones que se discutirdn en la seccidn IV.b.

Luego de escribir la funcidén de particidn en términos de va-
riables de plaqueta como en la ec. (3) estamos en condiciones de reali-
zar la aproximacidn de plaqueta medla la cual es muy similar a la téc-
nica '‘de campo medio "naive" descripta en la sec.II.a. Consideremos que
todas las variables de plaqgueta en la red se igualan a su valor medio
salvo una que es mantenida "viva". La ecuacidn de autoconsistencia re-
sultante es (recordar sec. Ilc),

Nl | .
T 5 Cos 0O iz_ﬁ*’_&e

d 0slm . e
<P > </ﬁeU Yo 4 ZT]_<?M>S_Z%_C (e)C e (Q(z]),)

m-—m}
=422 4.

[ ]

y debemos buscar rafces de la misma que pertenezcan al intervalo (0,1)
Notemros que al ser la variable de plagqueta una magnitud invariante an-
te transformaciones de medida, su valor medio puede ser distinto de ce
ro al contrario de lo que ocurre en la versidn "naive" del campo medio
en variables de unidén (sec.II.a).

En la ec.(3) sobreviven cuatro identidades de Bianchi si la
dimensidn de la red es 4. En la ec.(5) se han desarrollado en carac-

teres las funciones delta,
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S(Uc-’1)=Z:'Xm(UJ : (6)

LL PP ¢]
Para el caso de una teoria abeliana como la considerada a-
m
qui,7a£UJ=Uc.Ademés recordemos que de cada cubo sb8lo se ha mantenido

"viva" la plaqueta U es decir,

% (U= <P S A (V) - o)

Destaquemos que se ha introducido una variable distinta por cada po-
tencia de U al igual que en la sec.Il.c y d. La ec.(5) es aGn demu-

siado complicada y no puede resolverse exactamentce para un grupo con
infinitas representaciones. En consecuencia truncamos las sumas en leg
ec. (6) manteniendo las representaciones de menor dimensidn. Por ej. ¢
se permite que n; tome 5lo el valor 0 se obtiene para la energia por

unidad de plaqueta,

L(p |

Ry -8
IR

La ec.(8) coincide con el primer orden del desarrollo en caracteres

de <§ﬂ> . Si se permite ademds que n; tome los valores 1 se debe re-

solver la siguiente ecuacibdn de autoconsistencia,

o Lo+ ey (1o 1(p)
Ez = 4 P = Y = )
<k T(e)+ 8¢y L) NV

la cual en el limite(ﬁi>¢p&nos permite recuperar los dos primeros su-

(9)

mandos de la serie de acoplamiento fuerte. En consecuencia el desarro
llo en caracteres al cual nos referimos en I.g se reproduce en la a-
proximacién de plagqueta media de la sicuiente manera: al no considera:
ninguna identidad de Bianchi (n; =0) se obtiene el primer sumando de
la serie, al considerar cuatro de esas identidades adyacentes y n; 0
recuperamos los siguientes sumandos, etc.. O sea el desarrollo de aco
plamiento fuerte tiende a restaurar las identidades de Bianchi en la
red. Este aspecto fue estudiado en detalle en la ref.5.

La e¢.(9) tiene una raiz entre 0 y 1 para valores de E meno-
res que 0.93 o'sea cerca del lugar donde estd ubicada la transicidn

que muestran las simulaciones de Monte Carlo+((5=l.005),Dicha raiz
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practicamente coincide en el intervalo (0,0.93) con lcs resultados del
desarrollo de acoplamiento fuerte para<P,>. Para todo (3 existe la
raiz{P)y=1 (si se considera en la ec.(5)la sura completa sobre m=). El
agregado de términos de orden superior no altera demasiado estos resul-
tados. En la ref. 5 se argumenta que este comportamiento indica la
presencia de una transicién de fase.

En las prdéximas secciones aplicaremos estd técnica al estu-
dio de modelos no abelianos con acciones mixtas los cuales presentan
diagramas de fase altamrente no triviales.

Para finalizar esta introduccidn al método de plaqueta media
destaquemos algunos detalles importantes:

i) Una desventaja de esta técnica es que la introduccidn de campos de
materia (por ejemplo a través de un acoplamiento tipo Q:L“XMQ”) no es
una tarea sencilla debido a que una variable de unidn escrita en tdér-
minos de variables de plaqueta nos conduce a expresiones dificiles de
manejar.

ii) Al igual que en los capitulos II y III aqui también pueden mejorar-
se sistemdticamente los resultados obtenidos, mediante la aproximacidn
de Bethe—Peierls? es decir en la ec.(3) se mantienen "vivas'" varias
plaquetas en vez de una sola. De esta manera se tendrian en cuenta co-
rrelaciones importantes en las zonas criticas.

A pesar de que las técnicas de campo medio en variables de
unién o plaqueta en general predicen con gran precisidn los diacramas
de fase de las teorias de medida en la red, estd claro que debido a
su caracter local, el 1limite continuo no puede ser reproducido con es-
tos métodos pues alli las fluctuaciones de muy largo alcance son fun-
damentales. No obstante en las simulaciones de Monte Carlo se ha com-
probado que en la zona posterior al "crossover" en los grupos SU(2) y
SU(3), las magnitudes fisicas siguen aproximadamente las predicciones
del grupo de renormalizacidn (sec. I.f) y por lo tanto de alli pueden
obtenerse valores numéricos del limite continuo. Quizds esa regidn
pueda reproducirse con precisidn mediante la aproximacidn de Bethe-
Peierls. Esta posibilidad (también remarcada en la ref.9) justifica los
esfuerzos en el desarrcllo de estas técnicas. . -
iii) En la ref.5 se realiza la aproximacidn adicional<ﬂuLf>g<fR¢U> v
de esa manera sblo se debe resolver una ecuacidn en<&$U>. Esta suposi-
cidn es razonable s6lo en la zona de acoplamiento débil. LEl método ex-
puesto en esta seccidn (o sea resolver el sistema ec.(5)) es mds rigu-

roso.
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iv) En teorias de spin puede realizarse el cambio de variables de si-
40

tio a unidén. Tomemos el ejemplo del modelo XY bidimensional el que es-

td descripto por la funcidén de particiébn,

Z:cos (9,,.-9,)
X‘r\— IA

2T

£.T . e\

o]

(11)

Gx es una variable de sitio acoplada entre préximos vecinos. Se de-
sea hacer el cambio de variables O#ﬂ:;QHP’OX donde C%Q)es un campo lo-
calizado en la unidn que une los sitios x y X+ . En este caso el ja-
cobiano de la transformacidn nos indica que la suma de las variables
Oﬁx)a lo largo de una plagqueta se debe anular o sea,
)
8=/ 6,00 - (12)
'f\aaucTo
La funcidn de particidn puede escribirse como,

AN}
5[LJ<;oa OP(A)

7 _ T\ dow Trg(et-) el .
x,h.o v

27 (13)
Al igual que en el caso de las teorfas de medida , en la ec.(l13) podrie
desarrollarse una aproximacidén de unidn media. Se estd trabajando ac-
tivamente en esa direccidn.

v) En lasrefdlyl?Zse ha escrito el Hamiltoniano de la electrodinamica
sblo en funcidén de la variable angular de plaqueta @Y , representanco
la primer formulacién en la red en términos de estas variables.

vi) Un aspecto afin no desarrollado de la técnica de plagueta media con-
siste en reescribir la aproximacidn como el orden cero de un desarro-
llo en lazos al igual que se realizd en el capitulo II con la aproxi-
macidén de campo medio en variables de unidén. Un primer intento puede

consistir en reescribir la identidad de Bianchi como,
ZQO;}[LXr(UC)]
T 6(u,-) € e
C
c

y luego pasar a variables sin vinculos como en la seccidn II.c.

Si bien los resultados obtenidos mediante la aproximacidn de saddle-
point complementada con la ec. (14) muestran ciertas inconsistencias,
se continuard investigando este tema.

vii) Ya se ha remarcado claramente que la técnica de plagueta media da
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buenos resultados en la zona de acoplamiento fuerte y en ese sentido es
de alguna manera complementaria al método de campo medio en variables
de unidn (cap. II). Una situacidn similar ocurre en los calculos varia-
cionales Hamiltonianos (VHT) (cap.III) donde los estados de plaqueta
son buenos si @‘Q<4 (en realidad la analogia no es completa pues los
estados de plagueta no predicen la transicidn de la QED mientras que

la técnica de plaqueta redia si lo hace). En arbas formﬁlaciones La-
grangiana y Hamiltoniana seria muy Gtil desarrollar un método mixto u-
nidn-plaqueta para obtener buenos resultados en todo el rango de paréa-
metros. Recordemos ademds que en VHT el calculo de la energia varia-
cional para un problema de 3+1 dimensiones se reduce a evaluar valores
medios en un modelo equivalente Lacrangiano en 3 dimensiones. En este
Gltimo la técnica de plagqueta media puede utilizarse con confianza de-

bido a la baja dimensidn del problema.

IV.b Aplicacién de la técnica de plagqueta media a la teoria SU(2)

mixta

En esta seccidn estudiaremos la teoria SU(2) mixta fundamen-
6
tal-adjunta mediante la técnica de plaqueta media. La accién que des-

cribe el modelo es
) Le te, (U)o [ate,(U)
5 =2L4*fitﬂul%"k Sty (15)
ft)

La notacién y las principales caracteristicas de esta teoria ya fueron
discutidas en la seccidnII.d y por lo tanto aqui sélo nos restringire-
mos a los resultados obtenidos.

La identidad de Bianchi es,en este caso,

U, - UL 60U (x4 PUT DU U (0 =T, ae)
“poopy ¥ ¥ e )
donde cada Ueg SU(2).

En realidad la ec. (16) es la versidén "abelianizada" de la
verdadera identidad de Bianchi la cual contiene tambié&n variables de
unidén. Se demostrd en las ref.4 y 5 que el considerar a la ec.(16) co-
ro vinculo es correcto sblo si se considera exactamente un nGrero fini-

to de variables' lo cual ocurre en la aproximacidn que usaremros.

Las ecuaciones de plaqueta media se obtienen facilmente si-
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guiendo los pasos de la sec.IV.a. Si se considera s8lo una plaqueta
"viva" se obtiene, en 4 dimensiones,

EE.-[FA/IU + Ca trAU
YR gduTré(u )| trv ] e’ :

2 +4 Z J+4 .17

La funcibn £> puede desarrollarse como,

G(U-4) :Z(Zj“f’l),XJ-(UL) y (18)

donde’X( )es el caracter de la identidad de Bianchi el que a su vez se

aproxima como,

z<?J>S7(J(U) ) (19)

donde U es la variable de plaqueta no igualada a su valor medio. Final

mcnte el sistema de ecuaciones que debe resolverse es,

®>- 4 W2J+4><?>8Ju(t~ >e Tr><(>

4-’-\)"*‘ Az (20)
J‘I"'/J‘i

Notemos que se ha introducido un parametro distinto por cada represen-
tacién. Obviamente por razones précticas ¢l nlmero de representaciones
que se debe considerar en la ec.(20) debe ser chico y para resolverla
usamos el método iterativo.

Para obtener el diagrama de fases de la teoria SU(2) mixta
estudiamos numéricamente el sistema de ecuaciones no lineales (20) con
Jmax.=3/2. Aunque las contribuciones de muchas configuraciones (j.,J. ,
js,jﬂ) son despreciables no podemos seleccionar las mas importantes
"a priori" y por lo tanto todas deben considerarse. Entre las posibles
soluciones de la ec.{(20) nos interesa hallar aquella que satisface
0< <By) 4,5

El resultado para el eje fundamental puede verse en la fig.1
Correctamente no hay evidencia de que exista una transicibén de fase.
En la zona de acoplamiento fuerte el acuerdo entre el <T%h>(1%tenido co
la técnica de plaqueta media y los resultados de Monte Carlo (MC) es
excelente. No obstante en la zona del "crossover" las discrepancias
son de alrededor del 15%. Por ejemplo en GF=3 nuestro resultado es<?%}

<+ 0.83 mientras MC da «~ 0.74.
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Observamos que eligiendo un valor de j, . mds chico aproximamos mejor
el valor correcto pero la convergencia a un valor fijo, aproximadamen-
te independiente de j.,.,, se obtiene recién para j, 7»3/2. En consecuen-
cia no es recomendable torar un valor de j,,, demasiado pequeno. Una si-
tuacién similar ocurre cuando se realiza ademds la aproximacidn indica-
da en pag.41%9. En ese caso el valor obtenido interpola entre las simu-
laciones de Monte Carlo y nuestro resultado (en(y =3 con j., =3/2 da
~0.78). En realidad una aproximacién de plaqueta media (de caracteris-
ticas tipo acoplamiento fuerte) combinadaconlaapnmdcpgy4yﬂvélida en la
regibn de acoplamiento débil) se compensan de alguna manera para dar
un resultado casualmrente mejor que el obtenido mediante el sistema de
ecuaciones ec. (20).

En la fig.2 se han graficado los resultados para el eje ad-
junto. Una transicidén de primer orden se ve claramente en&%g2.49 en ex-
celente acuerdo con los resultados de Monte Carld?‘Al igual que en el
eje fundamental, la regidn de acoplamiento fuerte es rernroducida con
cran precisibén mientras que en la zona de @Ngrande se observa una dife-
rencia apreciable entre los resultados de plaqueta media y Monte Carlo.

Antes de describir el plano Gk~ﬁfcompleto debemos verificar
si nuestra técnica predice correctarente la transicibn para(%)74 la
que presenta caracteristicas similares a la de la teoria Z(2) de medi-
da. En el apéndice de este capitulo se prueba gue en el limite en que
Jmax V@ @ infinito se recupera la ecuacidn avroximada para la teoria
Z(2). Obviamente el método es Gtil solo si se puede simular la transi-
cibén eligiendo un Jj,,.x ho demasiado grande. En la prdctica se comprue-
ba gque este es realmente el caso. Por ej. en la fig.3 se ven los re-
sultados con jnax=3/2 Yy 0h=10° La transicién aparece levemente corrida
del verdadero valor ( OF=0'4O en lugar de(%:=0.44). Notemos que la
comparacifén con las simulaciones de Monte Carlo en la zona de0¢<( 1
no es tan buena como en las figuras 1,2 debido a que se ha considerado
un jeexfinito.

En la fig.4 presentamos los resultados para el diagrgma de
fases completo. El acuerdo con las simulaciones de Monte Carlé“es muy
bueno. El punto triple se encuentra localizado en GF=0.46,(%X=2.39.
Notemos que se reproduce correctamente la existencia de un punto final
cerca del eje fundamental el cual est& ubicado er1@F=1.87,(%\=0.27.

Resumiendo, en esta seccién hemos aplicado la técnica de
plagqueta media a la teoria SU(2) mixta. Todas las caracteristicas del

. 16
diagrama de fases obtenido mediante simulaciones de Monte Carlo fue-



ron reproducidas correctamente incluyendo la existencia de un punto
final cerca del eje fundamental. Los valores numéricos también son

muy precisos. Es de destacar gque un c&lculo andlogo mediante la técni-
ca de campo medio en variables de unidn (sec.II. d) demanda considera-
ble esfuerzo pues es imprescindible introducir correcciones gaussianas
para obtener resultados aceptables. Sin embargo mediante la aproxima-
cibn de plagqueta media se obtiene icual precisidn mucho més sencilla-
mente. Mas afin.en este Gltimo caso el considerar represcntaciones de

orden superior es inmediato.

IV. ¢ Aplicacidn de la técnica de plaqueta media a la teoria SU(3)

mixta

En esta seccidén aplicaremos la té&cnica desarrollada en IV.a
47, ,
a la teorfa SU(3) de medida en la red considerando distintas rcpresen-
taciones en la accidn.

Primeramente wnalizaremos el siguliente caso,

S _._%?Z Re —X3(U\)) L %Z;X%QIXB(UY) )
3 ?

(22)

donde 3(8) indica la representacidn fundamcntal (adjunta) de SU(3).
Esta teorfa ha sido analizada mediante simulaciones de Monte Carléaen
una red de 4li sitios. El modelo no presenta transiciones de fase en el
eje fundamentafgaunque, al igual gue para el grupo SU(2), aparece un
brusco cambio de comportamiento entre la regidén de acoplamiento fuerte
y débil ("crossover"). En el eje adjunto aparece una transicidén de pri
mer ordegoen (ﬂ$=7.2 (en la ec.(22) el factor 1/9 se ha elegido para
ser consistente con la ref.l18. Los resultados de la ref.20 deben ser
modificados en un factor 9/8 para compararlos con los nuestros). Si
@8>> 1 obtenemos un modelo Z(3) con una transicidén de primer orden en
el punto autodual @g =0.67. Para aplicar la técnica de plaqueta media
a esta accién debemos resolver numéricamente un sistema de ecuaciones

anadlogo al de la ec.(20), es decir,

‘ n 5 y 5 (1)
<R>=<~ﬂe A 4T ) Bem )2,y \du Re X, L) Kwe

A Z Aad \_j' divn A * (23)
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donde A v r; indican representaciones del grupo SU(3).

En la ec. (23) consideramos s8lo las representaciones de me-
nor dimensién o sea las 3,§,G,§ y 8 (la adjunta es real) y potencias
de <@k> no superiores a 1l0. Con esta aproximacifn se observé conver-
gencia ( el manejo de las representaciones unitarias en grupos SU(N)
puede estudiarse en la ref.21).

En la fig.5 graficamos<{f,)=4 -<{P,)para el ejc fundumental
comparando los resultados con las simulaciones de Monte Carlgjy los
desarrollos en serié? No aparece ninguna transicidén de fase. Como espe-
rébamos la aproximacién de plaqueta media reproduce con gran precisidén
la regidn de @3 chico, pero ademds brinda resultados muy precisos en
la zona del "crossover" donde los desarrollos en serie no sirven. En
consecuencia la aproximacidén utilizada no es s6lo una suma parcial del
desarrollo de acoplamiento fuerte sino que contiene ademds informacién
acerca de la zona de acoplamiento débil.

En la fig.6 analizamos <{I5,) =4 -{%,) en el eje adjunto. En
este caso se observa claramente un salto en@h=7.5 indicando la presen-
2ia de una transicidén de primer orden muy cerca de los resultados de
Monte Carlo. En la fig.7 se estudia el plano Q - complcto La posi-
cibén del punto final es predicha con gran precisidn. Otro hecho inte-
resante es que para 05)) 1 se observa la esperada transicién tipo Z(3).
En la fig.8 graficamos 1los resultados para \1 ) gu~3 =30 y los compa-
ramos con los valores de Monte Carlo "y también con resultados obteni-
dos mediante plagqueta media directamente en el modelo Z(3) de medida.

Estos Gltimos valores provienen de resolver numéricamente la ecuacidn,

Yy g mprd 5, -
@y T ) oy )Rl e

ll\A.‘z 0,4'1 ‘) ez(q)

CBY =(ReU™S 4 (€RY (R (24.b)

Z(fs la accidén Z(3) habitual. La ec.(24) es una generalizacidén in-
mediata de la ec.(23). Para @ 70.68 la ec.(24) no tiene raices menores
que 1. Sigquiendo la ref.5 esto se interpreta como una transicidn de
fase la que se encuentra muy cerca del punto autodual. Una situacidn
muy similar ocurre en la teoria Z(2) de medld;. Para(33>(5 podemos u-

sar argumentos de dualidad para completar el diagrama de fases. Los



-146-

resultados que se obtienen dircctamcrte a partir de la teoria SU(3)son
aceptables pero la transicién < ¢ .0 .o cncuentra en ﬁy30.92 (ver fig.
8). Al igual que para «l wmodelo 5. .7 s mode demostrar que la ec. (23)
en el limite Oa~3ﬂ3 es estrictam: .t 1due. a la ec. (Z4.4) sélo si se
consideran infinitas representac ouc... L lu prldctica este ntimero es
finito y pudo haber originado <! corrims-1:t. en (%c'
Para completar el anflisis Jde 1o teoria SU(3) también estu-

diamos una accidn que mezcla las representaciones de dimensién 3 y 6,

! o N .
G sRe Ky | B ReAl0)

L.y 3 o (25)

t
Este models fre estudiado mediante simulaciones de Monte Carlo en una
red pequeﬁgﬁ(3qsitios). Acciones mixtas i1nvolucrando representaciones
de dimensién 3,6 y8 también han sido estudiadas en el contexto de ac-
ciones en la red estuables bajo transtormaciones del grupo de renorma-
lizaciégf Una linea de transiciones de primer orden cor.enza ¢h el e-
je (9 y termina en un punto final cerca del eje fundamental. El resul-
tado obtenido mediante el m&todo de plaqueta media s. muestra en la
fi¢g.9. De nuevo, al igual que para lu accidn fundamental-adjunta, la
posicibn predicha para el punto final es bastante precisa.

En resumen en csta seccidn hemos demostrado que la tdcnica
de plaqueta media propuesta en las ref.5,0 es un método muy Gtil para
la prediccién de diagramas de fases en la teorfa SU(3) de medida. Al
igual que se remarcd en la seccidn IV.b estos resultados pueden mejo-

rarse sistemdticamente po:r medio de la aproximacién de Bethe-Peierls.
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APFNDICE :

En este apéndice demostraremos la afirmacidédn presentada en
la sec. IV.b o sea que la ec.(20) se reduce en el limite (1\~%<r> a la
ec. de plaqueta media de la teoria Z(2) de medida. Jemas? 0

Cuando Gh=an:%tr$U) se congela en 1. En consecuencia recor-
dando que'th =TQZL)-—4 estd claro que %jhwsj se compoc:ta ¢ mo una
variable del grupo 7(2) es decir sus valores posibles son 1. Cenera-

lizando estas ideas se puede demostrar que,

P tr v 4, jeoA 2,
J T Tya » (A1)
Q._)'*'/i :b/i 'J'_il_i_’;z_{’ .
o sea
<P&/2> ZKB 2> = <R,h> = . (A2)
Towando j=1/2 en la ec.(20) y reemplazando gdU por 4‘> se obtiene,
.\M:n X‘)T_rd
\U 11 X (U)\
//
</P412 _—_Z_. ” zjz+4 P> m/ ¢ .i el (A3)

donde j oy, 5€ 1ntroduce para regularizar la expresidn. En la ec. (A3)
la contr1buc16n a<@4k>>prov1ene de un j. semientero y los otros ente-

o ) )
ros. La correspondiente contribucidn a \I) viene de dos j; semiente-

412/
ros y dos enteros y asi sucesivamente. Llamando X a la siguiente ex-
presién, é13$‘ ' 2
i (2\) 4+1)
j%\'e\"o
X = J

jif({j+1f

\sermienterg

(Ad)

la ec. (A3) es
T, A0 A4
P> < ((somh (4 X cosh(3 Py 4 6 X semh <Py + i cosh (b <P

13
=

X senh (b (R 5)/(cosh b + UX senh (Bay + 6X cosh (3<?«/1/ X ol (P
+X cosh 0 <?u,> ) (A5)

Cuando j,, .. va a o ,X->1 y la ec.(A5) se reduce a la ecuacibn de pla-

gueta media para la teoria Z(2) de medida (ref.5,ec. (4.3)).
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EXPLICACION DE LAS FIGURAS:

1.

<<trU2U>/Z en la aproximacidn de plaqueta media (linea continua)
para el eje )A=O comparado con resultados de Monte Carlo (+) toma-
dos de la ref.13.

<:tr4kﬂ>/3 en la aproximacidn de plaqueta media para el eje “FO
Los resultados de Monte Carlo son de la ref.l1Hh.

<truzU>/2 en la aproximacidn de plagqueta media para Bh=10. Los
puntos de Monte Carlo son de la teorfa Z(2) de medida (ref.15).

El diagrama de fases completo de la teoria SU(2) de medida (funda-
mental-adjunto) (linea continua). Los puntos son resultados de Mon-
te Carlo de la ref.l6.

<<E;>para el eje fundamental. La linea continua es ¢l resultado de
plagqueta media, la linea rayada es el desarrollo de acoplamiento
fuerte y los puntos (+) son resultados de Monte Curlo de la ref.
19.

Resultados de plaqueta media para <E:;>en el eje adjunto. Los puntoe:®
de Monte Carlo (+«) son de la ref.20.

El diagrama de fases para la teoria SU(3) de medida (fundumental-ad-
junta). Los resultados de Monte Carlo provienen de la ref.l1l8 y to-
dos indican transicidn de primer orden.

<<E:;> en la aproximacidn de plaqueta media para‘' =30 comparado con
resultados en la misma aproximacidén vavra l-<y;)en una teoria Z(3)
de medida (linea rayada) y puntos de Monte Carlo de la ret.23.

El diagrama de fases de la teoria SU(3) mixta con representaciones
de dimensidn 3 y 6. Los resultados de Monte Carlo son de la ref.25.

Representan transiciones de primer orden.
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