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RESUMEN

La respuesta lineal de una red cristalina a fuerzas
unitarias aplicadas en itomos del cristal es la fun-
cién de Green. Esta pucde ser obtenida a partir de
los coeficientes de acoplamiento arménico entre A4-
tomos del cristal pasando por una transformacién de
Fourier a la red reciproca. El1 cilculo involucra una
suma sobre puntos de la la. zona de Brillouin del
cristal, suma que puede ser considerablemente reduci-
da recurriendo a propiedades de simetria del cristal.
Dicha reduccién es descripta detalladamente en este
trabajo para las redes cibicas centrada en el cuer-
po, centrada en las caras y hexagonal compacta.Se pre
sentan ademis programas FORTRAN para cilculos de fun-
ciones de Green en las redes y en los métodos mencio-

nados.



ABSTRACT

The linear response of a crystalline lattice to unit
forces on lattice sites is the Green function. This can
be obtained from the harmonic interatomic coupling
coefficients through a Fourier transformation to the
reciprocal lattice. The calculation involves a sum over
points of the first Brillouin zone of the crystal. A
drastic reduction of this sum can be achieved by taking
into account symmetry properties of the lattice. Detailed
descriptions of the reduction procedure for the face
centered and body centered cubic and the hexagonal close
packed lattices are given in this work. The developed
methods are implemented in FORTRAN programs which are

also explained.
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1. Funcidén de Green - Descomposicidén de Fourier

El concepto de funcidén de Green estatica de una red cristalina
y su utilidad en los cédlculos de defectos puntuales es discutido
en el articulo de revisidén de Tewary (1)'-En este capitulo nos 1i
mitaremos a resefiar los conceptos que utilizaremos, definiendo si
multianeamente la notacidn. Detallaremos particularmente los pasos
que llevan a expresar dicha funcidén como una suma de Fourier ex-
tendida sobre la zona de Brillouin del cristal.

La energia potencial de una red cristalina distorsionada a

causa de un defecto puntual puede ser desglosada de la siguiente

manera:

Yy =¢ + v (l°l)

donde ¢ es la energia de interaccidén entre los atomos de la
red y V la energia de interaccién entre dichos atomos y el de
fecto. No se considera la interaccién directa entre defectos, lo
cual se justifica cuando la concentracidn de éstos es baja.

Si se desarrolla ¢ a partir de las posiciones de equilibrio

estitico en la red perfecta se obtiene:

W=V +o .+ T o ()u ()t L
° a%z o a 2 %K
K

] ] 1 1 +
¢a8(2K,£ K )ua(KK)uB(Q k') + ... (1.2)
%ﬁl k) es la componente cartesiana o del desplazamiento
del atomo k en la celda & respecto de su posicidén de equilibrio
en la red perfecta. Si hay m 4tomos por celda primitiva es

k= 1,...,m. Con & se resume una terna de enteros ( Rl,l 2.)

2’73
que define la posicién de un nodo de la red como

?Q = 2731+ 2,8, + 843, (1.3)



(1.3)

donde los 3i son los vectores base de la red, los cuales
conforman la celda primitiva. Las posiciones atdmicas de equi-
librio en el cristal perfecto estin dadas por

> - ->
r(sgk) = rg * T, (1.4)

donde ?K define la posicidén de cada 4tomo en &4 celda.

Los coeficientes ¢a(2K)s ¢aB(2K.2 Kk ) s etc., son las deriva
das sucesivas (la, 2a, etc.) del potencial de la red, ¢ , res-
pecto de la coordenadas cartesianas ra(l k) de los Atomos en
la configuracién de equilibrio estitico. Como é&sta corresponde
a un minimo de ¢ , ¢a(2K) = 0 . Por esta razén los u, (% K)
no tienen contribucidén de ler. orden en la Ec. (1.2). Ademés,
los términos de orden superior al 2° son despreciados, con lo
que se hace lo que se denomina la aproximacién arménica.

La configuracién de equilibrio de la red con el defecto se

obtiene minimizando respecto de U
Ay = 0 = aV(r+u) + o (2ks'c' Ju, (2'k") 1
Bua<2K5 du_ {2k BQZK' aB 8 (1.5)

Aqui T representa el conjunto de posiciones F (k) de red
perfecta y U el conjunto de desplazamientos., Se trata de deter-
minar éstos de modo que se satisfagan estas relaciones.

El primer término de (1.5) representa las fuerzas ejercidas
por el defecto sobre los atomos de la red en sus posiciones en

la red distorsionada :



. _ av(r+
f lax) = au_(2k

(1.6)

En cristales no iénicos estas fuerzas son de corto alcance.
Ain asi, el campo de desplazamientos inducidos a través del po
tencial de interaccién de la red se extiende a grandes distan-
cias del defecto. Un método para hallar las distorsiones, que
evita resolver el sistema (1.5) para un nimero muy grande de
variables, es el de la funcién de Green de la red. Esta se de-

fine como la inversa de la matriz de constantes de fuerza
] ]
0,g(Ks 2'k")

g = ¢! (1.7)

Esta inversidén, sin embargo, no es practicable directamente,
ya que la dimensién de ¢ estid fijada por la extensién del
campo de distorsiones. Por ello es conveniente transformar la

relacién

f (ac) = BRZK'¢QB(2K,2'KH)UQ(QIK') (1.8)

al espacio reciproco. Se supone que el campo de desplazamientos
es periodico, imponiendose asi las condiciones de borde. Para
que éstas no afecten significativamente el campo de desplazamien
tos en la vecindad del defecto, se toma un volumen de definicidn
suficientemente grande. Las condiciones de contorno periodicas
consideradas, o de Born - von Karman , son ampliamente wusadas
en dinadmica de redes perfectas (2).

Con estas suposicbnes puede escribirse:



16'.F(Z'K') (1.9)

=|r—

U (2'k') = & Tu ('3 e
B i B
g
donde los a' estin uniformemente distribuidos en la la. zona de
Brillouin (ZB), siendo N su nimero total. N coincide con el ni-
mero de celdas primitivas en el volumen del espacio directo an-

teriormente mencionado, al que denominaremos supercelda periddi-

a.

Reemplazando (1.9) en (1.8) , operando luego sobre ambos miem

bros de (1.9) con e-1q'r(2K) , ¥ teniendo en cuenta
ademés que(z)
. , >y 2
% ) e1(6 -q).r(2k) _ 5 L (1.10)
2 ]
resulta
F(k,d) = Bz' 2,5(kK"+8) Uglk',q) (1.11)
<
donde se llama
,'-*-)(2')
Fld) = ] f (fk) e 19715 (1.12)
L
> -> .
5 (kk',a) = T 6 ,(%c,0¢") e-1q.{r(£K)-r(0K )} (1.13)
aB ¢ aB

La Ec (1.11) es la equivalente, en el espacio reciproco, de
-
la (1.8). Los @aB(KK',H) constituyen una matriz g(Q)

de dimensién 3m x 3m, ficilmente invertible.



Llamando

6(3) = o 13 (1.14)
de la Ec (1.11) se obtiene

U, (sa) = J 6 (xk',7) FB(K',E) (1.15)

(
a B!

Si en (1.9) se expresan las amplitudes U (q) segin (1.15),

>
con F(a) dado por (1.12), se obtiene la relacién

- 1 o .+~ +(2 )"'_> k! 1o
ua(RK) = Q'E'B{N % Ga?(KK ,q) e'9 [F () -F( ”}fs(l k')
(1.16)

de la cual resulta obvio que la expresién de la funcién de
Green estidtica de la red con condiciones de contorno perié-

dicas es

g (QK Q'K') - l Z G (KK' +) eia.?(QK,R'KI) (1.17)
apt o N ¢ Tas »q
donde usamos la abreviatura

?(QK,QIK') = ?(RK) - F(Q'K') (1.18)

Resumiendo, los pasos a seguir para calcular la funcién de
Green son

a) Calcular la transformada en el espacio reciproco, Q(a) ’
de la matriz de ctes de fuerzas ¢ , segin (1.13).
Este calculo no ofrece dificultades en el caso de inter-
acciones de corto alcance. Los ¢GB(ZK,0K') se anulan
para 4tomos (& k) ubicados mis alli de una distancia re-
lativamente chica del 4tomo (0 "),

b) Calcular la inversa de 9(q) » Ec. (1.14).



c) Se repiten los pasos a) y b) para cada a de la ZB y se
suma cada resultado a los anteriores para obtener final
mente la suma planteada en (1.17). Esta suma puede ser
1imitada a una fraccién reducida de la ZB aprovechando
las propiedades de simetria del cristal, como se veré

en la préxima seccién.

2. Reduccién por simetria de la suma de Fourie

Cada punto § en la sumatoria de la ecuacién (1.16) tiene
un, cierto nimero de puntos equivalentes en la ZB, que se rela
cionan.con &1 por operaciones de simetria que conservan inva-
riante el cristal. Por lo tanto, las expresiones de la funciéﬁ
de Green en estos puntos equivalentes, estarin relacionadas
entre si por esas mismas operaciones de simetria. Esto permite
limitar la sumatoria a un poliedro elemental irreducible de la
B , tal que aplicando operaciones de simetria sobre cada u-
no de sus puntos se obtienen todos sus equivalentes en la ZB.

Repitiendo esta operacién para todos los puntos del polie-
dro se genera toda la ZB.

.ConsideremOS'Unicamente puntos 4 pertenecientes a uno de
los poliedros irreducibles, al que llamaremos P. Los puntos en
el resto de la ZB equivalentes a uno dado de P sé obtienen en
la forma §a , donde las S son matrices de 3x3 que representan
las distintas operaciones de simetria.

La (1.16) puéde pues reescribirse de la siguiente manera :

% 3 GGB(KK's§a) ei§q.r(2K,Q'K') (2.1)

1
g (2x,2'x") = & ¥
oB N ep Ngq §

q



Aqui estéd tenido en cuenta el hecho de que los puntos del
contorno de P, los cuales son puntos de simetria de la ZB,
permanecen invariantes ante cierto nimero hq de operaciones
de simetria, que constituyen el denominado "grupo de q". Uno
de esos puntos frontera, y cualquiera de sus equivalentes en
el resto de la ZB, se repetiri hq veces al aplicar la totali-
dad de las operaciones de simetria. Por lo tanto la suma sobre
S debe ser dividida por hq' Para un punto interior de P es
h = 1. Para un punto frontera, hq es el nimero de poliedros
irreducibles que comparten dicho punto, incluyendo en la cuen-
ta poliedros que pertenezcan a zonas de Brillouin vecinas.

Para expresar GQB(KK',§6) en funcién de GGB(KK',E)
nétese que la matriz G (a) estid sujeta a las mismas leyes de

(3)

. . - .
transformacién que su inversa ¢(q). Si para ésta vale

8(s3) = o(S) a(3) g*(s) (2.2.)

. . . . - + +
donde 0(S) es una transformacién unitaria, es decir,C lo (0" =

transpuesta conjugada de 0 ), entonces

1at ()17 o7 (@) o7 (s)

|G
—
1w
o4
g
1]

(2.3.)

*(s)

= o(S) G(3) g
En Ref. 3 se halla la expresién de la tranformacién para la

siguiente matriz dinamica

1

DaB(KK',Q) = 752527 QQB(KK »q) e K K (2.4)

De dicha expresién resulta la siguiente matriz de transfor-

macibén para Q(a) v .9(6)



. ) -iS4.V

OaB(KK »S) = SaB GK,&(K.) e ="""S (2.5.) .
donde S(K') es una funcién indicativa del sitio al cual se
traslada, por efecto de la operacién S, un 4tomo que inicial-
mente ocupa el sitio k', VS es una translacién no primitiva
del cristal asociada a la operacién puntual S. La expresién
(2.5) vale en el caso mis general de un cristal con grupo de
simetria no sinmérfico, en el cual ciertas operaciones puntua
les de simetria deben ir acompafiadas de una translacién no
primitiva para que el cristal permanezca invariante. Ademas
mediante la funcién 38(x ) se toma en consideracién la posi-
bilidad de que, alin tratindose de un grupo cristalino sinmér-
fico ( VS = 0 ), ciertas operaciones de simetria produzcan
intercambios de subredes *) . Obviamente 1los sitios k y'S(K)
deben estar ocupados por atomos iguales.

Precisamente la estructura cristalina hexagdnal compacta
(hcp) tiene un grupo de simetria no sinmérfico donde ademis
algunas operaciones ( no necesariamente las que llevan asocia-
da una translacién VS) involucran un intercambio de las dos
subredes. |

Ahora bien, la exponencial imaginaria que contiene a Vs en
(2.5) desaparece al aplicar la transformacién de acuerdo a

(2.3) para obtener G (Sq). Por lo tanto en lugar de ésta se

usara

6(sq) = T(s) G(a) T'(s) (2.6)

(#) E1 cristal esti formado por un conjunto de subredes de igual
estructura, interpenetradas. Cada sitio k en una celda per-
tenece a una subred distinta, a la cual identifica.



con

TaB(KK',S) = S (2.7)

0B GKs'S(K')
T (S) es una matriz .real, por lo cual ' implica dnicamente

una transposicidn.

De acuerdo a (2.6) y (2.7), a los efectos de los cilculos
descriptos en este trabajo no tiene relevancia si la opera-
cién S involucra o no una translacién no primitiva del cris-

tal.

3. Redes cubicas primitivas

En este capitulo se aplicarid el método desarrollado en el
Cap.2 a dos de las redes primitivas cibicas, la centrada en
las caras (fcc) y la centrada en el cuerpo (bcc). Hay una gran
variedad de metales con estas estructuras. El andlisis es igual-
mente vadlido para la red cibica simple (sc) ya que las tres redes
cibicas primitivas poseen el mismo grupo puntual O, s con los 48

elementos de simetria que tiene un cubo.

3.1. Operaciones puntuales de simetria

Considérese un sistema coordenado cartesiano con origen en el
centro de un cubo cuyas caras son paralelas a los planos coordena
dos. En la Fig.l se muestra el octante de coordenadas positivas

de este cubo.
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Figura 1

Un punto del cubo en este octante, de coordenadas (x,y,2),
es equivalente a cualquier punto que se obtenga de éste por
cambios de signo y/o intercambio de coordenadas. Los primeros
corresponden a reflexiones en los planos coordenados. De estas
reflexiones consideraremos, incluyendo la operacidén identidad,

las siguientes:

(( X, ¥, 2z )
(“x: y, 2 )
(x,¥,2) > (3.1)
( X,~ys 2z )

( x, Yys—2z )

.

Los intercambios de coordenadas, mids la identidad, son:
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r(x: Yo z)
(x, Z, Y)

(Y: z, x)

(x, v, 2) —> . (3.2 )

(Y: X
(z, X Y)

\(Z; Y x)

Estascorresponden a reflexiones en los planos x =y, y =2 y

z = x, los cuales dividen el octante positivo del cubo en 6
tetraedros equivalentes, como se ve en la Fig.l. Mediante (3.2)
se obtienen los puntos equivalentes de estos tetraedros. Combi-
nando estas 6 operaciones con las 4 de (3.1) tenemos 24 operacio
nes. Cada una de ellas, combinadas con la inversién, (x,y,z) —>
(-x,-y,-2z), resulta en un total de 48 operaciones.

Por tratarse de redes primitivas, el tensor de Green en el
espacio reciproco se reduce a una matriz de 3x3, de(a), con
componentes cartesianas unicamente. Esas componentes cartesianas
se transforman como la diidica XuXp . Por ejemplo, por efecto
de la operacién (x,y,z)—>(-x, z, -y) resulta G —»> -G , G —>

Xy Xz Xz
G, G — -G, etc. Si S es la matriz correspondiente a dicha
Xy yz zy
operacién, esto quiere decir que ny(§a) = —ze(a), etc. Asi se

evita realizar operaciones matriciales para hallar G (89).

3.2 Parte irreducible de la zona de Brillouin

En las figuras 2 y 3 se representan las zonas de Brillouin
de las redes fcc y bcc respgctivamente(4).

Dividiendo el octante positivo en estas figuras mediantes pla-
nos X =y, y=2z Yy 2 = X, como se ha hecho en la Fig.l, resul-
tan 6 poliedros irreducibles como el I'XWKLU, en la Fig.2, y el

I'HNP, en la Fig.3. Llamaremos P al poliedro dibujado en cada caso.
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Figura 3 : Zona de Brillouin

Figura 2 :Zona de Brillouin
de la red bcc

de la red: fcc

Los vectores ( definidos en la Ec.(1.9) pueden ser escritos en el

sistema cartesiano como:

d=2% (i, 5, ) (3.3)

donde a es el parametro de la red cibica y L es un entero que de-
termina las dimensiones de la supercelda periddica. Los enteros
(i, j, k) deberdn satisfacer ciertas relaciones entre sf y con L
para que § pertenezca a P. La limitacién impuesta por los planos

x=y, y=2 yz=0 se expresa como:

i ® j =k =0 (3.4)

Esto es valido para ambas redes fcc y bcc. Las restantes limitacio

nes a los q, impuestas por la

superficie de 1la ZB, son distintas
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o

para cada red. En la ZB de la red fcc (Fig.2) la ecuacidn corres-
prediente a la cara perpendicular al eje x es i = 1. Sobre la carea
perpendicular a la direccién 1 1 l]se tiene 1 + j + k = 3L/2 (Ver
Ref.4). Por consiguiente, a las condiciones {3.4) debe afadirsa,

para la red fcc,

=
A
=
[
+
HA

j o+ k L (3.5)

3
2
En el caso de la red bcc (Fig.3), el poliedro P tiene sél, una
cara colncidente con la superficie de la ZB. Su ecuacion es

i + j =L (Ver Ref.4). Entonces, para la red bcc, a (3.4) debe

affadirse la condicidn:

”
+

-}
A
r

(3.6)

Las condiciones (2.4) y (3.5), véalidas para una red fcc, se

pueden reformular de la siguiente manera:

0 £ i £ L
0 = £ min (i, 310/2-i) (3.7)
0O £ k £ min (J, 3L/2-i’j)

Para la red bcc, de las (3.4) y (3.6) se obtiene:

0O £ i % L
0O & j % min (i, L - i) (3.8)
0 £ k £

Las desigualdades (3.7), o las (3.8), permiten fijar en forma
sucesiva los rangos de valores para los enteros i, Jj, k. Por eso

resultan convenientes para programar numéricamente.

La red reciproca de la fcc es becec y viceversa. Seleccionand. con-
venientemente los valores de i,j y k se obtiene una red de puntos
q del mismo tipo que la red reciproca. Entonces los planos limites

del poliedro P son planos de puntos g. El ndmero de inter -
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Punto ] Grupo ‘hq 0=k =j<£i%£ L i+ j+k¢< gAL j
2
interior Cl 1
ULK
0 . C2 2 = =
° 1 ulw =
&
LTK C 2 =
© 1h =
© LTX =
XTK =
WK = —
YP C1h 2 = =
LK - _
S —
o LU = =
$ XU = =
“ Xw o
i 2v 4 - =
& TK ' = =
o —
T™L C3v 6 = =
X C4v 8 = =
K , = = —_
: CZV 4 =
U — == =
)
o w Dzd 8 — — —
)
L 3d |12 =
0 X DA-h 16 = = =
>
r Oh 48 = = =

Tabla 1: Caracteristicas de los puntos pertenecientes a la parte
irreducible de la ZB de la red fcc. En el encabezamiento de la ta-
‘bla se dan las condiciones que satisfacen todos esos puntos q =
(2m/ La) (i,j,k) (coordenadas cartesianas) y en cada caso se in-
dica con = si se satisface la igualdad. La relacibén entre j y L/2

A
interesa s6lo para puntos en la cara ULK, donde la igualdad vale

sobre la linea LW. .
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Punto Grupo hq = < < i i £ L - i
interior C1 1
A
HTN =
! A
© HTP Clh 2 =
1< A _
«© NPT =
3 A
NPH =
N = =
NP sz 4 = =
NH = -
0
m ——
» rp C3 6 = =
n . v
S HP = =
&
® 'H 8
TH C4V = =
N D
7)) 2h 8 = = =
v
o — — P
- P Tg 24 = = =
b
% H _
N0} - - =
oy 48
> = m =
Tabla 2 Caracteristicas de los puntos pertenecientes a la parte

irreducible de la ZB de una red bcc, con

denadas cartesianas).

q
-
q

= (2W/La) (i, j, k) (coor
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valos en que resulta subdividido el eje x desde el centro hasta el
borde de la zona de Brillouin es L. Para que el conjunto de los
puntos 4 incluya todos los vértices del poliedro P hay que dar un
valor par a L, segin se puede ver al analizar (3.7) y (3.8).

En las tablas 1 y 2, correspondientes a las redes fcc y bcc,los
puntos de P estin clasificados segin sus grupos de simetria. Se dan
los 6rdenes de dichos grupos, hq, que se utilizan para evaluar (2.1),
y las condiciones que cumplen las coordenadas (i, j,k) para cada con-

junto de puntos.

3.3. Reduccién de la suma de Fourier

Como en las redes cibicas primitivas hay un dnico Atomo por
celda elemental, podemos descartar los indices de sitio, x y x',
en la ecuacién (2.1).

Por otro lado, la operacién de inversién no afecta en estos
cristales a la funcidén de Green, es decir de (-q) = Gap (4q). Co-
mo a cada término de (2.1), con S correspondiente a (3.1) y (3.2),
se les suma un término con -S, resultante de combinar la inversién

con las operaciones S, la ecuacién (2.1) puede escribirse asi:

24
8 4p(F) = == Gyp (S8) cos (84.%) (3.9

P

L

2
eP hq

donde T es un vector de la red directa y la suma sobre S se limita

a las 24 operaciones que resultan de combinar (3.1) con (3.2). Es-

tas operaciones al actuar sobre § dado por (3.3) producen sélo inter

cambios y/o cambios de signo de los enteros (i,j,k). Llamamemos

(is, js,lcs) a la terna asi obtenida. Ademis Gup(§a) = Gdsps(a),

donde o ﬁ% resulta de o al aplicar S segin (3.1) y (3.2).
Expresemos los vectores ® en unidades del parimetro de red g

(lado de la celda cibica)

r=a (rx,ry,rz) (3.10)
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Cada término de la suma sobre S en (3.9) tiene entonces la forma

G (ij k) C . . .11
R 1SJSkS (3 )

s Ps

donde empleamos la notacidn

c.. =—cos 2T (i r +jry+krz) (3.12)

Usaremos también la siguiente notacién

o .
c, = cos (2N i ry)
L
(3.13)
X .
Si = sen (%g' i1y

Consideremos en primer lugar las 4 operaciones (3.1). Al sumar

- los 4 términos correspondientes de la forma (3.11), y embleando

relaciones trigonométricas resulta, para las componentes diago-
-

nales de guﬂ( r)

z

k

. . . X |y
G k + ¢- + - - = c,c” c
dm(lJ )(cijk cijk Cij + cijk ) 4 Gau(ljk) i ©3

(3.14)

El guidén sobre los subindices (i,j,k) indica cambio de signo.

La contribucién de las mismas 4 operaciones a g (P) es
y

G ijk) (c - C. - Cc ., c . _
xy (1K) ( ijk ik ijk T Tik )

(3.15)
_ L Xe V2
= 4 ny (1jk) Sisjck

Anadlogamente,las contribuciones a €., () y gyz () son

4 6 (ijk) si c? sz (3.16)
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y 4G, (ijk) ol s (3.17)
respectivamente.

Como vemos en {(3.14) a (3.17), la suma sobre las jy operaciones
representadas en (3.1l) conduce a un tnico término en cada caso.
Sumando los términos que se generan a partir de éste por aplica_
cién de las 6 operaciones (3.2) obtenemos la suma sobre 24 opera

ciones planteada en (3.9). Resulta entonces

(P) 6
4 — 8 Z A i - . . -
gm(f‘)—— . ZG (1Jk)Ho((l i k_ 3 )
(3.18)
donde Huﬁ es el producto de tres funciones trigonométricas que

corresponde a op , segin (3.14) a (3.17). La suma sobre (ijk) se
limita al poliedro P y la suma sobre S a las 6 operaciones (3.2).
Los (iS js ks )son las permutaciones de (ijk) correspondientes

a estas operaciones .Emplearemos un indice J para numerar dichas

permutaciones en el mismo orden en que aparecen en (3.2),es decir:

J [ 1 2 3 4 5 6

(3.19)

ig k_ ijk ikj jki jik kij kji

Ademdsusaremos la notacidén de Voigt para sustituir los pares de

» . . . »
indices cartesianos op por un indice v

¥ , 1 2 3 4 5 6

(3.20)

XX Yy zz yz Xz Xy

o p
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1 2 3 4 5 6
by
1 1 1 2 2 3 3
2 2 3 3 1 1 2
3 3 2 1 3 2 1
4 4 4 5 5 6 6
5 5 5 6 4 4 5
6 6 6 4 6 5 4

M(v,J)

Tabla 3

Con estas convencionesla (3.18) adquiere la siguiente forma

(P) 6
8 1 . .
N i;izk hijx ?1 S (»,3) (1310 8 5 (358)

(3.21)

donde las H))(J;F) estan definidas, para J = 1, por

Y 1,2,3 4 5 6
Xy z
H,(1 e F -c.s. _s¥cYs? sXsY¥Ycz
v 15 % 155 % ijk T ijk (3.22)

Las funciones correspondientes a los demas valores de J se obtie

nen sustituyendo las correspondientes permutaciones de (ijk), se

gun

(3.19). La expresién (3.21) de la funcidén de Green es muy

conveniente para programar.
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S6lo se calculan 6 componentes del tensor de Green, ya que éste

es simétrico.

4. Red hexagonal compacta

4.1. Red directa -~ Simetria

Una red hexagonal se caracteriza por tener un Unico ge de rota-
cién de 60°, el eje hexagonal.

La estructura hexagonal compacta (hcp) esti compuesta por dos
subredes hexagonales simples interpenetradas commuestra la Fig.4.
En esta figura las dos subredes, que designaremos por 1 y 2, estéan
identificadas por circuios negros y blancos respectivamente. Los
dtomos de ambas subredes son iguales. Los planos atémicos norma-
les al gjehexagonal, o planos basales, pertenecen alternadamente a

las subredes 1 y 2. La distancia entre dos planos sucesivos es

c/2 siendo c el parametro de red en la direccién del eje hexagonal,

[11l°]

que coincide con z.

{o10]

Figura 4: Red hexagonal com

pacta vista en la direccidn

del eje hexagonai.
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La celda primitiva es un paralelepipedo recto cuya base fémbica,
con un 4ngulo de 60°, sc muestra en la Fig. 4, Como lados de 1la
celda tenemos los vectores 31 y 32, de mbédulo a, y un tercer vector
33, de modulo ¢, normal a lps anteriores. Esos tres vectores forman
una base hexagonal de la red. Ademds elegimos un sistema cartesiano
como se indica en la Fig.4. El punto 0, origen de coordenadas y de
la celda, equidista de dos planos basales. Sc puede ver que la red
es invariante ante una inversién respecto del punto O, con la pecu-
liaridad de que las subredes 1 y 2 resultan intercambiadas al reali
zar dicha operacién.

En la Fig. 5 se tiene una perspectiva de la celda primitiva. All{
se indican, en la base hexagonal y respecto del origen de la celda,

las posiciones de los dos Atomos que forman la base del cristal.

Fig, 5:Celda primitiva de la red hcp

Con los valores alli indicados y las definiciones (1.3) y (1.4)
el vector posicién de un 4tomo en un sitio x (1o 2) de una celda

L esti dado por
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-

P (L) = (4+x)
3

é

+ (4, +x) a, + [23 + 4 (21:-1)]1373 (4.1)

1
4

X
3

De las figuras 4 o 5 se deducen las siguientes expresiones de los

vectores de la base hexagonal en coordenadas cartesianas :

31 = a x(]-: f3', 0)
2
g, = a <€, /3, 0) (4.2)
2
33'= c x (0, 0, 1)
El vector posicién del dtomo (£ x), en coordenadas cartesianas
resulta:

®({r) = [”1‘ ) a ;s (4 + 4, + 2x) VE2 5 (L + 2% - D)c ]

3 4

N

(4.3)

En la estructura hexagonal compacta existen 24 operaciones

de simetria puntual (5), de las cuales 12 se detallan en la Tabla

4. Las otras 12 se obtienen combinando las anteriores con una in-
versidn respecto de un punto como el 0 en la Fig.4.

Todas las operaciones de simetria que figuran en la Tabla 4
son rotaciones puras y se denotan como nl[k, 1, m] , siendo 2T/n
. el angulo de rotacién y [k, 1, m] 1la direccidén del eje de rotacidn’
expresada en la base hexagonal. Todos los ejes pasan por el punto O
y estén sefialados en la Fig. 4, salvo, el [0, 0, 1] , que coincide
con el eje Z. Algunas rotaciones, indicadas con e en la Tabla 4,

producen un intercambio de los 4tomos en las posiciones 1 con a-

quelles en las posiciones 2, Esto puede realizarse en la Fig.4 ima-

ginando, por ejemplo, una rotacién de un angulo W alrededor del eje



-23-

Rotacidn Sli sZi S3i

1 i, 0, O 0, 1, O 0, 0, 1

2[001)e v I, 0,0 0, 1, o 0, 0, 1

3 [oo1] 1,130 1/3,1,0 0, 0, 1
2 2 2 2

3 [o01] 1,130 143,3,0 0, 0, 1
2 2 2 2

6 Loo1]e v 1,143,0 1/3,1,0 0, 0, 1
2 2 2 2

6 [001)e v 1,1/3,0 i/3,1,0 0, 0, 1
2 2 2 2

2 [110]e 1, 0, O 0, 1, 0 0, 0, 1

2 [100]e 1,143,0 143,1,0 0, 0, 1
2 2 2 2

2 [010]e I1,143,0 i43,1,0 0, 0, 1
2 2 2 2

2 [210] v 1,1./3,0 1/3,1,0 0, 0, 1
2 2 2 2

2 [110] v 1, 0, 0 0, 1, 0 0, 0, 1

2 [120] v 1,143,0 143,10 0, 0, T
2 2 2 2

® Operacién que intercambia subredes 1 y 2.

. . . . s e -
v Operacidén que incluye una translacién no primitiva 1 a

> 3

Tabla 4 : Matrices correspondientes a las distintas rotaciones

en la red hcp.
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[00l, En este ultimo caso sin embargo, para que la red quede inva-
riable es necesario realizar adicionalmente una translacién de c/2
en la direccién[pOl). En la Tabla 4 se indican con una v las rota-
ciones que deben incluir dicha translacién de c/2 para que la red
permanezca invariante. No obstante, como hemos visto en la Seccién
2, esta translacién no afecta a la transformacién de la matriz G(§),
Ec. (2.6) y (2.7). En cambio si tiene importancia para la transforma
cién de G(4) el intercambio de subredes.

La matriz po (x%',S) estd formada por 4 bloques correspondientes
a las cuatro combinaciones de valores 1 y 2 que se pueden tomar para

(x%). Si una operacién intercambia los sitios 1 y 2, resulta H4(1)=2,

-4 = 0. Se ve entonces en (2.7) que

to d
y por lo tanto 17 8(1) 1,2

el bloque de elementos po (1 1, S) es nulo. Lo mismo ocurre con

el bloque Ty, (2 2, s)f En cambio Ty, (1 2,5) = Sy é‘l, 8(2) =

Sqadi 1= Sap - La matriz T(S), para una operacién que intercabia
2
subredes, tiene entonces la forma:
0 S
r(s= |- = (4.42)
S 9

donide la matriz S esti dada en la Tabla 4. Para una operacién que
no intercambia subredes resulta con un razonamiento analogo:
S (Y
T (8) = (4.4b)
0 S
Con el objeto de que quede claro el efecto de una operacién que
intercambia subredes, sobre el tensor de Green G(§), apliquemos

a éste la transformacién (4.4a):

o s] [ea1) g12)] Jo s+
|s o] |e(21) s(22)] [s+ 0
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s 6(22) s+ 8 G (21) s+
= (4.5)
s 6(12) s+ s 6 (11) st

Se ve que la submatriz G(11,S§) de G(S3) se obtiene aplicando

S a G(22,4), y anidlogamente los demids submatrices.

4.2 Zona de Brillouin. Parte irreducible.

Los vectores base de la red reciproca se obtienen de los de

la red directa, Ec.(4.2), de la siguiente forma:

by=2 (3, x3) = 21 (1, 1//3, 0)
o a
b,=2 (3 x3) = 2% (-1, 1//3, 0) (4.6)
2 3 1 a
Vo
2 =2 (al x 3'2) = 21 (0o, 0, 1)
3 v, c

donde o el volumen de la celda primitiva, es

lz; a2c (4.7)

v=5-(a Xa)
2 2

o 1 3
El vector b1 forma un 4ngulo de 60° con la direccidén positiva de
X, ¥y Bz el mismo angulo con la direccién negativa de x.

Los vectores q pertenecientes a la primefa zona de Brillouin deben

satisfacer la condicién :

- -» - 2
a.6G 4 %16) (4.8)

para todo vector G de la red reciproca.

~ .
Tomando G como las posiciones de los puntos mis cercanos a uno dado
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en distintas direcciones de la red reciproca, se obtienen los 1i-
mites de esta zona, como muestra la Fig. 6. En este caso el polie-
dro irreducible P es el que se destaca en esa figura, con vértices
", K, M, A, H, L. Hay 24 poliedros equivalentes a éste en toda la
ZB, lo cuales se obtienen de P aplicando las 24 operaciones de si
metria mencionadas en la Seccién anterior. En la Fig. 6 se especi

fican, en la base reciproca {Bl’ b2’ gé} » las coordenadas de los

vértices K, M y A,

Dentro del poliedro P de la figura 6 construiremos una red

hexagonal de puntos q-

AZ
|
x : LN
A
:(°-°-é) S H
l (|
[ . | 1
I35 % b
[ A
-7 -/ —-“'—’“'\\lm (4:0,0)
- | v i’))’\ F AR
K~ AT~ — N —> X

Fig, 6: Zona de Brillouin de la red hcp.
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La componente de { segin z no ofrece dificultades, ya que ambos
limites de P en esta direccién son planos normales al eje z.
Consideremos entonces la base T KM de P. Podemos subdividirla
mediante la red hexagonal que se muestra en la Fig. 7 . Esta red
se genera ficilmente por combinacién lineal de los vectoresiil y

Eé mostrados en la figura. Si L es el nimero de subdivisiones en-

4_\>’. M
|

. AN
M/////A_

Figura 7: Subdivisién del poliedro irreducible.

tre " y K, entonces

&, =1 3§ =2w@b -15)
1 L K La 3 1 3 2
(4.10)
=ﬂ(z)0:0)
La 3

donde la Gltima expresidén estid en coordenadas cartesianas. La com

ponente x de 82 se obtiene dividiendo por 2L la componente x de ak.

La componente y de 32 resulta de dividir por L/2 la componente y

de aM’ como se puede ver en la Fig.7. Siendo :
ay = 1b, = T (1, 1//3, 0)
2 a (4.11)
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resulta en coordenadas cartesianas,

¢, =2 &; ) %FrJ 0) (4.12)
La 3 3

Si dividimos el segmento TA, en la Fig.6, también en L partes, ten-

dremos un vector

& =1_5b, =21 (0,0, 1) (4.13)
2L Lc

Los vectores q que forman la red de la Fig. 7 se pueden expreéar
asi

- s o 3 2 .
Para que q pertenezca a P, se puede ver en la misma figura que de-

be cumplirse

=< i £ L
0 £ j min (i, L - i) (4.15)
0 £ £ L

En la Tabla 5 se especifican los grupos de simetria (5) de los dis
tintos puntos caracteristicos de P, el orden de cada uno de dichos
grupos, o sea los numeros hq de la ecuacién (2.1), y las condiciones

que cumplen los enteros (i, j, k) en cada uno de los puntos.
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Punto Grupo hq 0 £ j £ i £ L-j 0< k £
interior Cl 1
AHL =
) —
TKM -
B
: KMLH C1h 2 =
FALM =
O
FAHK =
HL = =
KM = =
™ C2v 4 B -
| AH = =
+ _ —
0 K = =
o
& KH C 6 = =
s 3v
TA C6V 12 = =
L = = =
D 8
2h
@ M = = =
)
3] - - =
- nsh 12 ~ _ _
" = = =
&
0 A = = = = i
N Don 24 _ _ _

Tabla 5:Caracteristicas de los puntos pertenecientes a la parte irre-

ducible de la ZB de la red hexagonal, con { = iél + jéz + ké3
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4.3. Simetria del tensor de Green y su transformada de Fourier

Veremos algunas propiedades que limitan el nimero de componen-—
tes independientes del tensor de Green g“ﬁ((w, {'x") y de su trans-
formada de Fourier Gaﬁ (nx',q).

Como inversa de la matriz ¢dp (tx, %), que es simétrica,

gup(ln , ') tiene la misma propiedad:

gap(Ln, ) = g (£'n, Lx) (4.16)

Esto es vdlido en cualquier cristal y se debe a que la inversa de
cualquier matriz simétrica es simétrica. Emplearemos ahora la o-

peracibén de inversién, representada por una matriz - &

xp Teniendo

en cuenta que esta operacién produce un intercambio de las subredes

1y 2, resulta:

Bupl 2 F 1) = B (4,) (-dpy) gy, (12, 1'2)

= gy 12, I'2)

= gl L2, 22) (4.17)

donde [ corresponde al vector de la red —?i » €l cual resulta de
aplicar a ﬁ la inversién.La dltima igualdad vale en virtud de la
invariancia de la red ante translaciones, en particular la transla-
cién P, + P, .

Andlogamente se obtiene:

gap( £ 1, U'2) = gqpl 02, 11) (4.18)

Combinando las relaciones (4.17) y (4.18) con la (4.16) resulta:
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L1, ¥1) g gl 12, 0'2)

g q{;(
| (4.19)

gegp( 12, L'1) = g L2, 1)

Utilizando la relacién de ortogonalidad (1.10) podemos invertir la
transformacién (1.17) para obtener: '
Gq'g(’““.’ q) = ;gﬂp(luz, 'x") eia'g (L, ) (4.20)

Si bien la red hcp posee centros de inversién, éstos no coin-
ciden con los sitios atdémicos, como ocurre en las redes cibicas pri-
mitivas. Es decir,dado un vector # (l%, !'x") que conecte dos sitios
atémicos cualesquiera, no siempre es posible obtener mediante una o-
peracién que deje invariante la red, un vector © (I"x, l'®) = -2
(f», U'Y). Por 1o tanto de (4.20) se desprende que (;dp(‘”'g d) es
complejo.

También se ve que
G ap(nx, -§) = G;f, (xx', q) (4.21)
Ademids, siendo gup(l": I't') simétrica, segtin (4.16),

de (v, §) resulta hermitica

AN
” -

Gqﬂ(“": Ei) = G\/;“("'*: a) (4.22)

A continuacién emplearemos en ler. lugar, de la misma forma
que en (4.17), la operacidén de inversién que transforma q en -qdy

2 en 1, y en 2° lugar , la relacién (4.21):

Gap ( 22, @) = Gqp (11,-9) = c";{,( 11, §) (4.23)
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Anilogamente vale
- #
Gap (21, @ = 6,,(12, @ (4.24)
Las propiedades (4.23) y (4.24) implican que la matriz G (§) tiene

la forma

G (11, §) G (12,49)
(4.25)

[p]
—~
LD
~

I

G (12, &) G (11, §)

b o

con sdlo dos submatrices independientes, de dimensién 3 x 3 cada una.
Ademis, por la propiedad (4.22) la submatriz G (11, @) es hermitica
y la G (12, §) es simétrica
Gap (1L, D = 6,011, @
(4.26)
Gup (12, §) = Gpq (12, )

Para concluir, hallaremos la expresién de las submatrices
G (11, ¥y ¢ (12 , @ en términos de las correspondien-
tes submatrices de § (§). Esta dltima tiene la misma forma que G(§),
es decir, (4.25) co; @ en lugar de G. Siendo G la inversa de Q se

-

cumple
FQ (11) ¢ (12) (g (11) G (12) Fl 0 ]
B B | = (4.27)
§ (12) Q*(ll)J G (12) g*(ll)J 0o 1

—_ — L R .

b

donde se deja sobreentendida la dependencia respecto de 4. De aqui se

obtienen las dos ecuaciones independientes siguientes :
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$ () ¢ (1) + f2) g (12) = 1
(4.28)

§°(12) ¢ (1) + Fauy g (@2 = o
La solucién de éstas se puede escribir en la forma :

G (11) ={Q (11) - Q(lz)g\_}'l (4.29)

G (12) =-A6 (11) (4.30)
donde

A ={gantgan}” (4.31)
4.4. Reduccién de la suma de Fourier

Para el caso de la red hcp la suma sobre S, en la expresién
(2.1) de l1la funcién de Green, se extiende a las 24 operaciones de
simetria puntual mencionadas en la Seccién 4.1 :

iSd.® (In, 'n")
G, (nw,58) 28 ,
“p © (4.32)

5=
U)Pjﬁi

gdp(l*: ll’c') =_:-‘_

¢P

e

q

De esas 24 operaciones, 12 estin representadas por las ma-
trices S dadas en la Tabla 4 y las restantes por matrices -S, que
resultan de multiplicar cada una de las anteriores pdr la inversién.
Entonces a cada término de (4.32), con S extraida de 1a Tabla 4, le
corresponde uno con ~S.Por la propiedad (4.21), los términos corres
pondientes a + S ¥y 4§ son mutuamente conjugados. Agrupindolos re-

sulta
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gu{b(f": [I"') = P“p(gw:e‘n'5Q) (4-33)

=z =

con
12
r“p(zw,z'»'; 4 =2 SE Re {G“,,(*"‘é&) e1§a.r(u,u)}

(4.34)

Aqui la suma abarca tnicamente las 12 operaciones de la Tabla 4.

Separando G(d) en sus partes real e imaginaria,

!
I
1>
+
-
lw

(4.35)

se obtiene

12
FaB(ZK,l'K';a) = 2 g{AaB(KK',ga) cos(§a.?) - BaB(KK',§E)§SGH(§E.;)}

(4.36)

donde £ s p(lx, {'v),
G (5 q) se obtiene de G (a) aplicando (2.6) con T (S) dada por (4.4b),
segin que la operacidn intercambie o no subredes. Sin embargo la for-
ma particular de la matriz G (d), mostrada en la Ec.(4.25), permite
trabajar con las submatrices G (11,q) y G (12,q) tnicamente.

Para cualquiera de estas dos, teniendo en cuenta (4.5) y las

propiedades (4.23) y (4.24), resulta :
G (x¥. 54 = (4.37)

donde la 2a. o la la. expresién valen segin que la operaciénjntercambie
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0 no subredes, respectivamente.

A continuacién realizaremos las operaciones matriciales planteadas
en (4.37) para cada una de las rotaciones de la Tabla 4. Como los
indices de sitio en la celda unitaria, (»«'), no se ven afectados
en las relaciones (4.37), los suprimiremos por el momento. Ademias,
denominaremos Gdb a los elementos de la matriz de 3 x 3 G (xn',q),
'con § & P. En el caso de una operacién que intercambie subredes las

expresiones resultarin en funcidn de Gap » 1o cual indicari que

hay que tomar _Bu/’( % %' ,4) en lugar de Bu/b("“"a)'

Rotaciones de orden 2 alrededor de los ejes cartesianos.

Estas operaciones sélo producen un cambio de signo de las coordena-
das correspondientes a los ejes ortogonales al de rotacidn. Cada
elemento de matriz de s6lo podri sufrir un cambio de signo, el cual
variari como el signo del producto de coordenadas Xz Xae E1 vector
(qx’ qy’ qz) se transforma como (x, y, z). Resultan entonces las ex—
presiones de Sd y de (83) que se muestran en la Tabla 6 para la o-
peracién identidad 1{0) Yy las rotaciones binarias en torno de los

3 ejes cartesianos.

Tabla 6
Rotacién
S -
54 Guﬂ(§q)
ol of yz Xz Xy
1[0l
Ay qy 1, G“*. Gyz ze ny
211707 o o * #* o ¥
(110] %979, Cutat Gyz Cxz ny
2110 — - - -
fL10] I 79, Gota Sz Gz Cxy
21001 o * o* o 3
(0011 » qx qy qZ G““ GYz G-xz ny

( @ ) Operaciones que intercambian subredes.
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Rotaciones binarias en torno de ejes no cartesianos.

La expresién general de la matriz de rotacién en un angulo
2T /n alrededor de un eje cuyos cosenos directores son.((x,ey,gz)

esta dado por :

2 "
f en+l (1-cn) L[ ((I-c)-,s £ 1,(1-Co) ~L s
+ 2 .
§:\ _ ]l (1-¢y) +{ s, Cotly (1-¢p) lylz(l—cn) -f s, | (4-38)
2
Ly, Qocy) +ls B4 (-cpds  on+h (1-cp
con C,= cos2T 5, = sen 2T
n n

Para un eje binario n=2, entonces

Consideraremos los 4 ejes binarios no coincidentes con ejes cartesianos.

(ver la Figura 4). Como todos ellos son normales al eje z, [z=0, y re-

sulta - 2 N
-1+ 2 lx 2 8 ly 0
? 2
s, = 2 ley -1+ 2 ﬂy 0 (4.39)
L 0 0 -1 ]

Los cosenos directores,(x ,%, de los cuatro ejes en consideracién

son



2 [100)
2.{010]
2 [210]
2 [120]

~
»

N N

v3/2
Y3/2
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V3/2
V3/2

N pofe

Para cualquiera de los 4 ejes resulta

forma

(4.40)

una matriz de la

(4.41)

donde para cada eje se tiene, segin (4.39) y (4.40)

2{100]
2[o10]
2[270)
2 [120]

Con una

de sgst:

G
Yy

& oo

& oo

+ cs(G
Xy

C
-1/2
-1/2

1/2
1/2

+ G
¥x

V3/2
-v3/2
v3/2
-V3/2

(4.42)

matriz S dada por (4.41) obtenemos la siguiente expresién

) -1 G__ +3G__+cs(G.__-G ) -cG__-sG
- Xy =< ¥yx XX yy Xz
4 4
) 1G .+ 3G _-cs(G_+G ) cG_ -sG
4 VY oy xx Xy yx yz
cG - sG G
zy ZX Zz

(4.43)
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2 2 .
donde se ha reemplazado ¢ y s por 1 y s respectivamente, se-

3
4 4

gin resulta de (4.42).

Si aplicamos la matriz S dada en (4.41) al vector § se obtiene :

54 = (cq_+ sq ; sq, - eq, -q_) (4.44)

Rotaciones de orden 3 y 6 en torno del eje Z.

Las matrices correspondientes se obtienen de la expresién ge-
neral (4.38) considerando [x:=ngr= Oy tomando n =% 3 , * 6, Re-

sultan matrices de la forma

F c -s 0 ]
s = s c 0 (4.45)
0 0 1
. |

donde ¢ y sson los cosenos y senos de ¥ 60° y * 120°, de modo que para

estas 4 operaciones se tiene

3 [o01] -1/2 V3/2
3 [oo1] -1/2 -V3/2 (4.46)
6 [001] 1/2 V3/2
6 [001) 1/2 ~-V3/2

2 L . +
Usando la expresién (4.45) para S resulta la siguiente matriz SGS

r

1G__+3G  -cs(G +G ) iG -3G +cs(G -G ) cG -sG
=Txx =yy Xy yx ="xy = yx XX yy Xz yz
4 4 4 4
16 -3G_ +cs(G -G
4 Yx g XY XX yy) %ny+%Gxx+cs(ny+ny) cGyz szz
cG - sG cG + sG G
zx zy zy zx zz ]

(4.47)
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Operando con(4.45)sobre { se obtiene :

8§ = (eq - sq, > sq + cq. q,) (4.48)
Reemplazando las (4.42) en (4.43) y (4.44) y las (4.46) en (4.47)
y (4.48), teniendo presente ademis (4.37), resultan los vectores

Sqd y los elementos de matriz G‘*ﬂ (§a) indicados en la Tabla 7.

Tabla 7
Rotacién Sq G B (8d)
XX Yy .22 y2z Xz xy
3 —&% 3 -3 +3¢ -
-q'-q' - i G -G G -G
2 [010] a}-a}-a, Gex Gy 22 yz xz Xy
3 Toon] TP T T S
X 'y z xXx Yy z2 Yz Xz Xy
- T % P12 12 + -
t_g!t G G G
= ¥ = = ¥ =
! ql'— G G -G -G
2 [210] a, -9, Cex Gy 2z vz xz xy
po - + S - +
—qMegh— -G -G
2 [120] qx‘qy qz Gxx ny Gzz Gyz X2z Xy
_ —¥ 3 * +3¢ —% +3t
—qaltt it ) G_ - G
6 [001] e q, qy a, _Gxx ny Gzz Gyz Xz Xy
3 [001] q'Lq" q G’ ¢t G -a¢ e g
x 'y 'z xx Yy zz yz Xz Xy
3 +3¢ % +% ~% +%
2 1100 "q" - -
[100] o Ay thqz ] Gxx ny Gzz Gyz ze ny

(e) operaciones que intercambian subredes.

En ésta se define :
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Q' = (a!, q', 9 ) = (L q_ + V3 q_, ¥3a. -1a, q)
oy 2 * 2 2 2 Y 2
(4.49)
d" = (g", q", g ) = (-L q + 3 ., d3q +1gq, q_)
X’ Y Ve - X - y e X — Y
2 2 2 2

+

T o= + 3G+ + G
Gxx 1 [Gxx 3 yy - J? (G x) ]

+
“yy % Loy + 3 64 V3 (6 +6 ) ) (4.50)
+

= - + G -G

ny % [GXY 3 ny F 3 XX y; ]

t
G.=1 (¢ + 3G )

Xz - Xz - Y7

2

.{.,
G 1 (G + 3G )

yz E yz - Xz

Se trata ahora de realizar la sumatoria de la Ec.(4.36), considerando
separadamente las partes reales e imaginérias de las expresiones de
(]dﬁ (§a) dadas en las Tablas 6 y 7. Las partes reales se multiplicaﬁ
por los cosenos y las imaginarias pdrjlos senos de los correspondien-—
tes §a.;. Les productos asi obtenidos se suman por columnas de las
mencionadas tablas. Obsérvese que los cuatro elementos de una dada co-
lumna en la Tabla 6 tienen la misma parte rcal y la misma imaginaria,
salvo diferencias de signo. Lo mismo ocurre en cualquier columna de

la Tabla 7 con los cuatro primeros o cuatro \ltimos elementos. Esta
circunstancia permite agrupar de a cuatro los senos o cosenos de
§a.3, resultando expresiones que se pueden compactar usando las si-

guientes relaciones trigonométricas

cos (-x-y-z) + cos (-x+y+z) + cos (x-y+z) + cos (x+y-z)= 4cos X COS yws z
" + n - " - n =-4c0s. x sen y senz
sen (-x-y-z) + sen (—x+y+z)v+ sen (x-y+z) + sen (x+y-z)= 4sen x sen y senz
" + n - " - " -=-4sen x cos y cosz

(4.51)
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Llamaremos
Cqy = CcOs (q(x r&) X=x, y, z (4.52)

S« = sen (q« r“)

poniendo c¢' o c" en lugar de ¢, y s' o s" en lugar de s, cuando el
argumento contenga las componentes de a' o a" respectivamente, en
lugar de las de g.

Ademis emplearemos la siguiente simbologia

lec ¢] = c' ¢c!' + ¢" "
+ X y- x vy

[c s]+ = c! 8! + c" s
- X ¥y - x Y

(4.53)

[s cl+ = s! c!' + s" e
- X ¥y - x v

[S s]+ = s!' s!' + g g

Finalmente se obtienen las siguientes expresiones para TLP(IW,l'x';a):

r.=2c, {Axx(4 °c oyt fee] )+ 3Ayy£C_C]++ 2y/3 Ay Leel

_Bxx(4.cx sy+ [cs]_)_ 3Byy [cs]—_ J? (Bxy+ Byx) fcs]+ }

Ty~ 2 e, a4 evlecl)ran [ecl -2 3 Ay Lecd_

—Byy(4 °x sy+[¢s]_)— BBxx[cs]—+ JEKBXY+'B?X)[0SJ+ }
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TZZ=SCz{Azz(cxcy+{pc]+)— Bzz(cxsy+[cs]_)}

T‘Yz=4sinAyz([cs]_—z cxsy) -3 A _fes]

+ Byz([cc 1, - 2 cxcy)-ﬁ B, lec] ]
T‘x7_=4sz{-sz([sc 1+ 2sc) - /3 A, Lsel, (4.54)
+B_(Iss], +2s_ sy)+ V3 B o lss1 ]}

T‘xy=2cz {JE (Ayy—Axx) [ss1 - 2 Axy(z sxsy+[ss]+

+ Jg'(Byy— Bxx)[sc]+ - 4B s cy+ (Bxy— 3 Byx)[sc]_}

xy

donde se omiten los indices (xw) en Adﬂ y Bup , vy (4w, ' w') en

r;p.

Teniendo en cuenta las ecuaciones (4.26) y (4.36) resulta
Vdp(lx,l'n';ﬁ) = Tha(I%, £ w;d) para w#w. En cambio F“ﬂ(lx,z'n;a)
difiere de Pﬂu(ﬂx,o'n;ﬁ) en los signos de los coeficientes B“ﬂ’

Ademas en este caso By =0«
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5. Programas para calculos de funciones de Green en redes cibicas y hcp.

GRECUB- Calculo de la funcidén de Green en cualquiera de las ttes qg
des cibicas.

MAIN

« Lectura de JL(J,L), IRED, NR, NX, R(I,L)

« Escritura de|g(®) = GF

SC FCC BCC
-+ —-— —p v —|— = = 4 —-e—+4+ - — — _ Lectura de NP, P(I).
¢=|— ——-— ¢ —-|-——~—|=¢—|—~—— -~ Generacibn de JeZB/48 segin
. Ecs. (3.3), (3.7) y (3.8).
DYNSC . DYNFCC| . DYNBCC| Calculo de §(q) (matriz D).

’ _14 -
- e—g~ INV3| . Inversibén: § ~(4) = G(qd).

1V 3]
..__. .._._ .—__.4 WBCC[ Obtencidén de hq segiin Tablas

1 y 2 para redes fcc y bcc.

SYMSUM

. Genera las funciones H(J,L)EIJV(L), Ec. (3.22)

6
.« Caleula T = ), G(JL(J,L))H(J,L)
L Ec. (3.21)

« Acumula T/hq en g(?)

Datos de entrada:

JL(J,L) es el arreglo p(J,L) de la Tabla 3
IRED = 1 para calculo en red sc, 2 para fcc y 3 para bcc

NR = N° de posiciones atbmicas donde ha de ser calculada
la funcidén de Green GF

NX = N° de subdivisiones del poliedro P en la direccidn X

(es L en Ecs. (3.3), (3.7) y (3.8)).



NP

P(I)
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N° de paradmetros que intervienen en el cilculo de 0(q).

Valores de dichos parimet.os. Estos, asi como sus unidades,
dependerédn de la subrutina de cilculo de 0(4), variable se-
gun el modelo de interacciones atdmicas. La funcién de Green

resulta en unidades inversas a las de 0(g).
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GREHEX - Cadlculo de la funcién de Green de la red hcp

MAIN

.Lectura de NP, P(I)
ARED, CRED, RAD1

HEXA2

+Generacién de vectores interaté

«Lectura de NR
XL(I)

2

sConversién de XL a
coord. cartesianas

LGK,

micos R(3,100,2) dentro del ra-
dio de accién de las interaccio
nes (RAD1), diferenciando pares
(1D y (12). ra

{ eC4lculo de la derivada 1 (DvV,
ev/R) y 22 (DS, eV/R2) del po-

tencial para cada uno de los R

+Calculo, para los mismos R, de
las constantes de fuerza longi-
tudinal (AC) y transversal (BC)

AN

CHEBY
Pseudo-~
potencial

POTEMP

- | Potencial

empirico

» Generacién de deP (Ec.4.12 a 4.15)

de ramas Spticas a G({)

» Obtencidn de hq

e Calculo de G(11) y G(12) segin e
Ec.(4.29) a (4.31)

«Cllculo de gaﬁ(QW,Ol)—

= GF(9)50)

Impresién de " con médulos distintos.
HCP

« Para cada q se calculan los bloques DYHCP
8(11) (p1) y 8(12) (D2) de (§)

- . .
« Para g=0 se calculan contribuciones

utiliza R, AC y BC genera
dos por HEXA2

WHCP

\

INV3H: inversidn de ma-
triz hermitica de 3 x 3

i MAMLT: multiplicacidn

|

de matrices

HCPSUM

Calcula - r“ﬁ(ln, 01; q) = T(I)
y lo acumula en g“p(fn, 01) =
segin Ec. (4.33).

(Ec.4.54)
GF(I, IR)
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WHCP
Subrutina funcién para el cdlculo de hq en la red hcp.
I, J, K son los enteros que definen q y figuran en el encabezamiento de
la Tabla 5. Esta Tabla se toma como base para la construccién del si-

guiente diagrama de flujo. En el programa se llama WHCP a hq.

KK = K ¥ (L - K)

IJ=J3 % (I -J) % (L -J - 1I)

+0 IJ

#0

KK

hq=hq/2

RETURN



Datos de
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entrada de GREHEX

P(I) =

ARED =
CRED =
RAD1 =

NR =

LGK =

XL(I) =

R(I,L) =

N° de parametros que utiliza el programa para calcular la ma-

triz §(q).

Valores de dichos parametros. Las unidades dependen de la
subrutina que genere las derivadas laS y Zas del potencial.
Estas deben resultar en eV/R y eV/KZ, respectivamente. Para
POTEMP no es necesario especificar como dato ningin parametro,

ya que éstos estan definidos en la propia subrutina.

a (R), parametro de red en el plano basal

[+]

c (A), " " " seghn el eje Z
Radio de alcance de las interacciones consideradas (K)

N° de posiciones atbomicas para las cuales se calcula la fun-

cién de Green.

N° de subdivisiones de poliedro irreducible P en la direccién
X, o sea entre I y K. Es el nimero L en las ecuaciones (4.15).
En el caso de la Fig.7 vale LGK = 8. Es conveniente que LGK
sea par para que los puntos § generados incluyan al punto M
Define cada posicidén atdémica donde se ha de calcular la fun-
cién de Green. XL(I), conI =1 a 3, son las coordenadas hexa
gonales de la celda, es decir los nQmeros (2;, &, {3) de 1a
Ec.(4.1). X(4) es el sitio dentro de la celda (1 o 2). E1

origen se considera en un sitio de tipo 1.

Posiciones atdémicas donde se calculara GF , especificadas con
el parametro de red a (lado de la celda cGbica) como unidad.
I =1, 2, 3 corresponde a las componentes cartesianas x, y, z,

respectivamente. L =1, ..... NR numera las distintas vosi-

ciones.
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