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RESUMEN

La respuesta lineal de una red cristalina a fuerzas 
unitarias aplicadas en átomos del cristal es la fun­
ción de Green. Esta puede ser obtenida a partir de 
los coeficientes de acoplamiento armónico entre á- 
tomos del cristal pasando por una transformación de 
Fourier a la red recíproca. El cálculo involucra una 
suma sobre puntos de la la. zona de Brillouin del 
cristal, suma que puede ser considerablemente reduci­
da recurriendo a propiedades de simetría del cristal. 
Dicha reducción es descripta detalladamente en este 
trabajo para las redes cúbicas centrada en el cuer­
po, centrada en las caras y hexagonal compacta.Se pre 
sentan además programas FORTRAN para cálculos de fun­
ciones de Green en las redes y en los métodos mencio­
nados.



ABSTRACT

The linear response of a crystalline lattice to unit 
forces on lattice sites is the Green function. This can 
be obtained from the harmonio interatomic coupling 
coefficients through a Fourier transformation to the 
reciprocal lattice. The calculation involves a sum over 
points of the first Brillouin zone of the crystal. A 
drastic reduction of this sum can be achieved by taking 
into account symmetry prcperties of the lattice. Detailed 
descriptions of the reduction procedure for the face 
centered and body centered cubic and the hexagonal cióse 
packed lattices are given in this work.The developed 
methods are implemented in FORTRAN programs which are 
also explained.
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1. Función de Green - Descomposición de Fourier

El concepto de función de Green estática de una red cristalina 
y su utilidad en los cálculos de defectos puntuales es discutido 
en el articulo de revisión de Tewary • En este capítulo nos li
mitaremos a reseñar los conceptos que utilizaremos, definiendo si 
multáneamente la notación. Detallaremos particularmente los pasos 
que llevan a expresar dicha función como una suma de Fourier ex­
tendida sobre la zona de BrilJouin del cristal.

La energía potencial de una red cristalina distorsionada a 
causa de un defecto puntual puede ser desglosada de la siguiente 
manera:

<p = <j> + v (1 .1 )

donde <j> es la energía de interacción entre los átomos de la 
red y V la energía de interacción entre dichos átomos y el de 
fecto. No se considera la interacción directa entre defectos, lo 
cual se justifica cuando la concentración de éstos es baja.

Si se desarrolla <j> a partir de las posiciones de equilibrio 
estático en la red perfecta se obtiene:

= V + <j,0 + l <p (¿k)u (Zk)+ -- l  <J)rUk,£'<')u (Ak)ur(í.V ) + ... (1.2)a 2 a!ÍK «P p

Ua(i,ic) es la componente cartesiana a del desplazamiento 
del átomo k en la celda l respecto de su posición de equilibrio 
en la red perfecta. Si hay m átomos por celda primitiva es 
< = Con £ se resume una terna de enteros ( l 1 1 )i* 2J yque define la posición de un nodo de la red como

(1.3)
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(1.3)

donde los í son los vectores base de la red, los cuales 
conforman la celda primitiva. Las posiciones atómicas de equi­
librio en el cristal perfecto están dadas por

donde define la posición de cada átomo en 6U celda.
Los coeficientes K  ̂ ’ e^c , j son -̂as deriva
das sucesivas (la, 2a, etc.) del potencial de la red, <p , res­
pecto de la coordenadas cartesianas ra (SL k ) de los átomos en 
la configuración de equilibrio estático. Como ésta corresponde 
á un mínimo de <j) , <j>a(JlK) = 0 . Por esta razón los ua (í <) 
no tienen contribución de 1er. orden en la Ec. (1.2). Además, 
los términos de orden superior al 2o son despreciados, con lo 
que se hace lo que se denomina la aproximación armónica.

La configuración de equilibrio de la red con el defecto se 
obtiene minimizando ip respecto de Ü

3jj¡-- = o = 3V(r+u) + y <j> Uk.a'k'Ju rU'k') (1 .5 )
au a (£ic) 3ua (üx) 8 A V  B 6

Aquí "r representa el conjunto de posiciones í1 (&< ) de red 
perfecta y í  el conjunto de desplazamientos. Se trata de deter­
minar éstos de modo que se satisfagan estas relaciones.

El primer término de (1.5) representa las fuerzas ejercidas 
por el defecto sobre los átomos de la red en sus posiciones en 
la red distorsionada :
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s t „  ̂ _ 3V(r+u)
f a U<) ‘  " Fu.. (~Ik ) (1*6)a

En cristales no iónicos estas fuerzas son de corto alcance. 
Aún así, el campo de desplazamientos inducidos a través del po 
tencial de interacción de la red se extiende a grandes distan­
cias del defecto. Un método para hallar las distorsiones, que 
evita resolver el sistema (1 .5) para un número muy grande de 
variables, es el de la función de Green de la red. Esta se de­
fine como la inversa de la matriz de constantes de fuerza

e ( £ k * r K ' )  :

9 = f 1 (1.7)

Esta inversión, sin embargo, no es practicable directamente, 
ya que la dimensión de 4>_ está fijada por la extensión del 
campo de distorsiones. Por ello es conveniente transformar la 
relación

= J , 9jK* £' )%( £' K' ) (1 .8)p ¡L K

al espacio reciproco. Se supone que el campo de desplazamientos 
es perxodico, imponiéndose así las condiciones de borde. Para 
que éstas no afecten significativamente el campo de desplazamien 
tos en la vecindad del defecto, se toma un volumen de definición 
suficientemente grande. Las condiciones de contorno periódicas
consideradas, o de Born - von Karman , son ampliamente usadas

(o)en dinámica de redes perfectas .
Con estas suposiciones puede escribirse:
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donde los q' están uniformemente distribuidos en la la. zona de
Brillouin (ZB), siendo N su número total. N coincide con el nú­
mero de celdas primitivas en el volumen del espacio directo an­
teriormente mencionado, al que denominaremos supercelda periódi­
ca ♦

Reemplazando (1.9) en (1.8) , operando luego sobre ambos miem
“ÍQ*r(£KJbros de (1..9) con e , y teniendo en cuenta

además que

I y pi(?'-q)-r(lK) N \ (1 .1 0)

resulta

pK (1.11)

donde se llama

(1.12)

í>ag(«'»q) = I 4>a6(¿<.0<') e-iq. {r(¿<)-r(0ic' )}

La Ec (l.ll) es la equivalente, en el espacio recíproco, de
la (1.8). Los $ q (k k '»Í) constituyen una matriz ^(q)oí p —
de dimensión 3m x 3m> fácilmente invertible.



Llamando

£(3”) = l -1(q) (1.14)

de la Ec (l.ll) se obtiene

ua(K»q) - l Gag(«'.q) f (ic'.q) (1 .1 5 )
pK p

Si en (1.9) se expresan las amplitudes tí (q) según (1.15), 
con F(q) dado por (1.12), se obtiene la relación

U“ UlC) = I  Ga6(,CK'-í) e’q'[r(íK)"r(,!V'>,)fg(í,<')
(1.16)

de la cual resulta obvio que la expresión de la función de 
Green estática de la red con condiciones de contorno perió­
dicas es :

9a 6 (U , r K ’) = 1 J e i q . r ( t K , l V )  ( 1 .ly)

donde usamos la abreviatura :

rUic,*'*') = r(jLic) - r(i'K') (1 .1 8)

Resumiendo, los pasos a seguir para calcular la función de 
Green son :

a) Calcular la transformada en el espacio recíproco, í($) 
de la matriz de ctes de fuerzas ¿ , según (1 .1 3).
Este cálculo no ofrece dificultades en el caso de inter­
acciones de corto alcance. Los ( £k , 0< * ) Se anulan 
para átomos (l K) ubicados más allá de una distancia re­
lativamente chica del átomo (0 <').

b) Calcular la inversa de $(q) , Ec. (1.14).
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c) Se repiten los pasos a) y b) para cada q de la ZB y se 
suma cada resultado a los anteriores para obtener final^ 
mente la suma planteada en (1.17)• Esta suma puede ser 
limitada a una fracción reducida de la ZB aprovechando 
las propiedades de simetría del cristal, como se verá 
en la próxima sección.

2. Reducción por simetría de la suma de Fourier

Cada punto q en la sumatoria de la ecuación (1.16) tiene 
un, cierto número de puntos equivalentes en la ZB, que se rel<a 
cionan con él por operaciones de simetría que conservan inva­
riante el cristal. Por lo tanto, las expresiones de la función 
de Green en estos puntos equivalentes, estarán relacionadas 
entre sí por esas mismas operaciones de simetría. Esto permite 
limitar la sumatoria a un poliedro elemental irreducible de la 
ZB , tal que aplicando operaciones de simetría sobre cada u— 
no de sus puntos se obtienen todos sus equivalentes en la ZB.

Repitiendo esta operación para todos los puntos del polie­
dro se genera toda la ZB.

Consideremos tínicamente puntos ti pertenecientes a uno de 
los poliedros irreducibles, al que llamaremos P. Los puntos en 
el resto de la ZB equivalentes a uno dado de P se obtienen en 
la forma Sq , donde las S son matrices de 3x3 que representan 
las distintas operaciones de simetría.

La (1.16) puede pues reescribirse de la siguiente manera :

, .x 1 r 1 v r f i Q iSq.r(í,<,il'K' ) (9
^ q|p a6 * (2-X)
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Aquí está tenido en cuenta el hecho de que los puntos del 
contorno de P, los cuales son puntos de simetría de la ZB, 
permanecen invariantes ante cierto número hg de operaciones 
de simetría, que constituyen el denominado "grupo de q". Uno 
de esos puntos frontera, y cualquiera de sus equivalentes en 
el resto de la ZB, se repetirá h veces al aplicar la totali-q
dad de las operaciones de simetría. Por lo tanto la suma sobre 
S debe ser dividida por h . Para un punto interior de P esq

= 1. Para un punto frontera, es el número de poliedros
irreducibles que comparten dicho punto, incluyendo en la cuen­
ta poliedros que pertenezcan a zonas de Brillouin vecinas.

Para expresar (k k ',Sq) en función de Gag(<K‘,q)
nótese que la matriz G (q) está sujeta a las mismas leyes de

(3)transformación que su inversa $(q). Si para ésta vale :

l(Sq) = a (S ) $(q) a + (S) (2.2.)

donde a(s) es una transformación unitaria, es decir, ^■cr+ (a+: 
transpuesta conjugada de cr ) , entonces

G(Sq) = |a+ (S ) I*1 í ' 1 (q ) a " 1 (S )

(2.3. )
= a(S) G(q) a + ( S )

En Ref. 3 se halla la expresión de la tranformación para la 
siguiente matriz dinámica :

DaS(<,c',í) = 7ÍTFT *c.B(,cic,’5) elq'<-r<~r«') (2-4)K K

De dicha expresión resulta la siguiente matriz de transfor­
mación para y :
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°aB(K,;'-S) = Sc6 Sk ,S(k ' ) (2.5.) .

donde 5 (K') es una función indicativa del sitio al cual se 
traslada, por efecto de la operación S, un átomo que inicial-

I *+■ / émente ocupa el sitio K * V<. es una translación no primitiva 
del cristal asociada a la operación puntual S. La expresión
(2.5) vale en el caso más general de un cristal con grupo de 
simetría no sinmórfico, en el cual ciertas operaciones puntua 
les de simetría deben ir acompañadas de una translación no 
primitiva para que el cristal permanezca invariante. Además 
mediante la función $(< ) se toma en consideración la posi­
bilidad de que, aún tratándose de un grupo cristalino sinmór­
fico ( Vp = 0 ), ciertas operaciones de simetría produzcan 
intercambios de subredes . Obviamente los sitios K y -5(k) 
deben estar ocupados por átomos iguales.

Precisa:mente la estructura cristalina hexagonal compacta 
(hcp) tiene un grupo de simetría no sinmórfico donde además 
algunas operaciones ( no necesariamente las que llevan asocia­
da una translación v ) involucran un intercambio de las dosO
subredes.

Ahora bien, la exponencial imaginaria que contiene a Vg en
(2 .5) desaparece al aplicar la transformación de acuerdo a 
(2.3) para obtener G_ (Sq) . Por lo tanto en lugar de ésta se 
usará :

G(Sq) = I(S) G(q) T + (S ) (2.6)

(■*) El cristal está formado por un conjunto de subredes de igual 
estructura, interpenetradas. Cada sitio k en una celda per­
tenece a una subred distinta, a la cual identifica.



1 (s) es una matriz real, por lo cual + implica únicamente 
una transposición.

De acuerdo a (2.6) y (2.7), a los efectos de los cálculos 
descriptos en este trabajo no tiene relevancia si la opera­
ción S involucra o no una translación no primitiva del cris­
tal .

3. Redes cúbicas primitivas

En este capítulo se aplicará el método desarrollado en el 
Cap.2 a dos de las redes primitivas cúbicas, la centrada en 
las caras (fcc) y la centrada en el cuerpo (bcc). Hay una gran 
variedad de metales con estas estructuras. El análisis es igual­
mente válido para la red cúbica simple (se) ya que las tres redes 
cúbicas primitivas poseen el mismo grupo puntual 0  ̂ , con los 48 

elementos de simetría que tiene un cubo.

3*1. Operaciones puntuales de simetría

Considérese un sistema coordenado cartesiano con origen en el 
centro de un cubo cuyas caras son paralelas a los planos coordena 
dos. En la Fig.l se muestra el octante de coordenadas positivas 
de este cubo.
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x = z y = z

Figura 1

Un punto del cubo en este octante, de coordenadas (x,y,z), 
es equivalente a cualquier punto que se obtenga de éste por 
cambios de signo y/o intercambio de coordenadas. Los primeros 
corresponden a reflexiones en los planos coordenados. De estas 
reflexiones consideraremos, incluyendo la operación identidad, 
las siguientes:

(x,y,z)

( x, y, z ) 

(-x, y, z ) 

( x,-y, z ) 

( x, y ,-z )

(3.1)

Los intercambios de coordenadas, más la identidad, son:
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(x, y, z)

(x, y> z)
(x, z> y)
(y> x)
(yj x, z)
(Z) x, y)
(*> y> x)

(3-2 )

Estas corresponden a reflexiones en los planos x = y, y = z y 
z = x, los cuales dividen el octante positivo del cubo en 6 

tetraedros equivalentes, como se ve en la Fig.l. Mediante (3.2) 
se obtienen los puntos equivalentes de estos tetraedros. Combi­
nando estas 6 operaciones con las 4 de (3 -1) tenemos 24 operacio 
nes. Cada una de ellas, combinadas con la inversión, (x,y,z) -»• 
(-x,-y,-z), resulta en un total de 48 operaciones.

Por tratarse de redes primitivas, el tensor de Green en el 
espacio recíproco se reduce a una matriz de 3x3 , G^íq), con 
componentes cartesianas únicamente. Esas componentes cartesianas 
se transforman como la diádica x^x^ . Por ejemplo,por efecto
de la operación (x,y, z) -► (-x, z, -y) resulta G -> -G , G ' -*■xy xz xz
G , G —> -G , etc. Si S es la matriz correspondiente a dicha xy yz zy

operación, esto quiere decir que G (Sq) = -G (q), etc. Así sexy - xz
evita realizar operaciones matriciales para hallar G (Sq).

3•2 Parte irreducible de la zona de Brillouin

En las figuras 2 y 3 se representan las zonas de Brillouin
(4)de las redes fcc y bcc respectivamente

Dividiendo el octante positivo en estas figuras mediantes pla­
nos x = y, y = z y z = x ,  como se ha hecho en la Fig.l, resul­
tan 6 poliedros irreducibles como el FXWKLU, en la Fig.2, y el 
THNP, en la Fig.3. Llamaremos P al poliedro dibujado en cada caso,
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Figura2 ¡Zona de Brillouin Figura 3 : Zona de Brillouin
de la red: fcc de la red bcc

Los vectores q definidos en la Ec.(1.9) pueden ser escritos en el 
sistema cartesiano como:

5 “ “ ■ (i, j, k) (3.3)

donde a es el parámetro de la red cúbica y L es un entero que de­
termina las dimensiones de la supercelda periódica. Los enteros 
(i, j, k) deberán satisfacer ciertas relaciones entre sí y con L 
para que q pertenezca a P. La limitación impuesta por los planos 
x = y, y = z y z = 0 se expresa como:

i — j — k — 0 (3.4)

Esto es válido para ambas redes fcc y bcc. Las restantes iimitacio 
nes a los q, impuestas por la superficie de la ZB, son distintas
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para cada red. En la ZB de la red fcc (Fig.2) Ja ecuación corres- 
p.)diente a la cara perpendicular al eje x es i = 1. Sobre la cara 
perpendicular a la dirección [l 1 l] se tiene i + j + k = 3IV 2 (Ver 
Ref.4). Por consiguiente, a las condiciones (3.4) debe añadirse, 
par-a la red fcc,

i á L ; i + j + k ú 3 L (3-5)
2

En el caso de la red bcc (Fig. 3) > el poliedro P tiene s ó Ij una 
cara c _>inc idente con la superficie de la ZB. Su ecuación es
i + j = L (Ver Ref.4) • Entonces, para la red bcc, a (3-4) debe 
añadirse la condición:

i + j < L (3-6)

Las condiciones (3*4) y (3-■ 5) 3 válidas para una r■ed fcc ,
pueden reformular de la siguiente mane na:

0 < i < L
0 < j < rain (i, 3L/2-i) ( 3 • 7 )
0 < k < min (j , 3L/2 -i - j)

Para la red bcc,, de las (3-.4) y (3*6) se obtiene:

0 < i < L
0 ú j < min (i, L - i) (3-8)
0 < k < j

Las desigualdades (3*7) j o las (3-8) permiten fijar en forma 
sucesiva los rangos de valores para los enteros i, j, k. Por eso 
resultan convenientes para programar numéricamente.

La red recíproca de la fcc es bcc y viceversa. Seleccionando con­
venientemente los valores de i,j y k se obtiene una red de puntos 
q del mismo tipo que la red recíproca. Entonces los planos límites 
del poliedro P son planos de puntos q. El número de inter -
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Punto Grupo hq 0 ^ k d * -aNI•rl i + j + k ^ 3 L 
2 ¿ : L

interior ci 1

ULK ci 1 = ¥

05 C2 2 = =
«
ti üxw
nj LFK Clh 2 =
O LFX =

xrK -

WK = =
wü Clh Z = =

W
(fi

LK = =
LÜ = = X

-P XÜ = =
m
•rl XW S v 4 = =
u rk = =
c0 rl C3v 6 = =

fx c4v 8 = =
m K 4 = = =
<D
o u = = =
•rl w °2d 8 — =

-P
f. L °3d 12 = = —»

'<D X °4h 16 - ---

> r Oh 48 = = =

Tabla 1 : Características de los puntos pertenecientes a la parte 
irreducible de la ZB de la red fcc. En el encabezamiento de la ta­
bla se dan las condiciones que satisfacen todos esos puntos q = 
(2 TT/ La) (i,j,k) (coordenadas cartesianas) y en cada caso se in­
dica con = si se satisface la igualdad. La relación entre j y L/2

Ainteresa sólo para puntos en la cara ULK* donde la igualdad vale 
sobre la línea LW.
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Punto Grupo N 0 ^ k - j - i j ^ L - i

interior C1 i

AHTN =
03
cfl

AHrp Clh 2 =
u
a

aNPr =
o ANPH =

rÑ = =

ÑP C2v 4 = =

ÑH —- =
to
CB
-P
05

rp C3v 6 - =
•H HP = =
u
flj

TH C4v 8

co N °2h 8 _ _

0)
o
•H P Td 24 = = =
-P
i*
'<D
>

H
r °h 48

= === =
=

Tabla 2 : Características de los puntos q pertenecientes a la parte 
irreducible de la ZB de una red bcc, con q = (2Tl/La)(i, j, k) (coor 
denadas cartesianas).
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valos en que resulta subdividido el eje x desde el centro hasta el 
borde de la zona de Brillouin es L. Para que el conjunto de los 
puntos q incluya todos los vértices del poliedro P hay que dar un 
valor par a L, según se puede ver al analizar (3.7) y (3.8).

En las tablas 1 y 2, correspondientes a las redes fcc y bcc,los 
puntos de P están clasificados según sus grupos de simetría. Se dan 
los órdenes de dichos grupos, hq , que se utilizan para evaluar (2.1 ), 
y las condiciones que cumplen las coordenadas (i, j, k) para cada con­
junto de puntos.

3*3' Reducción de la suma de Fourier

Como en las redes cúbicas primitivas hay un único átomo por 
celda elemental, podemos descartar los índices de sitio, >c y x', 
en la ecuación (2.1 ).

Por otro lado, la operación de inversión no afecta en estos 
cristales a la función de Green, es decir G*^ (-q) = G ̂  (q). Co­
mo a cada término de (2.1), con S correspondiente a (3.1) y (3.2), 
se les suma un término con -S, resultante de combinar la inversión 
con las operaciones S, la ecuación (2.1) puede escribirse así:

. 24
V ?> = 1 r  £  ^ 7  ?  °«/»(s5) cos (§5-?) <3-9)

donde ? es un vector de la red directa y la suma sobre S se limita 
a las 24 operaciones que resultan de combinar (3.1) con (3.2). Es­
tas operaciones al actuar sobre 3 dado por (3 .3) producen sólo Ínter 
cambios y/o cambios de signo de los enteros (i,j,k). Llamamemos
(lsJ V k s} a la terna así obtenida. Además G ^ S q )  = G * ^  ( )̂ , 
donde as resulta de ap al aplicar S según (3 .1 ) y (3 .2)*

Expresemos los vectores ? en unidades del parámetro de red a 
(lado de la celda cúbica) :

? = “ (rx,ry írz) (3 .1 0)
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Cada termino de la suma sobre S en (3»9) tiene entonces la forma

G«s /»s(ijk> C V s ks (3-W )

donde empleamos la notación : 

ijkC ijk COS 2JL (ir + j r + k r ) (3 -1 2)
l x y

Usaremos también la siguiente notación

c * = eos (2TI i r^
1 L

i = sen (2TT i
(3.13)

i roüL

Consideremos en primer lugar las 4 operaciones (3.1). Al sumar 
los 4 términos correspondientes de la forma (3 .1 1 ), y empleando 
relaciones trigonométricas resulta, para las componentes diago-
nales de g wA( ? ) :

G rtrt(iJk)(c --i + c ~-i + c -  + c . = 4 G (iik)cx cy c z ijk ijk ijk ijk y * i j k

(3.14)
El guión sobre los subíndices (i^jjk) indica cambio de signo.

La contribución de las mismas 4 operaciones a s (?) es •xy

G (ijk) (c _ c_ - c _  + c )
*y ijk ijk ijk ijk ;

= 4 G (ijk) s V c z (3'1S)xy ° 1 j k

Análogamente,las contribuciones a g (r) y g (r) son •xz yz
4 Gxz (i:jk) s± cj sk (3.16)
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. „ / . n x y z (3.17)y 4 Gyz (ijt) e. Sj sk

respectivamente.
Como vemos en (3 .14) a (3.17)i la suma sobre las 4 operaciones 

representadas en (3*1) conduce a un único término en cada caso. 
Sumando los términos que se generan a partir de éste por aplica_ 
ción de las 6 operaciones (3*2) obtenemos la suma sobre 24 opera 
ciones planteada en (3•9)• Resulta entonces :

y - ^ P) 6
3 * 6 ^  = ~  *— • T"' G~ * H_« _ Ci j k j r)N ijk h.jk ̂  «S/3S P s s s

(3.18)
donde H es el producto de tres funciones trigonométricas que
corresponde a a/i , según (3 .1 4) a (3 .17). La suma sobre (ijk) se
limita al poliedro P y la suma sobre S a las 6 operaciones (3.2).
Los ( i j k  )son las permutaciones de (ijk) correspondientes s s s
a estas operaciones .Emplearemos un índice J para numerar dichas 
permutaciones en el mismo orden en que aparecen en (3 .2),es decir:

(3.19)
J 1 2 3 4 5 6

i j k  s s s ijk ikj jki jik kij kji

Además usaremos la notación de Voigt para sustituir los pares de 
índices cartesianos «./a por un Índice v :

V 1 2 3 4 5 6

oL p XX yy zz yz xz xy
(3 .20)
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Tabla 3

Con estas convenciones la (3*18) adquiere la siguiente forma

(P) , v- 6g (?) = JL - i —  L ,  G 
N ijk hijk V i  K ^ J )

(ijk) H (J;?)

(3.21)

donde las H v (j;r) están definidas, para J = 1, por :
V 1,2,3 4 5 6

Hy(l; r) cX <^cZi j k
x y z _sxcysz

1 3 k _ sxsycz i j k ( 3 - 22)

Las funciones correspondientes a los demás valores de J se obtie 
nen sustituyendo las correspondientes permutaciones de (ijk), se 
gún (3-19). La expresión (3.21) de la función de Green es muy 
conveniente para programar.
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Sólo se calculan 6 componentes del tensor de Green, ya que éste 
es simétrico.

4. Red hexagonal compacta
4.1. Red directa - Simetría

Una red hexagonal se caracteriza por tener un único ge de rota­
ción de 60°, el eje hexagonal.

La estructura hexagonal compacta (hcp) está compuesta por dos 
subredes hexagonales simples interpenetradas como muestra la Fig.4. 
En esta figura las dos subredes, que designaremos por 1 y 2, están 
identificadas por circuios negros y blancos respectivamente. Los 
átomos de ambas subredes son iguales. Los planos atómicos norma­
les al ge hexagonal, o planos basales, pertenecen alternadamente a 
las subredes 1 y 2. La distancia entre dos planos sucesivos es 
c/2 siendo c el parámetro de red en la dirección del eje hexagonal, 
que coincide con z .

[110]

[ U O ^
[210 ]

*-•---- [1Í0]

Figura 4 : Red hexagonal com 
pacta vista en la dirección 
del eje hexagonal.
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La celda primitiva es un paralelepípedo recto cuya base rómbica, 
con un ángulo de 60°, se muestra en la Fig. 4, Como lados de la 
celda tenemos los vectores a± y de módulo a, y un tercer vector
a2> modulo c, normal a los anteriores. Esos tres vectores forman 
una base hexagonal de la red. Además elegimos un sistema cartesiano 
como se indica en la Fig.4. El punto 0, origen de coordenadas y de 
la celda, equidista de dos planos basales. St puede ver que la red 
es invariante ante una inversión respecto del punto 0 , con la pecu­
liaridad de que las subredes 1 y 2 resultan intercambiadas al reali. 
zar dicha operación.

En la Fig. 5 se tiene una perspectiva de la celda primitiva. Allí 
se indican, en la base hexagonal y respecto del origen de la celda, 
las posiciones de los dos átomos que forman la base del cristal.

Fig. 5¡Celda primitiva de la red hcp
Con los valores allí indicados y las definiciones (1.3) y (1.4) 

el vector posición de un átomo en un sitio k ( 1 o 2) de una celda 
í está dado por :
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r (i *) - ('£<+ je ) t + ( i¿ +. je ) 3 + [£ + i (2x-l)l a (4.1)
3 3 3 4 J 3

De las figuras 4 o 5 se deducen las siguientes expresiones de los 
vectores de la base hexagonal en coordenadas cartesianas :

= £ x (1» /3, 0)
2

a2 = ^ x (-1> /3i 0) (4.2)
2

& 2 ~ c * ( 0, 0, 1 )

El vector posición del átomo (¿ir), en coordenadas cartesianas 
resulta:

? «*) = [ a x- t2) a ; (ti + (2 + 2JC ) J T í  ; (f + 2K - l)c 1
2 3 2 4 -1

(4. 3)
En la estructura hexagonal compacta existen 24 operaciones 

de simetría puntual , de las cuales 12 se detallan en la Tabla
4. Las otras 12 se obtienen combinando las anteriores con una in­
versión respecto de un punto como el 0 en la Fig.4«

Todas las operaciones de simetría que figuran en la Tabla 4 
son rotaciones puras y se denotan como ti O4* 1, m] , siendo 2TT/n 
el ángulo de rotación y [k, 1 , m] la dirección del eje de rotación 
expresada en la base hexagonal. Todos los ejes pasan por el punto 0 
y están señalados en la Fig. 4, salvo, el [0, 0, l]| , que coincide 
con el eje Z. Algunas rotaciones, indicadas con • en la Tabla 4* 
producen un intercambio de los átomos en las posiciones 1 con a- 
quelles en las posiciones 2. Esto puede realizarse en la Fig.4 ima­
ginando, por ejemplo, una rotación de un ángulo "tf alrededor del eje
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Rotación Si • li S2i S- •31

1 1, 0 , 0 0 , 1, 0 0 , 0, ]
2 [0 0 1]# v I, 0 , 0 0 , 1 , 0 0 , 0 , 3

3 tOOl] LI/i, 0 
2 2

1/3 ,1 , 0  
2 2

0 , 0, 1

3 [0 0 1] I»ÍV3, 0 
2 2

IV3,1,o 
2 2

0 , 0 , 1

6 [0 0 1]* v 1,1/3,0 
2 2

1/3,1 , 0  
2 2

0 , 0 , 1

6 [001]* v 1 ,1/3,0 
2 2

1 /3 ,1 , 0  
2 2

0 , 0 , 1

2 [110]. 1 , 0 , 0 0 , 1, 0 0 , 0 , 1
2 [1 00J* I,itf,o

2 2
1/3,1 , 0  
2 2

0 , 0 , 1

2 C0 1 0]* 1 ,1 /3*,o 
2 2

1/3,1,0 
2 2

0 , 0 , 1

2 [2 1 0] v i,I/J, 0 
2 2

1/3,1,0 
2 2

0 , 0 , I

2 CHO] v I, 0 , 0 0 , 1 , 0 0 , 0 , 1
2 [l20] v Í>1J3»0 

2 2
1/3,1,0 
2 2

0 , 0 , 1

• Operación que intercambia subredes 1 y 2.
v Operación que incluye una translación no primitiva 1 E

2 3

Jabla 4 ; Matrices correspondientes a las distintas rotaciones 
en la red hcp.

H
l 

M
i 

M
i 

M
i 

M
i 

M
|
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tOOlj. En este último caso sin embargo, para que la red quede inva­
riable es necesario realizar adicionalmente una translación de c/ 2  

en la dirección [001]. En la Tabla 4 se indican con una v las rota­
ciones que deben incluir dicha translación de c/ 2  para que la red 
permanezca invariante. No obstante, como hemos visto en la Sección
2, esta translación no afecta a la transformación de la matriz G(q), 
Ec. (2.6) y (2.7). En cambio sí tiene importancia para la transforma 
ción de G(q) el intercambio de subredes.

La matriz (xx* ,S) está formada por 4 bloques correspondientes
a las cuatro combinaciones de valores 1 y 2 que se pueden tomar para 
(xit*). Si una operación intercambia los sitios 1 y 2, resulta -5(l)=2,
y por lo tanto 3(J) - 0. Se ve entonces en (2.7) que

el bloque de elementos (1 1, S) es nulo. Lo mismo ocurre con
el bloque (2 2, S) . En cambio (1 2,S) = S ^  <$ 1 =

^1,1 S**A * La matriz T(S), para una operación que intercabia 
subredes, tiene entonces la forgia:

0 S'T (S)
Ó

■.4a)

donde la matriz S está dada en la Tabla 4- Para una operación que 
no intercambia subredes resulta con un razonamiento análogo:

T (S) -
S 0

o s
(4 .4b)

Con el objeto de que quede claro el efecto de una operación que 
intercambia subredes, sobre el tensor de Green G(<|)> apliquemos 

a éste la transformación (4>4a):

(Sq) = T(s) G(3) t|s ) =

o s’ G(ll) G(12) 0 s+
S 0 G(21) G(22)_ S+ 0
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S G(22) S+

S G(12) S+

S G (21) S+ 

S G (11) S+
(4. 5)

Se ve que la submatriz G(ll,Sq) de G(S^) se obtiene aplicando
S a 6(22,5), y análogamente los demás submatrices.

4.2 Zona de Brillouin. Parte irreducible.

Los vectores base de la red recíproca se obtienen de los de
la red directa, Ec.(4.2), de la siguiente forma:

= 2_ (S2 x 3 ) = 2_TT_ (1, 1//J, 0)
v a o

* Y = —  ^ 3  x = H L  (-1’ 1//3, o) (4.6)
vo

j* = 2_ X í2) = 2_1T_ (0, 0, 1)
3 V Co

donde vqÍ el volumen de la celda primitiva, es

VQ = ^1 . (a2 X i3) = £ 3_ a2c (4.7)
2

El vector b^ forma un ángulo de 60° con la dirección positiva de 
x) Y t>2 el mismo ángulo con la dirección negativa de x.
Los vectores q pertenecientes a la primera zona de Brillouin deben 
satisfacer la condición :

q • G ^ A |G]2 (4.8)

para todo vector G de la red recíproca.
*■>Tomando G como las posiciones de los puntos más cercanos a urto dado
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en distintas direcciones de la red recíproca, se obtienen los lí­
mites de esta zona, como muestra la Fig. 6. En este caso el polie­
dro irreducible P es el que se destaca en esa figura, con vértices 
P, K, M, A, H, L. Hay 24 poliedros equivalentes a éste en toda la 
ZB, lo cuales se obtienen de P aplicando las 24 operaciones de si 
metría mencionadas en la Sección anterior. En la Fig. 6 se especi 
fican, en la base recíproca {b^, b^, b^J , las coordenadas de los 
vértices K, M y A.

Dentro del poliedro P de la figura 6 construiremos una red 
hexagonal de puntos q.

Fig. 6: Zona de Brillouin de la red hcp.
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La componente de q según z no ofrece dificultades, ya que ambos
límites de P en esta dirección son planos normales al eje z.

Consideremos entonces la base V KM de P. Podemos subdividirla
mediante la red hexagonal que se muestra en la Fig. 7 . Esta red
se genera fácilmente por combinación lineal de los vectores c v

1  17

c2 mostrados en la figura. Si L es el número de subdivisiones en­

tre r y K, entonces

c V l  %  = 1! ( 1 b - 1 b )
L K La 3 3

(4 . 10)
= 2TT (2, 0 , 0)

La 3

donde la última expresión está en coordenadas cartesianas. La com 
ponente x de c^ se obtiene dividiendo por 2L la componente x de q^. 
La componente y de ^  resulta de dividir por L/2 La componente y 

como se puede ver en la Fig. 7. Siendo :M

%  = i b = Tf (i, 1//T, 0)
2 a (4.11)
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resulta en coordenadas cartesianas,
S  = 2 _  (1 , 0) (4.12)
2 La /3 l/3

Si dividimos el segmento TA, en la Fig.6 , también en L partes, ten­
dremos un vector

\  = i _  b = 2TT_ (0, 0, 1) (4.13)
2b 6 Le

Los vectores q que forman la red de la Fig. 7 se pueden expresar 
así

3 = i \  + 3 Z2 + k 53 (4.14)

Para que q pertenezca a P, se puede ver en la misma figura que de­
be cumplirse

0 ^ i ^ L
0 ¿ j é min (i} l - i) (4 .1 5)
0 — k — L

En la Tabla 5 se especifican los grupos de simetría de los dis
tintos puntos característicos de P, el orden de cada uno de dichos 
grupos, o sea los números hq de la ecuación (2.1 ), y las condiciones 
que cumplen los enteros (i, j, k) en cada uno de los puntos.
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Punto Grupo hq 0 ^ 3 ~ i ^ L-j 0 ^ k — I

interior C.1 1

AHL =

en FKM =

u KMLH Clh 2 =
«
0 TALM
TAHK =

HL = =

KM = =

AL = =
TM C2v 4 = =

M ML — =

s 
t 

a AH
VK =

•H
U
cO

KH C3v 6 =

V A C6v 12 = =

(fl

L
M ° 2h 8

= = =

<ü

ü H
K

•H

-P
D3h 12

= = =

ti

>

A
r °6h 24

= = —

Tabla 5! Características de los puntos pertenecientes a la parte irre­
ducible de la ZB de la red hexagonal, con q = i<* + iS + k<5

1 2 3
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4•3• Simetría del tensor de Green y su transformada de Fourier

Veremos algunas propiedades que limitan el número de componen­
tes independientes del tensor de Green ( t k , tV) y de su trans­
formada de Fourier Ga^ (tt x',q) .

Como inversa de la matriz ( l « , I’*'), que es simétrica,
g*|i( ̂  ** ¡ t * ) tiene la misma propiedad:

e*fi(1 * >*'*■) = e 0*(*'*'»1 x ) (4.16)

Esto es válido en cualquier cristal y se debe a que la inversa de 
cualquier matriz simétrica es simétrica. Emplearemos ahora la o— 
peración de inversión, representada por una matriz - . Teniendo 
en cuenta que esta operación produce un intercambio de las subredes
1 y 2, resulta:

= E  (- ¿oltf ) (-¿/ja) gyA( ¿ 2, Z'2)lí X

g<X/j(  ̂2’ * 2)

= S <x/j( f 2, 12) (4.17)
donde í corresponde al vector de la red -r̂  , el cual resulta de 
aplicar a r( la inversión.La última igualdad vale en virtud de la 
invariancia de la red ante translaciones, en particular la transla­
ción r̂  + rt< .

Análogamente se obtiene:

g ^ (  11, V 2) = g ̂  4’2, £ 1 ) (4 .1 8)

Combinando las relaciones (4.17) y (4-18) con la (4.16) resulta:
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g «,( U ,  l'D = l 2, £*2)

g 6̂ ( ^ 2, í 1 ) = g ^( I 2, í 1 )

Utilizando la relación de ortogonalidad (1.10) podemos invertir la 
transformación (1 .1 7) para obtener:

G*/**', 3 ) = E í ^ í í » ,  «'»') « Í3'Í’ ( <'*,) (4.20)

Si bien la red hcp posee centros de inversión, éstos no coin­
ciden con los sitios atómicos, como ocurre en las redes cúbicas pri­
mitivas. Es decir,dado un vector ? ( ÍK, I* *') que conecte dos sitios 
atómicos cualesquiera, no siempre es posible obtener mediante una o- 
peración que deje invariante la red, un vector r (i* je, l'tt*) = -?
( í x , /V) . Por lo tanto de (4.20) se desprende que G ^  (■»*', íf ) es 
complejo.
También se ve que :

G  «£(**•, - 3 )  = 5) (4.21)

Además, siendo g«^( i * > í'**') simétrica, según (4.16),
G  ̂  p ( * q) resulta hermítica :

't
G « /**'* 3.) = G^x (*' *, q) (4 .22)

A continuación emplearemos en 1er. lugar, de la misma forma 
que en (4.17), la operación de inversión que transforma q en -q y
2 en 1 , y en 2o lugar , la relación (4 .2 1):

(4.19)

2 2, q) = G ^ (  11,-3) = 6 ^ ( 1 1 ,  q) (4.23)
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Análogamente vale

G S)) (2 1. q) = G «/& (12) q-* (4.24)

Las propiedades (4.23) y (4*24) implican que la matriz G (q) tiene 
la forma

G(q) =
G (11, 5) 

G* (1 2 , q)

G (12,5) 

g" ( 1 1 , 5)
(4.25)

con sólo dos submatrices independientes, de dimensión 3 x 3 cada una, 
Además, por la propiedad (4.22) la submatriz G (11, q) es hermítica 
y la G (12, 3) es simétrica :

G A(5 (11, 3)

G *,5 <12, q)

6 ,,(1 1 , q)

G (12, 5)
(4.26)

Para concluir, hallaremos la expresión de las submatrices 
G (11, )̂ y G (12 , $) en términos de las correspondien­
tes submatrices de $ (q). Esta última tiene la misma forma que G(q), 
es decir, (4*25) con | en lugar de G. Siendo G la inversa de $ se 
cumple

$ (1 1 ) $ (1 2) 

§ (1 2) $*(1 1 )

G (11) G (1 2) 1 0

6*(1 2) G*(1 1 ) 0 1

(4.27)

donde se deja sobreentendida la dependencia respecto de De aquí se 
obtienen las dos ecuaciones independientes siguientes :
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$ (11) G (11) + $ (12) G* (12)

$*(12) G (11) + $*(11) G* (12)

La solución de éstas se puede escribir en la forma :

G (11) = {$ (11) - $(12) A } _1 

G*(12) = -A G (11)

donde
A = { $ (ll) " 1 l (12) } * (4.31)

4.4. Reducción de la suma de Fourier

Para el caso de la red hcp la suma sobre S, en la expresión 
(2.1) de la función de Green, se extiende a las 24 operaciones de 
simetría puntual mencionadas en la Sección 4.1 :

s „ ( < *  , <'*') = 1 H  1 S  G.A ( k»',S3) < 1 «< «■*’)
P N hq S ** ~ (4.32).

De esas 24 operaciones, 12 están representadas por las ma­
trices S dadas en la Tabla 4 y las restantes por matrices -S, que 
resultan de multiplicar cada una de las anteriores por la inversión. 
Entonces a cada término de (4.32), con S extraída de la Tabla 4, le 
corresponde uno con -S. Por la propiedad (4.21), los términos corres 
pondientes a + S y -S son mutuamente conjugados. Agrumándolos re­
sulta :

(4.29)

(4.30)

1

(4 .28)

0
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g ( f * , f V ) = l  21 1  r ,  C i *, *' *’sq) (4.33)
P N ' q * P h P

con
12

ra(>(< 3) = 2 f  Re i G , ^ , , ' , ^ )  eiS3.í>(l« ,«V) j

(4.34)
Aquí la suma abarca únicamente las 12 operaciones de la Tabla 4 , 
Separando G(<|) en sus partes real e imaginaria,

£  = A  + i b  (4.35)

se obtiene :

12roS(ÍK,i'K';q) > 2 |{AaSC«',Sq) cosCS?.?) - B ^ ík k- ,s?) .senCSj.í))

(4.36)

aonde ? 5 r( í *t , { V ) .
G (S q) se obtiene de G (q) aplicando (2.6) con T (S) dada por (4 .4b), 
según que la operación intercambie o no subredes. Sin embargo la for­
ma particular de la matriz G (3), mostrada en la Ec.(4.25), permite 
trabajar con las submatrices G (11,q) y G (12,q) únicamente.

Para cualquiera de estas dos, teniendo en cuénta (4.5) y las 
propiedades (4.23) y (4.24), resulta :

S G ( k **, 4)
(4 .3 7 )

S G ( * «', <|) S+

donde la 2 a. o la la. expresión valen según que la operación intercambie
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o no subredes, respectivamente.

A continuación realizaremos las operaciones matriciales planteadas 
en (4.37) para cada una de las rotaciones de la Tabla 4. Como los 
índices de sitio en la celda unitaria , (xif), no se ven afectados 
en las relaciones (4.37), los suprimiremos por el momento. Además, 
denominaremos a los elementos de la matriz de 3 x 3 G (kk',5),
con q 6 P. En el caso de una operación que intercambie subredes las 
expresiones resultarán en función de G ^  , lo cual indicará que 
hay que tomar - B ^  ( **',$) en lugar de ( •***’, q) .

Rotaciones__de orden 2 alrededor de los e.jes cartesianos.

Estas operaciones sólo producen un cambio de signo de las coordena­
das correspondientes a los ejes ortogonales al de rotación. Cada 
elemento de matriz G ^  sólo podrá sufrir un cambio de signo, el cual 
variará como el signo del producto de coordenadas X* El vector 
(qx> <ly* qz) se transforma como (x, y, z) . Resultan entonces las ex­
presiones de S3 y G ^  (Sq) que se muestran en la Tabla 6 para la o- 
peracion identidad ICO] y las rotaciones binarias en torno de los
3 ejes cartesianos.

Tabla 6
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Rotaciones binarias en torno de ejes no cartesianos,

La expresión general de la matriz de rotación en un ángulo 
lrededor 

está dado por :
2 Tí/n alrededor de un eje cuyos cosenos directores son ( ( , Q > $ )x y z

s i

' X  * y y n

M y  + 4 sn C»+ ^  l-cn) -/x *„

(1* clP + V®n ^y 4  1̂ 'C^'l4 6n Cn+ z ^1_Cn'

(4-38)

con Cft= eos 2 Tt
n

sn = sen 2 TT
n

Para un eje binario n=2, entonces :
C = eos n = - 12 = sen TT = O

Consideraremos los 4 ejes binarios no coincidentes con ejes cartesianos,
(ver la Figura 4). Como todos ellos son normales al eje z, ( =0, y  re-z
sulta :

-1 + 2 l

2 t ix y

O

-1 + .2 í

O

O

- 1

(4.39)

Los cosenos directores, i , ( de los cuatro ejes en consideración
x  y

son
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*x 'y

2 [100] 12 /3/2
2. [010] 1“2 /3/2
2 [210] 12
2 [120] -V3/2 12

Para cualquiera de los 4 ejes resulta una matriz de la
forma

-» c s 0
s -c 0 (4.41)
0 0 -1

donde para cada eje se tiene, según (4*39) y (4 *4 0) :

c s
2 [100 ] -1/2 J3/2

2 [010] -1/2 -V5/2
2 1,2103 1/2 73/2
2 CÍ203 1/2 -/f/2

(4-42)

Con una matriz S dada por (4 .41) obtenemos la siguiente expresión 
de SGS*:

1 Gxx + 3 Gvv + cs(G v + G ) -1 G + 3 G +cs(G -G ) 
4 4 yy xy yx 4 xy 4 yx xx yy'

-cGzx " sGzv cG - sGzy zy zx

-cG - xz

-I G + 3 G + cs(G - G ) 1 G + 3 G -cs(G +G ) cG -
4 y 4 y yy 4 yy 4 xx xy yx yz

Gzz

sGyz

sGxz

(4 .4 3)
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donde se ha reemplazado c y s por 1 y 3, , respectivamente, se­
gún resulta de (4 .4 2). ^ ^
Si aplicamos la matriz S dada en (4.41) al vector q se obtiene :

§ 3  = (cq + sq , sq - cq , -q ) (4.44)x y x y z

2 2

Rotaciones de orden 3 y 6 en torno del eje Z.

Las matrices correspondientes se obtienen de la expresión ge­
neral (4.38) considerando = (̂  = 0 y tomando n = ± 3 , ± 6. Re­
sultan matrices de la forma :

sz—n
c
s
0

-s 0

c 0

0 1

(4.45)

donde c y s son los cosenos y senos de
estas 4 operaciones se tiene

c s
3 [0 0 1] -1 / 2 ñ / 2
3 [0 0 1) -1 / 2 -fi/2

6 [0 0 1] 1 / 2 ✓3/2
6 [0 0 1] 1 / 2 -V3/2

(4.46)

Usando la expresión (4-45) para S resulta la siguiente matriz S G S
1G +3G -cs(G +G )- xx - yy xy yx

1G -3G +cs(G -G .- yx - xy xx yy)

1G -3G +cs(G -G )- xy - yx xx yy

1G +3G +cs(G +G )- yy - xx xy yx

cG -sG xz yz

cG +sG yz xz

cG - sG zx zy cG + sG zy zx zz
(4.47)
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Operando con(4•45)sobre q se obtiene :

Sq = (c£lx " sqy 3 sqx + Cqy ’ qẑ  (4*48)

Reemplazando las (4.42) en (4.43) y (4*44) y las (4.46) en (4.47) 
y (4 .4 8), teniendo presente además (4.37)* resultan los vectores 
Sq y los elementos de matriz G ̂ ^ (§q) indicados en la Tabla 7*

Tabla 7

Rotación Sq
XX yy

G «p (§5)
. zz yz XZ xy

2 [010] • 'qx~qy'qz
+*GXX

-*Gyy
-K-Gzz

—-Sí--Gyz
+-X-Gxz

--K--Gxy

3 [001] -q¿ q; qz G+XX g”yy Gzz -Gyz -G4xz Gxy

6 LOOI] • q'-q* q x y z
-4--ÍÍ-GXX

-■&
Gyy Gzz

—  "X~Gyz G+4rxz
1 _■# 1 1 Gxy

2 [2Í0] q 1 q'-qx y z G*XX g“yy Gzz G~yz -G+xz -G“xy
2 [120] — q >'j-q f|—q Hx y Hz G~XX G+

yy
Gzz G+yz -G-xz -G+xy

6 [OOI] • — qi* q.«» q4x Hy z G~XX G+
yy

Gzz G+nyz
— -'fGxz G+"xy

3 [00Í] qn-qn q x y z G~XX G+
yy

Gzz -G+yz -G~xz G+xy

2 [lOO] • qx qy ^ z GXX G+ ”'
yy

ttGzz -G+*yz G~"xz -G+*xy

(•) operaciones que intercambian subredes.

En ésta se define :
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qf (qS q ) - (i q + a ,  £  q - 1 q q )
2 2 y 2 2 y z

q,f = <qj, q;, qz) = ( - 1  <ix + £  n , á %  + i qv, q )
2 2 J 2 2 y

+

GXX= -  t Gx x  + 3 Gv v  + -/3 ( G  4 G ) ]  
x x  4 x x  y y  -  x y  y x J

+
G~yy

(4 .49)

¿ F G  ̂ 3 G + r~ , -t
4 yy ' «  - /3 CGxy + Gyx) ] ( 4 . 5o)

4-
G = 1  T G - 3 G + /T (G - G ) 1xy T L xy yx - V'5 V yy 14 - Ay y x  - XX  y y

4
G = 1 (G 4 3 G )

x z  ^  x z  -  y z ;

4
G 1 (G 4 3 G )

y z  7  y z  -  x z /

Se trata ah°ra de realizar la sumatoria de la Ec.(4.36), considerando 
separadamente las partes reales e imaginarias de las expresiones de 
G d/i (S¿f) dadas en las Tablas 6 y 7. Las partes reales se multiplican 
por los cosenos y las imaginarias por los senos de los correspondien­
tes S3.?. Los productos así obtenidos se suman por columnas de las 
mencionadas tablas. Obsérvese que los cuatro elementos de una dada co­
lumna en la Tabla 6 tienen la misma parte real y la misma imaginaria, 
salvo diferencias de signo. Lo mismo ocurre en cualquier columna de 
la Tabla 7 con los cuatro primeros o cuatro últimos elementos. Esta 
circunstancia permite agrupar de a cuatro los senos o cosenos de 
Sq.r, resultando expresiones que se pueden compactar usando las si­
guientes relaciones trigonométricas :

eos (-x-y-z) + eos (-x4-y4-z) 4- eos (x-y+z) + eos (x+y-z)= 4eos x eos y eos z
" +  " - " II A-— 4cos x sen y senz

sen (-x-y-z) + sen (-x+y+z) + sen (x-y+z) 4- sen (x+y-z)= 4sen x sen y senz
" + " - " n -  i— 4sen x eos y cosz

(4.51)
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C Í = cos (q» r*) «* = X, y, z (4.52)
s<* = sen (q* rR)

poniendo c 1 o c" en lugar de c , y s ’ o s" en lugar de s, cuando el 
argumento contenga las componentes de q' o qM respectivamente, en 
lugar de las de q.
Ademas emplearemos la siguiente simbologxa :

Llamaremos

f c c ] '  = c* c» + c" c" + x y - x y

[c s] + = c , s , + c M s" J - x y - X  y
(4.53)

[sc]+ = s' c ’ + s" c"x y - X  y

[s s]+ = s' s' + s" s"x y - x y

Finalmente se obtienen las siguientes expresiones para ; q)

rxx=2 C 2 i AX X (4 C x ° y + tC° V + 3Ay y CCO V  Axy tCC K

“BX X U  C X S y +  C c s J J -  3Byy  C=s)_- yjf (Bx y +  By x ) r « ] + }

r = 2 ° | Ayy(4 cx cy+ [ccJ+)+ 3 [cc]+ _ 2 yj [cc j ̂

Byy<4 °X sy+Ccs]-)- 3Bxx[csl 4 V3(Bxy+ Byx) [cs]+ }



r _ = 8 c  {A (c c + [ce 1 ) - B ( e s  +[cs] ) } zz z 1 zz x y + zz x y - 1

T’yz^s í A ([es] -2 c s ) -73 A [es ]1 zl yz - x y v xz +

+ B ([ce] - 2 c c )-/3 B [ce] | yz + x y ¥ xz - ■>

F =4s {-A ([se] 4- 2 s c ) - / J a [se] (4-54)X2 z 1 xz - x y y yz +

+ B ( [ss 1 + 2 s s ) + J~3 B [ss] 1 xz ■*+ x y yz *" - J

F =2c { J3 (A -A )fss] - 2 A (2 s s +[ss]*y z ‘v yy xx L - xy x y ** J +

+ /T (B - B ) [sel - 4 B  s c + ( B - 3 B )  [se] } v yy xx u + xy x y xy yx *- - J

donde se omiten los índices (K W ) en A ^  y B ^  , y £' w1 ) en

Teniendo en cuenta las ecuaciones (4.26) y (4-36) resulta 
 ̂kí K' > q) = (̂beL (* *> f' K' J?) para *+ W . En cambio f *

difiere de r^M(£vt, í'Kjq) en los signos de los coeficientes B^. 
Además en este caso
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5. Programas para cálculos de funciones de Green en redes cúbicas y hcp.

GRECUB— Calculo de la función de Green en cualquiera de las tres re 
des cúbicas. -==

MAIN
Lectura de JL(J,L), IRED, NR, NX, R(I,L)

-1— CÍRE
Escritura de g(r) = GF

SC

DYNSC

WTSC

FCC

DYNFCC

INV3
WICHT

BCC
_ •------ --- Lectura de NP, P(l)

DYNBCC

WBCC

Generación de q6ZB/48 según 
Ecs. (3•3), (3-7) y (3-8). 
Cálculo de <S(q) (matriz D) .

Inversión: $ ^(q) = G(q).

Obtención de hq según Tablas 
1 y 2 para redes fcc y bcc

SYMSUM

. Genera las funciones II (J , L) = IIy(L) , Ec . (3 .22)

. Calcula T = Zi G( JL ( J , L) ) II ( J, L)L ’ Ec. (3 .2 1)
• Acumula T/hq en g(r)

Datos de entrada

JL(J,L) es el arreglo p(j,L) de la Tabla 3
IRED = 1 para cálculo en red se, 2 para fcc y 3 para bcc
NR

NX

N° de posiciones atómicas donde ha de ser calculada 
la función de Green GF
N° de subdivisiones del poliedro P en la dirección X 
(es L en Ecs. (3-3), (3-7) y (3-8)).
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NP

P(I)

- Ñ° de parámetros que intervienen en el cálculo de <&(q) .

- Valores de dichos parámetros. Estos, así como sus unidades, 
dependerán de la subrutina de cálculo de $)(q), variable se­
gún el modelo de interacciones atómicas. La función de Green 
resulta en unidades inversas a las de $(<5).
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FILE: GRECOB FGRTRTVTr.A CNEA :-'"CWS' "TtE L ~6 TLC'~Xftr
Cc
c-
cc
cc
c 
c-G C Cc 
cX
c
c
C

** LATTICE GKEEN FüNCT 1 0 ^  FOR ̂ r t T T H E ^ T D m ' l ^ v T r r T ' m T ^ É S ' » r  

**- FiLE S J

** ̂ y.Bf<ÜUT INes • FCC DYNFCC WICHT BCC WBCC IMV3 SYMSUM **

IREO 1 FJK A SC LATTICt,
----JijR Qf 1 ATT f~ ------

<NÜT GREATER T H A N T H E

- -..
PA^Í 0FUTH“H^ILLrE8^ aI ^ t THE Q'Í’0IN1 M6SH ,N THE

JLtU»L) SPECIT1 E^T:T^^DItiT^'TíOTAT'tOWy~Tt1E tlíDÜ3T^ATr-C0«ftfSPtíítDtWÜ----
I ^ B i n i N S I Í  ? £ lk J y HEN THE CÜMPQNENTS OF THE WAVEVEC TORyyr-n --ASJL4 JEMUX ....  .................

R (I y L ) ATOMIC ■“
IUN . ...._ ________  ______ _
-f $ T h e -- EL-fc^WT- ̂ - f444-W4-<^~NOTA^l_... ...
S'JBMATRIX CORRESPON DING TO THE ATOM PAI 

IHPLICIT RÉAL*8 (A-H,C-Z)ctnwN/Bi/jttí r&~t» r 13f i aarTSf-ir6-¡iüt>i-?-NK— — t

..................
2 F O R M A T Í 2(4X14))

0€»-^-t-l7NR ------------- ------------
R E A DÍ5,4) ( R I I , L ) ,1=1,3)4 FORMAT(3F10*5)
DO 3  - ^ 1 J 6--------- ---------3 GHJyU*0.

V-%.

sí.Av

iALL FCC < NX ,NQ’Rt T N y ] CALL 8CC(NX »NQR,TNQ)A~8./TNQ___WRITE(6 ,1 2) NXfNQR,f ÑQ
\  &  / l  1 '-r

nr i t ClOl 1 C. § nAf
12 FGRMATÍ4H NX=,I3*5H NQR=,I5y5H T^€^,F9.1//5XiHR10X' 

OG 9 L - fX N R G Z '8X^ G Y ¿ 8X 3 H G X Z Ü > ; ^ X Y ^ 3 9 X i ü W ^ 4 ^ / ' &

T ^ W ^ k M t h é X i ^ s

11 F0RMAr(3F4.1,53X4HTRG=EÍr.4/Í2XWi;^^^
5TÜP
t m  ■ ............ ...- — -- ------
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SUUft?UT I'ME FCC ( t f X m T I ------ '----------------------.... '----—;------— ;--- ^
C GENERATIGN UF A BCC MESH IN THE IRREDUCIBLE PAR# Ü F  THE ¿CC BftlLLCMJtN 
C ¿ U N L . . . ;

IMPLICÍT RE A l *8 íT ^ hT ^ T F T ” ------— ------- 1
DIMENSION Ü (3) , G {6) , P (10),0(6} J
P E AL) < 5 , 2 ) NP , P4 I4t I» trNPÍ----------------------- 1

2 FÜRMAT(4X12/8F10»5)
1=2*>X S
G - 6 • 2 6 3 13 5 / D F L O VTT V)
Ñ=l. ' %■ • *>T = l- ‘'ísgtgí©1'

_ ' ....... ’ ~ ------ —I~*1—..... i un— inmir i — h m m m w h  iimui— m—  iiiwii miiiiii i m»i * h  ■■ iI M=L + 1 '
J0=3*L/2+2
M*2 ...
DC 4 1=2, ÍM
I I = T -1
Q C1 )-C*OFLCA'T ( IT)"
JM=MINO C t,J O - I )

. DO .1 
JJ=J-1
W(2)=C*DFLCAT(JJ)
KM*H I NO < J J , JO-1-,**—
KK=W-1

5 1F (KK-KM) 3,3,1
3 W=WFCC C II , JJf'KKiTlT"

0(3)=C* OFLOATÍKK)
. fAt i r.yNFf.riütP . n TM^, .........

CALL IN V 3 ( C fGl ------------- -—
CALI SYMSUMlQ,W*G|
T = T + 4 W W  
N-N+ 1 
KK=KK+2 
GO TO 5 

L CONTINUE4 M=3s.M •
RETURN 
ENO

- "FtfNCf-I-&N-W^e€4-Ii-> >K-t L ) ------------ ------------------------------- :----------
WTGHTS FHR PQINTS IN THE IRREOUCIBLE PART OF THE FCC BRILLOUIN ZÜNE 

REAL*8 WFCC __ _... H*rc^iT*rT=-jr----
IF(K*(J-K)).9,12,11

IF «MI 9»2il
12 1F (M í 9,22.21
2 1 -IFiji.-------------- —
22 I F U  + K-2*j) 31,32*31
31 IFÍJÍ 9,16,4
32 ifi j * c l - 2* 3)i m r ,6
41 I F U + J - L )  48,13,8
. . .  1 .fai F.C..C — T  i t ......... ....... .. . „ . . —— r-------- .

RETURN
2 W F C C * 2*

PETlTRTr ..........
4 W F C C - 4.

— -Ji£XU&̂ JL..... — . — _______

6 WFCC=6«
RETURN

8~ W F G€—8-» ■ ■ ....— .-
RE^UftN

13 WFCC=12. 
fTETORtT......-

16 W F C C = 16 •
...............KEXUJRiL- ..........~ii ii ii r ii n <nt íirwn innumi
48 WFCC=48.

RETURN
9 -WFG€=0,....... -

RETURN 
END
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: w í  i N€ eeeMHMtrT*-"----- ----- _____________ i z z z i r _ ~ _ i i i z
c ZO^E UF A FCC H ÍN THE ,rreducibLE PART OF THE BCC BRIILOUÍN

' IMPl. ICIT--R EStWTa-H-; 0- Z )------------ - — ---- ------- ------ - • ------
DIMENSION Q ( 3)

. ____________________M&2 _________, . , _  _N=M- 1 ' "" “ --------- — -- --— -- -----------'---’---
T=DFLG4T (Ni 8L=2*NX
C = 6 . 2 8 3 I 8 5 / D F L O A T í l )
L L = L + 1
DO 4 TT=M,LL - 
1= 1 1 - 1
Q X U -s I- í U .ELü _____________
JM=MINO( I I* LL-I) ---- ---- ----- "t~-- ----— ------■"f
K 1=0 1 
-Otl 1 ~ ..—--------- ------------ ---- ---------&„J=JJ~1 .... ~ ~ .....
Q<2)=C*QFLCATIJ) \ / vK=K1.....  ............ -........... - ------- %-------4.----- _----_

6 W = W B C C ( i,J.K.L) 1 1
............ ........................................................................................................................................... ......................................  4

C AIL DYNBCC (a»P»0 ) — ---- ”4““---
CALL INV3(D,Gl .

-^AirL -S-YMSWU^,-WT-&̂ -- --- ---------------- ----........ s_________________________ . ... .
T=T+48« / W \
N = N + 1 \ ,•■■■■• ,
K-K + 2 --- .***............ .........i..-_______________ _
IF (K-J) 6,6,1 f-lULL5Í=Jtl_...... f

4 M*3-M — ——----- -------— ----- :— >*».>»«'
RETURN 
FND
FUNCTIüN WECCÍ I,<3»K,LJ ^

REALZÓ WBCC ***..
5 IF(J- l) 6 , 7Í 3
7 WBCC=48.

RETURN
6 IF(J-(L-I))6,9,3 9' W8CC—'4'Si

RETURN

Ü íSr-n *- -  ■—
4 IF4J-T) 10,11,3 I

11 I F í L - II ____  _____________ I
13 WBCC= 8. " rRETURN o;.
12 -trece-4. - —  ..... -.....— —̂ ........_~8_

PETURN - 11)M U A j J
RETURN* ---------

...... ...

RETURN
1 I F ( K- J)16,17,3

í F < J-i I 18-,-19 rí—
19 IF(J-(L-I))20,21,3
21 WBCC=24.-irETORN------- -----
20 WBCC=6 .

_ ---- ~ ----------- y.. ---- -r

18 ip 1 j-íl-i) ¡ T 2 7 T 5 7 T
23 WBCC=6.

r é w r n  ------------ -------------------- - -

22 W8CC= 2.
RETURN

16 IFÍJ-I)24»25,3 ----
25 IF Í J -CL- I  n  26,27,3

Kf . . . . .

26 WBCC=2.
K£TURN ---

24 IF(J- « L - I 1)23,29,3
29 WBCC=2.

RTFTURÑ ..— .......
28 W 8 C C = 1*

■ a e i . u & A L ...
3 U R I T F (6,30)

30 F Ü R M A T ( IX,’ERRüR EN 1 Q « ) 
KETtWN~ - ------
END
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”sürr'üut tui 'Iv^umíqTwTS').. '.‘1 ------ --------------— — - r - r *
IMPLICIT ftcAL«8 (A-H.U-Z) fe.
DIMENSION Q f 3 H  W  3, ? K  S < 3 * 3 } ,«4,6,6) , G-< ó >
C OMMH N / B 1/J L í 6,6)» R (3,10 O )iG F (6 > Í 0 0 1 ,MR 
DÜ 5 IR*1,NR00 1 [=1,3 ...  ..-•
DO 1 J=l,3

................................. r ) H ; í i f 8 § ^ ® { i l h ! : K I ! .............................. ............... - ........................-

J=2 
K= 3
DO 2 1=1,3 
DC 3 JK K j = 1 ,2
H(1,L)= C(1,1)*C( J,2i*C-(K,3)

.... - - .HÍA.JJ S - C . U , 1J *JSJUA 2 . 1 . t S i ...... _ .
H { 5 * L ) = - S l lfl)*ClJ»?)*S(K,3)
H (6, l. ) =- i ( I , 1) *S ( J , 2 ) *1, ( K , 3 J 
H ( 2» L ) = H { 1 * L ) -
H(3,L)=H(1,L)
JP=J 
J=K 
K = JP

. 3 1*1*1 .......
J =K ‘

2 K=I
DO 4 J=i,ó 
T = 0.
DH 6 L= 1 , 6
1 = JLí Jol )

6 T = T + G ( t »*H<J,LJ
. ..-  ,^jG£iJ,^lR.l=GFtJ.Uü.JctI/K ..................................................  ............................

5 CONTINUE .............
RETURN
ENO .......... .......
SlIBRniJTINE IM V 3 { A , B )

C INVERSION ÜF A 3*3 SYMMLTKIC MATR1X GiVEN IN VUÍGT N0TAT10N
C A (6) IS THE INPUT ^ ATRIX AMO 13(6) THE IfiíVERSE - .......— .

IMPLICIT R E A L * tí ÍA-H,U-¿)
. . .  ÜLM£N.SIJGLN. AL6UÜILI.....

0£T= M  1 )*A( 2)*'' C 3)
1 + 2.=M<4)*A(5)*A(6J
2 -;M 2 M'-ft-fé-M'AI ól-
3 - A (2)* A (5)*A ( 5)
4 -A(i)*A(4)*A<4)
B ti } = { A(ZJ'4A13r-Al?)*A( 4) ) /DET 
B(2) = < A ( 1 ) * M 3 J - A ( 5 ) * A (  5) l/ÜET

■ — -----------------
D(5)=< A ( 4)=» A( o l - M  2 )*A( 5) 1 /DET 
B {6} * <~A4 4 1 *A-Í 5 Í-A4 3 J «A l 6 i l/DET 
RETURN 
END
SljBRüIJT INE~ OYnT C C T q YP * £>, NPI “ ........... .....  . ¿ . 1 ^

C MATRIZ DINAMICA PARA CTES ÜF FUERZA GENERALES HASTA 2D0S VECINOS EN

t C 3KH ESPONDE^C IÁ ' CON'"ÑOTaT í OÑ ’üT  TEWARY ( T • P .36 8)~: ‘
C 1RHS VECTHOSií Pl*AIi P2=A6, P3=A3
C 2IK5S-VECINOS : P4=8'l*r * $ - * 2 ------------ ---- ----- ---- ------ • "

IMPLICIT Rf: AL*8 ( A-H, íj-Z )
l^^cji,UU£¿jL3.).f.S2i UvfJUUUjdtUJLjJBAfrl.___ _________________. ______ ______________ ______  .

x = q (i yy¿\
C {I) = 0C0S(G(1) )...............-.. ...............— ----------------- ---- -----
C2Í I J ='0CÜS ( X J

1 S2Í l )=!L)S £iM t X í __________

K*3

E u ’? 4 : í j ^  m r r r - c z a  y m v x y n r r m r r  + ~ w 2 r * m 7 - vnrr*czTKnT~
I + ¿* * ( P ( 4 í # 1 1..-C ( 1) ) + P ( Si #I2«—C ÍJi~C(K)ii«í
0 ( l + 3 ) = 4 . * P i 24 *&2 U  ) * S 2¡ < K * -------- r— ......-------- »-- ------ --- -
J = K ■. f

2 K = I 'í:
f.LTU ^’: • .................. " ......... - ..... .

1 r.ü

-  j * * — n a
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GREHEX - Cálculo de la función de Green de la red hcp



WHCP
Subrutina función para el cálculo de hq en la red hcp.
I, J, K son los enteros que definen q y figuran en el encabezamiento de 
la Tabla 5* Esta Tabla se toma como base para la construcción del si­
guiente diagrama de flujo. En el programa se llama WHCP a h„.4
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Datos

NP

P(I)

ARED

CRED

RADl

NR

LGK 

XL (i)

R < X l )

de entrada de GREHEX

- N° de parámetros que utiliza el programa para calcular la ma­
triz $(q) .

= Valores de dichos parámetros. Las unidades dependen de la 
subrutina que genere las derivadas 13S y 23S del potencial. 
Estas deben resultar en eV/A y eV/A^, respectivamente. Para 
POTEMP no es necesario especificar como dato ningún parámetro, 
ya qué estos están definidos en la propia subrutina.

= a (X), parámetro de red en el plano basal

= c (A) , M " " según el e.je Z

= Radio de alcance de las interacciones consideradas (A)

= N° de posiciones atómicas para las cuales se calcula la fun­
ción de Green.

= N° de subdivisiones de poliedro irreducible P en la dirección 
X, o sea entre p y K. Es el número L en las ecuaciones (4.15). 
En el caso de la Fig.7 vale LGK = 8. Es conveniente que LGK 
sea par para que los puntos q generados incluyan al punto M

= Define cada posición atómica donde se ha de calcular la fun­
ción de Green. XL(l), con I = 1 a 3, son las coordenadas hexa 
gonales de la celda, es decir los números (5^> ^2> ^3)
Ec.(4.l). X(4) es el sitio dentro de la celda (lo 2). El 
origen se considera en un sitio de tipo 1.

— Posiciones atómicas donde se calculará GF , especificadas con 
el parámetro de red a (lado de la celda cúbica) como unidad. 
1 = 1 ,  2, 3 corresponde a las componentes cartesianas x, y, z, 
respectivamente. L = 1, ....  KR numera las distintas posi­
ciones.



-53-

F 1 L E : G R E H E X  F<jü.n iAAI„.,„,A.Lícfc A .CMS.*- Rí 1 A  Pi r n¿.

C ÜiSCRElt ¿»f;EtN HJfl£TííjN G H ¿ t FR-f -(-ANGS-t^H/EVh-FO-R--THfc H£-P tA-T-T-l-frfc___—•

£ i i U . ' M i / n i  ‘M í W M - W l r h

c Í S ^ á s l F i  n HuíiA?í 3)VAKuNJHPIYifDÍÍg£I ^ y Í I HgRHlíAGtNÍL ttLtr 
t  S Í I f r . ^ ¿ C t S í ^ í í f í é t , E c P í ! S f f f i í S a f 3 E e « Í f ^ t  J H E _ e n * C f e j a i M S I * l U C S ---------------------------- ---------------

|  *  ¿Ujfó jjMüEf^aa^Kt.üE gg ffl,°ey.g-
■C (ALCULATIüN OF THE DYNAMICAL MATRIX IN THE CASE ÜF AN ARA I Tft ADV
^ D*n9fNT.RH T ? ® N T I A L -.T H Is HEGIQNI MUST CüNTAIN A SPHERE GF RADIUS RAD1
C RAD1 — L *\TTICE DISTAftCE DEFINIÑG THE RAT^GE OF THF—INTFRflrTTTrtic—tuiut-c t
C LGK = NUMBtR CF P A R T i T I O N S F R ü M  GAMMA TO K AND A IN THE H E X A G O N A L ^ 1

C~ ?f .IHF «“^ IHHATTnhl
c  í a g e ? g - í i ^ e S g í 2 £ f i t g 5 a i f g * a * E i j  _  ____________________________________________  ________________________

OIMENSl'::N XL(4),XQ(3)
COMMON/\/^REDt CREO
CGMMGN/B/GFÍ9.50) ,R(4,50) t'RTJ'fNR - - —------- -----  ----  —
CU M M U N / C / P {20),CA ,NP

- . • 1J-4L(ÍIUN£.(UGQ.J:ü ..2.,........ .......
REAÜ < 5, i 7)N P , l P U ),1=1,N P ) ........— ---- --------------- ------
WRI T E (tí ,1 7 )NP ,{P { I ),1=1,NP)

17 F U R M A I (3 X # I 3/(8 F 1 0 . 6 ) ) ......................- ______
KEAD(5 ,6)N0,ARED,CREG,RAU1 *

8 4 X » Í2J 6 X,F1Ü.6,6X,FIÜ.6,6X,F8.4)
c m a t ?/ ¿ £ íNTr,ARED,C^E D , R A D 1 .......  ------------
f A ^ B P n / A E P n "’*2 ’̂  AREÜ=,I 10.6,6H O R E D = ,F 10.6,6H RAD1=,F8.4)

PT3=DSQÍ<T( 3.00) -------“-- ---- -------- --------
2 CüNTIN'JE

o-ue 1*1,3 ----
18 X D { I ) = 0• ....

. ........... .................... .......

READ(5,1)NP,LGK 1. fcURMAI.i>X*J¿*5JUlA).... . _
19 D 0 R4A | R= ^UNR**8-** -H L , U X , 2 H  k »22X, 1HR, 17X,4HRM0D)

R E A D (5,3) XL
3 FüRMATUX,3F5._0,Flü.0) _

7 GF(I,IR)=0. ...
m . , ± R J  =  .  i . X I 4 4 . A = A L L L L L í a , . . ........... .............................. ...................................

8 li 8U'ífVi ií ít  íl* í!s ? í;errr-I '17!r-TOT3-----------------
M4,1R-Í-=XL<4) ------ - . . .... ...

WR I T E ? 8 W R Í 5 íK Ír ,X i:C,Í r l l+ l§i2,T I? ,t t 2 uí¡'í4R Í 3 , I R , *C * ,!Ct3íl2 1 * ARED
J1 ;3 ¿ § - : 4 V f 0 ... — ........... „

10 c f f i L ^ H ^ U G K . N m . T í v O T  --------- -----------—----—

5 ^ ^ ' J { | ^ 5LGK*ÍÍ3 Íé HNNWK=, I5,5H TN8=vF9.1) ........A-o#/ I NU
. V .«&IIÍLL£L.,¿2)..._  _..

ÜG 6 A IR-1 n ¿K *2<>x* r A N G S * * 2 7 É v T P '  —  
N=l2.QOÜl*3.*R<4-,-t*)
Dü 9 1=1,N

9 G F Í I , I R )= G F í I , I R )*A
TRG=GF<1, l R ) + G F T 2 ? I R r * G F U ,  IR-T '
KRIT E (8 *14)IRf(GF(IylK)yI = l fN)tTRG

STr.p _ _ RETURN
END
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C
C

SIJBKGUTINE HCP(L,N,T) ~
GENERA LOS PUNTOS ü DE LA Z.B.R. E N C  Prf RITEN A DA S' CAR T E'S'I'Rtí A"S";
l-ü1-- IQ ESTAN CAÜOS EN COORDENADAS HEXAGONALES.

‘ • fCIX R£AL&&~ÍArJi»Jl-¿i- ____________ _______ _
DIMENSION IQ(3),Q(3),A(6,2),B<7,2)
C O M P L E X A 16 0 1 ( 3 , 3 ) ,D2(3»3),G1(3,3),G2(3,3),E(3,3)ŷ ~(-4-y-5̂  ) $ RI 3-yNft-----------------
C O M M O N / C / P (20i,CA»NP 
¿=RT3*C Azz=z*z ...... - ......... ...— ........-.. —
El=(P(3)-P(4))/(4.+ZZ). E2eA.P.L5.) -P. l ó.JiXU.6^ +J.LL 
N=0.
T=l.
CL=6«283ia5/eFL-OA-HL-*-- 
IM=L + 1 
L0=L+2
DO 3 1I-1»TM ----  -
ÍQ(1 )=II-l

. JlMsHIJWU.1 l , .IjLQr L L L L _
Dü 2 J J = 1,JM 
IQ( 2 ) =JJ-i
Q (1)»CL* í ( 2 .*0FLr ATf W 1) j +Gf^A-T4_iQ < 2 j ¿ */ ^ .
Q(2)=CL*ÍDFLOATÍ1Q(2))/RT3)
DOl K=l, ÍM
lQ(3)= K - 1 ------------
Úi(3) = CL*DFLrAT( IQÍ3I J/2.

iS-ÍJtt SÍÍISfJQ ^ f * i*/¿‘£ U '£2J----
N=N+1
1 F (N» N E . 1) GO T-0—5• -- - 
GX = « Ü 3 1 2 5 / C D A B S Í D 1 ( 1,1))
G Z = . 0 3 1 2 5 / C D A B S ( D 1 ( 3 , 3 ) )
DÜ 6 IR= l,NR 
SGN=3.-2.*R(4,IR)

- GFJ1 ,i R ) = S u G N £ . G , X _ _  _. „
G F (2 » IR)= G F (1, IR)

6 G F ( 3 , IR)=SGN*GZ
GO TG 1 ..........

5 CONTINUE 
W = W H C P ( ÍW.L)
T=T+24./W .....
CAIL I NV3H ( D l fGl,DETR»
IFÍDETR.GT.1E-15)G0 TO 32 
WRITEI8 ,34)DETR,IG,Q 

34 ^gRMAT (F8.3,4X,3I6,6X,3F8.3)

32 CALL Má M l T'C (GÍT o IÍÉ ,T, 3 ,“3) ----
DO 11 1=1,3
DO 11 J = 1,3 ......  .......-

11 E í I , J ) = D C Ü N J G ( E ( I ,J )J
CALL M A M L T C Í D 2 » E * G 2 » 3 » 3 , 3)
DO 12 1=1,3 ....... - - .....
DO 12 J =1,3

1.2 G211 Jl,,=ü U  U J  ..,..._______
CALL 1NV3H(G2,GI» DfcTR)
I K D E T R . G T . 1 £ - 1 5 ) G 0  TO 38 
WRITF<8 ,39)D£Tft,14Ma—

39 PORMAT< 3 X , F 10.3,4X,3 1 5 , 4 X , 3 F 1 0.6)

38 CONTINUE ..  - -----
CALL MAMLTC(E,G1,G2,3»3,3I

•«■Wt mUA'

l l = T  
D04 J=I,3 
A(LL, l ) = O R E A L < G H  
B Í L L , 1) = Ü ÍMAGÍG1( I,J)) 
A(LL,2)=-uREALÍG2(I,J))
8 ttL ~»~21 - - DIM fl'G'("G‘2Tl Im TI")" 
LL=8-J-I i=-m

rt. • (Btawwc.f *o> .«

B ( 7 » 2 I = B ( 6 ,.
CALL HCPSUM(g,W,A,6)
CONTINUE ... -
CONTINUE
CONTINUERtETtTRN---- — ---
END

i i>ig>»auui
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V S.U£¿^UXIN£...^ _. _

c j a s  u U Í V n a T  e n e  LAM « A i R Í z ' c o « P L C J A Pc ODCltTO bÉ t X T » T & T r t n B W r í =
i MPL l-C i r fi .  ̂ ’ .
C O M P L E X * 16 A,B,C ----- ~
DIMENSION A ÍL,Mi »BIM*NJ »C(L,N)
ulJ i  l — I f L  ~ .................... ......... ...........................—
DO 1 J = i fN, Qj,Q... ......_ _
DO 3 K=1,M " ‘' ..„ — .. ... . ....

i esM m s   ̂‘1'J1 - * - Ai i ,_K 1 *8LKi_J 1
RETURN “ ‘ “.....  .........—
END
f u n c t i d n  w h c p í  i o n  j - ----- --------- — ..... -----.............. .

C C O H P A K T E N U | g í SIGNA A í /PTÜo U N .JPESüi EüU 1 VAL£ AL NUMERO DE ZONAS QUE
IMPLICIT KEAL*8 ÍA-H»0-Zi ~~ _ “ ..
DIMENSION IQ(3)
I — IQ {13 ............... - ... -.....
J = I Q ( 2)
K=IQÍ3i
KK=K*{L-K) ‘
I J=J*(I-J}*|L-i-JI 
IF<IJ.Ew-ÜÍGO TO 1 
WHCP=2.
6 n Tr 5 

I I K J . N E . O Í G O  TO 4 
WHC P = 12.

¿£/íI^ lsNE*0)GU r-ü ^WHCP=24. — ---...
GO TO 5

¿ I F U L - J - n . N t . O i G O  TO 3 •— — .
G 0 T O 5

3 wHCP=4.
GO TO 5 - .... - ■ -  ...

4 WHCP=8.
IFÍ ( I-J].EQ.OiGO ID 2
fcHCP=4. ..... • ■ —  -
GO TO 5

5 IFIKK.NE.OiGO TO 6 
RETURN - —

ó wHCP=WHCP/2 .
RETURN . -
END
SUBRCUTINE I N V 3 H (A.B* DtTKJ

IhVI! w L l c Í T ^ E A M ^ A - H , 0 - z r t J i Í’H E '; M n i C A S -

1 - A ( l y i)*A<2«3J*A(3»2J
1 -A(1,2)*A(2»1)*A(3,3} - ■ -
1 +A l,2i*A(2,3)*A(3,li

* ~ A < 1 » 3)*AÍ2,2 )*A(3,1}
C DLTR=CODAaS(DET|
C IFI0fcTR.LT.IrE*-lr546tí TL¡ 2 _

B C 2 t 2 l - ( A ( l f l J  & A  í 3«  3 )  —A ( I * 3 ) ^ A (  3 « 1 ) J / D F T
8 { 3 1 3  r = ( A í 1 í l ' J * rSTZ*‘f"2 J - A T I  # 2 T *A  t 7 Y l  11 / DET ------------- ”

iH:li:Aí¿ijgi;íífsf - A ‘ 1,2,* * (3'3,,,DET
B-< 3»írf■ ec GN-JS <~B 3 H  —...-
U ( 2 , l Í = U C G N J G ( B ( 1,2))

2 CONTINUE 
RETURN'
END
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SUBRÍiUT-l JiC P.S UÜ-.10» W*A , B L
r iPn ? AA n í í m  ? c¿?*.Uf , W ' X^  Lo X ^ R « ^ ^  ’‘EÓÜI V A L E T E S  POk sT m F T r Í X T  

Íw l i c i t  R E a í ^ r x f f ^ o ^ ^ ?í ) R E ^ - ^ - ^ - ^ £D o i r e c t a  g f u x, irj________

- . |¿aiSgig?G??4UáliSilÜ8«áillfiill*'A**,'2,-,,«T-**-c'a-3,-s‘3-3»
DOl J — 1 , 3

i q q <i ,j )=q (j )
Q«(2,i) = 0 . 5 * ( Q ( l ) + R T 3 * a < 2 í > —- -
&8ÍS,lí=2:5?(3 **Q m “RT3*ti<2>í/RT3U w ( ¿ f 31 - Q i 3)
OQ(3,1)=0.5*(-Q{1)+RT3*QÍ2)J
(̂H5 i * ? í = 9 7 <3.*Q{1)+RT3*Q(2) J/KT3
QU 13,3.1= 11X31.». _ __
004 IR=1,NR 
M=R<4,IRi+.OOOl 
QK (1, 3 )*UQ~Í 1,3>-**<-*, IR) 
t (l,3) = D C C S Í Q R Í l , 3 ) )
S(l,3) = 0SlN(tjR(l»3))
003 1 = 1,3 ......—
DÚ3 J = 1, 2
QRÍI ,*JJ^-QQÍJ ,J J ̂ fLU.J.RJ 
C(l,J)=DCüS(QR(l, jT)
S(Í,J)=üSIN(yR(l.JÍ)
CCP-C (2» LÍ*Ci 2,2 )*C < 3, 1 )*C 13, 2 )
CCN=C<2,1)*C<2,2)-CÍ3,1)*C<3,2)
C SP=C<2,1)*S(2,2)+C(3,1)*S(3,2)

lag i I : i íÍg íf¿m ií I : i í í2í l i l i
s sp=s t ¿tíii§ lií'füí ii ¿kHiíh— ~
SSN=S(2, W » S ( 2 , 2 ) - S ( 3 , 1 I * S < 3 , 2 )

..T m = í ‘ * - ? « « <
- .Z5*(A(2,H)_*3.*AU,M))*CCP

TÍ3)=C(1,3) * (C (1,1)* C (1,2)+ C C P )* A (3,M)

TA6 = - ( . 5 * S S P + S ( 1, 
TB4 = <.5*CCP-C<1,res = (•5*ssp+s (i,
T 136 =(.25*SCN-S< 1,

I W ííH t í ' - .5*

T <41 =
151 =

¿ 75^SCN^8-ttr^ “ 
T A 4 + T B 4 ) * S ( 1,3)--------*r * - - *

♦Sil,2 ) )*A<6,M) 
» * C U , 2 )  ) * 8 í-4,444 
)*S(1,2J)*B(5,M) 
)*C(1 , 2 ) )*B(6,M)

íflfl
.25*RT 3*SSN * ( A < 2 , M ) - A t l , M ) )
, 5*RTi*4£N*B ______ ____
.5*RT3*SSN*B(4,M) 

.¿5*RT3*SCP*<B(2,M)-B(1,M)I

r6)=(tÁí,+m‘
IF(M-l) 6,6,7 
T < 74 = TA4-TÜ4¿*S Í4-^34- 
T ( 8) = (TAí>-TB5)*S< 1,3)
T (9)= TA6-TB6)*C(1,3)
N=9

muyanr»,. ariftiv'

GO TO 8-i£mi=tuj-ci.jL ,2
3 “ í í í W r t S I t t f l j l f W r f i * !  H 8 W - í - j u - t a j a u d u j i t a i .t t ? i = t i ¿ i -c< i»31 M U  X, n j s , i ̂  *j. g ^ .  B . 2 . ,B_, 1 .«H-C : N_

T m  = T ( 3 ) - C U , 3 ) * I C ( l , 1 ) * S < 1 , 2 ) + C S M * B ( 3 , M )  

8 DO 5 1=1, N  --- -------------
5 G F U «  IR) = GF(I, IR)+T(I)/u4 CONTINUE

RCTtTCtr-----  ------- --—  -
FND
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SUBKOUT íNi. D Y H C P Í Ü - * D J L » Ü 2 J

/'A T M n p L i c í r c<tAL«8/ f A - H ^ - / ) ü r  L X 'k rD ” HCtJ P Á R Á ^ c m w i r ^ ' m m r Á t
DIMENSION' Qli)

C ü E / ^ R t i . ' c  íiJ’D2 ,3 ’J,»“'3'3.2í.^,ZC 
DürK=li)2K(3’1U0,2),M(2),At:(í)Ü;f2Í»8C(5ü»?)
DG6 I = 1 1 3
006 J—I 13 ’ "‘r'~ " ' ■— - - a .~r.,

6  D { I , J , K ) =  0 »
N = M ( K )
DG3 MK= i,N

Q R C = O C , M P L X ( O f D O * Ü k Í Ü (  2 l * nl  2 » M K * K > ! / A R E Ü + Q  ( 3  ) * R  ( 3  ,MK, KJ / C K E D '  

2 C = C D E X P ( C R C )  *
Dül 1=1,3
FI=-BC(«K,K) . *

, DU 2 J= I , 3 
C MATRIZ Dfc CüNbT AN TE S -Dfc FUERZA»

C su fK*íilF8iásS!S’K,*R ‘J 'M K *K,*A C‘H K »Ki

B í i : j : í> :8 { í ; j ; í l - FT *zc
2 FI = O,
1 CONTINUE • • • ' ...... ..... ~ —
3 CONTINUE4 CUNTINUE 

DC5 1=1,3 
OÜ5 J = I , 3 
Ül( I,JJ=D(l,J,l)

5  0 2 ( I » J ) = 0 { I » J , 2 )  '

D 1 Í 2 , l )  =  D C L N J G Í D H i f ¿ ) J

D l ( 3 ,  1 J  =  Ü C C iN J G ( D 1 C 1 , 3 )  ) . .......

01<3,2)=DCÜNJG(Di{2,3) )
0 2(2 ,11=0 2(1,2)
0 2 ( 3 , 1 J = 02(1,3)
02(3,21=02(2,3)
RETURN 
EMD

i  S i & m S f  a i
IMPLICÍT R E A L *8 (A-H,u-Z)

COm0N/7/ÍREü?CÍ£O,3,’VAUXI3‘,X0(:‘l’,<r:>’Z2O'’**<220¡
C G M M Q N / C / P Í 2 0 í , C A » N P  

r r 11 r O M M O N / 0 / R  í 3 , 1 0 0 » 2 ) » M ( 2 ) » A C ( 5 9 » ¿ ) f B C 4 5 0 f 2 )
L CUIüADü RF=KFERMI V DEPENDE DEL MATERIAL.Kr- 1 « jO i)

P 0 T 9 5 = 3 4 . 4473 
FASE=-16.77 
DO 100 1=1*3

too x d ( n = o .  ‘ .
N=1
í  1 = 0  -  . .  . .............. ............

00 20 L L 1 = I I,NO 
Ll=LLl-ND/2 
DO 20 L L 2 = I I ,ND 
L2=LL2-NO/2
00 20 LL3= i í #_Nú 
L 3=Ll. 3-N0/2 
W ? m  }=: <Ll + .5*L2)*.ARfcD -XD( 1)
¿ í  t  - r ? Í ? i ^ T < 3 - D 0 , * L ¿ * A R t ® - -  ................-  _________X I 1 3 J - L 3 * C R E 0  - X D ( 3 }

XX1=DSQRT<XH l ) *»2»X l l2 l * *2 tx i (  J ? 2) a X t 2 ‘ * )2 ‘ W ‘TMSC
S í n  ^ : i ? n l  + 2* 0 I S T n  5,5,10 X ( L f NJ..rsuXJb'í.i i . .

X ( 2  , N )=X 1 (2 ) 'X(3» N) = X 1(3)
XX(N)=XX1M = M + 1

1 0  X 2 Í 1 ) = X 1 ( 1 ) + . 5 * A R E D

8 i i ¡ i : í l ¡ i i : : sS£8 ¡8RT,3-oon‘ ‘ ReD'
XX2-0 SOR T ( X2 ( 1 ) **¿4-X2 ( 2 J **2 + X2~( )



on
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IF(XX2-(RAC1+2*DIST) ) 15,15,20 
15 X(l,Ni=X2(l)

X(2»N)=X212)
X(3,N)=X2(3)
XX(N)=XX2
N=N+1

20 CL¡ísLTXfclU£-.......  — -......... -__
1 Fn RMAT(5X,I5,4F10«5)

M 3= N~ i
N1 = 0 • ■ - ---
NTGT=0
00 50 K = 2 ,N3 
N=N3+?-K 
DO 40 J=2tN
Y A U O X X X J )  . .. ...
00 25 1=1,3 

25 V A U X ( l) = X íl,J)
I F < X X ( J - 1 ) - X X U )i 40,40,30 ....

30 XX(J)=XX(J-1)
XX(J-1)=VAUC 
DO 35 1=1,3 
X( I, J) = X( I, J - 1J 

35 X ( ! , J-1J = VAUX í I) .
40 CONT iNíü e

IF{XX ( N ) . G T . ( R A D 1 + D I S T ) ) Gü Tü 50
IF(NTOT.tQ.O)- NTOT^'N..... ' .— ..
IF(XX(N) .GT.RADI) GP Tí 50
IFÍN1.E.Q.0Í Nl-N... . ..... ...... .

50 CONTINUE 
M(1J=0.
 ̂(2 )=0 .
RMÜD= 0.
DO 2 1=2,NI
lK= 2 * ( DA B S (X 13,1)) *0.00 1)/CREO----
1 P= T K / 2
IK=Í IP*2).-IK .......
IF{IK.NE.O)Gü 10 44 
M (1} = M ( 1)+1

r.r/.c * .............................  -
44 K = 2

M12)=M(2)+1
4 MK=M(K)

DU 3 J=.i, 3 . _ „ . . ......
3 K (J , MK , K ) =- X i J » I)

I F (X X ( I)-RMCD«LE«0.00001) GCJ TO 24 
RMQO-XXi 1 )-

._»* -v', . ui.aji!cn -m».

4.U1—-A. .

SI LLAMA A CHEBY OBTIENE LA DERIVADA PRIMERA Y SEGUNDA DEL PSEUDUPQT.
SI (LAMA A PuTEMP OBTIENE LA DERIVADA PRIMERA Y SEGUNDA DEL POTENCIAL

EMPIRICO. .........  ........  - ... .... . ~ .... .................
CALL CHEBY(P ,R M O D »R F ,P O T 9 5 ,F A S E ,P O T ,Ü P ,D S ,R A D 1 )
C.ALL POT.EMP ( I,.0.Pj,D.5,L,... . ... ............, ..... „ ...._ ..... ... .*____ _

24 BC(MK,K.) = DP/RMLÜ
A C < M K , K ) = ( D S - B C ( M K tK))/{RM0D**2)

C WRITE (6r 8 8 i í M  J ,HKr, K 1 y 3 )-,^-R4MK-,K i ,GP»Í>S----- ------- ----
88 FHRMAT (3H R=,3F12.6,4H RR=,F8.4,4H DP=,F10.6,4H DS=,F10.6)
2 CONTINUE

RETURN -------- ---- ---------------------- -- ------ ----
END

. SUBROULLNE. .CH££)ÜJL^J^-,mi.9.5JJLA4fc.t.PC.Tj-X)£jjaSAÍUS.Il...
C SUMA 17 COEFICIENTES DE CHEB YSHEV A EN EL PUNTO R 
C. CALCULA DERIVADAS PRIMERA DPÍEV/ANoS) Y 2DA (EV/ANGS**2) DEL POTENCIAL
C K.F ( 1/-ANGS) — ......--------------------

IMPLICIT REAL*8 ÍA-H,Ü-¿)
REAL*8 KF
DIMENSION A ( 17) , CH{ 17 i , DPCHt 1 7T,'0SCH (17) “ *..................
POT=O.Q
D.P-0.0 . ...  .. ................
DS=0 .0
IFIR.GT.ÜIST) GV T~ 8
FREC=2*KF - .... ........  ....... -..-
XR= 2 3 * K F * R ~ 1 •5 

C. SI XR ES MENOR QUE -1 SIGO USANDO EL DESARROLLO Ut CHEBY 
IFIXR + l. ) 1,1,2.....  ......  ..........  ““ '

1 CONTINUE
C WRlTE(ó,3) R ,................. ................ .....

3 F Ü R M A T (5 X , 1 DOS ATOFOS SL ACERCAR' N A',F8.4)
GC T r 4

2 IFIXR-.95) 4,4,5
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5 ÁRG=FRÉC*R+Ff\SÉ .................................. ~ .....- ~ --------------
PüI=P0T95*USÍN(ARGJ/iR**5)
°P =PQT9 5*(-5*üSIN<ARGJ/(R**6)+fR6t*L)CüSí AR£)/<-R**5J i ....— ___

i üS.P rT9¿ ? (DSIN(ARG)*(3ü. 7 í R**7 )-(FREC**2)/ (R**5) )- 10*FREC*DC0S ( ARG1 1/1 K̂ í'O I I •
GO TO 8 - —.......

4 C H ( 13 = i .J 
CK£21=X.R

OPCH ( l)~ü,0 ................. ......• —-—
DP C H (21=1.0
DSCHÍ l)=0.ü ...... — __________ _ _______ . . __
D S C h (2 J = 0 . ü ...  " “ ~
P G T = . 5 * A ( l ) * C H m  + A { 2 ) * C H (2)
DP=A< 2 J*DPCHÍ 2) ...................— -------
DS=0.0 
00 7 J = 3 » 17

CH(J) = 2*XR*CH(J-1) -CVftJ-2) ' ....-- ...... ...r— —“
DPCHÍJ)=2*CH(J-l) +2*XR*DPCH(J-l) -üPCHÍJ-2)
D S C m  JJ = 4 * D P C H U - H  - ü S C M ^ - 2 1  - ..................—  -

DP=OP+A(J)*DPCH{J)
7 DS=OS+AÍJ)^DSCH(J) ........

C PASO A EV y ANGSTROM
6 POT=27.1946*P0T

DP=2 7, 1946*Í.2!>*'KF)*DP *'"* ‘ --~ -------——
0S=27. 1946* ( <.25*Kf)**2)*DS

8 CONTINUE . .... .
RETURN ............ .....
END
SUBRUUT I NE POTEMP H , OP ,DS) "  .......... ..... - -

8 é h i í ^
I M P U C I T  REALAS <A-H,Ü-Z) ” - - ........... - . _____
ÍF Í [-1313,3,4

3 DP=0.0192
DS=0.6872 — ------
GO TO 6

4 D P = - 0 .0 844
DS= 0.0655 ....  ' ' — ...... ................. .. ..... -

6 CONTINUE
RETURN . ............. .... . .
ENO ' ....
FUNCTION DREAIÍA)
COMPLEX* 16 C, A ..................... -
REAL*8 Z í 2 ) ,DREAL 
EQU.IVALENCE (C.2.Í___ _ ,£  ^  .« /.-i _  -W.H.W. » i* . ...... c u c a .  ..iw.

O R E A L = Z (1)
RETURN .........................
END . • - ...  -
FUNCTIÜN DiMAGÍAi
COMPLEXA 16 C,A " ........... - ...
R£AL*8 Z ( 2 í »DIMAG
EUUIV ALfcNtt (C,¿)
C= A
CIMAG=Z(¿ i 
RETURN 
£NU
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