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METODO GENEFAL PARA AJUSTAR PARAMETROS DE
FUNCIONES, CUANDO TODAS SUS VARIABLES
TIENEN ERROR

Oscar José Bressan

Centro Atémico Bariloche e Institute de Fisica Balseiro,
Comisién Nacional de Energia Atémica y
Universidad Nacional de Cuyo - Bariloche

Se generaliza el problema de cuadrados minimos, para el
caso de que todas las variables tengan error, llegando
a un método general para ajustar parimetros de cualquier
tipo de funcidn. Se particulariza al caso lineal.

Se demuestra que el método es asintdticamente con-
sistente y eficiente. Se encuentran intervalos de confian-
za de los pardmetros y se sugiere una alternativa précti-
ca para simplificar este problema.

Luego se estudian métodos estadisticos para verificar
la bondad de la eleccidn de la funcibdn, y se propone una
dbcima para detectar correlaciones locales en los errores.

Finalmente se discute como resolver los casos particu-
lares donce las hipbtesis hechas no se satisfacen.

Noviembre 1970
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I -~ INTESDUCCION

A - INTLRENCIA ESTADISTICA.

En lo que siguc, tratareros de problemas de interpretacidn de observaciones
y mediciores que tienen una determinada estadistica. Este tema se lo identifica
ocaro INFERENCIA ESTADISTICA. En esta pueden distinguirse tres etapa

1°) Espbcificacién Consiste en la eleccién de la forma matematica de la ley
estadistica a seguir. Sclo en pocos casos puede conocerse exactamente.
Pero formulando ciertas h1ﬁ0t031s, con verificacién a posteriori, a veces
puede llegarse a un buen ccnocimiento de esa ley. Por ejemplo, la hipSte-
sis bisica de que el error cometido con una medicidn es el resultado de
un nimero muy grande de pequefios errvores independientes entre si, tales
que cada uno de ellos no contribuye mis que a una paquefia parte del resul-
tado, permite especificar como normal (gaussiana) a la distribucidn de
errores cuando el nimero de observaciones es muy grande. Y el problema dGe
la inferencia estadistica es, en este caso, determinar a partir de los
mismos errcres, a los dos coeficientes (m, o) que caracterizan totalmen-
te a esa distribucién.

2°) Estimacidn: Comprende la eleccidn de los métodos de cilculo para estimar
los parametros de la ley estadistica. Il método de los cuadrados minimos
de Gauss, la regla x2 de Pearson, la funcién de mixima verosimilitud
de Flsner son ejemplcs de estimadores. Segiin Fisher , el método que debe-
ra emplearse para obtener los parfmetros deseados debe satisfacer los si-
guientes requisitos:

a) - Consistencia‘ para un nimero elevado de cbservaciones, la ley de pro-
babilidades del estimador debe concentrarse alrededor del verdaderc
valor del pardmetro.

b) - Eficiencia: De todos los estimadores posibles corresponde elegir el
de varianza minima.

3°) Distribucién: Incluye la discusidn de cualquier funcién de cantidades cuya
distribucidn es conocida, y en particular la verificacién de hipdtesis,
que consiste en aceptarla o rechazarla en funcién de la misma distribucidn.
Este es un problend muy delicado, aln hoy materia de controversia, y que
en general puede llevar a alguno de los siguientes errores:

a) - Rechazar 1r hipdtesis cuando esta es cierta (error de primera clase).
b) - Aceptar la hipdtesis cuando esta es falsa (error de segunda clase).

Coro es obvio, estos dos problemas estan intimamente ligados, y para su
separacién existen varios métodos, pero uno de los mis efectivo es el
empleo de  x2

B - METCDO DE CUADRADOS MINIMOS

El método de cuadrados minimos (M.C.M.), para el caso mas general, puede
enunciarse coro:

a)l Se tiene un conjunto de n puntos experimentales de un espacio de R + 1
dimensiones
(yi, Xyp s Kpis eee s XRi) I-1
donde el subindice 1 vade 1 an.
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b)

c)

d)
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For razones telricas o erpiricas se supore que los puntos Cebieran
satisfacer a la funcién de R variables independientes v P cons-
tantes indeterminadas:

152 Xoiv o0 0 Xpg o Ky

donde P es menor que n.

yi=f(x k

LIRS I-2

Generalmerite se encuentra que el sistema es incompatible (1
interesa es conocer las P constantes k a través cel resul
tral) debido a errores de dos tipos. Uros son los errores e
nacién de los puntos. Generalmente estos errores se toman oy
aunque si n no es muy grande lo riguroso seria oonsuler‘c‘irﬂ@‘\Q
tribucidn t-Student. Pero podrian eventuaimente tener cual
distribucién. Fs necesario destacar que si la determinacién
tos se hace por métodos experimentales, cada una de sus coorden
veré afectada por un cierto error, pero el M.C.M. exige la siguiente
hipStesis restrictiva:

Todo el error estd en la determinacién de la coorcenada dependiente, o
por lo menos el error de las demds coordenadas es despreciable frente
a aguel.

Aderds estén los errores debidos a una mala eleccidn de la funcién
I-2. Su discusién es delicada y lo dejaremos para un capitulo posterior,
que serd la verificacién de hipdtesis. De cualquier modo el M.C.M. esti-
pila-

Mo existen errores de este segundo tipo.
Por la hipStesis c¢)- la igualdad I-2 deberi expresarse en rigor
cano

i=yi_f(x1i’ env ey kl, o-.) I-a

y el método consiste en HACER MIND/A A LA SUMATORIA DE LOS CUADRADOS
DE LOS ERRORES,CON RESPECTC A CADA UNA DE LAS CONSTANTES A DETERMINAR:

n
2
(2l =
A = 0 j=1,..., P I-4
> ks

Isto significa resolver un sistema de P ecuaciones con P in-
cdgrnitas (no siempre lineal) y eventualmente queda por estudiar el
hessiano a fin de discutir la existencia de minimo. Tarmbién puede dar-
se que existan varios minimos relativos y cualquier clase de patolo-
gia, originada en la forma particular de la funcién elegida I-2.

Es de destacar que I-4 es equivalente a hacer minima a la va-
rlanza del error, lo que implica que es,por def1mc10n el estimador
mis eficiente.
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Cap. II - METOD) D LAS DISTANCIAS MITTIMAS.-

A - RESTRICCICH DEL METCDG DE CUADRADOS MINTMOS.-

Como ya sefialaros, la hipdtesis c) del M.C.M. es desde el punto de vista
tedrico, una limitacién impcrtante. Desde el punto de vista fisico, es funda-
mental, ya que sierpre se tiene certeza que en mayor O meror grado, todas las
determinacicnes experimentales siempre tienen error, que afectan a todas las
coordenadas ce cacda punto.

En el caso que la funcién que se propone sea lineal, esta limitacién se
puede salvar en parte, tomando como variable deﬁendle‘te a la que tenga mas
error. Por supuesto que el método falla si son mas de una las variahbles que
tieren error grande y aderds equivalente. Cuando la funcidén que se propone
rno es lineal, y los mayores errores estan en la variable independierte, no
sienpre puede ser despejada esta para invertir la funcién. Fn casos tan sim-
ples y corunes como un polinomio, o una suma de exponenciales, la inversién
es imrposible.

Es evidente que en primera aproximacién el ervor de usar la hipStesis c)
depende de la derivada de la funcidn elegida (I-2) en el entorno del punto
experlmental Si la derlvada es pequena con vespecto ala varlable X1, la
determinacidn del error seglin el eje paralelo a v (ey) serd casi indepen-
diente del error x41. Pero por el contrario, si la derivada es srande o tien-
de a infinito. un pequefio error en la determinacién de x1 influird grande-
mente en €y, que al considerar su cuadrado, agravari mds aln la importancia
de este puntoc en la sumatoria que debe minimizarse.

Puede llegarse también a que ni siquiera quede definido ese error, o pe-
se infinitamente. Por ejemplo, si la funcidn es:

y = k1 - arc cos (k2 - X) I1-1

puede calicularse kq y kg oon n puntos experimentales.

Supongamos que los valores calculados de las constantes sean Ay B respecti-
varente. Entonces incluimos solo un punto més,
2

(x V_.) donde X 41 T (1/B) + ¢ v

ntl 7 -n+l 0

Yn+1 _=

Al calcular rmuevamente por cuadrados minimos k1 y k, el Gltimo punto
o no queda definido o pesa infinitamente, situacidn salvablé obligando a que
el nuevo ko valga ahora 2
1/C (1/B) + g%).

En consecuencia, por grande que sea n, el Gltimo punto altera las constantes.

B - PLANTEO DcL METODO DE DISTANCIAS MINIMAS.

Los inconvenientes planteados se solucionan si consideramos los errores
en todas las coordeznadas, come e€s obvio. Y una forma de hacerlo es considerar
la distancia cel punto a la funcidn y trabajar con esa distancia.

El planteo del métcdo (que para abreviar llamaremos M.D.'.) en su forma
més genﬁ“al es el siguiente:



S TR II-B
a) Se tierne un conjunto de n puntos experimentales

(‘]i 9 Xli y Xzi A ree gy XRi) 41—
de un espacio de R + 1 dimensiones. El subindice 1 indica el
orden del punto y va de 1 a n. El primer subindice e las x
sirve para distinguir las variables independientes.

b) Por razones tedricas o empiricas se supcne que los puntos de a)
satisfacen la funcién:

y = F (x1 > Ko s eee s Xp oo kl R k2 s eee s kp) I11-3

donde k1 5 k2 s eee kp sor. P parémetros a determirar. P es

mencr que n.
c) .y Ky, Xas vee , Xor SOn R+ 1 variables aleatorias normales
Yi o X950 %05 > “R1 ’

todas con igual varianza o . Con un sencillo cambio de variables,
esto se satisface siempre, a menos que alguna variable no tuviera
error, pero en este caso también es salvable. Ver nota A sobre una
discusidn de esta hipStesis c).

d) No existe errcr debido a una mala eleccién de la funcidén TI-3.
Esta hipdtesis elimina la posihilidad de un error sisterdtico.

Dentro de la idea general del M.C.M., usaremcs como estimador la con-
dicién de hacer minima con respecto a los P pardmetros ¥, a la suratoria
de los cuadrados de la distancia (d) de cada punto experimental a la fun-
cidén. Dichc en ctras palabras: Le distancia real entre un punto experimental
y el correspondiente sin error (o sea el ‘real’) es-

2 2
(@) = ly; -F C5oeeen ks 0)) 4

1" o~1'g
~—~
b
|
s
N
=
T
=g

i1 X.i
j=1 J ]
donde la variable con mindscula indica la coordenacda medida y con maylscula

son los valores 'reales . Pero como estas no pueden conocerse, la II-4 es
solo una definicién tedrica.

Parece razonable sustituir las coordenadas "reales" por las que corres-
pondan al punto que estando sobre la funcién II-3, tengan distancia minima
con respecto al punto experimental. Es decir, definir la distancia minima:

R
2 . . 2 £ 2
(@) = [r; - F Ggys oves kpseed) 4 jgl (in - xji) II-5
donde los Xzi se obtienen resolviendo el sistema de R ecuaciones ccn R
incdgnitas: )
3 d 3 (di)
______ = ———=T-- =0
3 x1 3 x1
e e e e e e e e e e e 17-6
2
3 d 3 (d.)
——t_ = ____%__ =0
]
3 XR 3xp

PP-5
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y lo que sc husca es qus la sumatoria:
n n —- K _
L \2 7 2 ' 2
(a.) = v. = F Gy oo JKyyeld) + (.. - %.. )
igl 1 igl _( 71 127 1 ) jzl j1i Jj1 _
II-7

sea minima con respecto 2 los pardmetros k, condicidn que implica resolver
el sistema de P <cuaciones con P inchenitas:

[ ] @)?
\ B S o
\ 3 kl
n
/ » 1@’
‘\ S ot S - 0
P .

Es evidente que el método puede lleger a ser bastante complicado, sceln
sea II-3, y enseruida pueds caerse, al tratar de calcularlo, en un circulo
vicioso: L1 sistema II-6 no pucde resolverse antes de corocar los coeficien-
tes Zi, y para ccnocer los kj habria que resolver ¢l sistema II-8, para

t

lo cu 1@y gque ccnocer a las in quz son el resultado de II-GC.

Siempre queda el procadimiento heroicce de resolverlo en forma iterativa,
y asi puccon obtercrse los pardmetros con la precizidn que se desea. Con las
facilidades de una computadora, este es el procedimiento mis expeditivo.

Hay que acotar, que tanto II-6 couo II-8 en general van a dar como

L) ALC .S . .. .
solucidn maltiples extremos, que no tienen porque ser minimos. Debe estudiar-
se en cada caso cl Hessiano, y clegir entre los distintos minimos relativos
al menor.

Er. un caso narticular (que por supuesto es el lineal), ¢l mé&todo toma
una forma sencilla, haciendo uso del cilculo vectorial. Lo veremos seguidamente.

Para introducir la distancia II-5, usamos la expresidén "parcce razonable".
~ - . . - . Pl
Mas adelante, daramos una justificacién ricurosa del método, al damostrar su
consistencia y eficiencia.

FP-6
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Fara el caso particular en que II-3 ec:
y:m}{+b II-8

(o sea la clésica recta) la distancia entre un punto y II-9 se expresa
came:

2 ¥
a5 = Gy, -mxl - D+ (x - xD? 1I-10
1 1 1 1 1
y si hacernos el cambio de variables
1
V. -m¥x. - b =E§€
Py 1 Yi-
) I7.11
X. - X. = €
1 1 Y5
podemos escribir (ver figp. 1)
2
A = g2+ g2 IT-12
1 y. . .
: X
| -
| y /// |
‘ mx'.+b ‘ o e
b - - :"C d
‘ + ¢ i
f— ~¢5§4: - yr__n P. ( x.)
i 37 e s i Vi
/j// ' 1, ,
. b
’ l LI AN
/ T g
X, % X
Fig. 1 |
Ahcra imponemcs que los di de II-12 sean minimas con respecte a las

X+ . Por esta condicidén todos los

o1 d; serédn normales a la recta y paralelos
entre si. 0 sea:

ey €.
-E‘_;— = —E_;_ - ¢ . € = K €. . II . 13
X Yi X
P P
y es trivial que esta constante K vale:
1
K= - - €. = -T € IT.1u
m 1 Y3



Y 1a IT-1? puede escribirse ahcra como:
d2 €.+ € € + 2 € (14m2) € II-15
.= = m = (1+m =15
. e . : . N
1 yi i Y4 yj Yi

donde en II-15 ya estd irplicito aue es minimc con respecto a x5

Si ahcra le sacamos la raiz a II-15 y hacemos la ccnvencidn de to-

mar el signo de d; igual al de Eyi

d. = V1 +n? € IT-1¢€

podrenos expresar exactamente la ec. II-8 como:

. - € = mx. +
Y; y. m X; b
= - +
m (x Exa) b

1

TmX;, -m € X, +L

4

= m X + m? e += -

Vi
_ 2 T 2
y; - di/ Y1+n?2 =n x, + b+m . di/ 1+m I1-17

Yoaro 1 valede 1an, son n ecuacicnes II-17 independientes,
que pueden ser interpretadas ccrio las n componentes ce un vectcr de n

dimensiones: —_——> _—
d a —
Y - ——m———— =m (x + M ——————— ) + b (1) II-18
SR "1 +m?
->

donce el vector (1) es el que tiene las n componentes iguales a 1.
Desde el purto de vista geométrico, los dos vectcres del miembro de la
derecha de 1II-18 nos determinan un plano, de dos dimensiones en un
espacio de n, que es justamente el II-9 cuando d + 0: y otro vector
de ese mismo planc es el del nierbro de la izquierda. Y por supuesto, nos
interesa conocer a los coeficientes m y b, que nos permiten expresar la
combinaciln lineal I1I-18.

Pe la ecuacidén II-18 podemos despejar a le distancia:
-+ > d +
y-mx-b(1) = YLim® d 17-19
-+

y esta serd minima, cuando d (come vector en el espacio de n dimen-
siones) sza normal al plano definido por la ec. II-18. Esto es totalmen-
te equivalente a imponer la condicidn II-8. En cdlculo vectorial, lc,que
se necesita es que el producto escalar de cada vector de II-18 por d, ©
lo que es lo mismo, por €l miembro de la izquierda de II-19, sea nulo.
De donde se obtiene el sistema:

PP-8



-8 - II-C
<Yy, Yy > <Y, X > - b <y,21>- <d,d> = @
<y, X > mO<K, X > - I <x, 1>+ mecdi, d>= 0 7I-20
<y, 1> m o <x, 1> - L <1, 1> = Q

QUE SON treS €CUaCICNEs

y aunqus <1 sistama IT-20

cen tres inchgmitas: m, by

no es linezl, igu2lrente

caro veramos a continiacidén en este ejamplo scncillo:

<d, &

se rasuelve”

a) Scan Jos puntes sobr el plano: (ver fig. 2)
/
. ‘. Y/l\ 4
- - 4 ‘.’
1yy: %y . l or
a7
110 -1 20
-
211 1 : © 2
i=1 .7 .
3| 2 0 £f —
’ o] X
' - I'd
S 2 rig. 2

b)

c)

Suponeros que e3¢s puntos corresponden a la obsarvacién experimentcl
dc una recta tefrica: y=mx +b

Tanto x como y  ticnon ipual dispersién <xporimental (os decir,
. . A y e g

ticnen irual varianza). Zsto ez un dato adicicnal que sc d& al pro-

blema, porque no puede sacersce como consecuencia de 1os mismos pun-

tcs. Ver discusién -n VI- Nota A.

d)

Intorices

<37

» Y 2

<y, x>

A
X
X
A4

WY
\%

<1, 1>

cuales, reemplczando, resolvearos

de una forma mds complicada).

ahora calculamos Jos preductes escalares:

14

= 7
= 6
= b
= 2
= i

Supcnemes que 1z funcidn clcgida en b) es exacta (y ro, por ejamplo, .
ura aproximacion

nos queda



g TI-T
ik - 7 - £k - <d, 2> = ] A)
7-6m - Z.b+m <d, ¢ > = 0 {(®)
6 - 2.m - 4.b = 0 €8]
Si hacemos 2. (A) - 3. (2) v 2. (B - (C) nos queda:
1 - 8.m -2 <d,d> = Q An)
§-10.m +2.m <d,d> = C B')
y si ahora sunames m. (A*) + (B'):
~&.m +6=0 m= o+ 1
que generan dos conjuntos de soluciones:
m = i B2 <d,d> = <g1 i =1
m, = -1 b, = 2 <d,d> = 9 .

y aue corresponden a Jdos
(graficada ocon

3 &

J

similc
caso
caso.

f

(o7
®

(II-3)

(IT-10)

(I1-12)

(I1-12)

exy

n

-

- OTRC 7ASOC PARTICULAR: FL HIPEFPLAMO

Z 2 .- oA s -
STOS que toma di . L2 la. es el mimamo
. en fic., 2) y es la s€iuciln que nos interesa.

el caso general al tener el problema lineal. Cormo os totalmente

al anterior, harenos referencia a las ecuaciones h

el

b

alladas para el

la recta, y porcrenos sin discusidn las que corresponden en este

R
y=L+ }  a.x
: ]
J . .
2 5 I
& = (y; -b- ] arxD+ ] (xio-
- j:l J .J‘ j=1 N
R
~
y. - b - Z a, R:: T €
* =1 3 32 Y4 L
b -X!. = EX %
Jron it
2 2 R 2
di - Ey.- + .é Ex..
1 j=1 T2
ey €,
i i1 T .
------ = I L, =K.+ €
€ € yi ] in
I Sm

IT-21

I1-22

IT-23

II-24
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II-14%3 (, =- 1 z = -~ 2 . -
(ZI-11 :\3 4/1: ) % 2 5. TT-26
9 R R T
2 2 2 2 2.
(II-1% 4. = gf + Z 52 T € + Ei Z a. = (14-2 .a.)c;f I1-27
SRS S T - £ S F . B o
\ / R ' ,
(II-18)  d, = \'1+ § 4 - 1I-29
ST j Yi
K
R >
: R i .;1 %
(II-17) y. = ==—m S Y T S-St S L - T1-26
TR, R
\/ 1+) a /: +7 a
21 \
Y
— “g“‘_‘é — R a. - d
(II-18) Y ~ =————Cmmmee =bh (1) + ] a; x5+ SN S— ) 1I-30
// -j:4 J
L/ koo : / Py
1+ ] a, i+ ] =]
=1 3= )
-
e : - R,
(I1-19) v -> @ - ) ey x =\[1+] a; d 11-31
=1 2 :]:l J
(IT-29) s <Y,y -b <1l,y> - Zaj <3".‘)V> - <d,ad»>=0
,f .
<y, 1> -b<"_,1>-za;l <%x., 1> =0
j <
<Y, % > -Db <1, x> - %aJ<xys%>+aj<d,¢=O
) :
<Y, X, > = b <lx,> - Za] <Xis%, > +a,<d,d>= 0
]
v, W - % - d = -37
<Y, Mp > - b <L % a5 <Xyxp > 4 ap<d,d> =0 II-32

(el sist. I1-32 son R + 2 ecuaciones con F + 2 incOonitas) (X1 sistema
es no linezl) Incogritas:
Ays evr 5 @ps b y. <d, d>

v (N

Teoricanente, resolviendo el sistema II-32 se scluciora totzlmente €l pro-
blema de ajuste de w: hiperplaro. Pero la resolucién requiere téricas especiales
debide 4 que no es linezl Uno de los inccnveniertes (v ro es el mayor), es gue
gensraimente se obtienern 20 conjuntos de scluciones para a1, 29,...,3p, O
y <d. d> . e todaz debe elegirse la que correspende al mencr <, 4 > (Motese
que cada conjunto es un extremo, perc so0lo une es minimo abscolutc).

1
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e

el error en todas las vari ero para ser riguresos, debemcs rarar-
lo desde el punto de vista que lo obtenido s simplemente un estimader
y conc tal debe satizfacor las conciciones de CONSISTENCIA Y EFICIENCIA
definidas en el primer capitule.

Hermes estudiade en el Capitulo IT, un rétodo posible de considerar
: P

Una de las formas m3s rigwrosas de hacerle, es estudiar la distribu-
cidn estadisticz d:o lo que hares liamado distancia, y aplicarle a esa dis-
tribucién la FUNCICON DF JAXTi VERCSIMILIDAD (F.M.V.) de Fisher.

En realidad la F.M.V. ya fue utilirada por Gauss (Yerke, vol. 4 Go-
tinga, 1880) ., perc como rétode general fue introducido por R.A. Fisher
("0 an atesclute aritericn for fitting frequancy curves', Mess. of Math.,
41, (1%12), pag. 155). Lo importante de este m&todo, v que es lo qua noso-
tros necesitamos, es que la F.M.V. es un estimador, que bajc ciertas con-
diciones generalcs, es asintoticamente consistente y asintoticamente efi-
ciente. Si podemos demostrar que los resultados que se obtienen con la F.M.V.
son similares a los que se obtienen con 21 M.D.M., entonces habramos demos-
trado esas dos propiedades para el H.D.M.

E) ¢stimador de la F.M.V. consiste en lo sipuiente:

Se define como funcidn de verosimilitud “L" de una muestra de n valo-
res de una poblacidén de tipo continua a:

L (yl, Yos vees Yo a) = f (yl) a) - f (yz, a)... f (Vn’ a) III-1

donde:

Vs Ypseee.y, SOB los valcres que tama la variable aleatoria vy.
il

a- -~ - - = 2 un pardmetro que no Se Conoce & priori v desea
estimarce a partir de la misma rmuestra.

]
~
<
u
~
t
!

es la funcidn de densidad de probavilidad de encon-
trar el valor y; , cuande ¢l parametre desconocido
vale Ma'".

Y €l rétods consistc en elegir como pardmetro i, a aquel valor que
hace maxima a "L", o lo que es lc mismo, al logaritmo de L:

__________ = 0 I7I-2

donds, cano siampre, es necesario estudiar el comportamiento de la derivaca
segundca. .

F1 método se gencraliza inmediatamente cuando el nimero de parfmetros
son 203 © mas, cbteniéndose un sistama de dos ¢ mds ecuaciones (y un Hessia-
no gque estudiar).

©P-12
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2 - ESTADISTICA LE A VARIABIY ALDATCORIA "DIST/NCIA™M

Para poder aplicar la FT.M.V. debanos conccer la funcidén dionsidad de
prcbabilidad que satisface la distancia. & continuacién la discutiramos
para dxrferentes casos.

a) Distancia real®: Si todas las vorﬂaLl s son normales, con isfual va-

rianza ¢ , cntonces (%35 - ) ¢s una variablc rormal (0,0 ) vy
tendremos que la distancia real® de%lnida por ec. II-4, por ser la sura
del cuadrado de R + 1 variables aleatcorias rormales (0, o) es una va-
riable aleatoria con distribucidn x1 (exectarent:: ) con R+ 1 grados
de libertad, cuya funcidn densidad de probabilidad ¢

2 24 2
R-1 -(3-42 5%) )
. de .D. . T e 4.
f. de d.p (dl ) ( i R+1) 5 . e 1( I1T-3

2; 2 i R+1 r 2

b) Distanciz minima al cu_drudh R.A. Fister (Journal of the Royal Statisti-
cal Sociwty 85 (192“) pag. 87 y 87 (1924) pag. u42) demostrd que es ne-

cesario reducir ol nimero de grados de libertad de la distribucidn en ura

unidad per cada uno de los pardmetros estinados 2 partir de la mucstra.

Estc no es el caso, porque los R parémetroa 711 que hay que determinar

para cada j, a fin de obtencr la distancia minifia, caracterizan a cada va-

riable aleatoria y no a la distribuciédn de la variable aleatoria. Las condi-

ciones de minimo TII-6, al afectar a las vadicbhles aleatories, en una forma

no predecible (dependen de la funcién II-3 y del purito), afectan a su distri-

bucidn, también en una forma no predecible.

En primera aproximacidn, si la perturbacidn es pequefia, podercs suponar
que a los R + 1 grados de libertad criginales, deben descontarsc las R
condiciones de minima distancia (sistema II-6) con lo que quedan X+ 1 -R=1
grado de libertad, v entonces la distribucién d= la distancia mindma, scré
una x2 con un grado de libertad. Y la funcidn densidad de probabilidad de
la distancia minima al cuadrado sera:

2
f-d-po (di ) S mmmrmrmmnm e - ————— . C III_I_‘

Es interesante destacar que la varianza que aparece en III-4 es la
misma que la de III-3. Pero la varianza de las variables, & priori no puc-
den calcularse, ya que la distancia real jamis puede conoccrse. Entonces es
cv1dbnte la importancia que tienc encontrar un ﬂctodo de calcularlg a tra-
vés de III-4. Lo harcmos cn este mismo capitulo, mas adelante.

c) Distancie minima: La ec. ITI-4% es la funcidn densidad de probabili-

dad de 1z distancia minima al cuadrado. Si a df le extraemos la raiz
y tamamos como signo =l positivo, su distribucidn cstadistica en una x° modi-
ficada, de un grado de libertad. Y la funcidn den51dad de probabilidad de la dist
distanciez minima, tonada con signo positivo seré:

2 - d?_ / (2« a2)
) T mmmmemmmem e . e III-5

la ec. ITI-5 es solo aproximada, ya quce se deduce de le ITI-U, que tam-
bién es aproximada.

PP-13
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d) - Pistancia minima con superficic orientada: Bajo cicrtas condicion:s,
las férmulas ITI-4 y ITI-S5 pueden llegar a ser tan exactas como se
quicra. Esas condiciones son las mismas que S¢  necesitan para demestrar
lo siguiente:

La distancia minima tiene una distribucidon que tiende a la normal,
cuando se cumpie que:

H1) Todas las coordenadas de cada punto experimental, son variables ales-
torias con distribucibén normzl, y todas con igual varianza: o .
Mo es nccesario que se conozca o .

» ~ \ » .
H2) Alrededor de cada punto x.. , Ros s eer s xéi de coordenada minima,
en un entorno definido por
t §
in - Ao . < Xj < in + o, A >1 ITI-€

la funcién II-3 difiere en menos de un e del plano tangente que
pasa por dichc punto (se puede demostrar gue el plano tangente tiene CCmo
vector normal a la distancia minima). Ay e son independientes de 1
yde j. € << o .

E3) la funcién II-3 es orientatle en todo el domirio donde se han tomadc
puntos experimentales. (Estc se pide para darle un sicro a la raiz
cuadrada cue define la distancia minima. Ya se aplicd implicitamente al cal-
cular la recta cuando se taud como signo de la distancia minima, el signo

que tenia el error de la coorcenada ‘y' - Can. II/C-).

ri4) Se supone que el punto "real’ Yi s Xﬂi s X2i s see s XRi se encuentra
sobre la funcidn. =

Demostracidén: Podemos definir la distancia casi rcal, como la distancia entre
el punto experimental y la proyeccidon del punto real sobre el
planc tangente.

Si1 las coordenadas de la distancia real estin en el entorno III-f, la
distancia casi real diferird de la real enmenos de € y como e < < 0,
ertonces estos puntos tendrdn aproximadamente la misma distribucidn que la
¢istancia real, o sea que SU f.d.p. tenderd a 1a ITI-3, y serd igual cuan-
do e = 0.

Queda por considerar los puntos "reales" que salen fuera del entorno
III-6. La cantidad de ellos serd funcién de A . Si la II-3 fuere funcidn
de una sola variable independiente, y si A = 1, el 31,7% estarian fuera del
entorno. S1 A = 2, estarian afuera el 4,5%. Si A = 3 solo el 0,27%. Fara
el caso de que fueran dos las variables independientes v A = 1, e1 53,4 %
estarian afuera. In tabla 1 se han calculade el nimero de puntos “reales”
que quedarian excluidos del intervalo para distintos A y para distintc
ndmerc de variables independientes.

PP-14
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- qu -
TARLA 1
: : ]
NS de | '
variat., } A= 0 r =1 A= 2 A= 3 A= 4
indep. |
é ' |
1 | 100 2 31,73 % 4.55 % 0,27 % 0,006% |
2 109 52,35 8,39 0,5t 0,01
3 109 68,18 13,04 0,81 1,02
M 190 | 78,28 17,00 1,5 n,02
5 100 85,17 20,77 1,34 0,03
6 100 89,68 24,33 1,61 0,0u
7 100 93,09 27,32 1,87 0,0 ,
8 100 95,28 31,10 2,1u 0,05
9 100 96,78 34,24 2,40 0,05
10 109 97,8 37,23 2,57 0,06
l ;
Porcentaje de puntos 'reales” fuera del intsr-
valo definido en III-f en funcion de A para
distinto nimero de variatles independientes.
De la tabla se deduce que si se satisface H2) para A = 3, aungue

el nnero de variables independientes cea 10, puede afirmarse con eryor
menor que el 3%, que la distancia casi real tiene una distribucién X® con
R * 1 grados de libertad.

La preyeccidn de la distancia casi real scbre la recta normal al hiper-
plaro tangarte c¢s la distancia minima (ya que la distancia minima es normal
al hiperplaro targente). Esta proyeccidn es una combinacién lineal de los
errores sobre todas las coordenadas del punto, v es igual a la combinacién
lineal que resulta de hacer una rotacién del sistema de coordenadas (dife-
rente pera cada punte experimental), tal que una de las nuevas coordenadas
coincida con la distancia mirima, y las otras, ortogcnales, estan scbre el
hipcrplano tangente. Para hacer esta rotacién, tenemos gque hacer una trans-
formacién crtogonal, obteniendo (en la misma notacidn usada en I1I-23)

d +

€ + 3 € + g

c . = q €y oo ¥ By . By .
1(min.) Vi - Yy Xego  Xqg Xpo “Rps Xp: Ri

Pero la combinacién lineal de variables aleatorias normales, es una
variacle aleatcria normal, cunpliéndose ademis que

2 = n2 2 2 2 2 2 2
o] s =@ o 8 o] B a eos B a
d(ain) v; Y ¥ % Xo. X Xp Rp
= 2 2 g2 2 Y 42
(2 +g2 482 o+ ..ow82 o
1 11 21 R1
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III-B

y caro la transficrmacidn es ortogoral

g2 + gi + 5%; + ... + gaZ =1
Yi 11 %1 *ri
g (d mdn.) = g I17-7

En consecuencia, cueda demostrado, que tajo las hipltesis hechas, la
distancia minima tiene una distribucidn que tiende a la normal, con la mis-
ma varianza que la de las coordenadas:

f.d.p. (d min) = cmmmeeeee e I1-8

La orientatilidad de la funcién se requirié para darle un signo a d

con 1o cual el campe de definicidn de ITI-8 wva de - a+o,
Notese que si no se pudiera orientar a II-3, entonces puede considerarse a
+ a2

que tiene la distribucidén III-5, con camo de definicién de 0 a +
(esta es la razén porque tiene un facter 2) y que coircide evactamente con
ITT-2.

La HK3) seri ura Gtil propiedad cuando intentemos hacer verificacidén de
hipdtesis.

C - APLICACION DE LA FUNCION DO MAXIMA VEROSIMILITUD.

Ya conocida la funcién de probabilidad de la distancia, es muy facil
aplicar la F.M.V. Sin embargc pueden cbtenerse so"D“esas. na de las mayc-
res, es comprobqr que =i se usa este procedimiento a la f.d.p. de la dis-
tancia minima al Qladrado el resultado es totalmente diferente al método
de la distancia minimas (y es tanbién diferente a lo que se obtiene si s2
aplica la F.M.V. a la distancia minima con & sin superficie orientada).
razén es que las derivadas de III-4 son divergentes, y la F.M.V. sc escapa
de las "“ciertas condiciones gererales', dertic de las cuales se pruchan sus
propizdades. Resumiendo, no es aplicable la F.M.V. a la f.d.p. III-4, sien-
do cste caso uno de esos bueros ejempmlos patoldgicos donde hay que tener
sumarente cuidado.

Ahora aplicareros este estimador, a la distancia minima con superficie
orientada (f.d.p. ITII-8). La funcidr de verosimilitud (TII-1) es para este

caso: 2
n -l - d. / 2 o2 '_ S I I f d.
L= 01 (@2nrn¢2) 2 . 1 = 1(2rg?) 2 ce 202 Y i
i=1 I _
y su logaritmo: n 1 n .
tn L=~ == gn (2 102) = —oeuom yoa III-10
2 202 iz3  *

y ahora debemos hacer méxima a IT1I-10 con respecto a las constantes a de-

terminar, es decicro? s Ky Koy ey kp.

)
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Y 4. L It A 1 n
i + - Z dz =3
3 of 2 2 7 ol 2 gt i=1
!
1 n ‘
g2 = -— al I
n i=1 i
|
n
2
a oL 1 2 1«
_______ = e me—n St S =0
3 k 2 ¢? 3 k
m ™
O sea:
n
7 ey &
-~__iig _____ :__ =0
3 k1
/ 3) 4
__-ii} ______ =0
3 k
o

qie es exactamente el sistema II-8., (la condicidén II-6 ya esti
ta al deducir IIT-S para la distancia minima).

Se puede observar que se hubiera llesado al mismo resultado
de la funcidén densidad de probabilidad III-S.

El resultado obtenido, sirve
todo de las distancias minimas es
asintéticamente eficiente, ya que
las condiciones

demostracidn rigurosa, de

COome
D
T
-

ITI-C

ITI-11

ITT.12

implici-

cartiendo

cque el mé--

un método asintdticamente consistente y

la F.M.V. lc es, mientras sear aplicatles
impuestas para demostrar la estadistica de la distancia minina.
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CAP. IV - INTIRVALDS DF (ONMFIANZA
A - DETINICION

Hasta el presente, hemos desarrellado un método de evaluar constantes
desconocidas de una funcién dada, a partir de una ruestra de puntos experi--
mentales, v demostraros qle el método empleade es eficiente. Si se hiciera
una nueva serie de nedidas (otro rrueotreo) . los nueves valerss de las cons-
tantes muy prcbablemente diferirér. de los primeros, debido a que unos y
otros tieren errores. Por eso, es de sumc interés dar a cada constante una
cota de =rror, y primerc definir como se intaroreta el mismo.

Mucho se ha escrito sobre el tema, clasicamente basado en ¢l teorema
de Bayes, mds recientemente con la teoria de las probabilidades fiduciales
debida a K.A. Fisher y con la teoria de los irtervalos confidenciales, de-
bida a J. Neyman,

Sumonbamos que carno resultado de un muestreo, hemcs obtenide el valor
particular k5 del parametro exacte desconocido kv, Signiendo conceptos
establecicos per J. ,Jey'm,.n, la precisién de k, debe asociarse a doc nime-
ros §y € (6 > 0), (1 <e <0) tales que la probabilidad de que el
perdnetro verdadero },v que ‘¢ incluido entre los limites ¥k + & sea igual
al- ¢ .E&n tvnunos _mAs generales., se trata de encontrar dOo parametros

(funciones de los valores muestrales) k Y km2 , tal que la prchatili-

0l k ',,3 incluya el parimetro verdaderc k ter-

ga un valor daco 1 - € ., Cuaruo exista tal intervalo se llamari 1ntcrvalo
de cenfianza del pardretro k¥ , y a la probabilidad 1 - e se llamard coe-
ficiente de confianza del 1nttrmlo.

dad de que el intayvalor (‘«’

B - VARIANZA DE [0S PARAMETROS

Estudiareros pr‘im,ro lz varianza de los pardretros, debido a que los
intervalos de confianza pueden deducirse camo una generalizacidn de aquel.

Para simplificar, camencemos suoponiendo que V (x, y) es una medida
indirecta de dos variables indeperdiertes x e y, que se miden directamente,
siendc estas dos variables aleatorias normales. con varianza o4 ¥ oy
respectivanente.

Podemos tamar el diferencial de V (en primer orden) alrededor del valor
madio de las variables 1ndeoend1er tes: X e y :

adV = —ee-- X+t e dy Iv-1

Bara la iésima determinacidn de V, pasanos a incrementos finitos,

sustituyendo dx. por e,. y dy por e .
3 bS Y Yi

§ V. = e S S e IV-2

dende la aproximacidn serd tanto mejor cuanto menores sean los errvores. Si
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icieyon i determinacicnes de YV, el valor medio de la suma Jde

m , 2 *ﬂ 2 3 2
,Zq(: v1) AV, .ZA i ERY Zq Eyl
B 1=z RN
-------------- s (o)t R e B
i dx m X m T3
Y 3V ;24 (Eyi Exi)
2 mmm e eSO
X dy i

€1 n -+« las sumas se pueden poner en funcidn de las varianzas.
P ¢ A - . . - . .
Ademis si los errcres no estan correlaciornades, el Gltimo término de IV-3
es nulo, con 1o que en el llr te tencrenos:

v - 3V
. 2 2 .
O, * (- o) # (=== o) Tv-t
IX 3y “

Y ahcra pasamos a @dlicar el resultado IV-4  al M.D.M. Cada paré-

metre kK es cxprcsable cemo una funcidn B’
- v 7 _
Kn*%nwi’xn > e > Xpg oo oseees Yoos g ,“.,x%) V-5
y ccmo hemos supuesto cue todas las coordenadas de todos “Oa puntos son in-
deperdientes, y que cada cocrdenada tiene varianza o , tendremos:
\ f dg_ 2 Ig_ .2 g .2
o = o\j(——mﬂ-\ (=5 R T i R
S v Ix ax
-1 11 R1 VLA
““““““““ ;;‘"""“"“““'""“""_“""""‘_;’""“‘1
2 B |2 g,.2
m T M
R e I e R e
ayn 3:~<1:_L 3xR1

que es la varianza del parﬂretrh k_ en funcibn de la varianza de las cocr-
dena as. Lz misma debe inter Hretarsg en cl sentide de gque si se hace un gran
namere de cdiculos de ¥, con puntos experimentales, el €8,3% estarian com-

Drendldos dentro del intervalo cuyo ancho es dos veces IV- 6 perv no impli-

ca que K, sea una variabls normal. Podria ocurrir que ni siquicra fuera
aleatorla.
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TTRVALD TF CONFTANZA DE LOS PARAMETECS.

&L

¢ - I

Antes & continuar, harsmos una obssrvacidn para lo que sigue. Hasta
aqui estuvimos llamendo 'warianza' indistintamente a

- n
2 -2
= —_—— . - v-7
s .Z‘ (xl x) I
n i=1
y a:
0?2 = 1li~ s? V-8
D 9 o

cuando con riger, la primera (IV-7) es la 'varianza muestral” mientras
IV-8 es la verdadera definiciln de "varianza', sin que hasta el presante
esta dualidad nos trajera inconvenicntes. Pero, de ahora cn adclantc, dis-

tinguwiremnos un témine del otro.

El paso de calaular 1z verianza mucstral, a calculer los intervalos
de confianza de los pardmetros, es bastante facil cuande las variables scn
normales. Para ello, tengamos en cuenta que la media de una distribucion
normal (m) , para un coeficiente de confianza 1-p/100 (donde » es el
tanto por cierto de probabilidad de que el valor verdadero se encuenire

fuer a del intervalo de confianza), tiene un intervalo de confianza:
- s _ 1
X - A —m———e < m o <x ) ee——m—eo IvV-9
p J P /y//
n-1 n-1

dende, cono siempre X  es el valor medio calculado de una muestra de n
determinacicries, s es la varianza muestray A, es el valordel p
por ciento de la distribucién t-Student para n-q grados de libertad
(Ver taila 4 de H. Cramer-Mathematical Methods of Statistics, p. ei.).
Gencralmente en fisica se usa hacer Ap = 1 , que corresponde a p = 30,
con lo cual se estudia la probabilidad de que el verdadero parametro se
encuentre entre: 1

X z s/tn-12 IV-10
cocn una probabilicad del 70% aproximadamente (A, - 1 para n = 20, sien-
do casi independiente del nimero de gradcs de libertad, ¢ sea del nimero
de medicicnes).

Y el intervalo de confianza de lcs parfmetros k; se calcula simple-
mente usando la férmula IV-U4, pero reerplazando las varianzas muestrales
por los intervalos IV-10. O sea que finalmente se tiene:

e O YT ol AEEEEI A G o
n 3 Yy 3 %y 2 X,
Iv.11
)
I g 3 g 3 o
R e I O MU G |
3 yn 3 Xln 3 x;{n
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orxle 8§ y €y son los intervalos de confianza para las coordenadas y para

fu

el parzmetre Xk respectivemente, pars un coeficiente de confianza del 0,7.
§ se calcula core: n
Z (d,)
s = A Iv-12
n-n-"P

donde se debe perier P, porque el cilculc de P constantes le quita a la
distribucidn t-Student P prados de libertacd.

D - UN METODO ALTEPMATIVO APPOXIMADO

Tanto la expresién IV-6 como la IV-9, que son proporcionalss, son
de muy cificil c3loulo, y salve cases perticulares, no pasan de ser sirples
declaracicnes de deseos, debide a que g, es siempre una funcién complicada.
Ya para la recta es el resultade de resclver un sistema no lineal. Muchas ve-
ces, nl siquiera podrd obtenerse la forra explicita IV-5.

Adom3s, el clculo efective de las X, en la mayoria de los casos,
se tendra que hacer en forma iterativa, en donde ne se calcula, por no hacer
faita, g

Tede esto indica la necesidad de buscar ur método alternativeo de cal-
cular locs intervaleos de cornfianza.

La idza c¢s conseguir un resultade aproximado, mediante el cilculo de
cuanto habria que variar cada pard&mstro por separade para quc la varianza varie
en la misma cantidad que su intervelo de confianza.

Para ello, recordemos primerc el intervaic de confianza de la varian-
za. Para un cceficiente de confianza de 1~-p/100 (donde p es el tanto por
ciento ce la probabilidad de que el verdaderce valor de la varianze quede fuera
del intervalo), 12 varianza *ticne el intervalo d= confianza:

s/n sV n
--------- < G v € eme——m Iv-13
xpd Xp'
* 1
donde: p' = 1C0 - -=-P
2
" - 1
p =--- D
2
2 2 . . . . .
Xpr ¥ Xpe o €S el valor del p' y p" por ciento de la distribucidn
£ £ 2 . .
X para n - 1 grados de libertad. (Ver tabla 3 de H.
Cramec-Mathematical Methods of Statistic, p. ei.)
s es la variarnza ruestral,
n es el nimero de observaciones.

Despues, noteros que la expresién IV-5 (v dado que los kK, se deter-

rinan a través de II-£ y II-8) nodemos escribirla como:



Iv-o

- 71
b - c A 3 3 Vooql
o= gf (d, d cee 5 @) Iv-1i
m o m i 2 S
donde d; es la <istancia (II-5). Entonces podemos pensar en una expresion

: 1
inversa a IV-14, que es justamente II

Arora fijamos un cceficiente de confianza (podria ser de 0,7 o sea el
70%). Buscancs en tablas .
Xt
\/ p

vy calculazos el valor superior del intervalc de cenfianza de la varianza (IV-13).
Y finelmernte vamos iterativamente variando k, y calculardo nuevos ‘”s“, hasta
que lleyue al linite superior fijado, que correspcndera 1 un dado k. Y dareros
1la resta hm - K, como intervalo de confianra del parémetro ki, para el
coeficiente de confianza elegido.

L1 método usade es arwoxuwadc y semi-intuitive. Merece un estudio mas
profundo, posible mediante las facilidades de una computadora.

I, vez de estudiar ol efecto sotre la varianza por perturbar alfin k_ ,
vodria hacerse schre el valor medio de dj. Ustc trae el inconveniente que
correlaciona a las distancias. Un ejemplo extremc de esto, es si se estad cal-
culando una recta y se le suma a todas las distancias wa constante (v de
esta forma, cambia su valcr medio), esto modificard al término independiente,
pero dejard inalterada a la pandiente.
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G, v - VERIFICACION DL UHIPOTESIS

A - METODO DE JI CUACRADC

Tantc la hipdtesis d) del m&todo de cuadrados minimos, como la hi~
pOtesis d) <del mitodo de distancias minimas, presuponen que ro hay cerror
en la eleccién de la funcidn cuyos parédmetros se van a ajustar.

Afortunadamente, podemos apelar en una forma indirecta a métodes esta-
disticos para verificar si la hipdtesis hecha es o no correcta. Ya en la
introduceidn, al referirnos a inferencia estadistica, hablamos del problema
de distribucidn y cdel error de primera y segunda clase a que puede llevarnos.

En general, en estadistica se tienz una muestra que por una y otra
razén se acepta que tiene ura determinada distribucién. Pero existen desvia-
ciones entre los valores ruestrales y la correspondiente distribucién. Y sc
desea saber si estas desviaciones indican que se ha eleg*do mal a la distri-
bucién, o scn fluctuaciones debide al caracter alcatorio de la variatle

Usarcmos ahora el método de 2 para verificar hipdtesis. Cuande la
distribucidn es discrcta, el método consiste en calcular las desviaciones
entre el valor esporado y les valores observados, elevar al cuadrado estas
desviaciones (para evitar la campensacién de lac desviaciores de distinto
signo), dividir a cada unc de los cuadrados por el valor esperado, pari
tener una medida relativa de la importancia de la desviacidn, y sumar todas
las medidas relativas asi obtenidas. El resultado es el cuadrado de una va-
riable asintdticamente normal., y por lo tanto tcndard asintdticemente a la
distribucién de Ji cuadrado (x2), y la llamaremos

(muestral)

Se adopta luego un nivel de significacidr p, siendo p la probabili-
dad de rechazar la hlpOtLSlS cuando esta es cierta, y oue w;neralﬁ€n+e se
tana entre el 5 y el 0,1 %. Se busca on una tabla de x (p ej. 1a citada
de H. Cramer) el valor de

(tcbrico)

para cl dado y para el ninerce dg gredos de libertad del problemz, y se
corpara el x“(muestral) con el x (tcbrico). Si el primerec es maycr que
el seguncdo, se dice que la hipdtesis hecha de que 12 muestra correspondia

a la dada distribucidn, es falsa. (Siampre hay un riesgo p/100 de equivocarse)

Cuando la distritucidn es continua, el va;o“ obsarvado se obtiere ha-
ciendo un agrupamiento de datos, resultante de dividir el dominio de la va-
riable alecatoria en "z clases contiguas (cuidando que el ndmero de obser-
vaciones sea mucho mayor que 2z), contando cuantos sucesos se tiene cen cada clase,
y de alli se calcula su proaablllﬂad clasica. El valor esperado sc obtienc
calculando la intepral de la funcidn densidad de probabilidad entre los 1i-
mites de cada clas¢. Lo demds queda invariado.
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- APLICACICN A 1A DINTANCIA MIMIIA
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Lz aplicaciér al método de las distancias minirac (o al V.C.H.) RS Un
caso interesante. Zelemoc aplicar x? 2 un dado muestreo de distancias rmi-
nimas, para verificar si el misro curple © no con la distribucidn III -8 (6
ITT- “ si la superficie no es orientatle), v en el caso e aue la x2 (mues-
wral)  sea mayor gque la w2 (tefrica), ro sisnificard gue la dizstritbucidn
es ialsa, sino que la funciér elegida (que por supuesto afecta a la distri-
bucién) estd M A L elerida (a menos que no se curpla alguna de las hinlte-
sis que se necesitarcn para denostrar I1II-3, con excepcién de F3). Lamenta-
blemente, ror redics estadistices no puede determinarse cual es la funcién
que debe elegirse. Perc por lo menos puede saberse cual es la cque NC DEBE
ELEGIRSE

Ll cdlculo de  x2 (muestral) es agqui facil. Basta fiiarse que dividien-
do la sumatoria II-7 por o2 , ya teneroc:

n
2 (muestral) = -—- § (@) v-1
X Sl lla = - \ ¢ 1 ) v-1

que es justamente lo que nos intereca, por ser una variable x2 .,
la suma del cuadrade de variables aleatorias normales con varianza 1.
al haber dividide por 02 ,yque tiene n - P -1 erades de libertad
(pierde P rades ce libdertad por ias P constartes ¥ que dehen deter-
minarse de la risma muestra, mds otro grado quea pisrd: por determinar la
varianza tambiérn de la misra muestra). Motese qua el heche que la superfi-
cie sea o ro orientable no importa para el cflculo de la  x2 (muestral).

In principio peidria esperar<e que si se usa una funcifn con mis pari-
metros a determinar, al disminuir x? (muestral) puedp trabajarse con un
mejor nivel de significacién b. Pero (y esta es una de las hrOpwcdadcs
mas Importantes de Ji  cuadrado para nuestro M.D.M.) con maycr nime
de pacdmetres implica menor nilmero de srados de libertad, con lo cual dismi-
nuye también el valor de  x2 (teérico), vy finalmente debe llegarse a una
soluciln de compromiso. Esto es muy utll para el caso de tener que adoptar
un criterio de cuantes téminos ccnviene usar cuando se intenta un d-sarro-
llc en serie, ¢ cualquier método similar. R

2
B

C - DOCIMA PARA CO"\P'.',IACIOI\'ES LOCALES

Supongamos gque los puntes ohtinidos en un miestreo (¢ sea en un ciclo
oxnpleto de experiencia) puedan ser ordenables, por ejarple sepln una coor-
deriada creclente, ¥ que 1la superficie Jdefinida per la funcidn II 3 sea
oricntable, lo que nos permite cl;01r un siene a la distancia minima, segﬂn
se encucntre a un lado u otro de la supsrficic. (Recordemos que le distan-
cia minima ¢s perpendicular a la superfchg).

Con cetas armas, podremcs subsanar un inconveniente que tiene =1 calcu-

lo anterior. no dlcflnjut que varics gruncs difcrentes de puntos conticuos

tengan ura distancic del mismo sigmo. es decir que exdstz una corrclacidn
local del sizno de las distancias. F1 cilculo del inciso RB) solo tara en
cuenta que la" distanciaz, como un tode, tongan ura distribucién normal.
Esto cocurre cuando se trata de ajustar ountos que que estar sobre: una pa-
rahola tor rmeidio ¢ una vecta (o viceversz), con lo cual todcs lcs puntos
que estin a la deracha del nunto de interseccién de la recta con 1l paribe-

PP-ZL C L
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la tiznen distinto signo que los que estin a la izquierda (hesta que hayz un
NucvVo crucel, y €n general ciuando se trata de ajustar puntos que tienen poco
errcr con una funcidn que nc ¢s la correcta.

Una forma contundente de verificar estas correlaciones, es user la orde-
. . : . : . .
nacidn hecha v sumar algebraicanente la distancia de cacda puntc a la distancia
del punto siguiente, con lo cual se tiene la nueva variable aleatoria:

D1 = d1 + d2
(la G1tim2 rigurosamente no tiene sentido, pero no pesa mucho y nos permi-
te tener n variables aleatorias independientes), que por ser la suma de
dos variables aleatorias normales indcpendientes, tiene una distribucidn
normal, con una nueva m:dia (m') que es la suma de las dos medias anterio-
res, y con una nueva varianzae (¢') cuyo cuadrado es la suma de los cuadra-
dos de las varianzas de cada una de las variables suma:

S e ;Dl.=di+ di+1 N ;dn=c’n+ dl

m! = my + m, = 0 V-2
6’2 = o? + 02 = 2 o2
i 2
0'2 = VT. 0'2 V—3

con lo cual calculamos la nueva x2 (muestral)

: D ) e T )
x¢ (muestral) = )  —--=- z -== ] + = [ d_d, + d. d. V-4
i=1 2 ¢% i=1 o2 0?2 nl gy 1M

y corro puede verse de V-4, si nc existe ninguna clase de correlacicnes el
Gltime térmuno es nulo v vuelve a obtenerse V-1 (que debe a su vez compa-
rarse con la misma x2 (tcdrica) del inc. A), con lo que seria solamente
una repeticidn. Perc si existe correlacidn, el miestreo de la variable suma

va a tener dispersidn mayor que la calculada V-3, y el método de Ji cua-
cérado va a detectar si estas desviaciones son 0 no sirnificativas.

Para detectar una correlacién de mayor alcance, puede pensarse en ge-
nerar nuevas variables sumas de miés de dos distancias contiguas.

PP-25
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CAr., VI - HNCTAS.-

A) - DISCUSICON SOBR LA VARIANTA DE LAS CCORDEMADAS

Discutiremos seguidamente tres casos que se apartan de 1la hipdtesis
b) del planteo del M.D.M., que dice que todas las coordenadas tienen igual
varianza (e irplicitamente el mismo peso).

1) Varisbles con distinta varianza: FHay que entender que la varianza
muestral solo puede ccnocerse a poste-
riori del cdlculo de los parimetros, que es recién cuando se puede calcular
la expresién III-11. Sin embarge, a través de las mediciones de las mismas
coorderacas, o como resultado de un estudio previo del método de medide,
pueden establecerse con bastante precisidén un juego de relaciones del tipo:

SN L Yo . VIi-1

conde Uxm y ij son las varianzas de las cocrdenadas Xy Xj y am-

bas se desccniocen. Solo se conoce  y que asi resulta un dato mis del

m,J
riroblema, o mejor dicho un juego de datos. Entonces es facil hacer el cambio
de veriable:

v. (nuevo) = y. {viejo) / .
Yi S Yi {(viejo) Yy,j

¥, . (nuevo) = xli(viejo) / Y13 VI-2

11

Xps (nuevo) = xRi(viejo) / YR,j

con lo cual seguimos sin saber la varianza, pero estamos seguros que todas
nuestras coordenadas tienen igual varianza.

2) Una (o varias) variables independientes comn crror nulo: Si una (c va-

rias) de las coordenadas tiene error nulo o despreciable frente a los
P . . - - »
demés (lo que implica que su varianza sea cero ¢ tienda a cero), no es apli-
cabie lo anterior. Sin embargo el caso es facil de salvar.

Supongamos que sea la coordenada x4 la quc tiene varianza nula. En-
tonces en vez de usar II-5 (y el sistema II-€) para definir la distancia
minima, usamos:

2
—-— - ? ' " '
di = (yi - F (Xli’”"xm—l,i’ Xm,i, )‘sm+1 3i, coey XRi) ) +
| . V-3
m-i ' 2 n . 2
+ z ( - X.. + z (X - . )
]21 33 J1i j:'In+1 11 31
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y el sistema ITI-6 scrén las derivadas con respecto a

1 14
» eee s Xpoo

' ' 1
®a Np oy cee 3 X
0 Ppo > Fm-1 7 T+l
lc gue serd un sistema de R-1 ecuaciones con R - 1 incdenitas. Y lo de-
m&s sifue invariado, recordando gque al hacer las sumatorias sobre j (subin-
dice gque heres distinguido para sumar scbre variables independientes) debe
cnitirse el términc de 3§ = m.

3) La variatle dependiente con errcr nulo: Fara el caso particular en que
la variable dependiente tenga
error nulo, tendrerncs que hacer minima a la distancia definida como:

d, = (%:: - x VI-4
1

con la condicién que

s = F (Ryrgeeny Xpo 5 Kyy wewy K ) =0
Yi LS 1G S A ’p
que es vn caso de extremo de funciones con variables lizadas, y para su re-
solucitn tuede apelarse al método de multiplicadores de Lagrange.

L) Funtos de distinto pess: Si Jos puntos tienen distinto peso, el prohle-
ma se resuelve haciendo la suma II-7 con

peso determinzdo para cada dji. Por ejenplo, si estos pesos fueran qq para

el punto 1...., g4 p=ra el punto n, habria que tratar de hacer minirma

con respecto a los parametros kj a la sumatoria:

y lo demds todo Igual.

3 - IDACION LTiZAL:  DIFTRENCIA ENTPE M.C.M, vy HM.D.M.

se canpara el sistema que se tlene que resolvel para ajustar una
1.C.M. con el similer para 21 M.D.M. se encuentra que los mis-
cinciden cuando la pendiente de la recta tiende a cero o el exror
a cero. Isto es razonable, perque en ese casc las distancias minirmas
ivalente a arrores ern la coordenada  "y". Caso contrario el sistema,
» ende los valorcs de log pardmetros resultan diferentes, aunque asin-
zmente consistentes. Cin embargo, los valores de la varianza, ain cuan-
ticnda a infinito, sen intrinsecamente diferentes.

+< 0+

Y]

8 by
'J"‘i [

Q

[}

&G
t
.
30

C - JASC ESPECIAL CUANIC BN VEZ DE WA SUPERFICIE SE DEBC AJUSTAR UNA CURVA.

Suponsamos que en vez de tener que ajustar una funcién del tipo de la
I1I-3, rrctondarcs ajuster ura hipercarva de M dimensiones en el espacic de
« S1 04 1M = P+ 1, 1la forma mas simple (y la Unica que considerare-
mes) de 1la eupresién anelitica de 1= curva sera:
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7 = 4 b sy - » V-
Ja fl (Kl, xz, vee s s kll’ klz, e “;p)
= 2 z . 'y k )
Yo f2 (x17 Xoy vee s X L21’ k22. vee 1 Xoc
YVI-3
= L : .. o)
Yo fO (xl’ Ros ~ee s Yo, le, kQ?’ . > k\

donde los yﬁ son todas variatles deperndientes. los X son todas varia-

i

bles independientes y los kﬁ r son cconstantes a determinar.

, - -
Si definimos la distancia gue hay que hacer minima CCro.

Q 5 M n
a, = 2 (x. -x.)? VI-6
Y97 Z 1 ( vis - iy R ) wi T Tmi
3=1 1=1 J 43 m=1 1i=1
dorde yi; es la variab:le yj observada en €l puntc i, lc mismo para
' 203 12
X is X5 son los valores que toma la variatle X al tor3r minima a la

distancia entre el punto 1 v la curva (x -y ©Suna coordenada scbre la

curva) , fj ; esla funcién f. calculada para las ccordenadas x1 R le .

*

t . -
EEIR VIR los respectivos parametics de la funcién jJ.

De aqul en adelante, se sicue la mecinica de calcular las variehbles
priradas por interredic del sistema que resulta de minimizar VI-f  con res-
pectc a 0111u mismas, y luego se calculan los pardmetros desconocidcs por
minimizacidn con respecto a ellos mismos de la sumetoria de los VI-6 so-
bre los n puntos.

D - FEQUISITOS DE LA FUNCIGH A ATUSTAR

FPara que el sistema 1I-6 y el II-8 tengan cpntldc, y pueda estudiar-
se el hessiano ccrresrondiente, es suficiente que la funciér 7II-3 (o cada
una de las VI-5) tenga derivaca segunda con raspecto a las variables y a
los pardmetros.

Sir embargo, pueue determinarse la caracteristica del’extremo'calculan—
do la funcidén en el punto y en un ento*no, con lo cual seria suficiente que
la funcién tuviera darlvaﬁn primera continua.

Mas ain, si el cilculo se hace por medios iterativos, ni 81qulbra se
necesita la primera derivada. Basta con que la funcién sea contimuz en el
entarmo de los puntos exovrlmentales, dentro del radio discutido en la de-
mostracidén de la estadistica de la distancia.



