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PESIMA.- Se generaliza el problema de cuadrados mínimos, para el 
caso de que todas las variables tengan error, llegando 
a un método general para ajustar parámetros de cualquier 
tipo de función. Se particulariza al caso lineal.

Se deiruestra que el método es asintóticamente con­
sistente y eficiente. Se encuentran intervalos de confian­
za de los parámetros y se sugiere una alternativa prácti­
ca para simplificar este problema.

Luego se estudian métodos estadísticos para verificar 
la bondad de la elección de la función, y se propone una 
dócima para detectar correlaciones locales en los errores.

Finalmente se discute como resolver los casos particu­
lares donde las hipótesis hechas no se satisfacen.
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I - INTRODUCCION

A - INHERENCIA ESTADISTICA.

En lo que sigue, trataremos de problemas de interpretación de observaciones 
y mediciones que tienen una determinada estadística. Este térra se lo identifica 
cano INFERENCIA ESTADISTICA - En esta pueden distinguirse tres etapas :
Io) Especificación: Consiste en la elección de la forma matemática de la ley 

estadística a seguir. Solo en pocos casos puede conocerse exactamente.
Pero formulando ciertas hipótesis, con verificación a posteriori, a veces 
puede llegarse a un buen conocimiento de esa ley. Por ejenplo, la hipóte­
sis básica de que el error cometido con una medición es el resultado de 
un número muy grande de pequeños errores independientes entre si, tales 
que cada uno de ellos no contribuye más que a una pequeña parte del resul­
tados permite especificar cano normal (gaussiana) a la distribución de 
errores cuando el numero de observaciones es muy grande. Y el problema de 
la inferencia estadística es, en este caso, determinar a partir de los 
mismos errores, a los dos coeficientes (m, a) que caracterizan totalmen­
te a esa distribución.

2o) Estimación: Conprende la elección de los métodos de cálculo para estimar 
los parámetros de la ley estadística. El método de los cuadrados mínimos 
de Gauss, la regla x2 de Pearson, la función de máxima verosimilitud 
de Fisner, son ej eriplcs de estimadores. Según Fisher , el método que debe­
rá emplearse para obtener los parámetros deseados debe satisfacer los si­
guientes requisitos:
a) - Consistencia- para un numero elevado de observaciones, la ley de pro­

babilidades del estimador debe concentrarse alrededor del verdadero 
valor del parámetro.

b) - Eficiencia: De todos los estimadores posibles corresponde elegir el
de varianza mínima.

3o) Distribución: Incluye la discusión de cualquier función de cantidades cuya 
distribución es conocida, y en particular la verificación de hipótesis, 
que consiste en aceptarla o rechazarla en función de la misma distribución. 
Este es un problema muy delicado, aún hoy materia de controversia, y que 
en general puede llevar a alguno de los siguientes errores:
a) - Rechazar V  hipótesis cuando esta es cierta (error de primera clase).
b) - Aceptar la hipótesis cuando esta es falsa (error de segunda clase).
Como es obvio, estos dos problemas están intimamente ligados, y para su 
separación existen varios métodos, pero uno de los mas efectivo es el 
empleo de x2 •

B - METODO DE CUADRADOS MINIMOS
El método de cuadrados mínimos (M.C.M.), para el caso más general, puede 

enunciarse cano’
a) Se tiene un conjunto de n puntos experimentales de un espacio de R + 1 

dimensiones
(y¿> , ^2i 5 "** * xrí^ i—i

donde el subíndice i va de 1 a n.
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b) 1 Por razones teóricas o empíricas se supone que les p'ir.tos debieran 
satisfacer a la función de P. variables independientes y P cons­
tantes indeterminadas:

y i  - f > x2i j *■' > P̂'" 3 "̂1 * ^2 ! ’ ^p^ 1-2
donde P es menor que n.

Generalmente se encuentra que el sistema es incompatible 
interesa es conocer las P constantes k a través del resull 
tral) debido a errores de dos tipos. Unos son los errores 
nación de los puntos. Generalmente estos errores se toman 
aunque si n no es muy grande lo riguroso sería considerar!^ 
tribución t-Student. Pero podrían eventualmente tener cualí 
distribución. Fs necesario destacar que si la determinación 
tos se hace por métodos experimentales, cada una de sus coordene 
verá afectada por un cierto error, pero el íl.C.M. exise la siguiente 
hipótesis restrictiva:

c) Todo el error está en la determinación de la coordenada dependiente, o 
por lo menos el error de las derás coordenadas es despreciable frente 
a aquel.

Además están los errores debidos a una mala elección de la función
1-2. Su discusión es delicada y lo dejaranos para un capítulo posterior, 
que será la verificación de hipótesis. De cualquier modo el M.C.M. esti­
pula’

d) No existen errores de este segundo tipo.
Por la hipótesis c)' la igualdad 1-2 deberá expresarse en rigor

como

= y^ - f *’*5 •••) 1-3

y el método consiste en FACER MINII'IA A LA SUFATORIA DE LOS CUADRADOS 
DE LOS ERRORES,COM RESPECTO A CADA UNA DE LAS CONSTANTES A DETERMINAR:

n
3 l  __i=l_
3 k.

= 0 1-4

Esto significa resolver un sistema de P ecuaciones con P in­
cógnitas (no siempre lineal) y eventualmente queda per estudiar el 
hessiano a fin de discutir la existencia de mínimo. También puede dar­
se que existan varios mínimos relativos y cualquier clase de patolo­
gía, originada en la forma particular de la función elegida 1-2.

Es de destacar que 1-4 es equivalente a hacer mínima a la va­
ri anza del error, lo que implica que es,por definición^el estimador 
más eficiente.
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A - RESTRICCION DEL METODO DE CUADRADOS TÍININOS.-
CoíTiO ya señalaros, la hipótesis c) del M.C.M. es desde el Dunto de vista 

teórico, ura limitación importante. Desde el punto de vista físico, es funda­
mental, ya que siempre se tiene certeza que en mayor o menor erado, todas las 
determinaciones experimentales siempre tienen error, que afectan a todas las 
coordenadas de cada punto.

En el caso que la función que se propone sea lineal, esta limitación se 
puede salvar en parte, tomando ccno variable defendiente a la que tenga más 
error. Per supuesto que el método falla si son más de una las variables que 
tienen error grande y además equivalente. Cuando la función que se propone 
no es lineal, y los mayores errores están en la variable independiente, no 
siempre puede ser despejada esta para invertir la función. En casos tan sim­
ples y comunes ccno un polinomio, o una suma de exponenciales, la inversión 
es imposible.

Es evidente que en primera aproximación el error de usar la hipótesis c) 
depende de la derivada de la función elegida (1-2) en el entorno del punto 
experimental. Si la derivada es pequeña con respecto a la variable , la 
determinación del error según el eje paralelo a ’v: (£y) será casi indepen­
diente del error xi. Pero por el contrario, si la derivada es grande o tien­
de a infinito, un pequeño error en la determinación de xi influirá grande­
mente en ey , que al considerar su cuadrado, agravará irás aun la importancia 
de este punto en la sumatoria que debe minimizarse.

Puede llegarse también a que ni siquiera quede definido ese error, o pe­
se infinitamente. Por ejemplo, si la función es:

y = • are eos (k^

puede calcularse k-̂  y k.2 con n puntos experimentales.
Supónganos que los valores calculados de las constantes sean A y  E respecti 
vamente. Entonces incluimos solo un punto mas,

(xn+i - yn+i} donde xn+i = (1/B) + s2 ^ yn+i = 0
Al calcular nuevamente por cuadrados mínimos k-[ y k2 el último punto

o no queda definido o pesa infinitamente, situación salvable obligando a que 
el nuevo ko valga ahora 0

l/( (1/B) + g ¿ ) .

En consecuencia, por grande que sea n, el último panto altera las constantes

B - PLANTEO DEL METODO DE DISTANCIAS MINIMAS.
Los inconvenientes planteados se solucionan si consideramos los errores 

en todas las coordenadas, como es obvio. Y una forma de hacerlo es considerar 
la distancia del punto a la función y trabajar con esa distancia.

El planteo del método (que para abreviar llamaremos M.D.K.) en su forma 
más general es el siguiente:



-  4 - II-B

a) Se tiene un conjunto de n puntos experimentales

b)

C/i . 11 X0 • -V 
£-± xSi’

de un espacio de R + 1 dimensiones. El subíndice i indica el 
orden del punto y va de 1 a n. El primer subíndice de las x 
sirve para distinguir las variables independientes.
Por razones teóricas o empíricas se supone que los puntos de a) 
satisfacen la función:

c)

y = F (x. . , xR , 1^ , k2 , • V
II-3

donde k 
menor que n

1 ’ k2 5 ... > k sor. P parámetros a determinar. P es

liJ 2i xPi son R + 1 variables aleatorias normales,
talas con igual varían zs. o . Con un sencillo cambio de variables, 
esto se satisface siempre3 a menos que alguna variable no tuviera 
error, pero en este caso también es salvable. Ver nota £ sobre una 
discusión de esta hipótesis c).

d) No existe error debido a una mala elección de la función II-3.
Esta hipótesis elimina la posibilidad de un error sistemático.
Dentro de la idea general del M.C.M., usaremos como estimador la con­

dición de hacer mínima con respecto a los P parámetros k, a la sumatoria 
de los cuadrados de la distancia (d) de cada punto experimental a la fun­
ción. Dicho en otras palabras: La distancia real entre un punto experimental 
y el correspondiente sin error (o sea el "real') es-

2 2 ^ 2  
= (y¿ - f (x1:L,..., kr  ...)) + ^  (*j;L-x..) n-4

donde la variable con minúscula indica la coordenada medida y con mayúscula 
son los valores "reales :. Pero como estas no pueden conocerse, la II-4 es 
solo una definición teórica.

Parece razonable sustituir las coordenadas ''reales" por las que corres­
pondan al punto que estando sobre la función II-3, tengan distancia mínima 
con respecto al punto experimental. Es decir, definir la distancia mínima:

R
+ I (x.. - x!.)

j=l 1 ^
II-5

donde los se obtienen resolviendo el sisteína de R ecuaciones con R
incógnitas:

3 d. i
3 x„ 3 x„

3 d. __ i
3 XR

ri-6
3(d *)
3 xĵP
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y lo que se busca es que la sumatoria:

II-B
- 5 -

n n R
2

1 (d¿) = l  ( y¿ - F (x|., ... ,k ,...)) + l (x., - x ^  ) 
i=l x i=l - 1 ^  1 j = l

II-7

sea mí: ama con respecto a los parámetros k, condición que inplica resolver 
el sistoria de P ecuaciones con P incógnitas:

n

1

V

n ? 
3 l W,-)2 i=l

P

= 0

II-S

= o

Es evidente que el método puede llegar a ser bastante complicado, según 
sea II-3, y enseguida puede caerse, al tratar de calcularlo, en un círculo 
vicioso: El sistema IÍ-6 no puede resolverse antes de conocer los coeficien­
tes kj, y para conocer los kj habría que resolver el sistema II-8 5 para 
lo cual hay que conocer a las Xj^ que son el resultado de II-G.

Siempre queda el procedimiento heroico de resolverlo en forma iterativa, 
y así pueden obtenerse los parámetros con la precisión que se desea. Con las 
facilidades de una computadora, este es el procedimiento más expeditivo.

Hay que acotar, que tanto II-6 ccnto II-8 en general van a dar como 
solución múltiples extremos, que no tienen porque ser mínimos. Debe estudiar­
se en cada caso el Hessiano, y elegir entre los distintos mínimos relativos 
al menor.

En un caso particular (que por supuesto es el lineal), el método tema 
una forma sencilla, haciendo uso del cálculo vectorial. Lo veremos seguidamente.

Para introducir la distancia II-5, usamos la expresión aparece razonable'-. 
Más adelante, daremos una justificación rigurosa del método, al demostrar su 
consistencia y eficiencia.
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C - UN CASO PARTICULAR- LA. RECTA

Fara el caso particular en que II-3 e s :

y = m x + b II-9

(o sea la clásica recta) la distancia entre un punto y II-9 se expresa 
C O H C : , 2

d- = (y. - rr x. - b)" + (x. - x!) 11-10i Ji i í i
y si haceros el carntio de variables 

v- - m x'. - b = e

X • - X-1 1

podemos escribir (ver fis. 1)
,2

yi-

e.y-1 -*i

11.11

11-12

Ahora imponerles que los d¿ de 11-12 sean mínimas con respecto a las 
x¿ . Por esta condición todos los d¿ serán normales a la recta y paralelos 
entre si. 0 sea

ey • ex •— •-!- = -- i- . *. e = Ke e y.y x yiP P
y es trivial que esta constante K vale-

1

'*i
11.13

K = ----
m

e = - ir. e
**,- y,- 11.14
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Y la 11-1? puede escribirse ahora ccro.
ed- = i e + e y. x.i

+ r. e = (l+r" ) e y. y. v- ■ / v .1 y -j ' i 11-15

donde en 11-15 ya está implícito que es mínimo con respecto a .
Si ahcra le sacados la raíz a 11-15 y hacemos la ccnvención de to­

nar el signo de d^ igual, al de ^y^

d. = / 1 +

podrenos expresar exactamente la ec. II-9 como:

y. - e = m x- + bi y,- i

m (x. - e ) + bi x .i
m x- - m £ X- + V

A a
, 2 m x . + m E + Vi yi

11-16

11-17

Y como i vale de 1 a n, son n ecuaciones 11-17 independientes, 
que pueden ser interpretadas ccrno las n componentes de un vector de n 
dimensionesj______________________________ _

y  d
11-18y - ------  = m (x + m — ~ZZZZIL ) + b (1)

^1 + m2 ^ 1 + m2
donde el vector (1) es el que tiene las n ccrnponentes iguales a 1. 
Desde el punto de vista geométrico, los dos vectores del mienbro de la 
derecha de 11-13 nos determinan un plano, de dos dimensiones en un 
espacio de n, que es justamente el II-9 cuando d -*■ Q; y otro vector 
de ese mismo plano es el del náerrbro de la izquierda. Y por supuesto, nos 
interesa conocer a los coeficientes m y b, que nos permiten expresar la 
combinación lineal 11-18.

De la ecuación 11-18 podemos despejar a la distancia:
______■*

y - m x - b (1) = / 1+ m d 11-19

y esta será mínima, cuando d (cono vector en el espacio de n dimen­
siones) sea normal al plano definido por la ec, 11-18. Esto es totalmen­
te equivalente a imponer la condición II-B. En cálculo vectorial, lc^que 
se necesita es que el producto escalar de cada vector de 11-18 por d, o 
lo que es lo mismo, por el miembro de la izquierda de 11-19, sea nulo.
De donde se obtiene el sistema:
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<y» y > r. <y> X > - t <y. i > - < d, d > = r,

<y> X > _ TV < X > X > Vk. <x. i > + m < d, d>= 0 TI-20

< y? 1 > - m < x -. *1 > _ V — i»,- < i, i > = G
n

que son trts ecuaciones ccn tres incognit3s: e , t y < d ? d> = £ dt
■’~1 . *y aunque «rl sistera 11-20 no es lineal, igualmente se r-isuelve^Fácilmente, 

caro veremos a continuación en este cionplo sencillo:

a) Sean los puntes sobre el plano: (ver fig. 2)
Y/i y.- X

1 0 - 1
ni- i 1

3 2 0

u 3 2

i=l

\J z

o
Fig. 2

x

b) Suponemos que esos puntos corresponden a la observación experimental 
de una recta teórica: y = m x + b

c) Tanto x como y tienen igual dispersión experimental (es decir, 
tienen igual variansa). Esto es un dato adicional que se da al pro­
blema j perqué no puede sacarse como consecuencia de los mismos pun­
tos. Ver discusión -n \rT— Nota A.

d) Suponemos que la función elegida en b) es exacta (y no, por ejemplo, 
una aproximación de una forma más complicada).

Entonces ahora calcularos los productos escalares'
n

<y> y > = l y . y = 14 
i=l 1

■ <y> - > = 7

<y> i > = 6
< X. X > = 6
<x, > - ?

< 1 , 1 > = 4

con j_os cuales j reemplazando., resolvaros
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14 - 7 .Ti - .b <d, d > r r.u (A)

7 - 6.m - 2.b + m < d. d > = 0 (R)

6 - 2 .tv. - 4.b = 0 (O

Si hacemos 2. (A) - 3. (C) y / . (*) - (0) nos queda:

1G - 8.m - 2 <d, d > = 0 (A'

8 - 10.m + 2 ,m < d ,d > = 0 (B’

y si ahora. sumamos m. (A!) + (G1)
2- m + 0 = 0 m = ± 1

que generan dos conjuntos de soluciones•

m„ = 1 ±

II 21 <d, d > n 2 = I d? = 1
5=1

m2 = - í b2 = 2 <3, d > = 9
r  2 ^y que corresponden a idos extremos que tana ¿ d. . La la. es el mínimo 

(graficada con , en f irj. 2) y es la solucion que nos interesa.

D - OTRO GAFO P/JTICbTAR: EL HIPErPIAW
Es el caso general al tener el problema lineal. Cor no es totalmente 

similar al anterior, haremos referencia a las ecuaciones halladas para el 
caso de la recta, y pondremos sin discusión las que corresponden en este 
caso.

R
(II-3) 

(11-10)

y = b 

2d. =a

- i
j

(Vi

"j "i 

- b -
j

R' 2 
7 a. x.•) +
= 1  ̂ 31 A - v 2

11-21

11-22

(11-11) y . - b
j
R
y a • x. .
=1 J ^  1

{ 11-23
X.3 x!.31 = £ \

(11-12)
2

d. = i
2 R

+ 1 
j=l

2
ex..3i

II-2H

(11-12)
e

J.L
e
Vni

=
£X • •__ -n_
ex .5m

* * \  =
11-25
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j.G - II-D

(II-IH) K. = - 
j

1/a.,J • • S:.

(11-15)
2-3 _ U-*2.

2
€
y,• -

R
+ Ij

2EX ■1

(11-15) di = \ ,/1 +
R
l

"l
2a. • 1

V,'
2 2 e + e

y-?v.• 1

y,-

R
(11-17) y. 1=1

TI-26

l l J yi 

11-29
R ? 

d. I a2 1 ¿- *1

2  -r-y 0 r,

tt no

(11-18)

(11-13)

/
d

R
= b (1) + [ a,

-i--» J n-j-

a. • d
(x . + --- l ----- ) 11-30

y - b (1) - l a. x.
n=i - 11

J \/
p

1 + ¿  a5

* i * 
j=i 
-? 
d

2

11-31

(11-20) ^  <y , y >

< y> i >
/

- b < 1, y > - Ja. < , y> - < d, d >= 0

<y> >

b < 1, 1 > -

b < 1, x > -1

b < l,x2 > -

y a. < x ., 1 >t- 3 3 = 0

7 a. <x-, x„> + a^<d, d> = 0 í- j 3 -*■ 1

l  a^ < x.. ,x2 > + a2 < d,d >= 0

<y, Xp > - < l 3xr> - l a. <x. ,Xp > f aj,< d,d > = 0 11-32

(ei sist. Ii-32 son P + 2 ecuaciones con R + 2 incógnitas)(El sistera 
es no lineal) Incógnitas:

aa, ... , a^, b y, < d, d >
Teóricamente , resolviendo el sis tena 11-32 se soluciona totalmente el pro- 

Llerna de ajuste de un hiperplano. Pero la resolución requiere tónicas especiales 
debido a que no es lineal Uno de los inconvenientes (y no es el mayor), es que 
generalmente so obtienen 2- conjuntos de soluciones oara aj , . , a p b
y < d, d > . De tolas debe elegirse la que corresponde' al nencr < <?, d > (Mótese 
que cada conjunto es un extreno, pero solo uno es mínimo absoluto).
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CAI’. III - CONSISTENCIA Y EFICIENCIA PEI. ?TTOSO.

A RACION IT. ttttlítt VERO 3 F *1LI DAT’ ZE FI3HFF..

- 11 - III-A

Henos estudiado en el Capítulo II, un método posible de considerar 
el error en todas, las variables. Pero para ser rigurosos, debemos Tarar­
lo desde el punto de vista que lo obtenido es simplemente un estimador 
y cor:ic tal debe satisfacer ias condiciones de CONSISTENCIA Y EFICIENCIA 
definidas en el primer capítulo.

Ltia de las forras más rigurosas de hacerlo, es estudiar la distribu­
ción estadística do lo que hemos llamado 'distancia, y aplicarle a esa dis­
tribución la FUNCION DE HAXIi'A VEROSIVILIDAD (F.N.V.) de Fisher.

En realidad la F.M.V. ya fue utilizada por Gauss ('/erke, vol. 4; Go- 
tinga, 1880) , pero como método general fue introducido por R.A. Fisher 
(f'On an absoluto critericn for fitting frequer.cy curves", Mess. of í-íath. ,
41, (1912), pag. 155). Lo importante de este método, y que es lo que noso­
tros necesitamos, es que la F.M.V. es un estimador, que bajo ciertas con­
diciones generales, es asintoticamente consistente y asintoticamente efi­
ciente. Si podemos demostrar que los resultados que se obtienen con la F.M.V. 
son similares a los que se obtienen con el entonces habremos demos­
trado esas dos propiedades para el M.D.M.

El estimador de la F.M.V. consiste en lo siguiente-
Se define como función de verosimilitud ,;L" de una muestra de n valo­

res de una población de tipo continua a:

L y2, ..., yn , a) = f (y^ a) • f (y2, a).., f (vn> a) III-1 
donde:

v^, y ^ ,•..,y„ son los valores que tora la variable aleatoria y .
es un parámetro que no se conoce a priori y desea 
estimarse a partir de la misma muestra.

f (y.5a)- - es la función de densidad de probabilidad de encon­
trar el valor y¿ , cuando el parámetro desconocido 
vale "a':.

Y el método consiste en elegir corno parámetro "a", a aquel valor que 
hace máxima a ''L", o lo que es lo mismo , al logaritmo de L:

3 i n L--------  = o III-2
3 a

donde, cano siempre, es necesario estudiar el comportamiento de la derivada 
segunda.

El métalo se generaliza inmediatamente cuando el número de parámetros 
son dos o más, obteniéndose un sistema de dos c más ecuaciones (y un Hessia- 
no que estudiar).
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3 - ESTADISTICA DE IA VARIADLE ALEATORIA ''DISTANCIA"

Para poder aplicar la F.M.V. débanos conocer la función densidad de 
probabilidad que satisface la distancia. A continuación la discutiremos 
para diferentes casos.
a) Distancia reaT': Si todas las variables son normales, con irual va­

rían;::! a , entonces (xj¿ - Xj^) es una variable normal (0>a ) y
tendremos que la distancia 'real" definida por ec. II-4, per ser la suma 
del cuadrado de R + 1 variables aleatorias normales (0, cr) es una va­
riable aleatoria con distribución x1 (exactamente) con R + 1 grados 
de libertad, cuya función densidad de probabilidad es:

e  a  a  \ 1  ^ R - !  o 2 ) )f. d, d.p. (di ) = ------------------- . 4 . . e ^  III-3

2‘ 2 ' sR+1 r 2 '
b) Distancia mínima al cuadrado- R.A. Fisher (Journal of the Royal Statisti-

cal Socirjf/ 85 (1922) pag. 87 y S7_ (1924) pag. 442) demostró que es ne­
cesario reducir el número de .grados de libertad de la distribución en una 
unidad por cada uno de los parámetros estimados a partir de la muestra.
Esto no es el caso, porque los R parámetros x-li que hay que determinar 
para cada j , a fin de obtener la distancia mínima, caracterizan a cada va­
riable aleatoria y no a la distribución de la variable aleatoria. Las condi­
ciones de mínimo II-6, al afectar a las vadables aleatorias, en una forma 
no predecible (dependen de la función II-3 y del punto), afectan a su distri­
bución, también en una forma no predecible.

En primera aproximación, si la perturbación es pequeña, podemos suponer 
que a los R + 1 grados de libertad originales, deben descontarse las R 
condiciones de mínima distancia (sistema II-6) con lo que quedan ?. + 1 - R = 1 
grado de libertad, y entonces la distribución de la distancia mínima, será 
una x2 con un grado de libertad. Y la función densidad de probabilidad de 
la distancia mínima al aladrado será:

2 1 - d2 / (2 • o2) 
f.d.p. (d^ ) =  —  • e 1 III-4

2 • a2 • v * d2
Es interesante destacar que la varianza que aparece en III-4 es la 

misma que la de III-3. Fero la varianza do las variables, <?: priori no pue­
den calcularse, ya que la distancia real jamás puede conocerse. Entonces es 
evidente la importancia que tiene encontrar un método de calcularla a tra­
vés de III-4. Lo haremos en este mismo capítulo, más adelante.
c) Distancia mínima: La. ec. III-4 es la función densidad de probabili- 

dad de la distancia mínima al cuadrado. Si a d2 le extraemos la^aíz 
y tañamos cano signo el positivo, su distribución estadística en una x modi­
ficada, de un grado de libertad. Y la función densidad de probabilidad de la dist 
distancia mínima5 temada con signo positivo será:

2------------------------------ - d Z. / (2 • o2) 
f.'d.o. (d. ) = -------------  • e 1 III-5

/ 7 T 7 2

La ec. III-5 es solo aproximada, ya que se deduce de la III-4, que tam­
bién es aproximada.

PP-13



- 13 - III-3

las fórmulas III-^ y III-5 pueden llegar a ser tan exactas como se 
quien. Esas condiciones son las mismas que so necesitan para demostrar 
lo siguiente:

La distancia mínima tiene una distribución que tiende a la normal,

cuando se cumple que:

Hl) Todas las coordenadas de cada punto experinental, son variables alea­
torias con 'distribución normal, y todas con igual varianza: a .
No es necesario que se conozca a .

H2) Alrededor de cada punto xj^ , x ^  , ... - do coordenada mínima
en un entorno definido por

la función II-3 difiere en menos de un c del plano tangente que 
pasa por dicho punto (se puede demostrar que el plano tangente tiene cano 
vector normal a la distancia mínima). X y e son independientes de i 
y de j. e < < a

H3) La función II-3 es orientable en todo el dominio donde se han tomado 
puntos experimentales. (Esto se pide para darle un signo a la raíz 

cuadrada que define la distancia mínima. Ya se aplicó implicitamente al cal­
cular la recta cuando se tono como signo de la distancia mínima el signo 
que tenía el error de la coordenada ‘y ’ - Cat>. II/C-).
ríU) Se supone que el punto "real' Y. , X„. 3 X„• , ... , X„• se encuentra 

sobre xa función.
Demostración: Podemos definir la distancia casi roal c a n o  la distancia entre 

el punto experimental y la proyección del punto real sobre el
plano tangente.

Si las coordenadas de la distancia real están en el entorno III-F, la 
distancia casi real diferirá de la real en menos de e y a n o  e < < a , 
entonces estos puntos tendrán aproximadamente la misma distribución que la 
distancia real, o sea que su f.d.p. tenderá a la III-3, y será igual cuan­
do e =0.

Queda por considerar los puntos "reales" que salen- fuera del entorno
III-6. La cantidad de ellos será función de X . Si la II-3 fuera función 
de una sola variable independiente, y si X = 1, el 31,7% estarían fuera del 
entorno. Si X - 2 ,  estarían afuera el H,5%. Si X = 3 solo el 0,27%. Fara 
el caso de que fueran dos las variables independientes y X = 1, el 53,4 % 
estarían afuera. En tabla 1 se han calculado el número de puntos :!reales" 
que quedarían excluidos del intervalo para distintos X y para distinto, 
número de variables independientes.

X a . < x . < x ’-+ X a ,  X > 13 31 III-6
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T A B L  A 1

de 
varia!'. 

indep,
X = 0 X = 1 II

1

i

X = 3
1

X = 4

. 100 » 31,73 % 4,55 % 0,27 %
1

0,006%
2 100 53,39 8,33 0,54 0,01
3 100 68,18 13,04 0,81 0,02
4 100 78,28 17,00 1,08 0,02
5 100 85,17 20,77 1,34 0,03
6 100 89,88 24,33 1,61 0,04
7 100 93,09 27,32 a nn 

J. ,  C / 0,04
8 100 95,28 31,10 2 ,lu 0,05
9 100 96,78 34,24 2,40 0,05

lü 100 97,8 37,23 2,57 0,06 
...- . .  ..-1

Porcentaje de puntos "rea3.es’' fuera del inter­
valo definido en III-6 en función de X para 
distinto numero de variatl.es independientes.

De la tabla se deduce que si se satisface H2) para X = 3, aunque 
el numero de variables independientes sea 10, puede afirmarse con erjvr 
menor que el 3%, que la distancia casi real tiene una distribución X con 
R + 1 grados de libertad.

La proyección de la distancia casi real sobre la recta normal al hiper- 
plano tangente os la distancia mínima (ya que la distancia mínima es normal 
al hiperplano tangente). Esta proyección es una combinación lineal de los 
errores sobre todas las coordenadas del ponto, y es igual a la combinación 
lineal que resulta de hacer una rotación del sistema de coordenadas (dife­
rente para cada punto experimental), tal que una de. las nuevas coordenadas 
coincida con la distancia mínima, y las otras, ortogonales, están sobre el 
hiperplano tangente. Para hacer esta, rotación, tenenos que hacer una trans­
formación ortogonal, obteniendo (en la misma notación usada en 11-23)

d • / . \ = C c + 3 c , + ev + ... + $v Evi(min.) y i  yi x ^  x ^  x2¿ x2i x ^  x ^

Pero la combinación lineal de variables aleatorias normales, es una 
variable aleatoria normal, cumpliéndose ademas que

2 . . . = *2 02 32 2 62 a? a_2d(rmn) y^ y x^ x^ x9
= (e2 + b2 + e2 + ... + s2 ) o: 

yi xli x2i Ri
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y corro la transformación es ortogonal

+ s 2 +  3 2' + xe2
y-- li "2i

S2x. = 1
Fd

(d min.} = III-7

En consecuencia, queda derrostrado, que bajo las hipótesis hechas, la 
distancia mínima tiene una distribución que tiende a la normal, con la mis­
ma varianza que la de las coordenadas:

1--------------------------- d2 /(2 • a2) 
f.d.p. (d min) = --------  e III-8

/ 2 tt a2
La orientabilidad de la función se requirió para darle un signo a d^, 

con lo cual el campo de definición de III-8 va de - ® a + ® .
Nótese que si no se pudiera orientar a II-3, entonces puede considerarse a

+ /~dr _

que tiene la distribución III-5, con campo ds definición de 0 a + «
(esta es la razón porcue tiene un factor 2) y cue coincide exactamente con
III-S.

La H3) será una útil propiedad cuando inténtanos hacer verificación de 
hipótesis.

C - APLICACION DE LA RiMCIOM DE MAXIMA VEPOSIMILTTJD.
Ya conocida la función de probabilidad de la distancia, es jruy fácil 

aplicar la F.M.V. Sin embargo pueden obtenerse sorpresas. Una de las mayo­
res, es comprobar que si se usa este procedimiento a la f.d.p. de la dis­
tancia mínima, al aladrado, el resultado es totalmente diferente al método 
de la -distancia mínimas (y es también diferente a lo que se obtiene si se 
aplica la F.M.V. a la distancia mínima con ó sin superficie orientada). La 
razón es que las derivadas de III-4 son divergentes, y la F.M.V. se escapa 
de las "ciertas condiciones generalas", dentro de las cuales se prueban sus 
propiedades. Resumiendo, no es aplicable la F.M.V. a la f.d.p. III-1*-, sien­
do este caso uno de esos buenos ejemplos patológicos donde hay que tener 
sumamente cuidado.

Ahora aplicaremos este estinvador, a la distancia mínima con superficie 
orientada (f.d.p. III-8). La función de verosimilitud (III-l) es para este 
caso: 1 2 _ -i _ i ? 2n ----- - d. / 2 a2 ----  n -----d-
L  = II ( 2  ir a 2 ) 2 , e  1

i=l
y su logaritmo:

n ---- d.
2a2- ~ III-9

n 1 n „
in L = ----  £n (2 to2) ------  £ dt III-10

2 2a2 i=l 1
y ahora debemos hacer máxima a 111-10 con respecto a las constantes a de­
terminar, es decir-a2 , k„ , k „ , k ;5 ’ V  * p
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3 £r. i 

3 o2 2 2 7T o2 2 ck

n : 1
Ii-1
n

d. = O i

o sea:

nr-«
£n L 1 3 l __ i=l

3 k m 2 c? 3 krr

z- n
f  n

___r=L
d2

3 k,
= O

III-11

III.12

d2i

3 k

que es exactamente ei sistema II-8. (La condición II-6 ya está implíci­
ta al deducir III-S para la distancia mínima).

Se puede observar que se hubiera Iletrado al mismo resultado partiendo 
de la función densidad de probabilidad III-5.

El resultado obtenido, sirve como demostración rigurosa, de cue el mé­
todo de las distancias mínimas es un método asintóticamente consistente y 
asintóticamente eficiente, ya que la F.M.V. lo es, mientras sear aplicables 
las condiciones impuestas para demostrar la estadística de la distancia mínirnc
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c a p. iv - i?¿ti:pval~s de roMFTANZA 

a  - dehijicion

Hasta el presente, hemos desarrollado ur¡ método de evaluar constantes 
desconocidos de una función dada, a partir de una maestra de puntos experi­
mentales, y demostramos que el método empleado es eficiente. Si se hiciera 
una nueva serie de medidas (otro maestreo), los nueves valores de las cons­
tantes muy probablemente diferirán de los primeros, debido a que unos y 
otros tienen errores. Por eso, es de sumo interés dar a cada constante una 
cota de error, y primero definir cano se interpreta el mismo.

Mucho se ha escrito sobre el tema, clasicamente basado en el teorema 
de Bayes, más recientemente con la teoría de las probabilidades fiduciales 
debida a R.A. Fisher y con la teoría de los intervalos confidenciales, de­
bida a J. Neyman,

Supongamos que ccmo resultado de un muestreo, hemos obtenido el valor 
particular J%. del parámetro exacto desconocido . Siguiendo conceptos 
establecidos por J. Neyman, la precisión de debe asociarse a dos núme­
ros ¿ y  e ( ó > 0),(1 <e-<0) tales que la probabilidad de que el 
parámetro verdadero quede incluido entre los límites km ± 6 sea igual
a 1 - e . En terrinos * mas generales, se trata de encontrar dos parámetros 
(funciones de los valores maestrales) k  ̂ y k 2 •» "tal que la probabili­
dad de que el intervalor (k . .. k 0) incluya el parámetro verdadero k^ ten- ^ mi ni 2 j - m
ga un valor dado 1 - e . Cuando exista tal intervalo se llamará intervalo 
de confianza del parámetro kj£ , y a la probabilidad 1 - e se llamará coe­
ficiente de confianza del intervalo.

B - VARIANZA DE LOS PARAMETROS

Estudiaremos primero la varianza de los parámetros, debido a que los 
intervalos de confianza pueden deducirse cono una generalización de aquel.

Parva simplificar, comencemos suooniendo que V (x, y) es una medida 
indirecta de dos variables independientes x e y , que se miden directamente, 
siendo estas dos variables aleatorias normales, con varianza y o
respectivamente.

Poderíos temar el diferencial de V (en primer orden) alrededor del valor 
medio de las variables independientes: x e y :

3 V 3 V
dV = ----  dx + -- - dy IV-1

3 x 3 y

Para la iésima determinación de V, pasamos a incrementos finitos,
sustituyendo dx. por e y dy por e : i x x y¿

3 V 3 V 
6 V • =   e + ----  e IV-2

1 a ;  Xi  * y  s ;

donde la aproximación será tanto mejor cuanto menores sean los errores. Si
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se hicieron m determinaciones de V , el valor medio de la suma de 
cuadrados de IV-2 es:

n o m
i <« V1 3V 2 

= (-=-) Á ±  ♦ ,4 ¡ A i .
f: m

r
3x m

3 V 
+ 2 ----

3V ,L 2- ±
(e • e •)y.i xi

3 X 3 y m

IV- 3

Si n -*■ « las sumas se pueden poner en función de las variarlas. 
Además si los errores no están correlacionados, el último terrino de IV-3 
es nulo, con lo que en el limite tendremos.

2 3V 2

°V = \/ l--=- °x ) + (“ I- pv ) IV_U
ay

Y ahora pasamos a ¿olicar el resultado IV-4 al M.D.K. Cada pará­
metro km es expresa!'le ccmo una función

Ka * En (yl > XU  ’ ' •' ’ *RL ’ ....yn ’ xln > —  ’ V  W ’5

y ccmo hemos supuesto que todas las coordenadas de todos los puntos son in- 
cepeiidier.tes, y que cada coordenada tiene varianza a , tendremos:

\ I 3 E_ 2 3 F 2  ̂ 2\ r -m >¿ , f en  , , f ' iim ¿0,_ ° \ j (----- j +
1 3

‘y
9 *11 3XR1 IVt6

3^ 2  ̂íL_ 2  ̂ 2
+ + ( - — V  + .. .  + 2

3 y 3x, 3 x„■̂ n In Rn

que es la varianza del parámetro en función de la varianza de las coor­
denadas. La misma debe interpretarse en el sentido de que si se hace un .erran 
número de cálculos de k^ con puntos experimentales, el 68,3% estarán cari- 
prendidos dentro del intervalo cuyo ancho es dos veces IV-6, pero no impli­
ca que krj sea una variable normal. Podría ocurrir que ni siquiera fuera 
aleatoria*.
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Antes ck: continuar, haremos una observación para lo que sigue. Hasta 
aquí estuvimos llamando '‘varianza’' indistintamente a

a ^

s2 = --- l (x. - i)2 IV-7
n i=l 1

y a:

a2 = lim s2 IV-8
P -»■ 00

cuando con rigor, la primera (IV—7) es la 'Varianza muestra!" mientras
IV-8 es la verdadera definición de "varianza' , sin que hasta el presente 
esta dualidad nos trajera inconvenientes. Pero, de ahora en adelante, dis- 
tinguireiíos un término del otro.

El paso de calcular la varianza muéstral, a calcular los intervalos 
de confianza de los parámetros, es bastante fácil cuando las variables sen 
normales. Para ello, tengamos en cuenta que la media de una distribución 
normal (m) , para un coeficiente de confianza l-p/100 (donde o es el 
tanto por ciento de probabilidad de que el valor verdadero se encuentre 
f u e r a del intervalo de confianza), tiene un intervalo de confianza:

s _ 1
x - X ------  < m < x + X ---  IV-9P 7---- P /----n - 1 n - 1

donde, cano siempre >: es el valor medio calculado de una muestra de n 
determinaciones, s es la varianza muestra y X es el valor del p 
por ciento de la. distribución t-Student para n-1 grados de libertad 
(Ver toL-la 4 de ti. Cramer-Mathercatical •/ethods of Statistics , p. ej .). 
Generalmente en física se usa hacer Xp = 1 , que corresponde a p = 30, 
con lo cual se estudia la probabilidad de que el verdadero parámetro se 
encuentre entre: ^

x ± s/(n - 1)2 IV-10

con una probabilidad del 70% aproximadamente (X^ I 1 para n = 30. sien­
do casi independiente del número de grados de libertad, o sea del número 
de mediciones).

Y el intervalo de confianza de les parámetros se calcula simple­
mente usando la fórmula IV-4, pero reemplazando las varían zas muéstrales 
por los intervalos IV-10. 0 sea que finalmente se tiene:

«v * *\l 1 * i---— )* ♦ • • • ♦  C - ^ 5-)2 * ••••

- 19 - IV-C

^  lí ay. a a xp1 ° “11 ° R1
IV. 11I

3 s- 2 3 ^ _ 2  + + + ...+
a y 3 x. a x--’n ln ?n
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donde 6 y íy ^ sen ios intervalos de confianza para las coordenadas y nara 
el parámetro k respectivamente . para un coeficiente de confianza del 0,7.
6 se calcula corr¡o: n 2

l  <d.) r-i 1,5 = - l l z --------  iv-12
n • (n - P)

donde se debe poner P, porque el cálcale de P constantes le quita a la 
distribución t-Student P prados de libertad.

D - UN METODO ALTEPNATT/O APPOXIMADO

Tanto la expresión IV-6 coro la IV-9, que son proporcionales, son 
de muy difícil cálculo, y salvo casos particulares, no pasan de ser simples 
declaraciones de deseos, debido a que g-, es siempre una función complicada.
Ya para la recta es el resultado de resolver un sistema no lineal. Hachas ve­
ces, ni siquiera podrá obtenerse la forma explícita IV-5.

Ademas, el calculo efectivo de las kf:1 en la mayoría de los casos, 
se tendrá que hacer en forma iterativa, en donde no se calcula, por no hacer 
falta, gni‘

Todo esto indica la necesidad de buscar un método alternativo de cal­
cular los intervalos de confianza.

La idea es conseguir un resultado aproximado, mediante el cálculo de 
cuanto habría que variar cada parámetro por separado para que la varianza varíe 
en la misma cantidad que su intervalo de confianza.

Para ello, recordemos primero el intervalo de confianza de la varian­
za. Para un coeficiente de confianza de l-p/100 (donde p es el tanto por 
ciento de la probabilidad de que el verdadero valor de la varianza quede fuera 
del intervalo), la varianza tiene el intervalo de confianza:

s / n s / n
------ . < a , < ------ IV-13

Xp „ X

1 ~donde: p' = 100 - --- P

p" 1
2

2 2 . . .
X * y X es el. valor del p ’ y  p" por ciento de la distribución
p p 2

X para n - 1 grados de libertad. (Ver tabla 3 de H.
Cramer-Mathematical Methods of Statistic, p . ej.)

s es la varianza luuestral, 
n es el número de observaciones.
Despues. notemos que la expresión IV- 5 (y fiado que los se deter­

minan a través de II-6 v II-8) Dodemos escribirla cano;
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k = rrc (a. , d„ , ... , d ) IV-IL-m -m j. 2 } ’ n
donde d¿ es la distancia (II-5). Entonces podemos censar en una expresión 
inversa a IV-14, que es justamente II-5.

Ahora fijamos ion coeficiente de confianza (peería ser de 0,7 o sea el 
70%). Buscamos en tablas

y calculamos el valor superior del intervalo de confianza de la varianza (TV-13).
Y finalmente vamos iterativamente variando k̂, y calculardo nuevos ':s hasta 
que llegue al límite superior fijado, que corresponderá i un dado k^. Y fiaremos 
la resta - k^ ccmo intervalo de confianza del parámetro k̂.,, para el
coeficiente de confianza elegido.

LI método usado es aproximado y semi-intuitivo. Merece un estudio más 
profundo, posible mediante las facilidades de una computadora.

En vez de estudiar el efecto sobre la varianza por1 perturbar alrun k , 
podría hacerse sobre el valor medio de d¿. Esto trae el inconveniente que 
correlaciona a las distancias, Un ejemplo extreme de esto, es si se está cal­
culando una recta y se le suma a todas las distancias una constante (y de 
esta forma, cambia su valor medio), esto modificará al término independiente, 
pero dejará inalterada a la pendiente.
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CAP. V - VERIFICACION DL MTPOTESIS 

A - METODO DE JI CUADRADO
Tanto ia hipótesis d) del método de cuadrados mínimos, como la hi­

pótesis d) del método de distancias mínimas, presuponen que no hay error 
en la elección de la función cuyos parámetros se van a ajustar.

Afortunadamente, podemos apelar an una forma indirecta a métodos esta­
dísticos para verificar si la hipótesis hecha es o no correcta. Ya en la 
introducción, al referimos a inferencia estadística, hablamos del problema 
de distribución y del error de primera y segunda clase a que puede llevamos.

En general, en estadística se tiene una muestra que por una u otra 
razón se acepta que tiene una determinada distribución. Pero existen desvia­
ciones entre los valores muéstrales y la correspondiente distribución. Y se 
desea saber si estas desviaciones indican que se ha elegido mal a la distri­
bución, o son fluctuaciones debido al caracter aleatorio de la variable.

Usaremos ahora el método de x2 para verificar hipótesis. Cuando la 
distribución es discreta, el método consiste en calcular las desviaciones 
entre el valor esperado y les valores observados, elevar al cuadrado estas 
desviaciones (para evitar la oorroensación de las desviaciones de distinto 
signo), dividir a cada uno de los cuadrados por el valor esperado, para 
tener una medida relativa de la importancia de la desviación, y sumar todas 
las medidas relativas así obtenidas. El resultado es el cuadrado de una va­
riable asintóticamente normal, y por lo tanto tenderá asintóticamente a la 
distribución de Ji cuadrado (x2 ), y la llamaremos

2X (muestral)
Se adepta luego un nivel de significación p, siendo p la probabili­

dad de rechazar la hipótesis cuando esta es cierta, y que generalmente se 
tana entre el 5 y el 0,1 %. Se busca en una tabla de x2 (p• e j • citada 
de H. Cramer) el valor de

2 ^X (teórico)
para el dado p y para el número de grados de libertad del problema, y se 
conpara el x (muestral) con el x (teórico). Si el primero es mayor que 
el segundo, se dice que la hipótesis hecha de que la muestra correspondía 
a la dada distribución3 es falsa. (Sianpre hay un riesgo p/100 de equivocarse)

Cuando la distribución es continua, el valor observado se obtiene ha­
ciendo un agrupamiento de datos, resultante de dividir el deminio de la va­
riable aleatoria en "zt! clases contiguas (cuidando que el número de obser­
vaciones sea mucho mayor que. z), contando cuantos sucesos se tiene en cada clase, 
y de allí se calcula su probabilidad clásica. El valor esperado se obtiene 
calculando la integral de la función densidad de probabilidad entre los lí­
mites de cada clase. Lo demás queda invariado.
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V-3

B - APLICACION A LA DIPI/vICLA MI'ilT'A

Lo. aplicación al método de las distancias mínima''. (o al M.C.ií.) os ur. 
caso interes.ar.te. Debemos aplicar x2 2 un dado muestreo de distancias mí­
nimas , para verificar si el mismo cumple c no con la distribución III-S (ó
III-5 si la superficie no es orientable). y en el caso de oue la x2 (mues- 
tral) sea mayor que la y2 (teórica)no significará que la distribución 
es ialsa, sino que la función elegida (que por supuesto afecta a la distri­
bución) está M A _L elegida (a Trenos que no se cumpla albina de las hiccte- 
sis que se necesitaron para denostrar TII-9, con excepción de F3). Lamenta­
blemente, por medies estadísticos no puede determinarse cual es la función 
que debe elegirse. Pero oor lo menos puede saberse cual es la cue DE3E 
ELEGIRSE

LI cálcalo de x2 (muestra!) es aquí fácil. Basta fijarse que dividien­
do la sumatoria II-7 por a 2 , ya teneros:

1 n 2
X 2 (muestral) = -----  j  (d.) V-l

0 * * 1 a ¿ 1=1

que es justamente 1c que nos interesa, por ser una variable x2 5 
la suira del cuadrado de variables aleatorias noriales con varianza 1 . 

al haber dividido por a 2 , y que tiene 11 - P - 1 prados de libertad 
(pierde P grades de libertad por las P constantes V que deben deter­
minarse de la rri.sj.ia nuestra, mas otro grado que pierde por determinar la 
varianza también ele la misma muestra). Mótese que el hecho que la superfi­
cie sea o no orientable no importa para el cálculo de la x2 (muestral).

En principio podría esperarse que si se usa una función con más pará­
metros a determinar, al disminuir x2 (muestral) puede trabajarse con un 
mejor nivel de significación p. Pero (y esta es una de las propiedades 
más importantes de Ji cuadrado para nuestro M.D.M.) con mayor número 
de parámetros inplica menor numero de grados de libertad, oon lo cual dismi­
nuye también el valor de x2 (teórico), y finalmente debe llegarse a una 
solución de compromiso. Esto e? muy útil para el caso de tener que adoptar 
un criterio de cuantos términos conviene usar ciando se intenta un desarro­
llo en serie. o cualquier método similar. ; :

C - DOCITA PARA CORPELACIONES LOCALES
Supongamos que los puntes obtenidos en un maestreo (o sea en un ciclo 

completo de experiencia) puedan ser ordenables, por ejerróle según una coor­
denada creciente, y que la superficie definida por la función 11-3 sea 
orientable> lo que nos permito elegir un sieno a la distancia mínima, según 
se encuentre a un lado u otro de la. superficie. (Fecordemos que- la distan­
cia mínima, es perpendicular a la superficie).

Con estas a m a s , podremos subsanar un inconveniente aue tiene el calcu­
lo anterior, no distingue que varios gruñes diferentes de puntos contiguos 
tengan una distancia del mismo signo, es decir que exista una correlación 
local del signo de las distancias. El calculo del inciso R) solo temía en 
cuenta que las distancias, co¡ro ur. todo, tengan una distribución normal.
Esto ocurre cuando se trata de ajustar ountos que que estar sobro una pa­
rábola por medio ot una recta (o viceversa) , con lo cual todos los puntos 
que están a la derecha del punto de intersección de la recta con la parábo-
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la tienen distinto signo que los que están a la izquierda (hasta que haya un 
nuevo cruce), y en general ciando se trata de ajustar puntos que tienen poco 
error con una función que no es la correcta.

Una forma contundente de verificar estas correlaciones, es usar la orde­
nación hecha y sumar algebraicamente la distancia de cada punto a la distancia 
del punto siguiente, con lo cual se tiene la nueva variable aleatoria:

B1 * V  <*2 * •••: Di = di + di+l ''•••' dn = t7  dl
(la última rigurosamente no tiene sentido, pero no pesa mucho y nos perno. - 
te tener n variables aleatorias independientes), que por ser la suma de 
dos variables aleatorias normales independientes, tiene una distribución 
normal, con -una nueva media (m') que es la suma de las dos medias anterio­
res , y con una nueva varianza (o') cuyo cuadrado es la suma, de los cuadra­
dos de las varianzas de cada una de las variables suma-

m ! = m^ + = 0 V-2

a ' 2 = cj2 + o2 = 2 a 2
i  2

V-C- 24 -

a ' 2 = ^ 7  • a 2 V-3

con lo cual calculamos la nueva x2 (maestral)

n E2 n á 2- 1 n-1
X2 (imestral) = ¿ -- ~~ = ( I ) + — I ( dr di + l di di+i ) v " 4i=l 2 o 2 i=l a 2 a 2 i=l

y corro puede verse de V-4, si no existe ninguna clase de correlaciones el 
último término es nulo y vuelve a obtenerse V-l (que debe a su vez compa­
rarse con la misma x2 (teórica) del inc. A), con lo que sería solamente 
una repetición. Pero si existe correlación, el maestreo de la variable suma 
va a tener dispersión mayor que la calculada V-3. y el método de Ji cua­
drado va a detectar si estas desviaciones son o no significativas.

Para detectar una correlación de mayor alcance, puede pensarse en ge­
nerar nuevas variables sumas de más de dos distancias contiguas.
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CAP. VI - tIOTAS.-

A) - DISCUSION SOBRE LA VARIABA. DE LAS COORDENADAS

Discutiremos seguidamente tres casos que se apartan de la hipótesis
b) del planteo del M.D.M., que dice que todas las coordenadas tienen igual 
varianza (e implícitamente el mismo peso).

1) Variables con distinta varianza: May que entender que la varianza
muestral solo puede conocerse a poste- 

riori del cálculo de los parámetros, que es recién cuando se puede calcular 
la expresión III-ll. Sin embargo, a través de las mediciones de las mismas 
coordenadas, o ccmo resultado de un estudio previo del método de medida, 
pueden establecerse con bastante precisión un juego de relaciones del tipo:

°x
--- = Y . VI-1

3

donde 0x y ax. son las varianzas de las coordenadas x y x. y am- m J 3 m J j J
bas se desconocen. Solo se conoce y . que así resulta un dato más del
problema, o mejor dicho un juego de datos. Entonces es fácil hacer el cambio 
de variable:

y- (nuevo) = y. (viejo) / yi i y,D
(nuevo) = x^(viejo) / j Vj_2

x ^  (nuevo) = viejo) / yR ^

con lo cual seguimos sin saber la varianzapero estamos segaros que todas 
nuestras coordenadas tienen igual varianza.
2) Una (o varias) variables independientes con error nulo: Si una (c va­

rias) de las coordenadas tiene error nulo o despreciable frente a los 
demás (lo que implica que su varianza sea cero o tienda a cero), no es apli­
cable lo anterior. Sin embargo el caso es fácil de salvar.

Supongamos que sea la coordenada x,n la que tiene varianza nula. En­
tonces en vez de usar II-5 (y el sistema II-6) para definir la distancia 
mínima, usamos:

2
di = - F (xii’ •' • ,xm-l ,i5 Xm Á ’ Xm+1 d  ’ •••» XPi} ) +

m-1 2 ri
+ l íx.. - x!.) + y rx..-x'.)

j=l 31 31 j=s+l ^
'71-3
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y ei sistema II-6 serón las derivadas con respecto a
t i i i f

xi > x2 ? '•' ’ xm-l ’ xn+l ’ *‘* 5 XR ’
lo que será un sistema de R-l ecuaciones con R - 1 incógnitas. Y lo de­
más sigue invariado, recordando que al hacer las sumatorias sobre j (subín­
dice que henos distinguido para sumar sobre variables independientes) debe 
emitirse el término de j = m.
3) La variable dependiente con error nulo- Para el caso particular en que

la variable dependiente tenga 
error nulo, tendremos que hacer mínima a la distancia definida cano:

d- = y í x.. - x!. ) VI-41 1 ]1 31 J

con la condición que

y¿ - F kp) = 0
que es un coso de extremo de funciones con variables Ligadas, y para su re­
solución puede apelarse al método de multiplicadores de Lagrange.

4) Puntos de distinto peso: Si los puntos tienen distinto peso, el proble­
ma se resuelve haciendo la suma II-7 con un 

peso determinado para cada d¿. Por ejeriplo, si estos pesos fueran q\ para 
el punto 1.... , qn para el punto n , habría que tratar de hacer mínima 
con respecto a los* parámetros kj a la sumatoria:

? Z 2
A  qi • diJ.-1

y lo demás todo igual.

3 " í^TCI0N LINEAL: DIFERENCIA ENTPE V .C.M. y M.D.M.

- 26 - VI-B

Si se campara el sistema que se tiene que resolver para ajustar una 
recta por el M.C.M. con el similar para el M.D.M. se encuentra que los mis­
mos solo coinciden cuando la pendiente de la recta tiende a cero o el error 
tiende a cero. Esto es razonable, porque en ese casc las distancias mínimas 
son equivalente a errores en la coordenada "y"- Caso contrario el sistema, 
y por ende los valores de los parámetros resultan diferentes, aunque asin- 
tóticamente consistentes. Sin embargo, los valores de la varianza, aún cuan­
do n tienda a infinito, son intrínsecamente diferentes.
C - CASO ESPECIAL CUANDO EN VEZ. DE UNA SUPERFICIE SE DEBE AJUSTAR UNA CUR.VA.

Supongamos que en vez de tener que ajustar una función del tipo de la
II-3, pretendemos ajustar ura hipercurva de M dimensiones en el espacio de 
R + i. Si Q -f M = R + 1. la forma más simple (y la única que considerare­
mos) de la expresión analítica de la curva será:
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-  ? ! vi-c

•7 - £ ' -SJA ~  ̂ V. X *  5 5-i- -L J. ¿. * XM ’ kll5 k12; k ) • • ’ * p '

V2 X̂1 ~‘ x2 * * * 21» "22 k ) • • i 2.
71-5

yQ f0 (xl ’ x2’ '** 5 XM ’ kQl: kQ2’ *“  5■Qls Q2:

donde los y . son todas variables dependientes. los x son todas varia- J " .
bles independientes y los k, son constantes a determinar.* r.,r '

Si definiros la distancia cue hay que hacer mínima c o t o:

Q n M n
ui = l  I  í Vji - ^  i )2 + l  I  K i - Xm J 2 VI~6j=l i=l Jl J31 m=l i-1

donde y., es la variable y. observadá en el punto i , lo mismo para 
X;ni* Xrri son valores aue tana la variable x_ al tarar manoma a la 
distancia entre el nunto i y la cur'/a (x’• es una coordenada sobre laÍTil
curva), f. . es la función f. calculada para las coordenadas x ’., x0.,.. , 3- i _ 3 . ̂ . la ¿i
.., x ^  y los respectivos parámetros de la función j.

De aquí en adelante, se sigue la mecánica de calcular las variables 
primadas j>or intermedio del sistema que resulta de minimizar VI-F con res­
pecto a ellas mismas, y luego se calculan los parámetros desconocidos por 
minimización con respecto a ellos mismos de la samatoria de los VI-6 so­
bre los n puntos.

D - REQUISITOS DE LA FUNCION A AJUSTAR
Para que el sistema II-6 y el II-8 tengan sentido, y pueda estudiar­

se el hessiano correspondiente, es suficiente que la función II-3 (o cada 
una de las VI-5) tenga derivada segunda con respecto a las variables y a 
los parámetros.

Sin embargo, puede determinarse la característica del extremo calculan­
do la función en el punto y en un entorno, con lo cual sería suficiente que 
la función tuviera derivada primera continua.

Más aún, si el cálculo se hace por medios iterativos, ni siquiera se 
necesita la primera derivada. Basta con que la función sea continua en el 
entorno de los puntos experimentales, dentro del radio discutido en la de­
mostración de la estadística de la distancia.
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