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. Uno d= los temas de mayor intsrés actualments en teoria de
CaMSG 2n ! Shes

tra guarks y gluon

it}
[«
1

los canstituyente:

W

a que expliza su comportamiznto s

v

d2 medida, la cromodinamica cudntica (QCD).
diferencia de la eslectrodinamica cuintica (2ED), 1la constantz da
acoplamienta =fectiva de la GCD no es peguefMa (a gran distancia)
1o gus impide su estudic wmediante los conoccidos métodos
perturbativos aplicades can sxita a la CED. Como herramisnta
alternativa para estudiar la 1

Gc
tearias de medida en la red; =

sta procedimients consistz =n
discratizar e1 espacic-tizmpo a fin de realizar los calc-culos
(madiante método na perturbativos) y una vez finalizados éstos
tomar el limite continuo. Esto dltimo no 23 nunca sencillo Z2e
realizar. Comc pasc previo deben estodiarsza los diagramas des
faszs d2 las tzorias =n 21 =spacis-tismpao diszcrats ya que s51c 2n
los puntos criticos dz segundo orden pueds2 considerarszz =21 limits
continuo. A fin d2 realizar =21 estudio de los diagramas de fas=s

G nto sistemstico de2 un estado d= prusba a
fin de calcular con gran exactitud la energia del sstado

-
fundamental y primer excitado de la teoria.

=} Sa extendid la t#cnica de campo medio =n variablas de
plagusta a modelos de spin. Asi surge =1 métado de campao m=dio
en wvariables de unidn que parmite obtensr una buena aproximacidn
de 1os diagramas des fasas para modslos de spin abeliancs y ng
ab=liancs.
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One of the mores interesting subiscts in fi=zld theory is, at
present, the study of interacticns betweesn guarks (strong
i ractions). Buarks would be the constituents of matisr and
Ruantum Chromodynamics is the gauge theory which explains their
bahaviar. The w=ll known perturbativa methods that ws apply in
o 4

dusntum Electrodynamics (BED) are now usslsss becsuse the

effective coupling constant is not small. Faortunately w2 have an
alternative tocl to study GCD: lattice gauge theories. This new
method is based on a2 iscr=tization of the space-time which

licws wus to perform non-partubative calculatio 53 then we must

a
taks the continuum limik. This last ste
one. First of 211 w a
because we can recover th at thz second order
c =]

ars numerical and

.

In this thesis we have investigated the following itams:

al In the +frame of a variaticnal hamiltcnian formulation we
propose a systematic method for the improvement of any givean
trial wave functiocn. n such a way we can cbtain very accurate

valuas for tha ground and first excited state znergy of the

b) We develop a mean-field-like approximation for lattica spin
models in the link formulation which is a generalization of the
mean—plaquett2 technigua. We obtain very accurata rssults far

the phase diagrams of abeslian and non-abelian spin models in two

y, much work hava been devotad to the study of lattize
4.

1
gauge thecries with and without matter at finite temperatursa.
w

The behavior of tha systems when taemperature is differaent from



zero is ralated to the early uhiverss and guark plasmas. In this
thesis we proposz a new and very simple analytical mathod which

lattice gauge theor finite temperatura.
we consider abelian models and, for the first time, a non abelian

theory with analytical methods.

-+

th fermicnic mattar fields.
2COmEs vary important (o
n lattice gauges theory with
g limit. We cbtain very

alzso for non abelian gaugs
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I-1 Cromocdinamica cudntica

En 1948, en SBtanford, California, se2 llevaron cabao

a
experimentcs de dispersidn {1} gque basicamente consistian en

cr

cmbardear blancos de protones con slectrones a altas snerglas.

Lel analisis de los productos de decaimiento se concluyd gue los

protones estaban formados por constituyentes (aparentemente sin

estructural) a los que s2 denomind partones.

Ya en 17264 Gsll-Mann v Zweig (2) hablan postulado que 1

a}
0

0
3

protones v  dem&s hadrones conoccidos estaban constituidos p
entidades ba&asicas a las que llamarcn guarks. D2 =sta forma
lograron explicar una gran cantidad de rescnanciss mesénicas v
baridénicas como estadocs ligados de varios quarks o de parss

guark—-antiguark.

En la dgcada del1 70 se2 realizarcn nuevos sxperimentas con
neutrinos en =1 CERN. Estos, junto con los de Stanford, llavaron
a pensar gue guarks vy partones sran una misma cosa. Asi los
guarks dejarcn de s2r mercs entes matemi&ticos y comz2nzaron a

tener uana realidad fisica.

ff esta altura de los acentecimientos s2 hizao imprescindible
construir wuna teoria que explicara 1las interacciones entra
gquarks.

Esta tecria debia cumplir tres requisitos fundamentales:
a) Invariancia de medida

Se dice que una tecria es invariante de medida cuandoc su
lagrangiang L permanece invariantsa ante una transformacidn lacal

del tipo

gixilgtixy (I-1-1)



con glx) = exp LiACOITT , (I-1-2)

. a .
T* son  los generadorss del grupo de medida 5 vy /A son funcicnes

de las coordenadas del espacio fisico.

La electrocdindamica cuiantica (RED) 23 una tearia de medida

con G=ti(1} La tecria de Salam—-Weinberg, que explica las
interacciones electrodshils (3, es invariante de medidas ante
=50 (2= . Dado =21 éxito gque ambas han tenido 2n la

explicacidn de fendmenas Fisicos s2 creyd convenienta gque la

tecrla que #“plicara las interacciones fuerites también tuvisra

b} Libertad asintdtica

Experimentalmente se determind que a pegueflas distancias los
quarks se comportan comc particulas libres que no interactdan
a propiedad se concce2 como libsrtad asintdatica =

implica que para impulsos k grandes la constante de acoplamiento
b

]
r+
D
2
jw il
il

efectiva de la ts=oria g(k) ds r a cero.

c} Conftinamiento

Otro hecho exparimantal =1 ue jamas se cbhservd un quark
H
libre. stos s6lo han sido detectados formando bariones (tres
uvarks o mescnes (par gquark—-antiguark?. Estas propiedsad debs ser
84 84

respetada por la teorla. Asi surge la condicidan de que glk) para

k pequeMg debe ser grande.

La tecria que parece reunir las condiciones pedidas mas
arriba es‘ la cromodinamica cuanticzca (RCDY. s una tearia de
medida con G=8U(3). Se verifica gque posee libertad asintética
mediante métodos perturbativos (4) yva que en este limite la
constante de acoplamiento g(k) es pegueMa. Si 13 QCD posee o no

ad de confinamientoc 23 una cuestisdn gque aun no =2sta

ztamente aclarada. Cuando k<41 no =3 posible aplicar
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mztodos  perturbativos puss la constantz de  acoplamisnta es
grande. Esta parecia un problema sin sclucién hasta gus en 1974
2 P

k. Wilson (3) propuso la técnica conocida con 2! nombr= de

tearias d= medida en la red. Mediantzs este método se evitan las
divergencias ultravicletas ya que la inversa del espaciamisntc de
red actiia como cut-off. Como veramos en la prdxima seccisn las
principales wventajas de esta técnica son: i) s=2 conssrva la
invariancia de medidaj; ii) se pueden aplicar las técnicas

conocidas de mecanica estadistica para atacar el problema.

I-I

=

Teorlias d= medida en la rad
Veremos c6mo se pasa una teoria del continuc a la red. En
gspaciao  de Minkowsky 21 lagrangiano que caracteriza a una teoria

da medida no abeliana es (&),

L= %— [\TJ(:{) 8"(6[4 P )—(é/"—)(x) )f/“f(x) I-m ?(x)ti)(x)—g?(x)ﬁ’u&?(:{)ﬁft{)—

A o —amV
- Fo FY (I-II-1)
) Yo ’
g 2s la ccnstante de acoplamiento: Af:e;T& es 2! potencial
vector; T son  1los generadores del grupo de medida BG;
o e, . ® .
53 =%ﬁéj—évﬁr+gca°[9 A1 es el tenser de campas; C*°° son las
conistantes de estructura del grupo G cuya &lgebra es

[T™,T°1=0%T° Yix) son 1los campos de materia que ,en este

o

jemplo, son fzrmidnicos {(también pueden considerarse teorias con
campos de materia bosdnicos o escalares)g §/ scn las matricass de
Birac y m 25 el pardmetro gque cocrrespande a la masa de las
particulas ascciadas a los campos de matesria.

La funciocnal generatriz (7} para esta tegria =3,

z =§ [ddl exp{-iSCH,dI/n3 , (I-T1-2)

Ed?] indica qu2 debe integrarsese sobre todas las configuracionss
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posiblses de los campos @ yty). S=’§d“x L es 1la accidn de la
tecria, J son fuentes gue s2 agregan a fin de calcular las
funciones da2 Gresn mediante derivacidén respecto de 2llas. Estas
fuentes, a1l final de los calculos, s=2 igualan a ca=ro.

Ahora pasarsmos cwsky a espacio suclideo

=
ot
n Lo
®oom
ny)
-
]
n
m
L
3
m
w '?“
ot
W
3
+
i}

via una rotacidn de 2 la transformacisn,

x° b"i'x*{ 2 > &4 ao - > Aaq Aa —— AA Y
(I-I1-7)
LY
xk » A 8"““‘—-"A‘SK SR——-——,ER A.__._.’ AR
Se chtiens,
=2 r Qo { - Dy 1800 Wl ) T e YU
Le==2 0§60 St pro (S/N*)“\))/Ai)(.\)] m P VOO +
+ig"\§7(:-:)15‘/..'»)‘)(K)Aﬁ(x)—Q—F/?';Fa; . (I-1I-4)
La funcional gensratiriz toma la forma,
z =S [441 expi-§ [d,I1/A3. (1-11-%)

Ahora Z tiense la misma forma gus una funcidn de p
a

harcemos 1a identificacid

S —sznarglia, fH—temper
atacar =21 problema de tecria de campos pusden usarses todas las
t&cnicas de Mecinica Estadistica. Cbhviamsnta para racuperar 1

o
valores de las magnitudes fisicas en espacio de Minkowsky debemos

volver a aplicar la rotacidn de Wick.

El paso sigui=znt=s para aplicar las técnicas de tecrlas de

medida en 1a red es discretizar 21 espacio tiempo. Be esta forms,

(n

=Jd“:< L, — a' JL,, (I-11-4)
x

'uru—u) : (I-11-

~J
Lo
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gad g\x ———*dr(x)=exp{igaﬁﬂ(x 23 (I-II-5)

a 23 21 espaciamients de red. Asi se obtisne,

5 = -a&% 2—[ P /.._,/‘( <) Pix +f ayf»:*/a Suu/«fuwc ) 1+8

- ¥ Wf < " ‘ 11—
a m% Peoyeo (I-11-9)
SG=§?%RE brouuutut, . (I-II-10)

Llos U son elementos del grupo de medida G y, 2n gzneral,suslen

sar matrices; por esa en (I-1I-10) se toma la traza del producta.
El iIndice p se refiere a plagqueta. Una plagueta, =n el caso de
una read cibica, o35 cada unc de los cuadrados elem=ntales de la
red. E¢ 85 conocida con el nombre de accidn de Wilson., Las

tearias caracterizadas sdlc par S, {(sin materia) se conocen con =1
nombre de tecrlias de pura madida. Su estudia arrcia luz sobra el
comportamiento de teorias de medida con campos de materia en =1
limite en gue dicha materia es muy masiva. Ademis el sstudiao de
las teaorlias de pura medida es interesante de por si ya gua son
altamente no triviales, poseen ricas estructuras vy permiten

estudiar estados ligsados de gluones (glushalls).

Sin embargao la inclusiédn de materia =2n la tearia es
fundamental porgue la QGCD no es una teorla de pura medida; en
ella las particulas ascciadas a 1los campos de medida son 1o
glucnes (equivalentes a los fotones en REDY y las particulas
ascciadas a los campes de materia son los gquarks. Es de gran
inter#s estudiar teorias con materia fermidnica, cosa qus haremos
2n 2l capitulo VI, va que los quarks son fermiocones(?). Es el
mamanto, entonces, de discutir cémo se 1llevan los campas

fermidnicos a la rad.

I-III Fermiocnes en la re=d
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cdma se manifiesta ests fendmeno,

ua existe al tratar campos bosdnicas vy

La ecuacién de Klein-Gordon en 1+1 dimensiones describe un
campo de bosones libres,
.o 5
P=V'P- ms, (I-I1I-1)
2 -
con una engrgia E'=p?+m? para las ondas planas; p 25 21 impulsc.
Llevando la ecuacidn a la red se cbtiene,
ald?= d+d -22P - a*mr s, (I-111-2}
by . . .
con d‘¢(x)=¢ﬁxt1) ; & es 2] espaciamiento de red. Una sclucidén de
la ecuacidn es
¢ = explikxa+iBt} , (I-111-7)

donde ~T<ka<T. FReemplaza

cbtenamos

—E1¢ = [exp

mos ec. (I-II1-3) en ec.(I-III-2) v

(ika)+exg(—ika)—2]#> —m*¢p . (I-III-4)

al

Entonces la relacidn de energla-momento s,

-2
i

-

m2— o

(cos ka 1). (I-III1-5)

al




En =1 limite continuo kad<l se obtisna
E*= m*+ k? ’ (I-I11-&)
gqua 23 la relacidn esperada en el continuc (ver Fig.1l-a).
Ahara repitamos lo mismoc con la ecuacidn de Cirac,
i = -i8,0, , (I-1I1I-7)

con
Yy 4 o0 o A
Y - ) 60=(O 4)’ @5=(A o) M=o . (I-11I-3)
I )

Considersmcs los sutcestados de fg
6= £ Z = ) (I-111-9)

Una solucidn de la ecuacidn es

Ye = expi-ikz+iE-3I XL . (I-III-13n
Entonces 1a relacién de dispersidn es (ver Fig. 1-b)
E = Tk — k £ oo - (I-III-11)

81 pasamos a la red la scuacidn gqueda

i Q(x) =i ¥ Y(x+1)— Y(x—l)] - (I-III1-12)

23

Una sclucién as

Y: = expi-kxa + E£3Z.. (I-I1I-13
Resmplazando la ec. (I-III-13) 2n la =c. (I-I1I-12) ogbhtenemcs



~E= X i lexp(ika) - exp(-ika)l= T s=2n ka . (I-II1-14)
23 =

Tomando 21 limite continuc (ka<1),

E = k. (I-1I1I-15)
Ferc =i ka = T - k’'a cuando k’'a<<1 tensmas
E=% k° . (I-ITI-157

Entonces en ver de una particula, al valver al continuao, tsnemos

daos! (VYer Fig. 1-c).

Afortunadamente estz prcoblema conocido camo duplicacidn de
espacies (10) puede solucicnarse. Existen tres formas de

hacerlo, a saber:
a) Método de Wilson:

Este método consiste en agregar un término en la arcidn
(intrascendente cuando a—0) de manera de hacer desaparecer lcs
mInimos de E vs ka 2n ka=:T. En nuestrc sjsmplo con la scuacisn

de Pirac la nueva versidén en la red seria,

s 1 [V = «, —_ s /) ° — N —  — — N — _1
1‘{){.\) :lzi,:[kP(.(*'l) kIJ(.‘ 1)}+E;-§ [._‘f(.() k}J(.( 1 YPxk+111 L, (I-III-17)

donde B es wuna constanta. Faniendo \F=exp{i(—kxa+5t)}l en la

2cuacidn de movimiento gueda

—EX = - ¥, sen ka + 2 B S, sen®*(ka/) . (I-II1-18)
a Q

Entonces,

E*= sen®ka + 4 B'sent (ka/?) , (I-11I-17}

-2 -
a a’



qus, Comg vemos, no sa2 anula en ka =27, ste término va a cero

en 21l limite cantinuo y sus efectos se muestran en la Fig. 1—-d.

El costoc de emplear este método, como versamos lu=zgo, es la

pérdida de 1s simetria guiral.
b) Metodo de la derivada ds SLAD(11):

Este métcdo consiste en redefinir las derivadas haciéndolas
no locales. Este procedimiento volveria muy engorrosos  los

cdalculos analliticos, por 1o tanto no 1o analizaremcs en detalle.
c! Método de Kogut-Susskind:

sta rocadimi=nto también recibe e]1 nombre de "staggarad
fermions” y se basa en lo siguiente. Fongamcs uwuna sola

componente ¢(x) del espinor en cada sitio de la red. Entoncas

consideremos la siguiente ecuacién,

Py = il -dix-1) 1. (I-111-22)

Fara identificar un campo de Dirac de dos componantes debemcs
descomponer la red en una subrad par ( x es un enterc par) vy una
subred impar (x es un entergc impar),

Wﬂx‘=¢hﬂ s ¥ par (I-I1I-21)

¢ impar (I-I11-22

—€
N
P
P24
~
i
;e
-~
X
N
]
%

T= . (I-TII-233

Ahora la scuscisn de movimiento s



W) == T Wt
k\) 23

.
ng)=—

gue debe compararss con la scuacidén en

O\

La
parmite

una masa

(I-I111-24)

A Watse+1)

o5 ¢ - ?Kx—l)] .

0

—€
|
|
A
0\‘
1%
n
—
I
1
TN
A 0
RS
~—
[eX4
34
-
N

§E=- 2 Yu . (I-I11-25)

Yoz - S22 y

espondencia entre la ec. (I-II1I-24) v la ec. (I-I11I-25)
3. Ezste método ewvita la duplicacisén da 2Speciss
da el tama®o del cubo unidad en el espacic real.

tiene la virtud de pressrvar un

tal como veremos en la préxima

I-1IY Simetria guiral

importancia

mn

pus
el hecho de gque 21 piédn tenga

tan pesgquelMa respecto de los demas mesones.

Antes de vear como se deduce la anterior afirmacidn digamas

gua un  lagrangiano tiene simetria quiral ante un grupo G:G si
- -4 3

L=ul v = ul uj , (I-IV-1)

con u = expl{-iw T®) y us= exp (-i6°T8) , w y 6% son parametros

qua no depanden de las coordenadas, por 1o tanto se dice que

estas transformacicones son globales. T%son los gensradares de G,

grupo al gque perienecesn u v u,.

Ahora wvolwvamos a la ECh. Si

ssta tzarlia es confinanta,

Cosa



qus sSe esSpsra y dessa, los parameiros me que dan la masa des los
ntid ables; esto no significa

alores no pusdan se2r calculados. Las interaccionss
da SU(3) de sabor lo que

a
|4 gque m,= my= mg; . u=up, d=down, s=strangs, scn los nombres

L

c
de 1los tres guarks mas liviancs; u, y 5 tambi®n se denominan
@

sabores de los guarks. FPuesto que la simetria de isospin (SU((R)
or) es una simestria mucho mids conssrvada que la SU(IY 1la
s =S8 cumple con mas precisidn que ma= m, . Los
masa ©, b y t {(c=charm, b=bottom, t=top, las tras

035 guarks conccidos hasta ahoralseran mucho
ayores que los de u,d v s debido a que en el espectro hadrdnico

no Nay rastros de una simetria SU4) o mavor de sabar.

8i ponemss @m,= my, estamcs diciendo gue el iscspi
consarva  exactamenta. En este limite =21 neubtrdn v el protsén
enen la misma masa y lo mismo ccurre con los tres piornes WO, T
y W . Perao ea=sto no explica la peguefez de 1a ma
io

(i / Mpeem=0. 147 quz2 haca al pién tan especial entrz los
b

hadrones. Fara entender esta Nambu vy Chowu (12) sugiriercn gque
hay un 1limite en 21 cual =1 pidn 23 un bosén de Goldstonz sin
masa ascciadoc con una ruptura espontan=2a de simetria. Ests
limite es, por supusesto, una estructura tedrica idealizada. Camc
ejemnplo Nambu y Jona—-lbLasinio (13) cresaron un modelao no

renormalizable cuyos campos fundamsntales son campos nuclednicos

sin masa GQues poseen, por log tanto, simetria guiral. La ruptura

o

2

l)

espontansa de la simetria gquiral da masa a las nuc nes Yy
aparace un bosdn de Goldstone sin masa que se identifica con el

pidén.
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P -
=2 =¥ T n, ¢ _ -
L%— 7 e Sfa+(y1 ﬁijaw ’ (I-IV-2)
donde
e
= v Du=Opn+igh ul(x). (I-1v-3)
Y 4 ; VAR Va
La dznsidsad lagrangiana complata de 1a GCD pumde escribirss en la
forma,
L = L% — (m,Gu +m dd) + L ¢ . (I-IvV—-4)
donde L contisne términos gue involucran solamentes a los guarks
Scot b | b |
5 c b t. Consideremcs a Lz como la densidad lagrangiana no
¥ ki ¥ =

ul
T
v]
!
(1
m

pariurhada. El l1imite idealizado de simetria juiral corre
a

Ea desmuestra gue m, v m, son rzalmenta pa2quefas comparadas

2 los nucleones. Entonces L% dard una descripcisn

razonablemente busna de la fisica hadrdnizca "ardinaria” en la
1

a extrafezra y sabores mayorss no jusgan un pape=l directo.

Nuestro sistzma  "sin perturbar" descripto  por La es
invariants anta las siguientes +transformacionzs globalas:
LSU( 1, : 9 exp (-1T.3/Dy , (I-Iv-5)

[Uil)]v:Y exp(—i“)Y . (I-IV-5)

[3U(2I 1,2 Y —— =xp (~iZ2.3%/D ¢ , (I-IV-7)

U1, = e%p(—:/sﬁs)w . (I-Iv-8)

=
generadores de SU2). Los sublndicas V v A corresponden a
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vector vy  vector #ial, respectivamenta. Las carriesntes da

Ncethaer asociadas son,

J; = Q?f&k? corriente de isospin (I-IV-9)
jf =i?§r¥’ corrisnte2 baridnica (I-IvV-1
Jg = § 85 G (I-1v-11)

(I-IV-12)

\gl.a.
il
-c
\os
(=3
©
e

(0]

La corriesnte barifnica s= consarva también en =! sistema
perturbado definido por L. La corrisrte de isospin se conserva

en tanto mu=my;. Las corrientes axiales se conservan séls =n el

)
n
0
-}
I}
P
[N
m

limite de simstria guiral si rar anomalias de origan

topolégico.

cComo se manifiestan estas simstrias en la naturalezs?
ey 1, vy [U(1)1, zse manifisstan directamente como conssrvacian
d2 1isospin vy conservacidn del numerc baridnico respactivaments.
En particular 1los hadrones s2 clasifican en multiplates de
isospin facilmente reconccibles. Una manifestacisan directa de
ESU(2Y 1, requeriria que cada multipleta de isospin aosta
acompaftado por obtro multiplete de particulas de igual masa pero
paridad opuesta. En el espectro hadrénico no hay rastros da este
multipleta. Paor ejemplo, no existe un isodoblete de particulas
paracidas al neutrén vy al protdn perc con paridad opuesta. Si
suponamcs que =21 mundo real estd bien aproximado par 21 limite de
simetria guiral concluimos que [SU(2)]1, esta espoantaneamentsz
rota. sto implica la existencia de un bozén de GBoldstonse
ps=2udoescalar con I=1 (I es el isospin) al cual identificamos con

£l pidn "no perturbade”. E1l pidn fisico corresponde al estadno

parturbado del bosén de Goldstone Cuya masa praoviene de mo vy m, .



[

Camo =2 manifiesta [U(1)1, cons tituyd un 2nigma durante
mucho tiempo ya qgue su manifestacisn explicita seria 1la

existencia de bariones de paridad opuesta a la de los conocidos.,
Como  estas particulas no se encuentran en el espaectro hadrdnico
podriamos pensar =2n una ruptura espontdn=za de simetria; esto
implicaria la existencia de un bosén de Goldstone con I=0. Sin
embargsc ns existe ninguna particula gus pueda identificarse con
este bosén debido a que los mescnes my M, posibles candidatos,

superan ampliamenta la cota mixima para la masa de esta partICq;a
calculada por Weinberg (14). t'Hooft (15) finalmente resol vig el
problema  demostrando gue dicho bosén no es una particula fisica

debido a cuestiones topolégicas en  las cuales no entraremcs.

Veremas ahora gqué queda de esta simetria guiral cuando

pasamos del continuc a la red.

Hagamos una transformacisn de medida glcbal a la accidn

auclidea =n 1a red (ec. (I-11-9)}:

g=exp(i3.T 3 =cos (3. Dy +if,san(3.T) , (I-1v-13)

l{)(:n*,exp(ié‘.fﬂg)'yix) . (I-IvV—-14)
P — GG exp (-i8.T %0, (I-1¥-15)

donds 7T son los generadores del grupc de sabor. 4Nf es el ndmern

de componentess de Y. Recordemos que ¢=%f% v {‘%,35}=0. Entonces
gS.g"’ = -a22,5[ Yuog! fo Sy () g P +u)—tp< +M)g 8o u gq)( 4y I+
+ gS.,g" - a mj%; W%x)gJ€094Kx)=
= - 3L RS /‘u/q( )qﬂu*u)—q)(w/«)_xu(,nwp( )1+ S, +

+ atm 3,000 Yy . (I-IV-1&)
S



m

i m=C, §, perman=zc= inva =]
- - o had - -
transformacidn h=exp(id.7T) entonces S¢ tisnz simstria

U(4Nt)xU(4Nf) gquiral.

m

ero asta S¢ tiene el problema de 1la duplicacidn de
gspeciss.  Veamos qué ococurre si usamos el método d2 Wilson pa
gvitar el incovenienta. En sste cass tens=mos

k

€, =S¢ (m=0) + .ZJEY(H)J (x)?’“fp)*? xjﬂ)u GaYead, (I-1v-17)
“
gS,.5 gge(sz)g'A + K 2L Y(x g”K;U/{x)gW(xtﬁ)+

o

A - + .,
+ Qijy)gAﬁoqrxx)gW(x)]=

= Sgim=0) - Vi/:rkf)f. Mwwo-+/a)+ )U;u(:-()\i)

()1,
(I-Iv-127
K es una constante. Vemos que la invariancia quiral se ha

perdido. ; Bué ocurre si usamos 21 método de Kogut-Susskind?

Veremos una forma equivalents a la mostrada =n la seccidén (I-II1)

da aplicar =1 wmétcdo de ‘“staggered fermions a la accidn
zuclidea. Trabajaremos en =21 espacioc euclideoc de cuatra
dimensiones (d=4). En cada sitio x=(x, %, y%3 4%, ! de la r=d

haremos una transformacidan unitaria,
Y(x)=ﬁ(x)x(x) ’ P(n =2 AT . (I-IV-13)
donde A(x)= &F 2 8§37 8y . 55 escrita en funcidn de las variables

Z es diagonal en el espacio de spines, 25 decir, &5 una suma de

1

cuatrg acciones idénticas. Si consideramos un solo sabaor Nf
entonces S describe 16 particulas en =21 limite continuo; por 1o
tanto cada iwna de las cuatro accicnes en la representacian

dascribe cuatrs particulas. Entonces con 21 fin de reducir 21
namero  de particulas en 21 continuo consideramos como una nueva

accidn,
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damosirar que las cuatro particulas que apa

puaden identificarse con cuatro sabores
con una combinacis
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continuo s2 construyen

farmidnicos de cada hipesrcubao
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sitios. Esta es 1la misma corclusian
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stz

rompe2 ante
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estudics las propiedades de 1lgs
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studiar =1 comportamizsnto de

parametro simetria quiral, en funci

temperatura. este punto
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introduce la temperatura en estas teorias y guz importancia tiesne

su estudio. Esto serd discutidc en 1la préxima seccidn.

I-V Temperaturas finitas

Fara entender céma se introduce la tzmperatura en estas
tearias primeraments debsmos pasar de la formulacidén con que
trabajamos hasta ahora (lagrangiana), a una formulacisn

hamiltoniana.

Formulacidn hamiltoniana

Conocciando el lagrangiano de 1la teoria Qque gueramaos
nuastro problema consiste en evaluar en el

-te
espacio—tiempo discreto la funcicnal genesratriz
: z = [d9l expi-S5 [d1/n1 . (I-v-1)

Uno de 1los métodos usados en Mecanica Estadistica cara
evaluar la funcidn de particién es la matriz de transforsncia
(17). Si se descompone el modelo (d+1)-dimensicnal =n un Avumarao

muy grande de sistemas d-dimensicnales el peso estadistico de un

determinado estado puedes escribirse como el producto de factores
gque repressntan cada uno de ellos, 1la contribucién de cada
subsistama al modela. Para fijar ideas examinaremos el caso en
que d+i= y 21 grupo de gauge G es Z{(N). Entonces se tiens una
red bidimensional en cada punto de 1la cual hay una variable
s{ns,n,) gue puede tcmar N valores. La rad posse M, filas y M,
columnas (M, .",=M). En este casoc 1los subsistemas estan
constituidos por el conjunto de wvariables a 1o largo de una
columna. El estado de 1la columna n, esti descrinto por el

[s(ra,1)y S5(Ny 32 yeeey Sna,M,01, habiendo N estados
ara cada columna. Ei s2 usan condiciones periddicas de

contorno, la e=nergia E del sistama se puede escribir como



H,y
", Yt B
E= ) &, (e ,}4"‘) . (I-Y-2)
n=A
n n,+4 : . .
ECV4‘#4 ) es la energla correspondiente tanto a las interarcicnes
entre las columnas ny4 v ny+1 como a lo que ocurre dentro de la

columna ny. Al escribir la funcisn de particidn se pueda

descomponer el factor de EBEoltzmann xp(-%E) en factoress
exp{—@Ec(V,ﬂ'}}= ToU, W,
! 7 /
L -
z= 2, el TOu,wt) TOR, W) Ll T, (I-V-)

/" /'\1 /4"* / / / ’

S= pueds pensar a T(M,;V) como un elemento de la matriz

filas. Le esta Fforma Z se escribiri como un

~-
7= 25, ... TECM, W) T, ") .. T(wh, ) =
“~J
/A‘ /43 /MMA / / / /
= L TH‘(/M‘,/M‘)= Tr(T™ (I-V-4)
n
/

T es 1la matriz de transfesrepcia. Como la traza de una matriz es

igual a la suma de sus autocvalores
Hq o
z =20 (A", (1-v-5)
donde A; son los autovalores de T.

Si My,M, —+» 1o gque ocurre en =1 limite termodindmico, salao

el maycr autovalor A, serad importante en el cilculs de la energlia

libre:
-1
= - 1 i H =
F (@) m,nf_.Tp —H:LM;M ZCR,M, M)
= 11; -2 AN . (I-V-5)
Hij; & 1n 2
81 se considera un ejis temporal en la direccian horizontal

d=2 la red s= pusde pensar ue a tiempoc t=t, los N valares
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de la variable s(t, ,1) =on leos autocestados del cperadar

w
-

S(idtntiy: = expliidmn (i) /NiIniy> . (I-v-7)

El estado de la columna es

N2
Inx = T0 1ndidy: . (1-v-2)

A=

>

Entcnces la matriz de transfersncia se puede pensar como un
cperador ? que acztua 2n el espacio de los Ink. D=2 esta forma el
problema  de determinar 21 mayor autovalor de ? g2z eguivalente al
de calcular la energia del estado fundamental E, del hamiltonianco

cuantico unidimensiocnal Qs detinido por
T = expl-gi.) (I-V-9)
donde & es el espaciamiento de la red en la direccién tamporal.

Lo hecho arriba permite pasar de una formulacién lagrangiana
a una formulacidn hamiltoniana en una dimensidn menocs. De (I-Y-9)

tenemos gue
Hs = ——In T . (I-V—1

~
En general H; tiene una expresién complicada; para simplificarla

puede pasarse al limite continuo en t hacizndo &-—0. As? gueda

~ A A
T=1im exp(E€H) =1 —-&H + ... (I-v-11)
1:-»0

Vo)
donde H es el hamiltecniano asociado a Z.
Mediante pascos similares se llega a la misma conclusidn en

el casoc de que las wvariables de la tecria tomen valorss =a un

gi-upo de gauges continuo.



Z = lim 25 <$IT"1dx = lim 2o <dlaxp(-3MH) 1> . (I-V-12)
M—eo  [$I e T
BV 5-»D

La funcidén de partizcién para una tscria definida poir un

hamiltconiano H a una temperatura T as
Z(T)=.£%{¢lexp(—H/T)l#} ; (I-V-13)

esta definicién 25 consistente con la suposicién de gque todo 1o

antadicho valia a T=0 pues

Z(o)= 11im ;;A{¢|exp<—HfT)x¢} , (I-v-14)
T2 -
que coincide con con la ec.(I-V-12) si identificamos ZM=a con
1/7.

Entonces si definimos ﬁ=1/T tznemaos

Z{pr= 22 P lexp (—RH) 1 b5 . (I-V-15

TSR A ?
Ahora podemcs aplicar, a 1la inversa, el método de matriz ds
transferencia y obtendremos una =xpresién para Z(F) 2n funcidn de
la densidad lagrangiana d= la teoria

e

§
Z(@r= j Cd1 exp{—-Ldt‘£d3x Letdrs . (I-V-1&)

sta es la Afuncidn de particidn de una teoria a T finita. A1l
llevar esta teoria a la red, la diresccién temporal tendri N
sitinos (N£=F) y en dicha direccién debersmos aplicar condiciones
perisdicas de contorno (18).

A continuacién discutiremocs la importancia de estudiar

modelos a temperatura finita. Coma va se explicd, hay

)

evidencia experimental de gque 1la materia esta constituida par

Gguarks. Debido a 1la propiedad de confinamiznto es imposible



T3
St

parar +isicamente a un hadrdn en los  tres quarks gque lg
constituyen. Far lo tanto, =n lo que a existencia individual e=

* » 21 hadrdn se comporta como elemantal. Sin embargo a
des o temperaturas suficientemente altas 2l concepto de

hadrénica s2 pierde. Esto s2 d=be2 a que una vezr gue
tenemocs hadrones qus se panetran mutuamentz cada guark encuentra
muchos otros quarks muy cerca Suyo, a una distancia menor que =1
radio de un hadrén. En este caso no parece haber forma de gue un
dado quark identifique a aguellos con los qu=2 a baia densidad
formaba un hadrdn; por 1o tanto se ha producido un

desconfinamiento.

El mecanismo gque produce =21 desconfinamisnto de los guarks =z
ltas densidades es el apantallamiento de la carga de color (19)
(hay wun color asociado a cada uno d= los ochoc g
grupo  SUCI) de color). Esto pusde enterdsrze mediants un =jemplo
cda m2canica estadistica. En materia atdmnics de al
potencial de Coulcmb de largo alcance gue un2 icnses y electrones
formando Atomos 2l#ctricanente neutras e =]
apantallade por las ctras cargas presentes y se transforma =0 un

potencial de corto alcance,

el 22 ™ . (I-Y-17)
- G
Aquli  r denocta la distancia desde la carga de prueba =2,. El radin

de apantallamiento de Debva r, es inversamente praoporcianal a la

densidad de carga n,
rn ~ n7? . (I-v-13)

Entonces, a una dansidad suficisntements alta, r, s2ra mas

uefo gque =21 radio atémico ra« Un 2lectrdn dado yva no pueds

a2g
sentir la ' fuerza de ligadura de "su" &tomo ¥, por 1o tanto, gueda

ibr an es2 mom2nto 1a materia aisladora se vuelve conductor
(20 . Se espera que el desconfinamientn =n OCD sea =1 anslcgo de

1o gques ccurre en GED (transicién Mokt Fuesta gque a1
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5 un fenomsno que ccurre a alta densidad v, por
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corto  alcance, la diferencia entre BED vy OCD en

0

k3

'] n
cuants al comporitamiznto de las fusrzas a2 grandes distancias no

25, =2n 2ste cass, importante.
Tzniendo en cusnta lo =sxplicado mds arriba, la
"conductividad de2 color® (Gc) de 1a materia gue interactaa
4

a4 una s2Mal natural de la transicidén desconfinants

r
ya que debsra anularsz 2n ] caso de matsria aislante yv s2 hara
c

olor. En sdlidos aislantes, sin embargo, la

2 C
onductividad sléctrica Ce no 25 =strictamsnte O para T:0 pero =s

Cen~ exp (—AE/T s (I-V—-17
con AE igual a la energia de icnizacidn. FPor =ncima de la
temperatura de la transicidn de Mottt Ce 25 distinta de O dehido a
gue 2l apantallamiento de Cebye disolvida globalments las
ligaduras entre 1lgs iones y slsctrones; sin embargo, por debajo
de g=@ste puntoc pueden producirse localmente algunos elacirones
libres por iocnizacidn por 1o gue Je sa2rid paguela pero no nula. El
faendmano corraspondisnt2 2n la (GCD 25 la produccidan de parss
guark—antiguark en forma de un  hadrén (21). Si tratamos de
sSparar  un guark c2 un hadrdn dado , 2] potencial confinan
crz2cera con la distancia des ssparacis hasta alcanzar 21 valor m,
del estado g5 mias baio; en 2ste punto, s2 creard un nuevo hadrdan

cuyo antiguark neutraliza al guark gue tratabamos de separar vy
asl la separacidn es posible. La produccién local de hadrones
jusga el papesl de la ionizacidéng por la tanto s= espara gue (. no

sza astrictamente O en la fase confinante, sino

G~ a2xp(-m,/2T) . (I-V-20)
Fodemos tomar =21 limits 2n qua m, — = 3 2sto egquivale a
=1 ;
sstudiar una teorila de pura m=dida a tempzratura finita. En este



caso la scuacidn (I-Y-20) nos dics qus

< . (I-V-21)
>0 T>T.

paor lo gue 0. sera un buen parimetro de orden que indicard 1a

transicidn de desconfinamiento.

Fara completar digamocs gue =1 estudio de tecrias de medida a
temperatura finita arrocia luz scbre los comienzos del universo
(10°° segundcs  luega del big-bang (22)) an gue la materia s=
encontraba a muy altas densidades. Experimentalments se tratari

e reproducir estas condiciones madiante chogques de ntclecs
a

T o

sadas a muy altas energias. Los primsros axparimentos en =2st=

-mbitc s2 llevardn a cabo en el verano de 1924 en Brookhaven W BN

i~

2l CERN vy ya mismo se estan disesMando maguinas para taless fines

L)

[

23) . Los resultados de estos experimentos seran crucialss v de

gran interés para los fisicos tedricos.

'

I-YI Puntos criticcs

Hasta ahcra discutimos las faormas de levar a 1la red
distintas teorias: de pura meadida, con campos de mataria, a
temperatura ceroc 6 finita, en formulacidn lagrangiana o
hamiltoniana. " 8in  embargo no dijimos casi nada a cerca de los

pasos a seguir para recuperar 2l limite continuo.

Una wvez que discretizamos 1la teoria debeamos abocarnos a
determinar su diagrama de fases; é&sts se obtiene estudiando la
energia del estado fundamental en Ffuncidn de la constante de
acoplamiento vy dasmas psrimetroz dsl modelao. ; For gqué debemcs
hacer esto? Forgua wvolver al continuo significa hacer tender a
cerag el espaciamiesnts da red a, pero esto sé&lo podemcs hacerlo

para aguellos valores de los parametros talss gque la correlacidn



entre las wvariables n

o
fanémena s2 produc2 sé&la en =21 caso en qus la loan

gitud de
corrslacidn  se2a infinita cosa que ccurrs en los puntos criticos
de sesgundo orden. De aguil la importancia de conocer cuiles son
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liticos permit=n tan s6lo llegar
a conocsr 1 gramas de fases vy el orden de las transzicionss
paroc aun no 23 posible recupsrar el continuo; esto dltimo s=

logra numéricament= madiant2 simulaciones de Monte Carla (243,

I-VYII Mé&todss zna

el
a4
r+
i
N
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n

Entre los métocdos analiticos ma

u

2ficaces para atacar sl
problema de las teocrlas de medida 2n la red so
d r

cllos en serie de alta tempzratura (25,248) y en la inversa

dal numero de colorss (27}, 21 matodo d= grupoc d2 rencrmalizacisn

(28, los métodos variacionales 2n formulacisn lagrangiana (2%) vy

hamiltoniana (20} los métodcs de campo madic  (24).
:.J

En esta seccidn estudiaramos =2n qué consisten los métodos de

campo medis y sus diferzntes variantes.

En mecanica estadistica se utiliza =stzs matodo para calcular
la magnetizacidn de un ferromagneto caractesrizado, oor sjsmplo
por 21 modelo de Ising. En e2ste casc se considera una red en cada

ung d=2 cuyos sitics hay variables s(x) gue interactdan con sus
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cmar valores X1 (en Z(2)). La accidn
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(hamiltorniano clisico) que caracteriza al modala as
5=52L5(x)5{xfp) . (I-VII-1)
[ n
/
®* son sitios de 1a rad vy /4=1,...,d 85 un versory; d es las

dim=nsisn. La funcidén de particidn es

Z=0 expip T s () s G + 3. (I-YII-2)
. i_sj x,/u.

La magnstizacidn s2 cal-ula coma

A o -
m=<-J 55 0) expl /*_m(.ns(,w/«)} . (I-VII-3)
F I !
{s}
Una Aforma aproximada de calciular @m oes utilizande =21 método ds=
campa medic. Este consist2  2n considerar exactamente una scla
variablzs v aproximar a las restantes por su valor medioc ecalcu
madiante wuna ezuacidn de autoconsistsncia. Asi rasulta qus si
—
i

ponemcs 4s{x)i=m en todos logs sitios axcepts =21 consi

2msd
S sef?
=== Fzmsa =tanh (Zamd) , (I-VII-$
2, e
S=t4
la ec.(I-VII-4) ez la ecuacidn de autoconsistasncia, Notamcs que
. * ~4 1
m=0 siempre2 o35 solucién perc para un cierto y Gue depende dal
valor de d, apareczrd una nueva solucidn. Este valaor /6'52

interpreta como 21 punto critico de la taoria. 8 partir de dicho
*® .
p 21 modelo estard magnetizado. Fodemos calcular =21 va

1
derivands ambos wmiembros de la ec. (I-VII—-4) =0 m=0; asil tensmos

Fasaemos d=1 ambitao d= tearia del sélidoc al de taceia da
u

Camgos  y  tratemos de aplicar el método a
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pusdsn mejicrarse sistemidticamentz si consideramos mas d=2 una
variable exactaments. Este procedimisnts se conocce con el nombre
d= aprovimacisn de Bsthe-Feierls v serd utilizado  =n 1os
caplitulos III, IV v V de esta tesis.

una solucidn no t
cansidera el punto critico; esto se hace =n muchos casos pEro se
chbtisnen mejsres r

a 1
aira cada wuna de las dos scluciocnes y 81 punito en gqus se cruzan
b

invariante ants una tran=formacién e medids gha ser
estrictamenta cerc. &hora bkiszn {G}{x)' debiers, entonces, sar
c=ro en abisrta contradiccidn con 1los resultados obi=nidos
antariormante. Entonces =sta  forma  de aplicar el métcdo a las
teorias de madida resulta ser intrinsecaments inconsistznta, Este
problema fue resuelto =2n las Refs. (22,22 y 3Z4). E1 paso
fundamental consiste e2n  resscribir  la funcisn de particidn en
i

compacta a
variables de Z{(2) a 1 b r
siguiente forma. En la Ffuncidén de particidn introd

ezcrits como,
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pu=sdsn mejorar sistematicamente mantsniendo las potesncias
supariocres de las fluctusciones y desarrsllandc en serie la
exponencial de la cual son  argumentsc de manara de resolvar
sizmpr=2 integrales tipo gaussiana. Cuantos mas tdrminas =n =1
desarrcllo de la exponsncial consideremss, maAs carca s=staremos
421 resultadc exacto. Ezta t&cnica se conocs con el nombre da
desarrcllo =2n lazos.

El metodo gus acabamos de dascribir tambi®n se aplica a
tecrias con grupos continuos: peroc en estz caso dabido a la
EY

]
aparicidn de modos csroc se hace imprescindibla fijar una medida

b) Método de campo @=dio en wvariablas de plagusta (34,27):

Acabamos de ver qua 21 método de2 cawmpo medis "naive
prasenta problamas al aplicarlo a una teorlia invariants de madida
porgus rabajamos con variables ubicasdas =n las uniones CUYGS
valor madio no &5 una magnhitud invariante de medida. €i
pudiéramos hacer un cambino de2 variablss, & fin de tenar gus

C
svaluar magritudes cuyao valor medic fuera invariante, no habria
2

= medida 2! productc de las cuatrao variables de unidn gque rodean
uns plagueta permanece inalterado; si a e=ste producto la
identificamos con una nuava variable de plagueta, nusstrqo
problema  s2 raduce a sfactuar el cambio de las visjas variables
ce wunidn a las nuevas de plaqusta. E1 mayor problema consists en
determinar 21 jaccbianc de la transformacién. Fara mayor claridad
sigamcs trabajando con nuestro sismplo, el modelos Z(Z2) de medida.
La funcidn de partician es

Z= 2 expiSi, (I-VII-2Z

dond

]

i

S esta dada por la 2c.{(I-VII-S). Si definimos
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Titulos de figuras

1—-a) Enaergla en funcidn da ka (¥ e35 el impulss y a =
espaciamienta de rad} para una sclucién tipo onda plana de la
ecuacidén de Klein-Bordon =2n la red.

-5} Energia en Ffuncién del impulso & para dos soluciones tips

3 P

onda plana de ls scuacidn de Dirac en 21 continua con quirslidad
definids. —

-} Energia en furncidn da ka para una solucidn tipo onda plana
con quiralidad definida de la escuacidn de Dirac en 1a r=d.
—d} Energla en funcidn de ka para una solucisn tipn onda plana
con quiralidad definida de la ecuacidn de Dirac en la rad lii=ga
de agregar =21 término de Wilson para gvitar 21 probleama de= 1a
duplicacidn de especies.
2} Analisis de las ralces de la sc. (I-VII-&) mediante 21 cruce de
las curvas y=m e V=tanh(6pm3} en cusatro dimensiones. Si ﬂf~f
sSlo existe la solucidn m=0 pero a partir de =A% apar=can tres
raices, dos de =21las 2stables.
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pusds  pensarse como la definicién  ds Y, » Entonces la idea =cs
simple. Fodemos mejorar la  funcién  de prueba inicial
consideranda como nusvo Ansatz la combinacisdn linesal narmslizada

o Ha ~o
Qu=—ter=e ¥

(A+ox2)72

dande 24 es un nuevo pardmetrs variacicnal que puade hallarse

ficilmente minimizando la energla del sstads de= la ec. (IT-II-2),
\

Y. -

a= £ = £+ 137 (II-II-%

—
donda

fo SHRo3CHRCHR -2 <HR (II-I1I-4-3a)
- 2 (<H - <) ’ o
e °

~Z

Fuede demostrarss gue =21 estado de la ec. (II-11-23 Jjunta caon
I 1 t (=}

la ec.(II-II-3), =25 21 autoestado de= menor znargia de 1a matriz
.,

€o b

(II-11-3)
b c ?
~ ~ . .

donde c=(|,,H\yQ. En general =21 hamiltonianc pueda escribirse
COomo un  tarmino de snergla cinética mas otro  de energia
potencial, &35 decir, H=H,+xV, donde % =3 un parametro. Si

2l matodo valido para acoplamiento fusrte (4<41) de la Ref. (17).
S8in embargo, si o 25 suficientamente busns =n k=0 y w=cC
entonces, como  probarsmos en Sec.lI-I1I, obtendremos resulbtados
satisfactaorios para todo .



imple vy wusando ec.(II-I11-3) podemas

N

Madiante un Algebra
gis

m
<
bl
fu-
[
th
5
[
u
o}
[

eva enar mzjorada,

numaricamente) respecto de los parametros {,} (los cualess, en
g=neral, no coincidiran con =21 conjunto @Y gue minimizaba £.1).
El método puade itsrarss facilmentz, o s=2a, al actuar H schre s
cbhtensmas un =stado (® ortogonal a Y4. El nusveo estadc meiorado
es ahora
o
Y2 = W:;;z;t, . (II-11-7)
T/

Laos wvaloras das X, v &, {(la ensrgia des Y2} estan dados por las
2. {(II-11-3) y ec.(II-II-4&, r=spectivamente, cambianzo Yo, @a
par Y., q,. Usando 1la ec.(II-II-2), o<,y g2 pueden =zzoribirss
comao funciones de ’H“g . Nctemos gque en el primer passc de rnuestro
matsdo iterative necaesitamos concocer ns 12,3, B0 2. (II-11I-4-b7,

y en el segundo n=1,...,5. En gen=ral =n cada iteracisn deberian

2valuarse dos nusvas potencias de H.

=3
1
it
(1
(WS
a

G, en =sta seccidn hemos propussts un

n
pdo
11}
r
in
A

d
tematico vy simple para mejorar cualguiesr funcisdn de prue

a
las té&cni hor

m
et
=]
W
hl
N
0
L
m
D
w

a5 wvariacionaless hamilionianas.
a

ic
probaremos nuestra apraoximacidn en algunos eiamplos no triviales.

II-1III Resultados
A. Ecuacidn de Mathizu

Comoc primser a2iemplao del  gmétodo dascripto en la S8=2c.11-11
[ o

consideraremscs, comc en la Ref.(12) la scuacién do Mathisu gus
tien= una gran cantidad d2 aplicacicnes en fizica t=fricas,



-0 — ¥ CZs e Y{@) = Eyi9s) . (II-III-%)

campo gravitatorio, para una particula en un potancial perisdico
C=+ o
[ e LR ]

o
unidimensional, y para =21 efects Stark de un rotador rigido.
=]

Il}

ecuacidn también apar=sce =0 me stadistica para 21 gas d

fon fon
Coulomb unidimensional (13). En tecrias dz= medida ha ido

n

estudiada debido a su similitud con tem-{ias
r

(14). En teocrias d= medida =n la onde a la scuacidn
1

de autogvalores para el models de  una aguata (1% (=n
formulacién hamiltoniana), donde x es proporcional a gty g 235 1la
constanta de  accplamiento. For esta razésn nos referiremcs a la
regidn =441 ¥rx1) en la =2c.(II-III-1) czmo la regisan de

Trataremcs de reproducir los resultados conocidos para el
estado fundamental de la ec.(II-ITII-1) usando coms funcian d=
prusba inicial

LP°\9)=E*:p("T(3-:<359) , (II-I111-2

n

2 (> es un parametro variacicnal. Fodemos demostrar Ggua =23te

Ansatz reproduce 21 primer término d21 desarrcllo carturbastivo

las zonas de acoplamiento fuerte vy débil (ver ec.(II-III-S)).

Recizntamente este tipo de funcicnes de prusba ( Yo =2xp (BYV/2))

han sido muy usadas (17 en teocrias de medida =n la r=d con

resultados aceptsbles por lo que san, 2n genaral, un buen punto
s

tro m@todo. La ensrgia a ordsn caro

=1
1.(®)
éoq,F)={ = —x]———4~ , (II-ITI-=
4 I, ((s)
donds I“(@) son 1as funcicnes dz Seszsel medificadas de orden n.,
En 1z tabla I damos 1os  resultados cara la tres primeras



itEracionss d2 nuestro metodo. Bl acusrds com los valores sxactos
33 = - —_ i . - . Py F = == Y
(18} es excelente =2n todo el range de x. La convergencia =s muy

répida cono s2 musstra en la Fig.od donde graficamos los errcres
f J ) 3

A;=(£exadm"€;)/agxaﬁ+a~_ ¥ (II-111-4)

siendo &, la energia de la i-#sima iteracidn. Mota2mos qus= =1
=1

Brror se  requce 2n un orden en las dos primeras iteracicne=z. Al

tienz un maximo en x~1. En la Fig.2 comparamos nuestrcs
resultados con los  desarrsllos  de acoplamiento fuerts (18) v
debil (19) del s=stado fundamental de 13 ecuscidn de Mathi=u. For
caompletitud prasentamos los primercs términos de  dichos
dasarrollos  ( para 2! acoplamisntc fuorts on Ref, 19 AQArS2CSn mAas
t&rminos),

CoZ-0.5:2 +0. 21375014 —0. 201389 +0. 2329078 s (II-III-Z-a)

1
c 1 andlisis mostranda la variacién del paridmetro gue
minimiza la ensrglia para algunos puntcs reorasentativos. Ds
& es clarc que nuestro mé&todo funciona

corrsctamsnta al MeEnsSs 2n este pr"cwbu:ma d2 mecanica cudntica,

Comoc  segundo ejemplo har=tos algunos cdlculos sxploratorics

en  teorlias 2n la rad. Considerarsmos 21 models ds Ising =2n una
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Cuando N aumenta, la precisién decrsce, como sra de esgaerar
2=bids al hecho de gque %=0 =2n =21 limits N=o . Ein gmbargoc los
rasultados muestran gue 1la influencia de esta etfecto ez muy
paguefa para cadenas cortas ¥ podemcs llavar adelants nusstra
idsa cons axacta para adenas finitas v

la vecindad del puntc critico. Este métodao ha sida usado con
&xito () en 21 modelo Z(NY de soin. fdemas 1a secusncisx da la
coiumna rotulada "exacta" =n la tabls IIT-a converges &1 valor
exacho £n 21 limita infinitc cen mas de cinco cifras

confianza. Los valores extrapcolados para diferentes nameros o=
iteracicnes se dan también =2n la tabla III-a. E=s de nctar 1a
canvergancia  al  valor exacto —1.27324 (para x=1 la convarzanciax
25 mas rapidal. Un detalle no satisfactoric es qus 21 valor
ZFKACTa es aproximado por debajc mostrands gu=z =l métaodo d=
extrapolacidén no respeta sstrictamente 21 hacho de gque la an=rgis
variacional debe ssr una cota supericr para la energia sxracta.
Luizas sea necesario considerar cadeanas mayoras 4 otras técnicas
d= extrapclacién. Sin embargo los resultados  son muy
alentadores.

Usandc nuestro métods tambizn pusda astudiarss 21 primer
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..60..

Tabla 4
X o 1 €2 €3 €exact
0.2 |0.019616]0.019660|0.019661|0.019662|0.019662
0.6 |0.156542|0.158303|0.158355|0.158357 |0.158358
1.0 |0.372644]0.378172]0.378456|0.378478|0.378489
2.0 [1,056478[1.069194(1.069984]1.070079 1.070130)
5.0 |3.469634|3.483862|3.484201|3.484233|3.484245
10.0 |7.819052|7.828273|7.828344|7.828347 |7.828347
Tabla 2
ITERATIONS
X 0 1 2 N
0.6 1.05 | 1.08 | 1.09
1.0 1.52 |. 1.59 | 1.61
2.0 2.29 | 2.36 | 2.40
5.0 3.53 | 3.51 | 3.54




Tabla 3
N €, €, €, €3 gexacf
2 1.41421211.414214(1.414214)1.41421411.414214
4 1.295736{1.306562(1.306563}1.306563{1.306563
6 1.262972]1.286631(1.287754}1.287768(1.287901
8 1.25318411.27667411.28027411.281069]1.281458
10 1.25075711.270855(1.275597]1.27720811.278490
oy
o '.A'.
+ Tabla 4
X = 0.5 X = 2.0
N €3 € exact €3 €exact
4 1.067889/1.06788912.135779{2.135779
6 1.06411311.06411612.128215(2.128231
8 1.063631{1.063635{2.12704312.127270
10 1.063554]1.06356012.126515(2.127121
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CAFPITULD III

ANALISIS DE MODELOS DE SFIN EN LA RED MEDIANTE EL METODO DE CAMFO
MEDIO EN VARIABLES DE UNION (1)
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ITII-I Introduccién
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in
]
[m]
=+
~
]l
1]}

r 2
formulacicnes. En las Raf. (4) y () desa

[w}

-
o media para tecrias de medida 2n la rad. En primer

tipo campo

lugar se lleva a cabo un cambio de variables d2 unidn a plagusta
vy lusgo s2 realiza la aprozimacidn de considsarar sxzactamentz una
sola wvariable vy aproximar las restantss por  su valor medio
cbitenido madiante una scuacidn de autoconsistencia. Verificamos
quz =sta  aproximacisn da excslenias resaltados 2n tres y cuatro
dimensionss aspecislsents para la EBLD (sin fs=raionss).  Una
ventaia de la técnica es5 que su aglicacién no demanda grandes
asfuerzos numéricos ni analiticos.

En este capltulao proponemcs una fticnica similar para modslos
d=  spin. La aplicamos al models guiral SUMDHSUMD (4 y al
modaelo Z(M?}  de spin en dos dimensiones (N=2,3). Los resultados
en ambos Casss son muy alentadores.

III-1II Descripcisdn d=sl matods

acCc16n para modelos de spin en la red pusde escribirss,

fUGOU (erpr 1= L T ra tr UGOU (x+p) 1, (ITI-II-1)

conde x  dencta sitiocs y M direccionss de una red  cdbica

d-dimensicnal con condicionss periddicas de contorno. Ux) toma



valorss en un dado grupo 3 que pusde s=r abelians o na abeliana.

R caracteriza a una rapresantacién del grupno  y dim(R) a sug

dimensidn. En Ref.(7) s2 demostrd cémo pasar exactaments de

25 de sitic U(x) a variables de unisn U/(x)=U(x U*(xﬁg).

El wvalocr wm=dic del caracter de una variable de unién 2n una
a

rapresantacidn A [ ()1 esti dada sn esta formulacisn por

.{LAZ::-.—.-é—TrSdU/‘(:-:) 2xp(S) L, (W Tg‘ é(uF—m y (III-II-2)

. (II1-11-2)

y Z 23 la funcién de particién. Las funciones & son vinculos gqua
c iy

s el

i

chiang de la transforaacian. UF
2

variables de uynién alredsdor de una

~

UP—gr x)Uv(xtﬁ)g;(H+v Uv( ) . (III-11I-4)

Motamos gqua en una dimensién no hay plaguestas v la sxpresidn para

“ila¥ se raduce al cociente de dos integrales.

En la 2c.(III-II-2) no tznemos en cuenta un vinculo glcobal
gue proviene de las condiciones periddicas de contornao, debidoc a
gue la técnica que desarrollaremcs 25 de caractzsr local. For 1o
tanto si consider&ramos una ra=d infinita (2n la gus no aparscen
as condiciones globales da wvincula) obtendriamos el mismo
zsultadao. El  lector interssadoc en a=ste punto puede mirar 1la

r
Ref. (7).

u

En t=orfias d= madida e=n la red la expr=sidn anilocga

[
m
1]
[ [l
m w

2. (III-II-2) (ver Zec.I-YII) involucra un cambio de variab

W
[w)
o8
]

unicon a plagueta y 21 vinculs vizne dado por la identid

=

Bianchl en la rad (Refs. (4 v (512,
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i I les d= unisdn
(ML) 2=, =n &sencia, similar sl método de campo mediao usual =n
variables de sitic (M) {(ver Cac.I-VII). Feemplazando la
2c. (ITI-II-3) en 1la =2c.(III-1I-2) manten=mos "viva" una sols

2 (digamos U) e igualamos las restantes variables =24 1a
n rn

a su valor madio <L ,.>. Notemocs gue co

en  dos dimensiones cada unién =23 compartida por dos
plagustas de mansra gue la ecuacidén da ML para <L,» =3

'{L)\}f:—z—f_a(dim(n V) (dim{r )) 4L ? <o

a
dal grupo (un nimaro infinito para grupcs continucs). En la
piractica, es suficientsz con mantensar 2n 21 término d=
de la =2c.(III-1I-7) el ndmeroc suficiante de t&rminos =l
slcanzar la convergenci

=

a
resuslve numéricament2. Debemos buscar una solucidn guz= satisfaga

para todos leocs N considerados. Notemos que de la ec . (III-I1-1)
‘Lx* =235 1la =nergla madia por unidn del modealo. A& fin de obbisner
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cerivadas numéricas {camo  en simulaciocnes de Monta Carlc).

Notamocs que =n la regién en qus @-iil si buscamos una
solucidn tal gque <L,><1, el resultado a orden 0 ==

dU La(u) exp{psanl
“haw= Jv L, L ; (ITI-11-9)

SC,' v e_x‘\oi(ssl(u)}
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ITI-II1I Resultados

finaora aplicaremcs nuestra  técnica ML a algunos =jismplas

» Consideremos primer

0

abeliancs v no abelianos en dos dimensicne
]

=
daloc SUNYxSUMD wiral (N=2,2) definido ar la accidén
k

(ITI-III-%;

n
I
zp>
1l
D
rr
5
(g
[
P
c
+
o
+
>
loud

nas (III-II-7) numé&ricamen

medianta un método iterativo. Cuanda N=2 verificamos gue, a fin

conveargencia, es suficienta con mantsner zn
=

a
2c. (ITI-1I-7) las repressntacicnes O, 172, 1+ v 3/2 y potenci

= s de
“Lix¥ no mayores gue & lo gue significa resolver un =istema de
cuatro ecuaciones. El resultado para la energia de unisn
%ﬂﬁe tr LU Y (x+ )13 se mueEstra en la Fig.l comparado con los
resultados de simulacicnes de Monts Carlo. Mo s=2 gbservan
transicicnaes de fase. s destacable el acuerds de nuestros

resultados con 1los de Monte Carlo de Fef. (2) sn =1 r2gimen de



acoplamiants fuerte. Musstro método también proporcicra busnos
resultados en la regidn de acoplamiento debil. Dastagquemos gqus an
la Raf. (¥ 52 muestra gua un desarrcllo de acoplamiento fuarte
pradice una ransicidn de fasz de segundc orden totalments
inesperada =1 este2 models para‘3~2.0. Musstro métcodo no ssRala
ninguna transicién aunque desbsmos reconocer que =25 muy dificil
determinar una transicién continua estudiando la enargla por
unidad de sitic o la snergia libre. Algo similar ocurre 2n las
simulacionas da Monta Carlc vy en 1a apraximacién MS.

Cuanda N=Z considaramcs en la ec.(II1I-11-7) las
representaciones 3,3,4,& y 8. El resultadn para la energia de
unién (Fig.2 indica un comportamientc cualitativamente similar
al des N=I como era de esperar por los  resultados de las

simulaciones de Monte Carlo.

ro gue el métodos de ML funciona

Fuede pensarse ques 21 método de ML favoreces la ausencia d=
transiciones de fase. For lo tanto seria convenisnte aplicarlc a
otro modelo no abelianc gue si  tenga una transicisén.
Analizaremos, comoc s=jempla, el modelc SUNIRSUCD guiral en la
represantacidn adjunta. La accisn es

S=gor TR2 tr, [UGOU G4y ] (I11-111-2)
-4 X
Consideraremos primero el aso N=Z. De la Ref. (9) sabemos

o
"}
8
m
|

c
r2 una transicidn de ssgundo enﬁ~v2.30. Resgclviando

r
21 sistema de ecuaciocnes de ML, como e2n la representacian
n

Ll
m

fundamental cbtenemos un peguefo saltoc (~0.1) =n la snergia
T

unién  &n /5~L.u 1o cual indica una tranmsicisan ds primer crdean.

Cre=emos gue un analisis mis detallads ( mantenizndo mas uniones

vivas, por eiemplo) podria cambiar =1 arden de la transicidén.

Fara N=2Z 1la té#cnica dz2 ML muestra una clara transicisn de



primer orden en ~S.%. La simulacién da Monte Carlo de 1a
Ref. (13 ca tambifn una transicidn discontinua en /5~E.9.

Aunqgue las temparaturas criticas predichas por la
aproximacion de ML no son muy e2xactas en estos elemnplss no
abeliancs, la conclusién o35 gqua =] método es capar d distinguir

discutiremcs formas de mejorar as prediccicnes para las
temperaturas criticas.
fhora analicemos 2jemplos abeliancs. En particular
estudiamos &l modesls  Z (D de sgin en dos dimensiones (11). La
accifn esta dada por,
o ~ ’ * " -
b=/5;quEqu}U ixﬁﬂ>] . (ITI-III-%
X, M
/
donda 1la variable de sitioc U(x) toma valores en Z(MN). En este
caso 1oz vinculos presentes en 1 ec. (III-I11-2) san & da

a

(modelo de  Ising) hay sélo una represantacisn no

supussta, s0lo una ecuacidn. Para estz modelo 21 resultado svacto
r

in
a la snergla de unidn =25 (Ref. 12, pag. 190y,

-~

Sr={RelUGOU" (x+f) Ix=
AL

Jda d o, [shtup)-ch (2p)(cos o4 +cos58,)]

3 = . (ITI-I1II-4)
[en (2(5) -sh (2F)(cos 94+ 08 92)]

Fuede maostrarse Ffacilmentes que la gnargia media por unidsd
a =]

_ tanhp + 2<s¥ £ <sY fanh 3

£8: - . (ITI-1I1-5)
A+ 2 <5>3+o.w\n/5+ P
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- 1o -

La funcidén d= particidn sz, (V-III-2) pueds eva
.{

apraximadaments por medio de la técnica dz2 punto dz ensil
n

. . S .
proponienda un Ansstz  uniformse (VI (k)=Y, () =—ic, V
d

Mtix)=—%ﬂ). La ensrgla libre por unidad d2 sitis a orden cero
ES,
c loa2 ~ 13U o AL T d Pt
= - N = —§d{d-1V Sorxd+iM-1og :gshfi—;ylag W,
t

denda
My
-— ! - 12
= (- T ) expio U +8WH DU Ul . (W-111-4)
n=4 2 9] \ n
n
MNotemos  gue la =c.{W-III-4) ez la funcidn de particién d= un

4 Y =
V= —— — ’ wztanhﬁ . (V-II1I-5-B?
Ny oo
El diagrama de fases se2 cbhbtiens comparandan las energias libras de
1 =.

ragiin de accplamizsnts fusritzs =sxists sé8lo la sa3lucidn trivia

-
2 apasrscs

(V=k=0} 1o gus da una +ase confinante. Cuands § aument

ctra solucidn (YEQ, WED) 1o que producse wuna transicisn
desconfinantsz. Recordemos que en ssta fass debemcs sumar a 1a
energia librz d= la =2c.(V-III-3) un factor de entropl {(—-1zgZ)
Zebido 2 l1az  invariancia de madida (vaer Sec.I-VII). En M,=1 1la
funcidn de particidn se factoriza exactamente sn la funcisn de
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