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R a s  L i m a n

Una da los temas de mayor interés actual manta en taoría da 
campos es el estudia da las interaccienes entre quarks y gluones 
(intaraccicnes -fuertes). Las quarks serían los constituyentes de 
la materia hadránica y la teoría que explica su com.portamianto ss 
una tecria da medida, la cromodinámica cuántica (QCD). A 
diferencia de la electrodinámica cuántica (QED), la constante da 
acoplamiento efectiva de la QCD no es pequefla (a gran distancia) 
lo qua impide su estudio mediante las conocidas métodos 
perturbativos aplicados can éxito a la QED. Como herramienta 
siternativa para estudiar la QCD surgió la técnica conocida como 
teorías de medida en la red; asta procedimiento consista en 
discretizar el espacio-tiempa a fin de realizar los cálculos 
(mediante métodos no perturbativas) y una vez finalizadas éstas 
tomar el limita continua. Esto último no es nunca sencilla de 
realizar. Como paso previo deben estudiarse los diagramas de 
fases da las teorías en el sspacio-tiempo discreto ya que sólo en 
los puntas críticos de segunda orden puede considerarse el límite 
continua. A fin de realizar el estudio da los diagramas de fases 
existan métodcs numéricas y analíticos.

En esta tasis se investigaran y desarrol1 aron los 
siguientes puntas:

a) Se propuso una técnica variacional en formulación hamiltoniana 
que permita el mejoramiento sistemático da un estada da prueba a 
fin d& calcular con gran exactitud la energía del estado 
fundamental y primer excitada de la teoría.

b) Se extendió la técnica da campo medio an variablas de 
plaqueta a modalos de spín. Así surga el método de campo medio 
en variables de unión que permite obtener una buena apraximación 
da loa diagramas de fases para modelos da spín abeliancs y no 
abali ancs.



c) En las últimas tismpas ha habida mucha intarás en el estudia 
de sistemas de medida can o sin materia a temperatura -finita. El 
conocímiento del camportamiento de las sistemas en estos casas 
arraja luz sabré los origanes del universa así cam.o también se 
•"slaciana con el estudia de plasmas de quarks. En esta tesis se 
propone un nuevo métoda analítica, más sencillo que las usadas 
ani.er 1 ormente, para estudiar teorías de pura medida a temperatura 
finita y, par primera vez, se estudió, de manara analítica, un 
modelo no abelianc.

d> Cama pasa fundamental hacia el estudio de la QCD as necesaria 
analizar tacrías de miedida can campas de m.ataria. En aste trabajo 
se estudió una tecrí a de medida abeli ana con materia farmiánica 
en el límite de acaplamianto fuerte. Obtuvimos interesantas 
*"ssults.dos que sen aplicables también a teorías no abel lanas.



Abstract

One a-f the more interesting subjacts in fiald thaary is, at 
present, the study of interacticns between aaarks (strang 
intaractians) . Guarka wauld be the canstituents a-f mattar and 
Quantum Chramodynamies is the gauge theory which explains their 
bshaviQr. The wall knawn perturbativa mathods that we apply in 
Quc?.nt_uni El ectrcdynafni es (QED) are now usaless bscause the 
ef-factive coupling constant is not small. Fartunately wa have an 
alternativa tacl ta study GCD: iattice gaugs thearies. This new 
msthcd is based en a discrstization of the spaca-ti me which 
allDws US ta perfarm ncn-partubative calculaticns; then we must 
taka tha CDntinuum limit. This last stap is a vary difficult 
cns, First of all we must study tha phase diagram of the theory 
^--•3*-ise we can recover tha continuufn only at tha saccnd arder 
critical paints. To study phase diagrams thare are numerical and 
analytical mathods.

In this thesis we have investigatad the -follawing itams:

a) In the frama of a variational hamiltonian formulation we 
propase a systamatic inethod far tha impravament af any given 
trial wave function. In such a way we can obtain vary accurate 
valúes far tha grcund and first excitad state anergy af tha 
analyzed theary.

b) We develcp a mean-fiald-1ike approximation far lattica spin 
mcdels in the link farmulaticn which is a general izatian of the 
maan-plaquatt5 technique. Wa abtain very accurate rasults far 
the phase diagrams af aballan and nan-abelian spin madals in twa 
dimensians.

c) Recantly, much work hava been devotad ta the study af Iattice 
gauge thecries with and without matter at finita tamperature. 
The behaviar of tha systems when temperatura is differant fram



Zfe:rD ii3 rsl=í.ti=rd tu ths early universa and quark plasmas. In this 
thesis we propasa a new and vary simpla analytical mathod which 
allcws U.S ta study lattica gauge theorias at -finita temperatura. 
Wa cansíder aballan modals and, far tha first time, a nan aballan 
thaory with analytical methads.

d) QCB is a lattica gauga theory with -fermianic mattar fialds, 
Thus, tha inclusión af matter -fields bacomes vary important to 
understand QCD. Wa analyna an aballan lattica gauga thaory with 
-farmicnic matter at tha strong coupling limit. We cbtain very 
interesting results which are valid alsa -far non aballan gauga 
thacri as.
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CAPITULO I

INTRODUCCION
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I-I Cramadinámica cuántica

En 196S, en Stanford, California, se llevaran a cabo 
experimentes de dispersión (1 ) que básicamente consistían en 
bombardear blancos de protones con electrones a altas energías. 
Del análisis de los productos de decaimiento se concluyó que los 
protones estaban formados por constituyentes (aparentemente sin 
estructura) a los que se denominó partones.

Ya en 1964 Gsll-Mann y Zweig (2) habían postulado que los 
protones y demás hadrones conocidos estaban constituidos por 
entidades básicas a las que llamaron quarks. De esta forma 
legraran explicar una gran cantidad de resonancias mesónicas y 
bariánicas como estados ligadas de varios quarks o de paras 
quark-anti quark«

En la década del '70 se realizaron nuevos experimentos con 
neutrinos en el CERN. Estos, junto con los de Stanford, llevaron 
a pensar que quarks y partones eran una misma cosa. Asi los 
quarks dejaron de ser meros entes matemáticas y comenzaron a 
tener una realidad física.

A esta altura de los acontecimientos se hizo imprescindible 
construir una teoría que explicara las interacciones entre 
quarks.

Esta teoría debía cumplir tres requisitos fundamentales;

a) Invariancia de medida

Se dice que una teoría es invariante de medida cuando su 
lagrangiano L permanece invariante ante una transformación local 
del tipo

g(x)Lg‘’(x) , (I-I-l)



con g(x) = exp C i yvf"(;< ) 7““ ] , (I-I-2)

T ‘̂ sen las generadores del grupa de medida G y son -fLincionss 
de las coordenadas del espacia -física.

La electrodinámica cuántica (QED) es una teoría de medida 
can G=iJ (1) . La tecría de Sal am-Wei nberg, que explica las 
interacciones electrodébilas (3), es invariante de medida anta 
G=SLÍ (2) :<U (1) . Dada el éxito que ambas han tenida en la 
explicación de fenómenos físicas sa creyó conveniente que la 
teoría qua explicara las interaccianes fuertes también tuviera 
esta propiedad.

b) Libertad asintótica

Experimentalmenta se determinó que a pequePías distancias las 
quarks se compartan como partículas libras que no interactúan 
entra sí. Esta propiedad se conoca coma libertad asintótica a 
implica que para impulsos k grandes la constante de acoplamiento 
efectiva de la taaría g(k) daba tender a cero.

c) Confinamiento

Otro hecho exparimantal es que jamás se observó un quark 
libre. Estos sólo han sido detectados formando bariones (tras 
quarks) o mesones (par quark-antiquark). Esta propiedad deba ser 
respetada por la teoría. Así surge la condición da qua g(k) para 
k pequeflo debe ser grande.

La teoría que parece raunir las condiciones pedidas más 
arriba es la cromcdinámica cuántica (G!CD) . Es una teoría de 
medida con G=SU(3). Se verifica que posee libertad asintótica 
mediante métodos parturbativos (4) ya que en este limite la 
constante de acoplamiento g<k) es pequefta. Si la OCD posee o no 
la propiedad de confinamiento es una cuestión que aún na está 
completamente aclarada. Cuando k<<l no es pasible aplicar
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íTiétados per turbativas pu.es la canr,tanta da acapl ami anta es 
grande. Esta parecía un problema sin salucián hasta que en 1974 
K. Wilsan (5) propuso la técnica conocida con el nombra da
teorías da medida en la red. Mediante esta método se evitan las 
divergencias ultravioletas ya que la inversa del espaciamiento de 
red actúa como cut-o-ff. Como veremos en la próxima sección las 
principalas ventajas da esta técnica son: i) sa conserva la 
invariancia de medida; ii) se pueden aplicar las técnicas 
conocidas de mecánica estadística para atacar el problema.

I-II Teorías da medida en la red

Veremos cómo se pasa una teoría del continuo a la red. En 
espacia de Minkowsky el lagrangiano que caracteriza a una teoría 
de medida no abeliana es (6 ),

A T— a. ^ clM'?
4 Y

g es la constante de acoplamiento; es al potencial
vector; T°“ son los generadores del grupo de medida 6 ;

Av - óvAy<+gC°' 'Cíy.,Av3 es el tensor da campos; son las
constantes de estructura del grupo G cuya álgabra es 
CT"',T'“ ; y<x) son los campos da materia que ,en este
ejemplo^ son farmiónicos (también pueden considerarse teorías con 
campas de mataría bosánicos o escalares); son las matrices de
Dirae y m es el parámetro que corrasponde a la masa da las 
partículas asociadas a los campas de mataría.

La funcional generatriz (7) para esta teoría es, 

Cdí̂ Jl e;<p C-iS[:'|>, J3/f\3- , (I-II-2)

¡Tdc|>l indica que debe integrarse sobre todas las con-f i gurac i anas

Z =



pasibles da los campas <A,^ y y). acción de la
teoría, J son fuentes que sa agregan a fin de calcular las 
•funcianes de Green madianta derivación respecta de ellas. Estas 
fuentes, al final de los cálculos, se igualan a ¡zsra.

Ahcra pasaremos de espacia de Minkcwsky a espacio euclídea 
vía una rotación da Wick ÍS), o sea, mediante la transformación,

x“. A

K

íe obt i ana,

tp(:;) -(>̂ >4 tp<;<) )î  'jJ(x) :-m^(K ) 'U(k ) +

La funcional generatriz toma la forma,

Z = ^ Cdfl exp C-S Cc{>, Jl/'h]-.

Ahora Z tiene la misma forma que una función de partición si 
hacemos la identificación S — ►energía, 'ñ— ►temperatura y para 
atacar el problema de teoría de campos puedan usarse todas las 
técnicas de Mecánica Estadística. Obviamente para recuperar los 
valares de las magnitudes físicas en espacia de Minkawsky debemos 
volver a aplicar la rotación de Wick.

El paso siguiente para aplicar las técnicas da teorías de 
medida en la red as discretizar el espacio tiempo. De esta forma,

S,= d'̂ x L, a-* X jL e ,

P < +.4 ) - !|-Kk - m )/ (I-II-7)
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1 + iqaAy» <x )--- ► (x ) =exp Ci gaA^ (;í )/2> , (I-II-8)

a ss ai espaci amienta de red. Así se obtiene.

S ^ = ~ 1 jRs tr (UUU^U^)p. (I-II-IO)
3 P

Los U san elementes del grupa de medida 6 y, en general,suelan 
ser matrices; por esa en (I-II-IO) se tama la traza del producto. 
El Índice p se refiere a plaqueta. Una plaqueta, en el caso de 
una red cúbica, es cada uno de los cuadradas elementales de la 
red. es conocida can el nombra de acción de Wilson. Las
teorías caracterizadas sólo par SQ.<sin mataría) se conocen con el 
nombre de teorías de pura medida. Su estudio arroja luz sobre el 
compartamianta de teorías de medida con campos de mataría an el 
limita en qua dicha materia es muy masiva. Además el estudia da 
Iss teorías de pura madida as interesante de por sí ya que san 
altamenta na trivial as, poseen ricas estructuras y perm.iten 
estudiar estados ligadas de gluones (glueballs).

Sin embarga la inclusión da materia en la teoría es 
■fundamental porque la QCD no es una teoría da pura medida; an 
ella las partículas asociadas a los campas de medida son Ic^ 
glucnes (equivalantes a los fotones en QED) y las partículas 
asociadas a los campos de materia son los quarks. Es de gran 
interés estudiar teorías con materia fermiánica, cosa qua haremos 
an el capitula VI, ya que las quarks son farmionas(9). Es el 
momento, entonces, de discutir cómo se llevan los campas 
fermiónicas a la red.

I-III Fermionas en la red
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Ya hemas vista cóma ss lleva a la red la taaria complata; 
sin embargo r.a teda ss tan simple coma parece. Cuando, como en el 
ejemplo explicado, los campas de materia san farmiónicos si uno 
pasa a la red siguiendo las pasos antedichos al volver al 
continua encontrará más farmiones que los que tenia inicialmente 
la teoría. Para entender cóma se manifiesta este -fanémena, 
estudiemos la diferencia que existe al tratar campos bosónicas y 
fermi óni COS.

La ecuación de Klein-Gordon en 1+1 dimensiones describe un 
campo de basones libras.

con una enargía E^=p'^+m^ para las ondas planas; p es el impulso. 
Llevando la ecuación a la red se obtiene,

a""^= (d*+d'-2>4^ - a’̂m'̂ cj?, (I-III-2)

can d'<^(x) 1) , a es el espaciamianta de red. Una solución da
la ecuación es

= exp Ci kxa+i Et> , (I-III-3)

donde -irí'.kaíTT. Reempl asamos ec.(I-III-3) en ec.(I-III-2) y 
obtenemos

= CexD (i ka)+exD C-jl<a)-21 -m^4> . (I-III-I ' -4)

Entonces la relación da energia-momento as,

E^= m^- 2 (eos ka - 1). (I-III-5)
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En si límite continuo ka<<l se obtiant-;

m^+ , (I-III-6 )

qua es la relación esparada en el continuo (ver Fig. 1-a) . 

Ahora repitamos lo mismo con la ecuación de Di rae,

(I-III-7)

con

i ^

( 0  A \
> *̂ 0 = ; Yri ^  O

- V
(I-III-3)y/v ^ ¡

Consideremos las autoestados .de

Una solución de la ecuación es

Vi = e:<p C-i kz + i Etí Z-i - 

Entonces la relación de dispersión es (ver Fig. 1—b)

— co < k < o° (I-III-l1 )

Si pasamos a la red la ecuación queda

i ^

Lina solución as

= expC-kxa + EtjZ*.

•̂‘ssmpl azanda la ec. (I — III — 13) en la ac. (I —III — 12) obtenemos

(I-III-13)
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- _i_ Ce:<p (i ka) - e;-;p (-i ka) 3= x san ka . (I-IIT-14)za 5

Tamando el limite continuo (ka<<l),

E = ± k. (I-III-15)

Pero Bi ka = TT - k'a cuando k'a<<l tenemos

E = + k ' . (I-III-16)

Entonces en ves de una partícula, al volver al continuo, tenemos 
das! (Ver Fig. 1-c).

A-fortunadamente esta problema conocida como duplicación de 
especies (10) puede solucionarse. Existen tres formas de 
hacarlo, a saber:

a) Método de Wilson:

Este método consiste en agregar un término en la acción 
(intrascendente cuando a— »0 ) de manera de hacer desaparecer los 
mínimos de E vs ka en ka=-TT. En nuestro ejemplo con la ecuación 
de Dirac la nueva versión en la red seria,

i ) =^ij¿ C + l) - ̂|;(;-í-l) 3+B C2l|̂ <;<)-0;(:<-l)-̂ |J(x + l) ] , (I-III-17)
2 a

donde B es una constante. Poniendo y =e;<p Ci (-k:<a+Et) en la 
ecuación de movimianto queda

-'E.% = - sen ka + 2 B i&o san^ (ka/2) . (I-III-18)
a a

Entonces,

E^= sen^ka + 4 B^ sen^ <ka/2) , (I-111-19)
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coma vemGS, na ss anula en ka Esta término va a cara
en el limita continua y sus e-fectas se muestran en la Fig. 1-d.

costa de emplear este método, como veremos luago, es la 
pérdida da la simetría quiral.

b) Método de la derivada da SLAC(11):

Este método consiste en rede-finir las derivadas haciéndolas 
no locales. Esta procedimiento volvaria muy engorrosas los 
cálculos analíticos, por lo tanta no lo analizaremos en detalle.

c) Método da Kogut-Susskind:

Esta procedimiento también recibe al nombre de "staggared 
■fermions" y sa basa en lo siguiente. Pongamos una sola 
componente (p(x) del espinor en cada sitio de la red. Entonces 
consideremos la siguiente ecuación.

F'sr a identificar un campo de Di rae de dos componentes debemos 
descomponer la rad en una subred par ( ;< es un entero par) y una 
subred impar (:< es un entera impar).

(I-III-22)

donde
U; = / t- (I-III-23)

Ahora la ecuación de movimiento es
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(I-III-24)

qLie dsba ccmpararsa can la acuación en el continua

'f.-- - fz (I-III-25)

La correspandsncia entre la ec. (I-III-24) y la ec. (I-III-25) 
es clara. Esta métada evita la duplicación da especias 
duplicando el tamafto del cuba unidad en el espacio real.

Este íTifetodo tiene la virtud de preservar un remanente de la 
simetría quiral tal cama veremos en la próxima sección.

I-IV Simetría quiral

La simetría quiral es de fundamental importancia pues 
parmite explicar, en ai continuo, el hecho de que el pión tanga 
una masa tan pequeña respecta de las demás mesones.

Antes de ver cómo se deduce la anterior afirmación digamos 
que un lagrangiano tiene simetría quiral ante un grupo GxG si

= u L a = Uj-L ,

can u = e;<p < - i y  u^= exp , w°"y 6“̂ san parámetros
que no dependen de las coordenadas, por lo tanto se dice que 
estas transformaciones son globales. T"^son las generadores de G, 
grupo al que pertenecen u y u,.

Ahora volvctmos a la GICD. Si esta teoría es confinante, cosa
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GLie se espera y di=ssa, Ig s parámfetrQs mj: qL-ie dan la masa de las 
distintos quarks na sen cantidades observables; esto no siani-fica 
que sus valores na puedan ser calculadas. Las interacciones 
■fuertes presentan una simetría aproximada SU (3) de sabor lo que 
implica que m¿ = m̂  . u=up, d=down, s=strange, son los nombres
de los tres quarks más livianos; u, d y s también se denominan 
sabores de los quarks. Puesto que la simetría de isaspín (SU(2) 
de sabor) es una simetría mucho más conservada que la S U (3) la 
i^slación m^= m¿ se cumple con más precisión que m¿= mj . Los 
parámetros de masa c, b y t (c=charm, b=bottom, t=top, los tres 
restantes sabores de los quarks conocidos hasta ahora)serán mucho 
mayares que los de u,d y s debida a que en el espectro hadránico 
no hay rastras de una simetría S U (4) o mayor de sabor.

Si ponemas m^= , estamos diciendo que el isospín se 
conserva exactamente. En este limite el neutrón y el protón 
tienen la misma masa y lo mismo ocurre con los tres piones TT'̂, TI° 
y TT- . Pero esto no explica la pequenez de la masa del pión 
<mir/m„̂ !«„=0. 14) la que hace al pión tan especial entra los 
hadrones. Para entender esto Nambu y Chou (12) sugirieran que 
hay un límite en el cual el pión es un bosón de Goldstane sin 
masa asociado con una ruptura espontánea de simetría. Esta 
límite es, por supuesto, una estructura teórica idealizada. Como 
ejemplo Nambu y Jona-Lasinio (13) crearan un modela no 
renormal izable cuyos campas -fundamentales son campas nucleónicos 
sin masa que poseen, par lo tanta, simetría quiral. La ruptura 
espontánea de la simetría quiral da masa a los nucí acnés y 
aparece un bosón de Goldstane sin masa que se identifica con el 
pión.

Trasladamos estas ideas a la QCD. Para ello considararemos 
el límite idealizado correspondíenta a m^= m^= O.

La densidad lagrangiana que posee simetría quiral en este 
limite as
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^ =
\ ̂  i

(I-iy-2)

y + igAŷ (;< ) . (I-iy-3)

La densidad 1 agrar.giana CDiT^plsta de la QCD puede escribirse en la 
forma.

L = - (in^uu +m^dd) +

donde contiene térniincs que involucran solamente a los quarks
3, c, b y t. Consideremos L 5̂ como la densidad lagrangiana no 
perturbada. El limite idealizada de simetría quiral corresponde 
al problema sin perturbar.

Se demuestra que y m^ sen realmente pequeñas comparadas 
con las masas de los nucleones. Entonces La dará una descripción 
razonablemente buena de la física hadrónica "ordinaria" en la 
cual la estrañeza y sabores mayores no juegan un papel directa.

Nuestra sistema "sin perturbar" descripta por La es 
invariante ante las siguientes transfarmaciones globales:

i:SU(2)lv:f --------- exp (-í ?.3/2) Y , (I-IV-5)

C U Í D l v í ^ --------- * exp (-it>̂ ) , <I-IV-Ó)

-- -----► exp (-íE.9W2) , (I-IV-7)

CU<1) -------- . exp (-î S ■ (I-IV-S)

dtnde , 9 , m y son constantes realas arbitrarias y 5 sen los 
tres generadores de SUí2). Las subíndices V y A corresponden a
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■■̂ sctor y vectcr axial, raspact i vamanta. 
Ncether asociadas son.

Las carriantes da

corriente de isospin

corriente bariónica

(I-IV-ll)

donde k=l,2,3.

-rita bariónica se conserva también en el sistema 
perturbado de-finido por L. La corrienta de isospin se conserva 
en tanto m^=m¿. Las corrientes axiales se conservan sólo en el 
límite de simatria quiral sin considerar anomalías de origen 
topológico.

¿Cómo sa manifiestan astas simatrias en la naturaleza? 
CSU(2 )Dv y CU(l)lv 5e mani-fiastan directamente como conservación 
da isospin y conservación del número bariónica respectivamente. 
En particular los hadrones sa clasifican en multiplates de 
isospin fácilmente reconocíblas. Una manifastación directa da 
CSU(2)3;^ requeriría que cada multiplate da isospin está 
acompañado por otro multiplate de partículas de igual masa pero 
paridad opuesta. En el espectro hadrónico no hay rastros de este 
multiplete. Por ejemplo, no existe un isodobleta de partículas 
parecidas al neutrón y al protón pero con paridad opuesta. Si 
suponemos que el mundo real está bien aproximado por el límite de 
simetría quiral concluimos que CSU(2 )1 ;̂ está espontáneamente 

Ei3'_o implica la existencia de un bosón de Goldsfcone 
psaudoescalar con 1=1 (I es el isospin) al cual identificamos con 
el pión "no perturbado". El pión física corresponda al estado 
perturbado dal bosón de Goldstone cuya masa praviana da m^ y m^.
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Cóma se manifiesta CLÍd)]^ constituyó un enigma durante 
mucha tiempo ya que su manifestación explicita seria la 
existencia de bariones de paridad opuesta a la de los conocidos. 
Como estas partículas no se encuentran en el espectro hadrónico 
podríamos pensar en una ruptura espontánea de simatria; esto 
implicarla la existencia de un bosón de Goldstone con 1 =0 . Sin 
embargo no existe ninguna partícula que pueda identificarse ccn 
este bosón debida a que los mesones ^ y , posibles candidatos, 
superan ampliamente la cota máxima para la masa de esta partícula 
calculada por Weinberg (14). t'Hooft (15) -finalmente resolvió el 
problema demostrando que dicho bosón no es una partícula -física 
debido a cuestiones topológicas en las cuales no entraremos.

Veremos ahcra qué queda de esta simetría quiral cuando 
pasamos del continuo a la red.

Hagamos una transíormación de medida global a la acción 
euclídea en la red (ec.(I-II-9)):

g=exp(i9.T !fj)=cos(9.T)+i Tf^senís-f) , (I-iy-13)

ijJ(x)----- >exp (i0. f ir)' (̂x > , (I-IV-14)

) exp (-ii. T-í̂ -) , (I-IV-15)

donde T san los generadores del grupo de sabor. 4N| es el número 
de componentes de . Recordemos que í: ^ , 5 5  3-=0. Entonces

gS,.g-̂  = y"'(x ) g^ í» í/. U^(x ) g tp(x + M ) - g-̂  (pí., ) 3 h

+ V^(x)g”'-íagt|;(x) =

=  ̂̂   ̂'f <:<+/) ) ü*u (x ) tu 'j; (;< ) 1 + S c, +

-+■ a"̂ m JX_i >'ĵCx ) . (I-IV-16)



Si m=0, Sg permanece invariante. También es invariante anta la 
transíormación h=exp(i9.f) entonces Sg tiene simetría 
U (4h4j ) ;<U (4N ̂ ) qui ral .

Pera esta Sg tiene el problema de la daplicacián de 
especies. Veamos qué ocurre si usamos el método da Wilson para 
evitar el incoveniente. En este caso tenemos.

- 16 -

Se (m=0) + K X j C ) ly <>; > (;< ) ) : , (I-IV-17)

S¿ (m=0) g-'’ + K Z ) g'" ü^ (x ) g +sSyjy - 5

+ g''''C5uJ, íx ) g '̂ (x ) ] =

= Sg (m=0) - K IpCx ) Û m(x ) (p<x+^ ) + l^(xy) Û m(x ) íx ) 1 ,

(I-IV-IB;

una constante. Vemos que la invariancia quiral se ha 
perdida.  ̂Qué acurre si usamos el método de Kogut-Susskind? 
Veremos una -forma equivalente a la mostrada en la sección (I-III) 
da aplicar el método de "staggered -fermions" a la acción 
euclldea. Trabajaremos en el espacia euclídeo de cuatro
dimensiones (d=4). En cada sitia x=(x^ ,Xj ,Xj > de la red 
haremos una trans-formacián unitaria,

^(x)=A(x);t(x) , (p(x)=%<x) a "" (x) , (I-IV-19)

donde A(x)= Sz . S^ escrita en -función de las variables
^ es diagonal en el espacia de spines, es decir, es una suma de 
cuatro acciones idénticas. Si consideramos un sola sabor N^=l 
entonces S^ describe 16 partículas en el limite continuo; por la 
tanto cada una de las cuatro acciones en la representación 
describe cuatro partículas. Entonces con el -fin de reducir el 
numera de partículas en el continua consideramos coma una nuev'a 
acci ón,



- 17 -

) L Z(K+J^ > (;< ),'?;(:< ) -Xi>i) (;< )Z(.k +/)~

- ^  X('.<)'X.í k) , (I_iy_20)

Xi+-XfhXs
donde ^(:< ) = (-!> . El -factor ^  (x) proviene de la conmataci án
de las matrices "f . Estas -fases son el única remanente del álgebra 
de dichas matrices. Las variables de Grassmann %(x), no
tienen índice de spin.

Se puede demostrar que las cuatro partí cula-s que aparecen en 
el continuo pueden identi-ficarse con cuatro sabores (16). Esos 
campos en el continuo se construyen con una combinación de los 
gradas de libertad -fermiónicos de cada hipercubo (16 sitios si 
d=4) de la red. Por lo tanto hay que considerar redes con un 
número par de sitios. Esta es la misma conclusión a la que 
llegamos en el ejemplo unidimensional empleado para explicar el 
método de Kogut-Susskind.

Notemos que Ŝ_;, cuando m=0, es invariante ante la 
trans-f ormación global U(l)xU(l) definida a cont i nuaci ó n ,

%Cx),

Wt(^)

’ W  ( X

(i-iy-2 1 )

donde V, W e U (1 ) (un sitio x es par (impar) si x; es par
(impar)). Esta simetría es un remanente continuo de la simetría 
quxral que,al igual que ella, se rompe ante la presencia de 
términos de masa -fermiónica; este hecho permite realizar 
interesantes estudias de las propiedades de los sistemas 
-fermiónicos.

Es de gran interés estudiar el comportamiento de <tZ>, el 
parámetro de orden de la simetría quiral, en función de la 
temperatura. Al llegar a este punto nos preguntamos cómo se
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introducá la tsfnperatura en estas teorías y quá importancia tiene 
su estudia. Esto será discutido en la próxima sección.

I-V Temperaturas finitas

Para entender cómo se introduce la temperatura en estas 
tsorias primeramente debemos pasar de la formulación con que 
trabajamos hasta ahora (1 agrangiana), a una formulación 
hami1 toniana.

Formulación hami1toniana

Conociendo el 1agrangiano de la teoría que queremos 
estudiar, nuestro problema consiste en evaluar en el 
espaciQ—tiempo discreto la funcional generatriz

Z = ^ Cd(̂ 3 expí-S^ C<|>3/fs: . (I-V-1)

Uno de los métodos usados en Mecánica Estadística para 
evaluar la función de partición es la matriz de transfarencia 
(17). Si se descompone el modela <d+l)—dimensional en un número 
muy grande de sistemas d-dimensianales el pesa estadístico de un 
determinada estada puede escribirse como el producto de factores 
que representan, cada una de ellos, la contribución de cada 
subsistema al modelo. Para fijar ideas examinaremos el caso en 
que d+l=2 y el grupo de gauge G es Z(N). Entonces se tiene una 
red bidimensianal en cada punta de la cual hay una variable 
s(n^ ,n2 > que puede tomar N valares. La rad posee M 2 -filas y 
columnas En este caso los subsistemas están
constituidos por el conjunto de variables a lo largo de una 
columna. El estada de la columna n^ está descripto por el 
ccnjuntoyA'^Csfn^jl), s(n^,2 ),..., s(n^,Mi)3, habi endo estadas 
posibles para cada calumna. Si se usan condiciones periódicas de 
cantarno, la energía E del sistema se puede escribir como
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M,
e = Í E c  . (i-y-2 )

Ec (yH"' es la energía correspondí ente tanto a las interacciones
entre las columnas n̂  y n, +1 como a lo que oc-arre dentro de la 
columna n,. Al escribir la función de partición se puede 
descomponer el factor de Baltzmann exp (-jiE) en factores 
e:< p -C-̂  Ec ('̂, /A') ]• = T ( U, U' ) ,

2= ^  ¿  - ÍL M<) . (I-V-3 )
j P j*. ' ' ! / / , ,

Se puede pensar a TCV,̂ »̂ ') como un elementa de la matriz
cuadrada de N  ̂ filas. De esta forma Z se escribirá como un 
producto de matrices

Z" í  -’- i  T ^ ( m' .M K mS mM  ... =
r ' I ' ! / '

= 2 j TríT'"̂ ) , (I-V-4)/ /
/

T es la matriz de transíerencia. Como la traza de una matriz es 
igual a la suma de sus autovalores

,A/- ,

donde son los autovalores de T.

Si M-i --►<» lo que ocurre en el límite termodi námi co, sólo
el mayor autovalor Â , será importante en el cálculo de la energía 
1 i bre:

F(p)= - lím A  In Z ( )  =

= . (I-V-6)

Si considera un eje temporal en la dirección horizontal
de la red se puede pensar que a tiempo t=t, los N valares



pasibles de la variable s(t„,l) son I d s  autcestadcs del operador
5 (i )

s<i)ln<i)> = expíiZrrn (i )/Ny 1 n (i ) > . (I-V-7 ) 

El estado de la columna es
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I n > = TT I n ( i ) > (I-V-S)

Entonces la matriz de trans-ferencia se puede pensar como un/s
operador T que actúa en el espacio ds los ln>. Da esta forma el 
problema de determinar el mayor autovalor de f es equivalente al 
de calcular la energía del estado -fundamental E» del hamiltoniano 
cuántica unidimensional definido por

T = e>;p<-gH-) ,

donde S es el espaciamiento de la red en la dirección temporal.

Lo hecha arriba permite pasar de una formulación lagrangiana 
a una formulación hamiltoniana en una dime'nsión menos. De (I-V-9) 
tenemos que

Ha = In T .

A
En general Hj tiene una expresión complicada; para simplificarla 
puede pasarse al limite continuo en t hacienda 5— »0. Así queda

T = lím exp(-5H) = 1 - S H  + --  (I-V-1 1 )
■S — o

/s
donde H es el hamiltoniana asociada a Z.

Mediante pasos similares se llega a la misma conclusión en 
si caso de que las variables de la teoría tomen valares en un 
grupa de gauge continuo.
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Acabamos de d e m o s tra r  que 

Z = l i m  CcplT'^lc}’ ;-- = l i m  - ^  < f  I a;cp ( -5MH) 14=> - d - V - l ' ^ )
S

La -función da partición para una tacria definida por un 
hamiltaniano H a una temperatura T es

2 ̂ T)= ^<4>lexp (-H/T) l 4>> ,

esta de-finición as consistente con la suposición de que todo lo 
antedicha valía a T=0 pues

Z(0)= lím I e;<p (-H/T) I , (I-V-14)
T - » o  - ' í -

que coincide con con la ec.(I-V-1 2 ) si identificamos can
1/T.

Entonces si definimos ^=1/1 tañemos

2 í p =  <i> I e;<p 1 . d _y_i 5 )

Ahora podemos aplicar, a la inversa, el método de matriz da 
transf erancia y obtendremos una expresión para Z an función da 
la densidad lagrangiana de la teoría

rZ(|3)= [ Cd<|>: expC-J dt jd^x Lg(^)> . <I-V-16)
J  O

Esta es la función da partición de una teoría a T finita. Al 
llevar esta teoría a la red, la dirección temporal tendrá 
sitios (N̂ .=j'̂ ) y en dicha dirección debaremos aplicar condiciones 
periódicas de contorno (18).

A continuación discutiremos la importancia da estudiar 
modelas a temperatura finita. Como ya se explicó, hay
evidencia expari mental de que la materia está constituida por 
quarks. Debida a la propiedad de confinamianto es imposible
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separar -físicamente a un hadrán en las tres quarks que la 
constituyen. Par lo tanto, en lo que a existencia individual se 
refiere, el hadrán se comporta como eleíTsental. Sin embarga a 
densidades o temperaturas suficientemente altas el concepta de 
materia hadrónica se pierde. Esto se debe a que una vez que 
tenemos hadrones que se penetran mutuamente cada quark encuentra 
muchas otros quarks muy carca suya, a una distancia menor que el 
radio de un hadrón. En este caso no parece haber forma de que un 
dado quark identifique a aquéllas con los que a baja densidad 
formaba un hadrón; por lo tanta se ha producida un 
dascanf i nami ento.

El mecanismo que produce el descanfinamiento de las quarks a 
altas densidades es el apantal1 amiento de la carga de color (19) 
(hay un color asociado a cada uno da los ocho ganaradoras del 
grupo SU(3) de color). Esta puede entenderse mediante un ejemplo 
de macánica estadística. En materia atómica da alta densidad al 
potencial de Coulomb da largo alcance que una iones y electrones 
formando átomos aláctricamente neutras es parcialmente 
apantallado por las otras cargas presentes y se transforma en un 
potencial da corto alcance,

- (I-V-17)r r

Aqui r denota la distancia desde la carga da prueba e,. El radio 
de apantal1amiento de Debye r̂  es inversamente proporcional a la 
densidad de carga n.

Entoncas, a una densidad suficientemente alta, r„ será más 
pequePlo que el radia atómico r̂  . Un electrón dado ya no pueda 
sentir la fuerza da ligadura de "su" átomo y, por la tanto, queda 
libre; en esa momanto la materia aisladora se vuelve conductora 
(^O). Se espera que el descanfinamiento en QCD saa al análogo de 
lo que ocurre en QED (transición liott). Puesto que el



apantal lafnie.-ita es un fenómano qus acurre a alta densidad y, par 
la tanta, de carta alcance, la diferencia entre QED y QCD en 
cuanta al ccmpartami enta de las -fuerzas a grandes distancias na 
es, en este caso, impártante.

Teniendo en cuenta la explicado más arriba, la 
"conductividad de colar" ( 0̂0) de la materia que interactúa 
-f uerteoiente será una sePíal natural de la transición descon-f i nante 
ya que deberá anularse en el casa de materia aislante y se hará 
distinta de cero cuando el sistema se convierta en un plasma 
conductor de color. En sólidas aislantes, sin embarga, la
conductividad eléctrica no es estr i ctamente O para T>0 pero es 
e;<ponenci al mente pequefla (2 0)

exp (-AE/T) , (I-V-19)

con A E  igual a la energía de ionización. Por encima de la 
temperatura de la transición de Mott de es distinta de O debida a 
que el apantal1amiento de Debye disolvió globalmente las 
ligaduras entre las iones y electrones; sin embargo, por debajo 
de este punto pueden producirse lacalmante algunos electrones 
libres por ionización por lo que CTe será pequera pero na nula. El 
fenómeno correspondiente en la QCD es la producción de pares 
quark-antiquark en farma de un hadrón (21). Si tratamos de 
separar un quark de un hadrón dado , el potencial confinante 
crecerá con la distancia de separación hasta alcanzar el valar m„ 
del estado qq más bajo; en este punto, se creará un nuevo hadrón 
cuyo antiquark neutraliza al quark que tratábamos de separar y 
así la separación es posible. La producción local de hadrones 
juega el papel de la ionización; por lo tanta se espera que Cj. na 
sea estrictamente O en la fase confinante, sino

Ce ~  axp (-íii„/2T) . (I-V-20)

Podemos tom.ar el límite en que m,̂ ----; asta equivale a
estudiar una teoría de pura medida a temperatura finita. En este
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ca=Q la scuación (I-V-2 0) nos dica que 

' = O T^Tc

, (I-V-2 1 )
. > O T >T,

par lo que será un buen parámetra de arden que indicará la
transición ds descan-finamienta.

Para completar digamas que el estudia de teorías de medida a 
temperatura finita arreja luz sobre las comienzas del universa _ ̂
(10 segundos luega del big-bang (2 2 )) en que la materia se 
encontraba a muy altas densidades. Experimentalmente se tratará 
de reproducir estas condiciones mediante choques de núcleos 
pesados a muy altas energías. Los primeras experimentos en esta 
ámbito se llevarán a cabo en el verano de 1936 en Braokhaven y en 
el CERN y ya misma se están disefíando máquinas para tales fines 
(23). Los resultadas de estos experimentos serán crucialas y de 
gran interés para los físicas teóricos.

I—VI Puntos críticos

Hasta ahora discutimos las formas de llevar a la red 
distintas teorías: de pura medida, con campos de materia, a 
temperatura cero ó finita, en formulación lagrangiana o 
hami1toniana. Sin embargo no dijimos casi nada a cerca de los 
pasos a seguir para recuperar el limita continuo.

Una vez que discretizamos la teoría debemos abocarnos a 
determinar su diagrama de fases; ésta se obtiene estudiando la 
energía del estada fundamental en función de la constante de 
acoplamiento y demás parámetros del modelo. ¿ Por qué debemos 
hacer esto? Parque volver al continuo significa hacer tander a 
cero el espaciamienta de red a, pera esto sólo podemos hacerla 
para aquellos valores de los parámetros tales que la correlación



entre las variables no dependa del aspaciamianta de red. Este 
•fenómeno se producá sólo en el caso en que la longitud da 
correlación sea infinita cosa que ocurra en los puntos críticos 
de segunda orden. De aquí la importancia de conocer cuál as son 
estos puntos en cada teoría.

Actualmente los métodos analíticos permitan tan sólo llagar 
a conocer los diagramas de fases y el orden de las transidcnas 
paro aún no es posible recuperar al continuo; esto última se 
logra numéricamenta mediante simulaciones de Monta Cario (24).

Los trabajes dasarrol1ados en esta tesis están centrados en 
el cálculo de diagramas da fases de difarantes teorías utilizando 
diversos métodos analíticos.

I-yiI Métodos analíticos

Entre los métodos analíticos más eficaces para atacar el 
pf*cblema de las teorías de medida en la red se destacan las 
desarrollos en seriada alta temperatura (25,26) y en la inversa 
del número de colores (27), el método de grupo da renormalización 
(2S), los métodos variacionalas an formulación lagrangiana (29) y 
hamiltoniana (30) y los métodos da campo medio (26).

En esta sección estudiaremos en qué consisten las métodos de 
campo medio y sus diferentes variantes.

a. Método de campo medio

En mecánica estadística se utiliza este método para calcular 
la magnetización da un farromagnato caractarizada, por ejemplo, 
por al modelo de Ising. En este caso se considera una red en cada 
uno de cuyos sitios hay variables síx) que interactúan can sus 
próximos vecinas y puedan tomar valoresil (en Z(2)). La acción
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(hami 1 taniano >_lé.̂ icD) quie caracteriza al mcdel Q es

S-/S^3(;<)3(K+yí) . (I-VII-1)
I '

;< son sitias de la red y es un versar; d es la
dimensión. La -función de partición es

S'<p’!-/S-Xj> 5 (x ) 3 ) y . (I-VI I-'?)
[s] l

La ir.aynetizacián se calcul a cama

•'^--^Xjsím) e;-íp C/iX. 5 (;< ) s ) ]• . (I-VI 1-71)[s} ! '

Una -forma apraximada de calcular m es utilizando el métada de 
campa medie. Este consista en considerar exactamente una sola 

‘ - y aproximar a las restantes por su valor medio calculada 
mediante una ecuación de autoconsistencia. Asi resulta que si 
penemos <s(:<)>=m en todos los sitias excepto el considerada 
exactamente tenemos que

/S2'MSdseí
y\ --- =tanh(2p’.d) , (I-VII-4)m=-

la ec.(I-VII-4> es la ecuación de autoconsistancia. Notamcs que 
m=0

-I.
siempre es solución pero para un cierta ĵ *", que depende del 

valor de d, aparecerá una nueva solución. Este valor se 
interpreta como al punto critico de la teoría. ft partir da dicho 
p el modelo astará magnetizada. Podemos calcular al valor da 
derivando ambos miembros da la ac.(I-VII-4) en m=0; asi tenemos 
que ^''=l/2d.

Pasemos del ámbito da teoría del sólido al de teoría de 
campos y tratemos de aplicar el método a una teoría Z(2 ) de



mtdida en la red en cuatro dimensiones. En asta casa, las 
variables 0̂ (;<) estarán en las uniones de la red, en vez de en 

y? caíTiO en el casa anterior, sólo podrán tomar valoras 
-i- La acción que define al modela es

) O'viCx+M ) vTm (:<+v ) (k ) , (I-VII-5)

:< indica sitios da la red y y V son versares que toman valores 
entre 1 y d. La función da partición es la suma sobre todas las 
con-f 1 guraciones de la exponencial de la acción. Si, como antes, 
queramos calcular m=<C^(;<)>, usando el métado de campo medio 
obtenemos la ecuación de autoconsistsncia

^  ^  |̂íTyvi3 2. W-a)
= tanh(2 fi(d-l)mM . fl-VII-ó)

En este caso también caro as siempre solución de la ec.(I-VII-6) 
y para algún valor aparecerá una nuava solución. Si d=4 se
obtiene =0.36. Dabido al acoplamianto de las cuatro variables 
en la ec.(I-VII-5) na pedemos obtaner jfe'" derivando ambos miembros 

ec.(I-VII-6 ) en m=0; es decir, en este caso la transición 
será da primer orden y na da segunda, como en el ejemplo 

anterior, pues la rale en saltará de O a un valor finito (ver

de la

Fig.2). Con e=te métcdo puadan calcularse otras magnitudes 
físicas como la energía Ep,

Z = 1̂ — -log 2 eKpr^m'^Nd(d-l)/2> =

= m'" , (I_yTT_7 )

N as el númaro de sitias de la red y Np=Nd<d-l) / 2 es al número de 
plaquetas.

Los valores da ^ o b t e n i d o s  con el método de campo medio
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pueden mejcrarse si stemé.t i camsnta si consi daramas má.s da un.a 
variable exactamente. Este procedimiento se concca con el naritra 
da aproKimación de Bethe-Peiarls y será utilizada en las 
capitulas III, IV y V de esta tesis.

Mé.s arriba dijimos que el valor de 6̂ para el cual aparecía 
uncí solución no trivial de la ecuación de autoconsistancia se 
considera el punto critico; esto se haca en muchos casos pero se 
obtienen mejoras resultados si se camparan las energías libres 
(jara cada una da las dos soluciones y el punto en que sa cruzan 
de-fine la transición. Esta es el criterio que usaremos nosotros 
/í general , da valores de mayores o igualas que los que se
obtienen de 1 a otra forma.

El método de campo medio tal como lo hemos descripto 
H'^s-snta un grave proal ema conceptual cuando sa aplica a teorias 
invariantes de medida. El teorema de Elitzur (31) establece que 
para una teoría de medida el valor medio da toda magnitud no 
invariante ante una trans-f ormaci ón da medida daba ser 
estrictamente cero. Ahora bien < ) > debi era, entonces, ser 
cero en abierta contradicción con los resultados obtenidos 
anteriarmante. Entonces esta -forma da aplicar el método a las 
teorías de medida resulta ser intrinsecamente inconsistente. Esta 
problema -fue resuelta en las Refs. (32,33 y 34). El pasa 
■fundamental consiste en reescribir la función de partición en 
función de variables sin vinculas, es decir, pasando da un grupa 
compacta a otro que no lo es. En nuestra caso debemos pasar de 
variables de Z<2) a variables de R. Esta cambia sa realiza de la 
siguiente forma. En la función de partición introducimos un 1 
escr i to como,

co -̂ oo
i=TT'

a J
S -v^) d'-jf, =TT dV^

-«> .00

1 indi_a las uniones de la red. La integral sobre se obtiene 
desarral1 ando 1 a ¿ en saria da Fourier.
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La -función da partición queda,

Z=1T
€ J-CD

dVí _d2ü  e;<p í 'hXL̂  V„ (k ) VV (x-+/̂ ) Vm (:<+0 ) V,. (;< ) - X. c< . V;- > 
2 TT-1. ' / I  J  '  z   ̂ ~

X exp C ^  lag (cQsh ) ]• (I-VI 1-9)

G3ta forma pasamas ds una suma sobre los campos c? que toman 
valores en Z<2 ) a integrales sobre los campos Vy,(;;) y £>y,(x) qua 
toman valares en R. Estas son las nuevas variables sin vínculos.

Ahora debemos tratar de calcular Z. En general esta integral 
no es sencilla da resolver por lo que se utilizan métodos 
aproKimadcs. El más generalizado es el método de punto de 
ensilladura o saddle-point que es aplicable para resclvar 
integrales de -funciones can picos agudos y espaciados. Esto es 
así porque el método consiste en reemplazar el integrando por una 
gaussiana cuya integral es siem.pre conocida. Veamos esto con más 
detalle. Eea

1= exp C-f (;<) > d;-: (I-VII-10)

la integral que queremos resolver. Desarrol1emos f(x) hasta orden 
cuadrática alrededor de un máxima .

-f 1 í ;<o > + -f ' CXo) , (I-VII-11)

enntancs== I queda reducida a una integral gauí 51 ana

=exp Cf (;<o ) > ViTT/lf ' Cx„ ) 1 ( T _ » I J T  T _ i  VX



o tomando logaritmos,

log I ^ f )-jlog ! f" <;<o ) I+-y log (2TT) . (I-yiI-13)

Cuanta oiás se parazi=:a a una gaussiana la -función qua queramcs 
intagrar- mejor sará la aprox i mac i ón. En algunos casos 
pGdrá ser una buena apro:;imacián.

1 -función que analizamos tiene 4̂ picas equiespaciadas e 
igualas cuya integral es I, la integral de la función valdrá NI.

Fara aplicar esta mstodo a nuestro probleTia dabemas 
encontrar primero el má;íimo alrededor del cual desarrollar la 
función. Para ello debemos encontrar las configuraciones de 
can-pos y o<w<x) qua cumplen que
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3 ^ - °  " ’ (I-VII-14)

donde
S  ̂  ̂ vi' ) Vyu (X + V ) V ̂ - T ̂ o<, 4 y ̂ +

I -es el argumento da la exponencial an la ec.CI-yiI-9). 
ecs.(I-VII-14) se conocen con al nombra de ecuaciones de 
saddla—point. En nuestra caso quedan

( x+¿) V^f x - i - V)  ( x ) - X i  o<„(x) = 0  , (I-yiI-16-a)

tanh ( X ) ) -jij, Vm ( x ) =0 . < I- V11 -16~b )
Y"

No e= nada trivial encontrar los valares de y que
satisfacen estas ecuaciones. Para facilitar los cáilculos haremos 
una aprax1 mación• Buscáramos soluciones que sean invariantes ante



Vy.(:<)=y , (I-VII-17-a)

cx̂ .(K) = =>̂ . (I-VII-17-b)

Por SLipuasta que esta alaccián nc es la linica pasible; se la 
utiliza parque es sencilla y los resultadas que se cbtier.en can 
ella, en general, son buenas. Sin embarga, cama veremos en el 
capítulo V, na siempre es asi y en algunas situaciones puede ser 
conveniente buscar soluciones de otro tipo. El problema radica en 
que no e;<iste un método estándar para llevar a cabo esto último.

Si buscamos soluciones del tipa (I-yiI-17) las 
eos. ÍI-yiI-l¿) toman la -forma

2 í d - l ) V >  ,

V=tanh o< fI-VII-ÍS-b)

O sea,

V=tanhc:^2 íd-l)y^ n . <I-yiI-1 9 )

Notemos que recuperamos la ec.(I-yiI-6). Obtenemos los mismas 
resultados que antes pero, conceptual mente, se trata de algo muy 
diferente. En el casa anterior obteníamos que el valor medio de 
una magnitud no invariante de medida podía ser distinta de caro, 
lo que contradecía al teorema de Elitzur; ahora,^ en cambia, las 
ecs.(I-yiI-16) aún con la condición (I-yiI-17) son invariantes 
medida; per la tanto hay 2*̂  con-figuracianes de campos que 
satisfacen aunque sólo dos son invariantes ante traslacionas. 
Todas estas configuraciones contribuyen a Z con el misma valor 
por lo tanto 2 será 2'"' veces la contribución de cada uno de estes 
máximos (34). Por otra parte, al calcular < , en este caso

□a 
1 ̂  ^
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ĉ eLi = mc=* promcrdiar s o b r e  t o d a s  l a s  c o n f  i g u r a c i  o n s 5  que fTíinimizan 

l a  a c c i ó n  l a  que na= d a r á  e l  r e s u l t a d o  c o r r a c t o .

La energía libre se calcula CDma

/ Oc* 2 3
r=  ̂ Icg 2 íd-1) -d Icg (l-V^)/2 . (I-VII-20)

DebSiTiGS comparar esta energía libre con la de la saluciún 
trivial y en el punto en que ambas se crucen está la transición 
de -fasa.

Hasta ahora no consi dar amos las -f 1 uctuaci ones gaussianas, es 
decir, aproximamos la intagral por el valor de la función en el 
máximo; esto es lo que se canaca como resultada a orden cero. 
Para considerar las fluctuaciones hacemos lo siguisnts. Sea

Vy.(;<)=V+7/̂ (;;> , <I-VII-21-a)

ay.(K)n=cx+ . (I-yiI-21-b)

Entonces reemplazamos en mantaniando no más que las potencias
cuadráticas da las fluctuaciones

= j^^^CV'^+y ̂ C Â'.i + H') + ) '>̂ (;< + V ) + ) +

+ + ■'7v'C;<) + 'yy.<;í+V)̂ (̂;.í) :>-:X^=<V+

+ 'y/,(K)  ̂„(;<)+ Icg cosh =x. + <k ) / C2 (l + cx̂ /2) 1. (I-'v'II-22)

Los términos lineales en las 11uctuaciones no contri huirán. Ahora 
 ̂ -- !-c;.i'_Uia r=aiizando las intégralas gaussianas sobre las

y Para d = 4 sa obtiana ,/2>*=0.44 an muy
buen acuerdo con al valor aceptado ^=,=0.4407. Estos resultados se



pû -̂ -z:." íT.sjarar si stsmát i camenta manteni anda las patsncias 
superinres ds las f 1 uctLiacienes y desarrollando en serie la 
e;:ponencial de la cual son argumento de manera de resolver 
siempre integrales tipo gaussiana. Cuantos más términos en el 

de la exponencial consideremos, más cerca estaremos 
resultado e;;acto. Esta técnica se conoce con el nombre de 

desarrolla en lazos.

El método que acabamos de describir también se aplica a 
teorías con grupos continuos; pero en este caso debida a la 
aparición de modos cero se hace imprescindible fijar una medida 
(35) .

b) Método de campo medio en variables de plaqueta (36,37):

ds ver que el método de campo medio "naive” 
presenta problemas al aplicarlo a una teoría invariante de medida 
porque trabajamos con variables ubicadas en las uniones cuyo 
valor medio no es una magnitud invariante de medida. Si 
pudiéramos hacer un cambia da variables, a -fin de tenar que 

magnitudes cuyo valor medio fuera invariante, no habría 
problemas en aplicar el método anterior. Ante una transformación 
de m.edida. el producto da las cuatro variables de unión que rodean 
una plaqueta permanece inalterado; si a este producto lo 
identificamos con una nueva variable de plaqueta, nuestra 
problem.a se reduce a efectuar el cambia de las viajas variables 
da unión a las nuev-as da plaqueta. El mayor problema consista en 
determinar al jacobiano da la transformación. Para mayar claridad 
sigamos trabajando con nuestro ejemplo, el modelo Z(2) de medida. 
La función da partición es

Z= X-:, eKpíSD-, (I-VII-23)

donde S está dada por la ec.(I-VII-5). Si definimos
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cr̂ (;<-î M) T̂ ,(;< + v’) iTv(;;) , (I-VII-24)

CDí T i G las nuavas variables de plaqueta y hacemos el cambia de 
variables, cbtenemos

^ 1  ' (I-V11-25)

donde CT̂  es el producto de las seis variables de plaqueta que 
constituyen un cubo tridimensional en la red y el producto es 
sobre todos estes cubos. Las funciones  ̂ son el vínculo entra las 
variables correspondí ente al jacobiano de la transíormación. 
Estos vínculos resultan ser identidades de Bianchi (37) en la 
red. El número da identidades de Bianchi depende de la dimensión 
de la teoría; es el número de di-ferantes cubos tr i di mansi onal as 
que pueden construirse en el espacio. Por ejemplo, en teorías 
en dos dimensiones no aparecerán vínculos; en tres dimensiones 
hay un solo tipo da cubo y por lo tanto, una sola identidad da 
Bianchi. En general, para una teoría d-dimensional hay
díd-l)(d-2)/¿ cubas tridimensionales y, por lo tanto, el mism 
número de identidades de Bianchi.

>r*.

Ahora aplicaremos el método da campo medio en variables da 
plaqueta <MP). Supongamos que queremos calcular la energía por 
unidad de plaqueta, o sea, <Cf.>. Esta estará dada por,

Y  - (I-VII-26)

Anta todo desarrol1 aremos las deltas en caracteres del grupo
2 ( 2 ) ,

■ (I-'v'II-27)



Ahara aplicamos la aprcx i maci ón da campo íiiadia, o ssa, 
consideramos e;-;actamsnte una sola variable y las demás sa 
reemplazan por su valor medio calculada mediante una ecuación de 
autcconsistancia, (para d=4 queda),

íe queDebemo= hallar -=.d1 ui_iones tales que 0<<ÍT|.><1. El hecho 
<'3>>TfcO no contradice al teorema de Elitzur pues < 0> > es una 
m.agnitud invariante da medida. Resolviendo la ec. (I-VII-2S) se 
Gbtiena (S*=0.42 que está muy cerca del valor aceptado. r4otemos 
que este valar de |ñ* es mucho mejor que el que se obtiene con el 
método de campo medio en variables de unión a orden caro. Al 
igual que el método de campo madio estándar, el MP puede 
mejorarse sistamáticamanta mediante técnicas da Betha-Peiar13 . 
Esta procedimiento lo aplicaremos en los capítulos III y IV. Ccn 
este método puaden astudiarsa, también, teorías na abelianas

- Cuando el grupo de medida es continuo hay que hacer una
aproKimacián adicional. En el desarrollo en caracteres de las 
deltas (que en este caso serán deltas de Di rae) na pueden tenerse 
en cuenta las infinitas representaciones dal grupo por lo que 
sólo se consideran las suficientes como para obtener una buena 
convergencia de las ecuaciones. En estos casas las ecuaciones de 
Mi-’ formarán un sistema cuyas incógnitas serán los valoras medios 
de las variables de plaqueta en las distintas representaciones 
consi deradas. La energía será E=< CT̂ > donde A es la
reprasentación del grupo que aparece en la acción. Esta método 
puede aplicarse también a teorías de medida con campos da materia 
(ver Ref..i9). En el capitula III trataremos de esta forma 
mcuelos de spín; en astas casos, como veremos, debamos pasar de 

‘Sti i es de sitia a variables da unión.
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Titulas ds fiqi-jras

1 a) Enargia en -funcián da ka (k es el impulsa y a el 
espaciamienta de red) para una sclucián tipa onda plana de la 
ecuación de Klein-Gcrdcn en la red.

b) Energía en -funcián del impulsa k para das soluciones tipa 
onda plana de la ecuación de Dirac en el continuo con quiralidad
CÍS"f iPilCjá.

u) Energía en función ds ka para una solución tipo onda plana 
can quiralidad definida de la ecuación de Dirac en la red.

-d) Energía en funcián de ka para una solución tipo onda plana
can quiralidad definida de la ecuación da Dirac en la red luego
de agregar el término de Wilson para evitar el problema de la 
duplicación da especias.

Anáfisis da las raíces de la ec.(I~VII—6) mediante el cruce da 
las curvas e y=tanh ) en cuatro dimensiones. Si
sólo exista la solución m=0 paro a partir de aparecen tres
î = íces, dos da ellas estables.
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Fig.2
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CAPITULO II

TECNICA VARIACIur.'AL MEJORADA PARA MODELOS EN LA RED (1?
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Rssumen

Se prapana un métoda sistemática para majarar cualquier 
función de prueba en el cantexta de los mátcdas variacicnalas 
hami 1 tanianas. La apra:< i ¡Tiaci 6 n  tiana muchas s a : T , e j a n z a s  can el 
esquema de Lanczas y puede ser aplicada a problemas de mecánica 
cuántica así cama también an teoría da campos y mecánica 
estadística. Aplicamos al método a la ecuación da Mathieu y al 
modelo de Ising unidimensional en una red finita. El acuerdo 
entre los resultados exactos y los nuestros es axcalenta en todc 
el ranga de las parámetros. También sa discuta brevemente la 
aplii_acián de este método a las teorías de medida en la r e d .
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II-I Intraducción

Las técnicas en la red son la principal herraoiienta para el 
tratafiiisntc. de los fenómanas na parturbat i vas en las teorías de 
.T.edida (2). Algunas magnitudes físicas, como la masa da los 
hadranas han sido calculadas numéricafnenta mediante si muí aci anas 
da Monte Cario. Sin embargo saria muy útil desarrollar mátodcs 
analíticos para obtener una idea intuitiva de las princioalas 
caractarísticas da los diferentes modelas. Muchas técnicas han 
sido propuestas. Por ejemplo, el método de campo medio con 
correcciones (3) en el marco de 1 a formulación lagrangiana da 
escalentas resultados al predecir los diagramas de fases de las 
teorías; sin embargo recuperar el limita continuo está fusra de 
sus posibilidades. Otros métodos analíticos son las técnicas
variacionales (4,5), los desarrollos da acoplamiento fuerte (6), 
el método da campo medio en variables da plaqueta (7), grupo de 
ranormal i zaci ¿¡n (S) y apro:< i maci onas de red finita (9). En esta 
capitulo estudiáramos el método variacional en formulacicín 
hami1toniana. Aunque esta técnica da resultados aceptables an 
muchos modelos, su principal problema radica en el hecho de que 
as muy difícil mejorar los valares numéricos obtenidas usando un 
dado Ansatz. En Raf.(5) tratamos de majorar la función de prueba 
da plaqueta independiente en una teoría Z(2) de madida an 2+1 
dimensionas mediante la técnica da Bethe-Paier1s pera el 
resultada mostró una convergencia muy lanta hacia los valares 
aceptados para el madala. Es claro que deben imp1 ementarsa
nuevas ideas. En asta trabaja propcnamos un método sistemático a 
iterativa que permite, con mucha simplicidad, el mejoramiento de 
cualquier Ansatz arbitraria. La aplicación de este método a
algunoa modelos bien conocidos da excelentes resultadas mostrando 
una rápida convergencia hacia al valor axacta de la energía del 
nivel fundamental. Aunque nuestra principal propósita es la
implementación da astas ideas en el ámbito de las teorías an la 
red, al método ouade aplicarse también a modelos da mecánica 
cuántica, mecánica estadística y teoría da campos.
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RsíTiarquemas qLia r.Lisstro métoda as similar, en espíritu, a 
ctra técnica recientemente propuesta (10) que también mejora un 
Ansatz variacianal. En este trabajo estudiaremos las diferencias 
entre ambos métodos.

La crganizacián del trabajo es como sigua. En la Sec.II-II 
pî'=í = s”‘tamos Si método. En la Sac. II — III lo aplicamos a la 
ecuacián de Mathieu y al modelo de Ising unidimensional en una 
red finita. Los resultados son eKtrapclados al limite
termodinémiCD y se comparan con la soluciones exactas. En la 
Seo. II-IV se presenta una corta discusión.

II-II Descripción del método.

La técnica que describiremos en esta sección tiene algunos 
puntos en común con el conocida método de Lanczcs (11) para la 
tridi agonal ización da matrices. En efacto, nuestra idea astá 
inspirada en un trabajo reciente (12) en que el método de Lanczos 
fue modificado a fin de extender su rango.

Supongamos que queremos aproximar el estada fundamental de 
un sistama descripta por un hamiltoniano H. En el ámbito 
variacional debemos seleccionar funciones da prueba '|>o que 
dependan de al gunos par ámetros libres C(í)]- como en la aprox i maci ón 
usual da Raylaigh-Ritz. Si H opera sobre el resultado puede 
escribirse siempre como

+ b , (II-II-l)

donde es un astado ortogonal a . La constante £o í ,H VV;,'H
es la energía variacional de decir, si minimizamos £o
’̂ sspscto de •Ĉ'bj obtendremos un limita superior para la anergia 
del verdadero estado fundamental . La otra constante 
bC=( 1̂ 0,H 'y,) 1 mida, en cierta form.a, el apartamiento entra y i-



— ¿tó —

Los estados y están ncrmal izadas a 1. La ecuación ÍII-II-1) 
puede pensarse comc la definición de . Entonces la idea es 
S i m p l e .  Podemos mejorar la -función d e  prueba inicial
considerando como nuevo Ansatz la combinación lineal normalizada

u) _
--  ’ (II-II-2)

donde • es un nuevo parámetro variacional que puede hallarse
fácilmente mini mizando la energía del estado ds la ec. (II-II-2),

donde

r _  -  3 <H>, <H^>, +- 2 < H Í------------------------ --------  , (II-II-4-a)

^ . (II-II-4-b)

Puede demostrarse que el estado de la ec.<II-II-2) junto con 
la ec.(II-II-3), es el autoestada de íTienor energía de la matriz 
2x2

c /

donde c= ( ti;,,H . En general el hamiltoniano puede escribirse 
como un término de energía cinética más otro da energía 
potencial, es decir, H=Ho+;<V, donde :< es un parámetro. Si 
elegimos como inicial el estado fundamental de , recobramos 
el método válida para acoplamiento fuerte (;<<<!) de la Re-f.(12). 
Sin embarga, si es suficientemente bueno en :<=0 y ;< = <̂
entonces, como prcbarsmos en Sec.II— III, obtendremos resu 
satisfactorios para todo x .
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Mediante un álgebra simple y usando ec.(II-II-3) pademc: 
evalLiar la nueva energía majarada.

La ecuación (II-II-6) puede minimizarse (por ejemplo 
numéricamente) respecta de los parámetros Cfb]- (los cuales, en 
general, no coincidirán con al conjunto r(3]- qua minimizaba . 
El método puade itararsa fácilmente, o sea, al actuar H sobra 
obtenemos un estada ortogcnal a Y-'- El nuevo estado msjar3.dc 
es ahora

 ̂ V-’
------- ■ ( i i - n - 7 )

Los valoras de cx̂  y (la energía de están dados por las
 ̂̂ y ec.(II-II-6), respecti vamente , cambiando íp,

por VY'" ? ' i-isanda la ec. <11-11-2) , o<. z. y S ̂  pueden escribirse
coma funcionas de <H"> . Nctemos que en el primer paso de nuestra 
método iterativo nacesitamos conocer n=l,2,3, en ac. (11-II-4-b) , 
y en el segunda n=l,...,5. En general en cada iteración debarán 
evaluarse das nuevas potencias de H.

Resumí ando, en esta sección hemos propuesta un m.étoda 
sistemático y simple para mejorar cualquier función da prueba en 
el marco de las técnicas variacianal es hami1tonianas. Ahora 
probaremos nuestra apraximación en algunos ejemplos na triviales.

II— III Resultados

A. Ecuación da Mathiau

Como primer ajempla del método dascripta en la Sec.II-II 
cansíderaremos, como en la Ref.(12) la ecuación da Mathieu qua 
tiene una gran cantidad de aplicaciones en física teórica.
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C G 3  9  =  E ^ O )  .  ( I I - I I I - Í )

Es la ecuación d= Schradingsr para el péndula cuántica en un 
campa gravitatorio, para una partícula en un patancial periádico 
unidiiTiensicnal , y para el efecto Stark de un rotador rígida. Esta 
ecuación también aparece en mecánica estadística para el gas da 
Coulomb unidimensional (13). En teorías de medida ha sida 
estudiada debido a su similitud con teorías de Yang-Mills puras 

teorías de medida en la red, corresponde a la ecuación 
de autovalores para el modelo de una plaqueta (15) (en 
-farmulación hami 1 tani ana) , donde es proporcional a g'*̂ y g as la 
constante de accpl ami ento. Por esta razón nos re-feriremos a la 
región x<<l (x>>!) en la ec.(II-III-l) como la región de 
acoplamiento -fuerte (débil). La ecuación de Mat'-iieu también -fue 
analizada mediante el métado de integrales da -fase (16).

Trataremos de reproducir los resultados conocidos para el 
estada -fundamental de la ec. (II-III-l) usando como función de 
prueba inicial

tĵ oO) =e;<p (-|- CQS9) , (II-III-2)

donde p. es un parámetro variacional. Podemos demostrar que este 
Ansate reproduce el primer término del desarrolla parturbativa 
en las zonas de acoplamiento fuerte y débil (ver ec. (I I-III-5)). 
Rsciantemente este tipo de funciones de prueba ( =e:-íp (í̂ V/2) ) 
han sido muy usadas (17) en teorías de medida en la red can 
resultadas aceptables por lo que son, en general, un buen punta 
da partida para aplicar nuestro método. La energía a orden cero

4--X
i.íp>) , (II-III-3)lo

donde I„(^) son las funciones de Bessel modificadas de orden n.
.a I damos los resultados para la tres primeras
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ís nusstrn método. El acuerdo con ios valeres exactos 
(IS) es excelente en todo el rango de :<. La convergencia es muy 
rápida como se muestra en la Fig.l, donde gra-ficamos los errores 
reíati vos

¿iX = £ ^ ) /£. «xiLcto. , (II-III-4)

siendo la energía de la i-ásima iteración. 4̂ota,T.a3 que al
error se reduce en un orden en las dos primeras iteraciones. 
tiene un máximo en . En la Fig.2 comparamos nuestros
resultados con los desarrollos de acoplamiento -fuerte (18) y 
débil (19) del estada fundamental de la ecuación de Mathieu. Por 
completitud presentamos los primeros términos de dichos 
desarrollos ( para el acoplamiento fuerte en Ref.l9 aparecen más 
términos),

(II-III-3-a)¿ st =-0. 5;-;'' +0.213750;<'̂  -0.2013S9;<‘ +0. 232907;;®

Es de destacar que nuestra energía variacional en la Fig.2 (que 
es indistinguible del resultada exacta en la escala usada) 
interpola suavemente entre ambcs desarrollas. En la tabla II 
completamos el análisis mostrando la variación del parámetro que 
minimiza la energía para algunos puntos representa!ivos. Da 
estas resultadas es clara que nuestra método funciona 
correctamente al menos en este problema de mecánica cuántica.

B. Modelo de Ising unidimensional.

Como segundo ejemplo haremos algunos cálculos exploratorios 
en teorías en la red. Consideraramos el modelo de Ising en una 
dimensión definido por

H  =  -  J L  - X  d i  c r A . (II-III-6)
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donde c y cr̂ î cn matrices ds Paul i y la suma es sobra li3s sitias 
1 de una cadena -finita de N sitias (supanemGs candiciar.es ds 
contarno periódicas). La energía exacta del estada -fundamental de 

scu.ación (II —III—7) es conocida

ríl-:<)^+4x sinVjLkV Va <II-III-7)

Ezi importante dcrsta^ar que pa^ a un sistema cuya volumen es 
infinito nuestro método presenta un problema. En el límite h4= co 
puede probarse que ex en la ec.(II-II-3) es cero. Sin embarco este 
hecho no invalida la aproximacicn porque probaremos que es
posible obtener muy -nos rebultados mediante si gui ente
trui_o: aplicami_.s el método a cadenas finitas y luego extrapolamos
al límite infinita mediante conocidas técnicas de extrapolación 
(2 0) .

Coma función de prueba inicial elegimos la análoga de la 
ec.(II-III-2),

(II-III-S)

dcnde 10>g., a un autovector de C"' con autovalor ( + l) en 
todos las sitias de la rad. Este tipa de estada de prueba fue 
estudiada en detalle recientemente (21). La energía a orden O 
por unidad ds

c  o s V i ' ^ p  V X C ^
-oCx,fb)— — — —------------------------------ -------— -------------------------

f fcxvíVi (II-III-9)

En la tabla Ill-a se muestran los resultados para la energía 
del e-=it=ida fundamental como una función del número de iteraciones 
para cadenas de diferentes longitudes en ;< = ! , punto en el qua el 
sistema infinito presenta una transición de fase. Como al método 
es fácilmente programabla todas las iteraciones han sida 
obtenidas mediante computadora y la iteración O representa la



predicción para la función da prueba inicial. Cuando >í toma 
valares cercanos a 1 la di-ferencia entre las energías variacional 
y exacta alcanza un máximo. Sin embargo los resultadas san 
excelentes en muy pocas iteraciones (esta detalle es importante 
para aplicaciones -futuras de la técnica a modelos más realistas). 
Cuando N aumenta, la precisión decrece, como era de esperar 
debido al hecho de que en el limite N=a> . sin embargo los
resultados muestran que la influencia de este efecto es muy 
pequefía para cadenas cortas y podemos llevar adelante nuestra 
idea considerando la solución exacta para cadenas finitas y 
extrapolando, luego, al límite infinita. Les valares en sa
obtienen usando la aproximación de Vanden Brceck-Schwartz con

(ver Ref.(20) para la definición de cx̂ ) . Usamos 
esta aproximación porque los autovalcres del modelo de Ising 
convergen 1ogarítmicamente al resultado de la cadena infinita en 
la vecindad del punto critica. Este mátodo ha sido usada can 
éxito (9) en el mcdelo Z<N) de spín. Además la secuencia de la 
coiumncí. rotulada "exacta" en la tabla Ill-a canverge al valar 
exacta en el límite infinito con más de cinco cifras 
significativas lo cua indica que podemos emplear el método con 
confianza. Los valares extrapolados para diferentes números de 
itaraciones se dan también en la tabla Ill-a. Es de notar la 
canvsrgencia al valor exacta -1.27324 (para x=l la convergancia 
es más rápida). Un detalle na satisfactorio es que al valor
exacta es aproximado por debajo mostrando que el métoda de 
extrapolación na respeta estrictamente el hecha de que la energía 
variacional debe ser una cota superior para la energía exacta. 
Guizás sea necesaria considerar cadenas mayores u otras técnicas 
de extrapolación. Sin embarga los resultados san muy
alentadores.

Usando nuestra método también puede estudiarse el primer 
nivel excitada.

Como función de prueba inicial el agimos



X-i d (II-III-IO)

dcnds reprs=,crrita e l  esta d a  -fanda.Tiental mejaradQ

variacianal menta cbtanida asando nuestra técnica luego de n
Iteraciones. ly' es un autavector exacto de K cuando ;<=0 y es
ortogonal a cuando se trabaja con N -finito y se usa como
estado de prueba inicial la ec.(II-III-lO). Si considera.r.os
cualquier estado de prueba u otro H , en general, debemos
sub=.._raer la. proyección del primer excitado sobra al estada 
■fundamental.

La energía exacta es

(1-x)’- +4í

Para x>l el primer término del miembro de la derecha de la 
ec.(II-III-ll) debe ser eliminado. En la tabla Ill-b damos los 
resultadas para difarantes números de sitios e iteraciones usando 
ec. (II-III-lO) como -función de prueba inicial. En asta caso la 
j-*sima iteración también significa que al n de la ec. (II-111 - 1 I?) 
es igual a j. Coma en el caso del nivel -fundamental vemos que 

san muy buenos lo que demuestra que nuestro método 
pueda aplicarse también al tratamiento de niveles excitados.

En la tabla IV mostramos los errares relativos de las 
enc=rgía=j variacionalas para los estadas -fundamental y primar 
excitada en x=0.5 y 2.0 como ejemplos (un valor representativo 
dsi. régiman de accplamianto fuarta y débil raspectivamente) . Los 
resultados indican que la técnica da predicciones acertadas en 
todo el rango del parámetro x. La convergencia as m.ás rápida an 
la zona de accplamianto -fuerte debida a que el estada 

ÍI-í-~III—3) reproduce el primara y segundo término de la serie 
pertu.rbati va para x<<l, mientras que an la zona de acoplamiento 
d:-bil solo reproduce el primero (se trata de un estado tipo 
acap 1 ar> i an t o f uer te'.



Fig.3 EstudiaiT.GS la sensibilidad ds nuestra 
aproKimacián can la selección del parámetro variacional . En la 
primera iteración es claro que debamos estimar con bastante 
precisión el valor que minimiza la energía pero en los pasos 
siguientes se obtendrán buenos resultados sin necesidad de variar 
este parámetro. Este hecho es muy importante porque el esfuerzo 
computacional se reduce apreciablemente. Por ejemplo, en la 
rig.3 podemos ver que para 1=5 ó 10 hay un amplio espectro de 
vo.iOre=3 de para los cuales la energía prácticamente coincide
con la exacta-

Resumiendo, los resultados son satisfactori os lo que muestra 
que el método también es adecuado para tratar teorías en la red.

Como se sefíaló en la Sec,II-I, en la Ref.(9) se desarrolló 
un método alternativo para mejorar un Ansatz variacional 
Este se basa en el hecho de que el estado

e/í» (-+H/2.) 1̂0
(fo, exf (-tH) iVo) ’ <11-111-12)

da una mejor apro;-; i maci ón que de la energía del nivel
-fundamental para cualquier valor de t. En el limite t ___-ao la
energía

= , (II-III-13)

converge al valor exacto. Para evaluar la ec.(II-III-13) los 
autores de la Ra-f.(lO) desarrol 1 an Ht) como una seria de 
potencias en t= El resultada es

donde se de-fine como
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(") ÍHf" < H ”-P ¡i .bso ‘ (11-111-15)

c:̂
. vri > -4

lie puede probar fácilmente que para un modela en la red 
;> es praparcional al número de sities N para cualquier 

valar da m así que en este caso na hay ningún problema al tomar 
el límite para N - . sin embarga el método involucra el uso de 
aproKimantes de Padé para obtener una estimación del límite 
t— co , lo que introduce comp 1 icacienes adicionales. Nátase la 
diferencia con nuestra aproximación en la que obtenemos 
resultados muy buenas para redes finitas y luego tomamos el 
limite infinito. Es clara que ambas apra;< i maci ones son, en 
principio esencialmente diferentes.

Comparemos los resultados numéricas para el modela de Ising. 
i-e la Ref.(lO) sabemos que la diferencia entre el resultado 
e;;acta para la energía del nivel fundamental y el aproximado 
(ec. (II-III-14) ) as dal orden de 4;<1C'’ alrededor de ;<~0.9 (y 
alrededor de lO"" en el resto del dominio dal parámetro x ) . Estas 
resultados fueran obtenidos con m hasta 6 por lo que se requirió 
calcular hasta <H^ . En nuestro métoda tras iteracianas 
demandan el mismo esfuerzo. Da la tabla Ill-a podemos ver que en 
límite N= oo y en x = l la diferencia entra la energía exacta y la 
variacional con tres iteraciones es 6x10'' por la que la precisión 
numérica de ambas técnicas es similar. Sería interesante
elaborar una combinación da ambo-s métodos manteniendo las 
ventajas da cada uno da ellos.

Il-iy Conclusi oneí

En aste trabaja hemos propuesto un método sistemática para 
mejorar una función de prueba dada en un marco variacional. Las 

muestran que la técnica funciona carrectamenta y 
í-onverge con rapidez a la energía dal astada fundamental de los 
modelos analizados. En el modelo de Ising estudiamos también el 
primar estada excitada con buenos resultados. Esperamos en el



■futuro poder aplicar si método a una tacria da medida an una rad 
finita. Por supuesto nuestro mayor interés radica an analizar 
teorías no abalianas en 3+1 dimensionas. Otra aplicación 
interssanta ss la técnica de grupo de renormal ización en espacio 
real Í22) en qua es necesario avaluar los estados más bajos da un 
bloque en una red finita.
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Titulas da tablas

I) La energía £i da la i—ésima itaración cgiT,parada con les 
raaultados exactos para al astado "fLindarnsntal de 1 a ecLtación da 
riathieu para algunas valares represantatives da :< que van da la. 
región de acaplamianta fuerte a la zana de acoplamianta débil (sa 
omite el signa iTiencs para tedas las energías).

II) Evolución del parámetro variacianal que i-ninimiza la 
energía an cada iteración. Las valoras de corraspcndientes a 
la tareera iteración son aproximadamenta igualas a los da la 
segunda.

III) a. La energía por unidad de sitio obtenida madianta nuestra 
método iterativa para el estada -fundamental de una cadana da N 
sitios en í*í — 1 ̂ cafTíparada con los valores aKactcs (ec. 
ÍII-III-7)) (sa omite el signo menos para todas las energías;. 
Las predicciones para N= oo -fueren obtenidas mediante una
aproí-: i maci ón VBS usando los resultadas var i aci or al as para 
N=2,35...,10 (para 4̂=:2 la energía variacional en la primara 
iteración coincide con la exacta per le que na figura en la 
tabla). El resultado exacto para la cadena de Ising infinita as 
— 1.2734 para las energías del nivel fundamental y primar axcitade 
en x=l.

b. Lo mismo qua en (a) para para al primar astada excitado. 
Los resultadas de la última columna fuaron evaluados con la 
ac.(II-III-ll).

IV) El error relativa definida en la ec. (I I-I11-4) da la anergía 
por unidad da sitio para el estado fundamental ( y para el 
primer excitada < £i2«) de una cadana da Ising en x=0.5 y 2.0. El 
núm.ero de sitios es S.
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Titulas de las -figura.:

1) El errcr relativa A. = )/£ para el modela de
Mathieu. ;< está en el rango de máxima errar.

Gráfica de la energía de la tercera itaracián para la
ecuación de Mathiau (línea continua) en comparación con el 
desarrolla de acoplamiento fuerte (SO dado en la ec.(II-III-5-a) 
(línea cortada) y el de acoplamiento débil (WC) dado en la 
ec. ÍII-III-5-b) (línea de puntos y rayas). El resultado e;;actr 
del mcdslo es indistinguible de ¿j.

-■) Gráfica de la energía c da la i-ésima iteración para la 
cadena de Ising (can N=a y ;< = 1 como ejemplos) como una función 
del parámetro vanaci anal . Las iteraciones están denotadas par
I y representa la energía e;;acta del nivel fundamental que es
igual a -1.2S15.
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Tabla 1

X 0̂ ^2 3̂ eexac c
0 .2 0.019616 0.019660 0.019661 0.019662 0.019662

0 ,6 0.156542 0.158303 0.158355 0.158357 0.158358

1 .0 0.372644 0.378172 0.378456 0.378478 0.378489

2 .0 1.056478X  *v, 1.069194 1.069984 1.070079 1.070130

5 .0 í . '46 9 6 34 3.483862 3.484201 3.484233 3.484245

10 .0 7.819052 7.828273 7.828344 7.828347 7.828347

Tabla Z

I  T E R A T I  0 N S

X 0 1 2

0 . 6 1 . 0 5 1 . 0 8 1 .0 9

1 . 0 1 . 5 2 1 . 5 9 1.61

2 . 0 2 . 2 9 2 . 3 6 2 . 4 0

5 . 0 3 . 5 3 3 . 5 1 3 . 5 4

v-vi-vV
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Tabla 3

N ^0 ^2 ^3 exact

2 1 .4 14 21 2 1 . 4 14 21 4 1 . 41 421 4 1.414214 1.414214

4 1 .2 95 73 6 1 .306562 1 .306563 1.306563 1.306563

6 1.2 62 97 2 1.286631 1 . 2 87 75 4 1 .287768 1.287901

8 1 .2 5 3 1 8 4 1 .2 76 67 4 1 . 28 027 4 1 .281069 1.281458

10 1 .2 50 75 7 1 . 27 085 5 1 . 275597 1.277208 1.278490

X «» 0 . 5 X >= 2 . 0

N ^3 e exact ^3 eexacc

4 1 .0 67 88 9 1 .0 67 88 9 2 . 13 577 9 2 .135779

6 1 .064113 1 .0 64 11 6 2 .1 28 21 5 2.128231

8 1 . 063631 1 .063635 2 .1 27 04 3 2 . 127270

10 1 . 0 63 55 4 1 . 0 63 56 0 2 .1 26 51 5 2.127121
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CAPITULO III

AhJALISIS DE MODELOS DE SPIM EN LA RED MEDIANTE EL METODO DE CAMPO
MEDIO EN VARIABLES DE UNION (1)
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Resumen

Se desarrolla un métado de campo medio en variables de unión 
a fin de tratar modelos de spin en la red. Aplicamos esta nueva 
técnica a modelos abelianos (Z(N) , N==2,3) y no abelianos 
(SU(N)k SU(N), N=2,3) de spín, obteniendo resultados alentadores 
para la temperatura crítica. Usando este método con una 
aproximación de Bethe-Peier1s , las predicciones para la 
temperatura critica y el orden de la transición mejoran 
notablemente.



III-I IntrcdLicci án

Las técnicas de campa media (2) para teorías en la red sen 
un camplementa SKcelents de las simulaciones numéricas. Par 
ejemplo, se ha demostrado (3) que la intrcduccién de correcciones 
radiativas en la aproximacián de campc medio usual proporciona 
diagramas de -fases muy exactas para las teorías de medida en la 
red. Por lo tanto es interesante analizar estas ideas en otras 
-f ormulacicnss. En las F;a-f. <4> y (5) desarrol 1 amos un nuevo método 
tipo campo medio para teorías de medida en la red. En primer 
lugar se lleva a cabo un cambio de variables de unión a plaqueta 
y luego sa realiza la a.pro;íimacián de considerar exactamente una 
sola. variable y aproximar las restantes por su valor medio 
obtenido mediante una ecuación de autoconsi stencia. Veri-ficamos 
que esta aproximación da excelentes resultados an tres y cuatro 
dimensiones especialmente para la GCD (sin farmiones) . Lina 
ventaja de la técnica es que su aplicación na demanda grandes 
esfuerzas numéricas ni analíticos.

En este capítulo proponemos una técnica similar para modelos 
da spín. La aplicamos al modela quiral Sü(N)xSU(N) (6) y al
modelo Z(N5 de spín en dos dimensiones (N=2,3). Los resultados 
en amibos casos son muv alentadoras.

III-II Descripción del método

La acción para modelos de spín en la red pueda escribirse, 
en general, como.

S= X j s ru (X ) u M x + m ) -XjRa tr CU (x ) (x + “ ) 1 , (III-II-l)

donde x denota sitios y direccianas da una red cúbica
d-dimensional con condiciones periódicas de contorno. U(;;) toma



valoras en un dada grapa S qua puade sar abeliano o na abaliano. 
R caracteriza a una raprssentaci6n dal grupa y dim(R) a su 
dimensión. En Rsf.<7) se damastró cómc pasar e;-;actamanta de 

da sitia ü(;<) a variables de unián (:< ) =U <>;) ) .
El valar media del caracter de una variable da unión en una 
cierta representadón A C ^a(U) 1 está dada en esta -formulación par

|dUy„ (>í) e;<p<3) L^(U) IT á(Up-l) , (III-II-2)

- 67 -

danda

° - <iii-n-3)

y Z es la función de partición. Las funciones ¿ sen vínculos que 
aparecen cama el jaccbiana de la transformacián. Up es el 
producto de las cuatro variables da unión alrededor de una 
plaqueta da la red,

Up =!Ĵ  (x ) Uv (:<+yí ) Uy!; (x+0 ) (;< ) . (III-II-4)

Natamas qua en una dimensión no hay plaquetas y la expresión para 
< L a> se reduce al cociente de dos integrales.

En la ac.(III-I1-2) no tenemos en cuenta un vínculo global 
que proviene de las condiciones periódicas de cantarno, debida a 
que la técnica que desarrol1 aremos as de caracter local. Por lo 
tanta :=i consideráramas una red infinita (en la que no aparecen 
las condiciones globales da vínculo) obtendríamos el mismo 
resultado. El lector interesado en este punto puede mirar la 
Ref.(7).

En teorías de medida an la red la expresión análoga a la 
ec.(III-II-2) (ver Sec.I-VII) involucra un cambio de variables de 
unión a plaqueta y el vínculo viene dado por la identidad da 
Bianchi en la rad CRefs. (4) y (5)).



■funciQPis=3 ¿1 pueden de=ia.f rallarse ds la siguiente fnanera..

¿(Up-1) = ^ d i m ( r )  %r(Up) , (III-II-5)

donde la suma es scbre todas las representad enes no equivalentes 
del grupo G. La aprc;<imacián de campo medio en variables de unión 
(ML) es, en esencia, similar al mátodo de campo medio usual en 
variables de sitio (MS) (ver Sec.I-yiI). Reemplazando la 
ec.(III-II-5) en la ec.(III-II-2) mantenemos "viva" una sola 
variable (digamos U) e igualamos las restantes variables en la 
representación r a su valor medio <Lr>. Notemos que consideramos 
una cantidad di-ferente <Lr> para cada representaci ón. Para las 
p j. en conta.cto con la variable viva U aproximamos

%ríUp) ̂  <Lr > %r(U) . (III-II-6)

En dos dimensiones cada unión es compartida por dos 
plaquetas de manera que la ecuación de ML para <L^> es

<L A > = . ^ ( d i m  (r., )) (dimír^ ))<Lr,> <Lr̂ '> X

X I dU e:<pt^5^(U)> L;,(U) %,.(U) . (III-II-7)

y r-1 denotan representaciones del grupo G. En principia 
tenemos una ecuación del tipo (III-II-7) para cada representación 
A del grupo (un número infinita para grupos continuos). En la 
P*^-=tica, es suficiente con mantener en el término de la derecha 
de la ec.(III-II-7) el número suficiente de términos para 

la con ver gene i a . El sistema de ecuaciones resultante se 
resuelve numéricamente. Debemos buscar una solución que satisfaga

0< <L > 4 1  , (III-II-S)

para todos los X considerados. Notemos que de la ec.(III-II-l) 
energía media por unión del modelo. A fin de obtener 

el diagrama de fases debemos analizar esta energía de unión y sus
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derivada^, numéricas ícamo en 5imuíacic-nes de Monte Cario) .

Notamos que en la región en que (0<<1 si buscamos una 
solución tal que ÍL^XÍI, el resultada a orden O es.

jd'J ex'p I (i

que es el primer término del desarrollo en caracteres de <L>,> en 
torno de (3 =0. Entonces es claro que nuestra aproximación tiene 

15t i cas de acoplamiento fuerte por lo que esparamos que 
se comporte correctamente en dicho límite. Como destacamos más 
arriba, la ec.(III-H-9) es el resultado e:<acto en una dimensión 
por lo que esperamos que a baja dimensión los resultados sean muy 
buenos. Esto as lo opuesto de lo que ocurre en la apro:-;imación ii3 
que es exacta para d = oo .

II I-I II Resultadas

Ahora aplicaremos nuestra técnica 1ÍL a algunas ejemplos 
abelianos y no abelianos an dos dimensiones. Consideremos primero 
el modelo SU (N) ;-i3U ÍN) quiral (N=2,3) de-finido por la acción

S = - A X jRb trp cu (x ) U'̂ (;<+A) ] , (III-III-l)

donde U(:<) pertenece a la raprasentación fundamental de SU(N). 
Resolvemos el sistema de ecuaciones (III-II-7) numéricamenta 
mediante un método iterativo. Cuando N=2 verificamos que, a fin 
de obtener una buena convergencia, es suficiente con mantener en 
ec.(III-II-7) las representaciones O, 1/2, 1 y 3/2 y potencias da 
<L>,> no mayares que 6 lo que significa resolver un sistema de 
cuatro ecuaciones. El resultada para la energía de unión

CU<k )U (;<+ ) 3 > se muastra en la Fig. 1 comparado con los 
resultados de simulacianas de Monte Cario. No se observan 
transicionas de fasa. Es dastacabla el acuerdo de nuestros 
resultadas con los de Monte Cario de Ref.(3) an el régimen de



acapl ami ento -fuerte. Nusstra .T.étoda también proporciona buenos 
resultados sn la región de acoplamiento débil. Destaquemos que en 
la Ref.(9) se muestra que un desarrollo de accplamiento fuerte 
pi edice una transición da fasa de segundo orden totalmente 
inesperada en esta modela parap~2.0. Nuestro método no sefrala 
ninguna transición aunque debemos reconocer que es muy difícil 
determinar una transición continua estudiando la energía por 
unidad de sitio o la energía libre. Algo similar ocurre en las 
Si lüul aci ones da Monta Cario y en la apra:< i maci ón MS.

Cuando N=3 consideramos en la ec.(III-II-7) las 
representaciones 3,3,6,6 y 3. El resultado para la energía de 
unión <Fig.2) indica un comportamiento cual itativamente similar 
al da N=2 como era de esperar por les resultados de las 
simulaciones de Monte Cario.

Por lo tanto está claro que el método de ML funciona 
correctamente para estos dos ejemplos.

Fueda pensarsa que el método de ML favorece la ausencia de 
transiciones de fase. Por lo tanto sería conveniente aplicarlo a 
otro modelo no abeliano que sí tenga una transición. 
Analizaremos, como ejemplo, el modele SL¡ (N) xSU (N) quiral en la 
representación adjunta. La acción es

S=,;^^^Ra tr^ ] . (III-III-2)

Consideraremos primero el caso N=2. De la Ref.(9) sabemos 
qua ocurra una transición de segundo orden en^~2.30. Resolviendo 

sistema de ecuaciones de ML, como en la representación 
fundamental, obtenemos un pequefío salto (-0.1) en la energía de 
unión en ^ ~ 1 . S  lo cual indica una transición de primer orden. 
Creemos que un análisis más detallada í manteniendo más uniones 
vivas, por ejemplo) podría cambiar al orden de la transición.

Para N=3 la técnica da ML muestra una clara transición de



primer crdsn en ^~5.4. La si muí a.ci án da Menta Cario da la 
Re-f.(lO) da también una transición discontinua en

Aunque las temperaturas criticas predichas por la 
aproKimación de ML no son muy exactas en estos ejemplos no 
abelxanas, la conclusión es qua el método es capaz da distinguir 
una transición de primar orden en el modalo estudiado. Luego 
discutiremos -formas de mejorar las predicciones para las 
temperaturas criticas.

Ahora analicemos ejemplos abelianos. En particular 
estudiamos el modelo Z(N) da spín en dos dimensiones (11). La 
acción está dada por,

S=/^^Rs!IU(:<)U" , (III-III-3)

donde la variable de sitio U(;<) toma valores en ZÍN). En esta 
caso los vínculos presantes en la ac.(III-II-2) son ^ da 
Kroneckar. Cuando N es paquej^o podamos considerar todas las 
representaciones en la ec. (111-II-7) . Por ejemplo cuando 4̂=2 
(modelo de Ising) hay sólo una representación no trivial y, por 
supuesto, sólo una ecuación. Para asta modelo el resultado exacto 
para la energía de unión es (Re-f.12, pág.190),

<S>=<ReE;U(x)U’' (x-t̂ ) 1>= 
zxr 21T
c) cJ ©J (2(!>)Cc05 COSQUI]

[c'n̂ Cẑ ) (-íjZ) (eos eos 9i)]

Puede mostrarse -fácilmente que la energía media por unidad 
de unión en la aproximación de ML está dada por

fan'nfi + 2 <s>^ 1- <ÍS> 4-<X'nV) f3
----- --------------------------  ■ (iii-m-5)

La ecuación (III-III-5) tiene una raíz en el intervalo C0,13 
para <0.30 y en esa región sa aproxima muy bien al resultado 
exacto. Sin embarga para ^>0.30 sólo exista la solución <S>=1



que siempre está presente. En las Rsf.(4) y (5) se conjetura que 
-S‘-a cciTipcrtaíTiiento denota una transición de segundo orden.

Podemos mejorar estos resultados mediante una aproKimación 
de Bethe-Peierls (13,145, o sea, luego del cambio de variables 

= i*^sramos exactamente m-ás de una variable de unión sn la 
■ (j - 11 ~1 1) - Por ejemplo, si consideramos S K S c t a m e n t e  las n u e v e  

uniones mostradas en la Fig.3, la ecuación de ML para <S> es,

(l-í-S^S^S.  S ,  ) C l+S,  S ,  ) ( 1+S^ < S >  ) ( 1+S,  s,  <b:> )
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x í i + s ,  5  ̂ <s;" ) ( i + 3^s^ <s;" ) < i + s .  <s;" ) ( i + 3 , < s ; ?  )

dcnd-= la nctai-iGn se explica en la Fig.3. Resolviendo la 
eo.(III-III-6) obtenemos una destacable mejora en el resultado de 
i s e .  (III — III—5) (ver Fig.4). Para todos los valares de ^ la 
ec. (III-III-6) tiene una raiz en el intervalo 110,11. Por 
diferenciación numérica evaluamos el calor específico dado por la 
aproKimación ML. En p. =0.42 se observa un pico agudo, esto es muy 

del valor exacto ^i=0.4407. La apreciable mejora producida 
por la aproximación da Bethe-Peierls en el contexto del método ML 
contrasta con la pobreza de la misma en una aproximación tipo MS. 
En el caso de MS se demostró en la Ref.(i4) que manteniendo vivos 
hasta doce sitios la temperatura critica es ^  =0.30 lo que es un 
resultada pobre.

Repetimos el cálculo para el modelo Z (3) de spín. Si 
consideramos exactamente sólo una variable de unión, la raiz de

ecuaciones de ML que pertenece al intervalo C0,13 desaparece 
en ̂ =0.43 (la temperatura critica exacta (11) es ^^=0.6700). Pero 
SI mantenemcs vivas las nueve uniones de la Fig.3 hacienda una 
aproximación tipo Bethe-Peierls obtendremos una raíz da las 
ecuaciones en el intervalo r0,ll para todos los valores de 
Para ^=0.62, muy cerca del valor exacta, se observa un pico muy 
agudo en el calor especifico.
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III-IV Conclusiones

les resulta.di_i:2 fnenciañadas, cani_luimas qus el métoda de 
ML praporciona resultadas aceptables para los modelas de spines. 
Por ejemplo, nuestra técnica muestra la ausencia de transiciones 
de fases en las modelos S U (2) y S U (3) quirales (en des 
dimensiones). La comparaciín con las simulaciones de Monte Cario 
indica que en la región de acoplamiento -fuerte el método es muy 
bueno y en la zona de acoplamiento débil proporciona resultados 
'̂‘-sptablss. La aplicación del método a los modelas 1(2) y Z(3) 

spín complementado con una aproHimación de Bethe-Pei ar 1 s da 
escalentes predicciones de las temperaturas criticas así como del 
orden de las transiciones (se detectan acertadamente las de 
segundo orden). Esto hace pensar que usando una apro;< i maci ón de 
Bethe-Peierls con el método de ML en los modelos quirales los 
resultados podrían mejorar sensiblemente. Lo misma debería 
ocurrir con teorías de medida tratadas con el métoda de MP.

El próxima paso a seguir en el desarrollo de este método es 
la introducción de correcciones radiativas como en el caso de MS. 
Estas correcciones nos dicen que el métoda de MS es un desarrollo 
en 1/d, y serviría para dar una interpretación apropiada al 
método de ML (exacto para d=l).
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Titulo ds las figuras

1) Energía ds unión E=-f <Ra trp CU (;< ) U"" (k +̂ Í ) 3 > para si mcdala 
quiral S'Ü(2);<EU(2) definida per ec. (III-III-l) en das 
dimensiones. La linea continua es la aproximacidn de ML y los 
puntos son los resultadas de flonta Cario tomados de la Ref.(S).

2) Energía de unión E = y < R e  tr^ CU (x ) (x+/̂ ) 3 > para el modelo 
quiral Sü <3)k SU<3) definido por la ec.(III-III-l) en dos 
dimensiones. La nomenclatura es como en la Fiq.l

VariabltrS de unión tratadas eKactamente en la aproximación de 
Bstha-Peierls (línea continua). Las variables que corresponden a 
las uniones punteadas fueron igualadas a sus valores medios.

4) El resultado de ML para la energía E=<ReCU C;< ) U* (;<-¡̂ )̂ 3 > del 
modelo de Ising en dos dimensiones en la aproximación de 
Bethe-Psierls ec.(III-III-6) (línea continua). La linea punteada 
es el resultado exacta ec.(III-II1-4).
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CAPITULO IV

APROXIMACION DE CAMPO MEDIO EN VARIABLES DE PLAGUETA PARA TEORIAS
EN LA RED A TEMPERATURA FINITA (1)
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Rasuíuen

En ests trabajo sa generaliza la aprcKimacián da campa medio 
en variables da plaqueta para teorías de medida an la red a 
temperatura finita. Se demuestra que es necesaria considerar 
e;;a¡_tafnenta las variables de plaqueta a lo larga de una cadena en 
la dirección dal t i e i T . p o  euclídeo. Se aplica la técnica a los 
modelos de medida Z(2.) y Z(3) en la red obteniéndcsa excelentes 
resultadas.



IV-I Introducción

Ursi-i ds 1ljí3 ef=!_tc.s fné.;= intare=ap.tas de la tamparatura -finita 
en QCD es la posibilidad ds una transición da una fasa con-finanta 
a otra dasconfinanta (2). Las simulaciones de rionta Cario <3) 
mostraron la SKistancia da esa transición desccn-f i nante para las 
teorías de medida en la red S U (2) y SLK3) en la ragión da 
acoplamiento -fuerte e intermedio. De astas resultadas en la red 
pueden obtenerse estimacicnes de la temoaratura critica en el 
continuo. Como complemento da estos cálculos numéricas as 
conveniente dasar-ollar métodos analiticas para la avaluación de 
1<3-S temperaturas criticas sin tañer que utilizar una gran 
com.putadora. A -fin de obtener resultados no triviales as 
necesario tener en cuenta la extensión -finita de la red en la 
dirsczníGn del tiempo auclídao, lo que qenaralmante no es 
sencillo. Reciantamenta algunos autores (4,5) propusieron una 
-forma analítica de resolver problemas a temperatura -finita 
emplaando el conocido método de campo medio en variables de 
unión (6). Por otra parta en trabajos recientes se demostró que 
la apro;-i 1 mación de campo medio pueda implamantarse haciendo un 
cambio de variables de unionas a plaquetas (7,8). La 
aproximación de campo madio en variables de plaqueta (MP) 
resultante da excelentes pradiccionas para los diagramas da fases 
de las teorías en la red. Entonces rasulta natural tratar da 
extender el método para estudiar teorías en la red a temperatura 
■finita y esa es el objetivo de esta trabajo. Mostramos que esta 

t = cnica proporciona buenos resultados con un mínima da 
ssfuarzo numérico y analítico. Esta propiedad representa la 
m.ayor ventaja del método.

IV-II Descripción del método

tendemos la técnica de MP a temperatura finita usando como 
ejemplo una teoría de madida Z (2) en una rad hipercúbica de d



- 81 -

dimensiones. La longitud ds la red en la diraccián del tiampc 
euclídao (o temperatura) es ^ =l/T=Nt donde representa el
numero da sitios en esa dirección y tomamos un espaciamiento da 
r=a igual a 1. Recordemos que en el marco de la form.ulación 
Aciyi mnwicr.na a temperatura ■finita debemos considerar condiciones 
periódicas de contorno en la dirección de la temperatura (9). La 
variables de unión del modelo toman valores en el grupo Z(2) v 
las denotamos por donda :< es un vector posición de d
dimensiones VyM = i,...jri indica un versar a lo largo de cada eje. 
La -función da partición de la teoría está dada por,

zit )evp-c X j  cr„fK) cr̂ ,<x+/') duCx+v)

donde t-í/g^ (g es la constante de acoplamiento). Notemos que en 
esta -formalismo ^  puede tomar sólo valares enteras.

El primer paso en el tratamiento de MP de la ec.íIV-II-l) es 
el cambio de variables de unión a variables de plaqueta. Los 
detalles de ese cambia de variables han sido cuidadosamente 
explicados en muchos artículos (7,B,10) y en la Sec.I-VII por lo 
que daremos sólo el resultado final.

donde CTj, as una variable definida an una plaqueta p que tom.a 
valares en Z (2) . El vínculo es una función S de Kronecker para 
cada cubo de la red (es la identidad de Bianchi en la red). 01:. es 
el producto de seis variables de plaqueta qua forman un cubo 
(tridimensional) o. Cuando d=2 el vincula na aparece debido a que 
en dos dimensiones no hay cubas tridimensionales.

SePíalemos que a lo largo de las direcciones espaciales 
consideramos una red de extansión infinita por lo que en la 

íiv' —II—^) no hay vínculos globales del tipo de las que 
aparecen al considerar una red espacial finita can condicionas 
periódicas de contorno (10). Notemos también que para derivar la
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' i . )  na n¡=r._s=ji t a m a s  f i  ja .r  Is . ínedií la .

i - ' a = i p u é s  d s l  c a m b i a  d e  v a r i a b l e s  p o d e m o s  h a c a r  l a

aproKimacián de MP, Para un modela a temperatura cero el método
consiste en mantener "viva" sólo una variable de plaqueta
mientras que las restantes se igualan a su valor media que es
obtenido mediante una ecuaci^in de autoconsi stenoia (S) . Sin
embarga si siguiéramos los mismos pasos a temperatura finita
pcrrder i amos la i nf cr maoi ón de que la red tiene 1 angi tud -finita en
la dirección de la temperatura. Por lo tanto la apro;< i maci án
correcta se obtiene considerando e;íactamente todas las variables
de plaqueta temporales correspondientes a coordenadas espaciales
fijas (se trata de un casa especial de aproKim.ación de

.-1 .e-r eier 1 s (11)). Por ejemplo si d=3 y N(.=2 necesi tamos
mantener "vivas" las seis plaquetas mostradas en la Fig.l.
Notemos que es imprescindible tratar exactamente algunas
plaquetas espaciales a fin de considerar el acoplamiento con las
variables temporales. Destaquemos también que en una aproximaciún
a temperatura finita el valor medio de la variables temporales
(P) es, en general, diferente del de las variables espaciales 
<S) .

Es obvio que podemos considerar exactamente tantas variables 
coma querramos. Se mostró recientemente que de esta forma los 
resultadas mejoran apreciablemente (12).

La ecuación de autoconsistencia para P en el ejemplo de la 
Fig.l es (n=l ó 2; m=l,...,6),

í 3̂ C>p^) ( 1 + 6-. <1  ̂ p^) (1 + (Ti cTj a> p M  ( i+ cr̂ c, p') x

X ex p C ^  j- /1 £¡ . (IV-II-3-a)

La ecuación para S se obtiene a partir del término de la derecha 
ec. ( i V— i. I— a) cambiando 0"̂ por cualquier variable espacial 

Cj, ,. . . , . En la ec. (IV-II-3-a) hemos desarrollado la función cí



en csrs.ctsrss de ¿(2) CDma,

í1 + C c )/2 . (IV-II-3-b)

reatemos qL.ie en este ejemplo tridimensianal la ec.(iy-II-3-a) na 
-ontitrne a S. Sin embargo cuando la ditriensián es (nayor (d=4, por 
ejemplo) las ecuaciones para P y para S están acopladas.

Para obtener el diagra.Tia de fases predicho por nuestra 
apro;; imación debemos resolver las ecuaciones de MP numér i camente 
(mediante un método iterativo, por ejemplo) para cada y , 
buscando una solución tal que,

- 33 -

O < P,S < 1 . (iy-II-4)

r4otBíTiOs que una variable de plaqueta es una cantidad invariante 
ue medida, de manera que su valor medio puede ser diferente de 
cer-Q sin que haya contradi cci ones con el teorema de Elitzur (13).

Los puntos criticas pueden obtenerse analizando el valor 
media ds la acción (o energía en el lenguaje de mecánica 
-st=-dística) por unidad da sitio <E) (como en una simulación de
Mente Cario),

E= (d-l)P + (d-1) (d-2) S . <IV-II-5)
2

IV-III Resultados

Antes da describir los resultados de la aproximación de MP 
repasemos las principales caracteristi cas del diagrama de -f ases 
de la teoría de medida Z(2) en la red a temperatura finita en 
cuatro dimensiones. El modelo es autodual (14) por lo tanto el 
diagrama de fases tiene propiedades de reflexión con respecto a 
la línea autodual ^=0.44 para cualquier temperatura. Cuando
T=̂ 0, hay una transición da primer orden en í'aaro.o.v, < 15) . En el



e x t r s . T i G  c p u s B t c i ,  cuando N. =  l (T=l) = e  d s í r . u e B t r a  f á c i  1 i T i e n t a  q u a  la 
- f a n c i á n  d a  partición d a l  modela s a  factcriza sxactamsnta a n  las 
i-inci o r a a  d a  partición d a  una tacri a Z(2) d a  fnedida a n  tras 

di,T:anaianes y un modala da Ising tridimensional <4) . Estas 
teorías presentan transiciones de -fasa da segundo orden en tT=0,22 
y 0.76 raspectivamenta (16), da manera tal que a la mayor 
temperatura posible a n  la red se encuentran tras -fases. Por lo 
tanto para alguna temperatura intermedia entra O y 1, la línea 
sutodual se debe quebrar en dos ramas. Finalmente destaquemos que 
también se realizaran estudios d a  este modelo a temperatura 
finita en formulación hamiltoniana (17).

En la Fig.2 graficamos los resultadas de riP. Para cada N* 
consideramos a;;actamianha las variables de plaqueta tamporalas 
a lo largo de una cadena en la dirección temporal. También 
'bratiamcs exactamente las cuatro variables de plaqueta espa.ciales 
asociadas con la cadena en cada tiempo ( repetimos los cálculos 
considerando sólo dos variables espaciales para cada tiempo. Los 
resultados se m.odi-f i carón muy poco.) En Nt = l, P pasa de 0.30 a 1 
en í=0.20 mientras que S salta de 0.68 a 0.98 en lf=0.57. 
Ee?tal emiOS qua a esta temperatura las ecuaciones para S y para F 
sen independientes. La ecuación para P corresponde a la da campo 
madio en variables de unión para un modelo de Ising an tres 
dimensiones (12) mientras que la ecuación para S es la de MP para 
una teoría Z (2) da medida también en tres dim.ensienes. Por lo 
tanto nuestra aproxim.ación reproduce correctamenta las 
caractarísticas del modelo a N^=l.

Notemos que la posición de la transición desconfinante 
(entre las fases I y II) es obtenida con precisión. Este es un 
detalle importante si queramos aplicar el método a modalos no 
abelianos debido a que su diagrama de fasas consta sólo da asa 
línea desconf i nante. La pendiente de la linea entra T==l/2 y O es 
correcta pues asparamcs que el punto crítico permanezca
‘-■instante o toma valores menores a medida que calentamros el 
sistem.a. Este comportami anto cual i tati vamanta correcto ouede
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:tsnsr:^a cu.n al métcda ds campc medio estándar sólo cuando sa 
introducán ccrraccionea radiativas a un lazo (4).

En N^=2 no obsarvamos ya dos transícianas, es decir, p y S 
saltan simultáneamente de un valor similar cercano a 0.50 hasta 
0.9B. Entonces nuestra aproximación predica que la división de la 
línea autodual se produce entre T==l/2 y 1.

En N^=3 y 4 los resultados muastran una muy pequera 
di-ferancia entre P y S por lo que crsemos que a estas 
temperaturas estamos cerca dal limite T=0. Además el valor 
crítica S =0.43 está en muy buen acuerda can el resultado para 
T=0.

La posición del punto que separa las fases II y III en 
tiene un error apreciable. Creemos que es necesario tener en 
cuenta más variables de plaqueta espaciales a -fin de mejorar el 
resultada. Otro problema de la aproximación de MP es que las 
transicicnes detectadas son todas da primer orden. Este de-fecto 

caractari sti ca también de la aproxim.ación de campo medio 
estándar en variables de unión (4-6).

«

Por completitud repetimos los cálculos para el modelo da 
medida Z(3) en la red en cuatro dimensiones definido por la 
acci ón

S = S X_J Rei:UM(;<)Uv (;<+/M)u 'm(x +0 )U* <;<) 1 , (IV-III-D'

donde U^íx) es una variabla sobra la unión qua toma valores
en el grupo Z (3). La aproximación de MP puede implementarse 
siguierdo los mismas pasos qua en el caso da ZÍ2)• En la Fig.3 sa 
oDserva el diagrama de fases pradicha por nuestra técnica. Es 
cual itativamente similar al resultado para la teoría Z (2) de 
medida. Los acoplamientos críticas exactas conocidos son los 
siguientes: cuando N^=l el modela tiana una transición
correspondí ente a una teoría Z (3) de spín en tres dimensiones <en



^ = 0 , i -/í y  a una tscrí a Z <3) da medida en  tres di¡nansi onss (sn 
t = 1 . 0 9 )  (16). En T=0 g 1 valor critico está sobre la linea 
autcdual (13) , es decir, en íau+séj., =0.67. Les resultadas de MP son 
^=0.34, 0.37 y 0.63 (N ,̂=4> respecti vamanta. Todas las comentar i os 
ccncarnientes a la teoría Z (2) de ínadida son válidos an este
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IV-IV Conclusiones

De los resultadas anteriores concluimos que el -formalismo da
3 temperatura -finita es una herramienta eficaz para el 

tratamiento de las teorías de madida en la red. La aproMimación 
presenta algunas ventajas sobre las técnicas habituales da campo 
media en variabla-s de unión. Los cálculos son muy simólas tanto 
analítica como numéricamenta. Además obtuvimos muy buenos 
resultados sin necesidad de introducir correccianas radiativas.

El método puede ser aplicado también a teorías de medida en 
la red no abalianas. La única complicación numérica será qua las 
ecuaciones de MP involucrarán intagralas múltiplas. Pero se 
espera que la técnica de resultados tan buenos como los obtenidos 
para las teorías abelianas descriptas en esta trabajo. Es claro 
que esta aproximación puede extenderse a sistemas da spinas 
haciendo un cambio de variables de sitias a uniones tal como se 
mostró en al Capitulo III da esta tesis (Í2).
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Titulas da las -figuras

1) Ln e j e - T i D l a  br i di ;r,ar. si anal da las vari ab las de plaqueta qua sa 
ccnsidsran SKactamanta en la apraximacien da f'IP a T=l/2 (N^=2). 
La plaquetas marcadas can lineas y puntos san iguales a y C, 
debido 3 las condiciones periódicas de cantorno.

2) Resultados de MP (•) para el diagrama de fases de una teoría 
de medida Z<2) en la red sn cuatro dimensiones. La línaa continua 
es una interpclacián arbitraria para guiar la vista, a, b y c 
denotan los puntas criticas conocidos e;;acta>T!ente para asta 
teoría, «=0.22 (T=l), í=:0.76 (T=l) y í=0.44 (T=0) ,
respectivamanta. La linea cortada muestra las rasultados del 
campo media da Re-f. (4) qua incluye ccrreccicnes radiativas.

•-.) Resultadas de MP para el diagraíTia de fases da una teoría Z<3) 
de medida en la red an cuatro dimansienes a temperatura finita. 
La natación es ccxo en la Fig.2. Los puntas a, b y c san <'=0.37 
(i=l). S=1.09 (T=l) y ^=0.67 (T=0), respectivamente.
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CAPITULO V

APROXIMACION DE CAf^PO MEDIO PARA TEORIAS DE MEDIDA AEELIANAí 
Y NO ABELIANAS EN LA RED A TEMPERATURA FINITA <1)
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F\i= =í_i!üi=n

fiedianta la técnica ds caiTipa madia con corraccianas 
gau.saia.nas sa analiza el diagrama de fases da las teorías da 
medida en la red Z(2) y SL!Í2> en cuatro di•'iier.si anas. El efacta 
dsl tamafía finita de la rad en la dirección del tiempo euclídeo 
se considera en sli orden más baja madianta una aprc;; i maci ón de 
Bathe—Faxar1s. Discutimas la dapendancia de los resultadas 
respecta da la medida. Las pradiccionas para taorias abalianas 
son eKcalentas pero para el SL'(2) darr.Gstr amas que las 
correcciones gaussianas no san suficientes para reproducir las 

agramas de fases obtenidos mediante simulaciones de í^onta 
Car 1 a «
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V-I Intrcduccián

Rscisntsmsnts aparecieran ana gran cantidad de trabajes 
dedicados al astudio da la QCD a taniparatura -finita (T) . Ss 

espera que a altas densidades y/a temperaturas un sistema SL'ÍN) 
de T- n̂g—Mills consista de un plasma de quarks y gluones (ver 
Ssc.I—V). Algunas estimaciones (3) indican que podrían
producirse "burbujas" de dicha plasma a través de cclisicr.es de 
iones pesadas a muy altas enerei as.

En la red se han estudiada machas teorías a T finita. La 
transición de fase da desconfinamiento en las sistemas de pura 
medida fue estudiada en detalle mediante simulaciones de Monte 
Carla. Par ejemplo, la tearia de medida SU(2) !ISü(3): sin quarks 
presenta una transicián de fase de segunda (4-6) Ccrimar (7)1 
orden.

Aunque las simulaciones numéricas da Monte Carla de la QCD son 
la principal herramienta para la evaluación de magnitudes 

== muy util desarrollar técnicas analiticas que me ioren 
nuestra comprensión cualitativa de las taorias da medida en la 

L’n intento im.partante en esa dirección la constituye el 
métoda de campo media (3) ccn carrecciones radiativas que da muy 
buenas resultadas para los diagramas de fases a T=0. Esta

i i  ón pueda general i zarse a prablamas a temperatura finita 
en cuya caso la e;<tensión de la red en la dirección del tiempo 
euclídeo es ^  -1/T can condiciones de contorna periódicas (9). A 
pssar de que la evaluación de algunas miagnitudes del continuo 
como la masa dsl glueball (donde las fluctuaciones de larga 
alcance son importantes' están fuera del alcance del método de 
campo medio, ésta puede dar buenos resultadas en la predicción de

ue es una. cantidad
r=ilauionrida cun el límite termodi námico del sistema. En otras 
palabras, quizás sea posible observar el comportamiento de



escalsQ de usando métadas 'analíticos. El problsma radica an
cuántas correccionas sará nacasario introducir para obtaner los 
r i=: ■= u 1 a d Lj a a a p a r a d o a ■ E Ps a a t a trabajo t r a t a r a rn o a da í~i a 11 a r u n a 
rsspuasta.

Raciantamanta aparaciaron algunos trabajos (10-13) que 
ganaralizan el ír.étodo ds campo medio al caso de T -finita y 
estudian un .T.cdslo sencilla, el Z(2) da medida. El ingrediente 
básica consiste en considerar e;;actamenta las interacciones a lo 
largo de la dirección temporal. Da esa forma las ecuaciones de 
punto de ensilladura dependen de la temperatura. Es obvio que en 
el contexto da la técnica de campo medio usual el efecto de la 
temperatura comensaría a hacerse presente recién al introducir 
las correcciones radiativas.

En este trabajo estudiaremos modelos abeliancs y no 
abelianos utilizando el método de campo medio adaptado a 
temperatura -finita T. La im.portancia da estos cálculos fue 
r ê—1 en amcf n u = dí=f=tac.ada . En la Sec. V II miostramos que la.
técnica de Bethe-Paierla (15), qua conaiste en tratar exactamanta

ie autoconsi stenci a., puede ser 
i.pra;; 1 maci on ae punto da ensilladura a la 

-función de partición escrita de manara apropiada en térmiinos de 
variables sin vinculas. En la Sec.V— III presentamos el métadc de 
temperatura finita como un caso especial de las ideas propuestas 
en la Sec.V-II. Estudiamos el modela da medida ZÍ2) en cuatro 
dimensiones. Siguiendo la Raf.(16) incluimos corraccionas a un
lazo an los cálculos. Los resultados están an eKcalante acuerdo 
con el diagrama da faaee predi cha por argumientos de dualidad 
(17). En la Sac,V-IV analizamos el miodelo SU(2) de medida en
cuatro dimensiones en la red. Primera discutimos cui dadcsamienta 
la elección de la medida pues es un detalle importante si 
queramos acelerar la convergencia del m.étodo (13). Luego
presentamos Ies resultados al orden más baja comparándolos con 
simulaciones de Monte Cario y desarrcllos de accp 1 am.iente fuerte. 
Fraparcionam.as algunas identidades qua facilitan el tratamiento
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C s  2.3.S int£cra.ls3 múltiplas cus aparejan en 13.a scuacianea da 
punto da ensilladura. Para terminar asta sección se sstudian laa 
ccrraccionas gau.ssianas alrededor da una conf i guraci ón unifarme. 
Laa enaí^giaa libres da las regimanea de acoplamianta fusrta y 
débil no sa intarsecan a T=0, lo que indica que es naceaaria la 
inclusión da correcciones da orden superior. En la Sec.V-V
discutimoí r e s u 11 a d ‘_i principales de esta u. t 0 .1-1 íá _

y— II Apr Q>; i mac i ón de Batha—Pei erl 3

General 1 zaramos la aproximación da Bathe--Peiar 1 5 al contaKto 
de la técnica da campo medio con correcciones radiativas con el 
fin de desarrollar un método para el estudio analítica de 
P‘‘ oblernars a temperatura, "finita.

La idea básica es simpla. Es s-abido que el primar paso par.a 
aplicar el método de campo medio (ver Sac.I-VII) es efectuar un 
cambio de variables pasando de las variables de unión, que toman 
valores en un cierto grupa compacta G, a variablea sin vínculos. 
Coma ejamplo simple elegiremcs G=Z(2); la función da partición 
del mcdelo pueda eacribirse camo

TT iL)a"pCS(U) 1 = ( CdVdc<l e;<p-CS(y) +
Y  2- J

+ C-i a .(;< ) V M (;•;)+log cas cxy(x)3J , X A r  ̂ / (V-II-l-a)

danda

üdVd-xT TT
"y"

d V ( K ) d { ; < ) ,
V 2 tt V 2 tt'

(V-II-l-c)

y /^-l,...íd+í (d es la dimensión espacial de la red). C=l/g^ y g 
ss la constante de accp1amianta.
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Cs=taqusn=Gs qas todas las variables ü de S las igualamos a 
’3S nuevas variables sin vínculos V. Hacer esto no es 
oh11 gator1 o . Pedamos dejar algunas variables U sin reemplasar. Si 

variables se seleccionan de manera que interactúen 
local.Tiente, la su.Ta sobre ellas es factible. De esta forma serán 
tratadas exactamente más interacciones lo qua mejorará los 
resultados respecto del análisis de la ec.(V-II-l).

Consideremos un ejemplo tridimensional. Denotemos por Pa las 
plaquetas pertenecientes a los cubos mostrados en la Fig.l y por 
P¿ al resto de las plaquetas. Entonces se verifica la siguiente 
identid-^.d (el i mi nam.o 5 los índices x y de los campos por
simpiicidad)

C dVdcx: ex p C-i V> 11 (4- I L ) ex o -C i ü+ 2L< ü, U, U, U. )

+-^X.íu,v,V3'a+v, Ü,y, y , V : . U 3V,+y, v-zVjU, 5 . <v-ii-2 )

Notemos que los cubos en la Fig.l no tienen uniones en común. El 
última tármino en el exponente de la ec.<y-II-2) tiene el 

9 * -'^- significado: las plaquetas F’2 en la acción están 
divididas en cuatro partes y en cada una cambiamos L! por V sólo 
para tres uniones. Por ejemplo, la plaqueta (1234) de la Fig.l 
se escribe como.

e u.mUjU, íu,y^y, y, +y, y^ +y, y^U3y^ +y. y^yau, > . (y-ii-3 )

Ahora es claro que la variable ü interactúa localmente (dentro de 
los cubos de la Fig.l) y la suma de estas variables puede 
realizarse. La integral funcional resultante se evalúa de la manera 
usual mediante una aproximación de punto de ensilladura. Se 
demuestra que la solución invariante transíacianal mente, V, de 
1^3 ecuaciones satisface
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” =4“'21jÛ  s;<p-C í-*-J> Up-f-2íy- XLj U, } , (V-I I_4 ^f='' -e.*/

d o n d e  1-3.5 dcca variables ds unión U¿ psrtsnecen a un c u b o  ( d 

varía sobra las plaquatas d a  e s a  cubo). Es obvio que asta 
scua.oián corresponde a la apro;; i ,-naoi á n  de Bathe-Pei er 1 s e n  la 
t é c n i c a  de campo ¡ T i e d i o  " n a i v e "  c u a n d o  se c o n s i d e r a  e x a c t a í T i e n te un 
cubo. Si queremos mejorar los resultados deberemos introducir
correcciones g a u s s i a n a . s  d e  la í n a n a r a  usual.

En la Re-f • (15) analizamos cuidadcsámente la apro:<imacián de 
Bethe-Peierls "naive" y mostramos que las mejoras sobre la 
técnica habitual son pequePías. Sin embarga en la próxima sección 
probaremos que estas ideas son muy útil as en el tratamiento del 
problema a temperatura finita.

V-III Modelos abeli anos

Comencamos el análisis de las teorías en la red a temoeratura 
finita considerando, de nuevo como un ejemplo, la teoría Z<2) da 
medida (17). Con el fin de tener en cuenta la longitud finita 
de la dirección temporal deberemos considerar cuidadosamanta las 
correlaciones temporales, es decir que, en vez de considerar 
exactamente las variables en el interior de cubos, como en la 
Fig.l, tendremos que tratar con exactitud una cinta en la 
dirección temporal con condiciones periódicas de contorno.

Esta idea puede implementarse da la siguiente manera. Ante 
todo 1 ntrcduzcamas la notación. Los sitios de la red serán 
i-enctados par K=(TT5t) donde ;< es un vector posición espacial a un 
tiempo t tijQ. Este índice t varía entre 1 y y en cada tiampo 
hay Nj sitios. La extensión da la red en la dirección temporal as 

íelegimcs un espaciamiento de red ioual a 1). El número
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4- - -.1*- '-«■ 'w -Ẑ A
^ = pac 1 a 1 s
vi (x) y
partidci in

z (e) = í -

I o.; a i a. 5 v's.r 1 ¿b i ss es •'.■nión 
iucimos dos campcs sin vinculas 
íl y rsescr 1 bi mes la -funciári da

T  Cx+t)^(x)+i «f(K)u:<K):>.

(V-III-l)

' 5cr! les campos en l as unionss tsiT.pcrs.l ss.

D s n t s las plaqua tas tsíTipcral ss na rssmpl as amas
i i2.= VíT.S ¿ blss U^(xí Par yjí X ) . La s Li iT. a s o b r 5 ü^(x) p L'. s d a
escr i b i r sa CQTíQ un pr cducta de N* d factcras par 1q qua pueda
calcularle sxactamsn te. Ccíuc pr6; i mO paso, desa^capí ama3 1 S. £
V ĉ ~̂ i 3.Í2 1 ̂ 5 -^Cx) intr ■o d Uci sndc -j ,_ _w rs C -SmpGS adición ales V * (X ) y
cx̂’'(x). La axprasi ón -f inal para la funciín da partí ción es

2 (í ) =- C Cdv^doc^dv'do.^: sxp r í? y t(x)y^ (K+1 )V^ (x+í) vN;<)-J í i '

(x ) + C-i c<̂(;.í 5 y t/x̂ )+1 o<''̂ (x)l +

^  l-.g í IT SXQ í Cíu^ Cx , t) y*= (x + 1 , t) U, (x .t + i )■ -X ; i

y^(x,t)+i c.^Cx,t)U^(n,t) , (V-III-2)

p a r a  t r a t a r  ; 

d i c h a  r e f s r s n c

c o r r e r c i o n es an

método da 1 a Rat

¿TiSdida. y  b ) en

’ ~ 2 ) fue propuesta previamenta en la Rat. (10)
f mi smo ajsmplc. De aqui en más diferiremos da
en dos datslles: i) na crganisaremos las

un dasar rolla en 1 /d sino qua seguiremos al
^ , i i ) daramcB los resultados a) sin fijar la

da a x i a i  s  = p a . _ ia l  qui; d s f i n i m a s  iTiás a b a j o .
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La fLinción ds partición ec.(V-III-2) pueda evaluarse 
apraximadamente per media de la técnica de punta de ensilladura 
preponiendo un Ansatz uniforme =-i<s, V*(x)=W,

) =-iyM ) . La energía libra por unidad de sitia a orden cero
es.

Fo = - - " = -id (d-i) y"'/Z+CKVd+Wy^-log coshyM log w ,

(V-III-3)

dc-nda Mt
W= TT Jl^) e;-:p ra IL, U„+Sw^ . (y-III-4)

N'Gtem.GS que la ec • (y-III-4) es la función de partición de un 
mcdelo de Ising unidimensional en un campo magnética externa (can 
condiciones de contorno periódicas, o sea, Las
ecuaciones de punto de ensilladura son.

v= W=tanh M . (V-III-D-b)KJ,. w d ex /

El diagrama de fases sa obtiene comparando las energías libres de 
las diferentes soluciones da la ec. (V-III-5) can y fijos. Los 
resultados son las siguientes; para >2 hay dos fases: en la 
región da accplamienta fuerte exista sólo la solución trivial 
(y=W=0> lo qua da una fasa confinante. Cuando í aumenta aparece 
otra solución (Vj¿ñ, W^O) lo que producá una transición 
descanfinanta. Reccrdamios que en esta fase dabemics sumar a la 
energía libre de la ec.<V-III-3) un factor de entropía í-log2) 
debido a la invariancia de medida (ver Sec.I-VII). En N̂. = l la 
función da partición se factariza exactamente en la función de 
p<srtición de un modelo da Ising tr i di mensi anal y en la da una



tsaria Z (2) de msdida tambiéri en tres dimensiones, par lo tantc 
sintema presentar¿ tres f ases para esta valer de ̂<5 . Las 

ecuaciones de campa media repraducen correctamente este hecho 
(-¡es-iidG a que se desacoplan en dos pares da ecuaciones.

La transición tipo spin que separa las -fases I y II da la 
Fig.2 es desconfinante debida a que el laza de Wilsc.n térmica es 
distinta de cero
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< TT XL (K ) > ~  w -¿o . í V-1II -&)tM

La segunda transición a corresponde a la teoría de
msdida Z (2) en tres dimensiones y , en este caso, el método de 
campo m.edic no dará muy buenos resultados debido a la baia 
dimensión; por lo tanto no evaluaremos el acoplamianto critica. 
De todas formas, la transición importante es la desconfinanta.

A fin de mejorar las predicciones a orden cero evaluamos las 
correcciones radiativas. Coma la teoría Z(2) de medida a

M‘ ttemperatura finita es autodual (10,19), cuando para un dado 
hay sólo dos fases si € crítica deba estar sobre la linea 
autodual í'a.o+si=0.4407. Coma los resultados al orden más baja no 
reproducen este hecho se hace imprescindible la introducción de 
carreccionas a la energía libre. En el limita de acoplamianto 
fuerte se recupera el desarrollo en caracteres

Fsc log cash ----- ------ (tgh «) . (V-III-T)

En el régimen de acoplamiento débil calculamos las correcciones 
gaussianas y demostramics que son despreciables (para >2) . 
cintoncas para obtener el diagrama de fases mejorada comparamos la 

‘V-IiI-7) con la ec. (y-III-3) incluyendo el factor da 
entropía. Lee resultadas se muestran en la Fig.2. El parámetro 

que atipara las fases I y II es 'f' =0.44 en excalente
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acuerda con el valor e;<actD. Para ambcs campas V y W teman
valares muy cercancs a 1. Nctsmca qus para Nt="2 predecimos sólo 
dos fases lo que concuerda con lo anticipada en el Capitulo IV 
mediante el m.étado de MP (12).

La introducción de correcciones radiativas en la 
aproximación a T -finita ss mucho más complicada qus cuando T=0 
por v a n a s  razones; i) ahora debemos corregir cuatro campos 
interactuantes; ii) en los casos de interés la dimensión d es 3 
por lo que no puede llevarse a cabo un desarrollo en 1/d; iii) al 
evaluar las fluctuaciones cuadráticas necesitamos las funciones 
de correlación del m.adelo unidimensional descripto por w. Este 
hecho determina una complicación imaortanhe para los modelos no 
abelianos en que w no pueda calcularse exactamente (ver Sec.V-IV).

Por completitud también realizamos los cálculos fijando la 
medida "axial espacial" que consiste en igualar a 1 todas las 
variables de unión en la dirección espacial d.

Uj(x)=l . (V-III-S)

En 1 =j. Sec.V—Iv varemos que esta medida es muy útil para 
considerar teorías no abalianas. La energía libre es,

F, — í(d-l) (d-2)VV2-$'(d-l)y'-SW^ + (d-i; Vo<+u,̂ M-

- log coshy^ "" (V-III-7)

La nomenclatura as como en la ec.(V-III-3). De la ec.(V-III-9) se 
derivan las ecuaciones de punto de ensilladura. Demostramos que 
51 agregamos correccionas radiativas el diagrama de fases 
obtenido está en gran acuerdo con al de la Fig.2. Por ejemplo, 
e^ Ij-iTiita entre las fases I y III está nuavamenta en í =0.^4. 
Por io tanto en este caso la elección da una medida no resulta



1 iTtpwP us.n ts. E!n 
;rá muy difarenta.

c-SiTibii-! partr. tcrcrias na abalianas la situacién

V-IV Modelas na abelianas

a) Elección de 1a medida.

Antezj d- ar modelos na abelianas con la técnica
ScrC. V-III, ss conveniente en detalle

laz:. ventajas y problemas que aparecen en la práctica cuando se 
ut i 1 i z an di f eren tes íned i das .

En trabajas reciantas scbra teorías an la rad a T -finita, la 
madida mas usada (21) (para sistamas na abelianas) as una an la 
que las variables da unión an la dirección taír.poral son 
diagcnalas e independíantas del tiempo. Par ajemplo, cansideremos 
G=3U(2),

I

\
(V-IV-1)

Esta na es una fijación completa de la medida debido a qua 
la acción presenta, todavía, una invariancia U(l) para cada k .
:sta simetría local trae aparejada una complicación
las ccrraccione-z, gaussianas alrededor da la solución da campo 
media. Esto se deba a que cuando la acción presenta una simetría 
^‘̂ — — 1 5 las f 1 uctuaciones apareca un modo cero. Podemos evitar 
el problema si eliminamos la simatría -fijando la medida "natural" 
(22) que selecciona las -f 1 uctuaciones crtoganales al modo caro. 
Sin embarga, se demostró recientamente (13) qua si la medida se 
•fija completar-ente al orden caro, no sólo los cálculos rasul tan 
más sencillos sino que lo-s re-sul fcada-s mejoran.
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Una m a d i d a  q u . a  c u í r . p l s  c o n  a l  r a q u i i s i t a  d a  e l i m i n a r  t o d a s  l a s  

; i ¡ T : £ t r i a s  d a  l a  a c c i ó n  a l  a r d a n  c a r a  e s  l a  m a d i d a  a ; < i a l  e s p a c i a l ,

u ¿ ( x ) = i  , < y - i v - 2 )

donde 1 es la matriz identidad 2;-í2.

Esta medida no -fue usada antariar,Tienta en asta contexto pero 
paraca apropiada para un tratamianto tipo campo medio tanto de 
teorías abelianas como no abalianas. La u.saramos en los pasos 
sigui entes.

Existan dos opciones adicionales: i) podríamos trabajar a 
orden cero sin fijar la medida y aplicar la medida natural al 
calcular las f1uctuaciones. Sin ambargo asta altarnativa ti ana 
los mismos problemas que la independiente de t (ec.(V-IV-1)): 
ii) podamos también elegir la medida "térmica" donda

-S^<x,t)= 1 , (t>2) , (V-IV-3)

mientras qua permanece libre (debido a las condiciones
periódicas de contorna no podriam.os -fijar a 1 todas las variablas 
temporalas). Esta no as una fijación da medida com.plata debido a 
qua permanece una simietria TT SU<2). Entonces el problema del modo 
cero también está presente aqui. Una complicación adicional de 
esta medida es qua no podamios proponer una solución invariante 
ante traslacionas para las ecuaciones da punto de ensilladura. 
Este problema pueda evitarse siguiendo los pasos da las Ref.ílO) 
y (11) pero les cálculos se tornan más engarrosos.

b) Resultados a orden cero.

el método da campo medio presentado en la 
a una teoría da pura medida S U (2) en la red en cuatro



— 1 í‘;=: —

d 1 íT: 0 n 'z31 Q n 5 ■ F' Ll s s t  Q G Ll s
n e c a s a r i a  f i j a r  l a  m = d i  d a .  

s l e g i r s m c s  l a  m e d i d a  a x i a l  €

al grupa ds rrisdida es cantinuG sará 
Per le explicado en el ítem anterior 

^spaci a.l .

Las matrices da S U (2) 
variables reales,

se pára.Tistrizan mediante cuatro

2.CI
H

donde c =on la=. matrii-es de P=íal i . Intrcduciremos las variafcles 
sin vínculos embebiendo las variables de unión da S U (2) en R". 
Este paso está cuidadosamenta discutido en las Re-f.<23) y (24). 
Entonces aprG;;imamos la integral funcional utilizando la técnica 
de punto da ensilladura. Como los detalles dsl cálculo son muv
SI mi i ares C¡ 0 A. C-ZÍ.3G cxil} £ 1 1 =.n Q tí i':i3 í_ Llt 1 d Q tn 1
daremos sclamanta los resultadas finales para las ecuaciones de 
punto de ensilladura y el orden más bajo de la enargís libra por 
unidad de sitio ,

_ ____[jUÍtrU/l)  exp ('̂ ‘̂ tr-'J/z)
tí c< ¡r¡ =

(V-IV-5-a)

JdU e.Xp irV.'z) ’

=- SV^  ( d - 1 )  ¡IV- (d-2)+i : - ! -o^y < d - l ) + W ^ - l o g r  J dU e;;p Í^MtrU/2) 1 -

-SW^-ldzJJ, log w (V-iy-6)

donde

iU (V-IV-7)

. 4 _ I_ "S___ V, =< , W y yM ti ene* i el mismo significado que 
los campos an-Slogos da la Sec.V-III, es decir, introducimos dos 
campos V* (x) , «• (x) CV* (x) , <K̂ (x) 1 para las uniones espaciales
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C tc r tT ;p i_ .f  y  £ P í 1 -5 .w 1 e n -— ■= p L ' . n t o  d S  = n ■=: 1 X X u.r 3. b LIZ 3 L_3.í*n•_; =

salucianes dsl tico vt(:<)=vi, <x*íí<)=-ío<1 (;■;) =W1 , (x ) =-iy-i 11 -

Nct0 rTiG= c|L' 0 w tr3 iQLi-sl CT 1 í3l "fLinción cis p3.f^tición ci3 lír 
iT:cdala quiral unidi.TiBnsianal en un campa magnética externa. Su 
evaluación es, par supuesta, más diFicultasa que en el casa 
abeliana en el que se canace la solución exacta. Para G=SÜ(2), w 
es una integral sctíre --'N-t varialules acQpla*_jci':2 . Cuan̂ -ja ^
imprescindible evaluarla iTiediante técnicas da liante Carla. Sin 
embarga pcdeiT.cs reducir el número de variables acopladas 
utilizando dos conccidas propiedades <25): i) si U y v' pertenecen 
a un grupo de Lia campacto G entonces,

dU f • ÜV) = dU , (V-IV-3) 
& &

dcnds f es una -función arbitraria sabré G; ii) la suma da
cualquier número de elamantos de S U (2) es praporcional a otro
Sl0íu^PiHO dsl

Usando estas propiadadas podemos derivar, por ejemplo, la 
siguiente identidad.

j dU, dU^ exp Cx trCU,+U^) + y tr<ujj;)> =

= I dV dU expCy trV +;< trU'^2+trVD , (V'-iy-9)

donde U< ,U^ ,V y U S. SU (2) y x a y son números arbitrarias. El 
miembro de la izquierda de la ec.(V-IV-9) es una integral sobre 
seis variables pera el término da la derecha sólo depende de las 
trazas de las matrices per lo que puede escribirse como una 
integral sobra dos variables. La prueba de la ac.(v-Iv-9) es la 
siguientes primero hagaíT¡os un cambio da vari ables de U;< a V'-U>, U^, 
luego notemos que en la identidad
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i V - 1 ♦- V 
\Zde+- fdí-V)

Vdet (1+V) (v-iy-io)

i 5 .  i T . c r . . _ r i z  en._ra corchetes perttrns._s a SL'<2); -f i nal menta usamos la 
ec, ÍV-Iv’-S) . La ec.<V-IV-9)
“'''alores de dedu.jimc 
cálculos,

Qtii cuando Nt=2. Para otrcs 
expresiones similares que simplifican los

Los resultad; muestran en . a Fig.3. En , las
= - ÍV-IV-5) se factorizan, como en el caso de las teorías 

abelianas, en las ecuaciones de punto de ensilladura de un modelo 
Sü<2) quiral en tras dimensiones y da una tacria de medida SUÍ2) 
también en tres dimensiones. !=■=̂ acurre porque el Ansatz
i i í ilicr p^ra l a= :=iOl uci cn^=3 de pUiit̂ _> 

características no abelianas
;nsi lia: 'ura ttlimina lai=

da lo=i campos. La -función de 
exacta a Nv=l no se -factoriza. La transición tico 

quiral es desccn-finarte y de segundo orden y la predicción de 
campo medio para está en buen acuerdo con el resultado de
Mente Cario de la Ref.íS).

Cuando N't=2, aparecen soluciones no triviales de las 
eus. ÍV— IV—5) SI muí tansa.r.en ta para V y W , dando una transición de 
primer orden para =1.62, nuevamente muy cerca de las 
predicciones da Honte Cario. Para los resultadas de orden
--‘■̂ a permanecen casi constantes y sa desvian da los de Monte 
Cario; convergen a un valor m.ay cercano al resultada del campo 
medio a orden más bajo de la Ref.(24) a T=0. Por lo tanto es 
claro que para !>3 es necesario considerar las correcciones 
g hS Li B 3 i ̂  n s ■

ci.n la bibl i ogra-f í a sobre la 
finita

di a.m<:̂ de f ases
smperatura

-eoría de medida S U (2) a 
hay otras predicciones analíticas para el 
ds la Fig.3. En la Ref.(26) se deduce ura 

acción e-^activa en =’ K-ir”; 
el accplamiantc

régimen de acoplamianto fuerte y se e'-alúa
■-■’̂ itiuo p^ra i_ada usando un método da campc

medio al orden m-é.s b-; JO, ! -exultados son aceptables sólo oara



N(.=l y 2. En las Rers.CZl) y (27) ce aplican ideas similares. 
Otra aproKimación (29) consiste en evalLsar la tensión ds la 
cuerda u.sanda un desarrclla de accplamienta fuerte. Ds esta 
-forma se reprcducen las resaltadas da Manta Carla hasta N.=3 
i_nde ca-Tiienea el escalec. Una técnica diferente se presenta en 

1 rí Ref. (^9) donde las variables correspcndi entes a uniones
temporales sólo pueden to^ar valares en Z (2) y a las variables 
espaciales se les aplica un tratamiento tipa campo medio. Las 
predicciones son buenas para y 7.

c’-is nuestra aproKimación presenta dos ventajas 
=>uji_>re esto= .-áxculos analíticos: es válida para todos los valores 
de la constante de accplamiento y, en principio, puede ser 
mejorada sistemáticamente par medio da un desarrolla en "lazos".

i_) C-_írrBí_i_i on — s uaus^iX ana-=i.

Como fue destacada en la Sec.v'-III, la evaluación de las 
correcciones gaussianas alrededor de la solución uniforme de Iss 
ecuaciones de punto de ensilladura es más engorrosa que para T=0.

jS”.os primera los cam.pcs y cxj.(K) que
supuestamente darán la contribución más importante a las 
correcciones radiativas (tomemos =2 como ejemplo). El
desarrolle de Í5 hasta arden cuadrática en las fluctuaciones de 

(que denotamos par <k ) ) da.

log w:=log C J d'ü̂  dU^ e ;p C-̂ tr (Û 'xí+!J. )+5 tr (U. Ul ) 1

= log w-^X;^"(t)Y^t')ftt' . (V-IV-ll)

donde suprimimos el término lineal en Y y los indicas , s e 1 . a 
y b que varían entre 1 y 4 , denotan las cuatro parámetros de la 
variable Y. El factor f es.
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l“ I i'’ •-..— ■-■i .-i l'’ X (t,t '=1,2) (V-IV-12)

1q 3 valeres íuí 13 tQn.an respeespectQ de la msdida,

izsxpí^tr (U,+ü^ )+ÍW^ tr(U, y;)] . < V - 1 V - 13)

■f es equivalente a la -funcióri correlación del madela quiral 
unidi.-neneicnal deecripta por w. La evaluación de f se realizó con

ivuda del programa VEGAS (30). Algunos resultados típicos ( en
por eje.-npla),

■J'í

'tt*'

f"' O. 09

0 , 0 2ttf A

Puede demostrarse que . De ac, (V-IV-14) cbse rvamas que
■fluctuaciones anti her̂ Tsi ti cas <j = l,2,3) son más importantes que 
las hsríTii ti cas. Tamtién notaiHOS que las -fluctuaciones a tis.Tipas 

5on más pequePías qua a tiempos igualas para nodi ferantes
d a s p r e •_ X atj 1 es.

La contribución final a la anergia libra por unidad da sitio

í.'ÍT
d^D logCdat d+y<5‘') 1
(Z V 7 }Í

iOndri ¿ (íTí —1‘ ica:3 -4-X4-) y ̂

(V-IV-15)

C„ t - f l l . <V-IV-ló-a)

=2 ô.. C $ eos p, 1 T \ 1i  V i  ■_/ í-i y
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^3 J i_Gii5i< CGbrs i0.= cíj.f=t_i_iGns= e=p0.i_icT. 1=Z3 l..m.,cj~l. Ls. fr.striz
A ̂ sa obtiene ds las -F1 uctuaci anss sn Vt (x) en las plaquetas 

espaciales. Na la escribireíTiDs expl ici taíTienta debida a que es 
-fácilmente dsducible de los resultadas da la Ref. (31) dande se 
estudia la teorí a SU (2) de medida en la rad a T=0 fr,ediante el 
fnátodo de campa media can carrecciones en la medida axial. El 
última términa del miembra de la derecha de la ec.(V-IV-li-b) 
proviene de las plaquetas temporales con dirección espacial d.

El valor numérica de es --0.75 para f entre 1.6 y 2.0
aprax 1 iTiadamsnte. Las -f 1 uctuaci ones anti hermi t i cas representan 
alrededor del 95-99% de la corrección.

Cuando es válido un desarrollo en 1/d, las correcciones 
debidas a los canpos temporales son despreciables. Sin embarga, 
demostramas explícitamente que su contribución ÍAF^ ) es similsr 
en magnitud a ñF̂  . El cálculo da AF^ se simpli-fica debidc a que 
1*3.5 -f 1 uctuaci enes cuadráticas que acoplan variables temiporalas y 

--iss son muy pequertas por lo que las contribucianas a F
— Sóidas a estos ca-Tipas son independientes.

La evaluación de AF^ es directa paro engorrosa. Damas al
^ f i n a l  en la región S" = l. 6-2. O, AF2, es aprox i madamante

cionas anti he
importantes). El resultada final
C.4B (nuevamente las f 1 uctuaci onas ant i hermi ti cas sari las má

AF=AF, +AF^ ~ -1.23 <Nj.=2, í = 1.6-2.0). (V-IV-l?)

En la región de accplamiento fuerte sólo necesitamos el primar y
—■ í I '-i a í_ i m i n c d ci; 1 d cr s r r •_> 11 o e P; c a r a c t e r a s ̂

-6 iog (2 I. (í)/s-)-i6 !:ii(ií)/i^(s-): , (y-iy-1 8 )
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dL^.idt I v í ’S'; soii l a -  fLincicnss  madi + i c a d a s  ds E a s s e l  da orden v>.

La cDínparación da las enargias libras de laa dos -fassa da la 
t=Qr xa se muastra en la Fig.4. Las dos curvas na sa intersacan 
s_Gma cuurre para T=0. CrasiTas que las correcciones a la 
ec.(V-IV-ia) no justifican esta hacho porque son muy pequeñas. 
Por la tanto la única e;<plicación para la ausencia da transición 
de fa=e es que es necesario calcular correcciones de orden 
suparior an la región da acoplamiento dábil.

’onclusi onas

El objetivo da esta trabajo ha sida analizar modelos 
abelianca y no abelianos a T finita con técnicas da campomedio.

efecto de la temperatura se tuvo en cuenta en su ordan más 
bajo madianta una aproximacián da Sethe-Peiarls. Los resultados 
para el modelo abeliano 2(2) da medida an cuatro dimensiones sen 
excelentes. La transición sobra la línea autodual sa reproduce 
con mucha precisión tanto fijando la medida a,--; i al espacial como 
= ninguna madida. Las predicciones a orden cero para el
SU<2) coincidan con las simulaciones de Monte Cario a N^=l y 2 
donde también coincider con los resaltados da cálculos analíticos 
antaricres. Para >3 es necesario incluir corraccicnes
gaussianas paro m.ostramos axpl i ci tamente que éstas no bastan, a 
pasar da sar apraciables, para reproducir la transición da fase 
dal modelo. Los cálculos se hicieron fijando la madida espacial 
axial que resulta muy apropiada en este caso porque determina 
completamente la medida.

Señalamos un detalle. Nuestra Fig.4 es muy similar a la
i—*-'’ de i = Ref. (16) an que se realiza un cálculo da camoo 

medio para el modelo S U (2) a T=0. En ese caso el resultado fue 
considerada coma satisfactori o porque se espera que a T=0 la 
teoría r.o presenta transiciones. Pero as claro que también en 

5-̂ -=o resulta necasaria considerar correcciones de orden



SLipsricr deDidc a que las ensrgias librss da acopl Sinianta -fuerte 
y débil na sa unan con la iTiiSíTia pandianta (ni aiqaiara 
aproK 1 madaiüsnta) coma se espera que c c u r r a  c u a n d o  no hay 
transíc 1 enes. Raau¡Tiianda, penaamas qua taíTibién a T=0 as
f'’Scasario introducir corrsccianes da orden superior para obtener 
*^ssul h a d a s  confiablss. También d e s t a q u a !T ,a s  qua en el d e s a r r o l l a  

de acoplaiT.isnto fuerte los efectos de la temperatura se 
mani fias tan a orden 5'̂“'= la qua ¡nuestra que éstos son muy sutil as. 
Similares problemas ocurrirán en la zona de accplaiTiianta débil.

Creamas que antes de evaluar las correccianas de orden 
superior en el el formalismo oara T=0 ds la Sac.V-IV es necesaria 
demostrar que a T=0 el camportamiento correcto ds la energía 
libre se obtiene con un número pequerto de corracci enes. Si esto 
no ocurre. es claro que habré que mejorar los cálculos a arden 

Uuizás una solución da las ecuaciones de punta de 
ensilladura fuera de la órbita da las salucionas invariantes anta 
traslaciones Paria miejores resultados.

□tra alternativa seria la evaluación de las correcciones 
alrededor de las soluciones a orden cero habituales. Los efectos 
de la temperatura recién sa harían presentes al incluir las 
correcciones gaussianas pero al trabajar con expresiones mié.s 
sencillas sería més fé.cil introducir correcciones de orden 
superi or.

Para finalizar digamos qua la técnica de campo medio en 
variables de plaqueta (12), recientemente utilizada para atacar 
este tipa de problemas (ver Capítulo IV), pueda dar buenos 
resultados para la tecría 3Ü(2).

A pasar da los problemas discutidos más arriba pensamos que 
iíuestros resultados son alentadores y podría sei'" pasible observar 
el escalaa de T mediante técnicas analíticas.
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Títulos tía -figuras

1) Rfcrd tridim-n=.i._,nal dividida en cubos para aplicar una 
aproKimación de Bsthe-Psisr1s .

î ’s s u l t a d a s  ds c am po medio (•) para la transición da f a s a  

dssconfinants da la teoría de medida Z(2) en la rsd en cuatro 
dimensioriss a temperatura finita. La linea continua es para guiar 

vista. a, b y e  son puntes criticas conocidos e;íact amante; 
«'-0.22 (T=l) , í-0.7á <T=1) (Re-f.(32)) y l?=0.44 (T=0) , 
raspectivamente. Las lineas punteadas completan el diagrama de 
fases entre las fases II y III. Les resultados de campo m.sdio 
para esa transición no son buenos.

■3) Resultados de campo medio (•) al orden miá.s bajo para la teoría 
Sü(2) ds medida en la red a T finita en cuatro dimensiones. La 
notación es como en la Fig,2. Las barras denotan los resultados 
de ricnte Cario con su error tomado de Ref.<5).

4) Energía libre por unidad de sitio para la teoría SUÍ2) en 
mírrdida a.Kial espacial. es el desarrollo de acoplamiento
fuerte de la ec. (V-IV-IB) , F, es el orden m̂ ás bajo ec.(V-III-6> y 
F,̂ , es la energía libre en el régimien de acoplamiento débil con 
A as cor r ei_ 1 on ̂ gíî -ussi anas incluidas.
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CAPITULO VI

T¡_uRIA Z i.¿) DE MtiDIuA tN LA RbiJ CON rERMIONES DE KOi 
EN EL LIMITE DE ACOPLAMIENTO FUERTE (1)

iUSSKIND
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RssuiTitrn

b= analiza la tscría 2(2) da medida en la red ccn fermianaa 
de Kc.gut-Susskind en el limite de acoplamiento -fuerte. Sumamcs 
sobre las variables de medida y escribimcs el resultada coma una 
integral sobre los campas basónicos. Esta integral se estudia par 
medio de un desar-ollo en lazos. Se calcula el parámetro de orden 
<XX> y se demuestra que la simetría quiral está espontáneamente 
rota. También incluimos resultados en la medida axial y
se?tal-r-.mas la existencia de una ambigüedad en este tioo de 
cál cul os.
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ti estudia ds la.s tscrias de medida en la red con campQs 
-fsrmióniCQS en el limita da acop 1 ami anto fusrta recibió 

="‘terTianta mucha atención (2-3). Usando -farmiones de 
ku-GUEu.s = ;-:. 1 nd ('?) , se pueda estudiar un fsnó'T'.enD nc pe'~turbativo 
como lo es la ruptura espontánaa da la simatría quiral (10). 
Pueden utilizarse para ello técnicas numéricas (11) y analíticas. 
Sa obtuvieron interesantes resultados sobre el espectro a bajas 
enargias de las tacrias SU(N) da medida (6,7) talas comc la 
existencia de un bosón da Eoldstona identificado con al pión ívar 
■5ec.I-IV). Parecería saŝ  que la depandencia de la masa da los
badrcnes con la constante de accpl a.r.i anta as 5umarr:ante débil an 
la región da acoolamianto -fuerta. Tcdos astos cálculos 
convalii_an las hipótesis del -álgabra da corrientes, por ejemolo, 

Guu rompe la simetría quiral de los quarks.

VI-I Introducción

.-n <=s^e <_apiLul^ analizaramos el modalo Z (2) de medida 
acoplado con -fermiones da Kcgut —busski nd an el limita da

t emper atu:'’a (T? cero. A pesar de que la.s 
'teorías de pura íTiSdida son mu'y siíTiples cuando la constanta de 
=----'P - sfTii ento es in-finita y T=0, cuando se incluyen fermicnes este 
análisis nc resulta para nada trivial. Los principales pasos ds 
nuestro estudio son similares en espíritu a los de la Ref.<ó) 
pero difieren en algunos detallas técniccs, fundamentalmente en 
i 3 boson i. z ac 1 ón . Sumíamos sobre los campos de miedids y escribimos 
la función de partición como una integral sobra las variables da 
ürassmann de la exponencial de una acción fermiónica afectiva. 
Luego pasamos a variablas bosónicas usando un miátodo da 
integración gaussiana. La expresión final para la función de
partición es avaluada an formia aproxim¡ada medianta un desarrollo 
en lazos en torno de una solución estacionaria. Este últimc paso 
es muy similar a los que se realizan en la técnica de campo medio 
con correcoicnes (S.12) (ver Eeo.I-VII;.
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Lac rst^ultados da ssts trabajo tienen utilidad per las
siguierstas razanas: i) el íStudi is laí 3rias da medida Z (N!)
a= interesante por sí misma (13). Las cálcalas san más simples 
que an las teorías más realistas y adam-ás a.T.bas están vinculadas 
pues 2(N) es el centro de Sü(N). Estes modelos aparecen también 
en el estudio de teorías Sü(N) a T -finita (14); ü )  las 
resultados presentados en este trabaja pueden sar usados para

lajar con nuevos métodc numírii_c-=. Nuestra aprox i maci ón en
-fc.rmula._i6n lagrangiana pueda pensarse como un complemento de las 
simulaciones da Monta Carla (hasta el momanto les método, 
analíticos (15) están reí :ringidos a la región da acoplamiento
fuerte y no son adecuados para estudiar la física de acoplamiento 
débil (continud)); i ü )  presentamos resultados en la madida a;;ial 
(no empleada previamente en este contexto): iv) se discute la 
existencia de una ambigUedad en esta clase de cálculos.

La organi z ¿n del trabaja es la siguiente. En la Sec.VI-II 
3efine el modelo. Un ejemplo simple en una dimensión se

en CT£:í .— t » T _T T T. */ A i i. i En 1 a Sec.VI-IV Si ti aní
formalismo desarrollado en la Seo.VI-III a cualquier número de 
dimensiones y sa estudia el parámetro de orden <i%>. Los 
comentarios finales se incluyen en la Sec.VI-y donde también se 
discute- la cuestión de la ambigüedad ya mencionada y se calculan 
^=5 funciones de correlación mesónicas.

yi-II Teoría Z<2) d? mi5dida con fermiones de Kogut-ausskind

Com.enzamos la sección con la definición de la teoría da 
medida Z (2) con fermiones en el límite di 
^sin plaquetas). La acción es.

3e acoplamiento fuerte



(Ti
X

yí;<) ¡iií,-: ? ,

.-í) una 1 ac i. e/
u n  i ón (k /s4yA) (i'í d e pí Q t a
V -5.r" i  a b les da Gr asemann cc
£3 la --4 -í —:nsi án da la red
S G H hermi ti c a a y satiaf
v e r s a r ■i3 1 o largo de
S S p -3.CI z. U! I  S  Plto de >---- -1 4 -  1f í= -i X

A f  i  n -j.—cr evitar la
e - z . ( V I _  T T _ <X J. í. ) ap 1icaremos e!
í I- IV) ex endo esto obti

_
¿ X .

J  L Z ( k -
í !:

|?US j__ _i- «—. ! i ! ex V. _ 1•=. il j p en Z
1- ;■ i. i.OS y M / ^ 4 •_4 Arecci enes
-r; j. ! i.—í ii — c: = ¡-Í0 spin que '

suc I í dea K  ̂Percübica)
,csn l5 r 1ación 'C í M

(VI-II-l)

\ f í-‘. i-: J. -= • » i  -w

a 2̂ '̂=- (d
L a s  m a t r i z H s  y  

]■ - 2 ¿ » ; . e s  un 

.a  d i r s c r i ó n  M . C o n s i i s r a m a s  un

rasante en la

^  " C ^ < x - ^  )% <;< ) - ; t ( x  ) Z iv + jk  'i 1 (Tm; K ) -ai <x )

<VI-II-2-a;

danda
• -  -4/ (VI -II-2-b)

conmutación d= las matricEl -factor praviana da la
el único ramanenta del álgebra de dichas matrices. La: 
de Graasfuann %{'.<)■ y %<.',<) no 11 avan índirea

css y a; 
vari abla3 
da spin.

Lc.-q sa explicó an el Cap. I la ec. (VI-II-2-a) presenta una 
= ifTcrtría glcDal continua üi>lí>;ü(l) cuando íti=0. Es invariante baja 
la transíormación

\/ Z(X ‘

y ujz

a ü (1) . Esta simetría se denooiina si Tiatria



cama sn el caso dal continua parque se raxpe 
svpl í ci ts.T.enta por un términa da masa. Es un "remanente'' da la 
Simetría qu.iral del cantinuo. Si n<=0 = la acción de la 
ec.ÍVI-II-2) es invariante ante el subgrupo b(l) diagonal CV=W). 
Per supuesto que dicha acción presenta también la invariancia de 
medida local usual y otras si^atrias discretas muy interasantes 
(var Raf.lo, pág.S24, para una discusión da esto últi,r,o).

VI-III Ejemplo unidimensional

estudia de la teoría de medida Z (2) en al 
limite da acoplamiento fuerta con la ayuda de un ejemplo simóle 
unidimansional . Anal i s araíTiOS en detalla el modalo definido por la 
acción <yi-II-2) restringido a una cadena con ccndicianes de 
contc-rno perióoizas. Esta modelo sarviró. para probar nuestras 
a.proK I maci onas , f unds.i^ant al ,r,ente , la boaoni zaci ón y al desarrollo 
en lazos. For supuesto al interés principal del trabaja radica en 
si estudio de la teoría Z Í2? con -farmiones an cuatro diiTiensi ones. 
En el límite da acop 1 a'.i en to fuarte la suma sobra 1 aa variables 
de medida pueda hacerse en cualquier nú.mero de dimensiones. La 
aKpraaión resultante para la función de partición puede 
escribirse como una integral sobre las variables da Grasamann con 
una acción afectiva (que pasee la simetría U(1)k ü (1) mencionada 
en la Sac.VI-II si m=0). El resultada es,

d'Z';<) dXr-) Bxpi 2^ Xíx) Z ík)Z<í̂< + Í) + - 

-íTíX(k) Zin) . íyi-III-l>

Not=mLjs que la acción ce la ec. Cv'I — III-l) sólo involucra caiTipcs 
mesónicas compuestos l%(x )%(;■;.) 3 acopl ados ví a una interacción de 
próximos vecinos. Sólo en las teorías SU(N) aparecen camocs 
‘-u-mpuastcs tipo bariOnicos (ver F e f . (5?)= Notamos que la 
S'-- (y I ~ 1 i I ~ i / as Similar a un aistama da spines si m se



i i i  I - : : :. ;. : !.

D==L-qa=fr;a= qu= un cálciila similar
!T¡agn = ti _a y <%2^> con una magnat i zaci in, 

:ara taorias na abslianaí 
ccndLics a e;<prssions5 engQrrasas: por sjempio, las intsgrale; 
sobra cada unión no tianan una -fcrma carrada sinipls.

El segunde pa=o consista en un cambia a variables bcsónicas 
usando la identidad.

d : :<) axp -r - ) + 
- c o  V 2.TT 2.

+4Í211 C%(x)Z(k)+:c:íx + Í) Z(:< + Í) :d ,

que puade probarse fácilmenta desarrollando las exponencial as y 
usando la conocida p-opiedad C 2(x)%(x ■3" =0. Eestaquemos cue este 
prccsdimisnta no corresponde al método ¿a bosonizaciin empleado 

-.et=,. (i,/ y fc) . Por lo tanto de aquí en más nuestros 
los habi tua1 asdi fiaren en este contaxto. En la

Sec.VI-y mostraremos la relación entra ambas aproximaciones. 
Reemplazando la 6c.(VI-III-2) en la ec.fVI-III-l) y haciendo la 
j-iitirqf rtl sobre las variables de Grasamann Qbtanemios una exoresión 
exacta para la función da partición.

Para

TTK d 'f'x )
2TT

- í p ' " - > TT [ ^ (X )  ̂(X -1) . ÍVI-III-3) 
2. [ 2 /  J

dirnvar la e>_. (VI-111-3) uaamos exp 1 i ci t aman ta las 
condiciones periódicas de contorna (condiciones anti pariódicas 
i_!=t a ii_= campoir- -fermionicos dan los mismos resultados). iNJctamos 
que cuando m=0 el integrando en la ec.<VI-III-3) permanece 
invariante si cambiarnos al signo da todas las variables 
ísimet:-ía global 5 (recordemos que consideramos un número nar da

.taquemoi. que el método ds la ec,(VI-III-2) tambiín fue



apli^5d,_, en ot? teorías coma par sjampla el modela de Hubbard 
(17), Groes Nevsu (IS) y Aehkin-TelIsr(19).

'̂-'-'aCiOn (yi-III-3; pueda calcularse de manera aproximada 
medxante un desarrollo en lazos en torno de un punta eeteoionario 
dsl intagrando. Si buscamos una solución ^ invariante ante 
traslaciones, dicho punto estacionario estará dado por la 
Gcueci en,

^ E - ' ^ ^ / 2+ l o g  l ^ - m i :=0 . ( y i - I I I - 4 - a )

Esta ecuación tiene dos raíces.

( y i - I I I - 4 - b )

Para m>0 la =<^lución negativa conduce a una acción mayor. Cuando
■ii o hay do= sulucii_i.^= ('í’- i D  la misma acción. .Natsmas que si
usáramos condiciones de contorno libras, una solución invariante 
ante traslaciones no satisfaría las ecuaciones para el punto

0PiQGr“t‘“ *._aui onari o y el análisis se tornaría má.s

C3luari:=mc= la.iD corrtri_¡_i ones caussi aras en torno de CjJ. 
las variables com¡o ^ í ;<) = í ;■;) y mantenemos las 

lármxnas cuadráticos en ̂  en la acción; asi obtenemos <N denota 
de si ti os) ,

íO
(m)=ia;<p (S, ) TT j” d ^ J ^  exp C - M ( ; < ) V,,,. yM , <yi-III-5-a)

VT t 
donde

+ l'̂ -m¡ , <VI-III-5-b)



lincB dal de = arrcllo sn l/¡n.

un rnadslc
_n e = ta ss^_ciu^ probamos nuestra aproximación en 

.msns’onal con muy buenos resultados.

VI-IV Extensión a d dimensiones

Los resultados de la Seo.VI-III pueden extendere s -fácilmente
a d dimensiones. Siguiendo los mismoí
la ac.(yi-III-l) a 
P ar 1 1  c 1 ón c omio un a 
bosóni cas,

la
Pcá=o3 qutr nos condujeron de 
escribimos la función de

-funcional sob re variabi da uni ón

ím) - F l'í(v)
/,  M J  \// -co 'I ^

E=t- integral ==:rá evaluada par medio de un desarrollo en lazos 
^dsdor de un punto estacionario invariante ante 

t r as1ac iones.
1 íTi 1 Z  S .n  u  Q

i--ta i-cnf i guraci ón uní forma Gb Lanar 5-a
la =..'_<_i6n efectiva de la ec. í VI-I V-1) , :i resultada

(m íV”m^ -i-4d ) .¿ d (VI-IV-2)

Como en el ca=o unidimensional e^ signo menos da un minim^o
para la energía li bre (para 0̂) . Las correccior;es gaussianas => _f n
más comp1 i cadas que en el e jem.p lo un i d i ~isrisional. Luego da
ayr crGar u Pí a f 1 J. W-. ; íá 1j. as variables alrededor de
desarrol -s- ar 1 a acc i ¿n ^ ^ i ¡ “ ■ •_ • den cuadrático en 1 as f1uc tuac i c

1
nas

y res olver 1 i ntagr al gaus s 1 an a r e e u 1tante obteneíT..

F---ÍÍÍ-log l'íd-m I + 2N .-f •=, í- M (VI-IV-3)



■S la matriz M (NdxNd) es.

' '̂XK' +̂ ;<,)íO + íy,/'-í+ ;5x,xy'0) . (VI-IV-4)

Lam-_. =>is.Ti¡̂ r= N de,;wta ^1 número (par) de si tías. La matriz M 
eacrita en espacia ds mamentas ee.

u.k cx-x')
N

U >•= 
k

LOu.v-f
M Ct^ci ' ) d+a--"') ]  . (VI-IV-5;

C c 3 n el -fin1 cr —  K  iS_‘ los autovalores de la ¡T.atriz M
n e c e s i t a . T i O  5 d i agonal i2 ar 1 a matriz dxd entra corchetes sn el
íTtl S .T í t f '  j de T _ 

X dersc i ! C7. d a la ec. ÍVI-IV-5) . Pera esto es mu.',-
=  -rr .• • í_ i  i X ._j t - í ‘ r

4

q u 5  p uede = H C P’ h ’ r'=  a ccíTío la identidad más una matriz
*— 1 -3̂ i . *_J i. % =5 U, 3 autc vaio.-̂ es san j

A,=l, (VI-IV~6 -a)

A, = 1 .^(1+cos kn). <VI-IV-b-b)• ¿ —  ¡_ é
2 ( ^ d -

ss <d-l) v e i lISS dsgenet =idL̂  y )\-¡_ es no degenerada.

3:---pri=_j.i_n fiiial uara la t^nergía libre par Lini.lad de sitie

zir
F= i^-1 cg I d -iT , I _dliL lag-iH- Xj 

-<1-
y

(yi-iy-7)

^ F  ̂ • 1 iii'-j = t r =.iTii_í =i 1-s sr.erGía 1 ib¡̂ s
=‘-• ■>■''' ■' en función de m para H—4 (la intea?gral fue calcalada
nurnéricamenta) CuaudQ m-0, F~0.605x 1.5'̂  y para 
ec.(VI-IV-7- reproduce les d 
en 1/x.

primi=rc=; tsrminca del desarrolle



cr 1 ^ ^  d , (Md"i) Á 
I 1. i  / H1 / —  —  i  i_J G  i T i -------------;  +  -----------------í------

3  2 (vi-r

*- i eval u.a.iTiOij 1 a en ergi a 1 i br e en 1 a medi da a;;i al. Los
alies del cáloulo se da!~i en el apéndi ce. L .C S resul tados an
a medida son di-f eren tes de los que se ob ti en en sin f i j ar 1 a
ida. [1=1 t c r  as muy común en estos cálcull G S aprox imados y
sido discutido en 1 i:*, i  i. ‘-^r o. '_L.r=l K ̂v_. í , I ^ i_C?. di fe renci a en 1 os

ultados para medidas di -f aren tes decr ece a medida que se
sideran más términos •-Í = ̂ í_i 1= =3 c?. r ^_T 1 _1 Í_’ i. i O en 1 3.Z-D El hecho
tacabls es que ambas aprGK i iraci Qnes dan res j , í  4- - d  O S  5 1 mi 1 ar e

a orden cero (sin cor r e c c X c n e a raussi an as ’ .  ̂i ^ — íT: o s que esta
un ind 1 ca c 1 Cn de que la siguiente en '«aS sarrollo

lazos será pequePfa.

Ahora pGds=iiTiu-= evaluar el parámetrc
recGrdando i. S2 C  ^  ^  í-J — -4 — r-i <—t f cr ■_ 2. w j  w  j _ í í  ,

<¿Ck );2:c>í) >=dF/d.n.

que,

c.n^un^ramo= que la simetría global U íD k U íI)
(aún cuando m=0) en el subgrupo diagonal U(l). 
Lina e:<presi án si ..Tip le.

está espontáneamente 
Si m=0, <zZy

d-" k
(ZTT-■Nd <„) /(l + ̂ ^ o o

/  3  a M ' ■
/ /-

T — T ‘ " •*> ^-•V A i  V i  Í

Ktí-crdamcia que 
Bspcntáni^a de

rritaric CGrr=rí_tG para chtaner la ruz-tura
simetría es dafinir <XZ> L. G  rn *-j 3 1  L’ y

. íTt

perqué 
5 1 iTi 1 1 a r

i=t-ma finitG <ZZ(m=0)>j es siempre cerc (algo 
Oi i i. a iT.-=iy ne L i s ac i on para un sisüeiTia de sDinas)



- Fiu.^ el jiarájiatra
ec. f‘ « T _  T v .i. il _ Q NV r / COiTíU •f unci án da m para
<lx>— 0. 3809 en 0) . Asi qua es c
¿.coc 1 a mi anta ■fuerllfc 1 a si metria qui r,
. .-i -da con fsiroilGn£5 da H•ogut-Eussk■ i n w

Esta re sulta.do pUfede ev i- : :dsrsa a1 ctro:
Ref. (6) se p r o t ó ? medi an ta un desart
-fenómena tam b  i án G-curre an las teor i as

(Z mpart a cama el confinami e “i t o
ac op 1 = iT‘ 1ento ■fuer 5 es J- i. presan te te
*— C iTi '3 PiQ 1- - c*. L_- cr j. i -5.5 •

r-f —  .-T (c !_¡ .Ti u c a s o s s p a c i a 1
n ' i =  =!-v <-.1 _ i_

;pcntán = amsnta rata. 
:cs abeliancs. En la 
en 1/d, qus esta 

galianas, por la qua 
en el limita da 

n t a Qf- i as ab a 1 i an as

'v'I—V Cgí ;cl US i 3nes

Erí e =ite tr b CT. J —- n; a 1 X X. a m cj = el 1¡ m i t a da ■S ■_ G p I -3. íT;isnta fuerte
de la ,r i a 2 Í2) de medida en 1 a r£d ccn -fsrmionas dei--' ut-£Sussk ind. Ncstr amos c;ua s;stcs modal 3 —. ̂ 1 ñ — —«w c: X i. -z?. 5 i:GS U 3L1 i
1 as mi smas car actsrí 3 "ti i C 5. S Q J : |T2 1 —. —o aba 1 i 5_HGS £n este 1 i mi te.
por ej -- •r=!i.j-.Lo, e1 r ama.nent^ da 15. S1 íT!= -i A qu íral sn el ccnt inuo
ast á -a sP on tánaam anta roto an ambc = C3.SO 5 a Fcr supuast o s i dejai i! ID 3
que r- = 1/Q^ S = -3. di f srente ‘_i ■=? cero e = psr s. os enccn tr-ar , en i • r"
tao!- í a -=i i_* cr 1 -X i i. 1 i -=*, una transi c i án de -fase p 3, al gún val or US
de lUQ ar a una -f ase no con-f 1 n s,Pite en qua <zz >=0. Es t a h 1 3X3
as eus tent.ada p;=r las cálcul os de campG msi i =«í a n 1 3. apro;< X íTi a ~i ón

q í-t 1 ral
"GL.anchad" (8) aunqus na está claro si al punta da 
ds=cc.nf 1 namianta y si punta en que se rscupara la simetrí 
i-cincidan. Par ctra parta para la teoría de medida 3ü (3) sa crea 
que no hay transicicnes de fase en el eje por la que las 
propiedades verificadas en la zona da acoplamiento -fuerte pueden 
e>í trapal ar=e al limita continuo.

muy interesante enfatizar la conección entra nuestras 
^ y la aprcK 1 ¡raci on de la Ref. (ó) aplicada a una tacría 

tn te-f =rcta pacemos mostrar que ambas aprox i maci en as sen
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situación má gsnsraj La acciin
f fcrmi£i:ii_st etsutiva que apar sea en nuestras cálculos luego de

la-=. variables de ¡T.sdida pusds escribirse de la. 
Grma (en si caso en que m-0 5 par ejamplo).

"I ^   ̂ Z{'.< + h )  %(.'.< ' ) Z(:-< ' ) .  ( V I - V - l )
, ■ / > ,1̂'

dcrde

/

w es un parámetro no -física aus se introduce en los cálculos 
usando la propiedad de que iXrS' =0. Este artificio es. en 
esencia, similar a la conocida aproximación de Berlin y Kac (21) 
en el modelo esférico ds un -ferromagneto. La función de 
partición da nuestro modal o puede escribirse exactamanta da la 
'=x ci.-. 1 iTi-5.n=p3. j

Z( m=0) =  \/dat Cr') TT e)^p C-4--Li>\í;í A(?<' )  3- TT X<K) ,V 2ir X «'

(VI-V-3)

Nut=mcr, que las variables bosónicas A(>í) están ahora en los 
3̂ '--'-3 de la red. La ecuación (VI—V—3) es independiente de w pero 
SI hacemos un cálculo aproximado obtendremos un rasultado que si 
depende de w. La evaluación de la energía libre por unidad de 
sitio, con las correcciones gaussianas incluidas, a partir de la 
ec.(VI-y-3) es directa pero tediosa por lo que damos el resultado 
f 1 n a 1 ,

d’̂k log (!+■
( 2TT'/ (VI-V-4)

cue depende de w , como era da esperar. Si elegimos w=0 en la 
recobraíTios la general i z ac i ón a un modelo abeliano de

Rcrf. <6) . Por otra parte si t o mames



la se.(VI-IV-6) can m=0. Per le tanta está clara qua 
un.=., CTrribigasdad sn las cálculos (que está presenta tantc en 

modelas abelianas camc na ahsliancs). La situación sa ase.T^aja al 
prcblema da dspandencia que e;;ista en el esquema de 
renormalisación en tsaria da perturbaciones: las resultados a un 
crden finito dependen de parámetros arbitrarios que caracterizan

- 135 -

•07. j. P r oc esi_> de renorm¡al i zaci ón. Una situación ■=> 1milar aparaca
tamb i én en el tratamiento da 1 modelo da Hubbard USando técnicas
de camp o m= w ̂ ̂  \ L y / M fin de evitar la amb j. cüadad pedemos
emiplear al "principio de min ima sensi ti vi dad'' (22) Q U 0 C G P: 3 15-̂ 0
en el SQ i r al parám.etrc arb it:^ario de manera de iTiini iTii z ar 1 a
sen sibil i dad dal resultado r——i- ~ o ■_ -_i d :ir p e q u e a s va.iriaciones del
m 1 smi o » u-i i i o.Crír. = e i. (_ f 1 o 1 p 1 o e s t s. 1 1 a oe que detemos

valor de w dac por la raíz de la ecuación.

(vi-y-5)

en el ejemplo
*w'=» resultados
edi ce F=0.7Ó2

En d=4 la
os del ca-o
A r- presentada

Cin fcrmbaryo principio no es muy sfioa:
unidimensional de la Sec.VI-III ím^C) donde tar 
e;íactcs con los cuales comparar. La ec, (VI-y-5)
(w=0. l£t') fiiiantras qua el valor SKs.cto es F=l' 
predicción es F=iO. 1243 (w=0.2) . Los resultado? 
unidimensional nos llavan a pensar que la aprcKimaciór presentada 
en las secciones ante-ioras da rasultados más aceptables qua los 
qua se obtienen mediante al principio de mínima sensitividad o 
P<_niendo w=C. El buen acuerdo entre los resultados en la medida 
a;íial y sin -fijar la medida as otro argumento en fa^or de esta 
rrUpOsii L. 1 i_.n. Ade.Tiás deshacamios en la Seo. VI-I V qua la

' reproduce los dos prim¡arcs términos da un desarrollo 
en 1/m. A pesar da todo craemiOS qua la elección dal w adecuado 
reculare una mayor investigación.

inalm^nta analizaremos una magnitud -física muy intaraeante:
- ̂ ^ p a r a  dos miesonas definidala -funi_ión de o o H ■

G(k)= X: a'- " <Z(y) z<. ,/ '
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donda el =ubíndica c i ndi ca parta canactada da la amplitud.
rv=iiuai_ián I ci eu. (VI-V-6) aa a-factúa intrcduciand a un tsr.T.inc-
f Llanta en la  ̂̂  J ('-< > Z(x ) Z(x ) J y usando l a idar tidad,

<Z(y)X(yj Z(Q) Z(0) > = — ^ ^
c!JC/)=iJCo)

J =0

1-11 i a =.pra:-; 1 íTicr.ci ón Qaus=-i ana si reaultada an al caso !M—o a5 .

GCk)=-l/(2w-f^+^X.coa k,).
 ̂ r (yi-y-8í

pa<~a € 
a t a 1 X a n a s 
limita 
Raf . <¿») 
se?-al ar 
no al

t o ‘Tt a m G ̂5 C3 rae L_‘ b r a íTíos al r:
i !K3 ) mcstrandc nu¡

; y no ab p̂li ana 5 sa ccmport
: acá pl a.Tii anto f uerta . El an-ál
por ■? — i  '—I qus no daré:,-03 íaá:
qua; i ) ae =bti anen 1□ '3 sTil SiTlí
1 i anas; i i) los res ultados
ta aval uar cómo se ÍTiOdi -f i C
ara al aapa Ct:ro hadrón ico con

5̂ . <6)

v¿

:nta c 1JL3. t £ G r~ 1■£i'r3
; íTsanera i déntic 3, en al
se conti nua camO en la
' ta 11 • 3 c io cj.ar am;0 3
.1 or as que p Bi ta — -j—i i
en dan de W B Ser i a
las pr ed icc i =■5 -i — ’-i cr la
ntrod._; i ón w % ̂ 0 5 .

teor ías da -i •3. C en
f=!•mî .n-=. d= KL.gut-Su = akind es la introducción da temparatui-a 
finita y una constante de acopl ami ante, también -finita, en los 
cá.lcul 05.



- 137 -

5cts= apéndit_a dt::.!- i var¡=mu=. Lu¡a. cíKprsHiGn aproK i mada para 
la taaria ds madida ZÍ2) en la rad con 

-' = = ̂^̂ nd. • rabs.jarsmas sn la fnadida axial 
liadas l as uní anas da l a red an l a diracci in 
::ifxcarss con el tiempc.). Luego de realizar

En este apénd
1i  -3i enercia 1i bre
-fermiañas de Kogut
-f i jando C'j'ó-í)= 1 en

(que pue de id:
1 as sumas sobra
intaracci n ra=ultanti:± t;ntrs cuatro termionas por una integral
bcsónica empleando la ec.CVI-III-2?

• as de Grasemann obtenaíTiOs,
a integrar sobre las

conde
) l-ín] - ¿̂ ,,.-0 . (yi-A-2)

J V i r r
1- det V , (í

= quo 1 a= variabla=! bo = óni._a= ^̂ e ubican sobre las uniones 
espaciales. Ahora, como en la Sac.VI-IV. bucamos confiouraciones 
invariantes ante traslaciones que fna,;imicen la acción a-factiva de 

ec, (VI—h-i— 15 , La ecu.aci ■ii'i satis-fecha por as,

(O = W,

donde
='-fíd-l)-m,

y la energía libre por unidad de sit:

/ I » T *rf '(vi i-i •«- /

(VI-A-4)

orden cero es.

F == - y l c c C  ' >|>i +\/ +1 +0 . 5) /2; / » t T _ /\_C
y Y ±  r -

u=d2 var i 1 -_a.r =>cr r áci I ir¡sn t-s aua cuando m- ■g m, comoi. •



sra ds 
directa 
rssultadí

perc
La i r v a l 1 on dt; 1 ss carrsccioi

par ae ni.
laiD Qauasianas s a  

los detalles. El

zT
F-F„ +Y\-álk Ll+ o

] u~'r
í1+cDs k^í: ,

dondi ro-
(VI-A-7)

F̂ .r -I *c=.. Geriva>_iCn da la aí_, ÍVI-A-6) necssi tamas diagonal i zar la 
siguiente matriz <d-l)x<d-l)

1 +e" «') f í K ; ) (VI-A-S)

C'_-,;u— _i?J — l,..-5d 1. P=rLj 1g= autcvalcres da H se calculan 
tacilmenta pues puede escribirse carao la identidad más una matriz 
de rango 1 (ve- Sec.VI-IV). Los autcvalcres sen.

-21jí<1+ccs ,

es (d—2) vscas degenarado y

(yi-A-9--a)

A.

Lea resultadas 
ec.(VI-A-6) en d=4 se

í.dGs numéricos para la =-argia libra da la
T.uestf an en la Fig.l en comparación con 1¡:os

v=rlcre= i-arrsspondientes sin fijar la medida.
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Nucí , Phys»  ̂~'72 i '

E.DagottD y A.Morsa,

i t'-il Q3 da í i GLiP-3=,

1) La sns--gía librs 
linss cont.inu

H'- anidar! tia F en funciórn
ua representa la ec.(yi-IV-7) (ein fijar la medida) y 

linea punteada la ec. (vI-A-6) (medida axial). La linea
ccrtada es in 1/m de la se (VI-IV-8)

2) El parámetrc, de arden de la ea. (VI-IV-9) e
maea m (linea 
deearrollo en 1

íurcií- s ia

/1Ü5 == dtr̂ ií , d=4.
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