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Sparse matrix computation

Summary

A matrix is sparse when most of its elements vanish. This
property has been used to develop algorithms which perform
matrix operations on sparse matrices. These algorithms are
very efficient regarding both computer memory and time, and
are thus convenient to solve large problems. We discuss the
basic ideas and techniques used to develop the algorithms. A
set of Fortran programs 1is presented, which can perform a

variety of matrix operations on sparse matrices.



Resumen

Unas matriz se denomina rala cuando la mayor parte de sus
elementos son nulos. Esta propiedad ha permitido desarrollar
algoritmos para efectuar una gran variedad de operaciones con
matrices ralas, que son muy eficientes tanto en memoria como
en tiempo de computadora, y por lo tanto convenientes cuando
el problema que se desea resolver es grande. En esta publica-
cién se discuten las ideas y técnicas bésicas que han permiti-
do el desarrollo de los algoritmos, y se presenta un conjunto
de programas en Fortran para realizar la mayoria de las opera-

ciones matriciales con matrices ralas.



Fl término ''Matriz Rala"

Parece aproniado iniciar este trabajo con algunas consi-
deraciones sobre el término ''matriz rala'. Cuando en 1978 me
propuse escribir un trabajo en castellano sobre matrices con
muchos ceros y sobre un programa que sprovecha esta caracte-
ristica para resolver ecuaciones lineales, después de haber
leido una cantidad de literatura en inglés en que una matriz
con muchos ceros se llama ''Sparse Matrix'", y sin haber visto
nunca un trabajo en castellano sobre el tema, me encontré con
la dificultad de traducir ese término. La eleccidén debi hacer-
la enttre ''dispersa', '"esparcida' y ''rala'. Dejé de lado 'dis-
persa', que tiene un cierto sentido dinamico (''scattered'),
aunque ya lo habia ‘usado (1). Y si bien en ese momento no
consideré el término ''desparramada', podria haberlo conside-
rado y haberlo descartado por la misma razdén. Los dos términos
restantes, ''esparcida'" y ''rala', son sin duda muy semejantes.
""Esparcida' parecia un vocablo mas apropiado para uso técnico,
y ademas se usa como adjetivo con un significado similar tanto
en Astronomia como en Boténica. Por eso lo elegi, y mi trabajo
fue finalmente publicado en Mayo de 1978 como Nota Técnica de
la Comisidén Nacional de Energia Atdmica (2) con el término
"matriz esparcida"'.
| El término '"matriz rala" nunca dejd de preocuparme.
Varias personas me llamaron la atencidn sobre su conveniencia.

Después de todo podemos decir que un caballero tiene una



barba rala, o que un bosque e« ralo, y el concepto que trans-
mitimos es muy similar al que corresponde a una matriz rala.
Siguiendo mis pensamientos en esta linea, ocurrid que en Ju-
lio de 1980 di un cursillo en el Centro de Cbdmputos del Centro
Atbmico Constituyentes, y uno de 1los temas tratados fue
'""Matrices FEsparcidas o Ralas'. Casi al mismo tiempo, en 1la
correspondencia que mantuve con la Universidad Nacional del
Centro de la Provincia de Buenos Aires a partir de Febre-
ro de 1980, y méds tarde, en Setiembre de 1980, con la Comisidn
de Investigaciones Cientificas de la Provincia de Buenos Ai-
res, se utilizaron ambos términos por mi parte, pero sblo
"matrices ralas'" por parte de la Universidad y de 1la
Comisidn.

La circunstancia de que un término sea apropiado o nb
para uso técnico la determina el uso. Si usamos ''matriz
rala', esta expresidén se convertird en un término técnico.
O tal vez ya se haya convertido. ''Rala'", como 'esparcida',
expresa correctamente el concepto de que de trata, pero es mas
breve, lo que es una ventajs nada despreciable para el uso
técnico. Otra ventaja de 'rala'" es que en castellano tenemos
"raleza'', que podemos usar para traducir ''sparseness'. Claro
que si la rigueza de nuestro idioma nos llevara a usar ''matriz
tupida' o '"matriz espesa', los antdnimos de ''rala', para re-
ferirnos a una '"full matrix" o ''dense matrix", eso ya seria
otra cuestidén. Por el momento parece mejor usar 'matriz llena'

o '"matriz densa'. Los hechos son que tanto el presente trabajo



como el Seminario que tuve la satisfaccién de exponer en
Tandil en Noviembre de 1980, llevan por nombre ''Operaciones

con Matrices Ralas''.

1.Introduccibn

Una matriz se llama Rala cuando muchos de sus elementos
son iguales a cero. No existe una regla especifica para deter-
minar que fraccidn del total de elementos de la matriz se debe
anular para que la matriz sea rala. La definicidén es simple-
mente una cuestidén de conveniencia; los algoritmos de matrices
ralas daré&n tanto mejores resultados cuanto menor sea el nlime-
ro de no-ceros. Una matriz rala puede ser procesada como si
fuera densa, o de banda, pero el tiempo y la memoria de compu-
tadora requeridas pueden resultar muy grandes. También una
matriz densa puede ser procesada por los algoritmos de matri-
ces ralas: se obtendrian los mismos resultados numéricos pero
el almacenamiento requerido y el tiempo serian algo mayores.

Los objetivos de los algoritmos de matrices ralas son:

i) Almacenar sb6lo los no-ceros en la memoria de 1la
computadora. Ademés del valor numérico de cada no-
cero hay que almacenar informacidén que indique la
ubicacibén del no-cero en la matriz. Esta informacidn
adicional es el precio que bay que pagar para evitar

el almacenamiento de los ceros.



ii) Procesar sblc los no-ceros, de manera que el niimero
de sumas, multiplicaciones, etc., realizadas por la
computadora cdurante una operacidn matricial, sea
proporcional a la cantidad de no-ceros y no al nimero
de elementos en le matriz. En muchos casos préacticos,
la cantidad de no-ceros por fila es constante, inde-
pendiente del orden N de la matriz. En tales casos,
la complejidad asintbtica de un algoritmo de matrices
ralas puede ser tan baja como N.

Preservar la raleza. En otras palabras, realizar las

e
e
e
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operaciones matriciales de tal manera que la genera-
cién de nuevos no-ceros en el curso de las mismas se
mantenga tan pequeila coﬁo sea posible.

Un algoritmo del que se espera que procese sblo los
no-ceros de una matriz, requerirad habitualmente un conocimien-
to previo de las posiciones de esos no-ceros. Como consecuen-
cia, muchos salgoritmos de matrices ralas tienen una seccidn
simbbélica y una seccidén numérica. La seccibén simbdlica del
algoritmo determina las posiciones de los no-ceros o estruc-
tura de la wmatriz resultado. Los valores numéricos de los
no-ceros se calculan durante la ejecucibdn de la seccidn numé-
rica del algoritmo. Una ventaja adicional de este procedi-
miento es que en muchos casos préacticos, por ejemplo en célcu-
los iterativos, la estructura es fija, mientras que se debe
calcular diferentes conjuntos de valores numéricos de 1los

no-ceros. En esos casos, la seccidén simbblica se ejecuta una



sola vez, y sblo la seccidén numérica debe ser ejecutada repe-
tidamente, dentro del ciclo de iteracidn.

Hoy en dia, las técnicas de matrices ralas son usadas
para muchas aplicaciones con matrices grandes, tipicamente
1000x1000 & 10000x10000, y ain més. Algunas de esas aplicacio-
nes son el Anadlisis Econdmico (3), simulacidén de yacimientos
de petrdoleo (4, 5, 6), anédlisis de redes (7, 8, 9), analisis
de sistemas eléctricos de potencia (10), programacidn lineal
(11, 12), fotogrametria (13) y, obviamente, métodos numéricos
tales como el método de Elementos Finitos y el método de Dife-
rencias Finitas aue se usan para la resolucibén de una variedad
de problemas de fisica e ingenieria. Las técnicas de matrices
ralas se usarian aln mucho més si fueran faciles de usar, y es
en éste sentido que esperamos que nuestra publicacidn resulte
itil. El tamafio de los problemas a ser resueltos se hace cada
dia mds y mis grande. Las computadoras también se hacen méas
grandes, pero el usuario generalmente tiene una computadora
que no puede cambiar y necesita procesar problemas cada vez
mayores en su instalacién. La mejor eleccibén, y tal vez la

tnica eleccibén, puede ser el uso de formatos ralos y de matri-

ces ralas.



2. E1 formato ralo por filas.

Consideremos una matriz rala. Los valores numéricos de
los elementos que son diferentes de cero estan almacenados en
la memoria de la computadora. También hay que almacenar infor-
macién que indique a qué fila y a qué columna pertenece cada
elemento. El formato de almacenamiento debe ser tal que permi-
ta construir algoritmos eficientes para las operaciones matri-

ciales de 1interés. Aqui describiremos el formato ralo por

filas, que tiene requerimientos minimos de memoria y es al
mismo tiempo muy conveniente para la mayoria de las operacio-
nes.

Vamos a introducir el formato ralo por filas con la ayuda

de un ejemplo. Consideremos la matriz:

0013000500
A=10000000000 (1)
0000070100
que se representa de la siguiente manera:
IA =1 A\ssj\\\
JA =3 486 8 R(C)FO (2)
AN =13571

Los valores numéricos de los no-ceros de A se almacenan

en el vector AN y sus indices de columna se almacenan en



correspondencia en otro vector JA. El vector IA contiene pun-
teros que sefialan las posiciones en AN y JA donde comienza la
descripcidén de cada fila. La descripcidén de la fila 1 de A
empieza en la posicidén IA(1)=1 de AN y JA. Como la descripcidn
de la fila 2 empieza en IA(2)=4, se deduce que la fila 1 de A
estad descripta en las posiciones 1, 2 y 3 de AN y JA. En el
ejemplo:

IA(1)=1 1la primera fila empieza en JA(1l) y AN(1).

IA(2)=4 1la segunda fila empieza en JA(4) y AN(4).

IA(3)=4 1la tercera fila empieza en JA(4) y AN(4); pues
to que esta es la misma posicidn donde empieza
la fila 2, eso significa que la fila 2 esta
vacia.

IA(4)=6 sefiala el primer puesto vacio en JA y AN; este
puntero se usa para especif‘icar que la des-
cripcidén de la fila 3 se extiende hasta la
posicidén 6-1=5 de JA y AN.

En general, podemos decir que la fila f de A se describe
en las posiciones IA(f) hasta IA(f+1)-1 de JA y AN, excepto
cuando TA(f+1)=IA(f), en cuyo caso la fila f estd vacia. Notar
que si la matriz A tiene F filas, entonces IA tiene F+1 posi-
ciones.

La representacidén (2) se llama completa porque toda la
matriz A esta representada, y ordenada porque los elementos de
cada fila estén dados en el orden ascendente de sus indices

de columna. La representacidén (2) es por lo tanto una Repre-



sentacién Completa por Filas Ordenada, o R(C)FO. Los vectores

IA y JA representan la estructura de A. Si un algoritmo esta

dividido en una seccibén simbdlica y una seccidén numérica, como
se discutid® en la Introduccidn, los vectores IA y JA son de-
terminados por la seccidén simbbdlica, y AN por la numérica.
Las representaciones de matrices ralas no necesitan estar
obligatoriamente ordenadas, sino que los elementos de cada
fila pueden ser dados en cualquier orden. El orden de las
filas, por su parte, debe ser respetado. La matriz A de nues-
tro ejemplo, ecuacidn (1), puede ser especificada en una Re-

presentacidn Completa por Filas Desordenada:

IA= 1 4 4 6
JA= 8 3 4 8 6 R(C)FD (3)
AN=51 317

Contrariamente a lo que pudiera parecer, las representa-
ciones desordenadas son més convenientes que las ordenadas.
Los resultados de muchas operaciones matriciales se obtienen
en forma desordenada, y resultaria muy costoso ordenarlos. Por
otra parte, con muy pocas excepciones, los algoritmos de ma-
trices ralas pueden trabajar igualmente bien con representa-
ciones ordenadas o desordenadas.

Las representaciones por columna también son usadas, pero
se las puede considerar como representaciones por filas de las

matrices traspuestas. Para nuestro ejemplo, ecuacidén (1), la



matriz A puede ser dada en una Representacién Completa por

Columnas Ordenada como sigue:

IAT = 1112334466 6
JAT =11313 R(C)CO (4)
ANT = 13751

que también se puede considerar una R(C)FO de AT, 1la tras-
puesta de A. Notar que IAT tiene 11 posiciones, puesto que A
tiene 10 columnas. Cuando la matriz dada es simétrica, es
suficiente con representar sblo su diagonal y su triéngulo

superior. Consideremos el ejemplo siguiente:

(5)

=

i
—_OoOOoON
HOoO+-O
CWwWoOo
WO H -

cuya Representacidén Diagonal y Superior por Filas Ordenada es:

IB=135617

JB=142434 R(DS)FO (6)

BN=211133

Un caso muy importante es aquel en que la matriz dada,
ademas de ser simétrica, tiene todos sus elementos diagonales
diferentes de 0. Este caso es, por ejemplo, el de las matrices
definidas positivas, que tienen todos sus elementos diagonales
positivos. En ese caso, los elementos diagonales pueden ser
almacenados en un vector AD, lleno, y sblo los elementos del

tridngulo superior son representados en formato ralo:
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IB=12333

JB = 4 4 R(S)FO (7)
BN =11

BD =21 33

Esta representacibén es muy densa y conveniente.

3. Algoritmos para matrices ralas

En el resto de esta publicacidén vamos a examinar algunos
de los algoritmos que se usan para realizar las operaciones
del algebra matricial con matrices almacenadas en formato ralo
por filas. En el texto, usaremos directamente los simbolos del
Fortran a fin de evitar la introduccidén innecesaria de simbo-
los algebraicos, y daremos ejemplos de programas en Fortran al
final de cada Seccidn. Usaremos también las convenciones usua-
les para los tipos de variable INTEGER y REAL. Al escribir los
programas hubo que adoptar una decisidén importante: se ha
sacrificado la claridad en favor de la eficiencia y compatibi-
lidad. Los programas de matrices ralas son inevitablemente
dificiles de entender, pues los algoritmos de matrices ralas
son complicados. Se han hecho todos los esfuerzos posibles
para escribir los programas de la manera mas simple posible,
excepto cuando ello iba en detrimento de 1la calidad. Los
siguientes dos ejemplos pueden ser Utiles para ilustrar este

punto. Primero, consideremos el siguiente ciclo DO:
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DO o K=TA(I),IA(I+1)-1

a CONTINUE

El significado de 1la instruccidén DO es muy claro: el ciclo
debe ser ejecutado para valores de K en el rango IA(I) hasta
IA(I+1)-1 en incrementos de una unidad. Si TA(I+1)-1<IA(I1),
una situacidén que se presenta cuando la fila I de la matriz
estd vacia, el ciclo no debe ser ejecutado en absoluto. Sin
embargo, muchos compiladores rechazarian la instruccidén DO, o
ejecutarian el ciclo una vez ain si IA(I+1)-1<IA(I). Ambas
dificultades se evitan y el programa se hace compatible con la

mayoria de las instalaciones si lo escribimos:

IAA IA(I)

IA(I+1)-1

IAB
IF(IAB.LT.IAA) GO TO 8
DO o K = IAA,IAB

« CONTINUE

B

El segundo ejemplo es la optimizacidn de los ciclos DO que
llevan a cabo algunos compiladores modernos, sacando fuera del
ciclo cualquier calculo que sea independiente del parametro

del ciclo. El programador puede escribir expresiones completas
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dentro del ciclo, aln si las expresiones son en parte o total-
mente independientes del parametro. El programa que resulta se
parece a las férmulas mateméticas y es fadcil de comprender,
pero no operaria con eficiencia en sistemas que no posean la
facilidad de optimizacidén. Por esa razdn, en nuestros ejemplos
usamos ciclos DO que ya estan optimizados. Son un poco mas
dificiles de comprender, pero operan eficientemente en cual-
quier sistema.

Para evitar confusiones, se ha evitado el empleo de tar-
jetas de comentario dentro de los listados, y todos los comen-
tarios se hacen por separado, con la ventaja adicional que asi
no estin restringidos al empleo de los simbolos Fortran. Los
programas ejemplo dados en las secciones siguientes son, por
lo tanto:

- Eficientes en cualquier instalacidn.

- Compatibles con la mayoria de las instalaciones existentes.
- Dificiles de entender en algunos casos.

Los ejemplos pueden ser usados directamente en programas pro-
fesionales como secciones de programa o como subrutinas indi-
viduales. También existen otras publicaciones con programas de
matrices ralas (15), y excelentes trabajos en que se describen

las caracteristicas que deben reunir tales programas (16, 17).
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4. Producto de una matriz rala general por un vector lleno

La primera operacidn matricial que vamos a examinar es el
producto de una matriz rala general IA, JA, AN en R(C)FD por
un vector lleno almacenado en un vector B. El resultado es
otro vector lleno que deberad ser almacenado en el vector C.
Sea N el nimero de filas de la matriz. Puesto que los elemen-
tos de B pueden ser accedidos al azar, el orden en el cual se
realizan los productos internos queda determinado simplemente
por el orden arbitrario en que estan almacenados los elementos
de la matriz. Por lo tanto, para cada fila I de la matriz,
usamos IA para obtener el puntero inicial IAA y el puntero
final IAB a las posiciones de JA y AN donde se describe 1la
fila I. Después, para calcular el producto interno de 1la
fila I por el vector B, simplemente recorremos JA y AN
desde IAA hasta IAB: cada valor almacenado en JA es un indice
de columna que usamos para encontrar en el vector B el elemen-
to que dede ser multiplicado por el correspondiente valor de
AN. El resultado de cada multiplicacidén se acumula en C(I). El

algoritmo se presenta completo en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1. Producto de una matriz rala general por un
vector lleno.
Datos: IA, JA, AN matriz dada en R(C)FD.
B vector lleno dado.

N cantidad de filas de la matriz y de elementos de C.
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Resultados:  vector resultado.

DO 10 I=1,N
U=0.
IAA=TA(I)
IAB=TA(I+1)-1
IF(IAB.LT.IAA)GO TO 10
DO 20 K=IAA,IAB

20 U=U+AN(K)*B (JA(K))

10 C(I)=U

ool N e NV, BN Y UL S

La finalidad de la instruccidén en la linea 5 es detectar filas
vacias en la matriz. En la linea 6,K es el puntero para JA y
AN, y JA(K) en la linea 7 es el indice de columna correspon-
diente al elemento AN(K). La variable U se usa para acumular
los productos en la linea 7 en vez de C(I) porque algunos
compiladores Fortran generan instruccioners de mAquina més
eficientes cuando se usan variables no subindicadas. Ademés,
de esta manera se puede declarar U de doble precisibén para
obtener una mayor exactitud en la acumulacidn en la linea 7, y

después redondear el resultado final en la linea 8.

5. Producto de una matriz rala simétrica por un vector lleno

En esta seccidén vamos a examinar el producto de una ma-
triz rala simétrica IA, JA, AN, AD dada en R(S)FD, por un
vector lleno B. Este algoritmo es muy similar al descripto en
la seccidn anterior, excepto que, ahora, cada valor almacenado
en AN describe dos elementos simétricos de la matriz, los que

deben ser multiplicados por diferentes elementos del vector B.
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Como consecuencia, la acumulacién debe ser hecha directamente

en el vector C. El algoritmo se presenta en el ejemplo 2.

Ejemplo 2. Producto de una matriz rala simétrica por un
vector lleno.
Datos: IA,JA,AN,AD matriz dada en R(S)FD.
B vector lleno dado.
N cantidad de filas de la matriz y del vector C.
Resultados: C vector resultado.

DO 10 I=1,N
Z=B(1)
U=AD(I)*Z
IAA=TA(I)
IAB=IA(I+1)-1
IF(IAB.LT.IAA)GO TO 10
DO 20 K=IAA,IAB
J=JA(K)
U=U+AN(K) *B (J)
20 C(J)=C(J)+AN(K)*Z
10 c(1)=U

—OWVNTUVEWN -

—

En las lineas 9 y 10,AN(K) es tanto el valor del elemento de
la fila I, columna J, como del elemento de la fila J, columna
I de la matriz. Por lo tanto, AN(K) debe ser multiplicado por
B(J) y por B(I), y los resultados acumulados en C(I) y C(J),
respectivamente. Notar también que J en la linea 8 es siempre
mayor que I, lo que significa que cuando se realiza la acumu-
lacién en la linea 10, C(J) ya ha sido inicializado en 1la

linea 11 durante alguna ejecucidn anterior del ciclo DO.
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6. Trasposicion_de una_ matriz rala y ordenamiento de una

representacibén rala.

Existe un algoritmo simple que transforma una representa-
cion por filas de una matriz en otra representacién por colum-
nas de la misma matriz, o viceversa (18). Puesto que una re-
presentacion por columnas de la matriz es una representacidn
por filas de la matriz traspuesta, el algoritmo efectivamente
traspone la matriz. Una propiedad adicional del algoritmo es
que la representacidén resultante estad ordenada. Por lo tanto,
si el algoritmo se usa para trasponer dos veces una matriz que
estaba dada originalmente en una representacidén desordenada,
resulta una representacidn ordenada de la misma matriz. Notar
que cuando la matriz es simétrica, se puede ordenar la repre-
sentacién trasponiéndola una sola vez.

Sea IA, JA, AN cierta representacidén rala de una matriz
con N filas y M columnas. Queremos obtener IAT, JAT, ANT, la
representacién rala de la matriz traspuesta. Un intento de
buscar los elementos de cada columna de la matriz llevaria a
una inspeccidn muy ineficiente de IA y JA. En vez de ello,
definimos M listas de enteros, inicialmente vacias, cada una
con un puntero que sefiala el primer lugar vacio, inicialmente
el primer 1lujpar. También se definen M listas de nlmeros rea-
les, en correspondencia con los nimeros de enteros y asociadas
con los mismos punteros. A continuacidén recorremos todos los

no-ceros de la matriz. Por cada no-cero I, J, afiadimos I a 1la
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lista J de enteros y el valor del no-cero a la lista J de
numeros reales, e incrementamos el puntero correspondiente. El

ejemplo que sigue sirve para ilustrar el procedimiento.

Ejemplo 3. Trasposicién simbdlica de una matriz rala.
Consideremos la siguiente matriz rala, donde hemos omitido los
valores numéricos de los no-ceros para mayor simplicidad, y

hemos numerado las filas y las columnas:

123456
10 0 X 0 X X
2K 00XO00O0
3100 XX00
41X 0XX 00
5|10 X 00X X

Esta matriz se puede describir en R(C)FD como sigue:

IA=1468 11 14
JA=563,41,34,431,265
fila 1 2 3 4 5

Para mayor claridad, hemos indicado a qué fila de la matriz
corresponde cada grupo de indices de columna almacenados en
JA, separando ademas los grupos con comas. También hemos omi-
tido el vector AN. Ahora, como la matriz tiene 6 columnas,
definimos 6 listas, inicialmente vacias. Enseguida recorremos
la fila 1, que contiene los indices de columna 5, 6 y 3, y

afiadimos 1 a las listas 5, 6 y 3:
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1

1
1

AN P WN

Enseguida, recorremos la fila 2, y afiadimos 2 a las listas 4

y 1:

N

VP W
N

Cuando todas ‘as filas han sido procesadas, tenemos:

N L N
LW w
£~

o sea, escribiendo las listas una a continuacidén de la otra:
JAT =24 ,5,134,234,15,15
que, dejando de lado por ahora IAT y ANT, es una representa-
cidén por columnas de la matriz dada, o una R(C)FO de la matriz
traspuesta. IAT se obtiene simplemente contando los elementos
en cada lista, y ANT, si es necesario, puede también obtenerse
sin mas que afiadir el valor numérico de cada no-cero, almace-
nado en AN, a las listas de nimeros reales, enseguida que cada
entero ha sido afiadido a las listas de enteros.
En la préctica las listas se definen directamente en los
vectores JAT y ANT, y los punteros que sefialan el primer pues-
to libre en cada lista se almacenan en IAT. De esa manera se

minimiza el mcvimiento de informacidn dentro de la memoria de
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la computadora. El algoritmo completo se presenta y se discute

en detalle en el ejemplo 4.

Ejemplo 4. Trasposicidén de una matriz
Datos: IA, JA, AN matriz dada en R(C)FD.

N cantidad de filas de la matriz.

M cantidad de columnas de la matriz.

Resultados: IAT, JAT,ANT matriz traspuesta

1. MH=M+1

2. NH=N+1

3. DO 10 I=2,MH

4. 10 IAT(I)=0

5. IAB=IA(NH)-1

6. DO 20 I=1,IAB

7. J=JA(I)+2

8. IF(J.LE.MH) IAT(J)=IAT(J)+1
9. 20 CONTINUE

10. IAT(1)=1
11. IAT(2)=1

12. IF(M.EQ.1)GO TO 40

13. DO 30 1=3,MH
14. 30 IAT(I)=IAT(I)+IAT(I-1)
15. 40 DO 60 I=1,N

16. IAA=TIA(I)
17. IAB=IA(I+1)-1
18. IF(IAB.LT.IAA)GO TO 60
19. DO 50 JP=IAA,IAB
20. J=JA(JP)+1
21. K=IAT(J)

22. JAT(K)=1
23. ANT (K)=AN(JP)

24, 50 IAT(J)=K+1
25. 60 CONTINUE

Este algoritmo traspone una matriz de NxM.,

rala general.

en R(C)FO.

Para ello se defi-

nen M listas en cada uno de los vectores JAT y ANT. En el

vector IAT se inscriben los punteros para las listas, de la

manera que se explica a continuacidén. Primero se cuenta la

cantidad de elementos que van a ser inscriptos en cada lista,



-20-

en las lineas 6 a 9: ensegiuida después que la linea 9 ha sido
procesada, IAT(J) contiene la cantidad de elementos en la
columna J-2 de la matriz, para J en el rango 3 hasta M+l. Los
punteros mismos son construidos en las lineas 13 y 14: cuando
la linea 14 ha sido procesada, IAT(I) sefiala la posicidn en
JAT y ANT donde empieza la lista I-1, para I-1 en el rango 1 a
M. De esta manera, al afladir los elementos en la lista I-1 e
incrementar su puntero IAT(I), éste se transforma automltica-
mente en el puntero para el primer lugar libre de la lista I,
que sigue a continuacidon de la lista I-1 en los vectores JAT y
ANT. Este resultado, que estd de acuerdo con la definicibn de
los punteros para representaciones ralas dada en la Seccidn 2,
se consigue de esta manera con un minimo de esfuerzo computa-
cional.

El ciclo DO 60 recorre cada fila de la matriz y afiade
elementos a las listas defianidas en los vectores JAT y ANT. En
la linea 20, se ubica un no-cero en la fila I, columna J-1 de
la matriz. En la fila 21, K seflala la posicién en JAT y ANT
donde se encuentra el primer lugar disponible de la lista J-1.
En las lineas 22 y 23, el indice de fila I y el valor AN(JP)
del no-cero son afladidos a las listas JAT y ANT, respectiva-
mente, y en la linea 24 el puntero IAT(J) es aumentado.

Cuando el algoritmo del ejemplo 4 se aplica dos veces
sucesivamente, se vuelve a obtener una representacidédn de 1la
misma matriz, pero esta vez la representacidén queda ordenada.

Las representaciones ordenadas son necesarias para algunas
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aplicaciones, la mas importante de las cuales es la elimina-
ci6én de Gauss. Es importante notar que para ordenar una lista
de n nlmeros se requieren n(n-1)/2 comparaciones, pues cada
nimero debe ser comparado con cada uno de los que le siguen en
la lista. Aqui, en cambio, el orden se consigue con sblo
k1N+kgoM+k3Z operaciones elementales, donde ki, k) vy
k3 son nlmeros pequefios y Z es la cantidad total de no-ce
ros. La complejidad asintdtica del algoritmo de ordenamiento
para matrices ralas es, por lo tanto, lineal.

En algunos casos, se requiere trasponer u ordenar sblo la
estructura IA, JA de una matriz rala. Para ese fin se puede
utilizar el mismo algoritmo del ejemplo 4, excepto que la
instruccidén en la linea 23 debe ser omitida, y el ejemplo se

transforma en un algoritmo para la trasposicidn simbbdblica de

una matriz rala general. Dos ejemplos importantes en que es
necesario trasponer u ordenar simbdlicamente una matriz rala
son: la eliminacidén de Gauss (o la factorizacidén triangular) y
la conectividad de una red de Elementos Finitos. Ambos ejem-
plos seran discutidos cuidadosamente en las secciones siguien-
tes. Por ahora baste decir que la matriz de conectividad es
una matriz booleana, cuyos elementos valen 0 6 1. En formato
ralo, como todos los no-ceros son iguales a 1, no se los alma-
cena. En consecuencia, la matriz queda completamente descrita
por su estructura. Para la eliminacién de Gauss se requiere
una representacion ordenada. Sin embargo, como la eliminacién

de Gauss se hace primero simbdélicamente y después numéricamen-
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te, y como la eliminacidén simbblica puede hacerse sobre una
estructura desordenada, el procedimiento usual es como sigue:
hacer la eliminacidén de Gauss simbdlica sobre una estructura
desordenada, trasponer la estructura desordenada resultante
dos veces para ordenarla, y hacer la eliminacidén numérica
sobre la estructura ordenada. La trasposicién que requiere
este procedimiento es sb6lo simbblica.

Las mismas ideas y métodos descritos en esta seccidn
pueden ser usadas para permutar filas y columnas de una matriz

rala (18).

7. Suma y resta de matrices ralas

En esta seccidn examinaremos el siguiente problema, dadas
dos o méas matrices ralas, calcular su suma. Puesto que la
resta de una matriz es equivalente a la suma con los signos de
los no-ceros cambiados, nos referimos a la sustraccidén como
suma. La suma de matrices ralas se realiza por medio de.dos
algoritmos: un algoritmo simbdlico, que determina la estructu-
ra de la matriz resultante, y un algoritmo numérico, que de-
termina los valores de los no-ceros, sacando ventaja del cono-
cimiento previo de sus posiciones en la matriz. Es posible
realizar la suma completa en un solo paso, pero se gana poco

haciéndolo de esa manera. Por otra parte, al dividir el proce-
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dimiento de suma en dos partes se introduce un grado de liber-
tad adicional en el programa, el que puede resultar muy conve-
niente, por ejemplo para célculos iterativos en que las es-
tructuras son fijas pero los valores numéricos cambian en cada
iteracién, o también cuando se necesita una representacidn
ordenada y se la puede obtener ordenando la estructura sola
antes de agregarle los valores numéricos. Es interesante notar
que el resultado del algoritmo simbdlico ser&d una estructura
desordenada ain cuando las estructuras de todos los sumandos
estén ordenadas. Por otro lado, el algoritmo numérico requiere
la estructura como dato de entrada y no la modifica.

Ahora vamos a introducir dos técnicas comunes, que se
emplean muy comunmente en la computacidén con matrices ralas,
pero que se pueden explicar mejor en coneccién con la opera-

ciéon de suma: la técnica de llave miltiple y el vector

expandido para reunir dos o mé&s conjuntos de numeros reales.
Ambas técnicas seran descriptas con la ayuda del ejemplo si-

guiente.

Ejemplo 5. Suma de matrices ralas.
Consideremos la siguiente suma de dos matrices A y B, cuyo re-

sultado es la matriz C:

0020-10 1 0-1'0 0 5 1 010-135
4 03370 0000-20 4 03350
=20000-1| + 460200l =126020-1
010100 0-1 1000 001100
Las matrices A y B se dan en R(C)FO como sigue:



-24-

JA=53,4315,16, 42
AN =-1 2 , 3347 ,-2-1 , 11
fila 1 2 3 4
JB=163,5,64621,23
BN =151 ,-2 , 264 ,-11
fila 1 2 3 4

donde, por simplicidad, hemos omitido los punteros de fila TA
e IB, pero hemos indicado el indice de fila que corresponde a
cada grupo de no-ceros, en forma explicita. Como la matriz C
tiene 6 columnas, definimos el vector de llave multiple IX
como un vector entero de 6 posiciones, y lo inicializamos a 0:
IX=000000
Para obtener la matriz C, vamos a construir primeramente JC
reuniendo JA y JB fila por fila. Para la primera fila, esto
significa reunir las listas 5 3 y 1 6 3. Estos nimeros son
afladidos secuencialmente a la lista JC. Cuando el 5 es afiadi-
do en JC, también almacenamos el indice de fila 1 en IX(5).
Luego afiadimos 3 a JC y almacenamos 1 en IX(3). Para evitar 1la
repeticién de elementos en JC, antes de afiadir cada elemento
comprobamos si el valor 1 esta almacenado en la posicibén co-
rrespondiente de IX. Por ejemplo, antes de inscribir el Gltimo
nimero 3 en JC comprobamos que IX(3) es ya igual a 1, lo que
significa que el 3 ya ha sido incluido en JC, y de esa manera
evitamos incluirlo por segunda vez. Cuando la fila 1 ha sido
procesada, tenemos:
5316
IX=101011

JC

Construir IC es facil con la ayuda de un puntero que seflala el

primer 1lugar 1libre de JC. Por ejemplo, en este caso
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IC(1)=1,1C(2)=5. Continuando con el proceso, ahora debemos
reunir las segundas filas, que son 4 3 1 5 y 5. Como ahora el
indice de fila es 2, almacenaremos 2 en IX y usaremos 2 como
llave para decidir si un indice de columna ha sido anotado ya
en JC o nd. De esta manera se hace claro el efecto de la téc-
nica de llave miltiple: se evita la reinicializacibén de IX a O
después de procesar cada fila, pues justo antes de procesar
una fila i, en IX sblo hay nlmeros menores que i, los que no
van a interferir con el uso de i como llave para la fila i.
Por ejemplo, despdés de procesar la fila 2 tenemos:
JC=5316, 43152
IX - 202221

e IX esta listo para iniciar el proceso de la fila 3. Es atil
seflalar aqul, que hay una manera para reinicializar IX econb-
micamente a 0 después le procesar cada fila, donde "econdmica-
mente' significa que el nlmero de operaciones necesario es
proporcional a la cantidad de no-ceros y no a la cantidad de
elementos en la fila. %1lo se logra usado la informacién alma-
cenada en JC. Por ejemplo, cuando JC=5 3 1 6, reinicializamos
s6lo los lugares IX(5), IX(3), IX(1) e IX(6). Este procedi-
miento alternativo puede convenir para ahorrar memoria de
computadora en aquellos casos en que IX puede ser almacenado
en menos espacio declarandolo LOGICAL*1l, o usando simplemente
un vector de bits, cada uno de los cuales puede almacenar sblo
0 o1, y entonces IX deBe ser inevitablemente reinicializado a

0 después de procesar cada fila.
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Ahora debemos construir CN, el vector que contiene los
valores numéricos de los no-ceros de C. Esta es la parte
numérica del algoritmo. Para hacerlo, usaremos un vector X en
el cual vamos a reunir los valores de los no-ceros de cada
fila, almacenados en AN y BN. Empezando por la fila 1, usamos
primeramente JC para cargar ceros en las posiciones 5, 3, 1 y
6 de X. Después usamos JA=5 3 para almacenar los valores -1 y
2 de AN en las posiciones 5 y 3, respectivamente, de X. A
continuacién usamos JB y BN para acumular los valores 1, 5
y -1 en las posiciones 1,6 y 3 de X, respectivamente. Final-
mente, usamos JC de nuevo para extraer de las posiciones
5, 3, 1 y 6 de X los valores finales de los no-ceros a ser
almacenados en CN. Las filas restantes se procesan exactamente
de la misma manera. Es interesante notar que resulta
C4,2=0. Sin embargo, como 1la parte simbblica del algo-
ritmo no tiene conocimiento de los valores numéricos de 1los
elementos, el elemento C4 2 serd tratado como un no-cero
y su valor nulo sera incluido en CN. La cancelacidén exacta de
un elemento es algo que ocurre rara vez, y la presencia de
unos pocos ceros en CN no produce ningin problema. En algunos
casos especiales, sin embargo, la cancelacidn puede ser fre-
cuente, por ejemplo para matrices que tienen todos sus elemen-
tos iguales a 1 o a -1. En tales casos puede ser conveniente
generar JC y CN al mismo tiempo, fila por fila, y reprocesar-
los inmediatamente para eliminar cualquier cero que pueda

haber aparecido.
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Las mismas ideas que acabamos de describir pueden ser
extendidas facilmente para sumar més de dos matrices. También
es facil sumar matrices que tengan diferentes niimeros de filas
y de columnas. Ahora procederemos a la descripcidén del algo-

ritmo simbbélico y del numérico.

Ejemplo 6. Algoritmo para la suma simbdlica de dos

matrices ralas con N filas y M columnas.
Datos: IA, JA estructura de la primera matriz en R(C)FD.

IB, JB estructura de la segunda matriz en R(C)FD.

N cantidad de filas de las matrices.

M cantidad de columnas de las matrices.
Resultados: 1IC, JC estructura de 1la matriz resultado en

R(C)FD.

Vector auxiliar: IX 1llave mhltiple.

IP=1
DO 10 1=1,M

10 IX (I)=0
DO 50 1=1,N
IC(I)=1P
IAA=TA(T)
IAB=IA(I+1)-1
IF(IAB.LT.IAA)GO TO 30
DO 20 _P=IAA,IAB

10. J=JA(JI)

11. JC(IP)=J

12. IP=IP+]

13. 20 IX(J)=1

14. 30 IBA=IB(I)

Voo~NOUnBWN -

15. IBB=IB(I+1)-1

16. IF(IBB.LT.IBA)GO TO 50
17. DO 40 JP=IBA,IBB

18. J=JB(JF)

19. IF(IX(J).FQ.I)GO TO 40
20. JC(IP)=J

21. IP=IP+1

22. 40 CONTINUE
23. 50 CONTINUE
24, IC(N+1)=1IP
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El puntero que recorre JC es IP, que se inicializa al valor 1
en la linea 1 y es incrementado cada vez que un elemento es
afiadido a la lista JC, en las lineas 12 y 21. También se usa
IP para construir el vector de punteros IC en las lineas 5 y
24. E1 vector de llave mialtiple IX se inicializa con el valor
O en las lineas 2 y 3. I, que se define en la linea 4, identi-
ficada cada fila. El ciclo DO 20 recorre la fila I de la pri-
mera matriz dato. Los indices de columna son almacenados en JC
en la linea 11 y el indice de fila I es almacenado en IX en 1la
linea 13. El ciclo DO 40 recorre la fila I de la segunda ma-
triz dato. Para cada 1indice de columna J, definido en 1la
linea 18, se hace una comprobacién de la llave miltiple en la
linea 19: si el valor de IX(J) es I, entonces J ya ha sido
afltadido a la lista JC y no debe ser afladido nuevamente. De lo
contrario, J es afiadido a la lista JC en la linea 20. El lec-
tor podria esperar que la instruccién IX(J)=I deberia aparecer
entre las lineas 21 y 22 con el fin de registrar el hecho que
el indice de columna J ha sido afladido a JC. Sin embargo, no
es necesario registrar este hecho puesto que, durante el pro-
cesamiento del resto de la fila I, no se volveréd a encontrar
el nmismo valor de J: no hay indices de columna repetidos en la

representacidén de la fila I en el vector JB.

Ejemplo 7. Algoritmo para la suma numérica de dos matri-

ces ralas con N filas.
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Datos: IA, JA, AN primera matriz dada en R(C)FD.
IB, JB, BN segunda matriz dada en R(C)FD.
IC, JC estructura de la matriz resultado en R(C)FD.
N cantidad de filas de las matrices.
Resultado: CN valores numéricos de los no-ceros de la matriz
resultado.
Vector auxiliar: X reunidn expandida de no-ceros.

DO 70 I=1,N
IH=I+1
ICA=IC(I)
ICB=IC(IH)-1
IF(ICB.LT.ICA)GO TO 70
DO 10 IP=ICA,ICB
10 X(JC(IP))=0.
IAA=TA(I)
IAB=IA(IH)-1
10. IF(IAB.LT.IAA)GO TO 30
11. DO 20 IP=IAA,IAB
12. 20 X (JA(IP))=AN(IP)
13. 30 IBA=IB(I)

O O~NAUL W N

14. IBB=IB(IH)-1

15. IF(IBB.LT.IBA)GO TO 50
16. DO 40 IP=IBA,IBB

17. J=JB(IP)

18. 40 X(J)=X(J)+BN(IP)

19. 50 DO 60 IP=ICA,ICB

20. 60 CN(IP)=X(JC(IP))

21. 70 CONTINUE
Este algoritmo usa el vector expandido X para reunir los
no-ceros de cada fila de las matrices dadas, tal como se ha
explicado en el ejemplo 5. En las lineas 6 y 7 se cargan ceros
en aquellas posiciones de X que corresponden a los no-ceros de
la fila I de la matriz resultado. En las lineas 11 y 12, los
no-ceros de la fila I de la primera matriz sumando, si hay

alguno, se cargan en X. En la linea 18, los no-ceros de la

fila I de la segunda matriz se acumulan en X. Finalmente, los



-30-

no-ceros resultantes se cargan en CN en la linea 20. Notar que
este algoritmo aprovecha el conocimiento previo de las posi-
ciones donde habrad no-ceros, dado por IC, JC, para realizar
operaciones sblo con los no-ceros. Notar también que este
algoritmo conserva el orden en que se da JC, y construye CN en
correspondencia con este orden. En consecuencia, si IC, JC se
déd en R(C)FO, lo que se puede conseguir usando dos veces el
algoritmo para trasposicidén simbbélica del ejemplo 3 después
del algoritmo para suma simbdlica del ejemplo 6, el resultado

de la suma numérica de este ejemplo quedard también en R(C)FO.

8. Multiplicacidén de matrices ralas

En esta seccidén vamos a examinar los algoritmos que se
usan para calcular el producto de dos matrices ralas. Dadas
las matrices: A de px q y Bde q x r, la matriz producto C de

P X r estd dada por:

Cik = E Aij Bjk para ii%,...,p (1)
3=1 =l,...,r

Esta fbérmula da el elemento Cjix como el producto interno

de la fila i de A por la columna k de B. Las columnas de B,
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sin embargo, no se pueden obtener directamenbte cuando B esta
dado en formeto ralo por filas. Una solucidén posible a este
problema es trasponer B, usando el algoritmo de trasposicidn

descripto en la seccidén 6. Entonces, la ecuacidén (1) queda:

q
< T
Cik = = Ai5 By (2)

que requiere sblo filas tanto de A como de BT. Aqui vamos a
describir un método més eficiente y elegante, que no requiere
la trasposicibén de B y que acepta que tanto A como B estén
dadas en formato ralo por filas (19). La idea basica del méto-
do es cambiar el orden en que se realizan los productos en la
ecuacion (1): para i y j fijos, se forman los productos del
elemento Ajj por todos los elementos Bjk de la fila j
de B, y los resultados parciales se acumulan enllas posiciones
k del vector expandido X. Cuando todos los elementos de 1la
fila i de A han sido procesados de esta manera, X contiene 1la
fila i de C completa. En el ejemplo 8 se ilustra este concepto
de una manera simple. El algoritmo simbdlico se da en el ejem-
plo 9, y el algoritmo numérico en el ejemplo 10. El1 procesa-
miento simbdlico y el numérico se pueden llevar a cabo juntos,
pero no se gana mucho al hacerlo. La estructura generada por
el algoritmo simbdlico queda desordenada, y se puede ordenar
usando dos veces el algoritmo de trasposicidén simbdlica.

Cuando se hace la multiplicacidén numérica, se da la estructura
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como dato y el resultado sale con el mismo orden que la es-
tructura: o sea que, si esti ordenada, el resultado final
quedara también ordenado. Los algoritmos emplean la técnica de
llave miltiple y el vector expandido para reunidn de no-ceros,

ya descriptos en la seccibn 7.

Ejemplo 8. Producto de dos matrices almacenadas por fi-

las.
Consideremos el siguiente producto matricial:
411 212 b11 P12 €11 €12
451 a3 by byo €21 €22
Tenemos:

c11 = a1 by1 + a12 by
c12 = a1] by + a2 by)

c21 = a1 byl + a2 by

c22 = a2] bj2 + a22 bao

En lugar de formar los productos en este orden, los calculamos

en el orden que sigue:

Xx] <« a1l b1
x2 <+ aj] bi2
X] + x1 + aj2 bpy
x2 <« x2 + aj2 bao
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€11 * X1

C12 * X2

x] <+ a1 byi

x2 +« ap] bz

x] +« x1 + app by
X2 ¢ x2 + apy by
€21 * X1

€22 © X2

Notar que cada elemento de la primera matriz se multiplica
secuencialmente por todos los elementos de una fila de 1la
segunda matriz, los que son muy faciles de encontrar cuando

la segunda matriz estd dada en un formato por filas.

Ejemplo 9. Algoritmo para la multiplicacidén simbblica de
dos matrices ralas en NPxNQ y NQxNR, dadas en formato ralo por
filas.

Datos: IA, JA estructura de la primera matriz en R(C)FD.
IB, JB estructura de la segunda matriz en R(C)FD.
NP cantidad de filas de la primera matriz.
NQ cantidad de columnas de la primera matriz y de filas
de la segunda matriz.
NP cantidad de columnas de la segunda matriz.
Resultados: IC,JC estructura de la matriz resultado en R(C)FD.

Vector Auxiliar: IX de dimensidén NR, llave mialtiple.
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1. IP=1

2. DO 10 I=1,NR

3. 10 IX(1)=0

4. DO 40 I=1,NP

5. IC(I)=IP

6. IAA=TA(I)

7. IAB=TIA(I+1)-1

8. IF(IAB.LT.IAA)GO TO 40
9. DO 30 JP=IAA,IAB

10. J=JA(JP)

11. IBA=IB(J)

12. IBB=IB(J+1)-1

13. IF(IBB.LT.IBA)GO TO 30
14. DO 20 KP=IBA,IBB

15. K=JB (KP)

16. IF(IX(K) .EQ.I)GO TO 20
17. JC(IP)=K
18. IP=IP+1
19. IX(K)=I

20. 20 CONTINUE

21. 30 CONTINUE

22. 40 CONTINUE

23. IC(NP+1)=IP

En este algoritmo, IP es el puntero que seflala el primer
puesto libre en el vector JC. IP se inicializa en la linea 1,
y es incrementado en la linea 18, cada vez que se afiade un
nuevo elemento a la lista JC. IP se usa también para construir
el vector IC en las lineas 5 y 23. El vector de llave miltiple
IX se carga con ceros en las lineas 2 y 3. El ciclo DO 40
recorre las NP filas de la primera matriz dato. El1 ciclo
DO 30, en la linea 9, recorre los no-ceros de la fila I, cuyos
indices de columna J son definidos en la linea 10. Para cada
uno de ellos, el ciclo DO 20 de la linea 14 recorre todos los
no-ceros de la fila J de la segunda matriz dato, cuyos indices

de columna K se definen en la linea 15. En la linea 16, se

comprueba el estado de la llave miltiple IX para determinar si
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el elemento K ha sido cargado ya o nd. Si no lo fue, K es
afiadido a JC en la linea 17 y este hecho se registra en IX en

la linea 19.

Ejemplo 10. Algoritmo para la multiplicacidén numérica de

dos matrices ralas dadas en formato ralo por filas.
Datos: IA,JA,AN primera matriz dato en R(C)FD.

IB,JB,BN segunda matriz dato en R(C)FD.

IC,JC estructura de la matriz resultado en R(C)FD.

NP cantidad de filas de la primera matriz dato y de 1la

matriz resultado.
Resultado: CN valores numéricos de los no-ceros de la matriz
resultado.

Vector auxiliar: X para reunidén expandida de no-ceros.

DO 50 I=1,NP
ICA=IC(I)
ICB=IC(I+1)-1
IF(ICB.LT.ICA)GO TO 50
DO 10 J=ICA,ICB

10 X(JC(J))=0.
IAA=IA(I)
IAB=TA(I+1)-1
DO 30 JP=IAA,IAB
J=JA(JP)
A=AN(JP)
IBA=IB(J)
IBB=IB(J+1)-1
IF(IBB.LT.IBA)GO TO 30
DO 20 KP=IBA,IBB
K=JB (KP)

20 X (K)=X(K)+A*BN (KP)

30 CONTINUE
DO 40 J=ICA,ICB

40 CN(J)=X(JC(J))

50 CONTINUE
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En este ejemplo I identifica una fila de la primera matriz
dato y de la matriz resultado. Para cada fila I, en las lineas
5 y 6 se cargan ceros en aquellas posiciones del vector expan-
dido X que corresponden a no-ceros en la matriz resultado.
Notar que el programa alcanza la linea 9 sblo cuando la fila I
de la matriz resultado no estéd vacia, lo que a su vez signifi-
ca que la fila I de la primera matriz no estéd vacia, de manera
que IAB2IAA en este caso, y la instruccién IF(IAB.LT.IAA)GO TO
o precediendo a la linea 9 no es necesaria en este caso. El
ciclo DO 30 recorre los no-ceros de la fila I de la primera
matriz. El valor del elemento I,J se almacena en la variable
no subindicaéa A en la linea 11. Luego, el ciclo DO 20 recorre
los no-ceros de la fila J de la segunda matriz, calculando
para cada elemento J,K el producto parcial tal como se descri-
bié al principio de esta seccidédn, y acumula el resultado en
X(K). Cuando el ciclo DO 30 se completa, el vector X contiene
la versid6n expandida de la fila I de la matriz resultado, la
que se carga en CN en las lineas 19 y 20.

Este algoritmo no cambia el ordenamiento de JC. En conse
cuencia, si IC,JC se dan en R(C)FO como resultado de usar dos
veces el algoritmo para trasposicidén simbbdlica del ejemplo 3
después del algoritmo de multiplicacién simbdlica del ejemplo
9, el resultado de la multiplicacidén numérica quedara también

en R(C)FO. El orden es mantenido.
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9. Matriz de conectividad de red y matriz de ensamblaje nodal

Existen importantes métodos numéricos, tales como el
método de Elementos Finitos (20) y el de Elementos de Borde
(21), usados para la resolucidén de ecuaciones diferenciales en
dominios dados, que requieren que el dominio de interés o su
frontera sean aproximados por una red de elementos. Los ele-
mentos y nodos de la red se numeran arbitrariamente, y la red
se describe dando el conjunto de coordenadas de todos los
nodos con referencia a algiin sistema de coordenadas, y la
lista de los nUmeros de los nodos que pertenecen a cada ele-
mento. Para cada elemento, los niimeros nodales deben ser dados
en un cierto orden convencional. Por ejemplo, para elementos
bidimensionales se puede adoptar el orden que resulta de reco-
rrerlos en sentido antihorario. El conjunto de nimeros nodales
asociados con los elementos puede ser interpretado como una

matriz rala E llamada la matriz de conectividad de la red, que

es una matriz booleana. Se puede definir otra importante ma-
triz booleana como la lista de los nimeros de los elementos
que comparten cada uno de los nodos de la red. Vamos a demos-
trar que esta matriz es ET, la traspuesta de E. Ambas matri-
ces, siendo booleanas, quedan definidas sdlo por sus estructu-
ras, IE, JE para E o bien IET, JET para ET.

Los métodos de elementos requieren el ensamblaje y la
resolucidén de un sistema de ecuaciones lineales. Para proble-

mas escalares, hay una sola incégnita asociada con cada nodo,
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y el sistema tiene tantas ecuaciones como nodos hay en la red.

La matriz A del sistema es la matriz de ensamblaje nodal o

matriz de ''rigidez'". La matriz A se calcula como una suma de

matrices de elemento y tiene la siguiente propiedad: un ele-

mento Ajj de la matriz A es diferente de cero si y sb6lo si
los nodos 1 y j pertenecen al mismo elemento (decimos que los

nodos i y j estén conectados). Como un nodo i estd conectado

con sb6lo unos pocos nodos de la red, la fila i de A tendra
s6lo unos pocos no-ceros y, aun més importanre, la cantidad de
no-ceros en la fila i serd independiente del tamafio de la red.
La matriz de ensamblaje nodal A es, por lo tanto, rala, y la
cantidad total de no-ceros es proporcional a la cantidad de
nodos en la red.

En algunos casos, los valores de las incdgnitas asociadas
con algunos nodos de la red pueden ser conocidos. Este es el
caso para nodos que pertenecen a fronteras o porciones de una
frontera donde se dan condiciones de borde de Dirichlet. Nos

referiremos a tales nodos como nodos de Dirichlet. La ftnica

ecuacidén asociada con un nodo de Dirichlet es por lo tanto la
obvia: valor de la incdgnita= valor prescripto, la que no
necesita ser ensamblada en el sistema. Sin embargo, esta
ecuacidén obvia es habitualmente ensamblada, dando origen a una
fila en la matriz A que contiene un 1 en la diagonal como el
inico no-cero, y el valor prescripto para la incdgnita como
lado derecho. La razdén para conservar los nodos de Dirichlet

en la formulacidn es que otros nodos est&n conectados con los
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nodos de Dirichlet y tienen ecuaciones en que hay términos

conteniendo las incdgnitas de Dirichlet. Puesto que las 'in-

' de Dirichlet son en realidad conocidas, esos térmi-

cdgnitas'
nos deben ser eliminados de las ecuaciones pasandolos al se-
gundo miembro (20, pag.457), y esta operacibén resulta computa-
cionalmente més simple cuando los nodos de Dirichlet estén
presentes en la formulacidén. Esta técnica resulta particular-
mente conveniente cuando se usan formatos ralos debido a 1la
facilidad con que se pueden manejar las filas vacias en A, sin
producir casi ningin aumento de esfuerzo.

Una practica habitual es almacenar y procesar A como una
matriz de banda. Como el ancho de banda aumenta cuando 1la
cantidad de nodos en la red aumenta, para una red grande se
hace necesario almacenar y procesar una gran cantidad de ce-
ros. Por eso, para problemas grandes, las técnicas de matrices
ralas son computacionalmente mas convenientes. Una ventaja méas
de la notacidn empleada para matrices ralas es que no impone
ninguna restriccidén a la numeracién de los nodos y de los
elementos, que es completamente arbitraria, no existiendo el
concepto de ancho de banda. Una desventaja del uso de matrices
de banda es que los nodos de Dirichlet pueden causar un aumen-
to innecesario del ancho de banda.

En el ejemplo 11 damos la matriz de conectividad y la de
ensamblaje nodal para una red simple. Los algoritmos para el
ensamblaje simbdlico y numérico de A se dan en los ejemplos 12

y 13. El1 problema de construir la matriz de conectividad E
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pertenece a una categoria mas general de problemas, los rela-
cionados con la generacidén de redes, que se tratan en otras

publicaciones (22).

Ejemplo 11. Matriz de conectividad y matriz de ensamblaje

nodal para una red simple.

Consideremos la red bidimen-
sional que se muestra en la Fig.l
con N=9 nodos y NEL=4 elementos,
numerados de wuna manera arbitra
ria. Los nlimeros de los elementos

aparecen dentro de circulos. La

matriz de conectividad E de NELxN

para este problema es:

FIGURA 1
123456789
11101001010
2011100100
E=3/1011011000
410 01 000111

Cada fila de esta matriz esté asociada con un elemento, y cada
columna con un nodo. La fila 1 tiene no-ceros en las posicio-
nes 1, 3, 6 y 8, porque los nodos 1, 3, 6 y 8 pertenecen al
elemento 1. Los no-ceros de la columna 7 estdn en las posicio-
nes 2 y 4, pues el nodo 7 pertenece a los elementos 2 y 4. La
matriz E expresada en esta forma no establece ninglin orden
para los nodos de cada elemento, excepto el orden natural, en
que los nUmeros de los nodos estan en orden creciente. Pero

cuando E se da en formato ralo por filas, se pueden dar los
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niimeros nodales en el orden convencional aceptado para elemen-
tos. Esta es otra ventaja mas del formato ralo. Por ejemplo,
para elementos bidimensionales se suelen dar los nodos en el
orden en que aparecen cuando el elemento se recorre en sentido
antihorario, en cuyo caso tendriamos:

IE=159 13 17

JE=3816,7324,5236,7983
en R(C)FD. Basta dar sblo la estructura de E pues los valores
de todos los no-ceros son iguales a 1. Notar que esta repre-
sentacidén es desordenada, segiin la definicibén de formato ralo,
sin embargo, es justamente esta facilidad de poder dar 1los
elementos en cualquier orden la que se aprovecha para darlos
en el orden convencional. S6lo la seleccién del primer nodo de
cada secuencia es arbitraria. Representemos también la tras-

puesta de E en formato ralo:

1IET 12489 10 12 14 16 17
JET=1,23,1234,2,3,13,24,14,4

en R(C)FO. Esta representacidén se puede obtener facilmente a
partir de IE,JE usando el algoritmo de trasposicidén simbdlica
de la seccidén 6. En JET estan listados los nbmeros de los
elementos asociados con cada nodo. Por ejemplo, 2,3 en la fila
2 indica que el nodo 2 pertenece sblo a los elementos 2 y 3.
Algunos programas pueden requerir ambas representaciones IE,JE

y IET,JET simultaneamente. La matriz de ensamblaje nodal para

la red de la figura 1 es:
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donde sblo mostramos la estructura, pues los valores numéricos
se pueden determinar solamente calculando y ensamblando las
matrices de elemento asociadas con cada elemento y con el
problema que se desea resolver. En muchos casos précticos A es
una matriz simétrica, y su estructura es siempre simétrica.
Suponiendo que A es simétrica en este ejemplo, su estructura
se puede representar como sigue, en R(S)FO:

IA 1 49 15 16 17 18 20 21 21

JA=368 ,34567,456789,7,6,8,89,09

Esta representacidn se puede obtener, desordenada, a partir de
IE, JE y de IET,JET usando el algoritmo del ejemplo 12. Notar
que hay sb6lo 20 no-ceros fuera de la diagonal. Si A fuera una
matriz de banda, el semiancho de banda minimo seria 5 para
este ejemplo, y la cantidad de elementos fuera de la diagonal
seria 26, lo que muestra la ventaja de las representaciones
ralas aun para una red pequefla.

Tal como se explicd al comienzo de esta seccidn, es com-
putacionalmente conveniente que las ecuaciones asociadas con
los nodos de Dirichlet queden en el sistema, correspondiendo a

filas de A con un 1 en la diagonal como el {Gnico no-cero. Tam-
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bién se explicd que los términos que conectan otros nodos con
nodos de Dirichlet deben ser removidos de las ecuaciones co-
rrespondientes, pasadndolos a los segundos miembros. Supongamos
que los nodos 2, 4 y 5 de la figura 1 son nodos de Dirichlet.

La matriz de ensamblaje nodal es en este caso:

123456789
1{IX0X00X0XDO
201 0000000
3[X0X00XXXX
41000100000

A=5/000010000
6[X0X00X0XO0
700X 00 0X XX
8| X 0X00XXXX
9|10 0 X 000 XXX

donde los elementos diagonales 2, 4 y 5 son ahora iguales a 1.

La estructura de esta matriz en formato ralo en R(S)FO es:
IA=144888911 12 12
JA=368,6789,8,89,9

que sdlo tiene 11 no-ceros fuera de la diagonal, mientras que

la representacidén como matriz de banda tendria 26, como antes.

Ejemplo 12. Algoritmo para el ensamblaje simbdlico de una
matriz de ensamblaje nodal o de ''rigidez' simétrica.
Datos: IE,JE matriz de conectividad nodal de la red en R(C)FD.
IET,JET traspuesta de I1IE,JE en R(C)FD.
N cantidad de nodos en la red.
IA vector de dimensidén N que contiene el valor N en
las posiciones correspondientes a nodos de

Dirichlet, y O en las demés.
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Resultados: IA,JA estructura de la matriz de ensamblaje nodal,

de dimensidén NxN, en R(S)FD.

1. Jp=1

2. NM=N-1

3. DO 30 I=1,NM

4. JPI=JP

5. IF(IA(I).EQ.N)GO TO 30
6. IETA=IET(I)

7. IETB=IET(I+1)-1

8. DO 20 IP=IETA,IETB

9. J=JET(IP)

10. IFA=IE(J)

11. IEB=IE(J+1)-1
12. DO 10 KP=IEA,IEB

13. K=JE(KP)
14. IF(K.LE.I)GO TO 10

15. IF(IA(K).GE.I)GO TO 10
16. JA(JP)=K

17. JP=JP+1

18. IA(K)=I

19. 10 CONTINUE

20. 20 CONTINUE

21. 30 IA(I)=JPI

22. IA(N)=JP

23. IA(N+1)=JP
Este algoritmo es en esencia similar a la multiplicacidén sim-
bélica, dada en el ejemplo 9, donde los factores son ET y E,
y el resultado es la estructura de A (19). El vector IA desem-
pefila tres papeles diferentes: como dato de entrada identifica
a los nodos de Dirichlet, si hay alguno; durante la ejecucidn
es usado como vector de llave multiple (ver la seccidén 7); y a
la salida es el vector de punteros para JA. Durante el proce-
samiento de una fila I, los punteros para las I-1 filas ini-
ciales estan almacenados en las posiciones 1 hasta I-1 de IA,
mientras que las posiciones I hasta N de IA se usan para la
llave multiple. Esto se logra sin procesamiento adicional

gracias a que para la fila I, como la representacibén es supe-

rior, sb6lo interesan los indices de columna mayores que I.



-45-

El puntero para la lista JA es JP, que es inicializado
en la linea 1 e incrementado en la linea 17. E1 DO 30 procesa
s6lo N-1 filas porque la fila N esti necesariamente vacia, ya
que no tiene elementos a la derecha de la diagonal. La linea
5 tiene en cuenta las ecuaciones asociadas con nodos de
Dirichlet: las filas correspondientes se dejan vacias. El ci-
clo DO 20 de la linea 8 recorre todos los elementos del no-
do I: notar que IETBZIETA, pues no hay nodos que no pertenez-
can a ningln elemento. En la linea 9, J es el nfmero de uno de
los elementos del nodo I. El ciclo DO 10 de la linea 12 reco-
rre todos los nodos del elemento J: notar que necesariamente
IEB>IEA" pues no hay elementos con menos de dos nodos. En la
linea 13, K es el nimmero de un nodo del elemento J. En la
linea 14, se descartan todos los nodos que no estdn a la dere-
cha del elemento diagonal. En la linea 15 se comprueba el
estado de la llave miltiple: aqui hay que notar que IA(K)=I
significaria que el nodo K ya ha sido inscripto en la lista JA
y no debe ser inscripto una segunda vez, mientras que IA(K)=N
significa que K es un nodo de Dirichlet que no debe ser ins-
cripto en JA en absoluto; por estas razones se utiliza .GE.en
la linea 15. La inscripcidén de los nodos restantes se realiza
en la linea 16 y la llave mltiple es bloqueada en consecuen-
cia en la linea 18. JP, el puntero de la lista JA, es utiliza-
do para almacenar los valores de los punteros de fila en las

lineas 21, 22 y 23.
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Ejemplo 13. Algoritmo para el ensamblaje numérico de una
matriz de elemento llena en la matriz de ensamblaje nodal A.
Datos: IA,JA estructura de la matriz A en R(S)FD.

IDIR vector que identifica los nodos de Dirichlet.
Contiene 1 para un nodo de Dirichlet, y O para un
nodo comun.

AE,BE matriz de elemento y vector de segundos miembros
de elemento, respectivamente, a ser ensamblados en
AN, AD y en B, respectivamente.

JEP n(meros de los nodos asociados con las filas y
columnas de AE.

N orden de A y de B.

NN orden de AE y BE.

Resultados: AN, AD valores numéricos de los no-ceros de A en

R(S)FD.
B vector de segundos miembros del sistema de ecua-
ciones lineales.

Vector auxiliar: IP, de dimensidén N, inicializado a 0. IP es
usado y luego reinicializado a 0 por el
algoritmo.

Nota: Los valores prescriptos para las incbgnitas de Dirichlet
deben estar almacenados en las posiciones correspondien-
tes de B, las que no seran alteradas. En otras palabras,
si i es un nodo de Dirichlet con condicibén en la fronte-
ra Ci, entonces, antes de usar este algoritmo, se debe

definir IDIR(i)=1, B(i)=C; y AD(i)=1.
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DO 40 L=1,NN

LNN=L-NN

I=JEP(L)
IF(IDIR(I).NE.O)GO TO 40
AD(I)=AD(I)+AE(LNN+L*NN)
B(I)=B(I)+BE(L)

K=0

DO 20 LL=1,NN
IF(LL.EQ.L)GO TO 20
J=JEP(LL)
IF(IDIR(J).NE.O)GO TO 10
IF(J.LT.I)GO TO 20
IP(J)=LL

14. K=1

15. GO TO 20

16. 10 B(I)=B(I)-B(J)*AE(LNN+LL*NN)
17. 20 CONTINUE

[ -
WN OOV WN -

18. IF(K.EQ.0)GO TO 40

19. IAA=TA(I)

20. IAB=IA(I+1)-1

21. DO 30 J=IAA,IAB

22. LL=IP(JA(J))

23. IF(LL.EQ.0)GO TO 30

24, AN(J)=AN(J)+AE (LNN+LL*NN)
25. IP(JA(J))=0

26. 30 CONTINUE
27. 40 CONTINUE

Este algoritmo acumula la matriz de elemento AE de NNxNN en
las posiciones apropiadas de la matriz de ensamblaje nodal
AN,AD de NxN, y el vector de elemento BE de largo NN en las
posiciones correspondientes del vector B de segundos miembros,
de largo N. Las ecuaciones asociadas con nodos de Dirichlet no
son ensambladas (linea 4) y los términos que conectan nodos
normales con nodos de Dirichlet son directamente sustraidos de
B (linea 16). A pesar de que éste es, en el fondo, un algorit-
mo de adicidén, las técnicas empleadas son diferentes de las
que se discutieron en el ejemplo 7. En vez de usar un vector
expandido real X para reunir los no-ceros, usamos un vector

entero IP en el que se construye un conjunto de punteros a



“48-

cada elemento de cada fila de AE que debe ser ensamblado. AE
estda almacenado por columnas, y el elemento (L,LL) de AE es
por lo tanto AE(L-NN+LL*NN) (ver las lineas 5, 16 y 24). El
ciclo DO 40 recorre las NN filas de AE. En la linea 3, I es el
indice global de fila asociado con la fila L de AE. El elemen-
to diagonal de esta fila es ensamblado en la linea 5 y el
segundo miembro en la linea 6. El cilo DO 20 recorre los demés
elementos de la fila L de AE. El indice de columna global J es
calculado en la linea 10. En la linea 12 descartamos todos los
elementos que estan a la izquierda de la diagonal. Cuando 1la
ejecucidn alcanza a la linea 13, ya se ha tomado la decisidn
de que el elemento (L,LL) de AE debe ser ensamblado en la
posicidén (I,J) de la matriz global, y este hecho es registrado
almacenando LL en IP(J). K se define en las lineas 7 y 14, y
se usa en la linea 18 para saber si hay alglin elemento que
ensamblar o si no hay ninguno; de esta manera se ahorra tiempo
de computadora cuando no hay nada que ensamblar. El ciclo
DO 30 recorre la fila I de la matriz A. En la linea 22, los
valores de LL son obtenidos desde IP y en la linea 24 el ele-
mento correspondiente de AE es acumulado en la posicidén co-
rrecta de AN. IP se reinicializa a 0 en la linea 25.

Notar que los elementos de AE no pueden ser acumulados
directamente en AN debido a la falta de orden de ambas listas
de indices de columna JEP y JA. Este algoritmo recorre primero
JEP, anotando los punteros expandidos IP, y después recorre JA

usando los punteros expandidos para encontrar los elementos
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requeridos en AE. De esta manera, se realiza un nimero fijo de
operaciones por cada elemento de AE, y el nlUmero total de
operaciones es por lo tanto linealmente proporcional a 1la

cantidad total de no-ceros a ser ensamblados.

10. Factorizacidn triangular de una matriz rala

En esta seccién nos proponemos examinar el siguiente
problema: dada una matriz simétrica definida positiva A en
formato, ralo, queremos determinar su factor triangular superi-
or Uy su factor diagonal, tales que:

A=uTpu

La factorizacidén triangular se obtiene realizando la elimina-
cidén de Gauss en la matriz A. Por simplicidad vamos a suponer
que A ya estd preparada para la eliminacidén de Gauss,en el
sentido que se puede usar directamente como pivotes los ele-
mentos diagonales en el mismo orden en que estan dados en el
vector AD. También vamos a suponer que ha sido resuelto otro
aspecto importante de la eliminacién de Gauss en matrices
ralas, del que no nos vamos a ocupar aqui: la seleccidn de
ordenamientos que minimicen la generacidén de nuevos no-ceros
durante la eliminacidn (23-27).

La aplicacidén mas importante de la factorizacidn triangu-
lar es la resolucidn directa de sistemas de ecuaciones linea-

les por eliminacién de Gauss, que sera discutida en la seccidn
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11. Otra aplicacidn posible es el calculo de determinantes, ya
que el determinanrte de A es igual al determinante de D, que
es simplemente el producto de todos sus elementos diagonales.

La eliminacibén de Gauss puede realizarse por filas o por
columnas. La versidén por filas es més conveniente para una
matriz dada en formato ralo por filas. En la versidén por fi-
las, se restan de cada fila de A, elemento por elemento, ml-
tiplos de todas las filas precedentes, de tal manera que la
nueva fila I contenga sb6lo ceros a la izquierda de la diago-
nal. Después, dividimds los elementos restantes de la fila I
por el eleqento diagonal para formar el factor triangular
superior U (cuyos elementos diagonales son unitarios), y alma-
cenamos separadamente el elemento diagonal para formar la
matriz diagonal D.

La factorizacidén triangular de una matriz rala se hace
primero simbdlicamente y después numéricamente. La factoriza-
cidon simbélica necesita la estructura IA,JA de la matriz A,
que puede estar desordenada, y genera la estructura IU,JU de
U, que resulta desordenada aln si JA estuviera ordenado. La
factorizacién numérica, por su parte, requiere que IU,JU esté
ordenado, mientras que IA,JA,AN pueden darse en una represen-
tacidén desordenada. Por lo tanto, hay que usar dos veces el
algoritmo de trasposicidn simbdlica descripto en la seccidn 6
para ordenar IU,JU, después de la factorizacibén simbdlica y
antes de proceder a la factorizacidén numérica. Las dificulta-

des algoritmicas que se encuentran cuando una matriz rala
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. L4 (3 o 2 3 '3
simétrica, dada en una representacidon superior, es factoriza-
da, se entienden mejor con la ayuda de un ejemplo explicito,
ver ejemplo 14. Los algoritmos para la factorizacidén simbdlica

y la numérica se dan en los ejemplo 15 y 16.

Ejemplo 14. Factorizaicdn triangular de una matriz rala
simétrica representada en formato ralo por filas.
Consideremos la siguiente matriz simétrica, donde por simpli-

cidad hemos omitido los valores numéricos de los no-ceros:

1234567891011
1/X0000X000 X O
20X 0X0000X 0 O
3)[00X0X0X00 0 X
410 X 0X00X00 O O
5(00X0X00X0 0 O

A=6{(X0000X00X 0 O
7/00XX00X00 0 X
8100 00X 00XO0 0 X
910 X 0 00X 00X 0 X

10X 00000000 X X
1110 0 X 00 0XXX X X

La factorizacidén triangular de esta matriz comienza por la
cuarta fila, pues ninguna de las filas anteriores tiene no-ce
ros a la izquiera de la diagonal. De la fila 4 restamos la
fila 2, elemento por elemento, multiplicada por una constante
tal que el elemento A,, resulte cancelado. Al hacerlo, se in
troduce un nuevo no-cero en la fila 4: el elemento Aug' A
continuacibén, de 1la fila 5 restamos un miltiplo de la fila 3
para eliminar A,,, introduciendo nuevos no-ceros en las posi-
ciones A,, y A,,,;. Después eliminamos Ay,, introduciendo un

nuevo no-cero en A Suponiendo ahora que la factorizacidn

6210 °
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estd completa hasta este punto, vamos a examinar en detalle
como se procesa la fila 7 para eliminar A,;, y A, .

La primera dificultad es que sdlo el triangulo superior y
la diagonal de A estan representadas en la computadora. No hay
informacidén que nos diga que A,; y A,, son diferentes de cero
y deben ser eliminados. Tampoco existe ninguna informacidn que
nos diga que un nuevo no-cero seréd introducido en A,, cuando
la fila 3 sea sustraida, y que A,, tendra que ser eliminado a
su vez. Lo que si sabemos es que los simétricos de los elemen-
tos mencionados, A37‘y A,;, son no-ceros, y que un nuevo no-
cero fue introduciddo en A ,, el simétrico de A, ;, cuando la
fila 5 fue procesada. Dicho en otras palabras, lo que tenemos
que hacer es examinar los no-ceros de la columna 7 por encima
de la diagonal para encontrar los no-ceros de la fila 7 a la
izquierda de la diagonal que deben ser eliminados.

En segundo lugar, sabemos que los elementos de la fila 7
a la izquierda de la diagonal tomaran el valor cero, asi que
no necesitamos calcularlos. En otras palabras, basta con cal-
cular los elementos que estan sobre la diagonal o a su dere-
cha, en la fila 7, y para hacerlo sblo se necesitan aquellos
elementos de las filas 3, 4 y 5 que estén sobre la columna 7 o
a su derecha. Esto parece requérir una representacidn ordenada
a efectos de poder determinar facilmente cuales son los ele-
mentos de cada fila cuyo indice de columna es 7 o mas. Sin em-
bargo, veremos més abajo, que este requerimiento sbdlo se apli-

ca a la eliminacibén numérica y no a la simbdlica.
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Supongamos entonces haber realizado los pasos necesarios
para ubicar los elementos que necesitamos. Tendremos asi las
siguientes listas de indices de columna, correspondientes a
elementos en la columna 7 o a su derecha:

fila 3: 7 11

fila 4: 7 9

fila 5: 7 8 11

fila 7: 7 11
Estas listas de indices de columna deben ser reunidas para ob-
tener la estructura de la nueva fila 7. Esto se hace usando la
técnica de llave miltiple descrita en la seccidn 7, y se ob-
tiene:

nueva fila 7: 7 11 9 8
en una representacidén desordenada. Hay sin embargo, una manera
mejor de hacer este paso, aprovechando la siguiente propiedad
de la eliminacién de Gauss por filas (24): es necesario y sufi
ciente considerar s6lo aquellas filas cuyo no-cero en la colum
na 7 es el primer no-cero de la fila a la derecha de la diago-
nal (ademés de la fila 7 misma). En este caso, la fila 3 no es
tenida en cuenta porque su primer no-cero a la derecha de la
diagonal es A;,, que estd a la izquierda de la columna 7. La
propiedad que estamos usando se puede entender facilmente con
este ejemplo: puesto que A, #0, también por simetria A ,#0;
esto significa que A, , fue eliminado al procesar la fila 5 res
tando la fila 3, y al hacerlo todos los no-ceros de la fila 3

fueron reunidos con los de la fila 5; de tal manera que, cuan-
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do tomamos los no;ceros de la fila 5, estamos de hecho tomando
los de la fila 3 y no necesitamos considerar la fila 3 por
separado. Por lo tanto nos basta considerar las estructuras
siguientes:

fila 4: 7 9

fila 5: 7 8 11

fila 7: 7 11
las que una vez reunidas producen la estructura correcta:

nueva fila 7: 7 9 8 11
Es importante notar que estas consideraciones, que se refieren
a la parte simbdlica de la eliminacibén de Gauss, no requieren
que las représentaciones de las filas sean ordenadas. Todo lo
que necesitamos saber es qué filas tienen su primer no-cero
de la derecha de la diagonal en una columna dada. Esto signi-
fica que los restantes no-ceros de tales filas estan a_la
derecha de la columna de interés y deben ser tenidos en cuenta
todos ellos para generar la estructura de la nueva fila sin
importar en que orden estdn, y con la ayuda de la técnica de
llave maltiple. Por lo tanto, la parte simbdlica de la elimi-
nacidén de Gauss no requiere que la representacidén sea ordena-
da. Este es un resultado muy afortunado, ya que, como lo esta-
mos viendo en este ejemplo, el propio algoritmo simbdlico
genera las estructuras en desorden.

Para saber cuales son las filas que tienen su primer
no-cero en una columna dada, debemos asociar un conjunto de

filas a cada columna. Por ejemplo, las filas 4 y 5 pertenecen
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al conjunto asociado con la columna 7. En la practica, lo que
se hace es determinar el indice de columna més bajo de cada
fila al mismo tiempo que se estd generando la estructura de
esa fila, y anotar de inmediato esa fila en el conjunto asocia
do con esa columna. Por ejemplo, al ensamblar la estructura de
la fila 7 encontramos que 8 es el indice de columna més bajo a
la derecha de la diagonal, e inscribimos inmediatamente la fi-
la 7 en el conjunto asociado con la columna 8. Mas tarde, cuan
do se procese la fila 8, encontraremos el indice de fila 7 en
el conjunto correspondiente, y usaremos la estructura de la
fila 7.

Es atil notar que los conjuntos asociados con cada colum-
na son disjuntos, en el sentido de que cada fila pertenece a
una y sblo una columna. Por lo tanto, todos los conjuntos
pueden ser almacenados en un solo vector IP de largo N, donde
N es el orden de la matriz, en la forma de listas circulares
encadenadas. De hecho, en el momento que una fila I est& sien-
do procesada, todos los conjuntos pueden ser almacenados en
las I-1 posiciones iniciales de IP, pues sblo las filas 1
hasta I-1 podran estar inscriptas en los conjuntos en ese
momento. Las demas posiciones de IP se pueden usar para alma-
cenar punteros por columna a todas las cadenas, pues solo las
columnas I hasta N son de interés en ese momento. Mas detalles
se pueden encontrar en el ejemplo 16, donde presentamos y dis-

cutimos un algoritmo para la eliminacibén de Gauss simbdlica.
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El vector IU también puede ser usado para un doble propo-
sito. En el momento que la fila I estéd siendo procesada, los
punteros por fila a JU correspondientes a las filas preceden-
tes estan almacenados en las posiciones 1 hasta I-1 de IU. Las
demads posiciones estan libres. Como los indices de columna que
se van a inscribir en JU son todos iguales o mayores que I,
podemos aprovechar las posiciones desde I hasta N de IU para

usarlas como vector de llave miltiple (ver la seccidn 7).

Ejemplo 15. Factorizacidén triangular numérica de wuna
matriz rala simétrica dada en formato ralo por filas.
En este ejemplo consideramos la misma matriz dada en el ejem-
plo 14. Suponemos que ya se ha completado la factorizacibdn y
ordenamiento de la estructura y que tenemos IU,JU en formato
ralo ordenado, y ahora estamos interesados en la parte numéri-
ca de la eliminacidén de Gauss. Igual como lo hicimos en el
ejemplo anterior, vamos a suponer que la eliminacidén esta com
pleta hasta la fila 6 inclusive, y vamos a examinar de que ma
nera se procesa la fila 7. Sabemos que la fila 7 tiene no-ce
ros en las posiciones 7, 8, 9 y 1ll.Para encontrar los valores
de esos no-ceros, debemos examinar la columna 7, encontrar que
las filas 3, 4 y 5 tienen no-ceros en ella, encontrar los ele-
mentos de esas filas que tengan indices de columna iguales o
mayores que 7, y finalmente multiplicarlos por constantes con-
venientes y restarlos de la fila 7. Este procedimiento implica
llevar a cabo varios pasos, tres de los cuales seran discuti-

dos en detalle:
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- Encontrar los elementos de una fila dada (digamos la fila 3)
que tengan indices de columna iguales o mayores que el indice
de la fila que estad siendo procesada (7 en este ejemplo). Los
punteros inicial y final a la descripcidén de la fila 3 en JU y
UN son IU(3) y IU(4)-1, respectivamente. La fila 3 esté orde-
nada y tiene no-ceros en las posiciones:
fila 3: 5 7 11

Pero estamos interesados sdlo en la parte de la fila 3 que em-
pieza en la columna 7. Esto requiere un puntero inicial dife-
rente, al que llamaremos IUP, mientras que IU(4)-1 sigue sien-
do el puntero final. En el momento en que la fila 7 esta
siendo procesada, IUP(3) sefiala el no-cero de la fila 3 que
esta en la columna 7. Tan pronto como la fila 3 ha sido usada
en el proceso de la fila 7, IUP(3) es aumentado. Puesto que la
fila 3 estd ordenada, IUP(3) sefialard ahora el siguiente

no-cero de la fila 3, y permanecera alli hasta que la fila 11

sea procesada, pues la fila 3 no tiene ningiin no-cero en las
columnas 8, 9 ni 10 y por lo tanto la fila 3 no sera usada e
IUP(3) no sera modificado cuando las filas 8, 9 y 10 sean
procesadas.

- Encontrar qué filas tiene no-ceros en una columna dada (diga
mos en la columna 7). Ahora es necesario encontrar todas las
filas que tengan un no-cero en la columna 7. La situacidn es
diferente de la que se discutib en el ejemplo 14, donde sblo
era necesario encontrar qué filas tenian su primer no-cero en

la columna 7 para el proceso simbélico. En este caso, las
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filas también se inscriben en conjuntos asociados con cada
columna, pero, después que cada fila es usada, no se la des-
carta sino que se la inscribe en el conjunto correspondiente
al siguiente no-cero de esa fila. Excepto por este detalle,
todos los conjuntos se almacenan igual que antes en las prime-
ras I-1 posiciones de un vector IP de dimensién N, mientras
que las restantes posiciones de IP se usan para almacenar los
punteros a cada uno de los conjuntos.

- Restar miltiplos de porciones de las filas seleccionadas de
la fila bajo proceso (digamos la fila 7). Los elementos de
cada fila, digamos la fila 3, tienen que ser multiplicados
por un factor, que es la relacién entre los elementos A3y
(el simétrico de Ay3) y A33. Puesto que IUP(3) sefiala
a A37, y A33 es DI(3) (en realidad, DI(3) es la inver-
sa de A33, pues resulta conveniente almacenar en DI nd los
elementos de la matriz diagonal D sino sus inversas), la rela-
cioén mencionada se puede calcular facilmente. Por supuesto,
también se requiere un vector expandido para reunir las listas
de nlmeros reales. Para este fin se usan las posiciones I
hasta N del vector DI, las que estan libres en el momento en
que se esta procesando la fila I. De esta manera se logra un
uso muy eficiente del almacenamiento disponible. En los ejem-
plos 16 y 17 presentamos los algoritmos para la factorizacidn

simbdlica y la numérica, respectivamente.
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Ejemplo 16. Algoritmo para la factorizacidn triangular
simbdlica de una matriz rala simétrica A.
Datos: IA,JA estructura de la matriz dada en R(S)FD.
N orden de la matriz A y de la matriz U.
Resultados: 1IU,JU estructura de 1la matriz resultante en
R(S)FD.
Vector auxiliar: IP de dimensibén N: 1listas encadenadas de
filas asociadas con cada columna (ver ejemplo
14).
Nota: el vector IU se usa también como vector de 1llave milti-

ple (ver ejemplo 14).

1. NM=N-1

2. NH=N+1

3. DO 10 I=1,N

4, IU(I)=0

5. 10 IP(1)=0

6. Jp=1

7. DO 90 I=1,NM

8. JPI=JP

9. JPP=N+JP-I

10. MIN=NH

11. IAA=IA(I)

12. IAB=TA(I+1)-1

13. IF(IAB.LT.IAA)GO TO 30
14. DO 20 J=IAA,IAB
15. JI=JA(J)

16. JU(JP)=JJ
17. JP=Jp+1
18. IF(JJ.LT.MIN)MIN=JJ

19. 20 IU(JJ)=1
20. 30 LAST=1P(I)

21. IF(LAST.EQ.0)GO TO 60
22. L=LAST

23. 40 L=IP(L)

24. LH=L+1

25. TUA=IU(L)

26. IUB=IU(LH) -1

27. IF(LH.EQ.I)IUB=JPI-1
28. IU(I)=I

29. DO 50 J=IUA,IUB

30. JI=Ju(J)
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31. IF(IU(JJ) .EQ.I)GO TO 50
32. Ju(Jp)=JJ

33. JP=JP+1

34, IU(JJ)=1

35. IF(JJ.LT.MIN)MIN=JJ

36. 50 CONTINUE

37. IF(JP.EQ.JPP)GO TO 70
38. IF(L.NE.LAST)GO TO 40

39. 60  IF(MIN.EQ.NH)GO TO 90
40. 70  L=IP(MIN)

41. IF(L.EQ.0)GO TO 80
42. IP(I)=1P(L)

43, IP(L)=1

44, GO TO 90

45. 80 IP(MIN))=I

46. IP(1)=1

47. 90 IU(I)=JPI

48. IU(N)=JP

49. IU(NH)=JP

Este algoritmo opera en base a los principios que han sido
discutidos eﬁ el ejemplo 14. Aqui vamos a dar solamente algu-
nas indicaciones que ayudan a entender mejor el programa. En
las lineas 4 y 5, se inicializan a 0 el vector de llave malti-
ple IU y el vector de conjuntos encadenados IP. El puntero que
sefiala la primera posicidn libre de JU es JP, que se iniciali-
za al valor 1 en la linea 6 y es incrementado en las lineas 17
y 33, cada vez que un nuevo indice de columna se inscribe en
la lista JU.

El ciclo DO 90 recorre las filas de la matriz. Para cada
fila I, el valor de JP se almacena temporariamente en JPI en
la linea 8, y definitivamente en IU(I) en la linea 47, cuando
la posicidén I de IU ya no serld necesaria para la llave mGlti-
ple. La finalidad del ciclo DO 20 es transferir los indices de
columna JJ, correspondientes a la fila I de A, desde JA a JU;

como es usual, el indice I es almacenado en el vector de llave
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miltiple en la linea 19; en la linea 18 se obtiene en MIN el
indice de columna mas bajo. MIN fue inicializado ya en la
linea 10.

El puntero a la cadena circular donde se listan las filas
asociadas con la columna I, se saca de IP(I) en la linea 20 y
se carga en LAST. LAST es en realidad el indice de una de esas
filas, la "Gltima'" fila. La linea 21 separa el caso en que no
hay filas asociadas con la columna I. En la linea 23, L es el
"siguiente'' elemento en la cadena. La linea 27 sirve para el
caso I=LH, pues IU(I) no estd definido todavia como un punte-
ro, y en la linea 28 el indice de llave I es almacenado en la
posiciéﬂ I de IU para impedir que I sea inscripto como indice
de columna en JU. El ciclo DO 50 recorre la fila L de la ma-
triz U. En la linea 31 se comprueba el estado del vector llave
IU, en la linea 32 1los indices de columna necesarios JJ son
afladidos en JU, y cualquier intento futuro de volver a inscri-
bir JJ en JU queda bloqueado al almacenar I en IU(JJ) en la
linea 34. El indice de columna minimo se encuentra en la linea
35.

JPP, que se calcula en la linea 9, es el valor que ten-
dria JP si todos los no-ceros posibles existieran realmente en
la fila I a la derecha de la diagonal. Esta condicién se com-
prueba en la linea 37, y en el caso de que todos los no-ceros
posibles hayan sido anotados ya se pasa directamente a la fila
siguiente, ahorrando asi tiempo de maquina. Esta situacidn se

puede presentar con cierta frecuencia, particularmente para
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las Gltimas filas de una matriz que tienen una gran probabili-
dad de quedar llensas.

Si L no es la "Gltima" fila en la cadena asociada con la
columna I, el programa se desvia desde la linea 38 a la 23,
donde la siguiente fila en la cadena es seleccionada. Cuando
se termina la cadena, el programa alcanza la linea 39, donde
la condicién MIN=NH significaria que la fila I de U estd vacia
a la derecha de la diagonal, en cuyo caso el programa se des-
via a la linea 47. De lo contrario, hay uno o mlds no-ceros en
la fila I, y la fila I debe ser inscripta en la cadena asocia-
da con la columna MIN. En la linea 40 se detecta el puntero L
para esta caaena, la cadena es cortada en la linea 42 y la
fila I es inscripta en la linea 43. Si la cadena estuviera aun
vacia, el algoritmo salta de la linea 41 a la 45, donde se de-
fine el puntero a la nueva cadena, y la nueva cadena es creada

con el Unico elemento I en la linea 46.

Ejemplo 17. Algoritmo para la factorizacidén triangular
numérica de una matriz rala A simétrica y definida positiva.
Datos: IA,JA,AN,AD matriz dada A en R(S)FD.

1U,JU estructura de la matriz resultado U en R(S)FO.
N orden de las matrices A y U.
Resultados: UN valores numéricos de los no-ceros de la matriz
U, en R(S)FO.

DI inversa de la matriz diagonal llena D.
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Vectores auxiliares: IP de dimensidén N; listas encadenadas de

et
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70
80

filas asociadas con cada columna (ver
ejemplo 15).
IUP de dimensidn N; punteros auxiliares a
porciones de filas (ver ejemplo 15).
DI es usado también como vector expandido
para reunidn de no-ceros.

DO 10 J=1,N

IP(J)=0

DO 130 I=1,N

IH=I+1

IUA=TIU(I)

IUB=IU(IH)-1
IF(IUB.LT.IUA)GO TO 40
DO 20 J=IUA,IUB

DI (JU(J))=0.

IAA=TA(I)

IAB=IA(IH)-1
IF(IAB.LT.IAA)GO TO 40
DO 30 J=IAA,IAB

DI (JA(J))=AN(J)

DI (I)=AD(I)

LAST=IP(I)
IF(LAST.EQ.0)GO TO 90
LN=IP (LAST)

L=LN

LN=IP(L)

IUC=IUP (L)
IUD=IU(L+1)-1

UM=UN (IUC)*DI (L)

DO 60 J=IUC,IUD
JI=JU(J)

DI (JJ)=DI (JJ)-UN(J)*UM
UN (IUC)=UM

IUP (L)=IUC+1
IF(IUC.EQ.IUD)GO TO 80
J=JU(IUC+1)

JJ=1P(J)

IF(JJ.EQ.0)GO TO 70
IP(L)=IP(JJ)

IP(JJ)=L

GO TO 80

IP(J)=L

IP(L)=L
IF(L.NE.LAST)GO TO 50
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39. 90 DI(I)=1./DI(I)

40. IF(IUB.LT.IUA)GO TO 120
41. DO 100 J=IUA,IUB

42. 100 UN(J)=DI(JU(J))

43, J=JU(IUA)

Lt , JJ=1P(J)

45. IF(JJ.EQ.0)GO TO 110
46 . IP(I)=IP(JJ)

47. IP(JJ)=1

48. GO TO 120

49. 110 IP(J)=1

50. IP(I)=I

51. 120 IUP(I)=IUA
52. 130 CONTINUE

En este algoritmo se emplea IP para anotar las listas encade-
nadas de filas asociadas con cada columna, seglin se explicd en
el ejemplo 15. IP es inicializado a 0 en las lineas 1 y 2,
pues todas las listas de filas estéan incialmente vacias. El
ciclo DO 120 recorre las filas de las matrices A y U, las que
son identificadas con el indice I. Si la fila I de U no tiene
no-ceros fuera de la diagonal, el programa salta de la linea 7
a la 15, donde el elemento diagonal, que es siempre positivo,
es procesado. De lo contrario, se inicializan las posiciones
del vector expandido DI que corresponden a no-ceros en la
linea 9, y en la linea 14 se cargan en DI los no-ceros de la
fila I de A, si es que hay alguno. El elemento diagonal de la
fila I es cargado en la linea 15.

El puntero para la lista circular donde se anotan las
filas asociadas con la columna I se obtiene de IP(I) en la
linea 16 y se almacena en LAST. Si la lista estéd vacia, LAST
sera igual a cero, y el algoritmo saltarad de la linea 17 a la
39. De lo contrario, LAST es el indice de fila de una de las

filas que tienen un no-cero en la columna I, la '"Gltima'" en la
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cadena, y L en la linea 19, es el indice de la '"siguiente"
fila, la ''primera'" en la lista. En la 1linea 21, IUC=IUP(L)
seflala precisamente el no-cero de la fila L sobre la columna
I, mientras que IUD, en la linea 22, seflala el final de 1la
fila L. El factor por el cual los no-ceros de la fila L deben
ser multiplicados antes de acumularlos, es calculado en la
linea 23 y almacenado en UM. Finalmente, el ciclo DO 60 acumu-
la los elementos de la fila L multiplicados por UM.

Al comienzo de esta seccidn hemos mencionado que los ele-
mentos de cada fila deben ser normalizados dividiéndolos por
el elemento diagonal, para formar el factor triangular supe-
rior U. Esta operacidn se realiza en la linea 27, dbénde UM fue
determinado en la linea 23 y DI(L) es en realidad la inversa
del elemento diagonal (ver la linea 39 y notar que L<I). Es
importante sefialar que cada fila I es generada y almacenada en
una forma no normalizada. Cada no-cero de cada fila es normali
zado mas tarde, en el momento en que se lo usa como un multi-
plicador para la fila L, en las lineas 23 y 27. Procediendo
de esta manera se evita una cantidad de multiplicaciones (9,
pag.1805). Como las lineas 23 y 27 son ejecutadas una sola vez
por cada no-cero, estad garantizado que todo elemento ser& con-
venientemente normalizado.

El puntero auxiliar IUP, que sefiala el no-cero de la fila
L sobre la columna I, es incrementado en la linea 28 del algo-
ritmo para que sefiale hacia el prbéximo no-cero de la fila L,

si es que hay alguno. Si no hubiera mas no-ceros en la fila L,
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el programa se desvia desde la linea 29 hacia la 38, donde se
reinicia el recorrido de la cadena. De otra forma, en las
lineas 30 a 37, se inscribe la fila L en la cadena asociada
con la columna J, que es el indice de columna del siguiente
no-cero de la fila L. Notar aqui la diferencia con el algorit-
mo simbbélico del ejemplo 16, donde una fila L era usada una
sola vez y después descartada.

La ejecucidn alcanza la linea 39 cuando todas las filas
asociadas con la columna I han sido procesadas. Si la nueva
fila I recién generada no est& vacia, los no-ceros, todavia
sin normalizar, son extraidos del vector expandido DI y alma-
cenados en'UN por el ciclo DO 100. A continuacibén la nueva
fila I es inscripta en la cadena asociada con el indice de
columna J de su primer no-cero. Esta operacibén es realizada en
las lineas 43 a 50. Finalmente, antes de proceder a la fila
siguiente, el puntero auxiliar IUP(I) es definido en la linea

51 para que sefiale el primer no-cero de la nueva fila I.

11. Resolucidn directa de sistemas de ecuaciones lineales con

matriz simétrica definida positiva.

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales:
Ax=0Db (1)
Existen basicamente dos grupos de métodos para resolver (1):

los métodos iterativos y los métodos directos. En esta seccidn
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nos vamos a limitar a considerar un método directo: la facto-
rizacidén triangular de A seguida de sustitucibén hacia adelante
y hacia atras. Este método es computacionalmente equivalente a
la eliminacibén de Gauss si el sistema (1) debe ser resuelto
una sola vez, pero tiene ciertas ventajas cuando (1) tiene que
ser resuelto varias veces con diferentes segundos miembros b.
En esta seccién también nos limitaremos al caso en que A es
simétrica y definida positiva.

En el método de factorizacibdn triangular seguida de sus-
titucién hacia adelante y luego hacia atras, la matriz A es
primero factorizada usando los algoritmos de la seccibn 10:

A=UrDU (2)
donde U es triangular superior con diagonal unitaria, y D es
diagonal. El sistema (1) queda entonces:

uT DUx = b (3)

Llamando z = DUx y y = Ux, podemos escribir:

uTz = b
Dy = z (4)
Ux = y

El sistema (4) se resuelve primero para z, después para y, y
finalmente para x. Como tanto UT y U son triangulares y D es
diagonal, 1la resolucidén de (4) es inmediata. Los algoritmos
para la factorizacibén triangular ya fueron discutidos en 1la
seccién 10, y un ejemplo de sustitucidén y el correspondiente

algoritmo se dan en los ejemplos 18 y 19, a continuacibn.
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Ejemplo 18. Solucién del sistema (4) en un caso simple.
Supongamos que la matriz simétrica A de la ecuacidén (4) ha

sido factorizada como sigue:

100 a0o0 1 de
A=1]d10 0O0b O 01 £ (5)
e f1 00 c 001

Entonces la primera ecuacibén del sistema (4) es:

100 z, bl
d1l1o z, = bz (6)
e f1 z, b3

de donde obtenemos inmediatamente:

z, = Db,
z, = b, . dz; (7)
z, = bJ - ez - fzz

Este paso es la sustitucidén hacia adelante. La segunda ecua-

cidon del sistema (4) es:

a00]|y, z,
0boOlly,| = |z, (8)
00 c|l|y, z,

Por lo tanto:
y, = 2,/a
y, = z,/b (9)
Yy = zy/c

Finalmente, la Gltima ecuacidén del sistema (4) es:
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1 de X y
01 £| [x,| = |y, (10)
001 X, Y
La solucidon final se obtiene ahora fécilmente:
Xy = Yy
x, =y, - fx, (11)

X =y, -dx ex

2 = 3

Este Gltimo paso, que se realiza hacia atrds, se llama susti-

tucidon hacia atrés.

Ejemplo 19. Algoritmo para la resolucidn del sistema
UTpux = b.
Datos: 1IU,JU,UN matriz triangular superior con diagonal
unitaria U dada en R(S)FD.
DI inversas de los elementos de la matriz diagonal D.
B vector de segundos miembros, lleno.
N orden del sistema.

Resultados: X vector de incdgnitas x.

IF(IUB.LT.IUA)GO TO 30

DO 20 I = IUA,IUB

10. 20 X(JU(1)) = X(JU(I)) - UN(I)*xXX
11. 30 X(K) = XX*DI(K)

12. 40 CONTINUE

1. NM = N-1

2. DO 10 I = 1,N
3. 10 X(I) = B(I)

4. DO 40 K=1,NM

5. IUA = IU(K)

6. IUB = IU(K+1)-1
7. XX = X(K)

8.

9.

13. X(N) = X(N)*DI(N)
14. K = NM

15. 50 IUA = IU(K)

16. IUB = IU(K+1)-1



17. IF(IUB.LT.IUA)GO TO 70

18. XX = X(K)

19. DO 60 I = IUA,IUB

20. 60 XX = XX - UN(I)*X(Ju(1))
21. X(K) = XX

22. 70 K = K-1

23. IF(K.GT.0)GO TO 50

La forma en que opera este algoritmo se comprende facilmente
si se lo compara con el ejemplo 18. E1 algoritmo comienza
construyendo el vector z de la ecuacidén (7) en X. Este vector
es inicializado en las lineas 2 y 3. Después, el ciclo DO 40
recorre las filas de U y realiza por columnas las operaciones
indicadas en la ecuacidén (7). Inmediatamente después de que
cada fila de U ha sido procesada, X(K) es multiplicado por 1la
inversa dél elemento diagonal K de la matriz D, almacenada en
DI(K), en la linea 11. Esta operacidén es requerida por la
ecuacidén (9). Después que la linea 13 ha sido ejecutada, el
vector y es construido en X.

La resolucién de la ecuacidén (10) comienza en la linea
14. El vector X ya esta inicializado con los elementos del
vector y. El ciclo DO 60 realiza las operaciones indicadas por
la ecuacidén (11), esta vez fila por fila, aprovechando que U
esta representado por filas. La solucién final x es construida

en X.
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12. Producto de la inversa de una matriz rala triangular infe-

rior por una matriz rala general.

Algunas aplicaciones (28) requieren el célculo de produc-

tos de 1la forma:

x = (uT)-1p (1)
donde B es una matriz rala general, U es una matriz rala tri-
angular superior con diagonal unitaria, vy UT es su traspues-
ta, que es por lo tanto rala triangular inferior con diagonal
unitaria. Es posible obtener X sin calcular jaméas la inversa
de UT,’que seria una matriz densa. Con este fin, escribimos
(1) de la siguiente manera:

uT x = B (2)
que es ahora un sistema de ecuaciones lineales con los elemen-
tos de X como incdgnitas. El sistema (2) se resuelve usando
las técnicas usuales, muy similares a las que se explicaron en
las secciones 10 y 11. Se usan dos algoritmos: wuno simbdlico
y el otro numérico. Los algoritmos emplean la técnica de llave
maltiple y la de reunibén expandida de no-ceros descritas en la
seccién 7. Un caso simple se ilustra en el ejemplo 20, y los

algoritmos se dan en los ejemplos 21 y 22.

Ejenplo 20. Producto de la inversa de una matriz triangu-
lar inferior por una matriz general.

Consideremos el siguiente sistema, del tipo de 1la ecuacién

(2):
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11 X2 511 512 3
Xo1 %221 % p2l p22 (3)
X31 X3 31 P32

Para la primera fila tenemos:

(x1, x2) = (by; byy) (3)

donde la notacidn significa:

X1, <

X12

Para la segunda fila:

bll

= b,

a(x)) x;,) + (x,, %x,,) = (b, b,,)

Por lo tanto:

(x;) %5,) = (by,

byp) - alx); x,) (5)

De una manera similar, para la tercera fila obtenemos:

(x5, x3,) = (by,

by,) - blxy; x1,) - c(x,; x;,) (6)

Las ecuaciones (4),(5) y (6) se pueden resolver una después de

la otra, obteniéndose la matriz X buscada. Este algoritmo es

apropiado para matrices ralas en formato por filas porque

tanto UT como B son accedidas sblo por filas.

Ejemplo 21. Algoritmo para la multiplicacidén simbdlica de

la inversa de una

matriz triangular inferior (UT)-1 por

una matriz rala general B.

Datos: IUT,JUT estructura de UT en R(I)FD,donde I indica que

el triangulo inferior esté& representado.

1B,JB estructura de la matriz B en R(C)FD.

N orden de UT y cantidad de filas de B y de X.

NC cantidad de columnas de B y de X.
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Resultados: IX,JX estructura de la matriz resultado en R(C)FD.

Vector auxiliar: IP de dimensidén NC, llave maltiple.

1. DO 10 I=1,NC
2. 10 IP(I)=0

3. Jp=1

4. IX(1)=1

5. DO 70 I=1,N

6. IBA = IB(I)

7. IBB=IB(I+1)-1

8. IF(IBB.LT.IBA)GO TO 30
9. DO 20 JJ=IBA,IBB
10. J=JB(JJ)

11. IP(J)=I

12. JX(JP)=J

13. 20 JP=JP+1
14. 30 IUA=IUT(I)

15. IUB=IUT(I+1)-1

16. IF(IUB.LT.IUA)GO TO 60
17. DO 50 JJ=IUA,IUB

18. J=JUT(JJ)

19. IXA=IX(J)

20. IXB=IX(J+1)-1

21. IF(IXB.LT.IXA)GO TO 50
22. DO 40 KP=IXA,IXB

23. K=JX (KP)

24, IF(IP(K).EQ.I)GO TO 40
25. IP(K)=1

26. JX(JP)=K

27. JP=JP+1

28. 40 CONTINUE

29. 50 CONTINUE

30. 60 IX(I+1)=JP

31. 70 CONTINUE
En este algoritmo, el vector de llave maltiple IP es iniciali-
zado a 0 en las lineas 1 y 2. El puntero JP para IX se inicia-
liza en la linea 3, se aumenta en las lineas 13 y 27 cada vez
que un nuevo elemento se inscribe en la lista JX, y se usa
para construir IX en la linea 30. El ciclo DO 70 recorre las N
filas de las matrices. La fila I de B es cargada en JX por el
ciclo DO 20, en la linea 12, e I se almacena en la posicidén J

de la 1llave mlltiple IP para impedir cualquier intento futuro

de volver a inscribir el indice de columna J en JX.
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A continuacidén comienza el algoritmo correspondiente a
las ecuaciones (4),(5) y (6) del ejemplo 20. El ciclo DO 50
recorre la fila I de UT, y para cada indice de columna J que
se encuentra el ciclo DO 40 recorre la fila J de X e inscribe
en JX cualquier indice de columna K que no haya sido inscripto
antes. Notar que la posicidén K de la llave miltiple es compro-
bada en la linea 24, y bloqueada en la linea 25 cuando ello es

necesario.

Ejemplo 22. Algoritmo para la multiplicacidén numérica de
la inversa de una matriz triangular inferior (UT)-1 opor
una matriz rala general B.

Datos: IUT,JUT,UNT matriz triangular inferior dada UT en
R(I)FD.

IB,JB,BN matriz B dada en R(C)FD.

IX,JX estructura de la matriz resultado X en R(C)FD.

N orden de UT y cantidad de filas de B y de X.
Resultado: XN valores numéricos para la matriz X, en R(C)FD.
Vector auxiliar: X de dimensidén igual a la cantidad de colum-

nas de B para reunidén expandida de no-ceros.

DO 80 I=1,N

IH=I+1

IXA=1X(1)

IXB=IX(IH)-1
IF(IXB.LT.IXA)GO TO 80

DO 10 IP=IXA,IXB
10 X(JX(1IP))=0.

IBA=1IB(I)
IBB=IB(IH)-1

IF(IBB.LT.IBA)GO TO 30
DO 20 IP=IBA,IBB

—OoOWwWooONOITV P WN -
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12. 20 X(JB(IP))=BN(IP)
13. 30 IUA=IUT(I)

4. IUB=IUT(IH)-1

15. IF(IUB.LT.IUA)GO TO 60
16. DO 50 JP=IUA,IUB

17. J=JUT (JP)

18. IXC=1X(J)

19. IXD=IX(J+1)-1

20. IF(IXD.LT.IXC)GO TO 50
21. A=UNT (JP)

22. DO 40 KP=IXC,IXD

23. K=JX (KP)

24. 40 X(K)=X(K)-A*XN(KP)

25. 50 CONTINUE

26. 60 CONTINUE

27. DO 70 IP=IXA,IXB

28. 70 XN(IP)=X(JX(IP))

29. 80 CONTINUE
Dada una matriz triangular inferior con diagonal unitaria UT
de NxN y una matriz general B con N filas, este algoritmo de-
termina en el vector XN los valores numéricos de los no-ceros
de la matriz producto X = (UT)-1B. E1 ciclo DO 80 reco-
rre las filas de las matrices. Para cada fila I, son iniciali-
zadas a cero en las lineas 6 y 7 aquellas posiciones del vec-
tor auxiliar X que corresponden a no-ceros de la matriz resul-
tado en la fila I, si es que hay alguno. Los no-ceros de la fi
la I de B, si hay alguno, son obtenidos de su almacenamiento
compacto en BN y almacenados en formato expandido en el vector
X por el ciclo DO 20. El ciclo DO 50 recorre los no-ceros de
la fila I de UT y realiza las operaciones ilustradas por las
ecuacioes (4),(5) y (6) del ejemplo 20. Para cada no-cero de
la fita I de UT con indice de columna J y valor A, el ciclo
DO 40 recorre la fila J de la matriz X (ya completa a esta

altura pues J<I), multiplica los no-ceros que haya por A, y

acumula los resultados con los signos cambiados en las
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posiciones correspondientes del vector X. Finalmente, el ciclo
DO 70 saca los valores resultantes de X y los almacena en for-
ma compacta en el vector XN, en correspondencia con los 1indi-

ces de columna JX de la fila 1I.

13. Algoritmos varios

Una coleccidn de algoritmos {itiles para matrices ralas es

presentada y discutida en esta seccibn.

Ejemplo 23. Producto de la inversa de una matriz triangu-
lar superior de diagonal unitaria U por un vector 1lleno X.
Datos: IU,JU,UN matriz U en R(S)FD.
X vector lleno dado.
N orden de la matriz U.
Resultado: W vector resultado W=U-1X.

DO 10 I=1,N
10 W(I)=X(1)
I=N-1
20 IUA=TU(I)
IUB=IU(I+1)-1
IF(IUB.LT.IUA)GO TO 40
Z=W(I)
DO 30 IP=IUA,IUB
30 Z=2-UN(IP)*W(JU(IP))
W(I)=2
40 I=I-1
IF(I.GT.0)GO TO 20

Este algoritmo es similar y cumple la misma funcibén que una
porcién del algoritmo discutido en el ejemplo 19: la compren-

dida en las lineas 2,3 y 14 hasta 23.
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Ejemplo 24. Producto de la inversa traspuesta de una ma-
triz triangular superior de diagonal unitaria U por un vector
lleno.

Datos: IU,JU,UN Matriz U dada en R(S)FD.
X vector lleno dado.
N orden de la matriz U.
Resultados: W vector lleno resultante w=(UT)'1X.

NM=N-1
DO 10 I=1,N

10 W(I)=X(1)
DO 30 I=1,NM
IUA=IU(I)
IUB=TU(I+1)-1
IF(IUB.LT.IUA)GO TO 30
Z=W(1)
DO 20 IP=IUA,IUB
J=JU(IP)

20 W(J)=W(J)-Z*UN(IP)

30 CONTINUE

Este algoritmo es equivalente a la primera parte del algoritmo

descrito en el ejemplo 19, y cumple la misma funciédn.

Ejemplo 25. Copia de una matriz rala de IA,JA,AN a
IB,JB,BN.
Datos: TA,JA,AN matriz dada en cualquier representacidén por fi
las.
N cantidad de filas de la matriz dada.
Resultados: IB,JB,BN matriz dada copiada a los vectores indica
dos.
NH=N+1
DO 10 I=1,NH
10 IB(I)=IA(I)
IAA=TIA(1)

IAB=IA(NH)-1
DO 20 I=IAA,IAB

20 BNC)ANGES
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Este sencillo algoritmo puede ser facilmente modificado para
cumplir otras funciones: cambiar de signo una matriz dada,

multiplicar una matriz por una constante, etc.

Ejemplo 26. Premultiplicacién de una matriz rala A por

una matriz diagonal D.

Datos: IA,AN matriz A dada en R(C)FD. Notar que JA no es nece-

sario.
D diagonal llena de la matriz diagonal dada.
N orden de D y cantidad de filas de A.

Resultados: IA,AN matriz resultado B=DA; notar que el resulta-
do es devuelto en los mismos vectores IA, AN en
que se dan los datos. El mismo JA es véalido para
B.

DO 20 I=1,N
IAA=TA(I)
IAB=TA(I+1)-1
IF(IAB.LT.IAA)GO TO 20
DD=D(1)
DO 10 J=1AA,IAB

10 AN(J)=AN(J)*DD

20 CONTINUE

En este algoritmo, el ciclo DO 20 recorre las N filas de la

matriz A. Para cada fila I, el ciclo DO 10 recorre todos los

no-ceros de la fila y los multiplica por el elemento diagonal

D(I), previamente almacenado en DD.
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14. Consideraciones finales

Algunas consideraciones pueden ser convenientes para la
persona que se propone usar los algoritmos descritos en esta
publicacién. Los algoritmos son casi b6ptimos, en el sentido de
que hacen una cantidad fija de operaciones y usan una cantidad
fija de memoria de computadora por cada elemento de informa-
cién Gtil presente en el problema, o sea, por cada no-cero.
Los algoritmos también representan el estado del arte de 1la
Tecnologia de Matrices Ralas, en el sentido de que la cantidad
de operaciones y de almacenamiento por no-cero son tan peque-
fias como ¢s posible lograrlo hoy en dia, pero que puede haber
desarrollos futuros que conduzcan a mejoras en algunos casos.
Finalmente, los alporitmos han sido cuidadosamente probados,
ya que, excepto algunos detalles, todos ellos estan siendo
usados en programas profesionales (29,30).

La experiencia ensefia que la causa mas frecuente de falla
de los algoritmos de matrices ralas es la invasidn de memoria.
Cuando se construye una matriz en formato ralo en IA,JA,AN, en
general no se sabe que largo final tendran JA y AN. Una practi
ca recomendable es comparar el puntero a JA y AN con algin pa-
rametro que indique el espacio de memoria reservado para ambos
vectores, cada vez que un nuevo no-cero es inscripto. Otra
fuente de errores frecuentes es el largo de IA, que debe ser
N+l para una natriz con N filas, y el elemento IA(N+l) debe
ser definido inevitablemente de acuerdo con nuestras convencio

nes.
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La invasidén de memoria puede producir resultados imprede-
cibles, los que en apariencia no tienen ninguna relacibén con
la causa original del error. Por lo tanto es muy conveniente
detectar los posibles errores en una etapa temprana. Como ejem
plo, consideremos la siguiente secuencia de instrucciones, que
ha sido usada en todos los algoritmos:

IAA=TA(I)

IAB=TA(I+1)-1

IF(IAB.LT.IAA)GO TO «
donde la condicién IAB.LT.IAA se usa para detectar filas va-
cias en la matriz. Pero para una fila vacia debe valer
[AB=IAA-1. Esta condicidén puede ser comprobada a bajo costo
cada vez que se encuentra una fila vacia, pues las filas va-
cias son generalmente pocas, y puede servir muy bien el propb-
sito de una deteccidén temprana de errores. En particular, el
olvido de definir TIA(N+1) puede muchas veces ser detectado de
esta manera. Por supuesto, hay muchas otras maneras de detec-
tar errores en la etapa mas temprana posible. Por ejemplo, se
puede usar un algoritmo que examine una representacidén rala
enseguida después de construirla y antes de usarla con algln
otro propdsito. El algoritmo podria comprobar si IA(I)£IA(I+1)
para todos los I, que JA no contiene indices de columna dema-
siado grandes ni demasiado chicos, que AN no contiene ceros,
etc.

El mismo formato ralo se puede convertir en otra fuente

de dificultades para el usuario. El usuario puede tener sus
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matrices almacenadas como matrices llenas o de banda, y desear
procesarlas como matrices ralas para ahorrar tiempo de maquina
o aprovechar mejor la memoria disponible. Esta situacibén no
deberia ser la usual, porque conviene almacenar la informacidn
directamente en formato ralo tan pronto como es producida,
para sacar provecho de los algoritmos ralos desde el mismo
comienzo. Hay casos, sin embargo, en que un algoritmo que
transforma una matriz llena o de banda a formato ralo puede
ser muy conveniente. Uno de esos casos es el ensamblaje de
matrices de elemento llenas, discutido en la seccibén 9. Otro
caso se presenta cuando el usuario quiere comparar algoritmos
para matrices llenas o de banda con algoritmos para matrices
ralas, en lo referente a requerimientos de memoria, exactitud
de los resultados, tiempo de ejecucidbn, etc., resolviendo el
mismo problema con diferentes algoritmos. Inversamente, tam-
bién hay casos en que una matriz rala o una porcidén de 1la
misma debe ser almacenada como matriz llena. Por ejemplo, el
usuario puede querer revisar una porcién de su matriz rala.
Para ese fin, un listado de IA,JA AN resulta muy confuso, y es
mejor diseflar un algoritmo que sea capaz de imprimir la ma-
triz, o una porcidén de la misma definida por una ''ventana', en
formato lleno, o sea tabulada, rellenando con ceros donde sea
necesario. Comentarios adicionales sobre esta cuestién y una
solucidén interesante al problema se pueden ver en (31).

Hay algunos aspectos importantes de las matrices ralas

que casi ni han sido mencionados en esta publicacidén para
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evitar hacerla demasiado extensa. Entre tales aspectos estén
los siguientes: ordenamiento para reducir el 1llenado durante
la eliminacién de Gauss (23-27); procedimientos iterativos
para resolver sistemas de ecuaciones lineales que solamente
requieren el producto de la matriz de coeficientes por un
vector lleno en cada iteracidén, y son por lo tanto muy conve-
nientes cuando la matriz es llena (32,33); célculo de autova-
lores de una matriz rala, usando ya sea procedimientos direc-
tos o iterativos que también requieren el producto de la ma-
triz por un vector en cada iteracidén (34-36). El lector inte-
resado debe consultar la literatura especializada en estos
casos. Una confusidén muy comiin es asociar las matrices ralas
con la resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales por eli-
minacidén de Gauss directa. Practicamente cualquier algoritmo
que usa matrices con cualquier fin puede ser programado para
usar matrices ralas. Las matrices ralas son por lo tanto una
herramienta de trabajo general que se usara cada dia con mayor

intensidad.
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