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T rchívo fubucacíones

3 1 1

UNIVERSIDAD DE CUYO

INSTITUTO DE FISICA «Dr. J. A. BALSEIRO»

/

SISTEMAS DE DOS FOTONES

TESIS

LEONEL N. MENEGOZZI



A MIS PADRES.

\



SISTEMAS DE DOS FOTONES

Tesis

para el Doctorado en Física 

p re se n t a d a  por Leonel N. Menego 

dirigida por el P r o f e s o r  

Dr. G u i d o  Beck

U n i v e r s i d a d  de Cuyo

I n s t i tu t o de Física "úc. J. A e B a l s e i r o”
Octubre de 1964.



INTRODUCCION:

Es sabido que la teoría cuántica no permite - 

atribuir a una transición un campo observable, asi como la 

evolución de cargas y corrientes; sól^ son observable ̂ e x ­

presiones cuadráticas del campo e m i t i d t a l e s  como la ener 

gía e impulso.

Sin embargo es un hecho innegable que todo 

proceso no estacionario en electrodinámica cuántica impli­

ca una progagación espacio-temporal, y en esencia lo que en 

general uno hace es utilizar modelos clásicos o esquemas mer 

tales que involucran una propagación de un campo clásico pe.--ri 

luego proceder a un cálculo cuántico por medio de la teoría 

de perturbaciones.

Es útil entonces c^n-rificar y poner sobre ba­

ses más rigurwsas estos conceptos empleados en forma implíci 

ta aunque sin discusión en todas las consideraciones elemen­

tales respecto al comportamiento del campo cuántico.

Veremos entonces como es posible,-aunque con 

limitaciones que üuego expondremos- describir en términos 

clásicos transiciones cuánticas que involucren un fotón

1)>2),3). Con este fin se asocia al campo emitido, un cam­

po clásico tal que actuando sobre un cuerpo de prueba -por 

ejemplo otro átomo en su estado fundamental -produzca los 

mismos elementos de matriz y efectos del campo cuántico.

Este campo asociado tiene además la misma densidad de ener­

gía,. impulso y longitud de coherencia que el campo cuántico 

eorr"*la ventaja de proporcionarnos una imagen directa aunque 

no completamente rigurosa de sv ere "pación espacio-temporaa.

Será objeto de este trabajo tratar de defi­

nir conceptos similares para transiciones que involucren 

dos o más fotones, estudiar sus limitaciones y luego su apli­

cación a fenómenos físicos bien conocidos que envuelvan la



/// aparición de paquetes de dos fotones, tal como la uesinte-
1

gración del positronio en su estado S.-

En todos estos casos los campos aso­

ciados muestran las mismas correlaciones y producen los mismot 

efectos del campo cuántico, con la ventaja de darnos una imag; 

de su evolución en el espacio tÉempo de configuraciones.-

Para el caso de transiciones cuánticas que involucran un fotór 

parte de los resultados obtenidos fueron discutidos por:
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CAMPO ASOCIADO A PAQUETES DE UN FOTON

Este concepto, como hemos mencionada ya ha 

sido usado y discutido en otras ocasiones (x), sin embargo 

no es comunmente conocido ni han sido estudiadas con detalle 

sus limitaciones. Lo desarrollaremos aqui a manera introduc­

toria .

a) Definioión de paquetes de fotones:

Para fijar ideas expondremos brevemente pri­

mero las notaciones usadas y coneeptos que emplearemos, (xx)

Una vez cuantificado el campo electromagné­

tico de radiación libre, T,É?, y If son operadores que actúan .c: 

bre una función de onda que satisface la ecuación de evolución 

de Schroedinger

de Hilbert abstracto.

En la representación en la cual son diagonales los operadores N 

(número de fotones) y H (hamiltoniano de radiación),

1) G.BECK N.Cimento 1/1/55
2) C.M«KOTTIN Anais da Acad.Bras.de Ciencias
3) L.M.FALICOV N.Cimento Val.16 - 1960

donde / son las funciones de onda definidas en un espacio

CÍJL _ j O k u  _ _.
(x) 1),2),3) loc.cit.

(xx) En general usaremos la notación empleada en 3) loe. cit.
/ /



tenemos las bien conocidas funciones ortogonales de Hermito

donde n indica el número de fotones y k es un ínr :e múl­

tiple que indica el impulso (hK) energía <?lKl) y pola- 

rización

las * forman un conjunto ortonormal y tienen las siguien-

tes propiedades,

* « * r K:-. r > *

donde a^ y a* son los operadores de absorción y emisión
A *

de fotones en el estado K, respectivamente.

Tolos los procesos físicos que consideraremos in­

volucran la aparición de líneas espectrales con ancho, es 

decir, él o los fotones involucrados en el proceso poseen ' na 

•distribución espectral (existe una dada probabilidad de ^^ • 

contrr.r u no o rr's fotones en un deteminndo estado de e m  - 

gía, impulso y polarización),

Entonces consideraremos aquellas combinaciones 

de las funciones ** *en las cuales el número de fotones 

sea diagonal; una tal combinación la llamaremos paquete ce 

fotones•

Un paquete con un núnero arbitrario K le fotones estará en­

tonces descrito por la funcional

i /h.Yi....r\* .-fl

[..;j J J

donde la suma se extiende a todo conjunto de valores n; 

que satisfagan 3  N
s

de modo que l_^ J = O  si fy :fr N



/// La condición de normalización es:

L  m r a i  = 1

c m  i
La significación física de los coeficientes es tal •,

que: II n Ik : r  indica la probabilidad de que entre 

los N fotones, haya nA en el estado de impulso
’*m"̂

energía , y polarización A ; n^ con impulso "h K- 

energía , • » , . Ejemplos:

Paquetes de un fotón

-1+-

Paquetes de dos fotones

r-2r  í* 1 \r* r * r { ¡2 \ r 2 -i
I = 2  U ^ A ' ^ e  +2 L2 U k e

Debemos hacer notar el hecho de que en esta representación

r  n(salvo el caso particular de paquetes monocromáticos 

han dejado de ser diagonales la energía y el impulso; defi­

niéndose sus valores medios cuánticos en la forma habitual, 

por ejemplo: para paquetes de un fotón,

tñ to -  JE  I 
<>

Los paquetes de fotones no representan más que estados parti­

culares de exitación del campo electromagnético de radiación 

libre, precisamente aquellos estados en los que el número de 

fotones es conocido

La diagonialidad del número de fotones,im­

plica como es bien sabido un total desconocimiento de las fa­

ses. Dadas las relaciones de conmutación:

o foion ^

///



éstas muestran inmediatamente que:
/ / /

fe , nj t o j£= -ti> ‘i '¡W Z é *  f rí

donde Ht r<lt A , («'** f - ' & !

0 ^ N J * O

en consecuencia dada la relación de incertidumbre

A A * ó V z L A . B f

vemos que el conocimiento del número exacto de fotones, per­

turba nuestro sistema de tal forma impidiéndonos dar una mag­

nitud definida a los campos. Estos mostraran fluctuaciones al­

rededor de su valor medio (en este caso nulo E s ^ H =  / T =  o  ,,

aun en el caso de que no tengamos fotones presentes, n ;z o 

Sin embargo podemos obtener una imagen de la evolución espacio 

temporal de estos particulares estados de exitación del campo 

cuántico por medio del estudio de la evolución de expresiones 

asociadas escritas en espacio tiempo de configuraciones de 

^.N dimensiones que permite, en cierto sentido, localizar cada 

fotón en un lugar Ri en el momento Ti (N.= n^ fotones)

Consideraremos primero paquetes de un fotón, 

dejando para otro capítulo el estudio de sistemas de dos o más 

fotones.

r'ado el campo cuántico

para asociar a este paquete un campo clásico, entendiendo por 

tal una solución de las ecuaciones

( 1 )
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/// deberemos fijar un cierto criterio. Tal vez el crite­

rio más intuitivo, sea fijar este campo de tal forma que 

puesto en interacción con un cuerpo de prueba real (un átono 

T en su estado fundamental) produzca los mismos elementos

D>2)
de matriz y efectos que produciría el campo cuantico*-

de coordenadas > que se encuentra inicialnente en su es­

tado fundamental T y es capaz de absorber el fotón (condi­

ciones de resonancia,orientación, etc.) pasando al estado

Consideremos entonces el efecto del
,-1

campo cuántico sobre el detector T ubicado en el lugar

H  c- c<*v/6 +(3rt)c*i- V +  X

-  €  o?* A

(3)

Tenemos entonces:

estados iniciales

estado final

En primera aproximación podemos consi-

^7 u)j- ■= T * ~ £ r o o

indicandoindicando integración sobre coordenadas espaciales y

suma los índices espinoriales discretos.-

1) ,2) loc.cit. ///
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Consideremos ahora los efectos de un campo clásico real, sobre 

el mismo cuerpo de prueba,-

Antes <.:je todo desarrollo debemos notar que la solución más 

general de las ecuaciones (2) incluye tanto frecuencias po­

sitivas como negativas

/ / /

~ r t  Z*Kl'

por lo tanto su expresión sera la smguiente:

•ce. (x)

donde la suma se extiende a todas las direcciones y a todas 

las frecuencias positivas y negativas

Como ct

Si llamamos

* T4,

~ +Ik /c  ~ - /k / c = v ü k

entonces

4 e -- ^  £ - e €k ? - e"

¿/*/c
- tKfC

(xx)

(5)

(x) — ¿f* [¡¿/íTc* >t<"r
O  están normalizados en la, forma siguiente

, 'o,} w, si usamos el hecho de que 

con ,>■. _ **»,m . f* \C f - - - c  o

¿ J-L/¿ J-L/2
(xx) La (5) puede ser puesta en la forma habitual,para ese fin usa- 

__ i>- 

remos {j)u ~*-<x̂ k y vi

poniendo la (5) en la forma 

/ £  r !/ W ? / f * 6  -
L ~ Í Í 7 — ^ K* tXiÜK¿<--03 

i l«IQ

'Ík
+■ Q f- -*L é ' ^ “̂XA--oo

usando las anteriores

A ,  =  i / Ü £ 3 ^
1 í* % 7 - c  < •«/„<-

S*, ///
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Usaremos esta expresión para el campo clásico, y los mismos 

desarrollos perturbativos anteriores con la diferencia de 

que ahora deberemos poner:

14o -  c « - P  +  (3r n c * +  V

H ’— « « - / A c t  (é>

Las ecuaciones (3) y (6) implican una diferencia conceptual, 

a saber

En el primer caso consideramos al cam­

po de radiación como integrantes del sistema, es decir, tene­

mos en cuenta su posible desaparición por conversión en ener­

gía electrónica. En cambio en el segundo caso consideramos 

al campo electromagnético como un agente cuya magnitud es man­

tenida desde el exterior.-
i

Tendremos entonces: 

estado inicial cj>r loj- ̂  ~ ^

estado final

Considerando nuevamente la primera aproximación tendremos:

= H r y r  tíT yT .''*** (y)

d0nde /,* ! ,--- -  ,  ,•&!?,* r)-¿K ti.
» T V r  e  A * .  *

i-MIc r  . ,

Para comparar (7) con (k) agruparemos esta expresión

/ / /

en la forma siguiente > t

m e r. ¿  A'-*/'-

/ ___ _

'/k,C . , +! ... -£r‘- S r
Sabemos que solamente los términos con ^  ^

(x) Ver L.Schiff



contribuyen sensiblemente a la amplitud de probabilidad bT  * s
+ ■  1

sin embargo, un dominio finito de frecuencia <u)T +

no permite considerar a un paquete de forma predeterminada 

arbitraria; entonces para estudiar el comportamiento espacio 

temporal tenemos que trabajar con la suma completa•- 

Observando (*0 y (8) vemos que:

-9-

/ / /

• -♦ r*
\ y( Rre

es decir podemos poner (7) en la forma siguiente:

(a*r-u)K)t

(9),t ¿,.L *v«i *''

Comparando la expresión (9) con la (*+) a saber:

H r  '/rK  ¿x» « ' ^ ^ ^

'•¿irs /A/C

Vemos que podemos considerar a la expresión compleja siguiente

,  _  ,  ■ , —  , - Cío
73 S 5  *':i ,*°0 , ,

« V r í / V C  (X)

(x) Podría darse el nombre dĵ  campo clásico asociado a la expre­

sión real -5^ - s j ^

Esto es algo puramente formal, pues el desarrollo muestra que só 

lo la parte • (o bien sj ) d e j ^  son las que puesta en

interacción producen los mismos elementos de matriz y efectos 

del campo cuántico.- Además esa asociación podría inducir al 

error de considerar que el campo cuántico posee frecuencias ne­

gativas, que sabemos inexistentes,-
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/ / /Como aquella solución compleja de las ecuaciones clasicas (2)

tal que puesta en interacción, produce los mismos efectos del

canpo cuántico, (i).a esta expresión la llamaremos campo clási-
7

co asociado al paquete de un fotón

ri 1 - * •JJu £

r =Jg-  ! S  e

Los campos asociados nos dan una imagen de la evolución espacio 

temporal del campo cuántico, clarificando asi un concepto em­

pleado implícitamente aunque sin discusión en todas las consi­

deraciones elementales respecto al comportamiento del campo 

cuántico,- 

Discusión;

a) Vimos que la expresión más general de un canpo clá­

sico que satisface las ecuaciones (2) a saber:

¿ J A ¿ > ' ' ' Á = o

incluye tanto frecuencias positivas como negativas

mientras que los campos asociados _ y- .-— —- , - nr~ ¡fürr-. u)H tj
/  i ®
/~*Q'SS

tt’t-HXfc *
,  ^  A ) - I tyjif t

a paquetes de un fotón A k  ’ K  ^  solamente

incluyen frecuencias positivas, dada la no existencia de fotones 

negativos (como surge del bien conocido tratamiento cuántico 

del oscilador armónico Jo-

Una consecuencia de esto, es que mientras clásicamente es posi­

ble considerar soluciones de las ecuaciones de Maxwell que cons­

tituyan trenes limitados, por ejemplos paquetes deltifornes am­

pliamente usados en definiciones concdrnientes a condiciones de 

causalidad, n;. podenos hacer lo propio en este caso que estados 

considerando, ¿n efecto, dado un paquete de un fotón, no podemos 

rigurosamente asociarle un canpo ''cortado1', es decir un canpo

/ / /
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con un frente perfectamente definido (x) (xx) (Ver Ap. I).~

Venos que existe una estrecha corresponder; - 

cia entre el fotón y otras partículas relativistas, por ejem­

plo electrones, para los cuales la perfecta locálización para 

un t ;j£ o implica tanto soluciones de energía positiva cono 

soluciones de energía negativa. Parece luego que la no locali- 

zabilidad de un paquete de ondas describiendo una partícula 

es un rasgo general de todas las teorías relativistas,-

b) Si consideramos el operador densidad de energíalí sgjj.(£ + H  I 

y construimos su forma explícita a partir de las ex­

presiones de E y H dadas en pag. (*+) obtenemos:

I L * X .  J / k ■

c> U ‘ é é

eliminando ahora la divergencia de campo nulo y términos qu.e 

no dan contribución al valor medio, cuando como en este caso 

el número de fotones es diagonal, tendremos

j j [ ° t  ( \ /3l  | / ^ () [ ¿ k ' • ) « v * +c  v K Jr J

(x) Para aclarar esta aserción y sus relaciones con la causa­
lidad podemos imaginar un ejemplo sencillo- Ver apéndice I -.

(xx) Ver H.M.NUSSENZVEIG- "Analytic Properties of non-Reía ti vis. 
tic Scattering Amplitudes” pag. 1+8-l+9 ** Escuela Latinoame­
ricana de Física 1962

/ / /

////
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tonando el valor- medio cuántico con el paquete(1) en estudio 

resulta: __ - ^

< lí°^> ~ (T (€K '£«>)v'm'A> + c5 ( £ W Í M ^ x e K.)j.

K«< »

n /A -  X ' U ' e
W'<Uíj< J

Si consideramos ahora la densidad de energía de un campo clá­

sico, solución compleja de las ecuaciones de Maxwell

tendremos* ^

^ce ̂ ¿Tf f¿ct -c¿ -f- fot fot*) ~

Comparando (11) y (12) vemos que nuestro campo asociado (10) 

es tal que:

tiass (£a.s*£¿^ + H a ss K s t J =  , (13)

Inversamente las expresiones (11) y (12) nos proporcionan otro 

criterio (por medio de expresiones cuadráticas) para asociar 

campos clásicos a campos cuánticos dados, que es esencialmente 

el método empleado por Falicov en su trabajo

- x W  í/jL. C  ^

c) Esta forma de asociación nos permite adem|s interpretar 

la cantidad

cono la función de onda del fotón en el espacio-tiempo de ccnfi- 

. '' c L._ _ ^tcrpretación 'se sigue de

inmediato del significado físico de las fornas cuadráticas X c í  

y f,u normalización, daremos aquí una demostración más gene­

ral, qu-3 nos servirá’ pare, aclarar las ideas,

(x) Ver A,I„ A k h i e z e y  V rE, Berestetsky - "Quantum Electrody- 
namics" Chnp, I ate Technico- Theoretical Literature Press ~
Moscou 1953
Ing Fng'.ish trcnslation 1957 - Consultant Bureau Inc. - New York,

//
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Si elegimos las ecuaciones de Maxwell como las ecuaciones 

cuánticas de evolución para el fotón, entonces las caracteríjs 

ticas ondulatorias del fotón y del campo electromagnético 

serán idénticas.-

Las ecuaciones de Maxwell que satisfa­

cen íT y H* en el vacío, escritas en función del potencial 

vectorial son:

V’A.  =  0  (15)

c / / ' i /  ~ o — rof'A

Podemos dar a estas ecuaciones una interpretación "corpuscular 

compcrándolas con la ecuación de evolución de Schredinger de 

la neoánica cuántica ordinaria, para esto haremos una transi­

ción al espacio de los vectores de onda por medio de una trans 

formación de Fourier; pondremos entonces:

£ = (X6)

Entonces las ecuaciones (15) expresadas en eloespacio K quedan 

tji- tí- o

<517)

i(*rx d fc  t

a quienes debemos agregar la condición de realidad de los 

campos é/ =  tj

f v t & j  ( 18>

que pueden satisfacerse automáticamente con la substitución 

siguiente:

tJ + °<  *fi«, t / j  (19)

s í o ^ t j  =  t € ( « j  f i f i ? {/-<*£)?. t/J

/ / /
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Donde <E (K) es un factor real de normalización que elegiremos 

luego.-

Si eliminamos de las anteriores ten­

dremos:

(¿~r t¡ -  < C ( « } c * y v 7 1)

Reemplazando estas en la primera de las (16) tendremos:

(¿j- - o

a quien podemos escribir en la forma siguiente

- A k c  (2 0 )

(i)

Esta ecuación junto con la condición de transversalidad

■ (2 X )  

( id

son equivalentes a las ecuaciones de Maxwell.

La ecuación de evolución (20) tiene la forma de la ecuación de 

Schroedinger, siempre que el modo operacional (en el espacio K ) 

del operador energía del fotón sea definido multiplicando por el 

número ¿ 7 C  AT -  4 CÜK

En efecto podemos mostrar de inmediato que con la asociación 

hecha en páginas anteriores:

el operador asi definido puede realmente ser considerado como el 

operador energía del fotón.

Construiremos entonces la expresión que 

dssignaremos con para la energía del campo electromagné­

tico

< & >  =  % n jt¡  ( E 9+ H * ) d &

(1) En la misma forma es posible demostrar que satisface la
ec.conjugada,-
(11) Debemos hacer notar que no todas las soluciones de la ecuación 
de Schoroedinger corresponden a estados cuánticos del fotón, pues 
además deben satisfacer la condición de transversalidad (21).
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Desarrdlando según (16)

* X

.Considerando que

entonces

< £ >  - ’/t» J l,, ( E ^ ) £ ( - k ! t

usando las expresiones (1 7 )y (19) y (20)

¿F(k, a  - - (C( « ) ( tj - o T Y -tí)

X  -< entonces ,
(Hht ('«/-- €  f e  fó/w-fj + ¿cffjc? ^ / . c ¡ v ' ^ / í * / . J
^  —9 /

- (¡2 Sf<¡X(#)o( *(k }+ *0<)J

luego

~ J L  2 L  € ) + £ / - , ? j o < « ) J z A ¿  f M  ° <^

y eligiendo ( C w ^ f e r r t j c t f f é  tenemos

< c f >  = 5 ^  ¿ ¿ C K C X  *o?‘ =  ̂ > L  ó ? ( « J
t? K

Ana- logamente si construimos la expresión para el impulso del

campo electromagnético, que llamaremos 

^  ^  d &

procediendo en idéntica forma, 

obtenemos haciendo uso de C(K )r (2íí kc ) 3

< 7 ? >  -  í<  cx
K

Es por lo tanto válido llamar operador impulso del fatón al 

aperador de multiplicación por el vector de onda K y dar el 

nombre de espacio de los impulsos al espacio K.

///
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/// ¿ts
La cantidad °\ C\ puede interpretarse

en el sentido cuántico habitual como la densidad de probabili­

dad de que el fotón posea un iiipulso K,Entonces la condición 

de normalización

*
J >  cxT ( X

tiene un sentido físico natural.-

La función de onda del fotón en el espacio de configuraciones 

será entonces la transformada de Fourier de la función de onda 

en el espacio de los impulsos

<x'«.tie " ^ V
r¿J *<

-------------------------- -̂------------- ^ — ---

Neta; En vista de la condición de normalización •= /
i<

tendremos automáticamente ^F(rft)P(*tt)cl<o

A pesar de lo expuesto ( F.z 7 7 <x(#,éJJy jF.F*d$ * 1  ) se hace 

muy duro llamar a F una función de onda en el sentido de SchrVc- 

dinger, ya que debemos hacer notar que no es posible la interprc—  

tación de F F como la densidad de probabilidad de encontrar el 

fotéh en un determinado punto del espaci» (x). En efecto, físi­

camente la presencia de un fotón sól® puede ponerse de manifies­

to por su interacción con cargas, estando determinada esta inte-

racción por los vectores E y H en el lugar considerado; ahara
-v -+ ccn F(r,t)

bien, veremos luego que la relación entre E (r,t) y H(r,t) ne es

una relación local, sino integral; es decir, E y H en un dado

punto P del espacio no están determinados por los valores de

j en un entorno infinitesimal de dicho punto P, sinó por

sus valores en todo el espacio donde F no es nula.

(x) Ver A.I. Akiezer y V.B. Berestetsky - loe. cit. pag 17.
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Teníamos las siguientes expresiones:
/ / /

La presencia del coeficiente |/K es justamente la determinante

de que la relación entre E*y F sea de tipo integral. Calculare­

mos ahora a simple título informativo esta relación; para ello, 

dada la sugerencia de las expresiones anteriores, haremos uso de

cualquiera (xx), (xxx) que encierran como caso particular las 

derivaciones e integraciones ordinarias de orden entero). 

Daremos aquí las ideas fundamentales por ser de uso poco común. 

Asi la derivada (D^ ) de orden complejo A cualquiera de una 

función g(x) (con soporte en la semireccta x ^  o esta definida 

por el producto de convolución siguiente:

El símbolo p.f. (parte finita de la integral) no es necesario 

si Real (A l > o, en cuyo caso es:

(xx) Ver I.M. Guelfan y G.E. Chilov "Les Distribution" - Dunod 
(1962) pag. 112.

(xxx) M.Balanzat "Lecciones sobre teoría de Distribution" - Ins­
tituto de Física de San Carlos de Bariloche - pag. 127.-

la teoría de derivaciones e integraciones de orden complejo A

donde distribución (con soporte en x ^ O  • ) de­

finida en la forma siguiente:

o x c o

t x > O



/ / /
Debemos hacer notar de que el hecho de poder definir todes 

las derivadas (incluso las ordinarias de orden entero) por 

medio de relaciones integrales, no implica que las derivadas 

de orden entero guarden una relación no local con sus primi­

tivas; puesto que en este caso tendremos bajo el signo inte­

gral la distribución Sk*) o una cualquiera de sus derivadas, 

lo que implica una relación local si usamos la bien conocida 

fórmula de derivación de distribuciones

cualquiera por medio del siguiente producto de convolución

“ Laplaciano de orden complejo A

donde es la distribución definida por

'a . n ?  2 ~  n * / z ) n & g = * )

•-SK

Se tiene además las fórmulas fundamentales:

--------- ooo--------

Usando entonces las anteriores, mediante un cálculfi' simple 

se obtiene
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///
Aplicando este último resultado a nuestro caso en considera­

ción, vemos que es posible poner:

que como vemos es una relación de tipo integral esencialmente, 

ya que no figuran funciones tipo deltiformes en el integrando 

(esto como vimos sólo sucede en las derivaciones Ordinarias).

Este resultado (que en cierta medida implica la no existencia 

del concepto de densidad de probabilidad para la localización 

de un fotón en una región más pequeña que su longitud de onda) 

está estrechamente ligado con la imposibilidad de construir com­

binaciones bilineales de los vectores del campo electromagnético, 

tal que siendo cuadrivectores satisfagan la ecuación de continui­

dad (aunque por supuesto existe el tensor energía - impulso).- 

No es nuestra intención ahondar en lr.s propiedades de la función 

F, sólo mencionaremos aquí algunas de las relaciones más eviden 

tes a simple título informativo.

siendo

poniendo

é.
VTcresulta

///



//
Con esta y con las definiciones dadas mas arriba podemos ob­

tener de inmediato
T

-20-

o bien

y análogas relaciones entre F *  y A • Es decir, vemcs 

aquí que F* es una función relacionada con A**1 por una deri­

vación de orden semientero.

Debemos mencionar además que en nuestros desarrollos anterio­

res, nos hemos basado en:

/V jt ,/ít _/V-»r
G  sr yit< Q

para igualar sin majior discusión, la expresión siguiente;

+ac 4 *<o ' >*>

PYr. éu/U<ve'V'  , c é e * j ¿ í  t fl U j "'*-£ %
-CO ÍOJ ^

con esta otra expresión:

, +CD

Ó *  ^CQ.

Sin embargo, dada la no univocidad matemática como consecuen­

cia de la doble valoración de // K; para que sea correcta Ir. 

igualdad

-ce

y se satisfagan entonces razonables exigencias físicas ( como 

ser : F (x,t) sea nula donde A(x,t) es nula); deberemos elegir

/ /
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7 /7
en cada caso el camino de integración adecuado para F(x,t).

Para fijar ideas consideraremos con cierto 

detalle un modelo sencillo; los resultados que obtendremos en 

este caso son fácilmente generalizables.

Sea:
too

Calculando por residuos esta integral tendremos:

I) Si x-ct > o , la parte exponencial nos impone el siguie. 

contorno de integración

r„ — - .... 3 ^
" '■ " ■—— 
'{K o- 1^ 2 c )

too

O

c* R . co

$  *
Como *y 1 ~ O

Q  -9ÜO

J 7 k í ) - J  - o
~Cb

114 Si x-ct <  o , la parte exponencial nos impone ahora el

siguiente contorno: 
f<k>

-07 /
17 -y Oo

C . Ct

A? -roe

/ * >  ,, - ;tysc)<*~ * V  / /
/. *)- > c < c /

Es decir, nuestro modelo muestra el siguiente comportamiento

->

/ /
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Recordemos ahora que (ver pag. 11):

(<L (k ¡ x ef e  Vk

donde )
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W  3a: - tyx-c <*/«,£/
V. d t

es decir, con este modelo la función F (x,t) estará dada por;

/ Í<X> *Q}

Fh. o é / - J g .
(k -k q  +'#y¿c)

Es también posible el cálculo por residuos de esta integral, 

pero deberemos ahora tener en cuenta el corte en el plano de 

Riemann (dada la doble valoración de |/k  ) que pondremos en 

el semieje negativo.

K:Kie,Tr - W k = í VÍki

V-

I) Si x-ct > o Eli-giendo el camino de integración siguien­

te (orilla superior del corte), es fácil 

comprobar que F(x,t) es nula donde A (x,t)

es nula; en efecto:

” ”  *>/7‘ ~  0  

>- *0 -í> O O

- O

como /
'Q-»ce>

- O
-V-*©

entonces F(x,t) ~ o para x —  ct > O

En cambio si eligiéramos el camino de integración siguiente:

///



dadas las exigencias de la parte exponencial ( para x > ct ) 

tendríamos el siguiente contorno

r
Entonces F(x,t) ~  / ~

-oo
para x > ct

Este resultado, fácilmente generalizable, nos muestra que en 

el problema que nos ocupa* el contorno físicamente razonable 

para _x-ct ✓ o es la orilla superior del corte de Riemmann, es 

decir; la siguiente valoración de K en el semieje negativos 

K — í ¡//K/ • Mediante cálculos sencillos podemos ver que la 

integral para valores positivos del parámetro x-ct >  0 está 

dada por la siguiente expresión:

O O
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CAMPO ASOCIADO A UNA TRANSICION (UN FOTON)

La teoría cuántica no permite atribuir a una transición un 

campo observable, asi como la evolución de cargas y corrientes; 

solamente son observables expresiones cuadráticas del campo 

emitido, tales como la energía e impulso. Sin embargo utili­

zando los métodos empleados en el capítulo anterior, es posi­

ble asociar al campo emitido expresiones que nos describan 

por medio de una función espacio-temporal una transición 

cuántica.-

Con este fin estudiaremos la emisión por par­

te de un átomo A inicialmente en estado excitado. Sean <t) *
A

y las autofunciones independientes del tiempo de nues­

tro átomo emisor en su estado excitado y estado fundamental 

respectivamente.

Ss este un proceso de primer orden donge:

Estado inicial (t>* I ,

siendo las condi ' A 
t ciones iniciales

Estados finales TA

Haciendo el habitual desarrollo perturbativo y llamando b>A*

u  1las amplitudes de probabilidad, tendremos

M  ¿A<= ¿ L  L k e ;(e*‘ -

Si consideramos (usando el método empleado por Weisskopf y 

Wigner) (x)

(23)
obtenemos:

4 *  t*> =  ¿ ¿ T  y  - <21»)
Y  £  *< - /¿ J

(x) Ver W.Heitler nThe Quantum Theory of Radiation " 3ra. edi­
ción pag. 182.-



J¡A*
donde Ha es el eleaento de matriz par?, la emisión de un 

Ak
fotón k por parte del átomo A; es decir,

- //c y y ^ -  <25 >

Entonces la función de onda que describe el desarrollo no es­

tacionario del sistema acoplado está dada por:

éct); V  b»*W r°+ \  £  tW*> C  éíEKt/fi

-25-

/ / /

(x)

siendo

*  y f  ( 26)

l b A « r = e ^ fc

2 .  |b«KÍ = ' - ¿ ^ t (27)

K

las probabilidades de tener cero o bien un foton presente 

al tiempo t respectivamente. . .

>  u>**< rL B« t/b>La cantidad * K  “
*<

nos da cuenta del campo emitido y es a ella a quien podremos .• 

asociar una expresión espacio-temporal que nos de una imagen 

de la propagación del campó cuántico.

3n efecto, una medición físicamente 

realizable del campo del fotón emitido, implica necesariamen­

te su interacción con cargas, es decir, un cuerpo de prueba, 

que puede ser un segundo átomo colocado a cierta distancia de 

la fuente, convenientemente orientado y con frecuencia propia 

semejante a la fuente. ///

(x) Esta función de onda está ya convenientemente normalizada 
<por ser autoconsistente el esquema (22) de cálculo usado.-
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//

Para un tratamiento consistente del 

problema deberíamos entonces acoplar el campo de radiación li­

bre con dos átomos uno en ostado excitado (fuente) y otro en su 

estado fundamental (cuerpo de prueba T). Sato implico esencial­

mente el siguiente esquema de cálculo:

r o
Estado inicial 4>a * 4 v r  ---

'■«Ti'C

Estados intermedios  ̂ i „ x
l d v 4 v * r  k  —  b A T K

Estado final 1-------------------- ^AT

Los desarrollos habituales en autofunciones del sistema no per­

turbado nos proporcionan al segundo orden ál siguiente sistema 

de ecuaciones:

l X & T - - Í -  f £ ? é * T K e ' ^ - ¿

j **6,nr -  b«*r £ £ 6 ^  (28)

U v  6 » 4<*’
A< t<

Ahora bien, debemos notar que en este esquema de cálculo, los 

estados intermedios bATK y b s o n  de naturaleza bien diferir­

te; cada uno de los estados bj^K Pueden ser observados en el 

problema de propagación considerado; es decir, pueden ser con­

siderados como estados finales y el hecho de que tengan que sur 

acoplados a estados finales (bat* ) de distinta naturaleza es 

circunstancial. Veremos luego de la solución detallada que ellos 

dan la mayor contribución a la ecuación de normalización.

En cambio los estados "virtuales" 

b ^*K ("virtuales" en el sentido que no conservan la energía 

y no por el hecho de que no vayan a conducir a efectos observa­

bles), provienen de considerar el estado funtamental de un átomo
//



-27-

/// con su campo pr&pio; es decir, por ejemplo el átomo T 

en su estado fundamental emite fotones "virtuales”. Estos tér­

minos (que introducen dificultades matemáticas que deben ser 

salvadas) son de pequeña contribución cuantitativa frente a los 

b Í W  y despreciables para gran distancia entre fuente y zonda, 

ellos sin embargo tienen importancia conceptual pues dan cuenta 

del viejo problema de la medición de un campo por medio de un 

cuerpo de prueba finito. En efecto la determinación de b^j

(que como dijimos corresponde a una medición físicamente realiza­

ble del campo emitido) tendrá involucrada la reacción del cuer­

po de prueba sobre el átomo fuente (presente en el sistema (28), 

fundamentalmente a travéz del segundo término en la primera 

ecuación, manifestándose luego en forma cíclica en el resto de 

las ecuaciones).

Como vemos la electrodinámica cuántica da cuen­

ta de este problema de la influencia del cuerpo de prueba en 

la medición de un campo, y conduce por lo tanto sólo en pri­

mera aproximación a las expresiones clásicas, ya que es justa­

mente ¿sta reacción la que es ignorada en la electrodinámica 

clásica.

Sn nuestros desarrollos siguientes ignoraremos 

esta clase de detalles finos, lo que tendremos entonces como 

veremos posteriormente es la situación clásica salvo contri­

bución de las frecuencias negativas, presente en el siguiente 

sistema de ecuaciones, donde se han excluido las transiciones 

"virtuales" mencionadas.

///
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Antes de proseguir en la solución de este sisbema, debemos men­

cionar que tanto el sistema (28) como el sistema (29) son mate­

máticamente autoconsistentes, pues en ambos casos tenemos con­

servación de la norma, como es fácil comprobar mediante un cal­

culo sencillo:

Esto no implica un contrasentido, pues a pesar de que en (31) 

hemos eliminado una serie de términos definidos positivos, 

los otros términos resultan modificados en forma tal de darnos 

conservación de la norma ( esta modificación es cuantitativa­

mente pequeña, dada la pequeña contribución de las transicio-

trataremos de resolverlo prim ;ro en el caso de gran distancia 

entre fuente y zonda, en este caso podemos omitir el segundo 

término en la primera ecuación, que da cuenta del hecho (ob­

tenible también clásicamente) de que el cuerpo de prueba una 

vez excitado por la radiación proveniente de la fuente, vuel­

ve a emitir cayendo de nuevo a su estado fundamental, en tanto 

que la onda difundida por el cuerpo de prueba vuelve al tien- 

po t= 2 R a t / c  a la fuente y la hace difundir otra vez, etc.etc. 

Resulta claro entonces que para distancias RaT G/V  ^  

longitud del tren emitido por la fuente) este fenómeno no ten­

drá influencia sobre la onda emitida por la fuente. Volveremos 

luego sobre este punto para tratar de evaluar estos efectos.

O
(31)

nes ) •

Consideremos entonces el sistema (29)

Con las omisiones señaladas tendremos

entonces

(32)

/ /
K
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donde b esta dado por su expresión (2*+) a saber:
A T X

,,A i - e Í ( 3 K ' BA + ih / 2)t/K
A T S  ' A K  ---------------- :- J --------

( B k  - 3a  + ih &,/2 )

Podemos ver ahora de inmediato que la expresión que en este 

caso desempeña las funciones de "Campo asociado", esta dada 

por:

ass — *» v
K  *

= + lKlc

En efecto considerando ahora el calculo de h* con la ex-
T

presión (33) considerada como un campo clásico producido poi* 

cierta distribución de cargas y corrientes (Coulomb gauge div, 
r |
A _ 0 ), tendremos según los esquemas planteados en el ca­

pítulo anterior (despreciando interacción estática y termino 

en A 2 ).

t • rJ* Í3 t / ÍÍ nlf)
i a b* = H *  e T w  ^

T T

con

T
H * = 
T

Agrupando convenientemente los términos en esta última expre­

sión podemos ver que:

J L  «  e ' i V / *i ¿r —  A T  A á
*

Esto elemento de matriz una voz introducido en (3*+) nos r - 

produce la (32), es decir, la expresión (33) además de pro­

porcionarnos una imagen de la propagación del campo cuánti­

co emitido, nos produce en primera aproximación sus mis'ios 

efectos. //



Podemos ver edemas (apéndice II) que 

despreciando la contribución de las frecuencias negativas y 

extendiendo la suma a todo el espectro, satisface las ecuacio­

nes de Maxwell fuera de las cargas y corrientes del átomo

emisor. Ss decir, sólo en este caso T* representa un tren
ass

de ondas con un frente bien definido en ct= r que se propaga 

desda el átomo emisor.

Pondremos énfasis en el hecho de que la extensión de la sunx

(33) a todo el rango de frecuencias si bien cuantitativamente 

nos produce un error muy pequeño, pues la mayor contribución 

de la integral proviene de un rango muy estrecho de frecuen­

cias centradas alrededor de jjJ (como puede verse de la expre-

sión analítica de los b„ ); conceptualmente en cambio nos in-
A K  1

duce en error. En efecto, la existencia áel rango incompleto 

de frecuencias está relacionado como vimos con la no localiza- 

bilidad de un paquete describiendo una partícula relativista, 

Es obvio también el hecho de que para t =00 ( prácticamente 

para t mayores que la vida medial/^ del átomo emisor) cuando 

es diagonal el número de fotones y

-30-

/ / /

b ^ o o )  - H -----i - — - - ----------A IC

* ' 5A + ^ k

la expresión

"ass * ( « e V , * Z  ^  ^
K

representa el campo clásico asociado al paquete de un fotón

r' r  k / > f-1
1 ” Z _  A K  °° i K e ¿ / 

particular estado de excitación de campo de radiación produci­

do por la fuente A considerada ahora externa al sistema,,-
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INFLUiSWCIAS DEL CUERPO D3 PRUEBA A TRAVES DEL TERMINO DE 

REEHISION

a) Habíamos visto al resolver el sistema de ecuaciones (29) > 

a saber:

I  4 ™  t.1T, eÍ<W  -/’1
A T  A T  A T K

K

ÍÜ6 - J T eÍ(V V t/E* /  b . e ^ V V * ' 8 (2?)
A T S  A T K  A T K  A T  ____________

S ¿ V -  b 1TK , l ' V  V * / ‘
A T  A T  A T KVS

que la omisión del termino que daba cuenta de la reemisión 

de radiación por el cuerpo de prueba (termino subrayad*), nos 

conducía (salvo frec,negativas) a las expresiones clásicas para 

el "campo asociado". Trataremos ahora de resolver en buena aproxi 

mación completamente el sistema anterior por xnedio del tipo de 

cálculo desarrollado por W.Eeitler (x), al tratar la teoría gene­

ral de los procesos de "damping"; esto además de proporcionarnos 

resultados que utilizaremos más adelante, nos permitirá en forma 

aproximada dar debida cuenta de los términos de reemisión omiti­

dos en nuestro cálculo anterior (válido para distancias R ^  £

o /y >•
De paso comprobaremos que las ecuaciones (29) salvo frecuencias 

negativas son causales en el sentido clásico, (xx). En forma 

muy somera los resultados de este métido son los siguientes:

Si llamamos bn (t) a la amplitud de 

probabilidad del estado n , b^ (t) a la amplitud del estado 

inicial 0, y H al hamiltoniano de interacción, se obtiene par--: 

la solución del siguiente sistema:

l&t>n ( t ) - J ?  H  b (t) e i(Etl - V  i/tl ( t >  O) (35)
/■»?

(x) W, Heitler "The Quantum Theory"of Radiation" - Oxford -32
ed., pags. 163 y siguientes.

(xx) Este problema de la causalidad en la trasmisión de señales 
de un átomo a otro ha sido tratado por varios autores,en­
tre ellos podemos citar a J.Hamilton Proc.Phys.Soc. - Vol. 
62, Part, 1 - 1/1A9



con las siguientes condiciones iniciales: bQ (+o) 1 ; kn (o)= o
n jo

al siguiente conjunto de ecuaciones (Ver cita (x): Explica­

ción más detallada de método, también puede verse en ap.IV)
* + ffO

bn (t) =-i/2fi ijiS Gn (E) ei(sn “ E) donde

Gn (¿)= Un (E) g0 (E) y  (E - En ) (n^ 0) (f (x)=P/xdnS(::;)

G°(E) “ E ” E q i/2.ih Q (e )

La función (x) es necesaria para el cumplimiento de las

condiciones iniciales propuestas y surge a consecuencia de

éstas (ver cita (x) pag. ant.).

Las U (2) son obtenibles de: 
n

ün <E > = Hn;0 ♦ Hn/m Um (E) C  (a - E n )

m± o

y a Par1:ir de:

-i 6  f  0 CS)/2 . H  ♦ ¿  H 0 /m U m /0 /  (E - a

m± o
Con la l'1”, 2a * y S3’ estas ecuaciones podemos poner bn (t)

y bQ (t) en la siguiente forma más explícita:

 ̂ i(E - E) t/fc (36)
U (E) e n C ( E  - En )

b_ (t )= - 1/2 TT i \ — -------------------- -1--------- -
n?i o ( E - B0 + 1/2 i 6 r0 CS) )

i + CO
^  / +■ _  _  i ¿r> n  ñ \

^  a - r,0 x/c x ii i 0 

r 0(E) (en general independiente de S para muchos problemas 

en buena aproxinación) tiene en general una parte real (sie^-

-32-

///

bn(t)- - 1/2 n i  ( el (B0 - E ) t/’k gB__________(37)

E - En 1/2 i h T J E )

pre positiva):

n  2 n c  i i *  c  (38)
Be. | (3). --- ^ _ ¡ tJ;¡i/£)(3)| ¿ ( 3 - B J

y que tomada en un punto particular describe el ancho de línea, 

y una parte imaginaria, responsable del desplazamiento de la 

línea:

fi/2Hf(3) )=K . +i Ih , C (s -2 )U //X+H , C * 3 - 3  ) U *  1 
' ^ v ' O /O ¿í—  l O/n  7 v n n/O n/O ( v n' n/O f

\),0 J J

(39)
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/ / /  . .Así? la teoría general, permite crlcular mediante las aproxima­

ciones usuales el concepto aproximado de probabilidad de transi­

ción por unidad de tiempo y da para esto:

Ee- r<30 *dE) «onde (kQ)
n 2
r = - -  |b |Z= lu . (E )\ S(B -E -  3)UJ n/O dt* n' fi ’ n/O n' n O
Podemos obtener una idea de estas aseveraciones, considerando 

el caso en que f"(2) ©s independiente de S ( este es real­

mente el caso para muchos problemas en muy buena aproximación)% 

entonces de la expresión (37) para bQ (t) (escribiendo! =Pj ) +

♦ i k  r ) ) obtenemos mediante un simple cálculo

de residuos:

b (t> .  1 I í r  
O1

donde la interpretación es obvia.

La teoría permite también calcular la distribución de proba­

bilidad de los distintos estados n ( a los cuales son permiti­

das las transiciones desde el estado inicial 0) después de 

un tiempo t grande ( t y  1/p )• Bn efecto de la expresión 

(36) para bn (t), considerando que:

í °  (+1 
lim C  (x)e 1Xt = <

t' "‘> °° |-27T i S (x) (-)

obtenemos:

bn ( 00) -  Un (Bn. . )____________  cm ;
n^oo ' En - S0 +  l/2i k f  (Sn )

luego:

n
---- <V2 ;

A ? )  +1/ 4  h (Re. I (E , 
n O n

b (OO) » --------n/«-3..... -3------ 2
(E -3 -4.3) +1 /4  h (Re. I (E ))

donde

£  e =i & 1 (r ( E n))

Debe tenerse presente que si bien las expresiones (38), ///



/ / /  (39) > (*+1) y (*+2) son exactas, en cambio 1?. (*+0) es u í :' 

aproximación, dado lo aproximado del concepto de probabilidad 

de transición por unidad de tiempo.

Queremos mencionar también en conexión 

con nuestro problema y este métfdo: i) Sólo difiere del método 

de "autovalores o nodos nórmales,f (x), en el hecho de estar con­

venientemente incluidas las condiciones iniciales.

ii) Si bien este método resuelve exactamente (en teoría) un da­

do problema de condiciones iniciales, en la práctica sin embar­

go, para la aplicación de la fórmula (36) deberemos obtener los 

Un (£) y estos están dados por expresiones donde se suma sobre 

energías K (al igual que enmestro sistema (29) de partida); en 

nuestro caso particular la extensión de esta suma a todo el es­

pectro, si bien nos introducirá un error cuantitativamente pe­

queño (como veremos), conceptúalnente es justamente esta aproxi­

mación la que nos conducirá a la causalidad en la trasmisión de 

señales de un átomo a otro.

ISn otras palabras, si bien el método em­

pleado nos conducirá en nuestro caso particular a mejores aproxi. 

naciones que el cálculo común de perturbaciones, no puede ob­

viarnos el problema ya mencionado del rango incompleto de fre­

cuencias ( con las Implicancias estudiadas), aunque un examen 

demasiado ligero de la (36) pareciera indicarnos lo conterio,

iii) Tal vez Sr.-a útil aclarar en conexión con el método de 

"damping" usado, que nosotros al considerar que H es el hamil- 

toniano de interacción, estamos tomando como punto de partida 

los estados no- perturbados: es decir, calcularemos transiciones 

entre estados no perturbados. Sin embargo desde un punto de vis­

ta más exacto (para calcular aproximaciones superiores al ancho 

de línea), considerando que un electrón ligado ( o libre)está 

acompañado por su campo y entonces su función de onda contiene 

mezclas con fotones "virtuales”, deberíamos "redefinir11 los es­

tados atómicos de forma de incluir los estados "virtuales”, // 

(x) J.Hamilton Proc.of The Phys. Soc, 1 Nov. 19*+7 - Vol. 59

- 3 Lf-



Nosotros aqui nos hemos lim: tado al primer caso, pero debe 

notarse que la teoría de ,,daniping,,esbozada es también válida 

si se reemplaza el hamiltoniano de interacción H por el bamil- 

toniano transformado K, en cuyo caso las amplitudes de probabi­

lidad b se refieren a los estados atómicos redefinidos.-

________________ oooooo______________

Pues bien después de estas aclaraciones, aplicando el método 

descrito a nuestro sistema de ecuaciones (29) con las especifi­

caciones siguientes:

3 « t »  30= 6 ^ a=ScKa ; Satk=Ku> k=KcK ¡ <JT = KcKt
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///

x (^3)

tendremos:

U -HA + aT e”ÍXRT U * C ( 3  - B ')
U A T K " H A K 0 A T K  e A T  j A T  *

v” T K  + iÜ̂fiR t m r \

U A f  - 2 _ - V  6 T “A T K  Ci { ' A T K  
K

Reemplazando en la 2a * de estas ecuaciones, obtenido de

la primera y considerando que x J* (x)- 1 obtenemos;

V t= ¿  « X í  ^ 1 f  < - A T K »  - A Í  1 < -  V t >  S- 3ATK>
K  J K

Observando también la expresión genérica para bn (t), vemos 

que nectisitaremos la expresión (E) obtenida en la pagana 

anterior, fundamentalmente para un rango de valores de E centra 

dos en Ej£T = (rango del orden f  ), entonces llama­

remos:-

- i K y < 3 ) / 2 - X K « I C ( S - 3 a t k >

K J

pues para E =*3,™ describe el ancho de línea del nivel T
* Al
del átomo T aislado. (En la aproximación dipolar para los ele-

2 ,2
mentos de matriz: Re„ (jf (3) )-4/3 (x )

Pondremos entonces: /// ////

(x) W 0Heitler . Loe, cit. pag. 183.-



donde C1̂ )

i <3 (K;t , . ¿ h -  < ;  e- « 1 x c r (B-BATK,

K j

Análogamente reemplazando U^T (E) en la primera de las (*+3) ob­

tendremos
x

« s ] L  e -1 A T

+ AT TK

a ™  a s  > ( W

Usando esta última expresión, reemplazada en la expresión parp 

(B) dada por la teoría, tendremos:

y,,., « >
K j - 3AT+ilíl *t}

ATK*
K

T  A K  -iKR'

(*+7)
V  „ T  A K  -i KR  /*, - -

1 J,R._ = e C (3
' 1 A T  T K  A T A T K >

K ^

A esta altura es conveliente deternernos para examinar los 

resultados obtenidos, para esto es útil comprarlos con los que 

se obtendrían al ignorar el término de reemisión en nuestro 

sistema de ecuaciones (29) de partida:En este oaso es:

A*
U = H 
A T K  A X

( W )

- * i s n s )  |HAK| 2y < 3 .  3a t k ) .  - ü í ¿ r A(B)

Como vemos la omisión del termino de reemisión; nos conduce

a los mismos resultados (si introducimos las (1+8) en (36)) quo

nos proporciona el calculo corriente usando el método de Weiss-
—  2f t/2

kopf y Wigner (bQ = e ) . donde se ignora el hecho de

que la zonda una vez excitada vuelve a emitir (con esta aproxi
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///mación b (oo ) no es necesariamente nulo, como sucede 
AT

yendo a la aproximación superior; ver ecuaciones (M+) y (*+1) 

para U^ÍE) y bn (oo) ) contribuyendo a los estados con un 

fotón presente (ver segundo termino de la ecuación (l+5))« Además 

esta aproximación no tiene en cuenta la variacipn del ancho de 

línea del estado inicial (ver (^6) que para pequeñas distancias 

fuente-zonda debe disminuir debido a que la onda emitida por el 

cuerpo de prueba puede influir sobre la fuente perturbando su 

decaimiento normal. En efecto:

Vamos de inmediato de las segundas 

en (M+) y (U7) que para el caso de átomos idénticos e igualmen­

te orientados

l i m  1 ( 3 , R* ) - li" i ( S,R't ) = - 4 í 6 £  (Ka t ^ A )

r a t — » 0 ra t ' " >0

entonces

- i i S T í B *  ) -  + ------ Í - Í _ ~ í . ! -------- 0 ( ra t  < »
(BÍ T -»A} * H t / )

3s decir; vamos entonces que para el caso de átomos idénticos

e igualmente orientados situados a pequeña distancia relativa

* x < disminuye grandemente la probabilidad de tran­

sición del átomo A, y esto es debido justamente al término de 

reemisión como intuitivamente cabía esperar. Claro está que este 

es un resultado ideal y da una ide groséra de los hechos, pues­

to que un cálculo más exacto para el orden de distancias consi­

derado, debería incluir la interacción electrostática y la co­

rrecta simetría en la función de onda.

Estudio del término I: Para el caso más general de átonos A y T 

no necesariamente semejantes y con orientaciones genéricas, el 

cálculo del término I (en la aproximación dipolar para los ele­

mentos de matriz) conduce a Id siguiente expresión: (Ver ap.III)

co
+ - e V l C / r / r  / U f J  * £  2B I

I ( S , R  ) - I ( 3 , R  ) -------- ---  -  - 3 - 3 ]
2 ¡ U s  k  r

2 3
senKR + ———^cosXr-., ^

AT K R* ‘ 
AT AT AT

K ^ ( K b-K) dX (49 y/



donde
(50)

3  = c o s O <  - 3 c o s C ^ c o s 0
r± X

^  ^  = 2 (  c o s O C - c o s O ^  c o s 3 t ) = 2  | ( ; a  = v e r s o r e s

Coco vemos I es nulo independientemente de la distancia R, 

si las orientaciones relativas de los átonos A y T son:

y para distancias intermedias (despreciando términos de ord^ri 

superior a 1/KR

T

Lo que está en concordancia con los hechos clásicos de interac 

ción entr¿ dipolos cuando se desprecia la parte estática (

3n cuanto al ordon de magnitud de 1$ dado que este término es 

el representante directo de la interacción entre los átomos A 

y T atraves del campo y dada su forma analítica, intuitivamen­

te debemos esperar que para el rango físico de energías ( cen­

tradas en como muestran las expresiones (36),(M+) y 

(*+5) y en un rango del orden-i- ) este término sea del orden 

o menor que -’ik 'X/2 pegón sea el orden de distancias consi *• 

derado ( R ^ ^ X  ? raü'A '̂ ' Tn” a ^ e  todo no es difícil 

ver de la expresión (^9) que para los do;* casos límites siguien 

tes tenemór. s

1 /R 2 , V R 3 ) (

(x) Ver Born y Wolf0 Principies of Opt:.cs:’ pag. 81
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l i a  I -  O

oo

///

(51)

*

1121 1 " \  HTK ’*¿ Cí 1 E'3K> ’
R — o ( R < A  ) (52)

Pues para el caso de átomos idénticos e igualmente orientados

(eos o( «1) esta última expresión se reduce para K_/v» K a
Tí A

la conocida expresión para el ancho de línea del átomo A aislado 

calculada en la aproximación dipolar (Ver cálculo do la última 

expresión en ap. III)

2 ir3 / /2
e W

**•< J T a t ' V  > - V / A >  - 4 / 3 ----1------

Para un orden intermedio de distancias, por ejemplos

»  \ T  > > A  ‘

‘ A

calcularemos la expresión (*+9) para I en forma aproximada»

m
Para fijar ideas los órdenes de magnitud en el espectro visible 
son:

o / y  /v i «»!■ X .  1 Q 1 0 » 3 » 1 0 2 c m ,  ; A ^ I O " ^  e n ,
* 8 10

en la expresión mencionada vemos que debido a la función 

^  ^ E  ** ^  sólo tienen contribución importante los valores ds 

K s\j Kg y como para la solución final interesan los valores 

de centrados en en un rango del orden I fundamental­

mente; entonces para el rango de distancias considerado podemos

despreciar los términos de orden superior a 1/KR. Entonces:
2

e K K / r / r /

I = — I senKR^^ K f(K3 ” K)dK
2

VCJLÍUJ.11UÍ5 UC UiUCli OU^CA iU i  a  JLf

w v  | I [ A - . 5 . |  , ,,

J- 1 '  1
o

. cte. I sen KR, „  ( —  - iTlí< K„-K) ) dK

R,,. K»- K //A T  Jq  3 "
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integrando esta expresión tendremos:
///

I « cte. — i TT s enX^R + £ s e n X g R C i ( K p R) - c o s K ^ R O T / S + S i í K ^ R

VA T  x

i

Si (x) = \ Sín * dt Ci(x) _. sln x

donde «««« v s>. •> *’•’r(2j para x »  1t —  "sr -

Ci (x>* - l °os t - - dt Si(x)~ */2 - eos x
j X
■'x

Considerando de acuerdo a lo dicho, grandes valores del argumen­

to} tendremos:

[ A z 3 -  ^ V a t  + - 2 í . i A lI = - cte.

P'AT "3 "AT

pero el segundo sumando es justamente del orden de los términos 

despreciados para el rango de distancias considerado, entonces:

I « . j í _ l £ L  ^ V a t (53)

2 * A T
Idéntico resultado se obtendría al extender la integración

a todo el rango de frecuencias con las argumentaciones anterio­

res. Posteriormente veremos que es justamente esta aproximación 

la que nos conduce a la causalidad en la trasmisión de seriales 

del átomo Á al T,

a) Cálculo de la amplitud b ^  (t)

Usando
+•00 ' y

( UA T {3) Í (2’BA T ) e X(jA T“B)t/ dB
b *(t) = - - - - t \ -------------------— ------------ ----------

A T  21?X J (S - B » x +*ifc Í( B ) )
- Cd

donde
(B -B <) I( E . R )

„  ' AT' v ’ A T
u a t ( 2 )  ---------- --- — --------

(3 - 3k < + * i K y T (3) )

i h , \ T )
- T ( B )  = - i i K V . (E) + — -----------------------

Ú A  (B- BA « + i f t ^ T (B) )

//



- b l -

tendremos: considerando x^(x)

/ / /

bA T (t) " ^ ’ 
21T i (B’-2ÁT+ÍÍ4 (B))(B‘"BAT+Íiíí^ T (B)) " l2(S,RAT)

-«j»

(54)

Por simplicidad consideraremos el caso más inportante de reso­

nancia (átomos A y T idénticos, no necesariamente con la misr.a 

orientación), entonces:

K. » K_ = Kn s además no estamos interesados aquí A T O ’

en desplazamientos de ni”véL (que por otra parte para transiciones 

permitidas es generalmente mucho más pequeño que el ancho de 

línea), entonces pondremos:

2^2 , ,2

íTa <b >- y T (B)-¿rAT(s)*4/3 — ......... - y  -

donde es el ancho de línea de un ¿tomo aislado.

En este caso de resonancia entonces tendremos:

b *( t)« - — --
AT 2 ni

00 I(B,Rat) el( V  B)t/K (JB
. . . .

(B - E  + Í & X  . - i - )  -  I  ( B , R  ) (55) 
*<*> ° "O

Esta expresión puede usrrse para el cálculo de hasta cual­

quier orden de ^/R ; aquí sólo consideraremos el primer orden. 

En este caso I está dada por su forma aproximada (53) puesta 

ahora en la forma hás conveniente*

t v/ y Q + íbr /üc (56)
I - - i  n Y  -3/4 Jfe¿—  e A T

E 0 (* A T /hc)

En esta aproximación los polos del integrando están dados por: 

(B -  3 - I -  ) -  -  I  -  * i ^ 3 / 4  ¿S-lM—- e lBRAT/! lc

° “O V RAT/tc>
ee decir: ,,,

-1 +,Kv/ , ^+ 3  iBR /fcc. '''
B * (l+£i-2J-) X (B - i h /  . 3/4 e A T  )

“0 V RA T /hc)



K "/
C o n s i d e r a n d o  que es -§--g~<¡£ 1 , de sp re c i a n d o  té rminos de orden 

3*¿p. tendremos: o

3 » 3_ ♦ iE = 3 -iikX Í i  K .3 /4  ^ - í S _  e l3R¿T /,*‘c

'' ’ ° S R /he
Ss decir: ^ o A T

E . 3  t * E ÍT-3 /4  e" " 1 COS 3R e .5AT/tc
Re. o B R ._ /n c

o Ai

(a) 3j - -iSjr - i S ¡ r 3 / 4  - 4 ~ g 7l r - e - B IEA T /Sc s en 3 S s > RA T /Ko (b¡

Observando la 2a* de éstai, si suponemos que Ej 0 vemos que

A + B
esto no es posible, dado que---yy-^3L; entonces los polos del in-

^ o '
tegrando yacen todos en el semiplano inferior. Vemos del gráfico 

adjunto (donde han sido dibujadas la forma aproximada de (a) y 

(b)) que existen polos muy cercanos y muy lejanos a (Eq - i £^.3) 

y debemos mencionar que estos últimos no tienen sentido físi­

co y han sido introducidos por las aproximaciones hechas al crl- 

cular el término I.

-1+2-

1 L

- i t y

/

el 29 término del denominador, así obtendremos:

e- i3 ( ,  - s a t / c ) / 6

-iS t/R ^  1 + 3 ~ d3

a t  e 0 - 2 T f i < * K ^ - 3/4 — r r u T
\  o A T  0 + ^

Un simple cálculo de residuos nos proporciona en este caso:

í ^  +B » _ , . ,r — £ 2 7 c (ct-R ) i3 R/ííc
f - Í i h ^ 3 / 4 ---------- (t-RA T /c)/h e . A T ' e  o

bA i(t) 2 J 3 oRA T /fec para t> R ^ / c

0 para * < \ T /c (57)

üintonces el átomo T permanece en su estado fundamental hasta el 

tiempo t a R/Cj después de lo cual está excitado por un tiempo 

de orden

En este caso de ser observado el sistema la probabilidad de en­

contrarlo en el estado excitado nuestra la siguiente evolución

// //



,.i+3-

V M I *

/

/
//

— _ --  ■■ ■>■■...... ^
' ■» '■ye t = +’ Sí: »< o

La náxina probabilidad de excitacián es de la forma A/R de

acuerdo con las ideas usuales de la propagación electromagnética.

Debemos mencionar aquí que el resulta­

do obtenido "causalidad en la trasmisión de señales de un átomo 

a otro" ha sido obtenido gracias a las aproximaciones hechas, 

en especial la integración a todo el rango de frecuencias que si

bien introducen un error cuantitativamente pequeño, nos conduje-

iK R /
ron a la dada expresión para I 'v» e E AT que nos permitió

dar cuenta de este resultado» En otras palabras si bien lr.s ex­

presiones son correctas en muy buena aproximación, no constituyen 

una prueba de que las ecuaciones de partida son causales en el 

sentido clásico.

— -----oooooo-------

b *  e 
A T

b) Cálculo,da. amplitud Inicial b* - influencias,,,de 1 .término 
reemision

De las expresiones genéricas (37) y (*+6) dadas anteriormente sur­

ge que para el caso de átomos idénticos,

. .  -i. 1______________
2S i (3-3 --------- 1---------- (58)

~ c r >  °  ( 3  - 3 e  +
Ss claro que el fenómeno de reemisiáncsxirrlbuye en términos

del orden V R 2 en la amplitud b*T f as£ para el caso de grandes
p

distancias entre fuente y zonda donde I-vO (esto también ocu: r_ 

en el caso de orientaciones poco favorables) el átomo A emite

como si ectuvi.' " " ’ ^  --- """

nQs;* conduce a la conocida expresión:

t > M  t) = e -^ # 1 *  t > 0 
A x

Para considerar la influencia del fenómeno de reemisión en el
//



//// • átomo fuente, deberíamos integrar la expresión (58.),

pero pa^a nuestros fines, podemos dejando de lado toda riguro­

sidad mostrar esto en forma aproximada»

Considerando que I <  fí̂  desarrollare­

mos la amplitud de Fourier en serie de potencias;, así tendre­

mos:

- ______i ______+ _____ t ________ ______ ú ____
( ) -I 2 <B-E0+*ifcjf) (B-E0+i iE í '  ) 3 < )

Usaremos ahora la expresión aproximada de I, (53) dada en la 

pag. 4 0  ,o b i e n  (56) pag. 41 .-

Como vemos, despueés de un sencillo cálculo; el primer térmi­

no nos conducirá al decaimiento exponencial inicial; el según- 

do término da un crecimiento del tipo (ct - R) y un decaimien 

to subsiguiente del tipo e~ ~ 2*^a partir del tiempo

t" 2R/c (cuando retorna la primera onda-difundida por el cuer-
|

po de prueba), etc, etc.- :

------- ooooooo - ---

c) Estados con un f&tón presente

Habíamos visto que al omitir los efectos del cuerpo de prueba 

y la influencia del término de reemlsión, el campo emitido 

estaba dado por la siguiente expresión: (ver pag. 29J•

ha'
bA T K  ( t '“ HA K --------------’-----?------  : bA T K (00)" ------ ------------

(e - e + ) A (e -s +í í ü  y  )
K A ' A v K A o A

Es decir esencialmente teníamos una distribución espectral 

cántrada en E^ =e q de ancho íí y

DnbbiüJw ¿ — cijjcíí1 uajiientos co

esta a ]/a consideración del término de reo-

misión y su influencia en la fuente, En efecto tenemos aho.r\

-M t-

/  7
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////las siguientes expresiones;

a* h Í k  e ' ÍK SA T  i (s 'e a t >

U A TK " HA K  + J~ 7
(B - B * *ia¿rT )

Reemplazando esta en la expresión genérica (36) para t>n (t)

tendremos; +co *

b (t).b(I> +b(II> -  -i- 
A T K  ' A T K  A T K  2TT1

H A K  (S-BK )el ( B K ' E) t/ t dE

^ (B - Ba't + Ü K  f (B) )
-oo

1

2 rr i

fcc v
H ^ e - ÍKEX I ( B , E .t ) <*B (59)

(E - E*t +iifir(E))(B -BA^ + i i ^ ^ T )

x x
Veremos, (recordar la ec. „ A T  i.. „ A T

* ihb « = H ATr b< e +H b «e
i . . .

A T K  A T K  A T  A T K  A T

que i) bA T K ^  (t>0) coincide a menos de términos de orden 

y superiores, (que dan cuenta de la influencia de la 

reemisión en la fuente) con el campo que emitiría el átomo 

A aislado; y que 40 (t > RAT/c)(cuando usemos la expre­

sión aproximada de I), corresponde en primera aproximación
, K

al campo emitido por el átomo T una vez en el estado T, .ii) 

Claro está que debemos esperar que este campo tenga un ancho 

espectral menor que el ancho que emitiría espontaneáronte 

el átomo T una vez en el estado excitado, esto es debido preci. 

sámente a la forma del espectro de la radiación excitante

„ V  » Sn efecto los estados cuánticos K 
Ho__ ________,.3 T

con energías cercanas a resonancia Ê , -v E ^  tienen mayor

probabilidad de ser absorbidos (x); por otra parte intiiitiva-
(II)

mente también debemos esperar que la amplitud b ^  sea del

orden ^/Ra t  (ver término I y su significación) veces la am- 
(i)

plitud b AmT,

________________A i X ‘ _ .......................  ............ ...........................///

(x) En este orden de cosas ver por ejemplo Fluorescencia do 
Resonancia de acuerdo a la forma del espectro primario. 
W„Heitler loe» eit„ pgs. 196 y siguientes,
L.Falicov0 Tesis . IJ. Cimento V.ló - 1960,
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/// Ya que para tiempos grandes ( t > l/^) estos térmi­

nos son los únicos que contribuirán la norma; podemos obte-^ 

ner, usando la expresión genérica (*+1) para bn (°° )dada por 

la teoría, una expresión exacta (dentro de la exactitud del

esquema planteado) parab^í,^ ybj:*^ y mostrar de inmediato
A t a . A i S

las aseveraciones ii).-

Así podemos poner: (i) h*

b (oo) = -------- -- ~~Z-----  

(3K - EÍ t  +4if¡l (SK> >

H**
„ __________________ éí_______________________  (60)

( E - B« + -------- ----------- )
K A T  0  A (B K -3Á « ¡f T )

(II)-------------------K 3 k , V >  

bATK(00) “ ------ " “s : ; - " ' " —  x
(Ek -B- +iiü V A ------ Í-Í2fc*54li— ,

< E f - 3A T + * i!; 2Tt  1K A T  O T  (6l)

t_T - i KR^

UTK 6

' <3 x - 3A Í  + * lfc I

Podemos ahora, considerando que I ¿ h * desarrollar en serie,

así las expresiones anteriores nos quedarán:

m  , k a k  i 2< V ra t > h«  (i4)
A T K  °° ---------------- Z~~ * ----------------- ----------------------- ------o + ........

V B¿T+*i!«h < V ^ ^ t » ( bk-bI t +* í,; *a 1

..T"1 -i KR  (62)

.̂C I I ) __, I(3k,R) riTK e
A T K  --------------------- * -----------------------  ---------

(B k-3A T + 2'i^^A ) (S k “ SA T +^ Í^ ^ T  ^
Una simple inspección de estos desarrollos muestro de in­

mediato (ver los órdenes de magnitud y el ancho espectral 

de cada uno de los términos) lo que intuitivamente cabía 

esperar acorde al fenómeno estudiado y la influencia del 

término de reemisión, Para tiempos t finitos, integrando 

las expresiones genéricas dadas (60) y (61) despreciando 

dado su orden de magnitud el término en I y usando la ////



//// aprox\mación discutida para I; considerando además que 

el camino de integración siguiente para la función i/x - xa , 

nos define la forma operacional de la distribución (j (x - x 0)

X o

obtenemos para el caso de átomos A y T idénticos las siguientes

expresiones aproximadas: (j) i _ s k";3o+'3‘1^  * >

ATK^ 11? _ ?? + )

+

1 - e i ( 3 !

Ui
 

1 
í*¡

 
1 1

-  B
0

X

■ . T -iKR_
T K

T

■R/cl/K \

. . .  + iri
(11} , * \/ A + 3

bA T K  ( t > " '3/4 — 7-
3 QR/hc

K t - R / o / ü  1 (63)

( E k - Bq + ) J (ct>RAT)

Debemos hacár notar para mayor claridad en la interpretación,

( I1
que esta ultima expresión para bATK (t) puede obtenerse direc­

tamente a partir del estudio del campo emitido por el átomo 

T, por medio de :

reemplazando en esta la forma obtenida en pags. anteriores 

para (t), , obtendremos la expresión de t>A^  escrita 

arriba,

Ademas de loa hechos ^ 0^-0 -pi'íorpsnente), la expre­

sión mencionada muestra la existencia de un transitorio, duran­

te el cual el átomo T emite su propio ancho natural (x).

---------- 0000000----------
Conclusiones; Luego de este análisis a grandes rasgos,podemos

concluir que la expresión A (ver cap.anterior) representa
3. S  S  **

en buena aproximación (a menos de los efectos del cuerpo de 

prueba; donde en estos incluimos el fenómeno de reemisión, y 

salvo frecuencias negativas con sus implicancias estudiadas) 

el campo cuántico emitido por la fuente £  producá en las apro­

ximaciones mencionadas sus mismos efectos.

(x) Comparar con H.M. Nussenzveig - N.Cimento 1961 - Vol.XX
Pag.711-712
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CAMFQ CUANTICO DE DOS FOTONES

Trataremos ahora de definir conceptos similares para transi- 

ciones cuánticas que involucren dos fotones. Es decir, estu- 

diaremos la propagación de un campo cuántico de dos fotones 

por medio de expresiones asociadas escritas en el espacio 

tiempo de configuraciones.

a estos campos cuánticos, expresiones que nos den una imagen 

de su evolución espacio-temporal, será en esencia el mismo ya 

empleado en el primer capítulo, a sabor:

Los "campos asociados" han de ser tales que puestos en interac 

ción con cuerpos de prueba reales, han de dar lugar a los mis­

mos efectos del campo cuántico.-

Comenzaremos con la emisión de dos átomos ubicados a distan­

cia relativa R; definiremos nuestro sistema de la siguiente 

forma:

Un átomo A, de estado fundamental 0 que se en-
A

cuentra inicialmente en el estado e x c i t a d o , a una 

distancia ^ Bde el se encuentra un átomo B de estado fundamen­

tal que inicialmente está en el estado excitado
J9 3

V ! l • ‘

Los estados en consideración y las 

condiciones iniciales son pues:

El criterio que usaremos para asocisr

Estados intermedios 

l££» orden

Estados finales 

2- orden (0)=0 E
A3KK»

= hc ( K+Ii1 )

(S4)

//



Además, después de un tiempo t grande comprado con

- C 3 " ^ b

deberemos teners 

bÁ3(00)-bÁBK(00)-bAÍK(oo) ■ 0

'°ABKK'(00) * 0 (65>

Con los habituales desarrollos perturbativos, tendremos 

entonces el siguiente sistema de ecuaciones a resolver

•t i( E -B ) t/H <r- t / b k  i(E - B J t / K
bABKHÁá 6 A K + J L h¿3Kh¿ñ 6 3 K (a)

* K

C *  v i (E -E ) t/ K <r" A B K K ’. i (  S - 3 „ t ) t/fi , ,

^ a S k " W ^ B  8 K A +A HA 3 K  °A3KK«e B
K‘

•t*. . i(3 -E ) t/h <; ABKK» i( 3 A ~ 3 „ , ) t/K

^ A B K "  HABKbXáe K B +¿ HA'BK ABKK1 e A K ’ (O)

-1+9-

///

.{*. A*BK i(B -B, ) t/6' _AÍK K , i ( B - S A )t/fi

lG6ABKK=íÍABKKbl 3 K  8 K A +HABKKbA3K 6 K A ,
(d)

„ A ^ K  i(3 -3 )t/fi T.ABX* t , i ( 3 - 3  ) t / K

x A B K K ' ~‘"a 3 K K ’ A 3 K 6 + "ABKK* A 3 K * 6

♦ HÍ 3 K  b* e Í ( B K > - BA )t/6+ «¿ 3 K ' bx e líV 3.')t/K ^  
ABKK' A B K  “ABKK* ABK*

Donde

T * * ->-» X * —<• -*■ V X
*t4 B h B - ÍKR r  „ A B K  3 - iK * R A B K  + ..3 -iICR„
^ B K = H 3 K e B ; HA B K K « = HB K « e 3 ’ A 3 K K = 2 “BK® B

(67)
y a n S l o g a m e n t e  para A.-
Para resolver este sistema de ecuaciones podríamos usar el tipo 

do cálculo desarrollado por W, Heitler (x) al tratar la teoría 

general de procesos de "damping", puesto que nuestro sistema 

involucra en n•* f-~ ~̂ ',TT*ícri en apéndice IN).-

Los resultados obtenidos oon este método contienen 

términos de orden superior que provienen de la interacción 

radiativa entro los átomos A y B, (se ha despreciado la

(x) Loc.cit
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//// interacción estática) do importancia en cuento se desee 

estudiar la coherencia parcial de la luz proveniente de fuen­

tes semejantes (K^-^ Kgj %  A ^’̂'B) e igual icnte orientadas si­

tuadas a pequeña distancia relativa (R «  c/^ ). Por ahora 

na nos ocuparemos de este problema, por eso para mayor clari­

dad y sencillez resolveremos el sistema (66) usando ciertas 

suposiciones intuitivas y resultados ya obtenidos (emisión 

simple) que facilitan grandemente los cálculos,. Posteriormen­

te comprobaremos que los resultados obtenidos aqui concuerdan 

perfectamente con los obtenidos en el apart.. IV para el caso 

particular de grandes distancias (Rab^A).-

Pués bien, en primer orden podeucs 

suponer independientes a los componentes de nuestro sisteme, 

es decir, la probabilidad total de transición por unidad do 

tiempo del sistema estará dada por:

| =(/.+/„) (comparar con ap.IV); es decir b =e““̂ A +$B^t
<3 A3 (68

Observando las eataacionas (a) con las especificaciones (67 }, 

es decir

*i( V V t/{1+ J b - irH“eiir̂  .*<W  «/*AB —  A B K  A /  A B K  B

K  , K  (a»)
y recordando el c p s o dr. omísior. simple tratado en el primor

capítulo, a saber?

r*A K  Í(B -B.J t/fi
1 A =1 d / d t (e Á 5 = bAK A 6

K
Veremos entonces que os posible satisfacer la (a!) suponiendj 

ques

b * = b* . b
A B K  B * A K

b* = b» . b (69)
A B K  A B K  

(Comparar estos resultados con los obtenidos en ap. IV).

///



/// donde bAR es la amplitud de probabilidad para el caso 

de omisión simple por parte del átomo A aislado; analogament-,

b Es decir,
Ó i\

- 5 1 -

b - /  e " iKlíA 
AIC AK

l-ei(3K - V “ií4 )t/K

( B..-E, +-4-ifí V  . ) . . ,
K A . A i  -iK. 1

b = H e B

<EK ' V ^ 3 >
Esta suposición que cumple las condiciones iniciales (6*+)

y las (65) y que es correcta según veremos salvo término de

tercer orden, satisface la ecuación (a'í, en efecto:

.AK i( E -E ) t/ Ü
i&d/ d t ( b * . b *) = b* S  H y  b e A K 1 ( E o“3 Tr)

A B' B £  A K  + b* >  H* e B K' ' b_„
K B 3S

= bg(ikf>j£) + b*( ih6* )=i£d/dt( b|.b«)

Reemplazando ahora las (69) en las ecuaciones (d) y (e) y re 

cordando siempre el caso de emisión simple, tendremos:

i S 6 „ . T =b 2V V e i|BK - V t4  b ^ V W l V V * ' 6
A B K K  B K  A K  A A K  3 K  B

=2* [ b B K (i*6A K ) + bA K (ih6B K )

= 2* it d/dt (bB K .bA K ) 

y análogamente

iCd/atlbABKK'>=b¿KlÍ&6BK.>+bAK.<it;6<,K>+bair<1,;6̂ . ¡ tbH!f.(ifóÁK>

- Íh d / 4t (bA K ' b3K' + b »v. •

Es decir salvo términos de orden superior tendremos: 

j bA3KX,= bAK bBK' + bAK« bBK

Ib ^  h h (70)
I. A B K K  ** A K  B K  

(Comparar estos resultados con los obtenidos en apend.(IV)

//



//
Dado que nuestro sistema do ecuaciones (66) autoconsistente, 

conservándose la norma como es fácil comprobar; podemos tener 

una idea del error comeflido con nuestras suposiciones, intro­

duciendo los resultados obtenidos (70) sn ecuaciones (b) 

y computar las diferencias con (69)

Gomo el valor del integrando en un punto no influye en el re­

sultado de la integral, podemos introducir el tercer sumando 

en la sumatoria sobre K' y extender la suma a todos los valo­

res, incluso K = K'.-

Dado el significado físico de la contribución (x ) a 3-a amplitud 

a saber:

El átomo Bpasa al estado excitad-e absorbiendo el 

fotón emitido por A; deberemos esperar:

Para distancias muy pequeñas y átomos A y B idénticos e igual­

mente orientados.

i&6

ih£

K

+

) *

á ) (X),rvy ( ÍhÓ3 )

b) (x) << ( ih6Q ) para 1 B» A

En efecto:

Consideraremos oom dijimos ( f  )

entonces:
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//
ahora bien, dado el significado físico de esta contribución, 

los tiempos de interés son mucho mayores que el período atóiai-

(damping" pequeño).-

Con estas suposiciones y aplicando los 

mismos razonamientos que en el caso de emisión simple (Ver 

W.Heitler loe. cit. pag. 183), podemos poner esencialmente:

Es decir, nuestro cálculo es correcto a aquellas distancies 

para las cuales sea posible despreciar toda interacción 

radiativa entre los átomos emisores. Comparando además estos 

resultados con los obtenidos en el apéndice IV vemos que 

están en perfecta concordancia, como era de esperar*-

co t U) o »  1 , Esto nos deja en libertad de elegir

tiempos mayores o menores que la vista media, puesto quel/^ 1 / ^ 0

K

La integral ^  - I ha sido ampliamente estudiada en el

ap. III, con sus propiedades vemos de inmediato que:

(x)------ •> 0 para



EVOLUCION gSPACIO - TEMPORAL DEL CAMPO CUANTICO IB DOS FOTONES

La función de onda que describe el desarrollo no estacionario

de nuestro sistema, estará dada entonces en forma general por:

^ ^  - i ( E  + E T, ) t / K
P(t)=b *g(t) e A B +

**i k  "íb*< *> r ^ ' ls*t/S* v s - " i V / h x  bAÍK< r-‘
* K

* V b  < z ’ w <  Ke - 2 i v ^ ,
k k » k

(7i) *•

Donde psra el caso que hemos estudiado R^g ---oo

explícitamente podemos escribir:

dAB dA • dB e . A B

- J í «  b '  - i l i í  I  ( 7 2 )  

bÁBK(t) ■ K- BK =e h - HBKe B -----------------

J  -iZs\ i -
b ARK ( t )  “  K -  b Atr =G '* AK® A ---------------------------------- : -----------------
ABK B AK AK B K " EA + ÍiK

bABKK» = (tAK ‘ bBK» bAK' * bBK>ABKK1 AK 

K ^K»

bABKK = bAK * bBK

Los b^. y bg^ son las amplitudes de probabilidad para el caso 

de emisión simple por parte de los átomos A y B aislados.-

Como vemos, en forma general podemos con­

siderar la parte

<r-’  „  . r 1 f !  . «r  v r 2 - 2  t/k> _  bABKK'lK 'k- e K K' i +  \ e £

Como aquella que da cuenta del camA.o emitido de dos fotones en 

estado naciente, uls a ella a quien podremos asociar expresiones 

que nos den una imagen de la evolución espacio-temperal del cam­

po cuántico, de dos fotones: asi como sus correlaciones.-
//



En efecto, para t ^ l / ^  la función de onda del campo es esencial 

mente la expresión (73)> que representa el paquete de dos foto­

nes emitidos por las fuentes A y B (los ^ABKK’ mues^ran 

simetría característica de los bo sones b ^ g ^ t *• ^ABK'K^*

Debemos mencionar el hecho de que por ser autoconsistente el 

esquema (66) de ecuaciones usado, deberemos tener en todo mo­

mento: -

|bAal +J L  ( !bÍBK:l + ibABlJ )+ lbABKK*l + lbABKK¡ = 1

« K (7m )

Ahora bien en el caso que hasta ahora hemos estudiado(distan­

cias % b  Que involucran la insignificancia de toda interacción 

entre las fuentes A y B) tenemos las expresiones fácilmente 

calculables considerando la normalización en el proceso de emi 

sión simple.

lbi É ! 2 “  lbÁ|3 l bB ^ = B 1 *

^  l ! bABK!2 + l'>ABKÍ2 ) - ! bÁ('?¿ ’- l bB / + i b á|Í Z ! bA K l S  "K
= e ~ Í Á t ( l - e ^ B 1 ) + e -y B t ( l - e “̂ A t )

|bABKK'! +¿  |bABKK| =2l K k I  ‘¿ K k !  + \¿í bAKbBK| = (75)
K «' * ^  ^

= ( l - e ~ ^ A t )(l-e“̂ B t ) + ! ( 3 1 (Ver ap. V )
* D

donde ^ ( t ) = I bA K * bBK (76)

Sumando las (75) e igualando a la unidad, concluimos que en el 

caso que nos ocu.a (Rjyj») A  ):

p>(t) - o ( r ab> » A )

Eeste resultado es fácilmente verificable por cálculo directa5 

ver ap.V.

- 5 5 -

No t a * Otra propj-cuciu xuicicodui-v ^ veremos su
significado físico) de la expresión genérica:

fi> (t) = 2 .  (t) b*BK(t) = ° para (78)

cualquiera sea R^g*
----------------- ------------ ---------------------



Pare tiempos de interés físico ( t ¿  que en vista de los

expresiones (72) y (75) tomaremos como taoo ) tenemos para|3(°°) 

la siguiente expresión genérica en función de la distan­

cia í (Ver ap. V)

/3,0o). ------ i  J i (B + í % b : R ) -  I ( B  * * i í y , R  )

L(EA-BB )- iih (¿rA+/B)J \ (79 )

recordando las propiedades de la función I, ampliamente estu­

diadas en el ap. III y IV ; Lim I = 0  (RAB>»A) tenemos nuo-
R .oo

vamente comprobada la aseve- 

ración (77).-

Debemos hacer notar que (oo) a quien llamaremos (por razo­

nes que veremos posteriormente) "grado de coherencia", es una 

expresión intrínseca en el sentido que posée un sentido materna, 

tico bien preciso (luego veremos sus implicancias físicas) in­

dependientemente de los cálculos y aproximaciones hechas.- En 

efecto, para t > 1/^ cuando el n^ de fotones es diagonal 

(los átomos A y B puede considerarse que han ciertamente emití 

do)^(oo) representa el producto escalar en el espacio de los 

impulsos de los paquetes T(A) y f(B) que emitirían espontánea 

mente los átomos A y B aislados.

I (A) (oo) T Í  ; b (oo)

-56-

///

I <B> ”J E . b3K(oo) f K e' lEst/R ¡ b3K(oo)i

A K

IB - B ♦ i x K ^ )

y  -KR 
H B K e B

(3  ( O O ) .  <  í( A) i( 3 AK( oo ) .b'B K ( oo ) (80)

K
&■

También dado lo visto en Cap. I (pag. 10 y siguientes), deto­

mos mencionar que podemos interpretar afQ(oo) como el producto 

escalar de lo que hemos llamado "fundiones de onda, en el es­

pacio de configuraciones" de los fotones mencionados..

///



F(B)(í.t) = (4,c2/L3) t Z  4 V ^ Í(^  ^  <C1>

- 5 7 -

»<

/ 3  - <  W W  "  V ) ( f - t ) r ( B ) < ? ' t >d 2 - 2 bAKbBK
“ji K

Sin embargo desde el punto de vista físico; en lugar de considerar

las funciones F*(r,t) es más conveniente expresar /3íften base a 

cantidades más conocidas y bien estudiadas de la teoría clásica. 

Así considerando los campos asociados a las transiciones cuánticas 

en los átomos A y Bs

-t A n 2 trz T  7 *  K - uLt)
A a S S (A) -t n c  ' K. ^ 2 u v  A K  K

A ( (C)* Coulomb
gauge)

Podremos expresar rigurosamente j/3(t)(y en particular/3 (oo) 

en la siguiente forma, más apropiada a la interpretación física 

(ver ap.II - (27 j i )

* ( 8 2 )

~*(L) "*( L) -*
(A í*»“Aass(A) a??o(3] ass(B) ass(Á)

/ 3 {t ) ^ b AK(t)bBK{t)=-Í- ---

dondé la relación entre Á^gg^ y ^assP puede verse en Ap. II , 

expresiones (23jj) y (2*+jj) ( A^gg^ = campo asociado en la medida 

de Lorentz).-

Examinando las expresiones (78),(79)>(80),(81) y (82); vemos 

que estas muestran que ^3 ~ ^ cuando:

' a) Por polarización ortogonal de la luz proveniente de 

las fuentes A y B,

 ̂b) Por falt?< dp snno rposl ci.ón en frecuencia de los pa- 

\ quetes emitidos; es decir fuentes con frecuencias 

I nedias muy diferentes comparadas con la extensión

/X - O ' de- la línea,

 ̂c) Cuando las emisiones de los átomos A y B no se suj-er

| ponen,, en un cierto instante en el espacio (ver (70?
\

| (81), y (82) )*. Esto último implica ausencia de i -u -

racción radiativa entre las fuentes emisoras,durrnto 
el proceso de emisión.



P o n d r e m o s  más e x p l í c i t a m e n t e  la (79) para (oo)(ver A p . V ) d o n d e  

se ven estas a s e v e r a c i o n e s : -

• \ W V  1. re-iKAíe-*RÁB/1¿ -.,+ iKB?'A3.

-58-

a W V  _ A X A B J *lrB _ _ A B ^ _  1_ f

. e AB c j

donde K. = H ---  3 ^A_____  ; iA = c/\/.
A A* fe c 0

La (83) nuestra claranente que: =0 si

[(rA X RAB) * (rB x = 0 ------ > ^

<A

f A

RA 3

b )  k b

<Ta > ^ b «  k a  - K.
B

>, R AT, > 1 z 2 c/v- "Jongitud de coherencia"
C ) Ad * c o

Para el caso más favorable de átonos A y B idénticos (no necesa- 

rianente igual orientación) E^= Eg a E° 5 y  A “ ̂ B  “ Ú  ’ 

la expresión (79) nos conduce a la siguiente:

* 1
(3 ( 0 0 ) . ( i ( o o ) .  - ----- I m a g .  ( I ( B o* i i S y  ¡ R ^ )  ^

Considerando nuevamente distancias del orden y recordando

la expresión aproximada de I para este orden de distancias ten­

dremos.:

~  A *  A  A  S e n B oRA 3 ^ C - ^ R . _ / l
/3 = -3/ 2((r x i ) •(rB xRA B ))----------- ü""r“ ® °A AB B AB E K(j (g5)

o AB

Veremos luego, que el hecho de ser /3'v(-) para distancias R^g -el 

orden o mayores que la "longitud de coherencia", implicará (rl 

menos pa’--a distancias de este orden) incoherencia entre las exci­

taciones proveniente de las fuentes A y B; en el sentido que los 

átomos A y B contribuyen aditivamente a la intensidad luminosa 

observada en un punto del espacio (esto independientemente de 

cualquier correlación de fases de I j s  átomos emisores). //



///Hasta ahora hemos c nsiderado distancias (R > 1 - 2c/y )
AB c o

para las uales es de ̂ preciable la interacción radiativa entre

las fuentes emisoras sin embargo para distancias menores entre

los átomos emisores (R 1 ) no es posible ignorar esta in-
AB ’ G

teracción. En este caso el paquete de dos fotones emitidos no 

tendrá ya la expresión simple que obtuvimos:

bABKK(oo)- bAK<00>-bBK(00)

(válida como dijimos, sólo

ABKK’= (bAK(°°>bBK'(oo) bAK'bBK^ ? AB ^  C 

donde el paquete de dos fotones se representa por un producto si- 

metrizado de dos paquetes de un fotón, de acuerdo con la estadís­

tica de Bose para los fotones. Este es debido a que ¿ara el ord^n 

de distancias que considerábamos se trataba de dos fotones que na­

cían por dos procesos independientes. En el caso de distancias

Ra-d «  ^ esta independencia ya no existe y veremos que una repre- 
iLB c

sentación por productos individuales ya no es posible, sino que las 

correlaciones existente entre los procesos de emisión de los foto­

nes, se manifestarán por términos no separables en productos sim­

ples. *

En efecto un estudio más cabal de los detalles nos proporciona una 

expresión genérica para el paquete de dos fotones que se reduce a 

la expresión vista para el caso de grandes distancias entre las 

fuentes emisoras (ver apéndice IV). Para los tiempos de interés 

físico ( t > 1/y ) esta expresión es:

\ i_(k k J E -k' ^) ' I  ) *- ! J

- 5 9 -

</co) - j Ha* Hsk‘C? Aé '* ** (Ek'. SV+-k&h) + Ha* é '  ( £ ] _ +

+ r< ,« . - n c ...1  J

í  t é r m i n o  s i m é t r i c o  , c a m b i a n d o  K ( K* p o r  K'

(85)
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Donde

r  = 2Ta * ¿ b  * °-B u p - (A/rab>

i (b x ;Ra b )
K’

HA1. e Í K ? ( V RA )
AK'

B  -  3  )  
KK K K ’

Estas expresiones han sido ya ampliamente discutidas en ap. IV y 

III respectivamente.

Despreciando términos de orden superior a >/RAB •as posible poner 

las (86) en la siguiente forma más compacta que muestra los hechos
*

esenciales: 3* 3* - 2 i K R  ^A* „A* -2iKR^
H K e B + H. H, „ e ü

a. .a-___  B K  B K  A K  A K

bí§8^2 bAKb3K+2 I(3K'R) 

bl a K K ' _ bA K b3E' + bAX' b B K  +

( ‘ W * 1^ 1 ( S K K '3Á3 + i iS (í ^  1

1
I(EK f,RA3^

-------■--- + —  ■----- — j

.(V ~ V * iS'*B) ( B K ' ' EA Htii' 4 ) j

* - x  3 3 
S B K  H 3K. *

«A «A  mf i— ► *

-i( K + K’ )R A  A - i ( K  + ? « ) *

® + AK ¿K1
A

1 ( B KX'

(87)
Por ahora simplemente mencionaremos que en este caso > A  ? 

nuestro^ a quien llamamos “grado de coherencia" (por razones que 

luego veremos) no es necesariamente nulo como en el caso anterior, 

ya que tenemos en forma general para átomos idénticos la expresión 

(3*0, a saber:

^ ( o o ) = p‘(oo) = -i . Imag. ( I ( RA3) )

donde para el caso de distancias R >A

^  «i sen E R . n /Kc
f a  A  ^  ^  o AB

(3 - (3 -  v »  [(V V ,. (V »AB) •- í r a b / 1 c

B o RA 3 / S c

(le = c / v  )



IMAGEN DE LA EVOLUCION ESPACIO-TEMPORAL - INTENSIDAD DEL 
CAMPO EN UN PUNTO DEL ESPACIO - INCOHERENCIA: COHERENCIA ~

Nos proponemos ahora obtener una inágen de la evolución espacio- 

temporal del campo cuántico en estudio.-

Esto implica un mecanismo, que en esencia 

puede ser reducido a dos átonos de prueba capaces de poner en 

evidencia en el espacio y en el tiempo á los dos fotones invo­

lucrados.- Para un tratamiento consistente del problema es ne­

cesario entonces, acoplar el canpo de radiación libre con las 

fuentes A y B y con los dos átomos de prueba T|_ y T2 * En efecto 

para poner en evidencia los dos fotones con los átomos T-j_ y T2 

participará el mismo mecanismo de acoplamiento que determina 

la excitación doj. campo por las fuentes A y B*

El hecho, q.ie los cuerpos de prueba par ■ 

ticiparan en el proceso emitiendo a su vez fotones que subsi­

guientemente serán absorbidos por A y B será despreciado puós
«

dá según vimos contribuciones poco sensibles para gran distan­

cia entre fuente y zonda.

En esencia para un calculo ordinario según los desarrollos per- 

turbativos corrientes consideraremos los siguientes estados,-

- 6 1 -

EST.INICIAL

b * >< 
A3T1T2

12 ORDEN í 2e ORDEN (3 a ORDEN Ü+Q ORDEN

b *
ABT T K 

1 2

b * *
ABT T

1 2\

b * *
ABT T - 

1 2

ABT T KK'

(C)b* * v 
! ABT T x 

b * 1 2 / b *
A B T  T X {(b) A B T  T K

| 1 2  b 1 2
• ¿ abtxt2 J i

Podenos ver inmediatamente (con los desarrollos y resultados

b *
ABT T K 

1 2

b * *
ABT T 

1 2

obtenidos anteriormente) que las contribuciones del 22 orden 

provienen sensiblemente de los estados (c), puesto que la 

probabilidad de ocurrencia de uno cualquiera de los estados 

(a) o (b) es despreciable frente a la probabilidad de ///
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///aparición de los dos fotones

Hntonces si considéranos que las distancias (Rj:̂  , R&T2 1 ^BTi»

RBT2  ̂ entre las fuentes y zondas son del orden o nayores que c/^ 

a lc( efecto despreciable de los cuerpos de prueba sobre las 

fuentes cono consecuencias del fenómeno de reenision), podremos 

empezar nuestro cálculo considerando que los estados

están dados esencialmente por los obtenidos en el caso de emi­

sión de los átonos A y B aislados (en ausencia de y Tg ) 5 

es decir:

bABT1T2KK* “ bABKK» ^

Además dado el orden de magnitud considerado para las distan­

cias fuente-zonda, los tienpos df interés físico para las 

amplitudes de probabilidad b ^ ^  T R (t), bABT * K (t)

* (t) serán del orden o nayor que»,
1 T2 * *  1/^ (c ono conse­

cuencia de la causalidad en la trasmisión de señales, ver 

pag» ). Para tiempos de este orden (Ver pags* ) los

estados ^AgjQ^f(t) son prácticamente constantes y adoptan sus 

valores de régimen (ver exprésiones (72) (87) según

sea el orden de distancias considerado).

Con estaá Consideraciones podrenos

p ohe r:

itAABTlTaK ' ¿ HÍ B f ^ K K bKK'el<ETl’BK,)t/ +( -- )

ill6ABT1 T2 K " ¿ “ A B T ^ r  b KK ’ e l( I SPHH si 1

X
(8 8 )

ifcí, * i - h Ii I A -  ,eÍ(W t/fi + H W b  « eÍ(V 3 v)t/l;
* x 2 T1T2 1 2  2 T1T2 T1T2K 1

Donde cono henos mencionado henos eliminado los términos de 

reenision de las zondas,

Ya henos visto que la exprori'n analítica para el paquete

///
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///de dos fotones ©nítidos por las fuentes üs diferente según

sea el orden de distancias considerado r (ver pags
AB

y , o bien ap. IV)» Así tendrénos la expresión (72),a

saber:

b K K ' <°°>"bA K bB K ‘+t,A K - b B K +

bASKK( 0 0 )  ’  2 bAK( ° ° ) b BKÍOO)

‘bABKK>* b* S  bBK' + bAK' b BÜ ( ®9)
don f r ,  - ¿  t.st;K - o

óudhdo la distancia relativa entre lás fuentes es del orden o

náyor que ** d/^ (fuentes sin interacción radiativa),

0 bien la expresión (87) a saber:
BX „3* -2 lío? A* A* -2 iKÍ?

h A í h  h ' T R  \ BKÍBk6 + AK AK A 
KK( )= AK BK ^k ab"* v ZZ 7-----

„ B?B* - i ( K+ K * ) R ¿"A* - i ( K+ K * ) R

____________ ________________________

( 90)

+ ....____J< w _
+ ('5¡:í i ;í i s ^ T ( í^ 5 « ; í z e ^ t "

cuahdo la distancia relativa R^B entre las fuentes está coMpr^ni 

dida entre:

^ « A b *  Xc - c/x

(Nótese que esta expresión para el paquete de dos fjtones 

tiende a la anterior para distancias R;JJ^  x<¡ ; pués en este

Caso i— o)

Ahora esta dado por la siguiente expresión: (cara E .=E =B ;
x A 3  o

/ 3 - X bA K b BK — *  I ma «-< I < V * ifet f ' RAB, )
k n¿5

que se reduce a:

* - sen B R /he ,

/3- *  s" -3/2 i ( v RAB‘-‘v E*B )]i— r 27sf-“ • «

° ÁB (para ®A B > X  )

Buscarenps la solucion dle sistena (88) en el priner caso 

es decir con la forna analítica (89) para el paquete de dos 

fotones, Usr.ndo las especificaciones siguientes:

ABT T.KK' _T K ABT T K T K
ABT T K = T ’ « * ~ f ’ y analo8amente •

1 2  1 • ABT. T 1
1 2

//
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/// y recordando además los rosultaáos obtenidos para el caso de 

una fuente y un cuerpo de prueba (expresiones (32) ) a saber:

i k í - = K > K ‘i r '11!T ' V t,s
A T  A T  A K

K

y'ádrenos poner para las dos primera filos del sistema (88); 

i M ABT1 T 9 t  ‘

^ A B T ^ K  -  bAK( i l l 6 B T 2 )+ bBK( i t ¿ A f  1

recordando que los b,__ y & son prácticamente constantes parn
A K  B K

los tiempos en consideración tendremos:

b * = b * . b (oo) + b * b^íoo)
ABT T K BT. AK AT BK

1 2 X 1

(91) (Ver nota al pié
b * = b * . b ,(oo)+b * b_„(oo) ¿e pagina)
ABT T K BT AK AT BK

1 2  2 ¿

Introduciendo las (91) en la tercera fila del sistema (88) 

obtendremos:

i K b A B Í 1 í 2- b B T 1 < i f ‘ 6A Í 2 ) + b B T 2 < i e t A Í ^ *  V , ' [ ^ B x / ^ ¡  »

-iKd/ít (»BÍ - V  + bA T / b8Í >
1 2 A. j¿

es decir:

b * -* =b * b x + b * b.*- (92) (x)
A3T1T2 BTx AT2 ATx 3T2

Las expresiones explícitas de b * , etc, pueden verse en (57)
X

allí henos tenido en cuenta la reemisión de la zonda; cuando 

cono en este caso dejamos de lado esta reenisión tenemos ///

Nota: Dada la importancia de los detalles que discutiremos con 
ayuda de las (91)» hemos creído conveniente resolver por seprre­
do este problema ("dos fuentes emisoras A y B y un cuerpo de 
prueba T") en forma más rigurosa, Asi henos usado el método fie 
"damping” ya esbozado y explicado en otros capítulos, Este alto- 
do nos va mostrando paso a paso los detalles finos dél proceso 
y nos proporciona ademas un "test11 sobre la bondad de los resul­
tados obtenidos aquí, Ver apéndice VI

(x) Los mismos resultados pueden obtenerse por medio de dos teo­
remas que pueden probarse por método de operadores. Ver U. 
Fano "Journal of American Physics" Ag&sto 1961—  R.P.Feynman 
P» Rev,7 8k 108 (1951).-

//
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////(Ver Pag. 3 de ap. VI)

(93).

donde recordemos que:

u  r i  x
Dejarenos por .

primero la (91)»

Intensidad del canco en un ¿unto del es pació Incoherencia de
.:‘las excitaciones.C o h e r e n c i a

a) Para el caso de dos fuentes independientes A y B (R^gJ^

cualquiera de las (91) (ver también ap. VI), obtenemos pare.

la probabilidad de que la zonda T pase a su estado excitado T 

y un fotón de vector de onda it bien deterninado permanezca 

en el campo, la siguiente expresión:

El prinero y segundo de estos térninos representan la probabi­

lidad de que el cuerpo de prueba T sea excitad-', por la radia­

ción proveniente del átono B o. A respectivamente, nientras 

que el fotón K, de vector de onda bien deterninado, haya sido 

emitido por el otro átono (A o B). Los térninos cruzados re­

presentan térninos de interferencia debidos a la superposición 

de las emisiones de A y B (es decir provienen de la inposibi­

lidad de mostrar, con la experiencia realizada, de cual de l:,s 

átomos proviene el fotón K; una observación destinada a nost.-rr 

esto destru±*ía estas interferencias).

Según las expresiones anteriormente vistas para bAK(oo), 

’bBK^00  ̂ bAT y k-gjS tener-0 p^r ej, en el caso de átomos //

cuerpo de prueba T; tomando una

(9*+)



- 6 6 -

/// A y B iguales e igualmente orientados:
A*

* = _____HA K
A K  BK

ÍK(R -R, )

• * B A ’ (95)

■* ( ( (r^xR^^) . (r.xB „
x. ^ ! , / «  3 B T  T 3 T  /•. - i ú / c . ( c t - R n„).b * b x = > 3 / 2 --- ------— 7 r ------ i—  (1 - e ' B T  ) .
BT  A T  S ' B q RB T /hfc

V.

.3 / 2 i I ? é“! i l i : Í ! í ! * S ™ (  X- .- * A T > ) }  . l B o ' * B T - RA T > ^ e

E o RA T /tíc J

Luego loó térninos de interferencia:

2 b i l í  |?(____. *----- , e ^ V V  + V ^ B T - M

(96)

_ u 2 TT Kc
donde E ^-fieK = — ----

o o A

no áonj de manera álguna, nulos y no podemos-decir que las 

emisiones de A v de B son microscópicamente incoherentes. Lás 

fases relativas responsables por las interferehci&s producirá 

son:

0 =  K(R* - R*  ) + K ( R„ - R lrr) ( 9 7 )
B A o B T  A T 7 K y (’

Debemos hacer notar que en este proceso eleüental (dos fotones

involucrados) las fasés e^^A y e"̂  elfe ios átomos emisores A y

B son írreleVantes, puesto que si incluimos estas, nuestro

estado inicial estará dado entonces por:

i(<X. + OU
A3

ahora bien dada la linealidad de nuestro sistema de ecuaciones

„ . i(E - E )t/K
íhD = ^  H . b e  n m 

n n/m fn

podemos ver que todos los estados, en especial los b y c---.ii
ABTKK» ^

consecuencia los b * tienen el mismo factor de fase e A + C/,i
ABTK

que desaparece con la operación (9*+)..

//



//Para poder observar las interferencias mencionadas, necesita­

mos conocer sin embargo, el valor exacto del vector de onda 

X del fotón no absorbido, con una precisión mucho más grande 

que el ancho ^  de las líneas consideradas.

Lo que se observa comunmente y lo que 

se considera como una medida de la luz llegada al átomo T es 

la probabilidad total de excitación de la zonda independien­

temente del estado cuántico K del fotón no absorbido,

2 i2 ,2

K * * * •<
+ 2R i t>*b * S. b b* 

e *4 BT AT^/_ AK BK
( k

-2. U  ¡2
I bBT| + |bATl

debido a que

¿  (hAK^ 1 ¿ l bBKl_ 1 (ver (27) )
K K

J

y a que para el ordeh de distancias R l c considerado tene­

mos:

^  b b* = = o (ver cap.anterior o ap. V) (99)
A K  BK

K
En la suma (98), que se extiende sobre un dominio del ancho 

de la línea , aparece solamente, la süma de las intensida­

des de las emisiones provenientes de A y de B, mientras que 

los términos de interferencia (96) de los términos individua­

les desaparecen según la (99).

La relación (99) es, luego, responsable de lo que comunmente

se llama la incoherencia de las emisiones de A y B,

Esta relación (99) puede ser escrita

(ver (95) ) en la forma siguiente:

iK( R - R . )

2 / PK e B (100)

y representa una medíA pesada, con pesos p̂ - bien definidos, 

de las fases Relativas de las emisiones provenientes de A y



La suma (100) reemplaza» luego, en la 

teoría cuántica, en forma precisa y físicamente bien determinada 

el promedio intuitivo sobre las fases relativas "distribuidas 

al azar" de la teoría clásica0

La teoría cuántica de la coherencia 

difiere sin embargo de la teoría clásica por el planteo del pro­

blema, haciendo intervenir en detalle, el proceso de observación 

y el concepto de fotones; mientras que la teoría clásica se limita 

a calcular la suma de dos amplitudes con sus fases relativas, las 

que pueden interferir independientemente de la distancia,,, a la 

cual son emitidas (por ej, dos antenas).- 

b) Para el caso de fuentes a pequeña distancia relativa

////

AB N c o

nuestro paquete de dos fotones tiene la expresión (90}, que pon 

dremos ahora^en la siguiente forma abreviada:

bA B K K = 2 bA K bB K  +/3 KK ; b = b b +b b +/3
f ’ ABKK* A K  3 K ' AK' B K  fOKK»

No entraremos aqui en detalle sobre los procesos que contribuyen

a los XK' (estos estan suficientemente estudiados en el ap. IV), 

sólo diremos aqui que pa^a el orden de distancias considerado 

los fotones no nacen va por procesos completamente independientes, 

sino que tendremos (ya en tercer orden) contribuciones a ^

por ej. del tipo siguiente: A emite K---->B emite un fotón que

puede ser absorbido por A------> y luego A volver a desexcitarse

emitiendo K'; analogamente para B.

La solución del problema de dos fuentes emisoras A y B y una zorj- 

da T nos proporciona en este caso la siguiente expresión genérica 

(ver ap. VI), que encierra como caso particular la vista en (9D: 

(consideramos átomos idénticos = E-g =* Eq ; ^  .

pero no necesariamente de Igual ón)

bA B T K  - bA K (00)bB T (t> " b3 K (°°>'bA T ( *> +



(Recordemos que estamos trabajan -> con R^j Rgi >  1 )

Recordando la expresión aproximar i de I(SQ: R^g) para el orden

de distancias R > \ a saber; 3fT>
A tí x: o Á3

= _ 3/2. ( ( £ XR ) .(r x R . )) • e 2* 1

i i l 2 TT i A B

x 2 TT 2 Tí Kc
donae A  = -*•--- -------------

° K° -o
Vemos que la última fila en la expresión (101) es del orden

Ao/R.-c veces la primera fila. Esta proviene de las contribu-- 
A b

ciones de los (3 kK ’’ eS ^ec -̂r ? debido a la interacción r£.¿ié:~ 

tiva entre las fuentes emisoras A y B en el rango de distan- 

cias considerado. Asi el primer sumando de la segunda file 

significa i A emite K, luego es excitado por el fotón provenien­

te de B - el término I (EQ;RAg) da cuenta de esto- y A en su 

desexcitación posterior puede excitar al átomo zona T.-

Usando (101) podremos poner: 

lbA3T¿ = ^ A K ^ B t I + lb3 ¿  lbAT^+ 2 * ( bAKbBK bBTbAT* +

+|bAI/ 2E e , (  bAf * Bí )+ lb3 ' / 2S e - < - Í I H !| i 5 4 a l  V  b BT>^

I ( ” o ' EAB> , , 2  , *  I ( 3 o * SA3>
+ 2 E6 - ( b AKbBK ------------- AT 1 ' bB T' *

+ Í Ü 2 Ü - 1  , |b3K| > EÍ!2 +2p.e.(,AK.*K ^ T ) )

0 (loa)

Con ayuda de la (102) y usando las especificaciones ya vistas; 

c-‘ ■ -i2 <“«■- - -<2 

k k

- 6 9 “

///

laAK<°0)l - 2 > B K (00>! - 1 

K

bAKbBS = (para átomos idénticos)
K

Podemos poner la probabilidad total do excitación de la zonda,
____  2  2

en la forma siguiente: ?* |bA3Í7j = Í^btt + lbA*^ +
i<

+ 2Se. ( (üb3 *b^*) * 2Re.(-H. ^ : ?A2l_) ,2Re.(b3 | „ b A ^) +

iifc ^
J(s »2 aJ

+ 2 R e . ( £ > -----) |b *j2 + 2 R ( (3> --------------------- f — )\b - +

2 * //_ * < V f A 3 > _
2' - 

|L l |k y
rBT? + 1 AT
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Ahora bien, ya que para el orden de distancias considerado

d x \ 2 TT 
AB ' o * __ ______ tenemos:

^ ^ ^  sen K o RA 3  -R /21
* 3/2 K r ^ l . l r , ^ ]  ) - - ¡ j - R - " --- 6 A B  °

o AB

que como vemos es del orden ^^^AB ^ue ^ ^ o ’̂ A B ^ ^ ^

. Además para el rango importante de distancias:

le = o/^ »  Ra b > >  (ya que para RA B ^  lc de­

saparece como viraos todo factor interferencia!) tenemos:

I ( E o ,RA 3 ) n  R . J i c  ~  p,
Ee . ( ------ ------- ) = - e A3 = - fO

///

Para fijar ideas respecto de esta aproximación consideremos

el espectro visible, donde:

\ ~  10 ^ cm. c/^=l = 3.10 cm. = 3 . 1 0  A
Ao q c

entonces es claro que:
7

R, /I R . . / 1 0 A  ~  ,
e A B  c = e A3' = 1

Pues bien, con ayuda de las anteriores y despreciando los tér­

minos de superior orden podremos poner en muy buena aproxima- 

ción: m

tT  ̂̂  |bA3TK 1 = lb3TÍ +  ̂bAT ̂ ” 2 Re / b3T bAT^
« , (103)

Usando la forma explícita de b ^  y b ^ (ver (93)) podremos

poner la (103) en la forma siguiente:

PT “ P3T * PAT - 2 (P3T C°S V ^ ^ A T 1 U<*)

donde P B í - | l > s {l' ! I V f

//



//;/ La expresión (10*0 nos d-scr^*. oo«o vemos un clasico fe­

nómeno de interferencia5 donde ($ desempeña el papel de "grado 

de coherencia" mutua de las excitaciones provenientes de 

las fuentes elementales A y B» (x).

(x) Ver "Principies of ontics" Max Born and S.Wolf - pag. 500.
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■KprfrqBfiTONBS ASOCIADAS EN EL ESPACIO - TIEMPO DE CONFIGURACIONES

Para asociar a un particular campo cuántico de dos fotones ex­

presiones escritas en el espacio-tiempo de configuraciones, empe­

zaremos considerando el caso de dos fotones provenientes de 

fuentes A y B sin interacción (RAg ^c ) recientemente estu­

diado (ver (72) ):

b K < * >  - 2* bA K ( t > ’ bB K (t) , ^
(105)

b ( t) = b ( t) « b ( t) + b ( t) .b (t)
K K ’ A K  BK' AK' B K  1

y los resultados obtenidos en este caso, para la excitación de 

dos cuerpos de prueba y Tg ( ver (92) ), a saber:

* * = b * (ití6 * ) + b * ( i K 6 *  ) + b_* (iií6 * ) + b * (iK6_, * )
A B T  T BT, ' AT^  AT, B T „ ; B T  ' AT, A T  ' BT,

1 2  1 2 1 2 2 1 2 1

o bien: (106)

b * * (t)= b * ( t) .b * ( t) + b * ( t) .b * ( t) (para R .R > 1 ) ABT T BT "T AT BT AT* 3T
JL ¿  x  J X  a

La significación física de la (106), es clara recordando los 

conceptos y las notaciones introducidos al tratar la excitación 

de un átomo T por un fotón nacido en la emisión de un átomo 

fuente A. Con estas aclaraciones es fácil ver que la probabili­

dad de excitación de los átomos Tx y Tg ( / b ^ ^ / 2) está dada

por la contribución de los siguientes eventos competitivos, que 

indicaremos esquemáticamente asi:

( 3 -----» T^; A----* T2) y ( B----T2; A ------ » T ^

Estos eventos alternativos implican interferencias - dado que 

la observación no puede distinguir entre los dos conjuntos, 

a menos que las emisiones o excitaciones estén muy separadas 

en espacio y en tiempo* Vemos entonces que la superposición de 

luz incoherente si bien no conduce (según lo visto en (98) y 

99) ) a efectos interferenciales en probabilidades que son //
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///proporcionales a la intensidad total; conduce si a efectos 

interferenciales en probabilidades que son cuadráticas en la in­

tensidad, como muestra la (106) (x), PUede verse de la (105)y 

(106) que estoá efectos son consecuencia de la estadística de 

BoSe para los fotones.

Considerando ahora que el campo cuántico en consideración está 

constituido por dos campos independientes (en el sentido descrito) 

de un fotón

b y b
B K  y A K

y dada la independencia, en el sentido explicado en pags. ante­

riores de los campos

—» _ 

ass(B) ’ 1 J ass(A) 1 '

que es posible asociar a las emisiones de luz por parte de las

fuentes B y A; podemos intuir que ellos entraran como ingredien­

tes básicos en las expresiones que asociemos a nuestré particu­

lar campo cuántico de dos fotones,

Dada la forma de la (106) es convenien­

te empezar con el estudio de uno cualquiera de sus términos; 

asi vimos que era posible escribir en términos del campo asocia­

do (ver (3*+) ):

ifo.T (*')« e X"T t ^  (?>« ( - e ¿ L  , t‘) 0 dC
1 1 T1 "l HSS T1 L1J (107)

donde

? a s s . ( A ) (S"  t >-<4 "°2 / L 3 > Z  C K'i!iH > \ K

-73-

-iKR K A <1 0 8 >

qA K  ® " AK*
es A. campo asociado a la transición cuántica del átomo A ais­

lado, Indicando con R y t la coordenada espacial del lugar //

(x) Hstas correlaciones en la rp''~n''ión de luz incoherente por 
medio de dos detoo^  ̂ «odoi w^uivalentes han sido
observadas por:
R.Handury Brown and R.Q, Twiss,PhilMag , 663 (195^)

y Nature, London IZZi 28.178 , lO^ó and
1 ^ 7  (1956)
A.,T,Forrester, R,A„Gudmundsen and P*0,Johnson, Phys.Rev.99« 1961, 
(1955) • AT,Forrester, Aner. J.Phys. 2j+ 192 (1956). y convenien­
temente descritas por U.Fano en Journal of Amer.Phys,August(1961)



///en que se considera el campo y el tiempo en que se efectúa 

tal observación. De acuerdo a esto la (107) expresa que el 

crecimiento de a cada tiempo t* se efectúa a expensas de

la "acción” del campo proveniente de A, en dicho tiempo t 1 sobre 

el átomo de prueba puesto en el lugar de coordenadas

Usando entonces el campo asociado A . .
ass(A)

podemos poner para la amplitud de probabilidad b * considera-

1
da a un tiempo t, la siguiente expresión?

bAT1(t)‘1/iS el!V /ll<1,:,{J <5í1(-e¿?T1irasS(A)<?T1 't')?>T1'5C'} 

'■'o (109)
donde la integral temporal representa el efecto agregado de 

las "acciones de campo” en tiempos sucesivos t 1 hasta el tiem­

po t.

Debemos mencionar el hecho que la integral

(109) está en realidad extendida desde tiempos t ! * R /c(ver
ÁT1

las expresiones ap, II - ( IO j j ) y (57), (93) ).- 

En lo sucesivo, sin embargo, consideraremos (por ser el caso 

de interés para nosotros) que las zondas y están situa­

das de tal forma que son simultáneamente sometidas a los tre­

nes de onda provenientes de A, y B.

Pués bien, con ayuda de la (109) podremos poner la (106) en

la forma siguiente, en función de los campos asociados a la

■ transiciones en A y en B,:

b » * {t)= b * b * + b * b * =ABT T K > BT AT AT, BT
1 2  1 2  1 2

-l/it JteÍ\ ,'/ ^t-jj4(-e<?T)ras6(3)(tT.t-)0Ti<1&,j. 

,1 /iS  { [ 4 ( - ^ K ss (a ) ( | +

(110)



///Haciendo uso del concepto do "ordenación temporal" (x); 

podemos poner este producto de integrales en otra forma más 

accesible para la interpretación física; en efecto partiendo 

del hecho genórico do quos = f^(t.;dtI

I o
si h(t) =* f(t),g(t) donde t

m(t * ) d t 1

es entonces posible expresar

h(t)= Intt'ídt* . =
J a i ••
° t t r ̂

= jdt* j n( t» )m( t 1 » ) dt1 » .+ j dt« * J m( t « » ) n( t 1 ) dt •

donde los dominios de integración en el plano t’t*1 son los

expresados gráficamente en el siguiente diagrama

1 y 2 se refieren a los dominos para la integral doble 

del 12 y 22 sumando respectivamente.

Asá; usando las especificaciones anteriores, podremos poner 

la (110) en la siguiente forma;

bA B T  T ( ^  

l -?

Jt.

* W
o X

( n i )

La expresión (111) admite ahora la siguiente interpretación 

en base a procesos ordenados temporalmente:

i) El primer sumando, expresa que el átomo 

pasa a su estado oxcitado a un tiempo t„ por influencia

del campo proveniente ya sen del átomo A , o bien del átomo B; 

mientras que la zonda es excitada posteriormente a un tiempo 

ti por el campo restnní'o proveniente de B ó A» //

(x) Ver ej•SCHWEBER;BETHE,DE HOFFMANN "Mesons and Fields" VoaI
(1955) pago 195,
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///
ii) En cuanto al segundo sumando, expresa 

en forma análoga el evento alternativo siguiente: excitación de

a un tiempo t-̂  t y xa posterior absorción por parte de

^2 del campo restante de un fotón.

Podemos ver de inmediato que la (111) 

expresa claramente al sistema de ecuaciones (88), a saber:

i M ABTfc -L HÍ B X ' < t’AKbBK.+bBKbAK.>e Í !  V K' ) t / f e
• * K' ' I
con b * =b b * + b  b * (a)

ABT.TK A K  BT, B K  AT^ v *

A B T T K  ¿L- A B T T K  ' A K  BK* 3 K  A K ’ i f — t a

con b x =b b * + b b * (b)
A B T T K  A K  BT 3 K  A T  v 1ti i *

•fe* * X , i ( V 3 J t / t r  J B k  i(E -E )t/fi
1 A B T  T ~¿_ A B T T  A B T T K  • A B T ?  A B T T K  5 *

1 2 *  * ’ 2 K * ’ a

con b , * * = b * b *» + b * b *  (c)
A B T  T B T  A T  A T  BT

X «  X A X A

en efecto, una simple inspección muestra que las dos primeras 

integraciones sobre t^ y t^ en el 12 y 22 sumando de la (1 1 1 ) 

representan los resultados (a) y (b) respectivamente, mientras 

que las dos integraciones restantes sobre t^ y t representan 

el resultado (c) ; es decir, la absorción del campo restante 

de un fotón.

La expresión obtenida (111), análoga

dé la expresión (1094 para el caso de un fotón, nos permite

entonces considerar a la expresión tensorial siguiente:

(1 1 2 )

=A (R , t )"A Í A . ( R T T ,t )+A . . . ( L t r ) 4 , „ x (RT T f t^ )
ass ass(B) I I ass(A) II II ass(A) I I ass{^) II* .1

Como la expresión escrita en el espacio tiempo de configura­

ciones, asociada a nuestro particular campo cuántico de dos 

fotones independientes.-

Usando las conocidas expresiones para
•4 —í

los campos asociados A . . y A podremos poner la
3 S S \ A } 3 S S \ B /

(1 1 2 ) explícitamente en la forma siguiente como expresión ten­

sorial simétrica, (1 1 3 )
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Considerando que b.„ b b.„, b a b . son los coeficientes
AK BK* AK» BK ABKK*

del paquete de dos fotones en estudio, podremos generalizar 

de inmediato la (113) a paquetes generales de dos fotones

L( ¿?,K») = L(K«,K)

no necesarianente independientes. Asi la expresión tensorial 

simétrica más general que podremos asociar a un campo cuántic.; 

genérico de dos fotones describiendo su evolución espacio-ten|o~ 

ral ess
\ S -  t ^  T i v ' v w  i( KR -Kct ) i ( K fR_ -Kct )

te2 ^ K -  4c®KK^ l i e  I I  I I= c
U S

KK'

donde C-^.es el tensor siguientes

< £V

tU f?

’.nk)

deí' ¿Ui' 4  tí'

La expresión (11*+) que aparece como la generalización natural 

para el caso de dos fotones de su correspondiente para el caso 

de un fotón (ver expresión (10) ); muestra una dependencia en 

que podenos llamar coordenadas espacio-temporal de los cuerpos 

de prueba y usados en el proceso de "puesta en evidencia" 

de los fotones involuctados cono vemos, su aparición está enton­

ces estrechamente ligada con la observación. Por su-puesto

los tiempos t y t en los "registradores" TT y Ttt pueden 
1 1 1  -i* 11

eventualmente coincidir en un experimento particular.

Nota: Lo anterior nos sugiere un formalismo de "muchos tiem­

pos" para ecuaciones fundamentales de la electrodinámica 

cuántica; en efecto la ecuación de evolución usada hasta

(- i 6'^ «■ H) í> (t,q,RljR2........ ) . o

vemos que no contiene las coordenadas espaciales y temporales 

en una forma simétrica.

En una formulación covariante-Lorentz de la electrodinámica

//



///uno debería asignar a cada partícula su "tiempo individual'1 

t^ de nodo que las coordenadas espacio-temporales ) de

cada partícula formen un cuadrivector en el espacio de Minkov/ski, 

junto con las coordenadas (R,t) del campo que tantién forman un 

cuadrivector y aparecen como argumentos en las funciones de cam­

po. Dirac,Fock y Podolsky (x) han encontrado una tal formulación 

invariante de la electrodinámica cuántica que se reduce a la 

teoría usual (con una sola coordenada temporal) cuando hacemos 

coincidir todos los tiempos t de las partículas con el tiempo 

del campo t. Ellos usan una función de Schroedinge que depende 

de las variables de campo q y de las variables electrónicas 

Rn y también de los tiempos individuales t

D « P («Rxftjí hl’Hl ............)
dq d^R d^Fi ,., „ puede interpretarse en términos de probablli- 

dades para cierta clase de mediciones (xx).

Para determinar cono la función depéftde de

cada uno de los tiempos individuales t son necesarias tantas

ecuaciones como partículas, ellos entonces postulan para cada

partícula: u ̂
( -ihíl + H_ ) 0 a 0

Sí»

donde H a m c2 n. + c íoC (p - e /c A(R , t )1 -e iA (R , t ) 
n n {O n 1 n n n n n J n 4 n* n

_ itH . . . /8 .op, . -it/íi H 
y A(R,t) * e radiación A (R) e rad.

En conexión con la nota anterior, debemos mencionar que nuestro 

mecanismo físico de asociación; es decir, la observación en 

tiempos genéricos tj y tjj de los fotones involucrados por 

medio de los átomos de prueba Tj y t iz, nos conduce para : ///

(x) Ver' G.Wentzel "Quantum theory of fields" 19^9 Chap. IV 18 
(xx) Blóch Physik Z. Sowjetunion 5,301, 193^.
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L { ^ I ^ I l ; t I ’ t I I ) = L ( f I ' ^ H ) e ’ l K I C t I  e ' “Í K I I C t I I

al siguiente sistema de ecuaciones? 

ííiJ^LÍKi^Kii; t x , tn ) = h c K i L (Ki, ...)

L( KI,KI][; tJf tII)=hcKIIL(K][.. .)
ít

o bien, al sistema equivalente: 

ifc 3- L = fec{K +K ) L
a r l u

ife l = Kc i  (K - k  )L
de 1 11

donde T i,*. ^  \ 3 J
T » i ( t  +t ) ~  = i — : +

1 Ix ^

C ~ (t t ) — = 4 - 2 -  3
c - (v  ln >  “ * s - - s z

Cono vemos, sólo en el caso de coincidencia de los tiempos 

de observación, tj y tjj de las partículas "registradoras 11 

TI y Tjj ; tendremos la ecuación de evolución ordinaria 

iíí ̂ .L=hc( K +K ) L
7X 1 11 

donde t *.tj a tjj ,

Antes de finalizar, debemos aun hacer notar que la expresi

asociada obtenida, contiene implícitas en las amplitudes L(Kj ,

Kj j ) las mismas correlaciones que el campo propuesto de dos 

fotoñes.
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Vimos que el caso de dos átonos excitados distantes entre si, 

conducen a^un campo de dos fotones independientes, o bien poco 

correlacionados por un pequeño grado de coherencia, y como 

esto ya estaba en cierta forma implícito en la estructura ana­

lítica del paquete:

L(Ki ,Ki I)=L(ÍTi i ,Si) = + a í K ^ .bfK^)

Un caso opuesto esta dado por dos fotones que nacen en un sólo 

proceso cuántico; por ej, en la desintegración del positronio 

en su estado S* Aquí (como verewss) el paquete no presenta 

y\ la f o m a  simple anterior, lo que implica que ya no es posi­

ble la división en contribuciones de dos paquetes independien­

tes de un fotón.

Trataremos entonces este caso, por ser 

un ejemplo significativo de dos fotones fuertemente correlacio­

nados y de tratamiento relativamente simple. Veremos luego de 

aplicar a este caso los esquemas recientemente estudiados; es 

decir, describiremos en el espacio-tiempo de configuraciones al 

paquete de dos fotones propuesto. Posteriormente veremos en 

forma somera la conveniencia de esta representación para la 

visualización de cierto tipo de fenómenos.

Ea.fl.uat.e_.de. dos.fotones - Aniquilación del positronio en su
1

estado S.

Para la discusión que sigue nos restringiremos al caso en que 

el impulso del centro de masa es nulo P = 0 ; es decir, el 

caso en que el positronio está en reposo.

Las predicciones teóricas (x) y los he­

chos experimentales (xx) en ex_celente acuerdo, muestran que//

(x) Ver por ej, J,M.Jauch and F.Rohrlich "The Theory of Fotons 
and Electrons" Addison-Wesley 1955 - Chap 12 pags 2yk y sig. 

(xx) M. Deutsch Progress ind Nuclear Physics Vol, 3 pag* 131 
(1953) que contiene además una lista bastante completa de 
referencias.

CORRELACIONBS FUERTES ENTRE FOTONES



////la desintegración del positronio en su estado fundamental 

XB CB . 6.8 ev, y Z » 10“ seg,) se producé a través de dos
—*

fotones de impulso opuesto K y -* K (y poi* lo tanto de impuls- 

angular nulo), además áe muestra que cada fotón es emitido en 

un estada de polarización ortogonal al otro, independientemente 

de la elección de los ejes respecto de los cuales es expresado 

el estado de polarización (xxx)*

Debemos mencionar que este último resultado es semejante al ob-
\

tenido en la aniquilación de un par muy lento (xxxx)*

— — — — — .. ......  ................................. - —  ----- - —  - - ---

Pues bien usaremos estos hechos conocidos paí*a eséMbir explí­

citamente la configuración de dos fotones uionociíonáticos coh 

las características dadasj que nos permitirá posteriormente 

construir (mediante una suma sobíe energías en la zona del an­

cho de línea el paquete de dos fotones resultantes de la desin­

tegración.

Partiendo entonces de la forma general 

para un paquete de dos fotones:

r 2 Y~  r  °
I ■ a .  L< Y f n  > 4  4  I c u ? )

(>-1.2 _  _  +
donde< €  . = O y a ,a„ son los operadores de emi

l/í-i.a 1 2 \  Ku  siín

actuando sobre la función de ojbda del vacío*

Procederemos ahora paso a pa&o. a de­

limitar la forma analítica de las amplitudes L(K* j KT ) de 

forma que el paquete (115) nos represente efectivamente los 

dos fotones propuestos. Podemos entonces en primer lugal* ///

(xxx) Jauch and Rohrlich pag. 282 y 28*+
(xxxx) O.W.Heitler "Quantum theory of Radiation" loc.cit.pag. 

268 (3a, ed.)



////para onda -¡:omino L(Kt j KTj ) efectuar ia suma sobre las

,  A A
polarizaciones

>  (•"* ].j2) y (,rJ.j2)

desechando aquellos términor- que no expresen el hecho físico 

conocido de polarización ortogonal de los fotones y

i - l(k *

' * ' xI2
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+ M K  )a a t p o

2  1 I 2 I I ,  2 - 2  I  I I 2 J

Debemos limitar ahora la suna anterior a aquellos pares de

fotones con impulso opuesto (Kj= - ) y energía fie K (K
—i . ^

) ; entonces pondrúmoss

V ¡ L  ♦ L<^ I I )aK aK |í5( t V K >
KViSj'  ' 2 I . 2 2 ' I 2 I I ,  j 
T 5 (116)

Dada la simetría esférica del estado S, tenemos la misma

probabilidad para todas las direcciones, entonces:

l L < K I  - K n  > 1 "  > | "  < = « •  | f ( K  ) | 2  ( 1 1 7 )
1 2  2 1

Esta cte0 puede per luego determinada por normalización, 

pero no es esencial para nosotros, En cuanto a la función f(K) 

es la densidad espectral; para obtener el paquete omitido 

en la desintegración del positronio deberemos sumar sobre 

energías K con esta función de peso; aquí dejaremos esto de 

lado fresados sólo en un término típico (norn

cr'r/jioo) de esta nvr'<r&

L< K ^ ,  - -

y reemplazando en 1.a (17.6)

p- 2 ^  -r o
c  t e  » f  ( K j ) ( a *  a +  Í a +  a +  ) f  ¿  ( I ^ + K ^ )  ¿  ( K)

Kĵ íi 11 112 X2 JI1

///



Ahora bien, cismo dijimos la función de onda correcta para la 

descripción de la experiencia en consideración, es aquella en 

la que los fotones esten en estados ortogonales de excitación 

independientemente de los ejes 1 y 2 elegidos para la represen­

tación de los estados de polarización, Veremos entonces que de

~83~'

///

las funcionales posibles:

f Si? ' + + ro f  (3) 4 rio r<2>

(119)

r- (2 )

I (1,2)=
+ + 

ftK aK 
I  I I

r  a p(D ,-(2)
I ( l , 2 )  = (-§-) ( l((i2) — i(i,2p

sólo la combinación asimétrica ( T ^ ^ )  tiene la proiedad reque­

rida de quedar invariante bajo una rotación ortogonal de los 

ejes d'apolarización.

En efecto si medimos la polarización 

según otro p a r d e  ejes (1, 2 ) rotados con respecto a los ante­

riores (1,2) un genérico ángulo tal que:

£  = £ ; c o s o <  + 6  - s e n o (
i ± 2

£  2 = - £ 1 s e n C C  + £ - c o s o C

y expresando las funcionales (119) en el sistema rotado de coor-
rU> +

denadas (x), tendremos: t (1,2) = (a coscí + a„ senoc ).

2 + *1. 0 15 2
• | -  a r  s e n C X +  a  e o s  C < ) -  c o s o ( ( a *  a T  ) - s e n o < ( a *  a *  )(  +

i" rjj Kif II;ir

+ s e n O ( c o s O (  ( a *  a *

KX5Kii i

+ +
— a  a  )

k i5- k h í

(x) Debemos hacer notar que hemos impuesto a la lay de transfor­
mación -usada el rqquerimiento fxsicdi de dejar invariante el 
número de fotones»- ,



y procediendo do manera analega

r (1) 3 , r<?>. r«__ r". _
1 (1 j, 2) neos 0< ! (Ij2) -sen 5 (i 5 2) +se.-sfcos^( 1(2,2) - I (1,1) )

r<2> 2 r (5)- 2 1 ̂ r"- - r 11-
í (1 , 2 ) «eos o( l (1 j 2 ) - s e n  oí' f 1 , 2 ) s o n V c o s ^  ( \ (2,2) -  ) (1 , 1) )

r (G) i 2 2 “ - r ll- r ‘i
( l , ^ ) ^ ^ )  (eos oí. - s e n a )  i (1,2) •* 2senC<cosOí( I (2,2) -1(1,1)) 

p(A)  ̂ (1) _.(2) , - (A )

I (l,2)=(i)* ( ‘ (1,2) - i (1,2) ) = i (1,2)

f" (A)
De estas podenos ver solo 1 representa aun direcciones

ortogonales de polarización para ambos fotones; es decir, en la 

expresión (118) deberemos tomar la combinación asimétrica,-

Podemos escribir entonces para nuestro 

campo cuántico particular la expresión genérica siguiente:

r 2 . Z L ( V i ¿ \  r

«r xr A X ^  ^
~A U/U,

(120)

donde?

L ( K I K I I )= c t e , f ( K . . ) 5 ( K  + K  ) ¿  (K -K) ~

A ¿t
-.O £  -/

///

“/P
V-» ~  -*

y ^  ' i
£ii=°

(El paquete de dos fotones resultante de la desintegración 

del positrouio en su astado XS se obtendría sumando sobre las 

energía^ con la función do dcjbo f(E),)

^o»->(->•> nf ''«i ndi el O* o — tí r •'nfí p--*i-nci pnes

Estamos ahora en condiciones do calcular la particular expro - 

sión escrita en el csácelo - fcioapo ds configuraciones asocia-* 

da al campo cuántico en 6sta según vimos estaba dada

por la expresión 0 - 1 *  )-¿ c. saber-

* A 3 S  ' 0 t e - 2 <“ 5 -----------> * C  f r  L <S I  ^ I ) e i ( K I RI - KI c t I ) .
40 X K “II • A ^

r ■ ̂  /-* x .v ± : -
•íí . /?
J i(K R -K ct )

• II II II I I ; ///
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///
Ti

expresión (120) tendremos:

reemplazando en esta, las amplitudes L(K^ , ) dadas por Iz

terree.)
A f (K) - iKc(t +t ) V "  ^  ^  ^  .
a s s = c t e .---------e I II ^  (£ £  - £  £  ')

K I l l 2 12  II

ex(K][RI+KIIRII) f  j
I II

donde la suma se extiende únicamente sobre las direcciones;

llamando 'K z - k̂ -j = K podemos explicitar:

f(K) -iXc( tT+t: ,.) r*( direcciones)
A = c te.----e 1 I II' \ ’ i *  ~

c—  i uxictüxuuco i . ¿T ¿7 *
\ ' f, r* -■ ^  xK( R _ - R _ _)

“SS - {tCK,S-K " £ K0 €-K >8 1 11 +
. - i . i 2 2 1

K

- e r C )  ; iK(V En >
•-Kl K2 - S  K1 }

donde los subíndices (1) en £ ¿ indican polarizaciones.-

Introduciendo ahora formalmente los 

cuadrivectores Siguientes del espacio de Minkowski 

(R,cT) -i [ ( R I »ctI ) + (KI I ,ctl I )J= [i( V ® I I ) ; ic(tI+ t I I )]

(^»c£) = j*(RI ,ctI )-(RI I ,ctI][) » i (® ) » c ( t i " tn )j

K ,  B lK/fic) - [ ( V ^ )  + (Ki i ,Ki i ) = [ ( ^ I+ K>I I ) t (K I+ K I I ) 

(¿fs^/Kc) ( ̂ 11 * ̂ 11 ̂ = íi(^l"^II);i(Kl“KII)

donde los dos últimos en nuestro caso particular (Positronio 

■̂S en reposo^ K^« ’  ̂ son ^a -̂es que:

—» —>
( K ,  B^/hc) = ( ’O , 2 K) (^f,E /hc) = (K ,0)

v ¿c

Pues bien, introduciendo estos en la expresión anterior A
7 ass

tendremos:

A =cte 6 * 7 ^  f f ^  ( * )  ( e * * ^ -  e " 1 ^ )
A S S

( 1 2 1 )

donde nrn  (Jlf) es el tensor antisimétrico en piarizaciJ. J

//
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<*j -- (¿i e.¿ - €j¡ fT,,
™ /

Dado que cualquiera sea el sistema genérico de coordenadas

(xyz) tenemos:

X

/ / / / n e s  s i g u i e n  t©

Podremos usar este hecho para poner:

- f^K, £\<¿’ e K,^(?2 Jr (£K| * €  ) J*r  Jl-
T U  , ^ í .i ^

I 2 • ■ g ¿ • ' ' *1

donde ^  es el tensor completamente antisimétrico de tercor

orden tal que:

2 0 a menos que í ¿ i ¿ k

[permutación par- de 123 (signo + )
* - 1 si ijk <

(permutación impar de 123 (signo - )

En estas condiciones, tendremos para cada una de las componen- 

tea del tensor (121) la expresión genérica siguiente:

.  c t e . £ í * 2  e - V / *  .-***)
ass '“lok

*  (122)

Podemos proceder ahora a la suma sobr' las direcciones; 

considerando que,

—  (direcciones) f

donde = cte I d-Q^

dft« s e n o d o d i p

¿ p  i Jt p e  os O

y tendremos despueés de efectuada,® I**- punciones y engloban­

do constantes irrelevantes:

¿ass^ oto. ¿1*2 <¿'£* r/h/ cqsjcP  senJcP) r.

" *  l * P  ~UpJ5-)-p ^
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o bien, explicitando en forma matricial todas las componentes*-

donde

E JK = 2 h C K 

K

<? - n v R g i  ; P‘ =

Conclusiones:

La expresión A representa un tensor antisimétrico

en el espacio - tiempo*

Debido a la elección particular del sis­

tema de referencia (centro de gravedad en reposo) este tensor 

tiene solamente componentes espaciales no nulas. Una simple 

transformación de Lorentz nos permite escribir el tensor én un 

sistema de referencia inercial arbitrario.

¡° A 1 2 A 13 A 14

3 j A 21 ° A 23 A 24

A  B j A 31 A 32 ° A 34

1  ̂ A A — 
41 42 43

0

En el sistema de referencia privilegiado (centro de gravedad en
•2*

reposo) notamos que el tensor A está dado por un producto de dos 

términos, uno de los cuales
-iE,v T/ÍÍ - 2 iKcT

e vv = e

depende socamente de las coordenadas del centro de gravedad del

sistema T = ( U l. + tT_)i j ■,
i II mientras que el otro de las coor­

denadas relativas espaciales ^ :(Ri - Rjj ),
£ T? Y j

El factor e CK es análogo a una onda de Broglie de centro

de gravedad del sistema, mientras que el otro factor describe la

//
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/// es t r u c t u r a  interna del sistema.

De spués de una transformación, si bi en la s e p a r a c i ó n  en dos

factores se m a n t i e n e , e l  tensor Á' t r ansformad o dependerá de 

las coorde n a d a s

Notamosj.en p a r t i c u l a r , q u e  aparece el"ti e m p o  relativo" que 

permite e x p r e s a r  que o bserv a n d o  los fotones i n d i v i d u a l ­

mente ¿aparecerá para cada uno de ell os el o £ é c t O  Doppler.

Ve r e m o s  a h o r a , p o r  m e d i o  del caso tratado,en  que forma esta 

r e p r e s e n t a c i ó n  nos permite describir y visual i z a r  en el espa 

cio-t i e m p o  la p r o p a g a c i ó n  dedos f o t o nes(vario s fotones en 

t*n caso más general) .

A s i  con la ayuda del tensor ( 12 3),que cjo 

mo vimos nos describe a dos fotones libres con las carácte-  

rlsticas r e c i en temente e s t u d i a d a s ;co n s i d e r a r e m o s  s omer amente 

los siguientes e j e m p l o s : -

i)La e m i s i ó n  espont á n e a  de dos fotones 

tal como ocurre en la d e s i n t e g r a c i ó n  del p o s i t r o n i o  en su e s ­

tado 3 (centro de gravedad en reposo). Como d i j i m o s , d e b e r e ­

mos proceder en la (123) a la suma sobre las e n e r g í a s  en 

la zona del a ncho de linea* asi p r o p o n i e n d o  para la función 

densidad e s p e c t r a l  f ( K ) , la forma simple a d o ptada por

W e i s s k o p f  y W i g n e r  para la e m i s i ó n  espontánea! f (K )=--- )
K -v <

tendremos que la luz emitida en la d e s i n t e g r a c i ó n  del positro-

1 -*
m o  en su estado S ( P =0) estará directamente descrita por 

la parte e m e r gente ("outgoing") de la ( 1 2 3 ) ;a saber:

ooooooo

A 1 = c t e . ( l -  --------------

' ( K o - í i * / c ) P

- i ( K  ~ * i l f / c ) ( p  - 2cT )
V? O

ass(Posi t. S)

O  (53

, - f  o <?' 

PJ -P‘ . o

(124)
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/// ii)La D i f u s i ó n  de Luz por Luz (+)

Si c o n s i d e r a m o s  ahora dos ondas planas (desc r i b i e n d o  a dos 

fotones libres) de p o l a r i z a c i ó n  ortogonal, e n  su sistema de c : - 

centro de g r avedadjés decir dadas sus c o m p o n e n t e s  p a r c iales 

por una suma del t i p o ( 1 2 2 ) .Teniendo presente  la i n t e r a c c i ó n  

de los fotones por i nterm e d i o  de la p r o d u c c i ó n  virtual de 

pares (++),se producirá un desfasage de las ondas, y las que 

c o n t r i b u y e n  p r i n c i p a l m e n t e  a la i n t e r a c c i ó n  serán:

(R e c ordar las nociones e l e m e n t a l e s  de la teoría de c o l i s i o ­

nes).

Como vemos en e s t a s •c o n d i c i o n e s ,la función A ,no re­

presenta ya una función r e g ular  en el origen. Las fases

&  (K) d e t e r m i n a n  la m atriz  S de la i n t e r a c c i ó n  entre fo­

tones y fijan el tamaño de la s e cc ión de choque.

lo de las secciones e f i cac es sabemos que las fases O ( K )  

son en general e x t r e m a d a m e n t e  p e q u e ñ a s . S i n  e m b a r g o , c o m o  

sabemos q u e , d e b i d o  a la i n t e r a c c i ó n  culombia na de los 

p a r e s ,e x i s t e n , e n  ciertos estados  del p o s i t r o n i o  r e s o n a n ­

cias de ancho e s p e ctral muy estrecho; en estos dominios 

las fases^Ktdeben variar muy r á p i d a m e n t e , p u d i e n d o  adoptar 

valores próximo s a (n+-§-)ÍT , c o n d u c i e n d o  asi a un estado 

intermedio real. -

3'
A =cte.e 
ass

) sen(K<?+ & K ) )

ass

(+) H . E u l e r  ,Ann.Phys. 26(1936) ,398 

(++)J . M a c C o n n e l l  Proc.R o y . I r . A c .  49(1943) 149 

(+++) O . W . H e i t l e r  . loe. cit. pag.326.
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APENDICE I

(a) Co l un campo clásico que incluya frecuencias

positivas y negativas podemos formular una condición de causa­

lidad en la forra'; siguientes "Ninguna señal puede propagarse . 

con velocidad mayor que cn , En efecto para fijar ideas conside­

remos un campo clásico con un frente de onda perfectamente de­

finido, por ejemplo un paquete deltiforme del tipos

perturbaciones la amplitud de probabilidad

b »
T

en función del tiempo y de la posición, para que un átomo T 

(ubicado en Rp ) inicialmejite en el estado fundamental T pase 

al estado excitado por la acción del campo propuesto.-

La determinación de bT ( t;RT ) corres­

ponde a una medición físicamente realizable del campo.-

Aunque no sea necesario para nuestro calculo, procederemos 

(con el objeto de mostrar la influencia de la existencia del 

rango completo de frecuencias) a expresar el campo (lj) en la 

forma convencional.-

s—l/c A
(1/ 1)

A = 0
y es decir;

A = 0 H=rot.A
z

determinaremos luego en primer drden del cálculo corriente de

donde

Para obtener las amplitudes CX'*. pongamos las dos condiciones
X

inicialess
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(A p .  1 / 2 )

dondes 5 =i/c € „  (4 i7c 2 / L 3 )^( k/2aj )£ e 
a > K

iXR

H k= i ( K x ^ )  (4 llc2 / L 3 )Í (tí/2iJK )i e láE

1 / L’

;  + l/2 r r

t

í
c
__

__
_

_
i(K - K») R

obtenemos inmediatamente

* -I*
*K “K ! K KK»

usando esta y las . cond. ini.ci&les podernos escribir:

o< h w  = 1/4 H \(E(R,0) B* + H(R,0) H _ T ) d C
K K. K,> J "•> “ »
reemplazando en la integral la forma explícita de E ( r ,o ) y
-* * _í ^ —í ̂
H (R,0) junto con E v y H v tenemos:

K J **K

c y 3 u J = - i / 4 i T  ( 4 i ' c f l 3 )i í l/c(€_.j )(k«J /2)*+ ( ( KxC„) . j* ) ( K / 2 ^ ) '
n. \  JV X xi. i \  y  &.

f -*•* .
-iKR C 

* e <j ( z) d C

ahora bien integrando por partes podemos ver que

\ f Sd Z h  f • d C

entonces

« k  k w K V c ( e K )x (t.alK /2)i + ( X x ¿ K )y ( K / 2 u ) K )i| K

S ( z)

4r,-----' \

calculando explícitamente la integral tenemos*

— i ■<Ja»
e d£

S( z ) e ~ l 5 R d¿ = L 2 S  ^ SK ,0 u K ,0 
x y

entonces .2 2 
¿

(-
L'

SlV  -3TT + W x ’"s

e n t o n c e s :

<*s - ♦ D
X

K0

/ * /

pues c= /K /
iV z

//



///
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(A p .  1 / 3 )

tenemos la siguiente forma explícita para cada componente del 

campo ^ j ir *?
Atr = Í J 2L í1 + K, / |K|) e zA. a. X Z Z

Nuestro campo expresado en la foraa habitual tiené entonces la
* CO

forma: a _= &  (z *ct}« i / l  2  e iKz (Z“ct) =
X

-1'81 2  (‘-r . 
*00 *■

K / IK I + 1) e v z

3 - OC
i(K Z-/K /ct)

+ ( K / IK I + l ) e " l ( K z Z '"/ A z /ct)) 
z z J

( 2 / 1 )
.  / .ddnde el prime* y segundo sumando representan la dóñtl’ibución 

de las frecuencias positivas y negativas respectivamente*

Consideremos entonces el cálculo de b^1 coíi A=j Z -ct )
i x ' '

tenemos l tt íe t/fí
ih 6* » H,* bT (0) e T

con
bT (0)=i

ÍTIb*b*{0)-0

donde

HT/T
= - e

entonces
-b.

*
b£(t) = -e/iK j j j p *  &{fc-ct») 0 T d C  j dt*

cambiando el orden de las integraciones tenemos*
r , t

debj(t) = - e/ik
^  c í f  ti / tí

O C . j „  d ( Z  - c t * )  e T / h d t 1

entonces

O para t <  Z/c

b i  
T

(3/1)

bT

bT (t)=

iS_Z/ lie 
e T  ' -e/iííj 0», CX.jx e lBT Z ^ C d c J

expresando gráficamente este resultado vemos claramente nuestra 

aserción inicial.-
-------- ooooooo--------



b) Si consideramos ahora un campo clásico que incluye sólo 

frecuencias positivas* no podremos formular la condición de 

causalidad en términos de un paquete incidente con un frente 

perfectamente definido (A «o para t < tQ ) puesto que tal 

paquete no es posible construirlo debido al rango incompleto 

de frecuencias (0 a oo ); incluso podemos agregar que A no 

puede ser nulo en ningún intervalo de tiempo por pequeño que 

este sea, (x) Para el caso de un rango acotado de frecuencias 

(como caso particular) tenemos que la transformada de Fouyier 

de un función de soporte acotado, no puede ser una función de 

soporte acotado salvo que sea la función idénticamente nula.. 

Podemos en este respecto aolarar las ideas cónsiderando un caso 

particular, por ejemplo, la parte de frecuencias positivas dol 

campo deltiforme antes estudiado 

/oo
i (K Z- /K /ct)

/ im t x/e 
z z

-co
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(A p t  1A)

///

A =■ j /2L ) (K / |KI + l ) e ^ KzZ
X Z- z z (4/1)

Puede verse de inmediato, expresando (!+i) en la forma

7 -+ /r r  iK (Z-ct)
= )  2 

o

y pasando al espectro continuo con dK =2 rr/L. dn que:

A= j / 2 íT 
x

l K z ( Z - c t ) dK = (Z -ct)= i S  (Z-ct) + l/ 2iU - - - - - - -
z (3-ct)

O - ( i)
esta distribución representa la transformada de Fourier de lo

función de Heaviside

Í
O para K <  O 

Z

1 " K S O
z ; cuyo soporte es el semieje positivo.

Análogamente podemos mostrar que la parte de frecuencias nega­

tivas ¿e _ i® _i(K Z-/K /ct)
A = j / 2 i\. ) ( K / IK I + 1) e z z 

x / z z
- co

(x) Ver H*M,Nussenzvoig - "Analytic Properties of Non-Rela- 
tivistic Scattering Amplitudes" pag, *+8 - ^9 Escuela 
Latinoamericana de Física 1962,.
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(Ap, 1/5)

/// representa la distribución

b (z -ct) =i S(z-ct) -  1/2  n i  —----------
(Z -ct)

Repetiremos el ejercicio anterior ahora con el campo (5j) .

Procediendo analogamente al caso anterior podemos poner:
rt +

flj, ¿ , ? x b (  Z - c t ' ) 0 T dfcj e ÍBT t V ^ d t’

O ' '

introduciendo la expresión integral de C)(Z-ct) e intercam-

iciones: 
t

biando el orden de

b *«= -e / ik
T '

— e/i P f < x . j x

■* r
= -e/i

+ e/i •
* - * ' 

^ ° c . j x

1/2ÍT

00

dK

v'C

e z

z

o
1/2ÍT i dK

’ „ i( B - K  cfc)t/h 
/o- f”., lK Z e T z ' - 1 

1/2 u \ dk e z --------------- ---------

Jo Z 1 <BT -  hoKz>
.00

l/2rt \ dK d c +’t

oo

PT

PT de

PT ac

<S)
Donde el primer sumando representa lo que puede con­

probarse de inmediato calculando la integral por residuos, 

entonces 
<

]
° iK Z -00

1' 2ITJ zhzhxr dK/ l pT*CD i
cambiando de variables k ¡ a - K podemos poner:

<+> (Si z z
M t )-brn(t) + - iB /t (OO _  _  4 rao _ i K  Z
T T-»- I e T ' ” \ ^  e“iK (Z-ct)

' i 1 - 2t  dKz ™ r f : ^ K “ r  +1 /2
Jr. T zJ

considerando que 
¿K Z

£ — . dK = - 1 / i Z  

(B +fcC K ) Z 

"O T  z

i(B + h c K  )
i z

T

00
 ̂ - i K  Z 
de z

(E +tícK ) 
r z

e integrando por partes en forma

//
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////iterada obtenemos:
00

-i K  Z * K 2
£___z____ dK ______ - + c_ + 2 ( fie)

(BT +fcC X J  Z iZS^  (Z E ^ ) 2 i(Z E„,)3
z T ' T' '" ~T'

entonces, limitándonos sólo a la potencias menores de Er

(S+) (¿i
b«(t) = b T (t) + e/i jx

■*Iz b í ~ * r T  as

- e ÍST t/K 1 1

T r í T  i r z : « T g " )+2 K -

Considerando un tiempo t - £  infinitesimal do modo que 

ct «  2

<S*> , 1 - e ÍET £/ti , f *  1
bT ( £ ) - O  - e/ i2 n  --- ----------- ) U T- CX í x - i -  (ST d 6

ET J
que m u estra que: 

i+l
b,̂  (O) = O cond. inicial (6 I)

>T ( £  ) # 0  donde £  «  Z/c
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(Ap * II/l)

APENDICE II (Ia . Parte)

CALCULO DE lass.

Partiremos de su desarrollo de Fourier

-  2 3 a
A = ( 4 iT c / 3L ) 
ass

Í )  (WSSC)* bAK(t)
■ " /  .A

i(KK-Kct)

(1/II)

donde

bAK(t>
>

.A
*AK

* i ( 3 - 3 + i i f e ¿ r A )t/& *
, K  ------- - I> g( B , t)

AK , _ _ . .y , . AK X
( + **-& íA

siendo dn la aprox, N.R. (considerando sólo los
términos dipolares)

e / m  (1/ L3 )i (2 fc/kc)*< ^ C K *P ^  $ £  >  = (2 H )

Llamando a

■ 2 n 3 a A =i---------
ass ¿

k

e r A" ?A

\ §(E k 1 __e i(KR-iíct)

k ; a

K

"momento dipolar", tendremos i

[;- é-, «rK.?A)

3 «‘V i. . 

=i2“V l z  -K— e
^  e n t o n c e s

K

a x - i 2 Q 3 á  T  • !  p * 7 £  X  ♦ 2 y;_ £ í '6 k + C r  e  \ e  "ass 3 / K Z \ \ \ /■ 'f 0
L >r/2 s\:*,2

Haciendo uso de las siguientes relaciones:(1)

X K

Z-.C 2AfcKA « 88' 
A = /,2

K

(1) Ver L. Schiff "Quantum Mechanics" MeGraw-Hill - Sec.ed. 
Pag. 379

///
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podemos poner:

A X \ ^  t) i p x / - ^ _  5í)_ _

ass ■ 3 - K ( a  X t̂ 2
oz *^x^2 
‘ ""-22

- i 2p 3Á / r px g(3K) i . .  r  s'i s _ f í M  g1 * ’ * 1 

" ? ■ / £  t ” ¿  k2 * k i

Ss decir:

? -i *-5aJ? \ -f'M e1” - ) <£a¿5! i
a s s T 3 \ A X ¿L „2 X j

K K
(4 )
' I I ;

.2fl 3* f ñ* \~ g ( 3 k ) i.. . . .  \T" • PA g ( 3 X'

"X“ 5 \ A .¿ ""r ""e +gr H VR ¿  V  " K  ’e ¡
A' ^ i

Para el cálculo siguiente podemos dejar de lado.^el segundo 

término. Podemos ver de una manera muy simple comparando 

con los desarrollos análogos para el caso de un dipolo eléctri­

co linela (similar clásico del átomo emisor A) que esta elec­

ción es equivalente a considerar la medida de Lorentz para el 

potencial; en cambio considerar ambos términos es equivalente 

a. calcular en Coulomb gauge,-

Sn efecto, si consideramos el dipolo eléctrico lineal situado 

en el origen que vibra en una dirección fija arbitraria; tal di­

polo estará caracterizado por su polarización eléctrica

P( r , t) = "p( t) S  ( r)

SI campo de este dipolo es obtenible en función de los poten­

ciales escalar y vectorial por medio de las conocidas relacio­

nes

H= rot A B=-l/c A - grad. jZ>

y los potencíale? satisfaone las ecuaciones siguientes:

a) M ed ida de L o r e n t z  b )Medida de Coulomb //

|7 A! - 1 / c 2 A =-4ll/c J ¡7 A^-l/c2 1 = _4n/c J + g r a d l / c
L L O

V % L - 1 / c 2 ’¿ L=-4 \ / % q  = - 4H(p

-> -i 
div.A +l/c p =0 div.A = 0

L L L.
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d o n d e :

%  "F = p(t) ¿ ( r )  ;

( + )

P  = -div P = - p(t).grad S (r)

Mediante un desarrollo en serie de Fourier podemos comparar 

las amplitudes espectrales correspondientes, en ambas medidas.- 

Con ese fin pongamos:

p(t) « p f G (K ) e - l K o Ct: dK S(-í) = Í d3 K
o J ° o j

entonces

_4iTf =4 H i jj (£o .K )C (Ko)el ( ^r" koCt )dKdKo 

-4 l”I J =4fTi  Ifp K C(K ) e1 ( ^ r“ K0ct) d£ dK- - -  JJ ° ° ° ° (6 II)

a) Medida de Lorentz

PT ( t ) =

AL(r,t)=

f L ( K , £ 0 ) e o <iS dK

ff Í  (2,K )ei ( & - k o C t ) d ?  dK
L ’ o' o

puesto que

7 \ - 1 / c 2 0 l= j j ( X 2 - K 2 ) ^ L ( X , K o )e1 ** d K d K ^  -4í7p ( ?

2
_ . o •• (C O O *W  ̂ ^
\/A -1/c A = (K - s ) a r (K,K )e dS =- 4 rr /c J

1 L 11 o L o o

comparando (6n) y (7ll) vemos que

- -s-“ g-tSoJ ) 0 ( k o>
K — K
o

-? 4 (T i —» ( 8 H )
a ( X , X )= p K C(K
L o 2 2 o o ' o '

A — X 
^ O

(1) Ver Bor and Wolt "Optics” pag, 75 y sig.

///
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//// b) Medida de Coulomb

= -[( K2 t O ^ ( K , K  )el ( K r " K o C t ) dK dX =-4iip
V-# | \ O O

(9ID

-99-

2

V A - l / c  A r, 27» (f . . . 2  „ 2

C o . j
(K - lí ) a rt( K >K )e“*’áKd5 = - 4 H  J/c +grad. l/c|

O O O I

comprando ( 9 II) y 6ll) vemos que 

'-P C(KX > "  “-3- < V J > =<Ko>

aV x 'Ko>-
1 O " K  ’

“?05- r - - r  V (Ko> - " ' i - -  -4--s- * c u  1
(K <*• It2 ) ° ° Sí (X'-K-) °

O o

Comparando „esta expresión con la (*+n) podemos observar la es­

trecha analogía existente y además nos deja én condiciones 

de interpretar cada uno de los términos i-*

------ -------------- ------------- ------------- ---- --- r --~

Pues bien considerando sólo el primer termino (con ambos tér­

minos podemos ver directamente de 1& expresión (Ij i ) ^ue 

cumple div. Aass,= °)> y dado que:

Q  = ( L / 2 n ) 3 K 2 dK d fl 3 = i í c X  =
'A Á. i\

tendremos

A (l) -i !i—  3
a s s - ( S u ) 2 A

?*T iT00 g ( 3 )
K ^i(SRcoa 9 -Kct) rr2

K
o “ ' 0 r\

efectuando la intefración en v  y llamando

, ,, , - iKct  e - Í 3 K t/!i- e - ^ V ^ A 147- 
G ( 3  , t ) = g ( 3  , t ) e  = — ---------------------------------------------------

Í3K - SA + * 1 ^ A >
tendremos

rt co
(L ) = i_3A ^  
ass ~2~ñ~ * "A 

puesto que q jO

G(3 , t) K e ^-^®cos ® sen© d© dK 
K

1 , iK3cos0. i K Hcos® . _
- - - —  d/d© (e )=Xe sen© d©

X

r00
/(L) P* S iiCR -iK3.
ass ‘ V 9" "? j (e - e ) di

1<L> -3* „  / * .  p 0' ^ 7*1 *R/Kc>te-ÍBKE''!;c e ^ V ^ A 1^  +

e i 3 x2/tíce - i ( 3 A -iiiiv^) t/fe -i3^( t/tí+Fx/Üc)
+ ___!----------------------=----- 1----------- d3

(3 - 3 + i i Ü )



///£>ado que la mayor contribución a la integral proviene de un

rango muy estrecho de frecuencias•alrededor de A , podemos sin

errot* apreciable (pero con las salvedades citadas en el texto)

axteildei* lía integración a todo el rango de frecuencias* Veremos

due en este caso rspreseiita un tren de ondad de frente
ass

bien definido en R=ct En.efecto* integi*andé pol- residuos

en el áeraiplano inferior y considerando que el tercer término no 

tíoht^ibuye y que el segundo y cuarto término ftnülan sué contri­

buciones, tendremos;

, _  -i(3 >(t/6-R/lic)

i (l) . - i--L-- F, ----- ------ ------------ H(t-s/e). (10TT)
ass A n

nc S
1 f 0 para t < S/c

donde h es la función de Heaviside j
[ 1 para t > F,/c

En la medida de Lorentz, un campo clásico satisface la 

ecuación

¡73a (1) - 1 / c 2 A - - f-'I. 7
sdbdmoe que una solución particular de esta ecuación es

, , f J ( R' ;t - „

A l í ) (K,t) - 1/c ---------- - - 2------ d R' (11 I D

J /R - R'/
íei'emos que nuestro campo satisface una ecuación de este ti­

po, en efecto retomando lá (lOjj;) podemos poner

-Í3A/ÜC I ?aa -ie3A /t.cj?>A ?  f>¿ <¡?r -

j^A grad' í>í,r) ^
entonces!

f * )t/i - F./fie) ^
A =l/c 1 e (ih/m p grad.$«) ------------------- — --*■*—  ^  r
ass J A A

comparando (12jx) y(llll) vemos que

”j(r,t) =>e (iH/m J(r) g ra d. 0^(r))e 1 ^ A  ^

Además es-fácil demostrar que se verifica la ecuación

- 1 0 0 -
(A p .  I I / 5 )

div J* + Ü P  = . 0 si =e p*. II)
A A

/ / /



DENSIDAD DE PROBABILIDAD ]3N TERMINO DE LOS CAMPOS ASOCIADO3 

Vimos que los campos asociados a transiciones cuánticos que 

involucran un fotón, a saber:

a -(4í|C J íj ) / £  „  ^ ( t) e í n n  t -u h \
Aass* ka a k a ("Ceulomb gauge")

^  (í^n)

k X - e i(
con b t) = H ------- ------■---------  y

> X ( 3 k -  3a + Í 1 Ü * A)

—  2
y  jb^K (t)| * probabilidad de tener un fotón presente

al tiempo t (I5ll)

son expresiones complejas que satisfacen las ecuaciones de 

Maxwell..Estas en la "medida de Lorentz" tienen la siguiente 

forma explícita para AQ|k) y su conj,complejo (ya vi­

mos la relación (^i j ) entre y A^C^

v Í ‘L> -1/c2 i (L> - -4ú/c ? V  a* L) -1/C2 f (L) - 4 . 7 /c ‘A
a s s  a s s  a s s  a s s

- 1 0 1 -
(Ap.  I I / 6 )

/ / /  APENDICE I I  ( 2 a »pa r t e )

V  — 1 / C  ̂ = - 4ji fpc) ...*** » 4 . . , ,  r ,
a s s  a s s  '  1 ;

d i v  A ^ ^  + 1  / c  0 ^ 1  O 
a s s

Trataremos ahora de obtener por medio de las (l^jj) es decir 

en termino del campo asociado) la expresión escrita en el espa- 

cio-tiempo de configuraciones, asociada a la densidad de pro­

babilidad (I5n)..

Por comodidad pongamos las (16n) en su for

ma covariante-Lorentz; asi haciendo uso de la métrica siguiente

1 2  ̂ k x - x  » - xj; y * x^a - x2 5 z = xJ a - x^ ; ct = =»

es decir gxl = g22 = g ^  * - 1  3 l

tendremosí ( f l - - ~ 1 >2 >3,l+' Índice repetido
¿x üx s suma)
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s)_ AJ = ÍJl-
c

(Ap. II/7)

. í L  _ í L  í'. ÍJl. j
c) x ^  c)xVU.

¿ i ? . 0
(1^11)

doñdeí A° - (A1 , A2 , A3 * A** ) 2 (A* ,A *A2 * J0 )

(J1
4

, J , J ) 3 (J t J ) J , cp) 
x y z

Multiplicando la primera fila de las (17x j ) por A* y A rrs-
/ L ) *

pecítivamente (sobreentendemos que A „ '  .-A £ tendeemosel s s •

^ t) _ 4? J

v  ■ 4"/c, v ”

restando estas tendremosI

Á-  k>)= 4 íT / c A **>

( A* $ Â  - A c)«J a V  A.O A**) = 4ÍT/C A JJ)' i) ■* * j k * ‘ s x J v ' ' ' a 'X  V */x.

que pondremos asi:

♦ 4-?-*“ - A „ ^ v
¿y Xj* ¿> ¿x. ¿)X!

4 rr/c ( j^- a^ j )̂

considerando qús los paréhteáis nos definen el tensor

electromagnético

M  = ¡SÍi- . á-íf) =
x
A ¿5

o a

o

H -Hy x
3 3 
x y

y
-  .3

X

- 3 (l8n )

podre nos poner:

(A

*

v»“ V~ ' ' Jl „'"i> Dx., ^ ú

donde el segundo sumando es nulo; en efectos 2* sumando =

c) # .jx */ D , d A j A>X £> A
--- (A . A - A , A ) - (— -■=

¿)x j D x ^  O**
-- = 0
V

Entonces tenemos la siguiente ley de conservación

í?-(aV 4> 4 ^c?x
V4,

d x1
V J- A ,F '“)+ _-_t (AuF ' -  - A ^ P  ■ ) »

(19n)

4 fT/ c , ( A^JT- Ay J**)
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(A p .  I I / 8 )

—  4~ P  + divP= 4t»/c(AvJ - AV JV')= escalar 
e> x

donde

/ / / q u e  p o n d r e m o s  e n  l a  f o r m a  s i g u i e n t e :

1 ^ >k 1 I* ^ *5  ̂ í ̂
p  * (0 3 - $ E*) + \(A x H  ) * (A x H ) J

(20., )

Comprobaremos ahora que:

( l .  4 - ( r , t ) = ( A (L> f *  - 1 < L > t  )
v ass. ass ass ass ass (21j j )

es a menos de constantes universales ( c,Íí ) la densidad 

asociada en el especio - tiempo de configuraciones a la ex­

presión (l5jl)«

£
En efecto partiendo de la expresión (l^n) de Ass, en le

medida de Coulomb, a saber:

„ í « s V r £ K (i/auu* bA
■̂ass. t 3 /  K> 1 AS K c = u)_” A A X

y expre^and* bAK (t) en la forma siguiente (Ver ap. II - 1)
A

*AK
^ (C) _ 2

Reemplazando esta expresión en A y en 2- /bflTr (t)/
O SS i Aja.̂

y haciendo la suma sobre las polarizaciones ( A  " 1,2) con

las técnicas ya descritas, tendremos:

0 -  2  (P-,( t) . X ) ( / (  t) .K)

¿  / v / t ) / a - }  <i^(«)i - - - - - - t - ‘--------> <**„>

Aasl. jr ik/2<jk, t s(t) eií??-Kct> -

-> -* (23 n )

- /  cfe/2u)K). ei ( &  Iíct))
-  1 k J //;



Vimos (pag*-AII-2) que el primer término corresponde a 

en la medida de Lorentz:

(Ap. 1 1 / 9 )

/ / /

entonces:

Aaí“
/r (¿HII)

y usando la condición de Lorentz

?1<L) = ( 4 l 1 c V ) 1 /r, ( fe/2*t> )* (p|;t).!)/% e1(Kr" Kct,
ass ” &■ ,

Con estas y usando la expresión generica

(t)

¿) A
E ------ -- - grad,

c>( ct)

tendremos:
n 'Til:— tí_ 2 3 -fr( C— íí .4 . -i(Kr*-Kct)

2 =i (4 tT c /L )“V )  (_— )2X p (t) e 
ass 1 2uJL £

- ¿ T  (h/2 ,4 Í M Ü - 5 i í  , . H K r - x ot>|
*r & K J

Usando las (25n) > (¿^u) tendremos para (21j j ) la siguiente

expresión:

t t >

y
r,t)= -2 i (--- - — ) J

/</<'

r  / * \^< ^  (PK1-K*)(P^.X) i f ( t r ) í - ( K - f

" Z .  r  ■
*r/r'

Integrando ésta expresión a todo el espacio, esperamos que nojs 

conduzca a la misna probabilidad de fotones coma-la (l5ji)j 

en efecto:

Si consideramos que 

1/L3 leiCK - !<)?' a c  . S
KK*

L3

i- t—



Entonces es justificado llamar ," D e n s i d a d  asociada" a:

-105-

(Ap. 11/10)

B ( ?  t)=— S * - A *  3 \ (25 )
ass(A) ' {í c 4 ass ass ass(A) ass(A) II

-ooooooooo-

Formalmente en una manera completamente análoga, puede mos!tr.?r-
i

se que considerando las transiciones en dos átomos A y B cjLs-*
“i j \
lados y sus respectivos campos asociados A y A ,

ass(A) * ass(B)

se tiene la siguiente expresión ( de la que posteriormente

veremos su signifcado físico)£ (ver pa.g./g¿)



A P E N D I C E  III
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C A L C U L O  DE:

(Ap. I I I / 1 )

K e ,ha t ) elXSAT C (T7-'7 
AK 6 Ai > ’̂ATK'

Si considérenos elisión dipolar solamente, aprox* N.R¿ tendrb-

k Ir 3
AK.

ie K c (2 H K/L°Kc )8 ^  K ‘ r£A
A

*P *Z JL. -r j|.
H* -ieK^c (2(Th/t K c ) a £

A

(a) Suna sobte polarizaciones

I+ = e2 K K 2 ñ ?  \ 
A T -- T

L3 <<

iKR

K

donde (j (s - b k ) - 1/Kc - K)

Usando las aisnas técnicas desarrolladas en el apéndice II, pp~ 

deiaos poner

I
€ Kx - ( € K ; r A '  ■ r A B

A

entonces

I+ = e 2 X K -Ji- ) .) ¡í* r (x _k) (
A T 3 ( T ¿  L A 2 Tr ^3

\ rTk* i< á í-í. . J

( 4  ..K) X iXR

2 IT 2_
= —  e a . X

-* iXR 
r¿ eAl ‘ V V  V - 5 < V k> + ?T graV ivR^ -f - r - í

C K  K X J

b) Suma sobre direcciiones y ener’gías
3. 2 . . p.

Transformaremos la suma anterior en una integral con:P

K (2rr)S
...+ © 1c i Kr-nX -----

(2,ll)2
OO o

1 JJ
*• 0 ( 3

r .gradsdivs ^ »

, -jí . iKRcosS
(rÁ .rT )e sen© X C  ( X -X) dK d@ +

-* , „2 iXRcos© _
r^/X e senG K C  (I^-S) dS d© dtp

integrando sobre y considerando que:

í 1 \ A/A& t i ^ S co s©  i X R c o s ©  .
(- - ^5“ ) d/d0 (e ) = e sen ¿ :
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(Ap.  I I I / 2 )

/// se obtiene
+ e K * K t  

i . -J-A-T-, (fA ,rT )(K r ~ )d/d® (eÍKRCOSe)s V K)dZ +

O “'o fi

rT‘gPadRdÍVR

OO

( - Í ~ ) d / d 0 ( ®  

K KR

iXRcos©,

O O

realizando ahora la integración sobre ©■ tendremos: 
2 f ¡T ^

+ e K* Kt I \ -* ->* i . — iKR iKR v r~ / -«• rr\ jtr

! * — 5V A-1 J (rA-rT )(KR--)(e -e 1 dK *

>00

K
KR

- e *) K J ( K S -K) dX

i+ = ! \ (?A .^t ) - J|--- K J  ( K 3-K) dX +

r’̂ grad*div. " I I "  kí <v k> d!Cx ^  _
£  t a  s e n S R

caldulando se obtiene: grad div (— £ ♦ ----) =R K ¿ alK
A J  ^  ^  -» A  /v —9
(R.:t a )R __ r * -3 ( r . ,-R) R r¿ - 3(r¿ .R )R  

- I --- — seniCR + (-■&-■--------A ------ )cosKS - ( — & -----*— *»=------) sen-J

K R

Llamando entonces

(X R) ( K R)

y r f  = C O S  CK + C O S  9 .  C O S 0
A J

(1TTT)

s C< -3co9©.cos&„ 
A J

A AT' 

tendíeaos

2 n

T AT'

A

fe-''

.XR +
A + 3 2 3 ~f >* ,I------- ------- I eeni
K R , 3 ]

\L (KR) (!•

]  s f  ( V K) dI<
2 3

------ eos K:< (2,--.)
(X R)

c) dependencia de I con la distancia R y orientaciones de 

los átonos,-

La expresión anterior junto con las especificaciones ( iTTJ 

nos permite ver de inmediato que:

+
lirn I = O
R ---- OO

/ / /



///Además vemos que I es nulo independientemente de la distan­

cia (cuando como en nuestro caso se considera la interacdón 

culombiana despreciable), si las orientaciones respectivas son;

-108-

( A p . I I l / 3 )

Ya

A Rat T
o bien para el caso de R cuando son despreciables los ór­

denes superiores en 0(1/KR)

A + B = 0

Esto está en perfecta concordancia con los hechos clásicos de 

interacción entre dipolos cuando se desprecia la parte estáti­

ca (1/K2 ; 1/R3 ) (x),
i { ' • '

Hasta ahora la expresión es correcta '' j sin embargo nedi; • •

te el uso de ciertas aproximaciones (de error muy pequeño) pjáo- 

mos porier (2t i  ̂ en otra foJrma más Cohveniente para el cálculo.

Para ese fin pongamos:

)

Esta expresión para el caso de átomos idénticas (A - T ) e 

igualmente orientados (cos(X = l ) se transforma en:

Calcularemos explícitamente la expresión (^j^ en la aproxima­

ción dipolar para los elementos de matriz: _(E ) cGs
9 -  ü  A T

•.LStíJ. £  (?A ,?T) - 1/k . y  ,V K)

'■^"2- jjj ( ?AxSk) • < V SK> K 5 ( V K) d a  dK

(x) Ver Born and Wolf "Principies of Optics" pag. 8l



- 1 0 9 -

(Ap. I I I A )

Observando la figura y aplicando el teorema del coseno, poderíos
/ / /

( rA /rT/( cos(X - c o s 0 K cos0) s e n 0 K d0K d <£

eos 9 =cos<X c o s 0 ir + s e n c < s e n 0  cos(f)rr
xk K i K

reemplazando en la anterior:

* rAX\ >  * V ” K) d°  =

3 2
/ r¿ / rT / ( cosex sen 0^ d©^ d “ sen tas en  © ^ c o s O ^ c o s l p ^  d©.̂ . á ^ „

entonces

-iili S) cosCX =

. 2 - 5 a 5  /r /r ¡
o A rr 

(20)  A *

c o s c a s e n ©  d©„ 
K Iv d^K ( V K) dK

76 que el. 2® término da contribución nula al integrar sobre 0 K

2
entre los límites (0, IT ) pues sen®K cos©x es par, usando:

,n
3

sen x dx = 4/3

2 roo
-i.it;^ÁX( 3 ) - Í 2 - ^ l / £ ¿ / £ x / „ \  x r ( V  K) dK

D e j an do  de lado el oo de la"self«r energy", es decir: 

d aspreciando la parte finita de la parte imaginaria que como

sabemos da corrimiento^ de frecuencia, tendremos: 

- i i k j f A T (E) = - i
(4 ) 
V IIl'

Retomando entonces la expresión junto con la anterior

) vemos que podemos poner 

2 .

:-5íH-¿£*/£i/__ . * ^ at,e) . 3/4 4 r
2 1! A1

/ / /
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(Ap* 111/ 5 )

e) Expresión aproxinada de I

Por otra parte en la expresióq 2^ ^ debido a la función 

sólo tienen contribución importante los valores K K, , en­

tonces dada la lenta variación de los términos en A y B

frente a Sen KR y CosKR ponderaoss 
' f 00

senKR C (K - K ) d K  +
! /

I + = I
A + B
~ r ~ i r

2 B

(K R) 
u

(K R)£

f co

C(OsKR C ( K -K) dK |

f  (x) » ---—  - x)

f W  ,°o 
sen XR C ( Kg -K) dK= -i iT senK^R + ? \ -.2-2-5---  <jk

J & - K
o *

\ eos KR C  (K -K) <ÍK * -i *1 eos X R + P fC**cos KR 
¡ J 3 B \ ——------ dií

0 Í,X< - K

Ahorá bien con 

CU

- K

Pará la solución final 0 Vet* fórmula ( ) en el texto pag.

) eí rangd de valoreé K que interesáh son los centrados

/„ = _i2..
3.10

t/c = z-Txio frecuencias visibles, podemosen Kg^-u^/c

por lo tanto extender la integración a todo el rango de fre­

cuencias £in esror apreciable, entonces: 

co

sen KR C  ( K - . II) dK ^  -i (7 senK R - (Tcos K R
. J ü 3 B

(f~cosKR C (K^- K) dK  ^  - i iT eos K R + ff sen K R 
jo -J -i> B B
es decir podremos poner:

l+= i'

D o n d e :

• Í i ^ A T (B) . 3/4 ( G 2 (K3$). -  i G 1 (K b R) )

G « - 2 - ? - ~

2 (k b r)2

iK R 
e a

(5 )

g  - - - - - - 2 _______ 2! - ~

1 V  ( V >  3

En general c o n s i d e r a r e m o s  distan ci as  tales que: l O  A  e n ~
E

+~ jt-i * « i *  - A + B tonces solo c o n s x a e r a r e m o s  el término -------

V



APENDICE IV; EMISION DE DOS ATOMOS A Y B UBICADOS A LA 
DISTANCIA RELATIVA RAB ; EN ESTADOS INICIALES DE EXCITA­

CION DADOS POR A Y B RESPECTIVAMENTE.-

-111-
(A p .IV /1 )

Para la solución de este problema podemos limitarnos en esencia 

a los estados en resonancia directa y despreciaremos la influen­

cia de los estados virtuales no en resonancia, cuyas contribucio­

nes sabemos poco sensibles. Así tendremos el siguiente esquema 

de ecuaciones autoconsistentes ( en el sentido que ^  (t)l2- 1)
* * ^

■ ■ki r /TIA B K  t/fe r ABK. i( E^-E^) t/fc . v C _ ,  . ,
A B = /, < ÁB AB K ® A K AB A B K 6 B K («)

K  x „ . .
■ ir** „ AB ^ i ( 2 - B M t / h  \" A B K K 1 i( E * , ) t/fe ,

A B K = H A B K bÁ B e K Á + ¿  A B K K ' e A B X  M  (b)
^  /

■U w i(B_-B*)t/fe .—  ABKK' i( E*-B ) t/K , x
1 ABK* dÍBKbABe K B * ■> "ÁBK ABKK'6 K (= )

L— /<"
A B K  i(E -E*)t/fe itA 3 5  w i( B^.-B*) t/fe ( 1 T

A B K K * = HA B K K * bA B K 6 K ’ B + IW » bA B K e K ’ A . I

* Ha S k  b - e i(V E B*,t/K+ H * ® *’ b- 'eÍ(V SÁ lt/6 ‘
"A 3 K K ’ A B K ’ A B K K ’ A B K

•fe* tiA ^ K k , i(B-Bj-) t/fe T A B K  w v i(B ,,-B* ) t/fe , ,
1 A B K K *  A B K K  ABK® + A B K K  AB K ®  ̂ (e)

donde i íí 5 (t) puesta en la ecuación (la) nos da cuenta del 

salto del estado kj[jg(t) en t'=*0 como consecuencia de las condicio 

nes temporales siguientes (ver nota):

0 para t <0 (-0)
Estado inic. 0A- -------  b^(t) = ji » t a + 0 ---- EAB

f % -------  bA B ^ ^  ~ 0 para 0 ----- EABK
Estados J '

Interm,10* 0 £ ______ (t) « 0 para t « 0  E*
^ c ABK ------  ABK

| ̂  -----^a b k k 1: 0 Para t s o_____ ek k ,

Estados \ ?
( 0A 0,3 *f b n -mr-rr (t ) OpaTa t $ 0 EvT7

finales ^

(E^=fecKA • E-n= fec Kt, ; B-t-= líe K

Nuestro problema envuelve dos átomos en estados excitados 
discretos, entonces habrá una probabilidad finita de de­
caimiento hacia estados inferiores acompañadas de emis'io' / 

en consecuencia no podremos fijar las condiciones iniciales 
por ej, a t« -oo sino que deberemos fijarlas a un tiempo fir? 
to que elegiremos como t»0<, Ahora bien» nosotros queremos ui;r.

S i g U o  f,• /



///solución de la ec. de Schroedinger:

iK6 ( t ) .  f  H , b ei(Bn-Bm )t/l <a)
n n/m n

que satisfaga una condición inicial tal que a t»0 el sistema se 
encuentre en un estado 0gy todas las otras amplitudes de proba­
bilidad sean nulas:

-112-
(Ap. I V / 2 )

(o)= o (para n^A3 ) y b**(+o)=1 (b)b

( +0 significa t tendiendo a cero del lado positivo).
Por lo expuesto más arriba nuestra ecuac. (1) y sus soluciones bit) 

sólo tienen sentido físico para t > 0 a partir del momento 
cuando preparamos nuestro estado inicial; sin embargo por razones 
analíticas como un intento para resolver el problema es convenien­
te extender la solución al eje negativo de t $ asi elegiremos todos 
los b (t) nulos para t < 0 a pesar de sus implicancias físicas 
(ya que la emisión de la luz debe ser tratada en conexión con el 
método de excitación si se desean detalles finos en la línea emi­
tida . Este problema aparece cuando se consideran correcciones re 
diativas de orden superior para el ancho de línea; aquí no estafaos 
interesados en tales detalles y el método que esbozaremos da muy 
buenas aproximaciones cuando dejemos de lado estas correcciones 
asi como el desplazamiento de la línea que es usualmente mucho nes 
pequeño que el ancho para las transiciones permitidas - Para más 
detalles ver W.Heitler loe. cit, ¿)16,3 y $3*+A  asi como E.
Arnous and W.Heitler Pro.of, Roy.Soc, A 220 (1953)j290, ).-

Ahora la ecuación (a) se satisface idén­
ticamente para t < O, pero la normalización para tiempos negativos 
está hecha a cero en lugar de serlo a la unidad. Podemos extender 
la ec, (a) a tiempos negativos incluyendo t«0 agregando un término 
inhomogéneo que de cuenta del salto de b£g, asi pondremos:

ilí6 (t)= \ H b e Í ^B n +ilí ¿  ( t) ( c )
n n/m m n/AB v ' ^ '

m  f
La ec» (c) es valida ahora para todo t. Se sigue además de la (c) 
que todos los bn para n ¡jV-AB son continuos para t*0 mientras que 
b^| hace alli el salto requerido. Lo que se desea entonces es una 
solución de la ec. (c) tal que o pai*a t ^ O ; entonces por

la continuidad y el salto mencionados, las condiciones iniciales
(b) estarán automáticamente satisfechas. Debemos tener en cuenta 
además que la solución con Las condiciones iniciales impuestas 
es única.

Para la solución del sistema (1) usaremos la teoría general de 

los procesos de "dampinión" cuyo método esbozamos en la pag, 

seguiremos aquí su uso c n cierto detalle en orden a facilitar 

la lectura. Asi en luga- de utilizar las amplitudes de probabi­

lidad bn (t) trabajaremos con sus amplitudes de Fourier, lo quo 

corresponde al bien conocido método matemático de resolver una 

ec. diferencialconvirtióndola en un sistema algebraico por medio 

del uso de transformaciones integrales; poniendo entonces:



A pesar de no ser estrictamente necesario, en lo sucesivo consi­

deraremos (por ser el caso común) a G(E) como una función analíti 

ca regular («"holomorma") en el semipleno superior de la varia­

ble E y que tiende a cero lo suficientemente rápido para /E/---oo.

En estas condiciones podemos ver de inmediato (eligiendo un con­

torno cerrado por el semicírculo en el infinito del semiplano su­

perior) que se satisfacen las condiciones temporales impuestas 

en t < 0, a saber: bn (t< 0) * 0

Reemplazando (2) en el sistema (1) tendremos que el sistema de 

ecuac. diferenciales en las amplitudes de probabilidad bn (t) es 

equivalente al siguiente sistema algebraico en las amplitudes 

de Fourier:

(E - E*g) G~(E) = H¿b /m g m  <E) + 1 <Para n = ÁB )

(3 IV)
(E - En ) Gn (E) » ¿  Hn/M Gm (E) (para n * ÁB )

M

Para obtener una ecuación para las Gn (E) deberemos dividir (3) 

por (E - En ); ahora bien al efectuar esta división introducimás 

ambigüedades (en el eje real de a) en las integrales (2), Es 

fácil ver que podemos eliminar estas ambigüedades de acuerdo 

a las exigencias físicas de nuestro problema tomando E como una 

variable compleja con una parte imaginaria positiva arbitraria­

mente pequeña, en orden a obviar polos en el eje real. Asi pon­

dremos:

división por (E - En ) = lim ______ 1_______
<= ->o (E - En +i£ ) ^  1Y)

de modo que el camino de integración en las (2) sea el fijado 

en el gráfico siguiente: .

(Ap, IV /3 )

/ / /
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//
Ss decir como consecuencia de la división por (E - En ) tenemos

un factor
(E - En + i £ )

a la derecha de las ecuaciones (3)» Por conveniencia separaremos 

además un factor y pondremos:

G (E) = U (E) G**(E) . -----------------  para 6  t ^  ^  IV)
n n (E - E q+ i € )

Para facilitar la comparación con la cita mencionada (W.Heitler 

16.) continuaremos con la notación alli adoptada; asi deberemos 

notar que dado el camino de integración elegido para cumplir las 

condiciones iniciales tenemos formalmente la siguiente igualdad:

+

, Es decir: l i m ----- i------ ------ ----- + (-i m <S (E-E ) = C ( E-3 ) x

** 0  (E-E +i £  ) (E- S ) n 7  n(-:-
n n

y Gn (E) « Un (E) G^b (E) ^  (E - En ) (pera n^AB) (5'IV)

Considerando entonces que n ^  (x) =1 tendremos que (3) deviene el 

•Sig. sistema a l g e b r i a c o.(Donde de ahora en adelante^(x) significa
____________________

(x) Las propiedades fundamentales de 3a distribución (x) es­
critas en la forma habitual (aunque matemáticamente incorrec 
ta) son las siguientes:

ixt _
1 \ ixt , . 1-e P . _C. .

\ (x) = l i m --- -—  = -i ] e dt = l x m ----------------- --  x*0(x)
a ) -̂*0 x+1£ J t-*0  x x

O

b) x -í(x) ■ 1
+ Co . r o para t > o

« í Q*J(X) e1Xtd x =  i o T ✓c) J J l -2 l7 i para t < o

~CO +-00 , co

j \ -i \ e"^^X dK =-2 IT i S  (x) = lim -i I e " ^ X dK = . •. 
Ú) Ico rCO J .t

, . • -itx \ i ( K+ t ) x . . -itx ( i S x ^
= l i m  -íe e dK = l i m  -íe 1 e dS
t-ico J~(- o

(( + ) = O
+  X X t r

lxm e C (x)= J

t^co l(-) = - 2 H iO(x)
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//// lim 1 ------- )
x + i €

• x M

<B-EíB>GÁr3ís .[T'OaSk- 5 lB-Biz)*Ba tnbtf(t-3iE>]*1 (a)

U = H  U * C ( E - E *  ) + H U-* C (E-E-H ) +
A B K K ' A3KK» A B K J  V BK ABKK» A B K  J A K

tIABK« „ „ x r A B K ' T T  r,r> r, S+ H U * C  (E— E J< ) + H U x C  (E-3 * )
ABKK» ABK' J  K 3 K » J ABKK' A B K ' J  V AK* ¡
*

U = HA B S  U * C (E-E* )+ HA 3 K  U* C (E-E* ) (e )
A B K K  A B K K  A 3 K  j 1 BK A 3 K K  A B K J  1 A K  ^e '

(6 IV)

(b)
UABk"HÍ!k + 2  ,BÜ “ '0* B K ' 5  <E-SKK'>+HÍ S K \ B K K y < E-EKK> 

UÁBK-HÍBK + ; ' !4 B K K,DABKK . y < E-EKK.>+al B K \ B K K Í ' < B-3KK> ^
X W  *

A B K  .. ,___ __ 4 A B K U'

De la (a) obtenemos:

G»B(E) 5 __________i —,_________________  (7 IV)
(E - Em +t i ft (E)/2 )

donde hemos puesto:

-í í K1(e )= (h **k u * (E-E * )+h **k u * C( e-e* )) (7*IV)
2 K } v AB A B K  v A B K  AB A B K  J A B K

K ___________________________________________ ________

La expresión (S) en general prácticamente independiente de 

E en muy buena aproximación) tiene una parte real (siempre po­

sitiva) que tomada en un punto particular (E¿¿) describe el 

ancho de la línea»

Se.(r(B))--¿I- £  |Um/AB(B)| 2 5  (B-*,) (See w>:!hitler _ooe

m  1 7 1 ;
y una parte imaginaria (que como hemos mencionado antes no ten­

dremos en cuenta) que en una teoría renormalizada conduce al 

desplazamiento de la línea( que usualmente es mucho más pequeño 

que el ancho para las transiciones permitidas).

En cuanto al conjunto infinito de ecuaciones algebraicas (b),

(c), (d) y (e) nos permitirá obtener la forma explícita de c/u 

de las U (E) como funciones de E$ con estas funciones reemplaza­

das en (7’) y (7) y luego por medio de la (5) o (51) obtendremos 

las amplitudes de Fourier (E) que nos permitirán calcular por

/ /
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///medio de la (2) la dependencia temporal de c/u de las ampli­

tudes de probabilidad bn (T) para el problema que nos ocupa. 

Obtención de las amplitudes Un (E),

Con las especificaciones siguientes:

Í B  „ B  - i K R  A B K K * B K ’ i K ' R _  A B K K  A  „ B K  i K R

H l B K -  B K  S B  ¡ A B K  ” V  B B ' «AB-K " 2 V  * B
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* X 18iv>
„ A B  A - i K R  A B K K ’ A K *  i K ' R .  A B K K  „ í „ A K  iK R ,

HA B K -  H A K e A  5 H ¿ B K  “ V  e A  ; A'BK = 2 \  e A

Reemplazando (6e) y (6d) en las (6b) y (6c) y ordenado conve­

nientemente los términos tendremos:

A* -iKR*
ua b k ( e )  -  hak e -  A +

+

»<• (9 iv)

+ UABKy (E "  EABIC) L EB* ^ K *  e±K (Rb"  RA} í ( E "  EKK‘ ) +

UABk (e ) - h|k e ÍKRB ............( expresión análoga cambian­

do A por B)

Antes de proseguir, debemos hacer notar que los tres primeros 

sumandos en c/u de las amplitudes U^g^y son l°s únicos

términos que estarían presentes en el caso que consideráramos 

el problema de emisión de dos átomos ubicados a gran distancia 

relativa En cambio la aparición de los dos últimos suman­

dos nos dan cuenta (para un orden finito de distancias R̂ -g) de 

la probabilidad finita de excitación de cada una de las fuentes 

por el fotón proveniente de la otra.-

Llamando: BK»i2
r I BK‘l2r IH I U/

Ih | 5 (E -  E ) « lim i _ L B  J ______ r - ~ m B (E -E I{)
k * £ ->-> k í.E - EjQjt +Í£ 1 2

(10 IV)

pues para E ^ E . *  coincide su parte real (como dijimos no con- 
AJdxv

sideramos desplazamientos de linea) con el ancho de línea del
/ /



///nivel B del átono B aislado»(x)

Análogamente:

l  |Hf  f c t E - E ^ , )  = 11. Y  K K T  = - ¿ v -  <E - E )
« ' A J é-*0 (E -  E j¿ ,< .  U ) 2 OA K (1 1  W>

pues para E<~ EABK coincide con el ancho de línea del nivel A del 

átomo A aislado (x).

Por ot^a parte:

r  BK» A* iK‘H ^  , r  AK* B* e C (E-E
¿ H |  H e AB ^  (E - EKK*) - ¿  K g  HBK» AB J ^

K ' K ' K E - E ^ j í a

= XK (E 5 R/j }

(12 r ■;
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Esta es una integral del tipo ampliamente estudiado en ap» III; 

sus propiedades fundamentales eran:

a) En el caso de átomos idénticos e igualmente orie^

tados:

lim I (E j H ) = - ( E - E  ) (R <ÁyU2,s)
Rab -* ° K AB 2 ° K M  f

b) En la aproximacion bipolar para los elementos

de matriz: i(B-B ;R ) = .
‘ K AB

r 0  2 ÍT

A + B 2 3

L k ’ra b (k,rA 3 )3^

s e nK 'R  + -------  c osK' R 1 K' C [( K - X ) - K •

AB (K'Rab)2 “ J J '
de esta expresióh notamos (como'debía ser acorde a su signifi­

cado) :

lim I (B - Ek ; i y  - O (RAB» Á  ) (12,b)

rAB 00

c) En general podemos decir:

I(E ” 1  ?RAB ) <  (E - E k ) (12.c)

donde la desigualdad se cumple en mayor grado cuanto mayor sea

la^distancia R¿b »_ ///

(x) Debemos hac§? aojar er- — -i expresiones (E-Ek) y ¿'(E-Ejj) 
son practicpüier+,'c Independiente de E y las necesitaremos para 
energías E centradas alrededor de En= E A B * aue difiero dp io«? 
valores de 3¿g K y Bj¡ bk a lo más o° el orden de
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//// d) Despreciando términos de orden superior a X/R^g

tenemos la siguiente expresión aproximada para átomos A y B 

idénticos (no necesariamente igual orientación) E A = EB 3 “o y

n j, . (A +B)AB i( E-ETr) R . _ /fie
I (E - E • R ) ) 3 / 4 --------- . e K AB

K  AB p R / fe c
o AB (12.d)

Con las expresiones (10), (11) y (12) podemos poner 3 UABK y

UABK en si2Uiente í*0™ 3 más compactas

V  - t  - 4

A „ -iKR
UABK * HAK e A+ üa|k ̂  (E " EABK^ ( +U¿BK *} ('E ~ E fEK i ‘

/* a -iKR* \—  BK' iK^H
«AK «» ' ^ 2  a B UÍBK1 f  (B - EÍbk¡) f  (E - V | )

hÍk o - - ¡ I  V K' 6 * * * *  ° A B K ^ (E - E AáK.> 5 «  - S.)
k

U y s .......... expresión análoga cambiando A por B.
ABK

Antes de proseguir, debemos hacer notar que los términos descri­

tos en el y 5Q sumando son del mismo tipo que los descritos 

en el 22 y 3 e respectivamente (es decir procesos tipos y t i ­

pos I respectivamente); pero puede mostrarse mediante el uso 

del sistema original de ecuaciones (1), que difieren de los pri­

meros por la distinta ordenación temporal de los eventos. 

Multiplicando las (13) p&r (E - y (E - respectivamen­

te y recordando que x y  (x) 13 1 tendremos:

tí ( E  ~  E ¿ B K } ( „A* e  - í K R a  r

ABK ?E - E . x+ih v ' ~ T  1 AK ' U ABK 5  ABK
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if * —9 —7

/// B « -IKR r
* Hb k  e-' B 2 jg'i&h 5  (B - E íJk, ) f  ( B-Bk , ) j

Ü L l i i a s i _ _ _ _ _ _

(13'IV)

"  Í “ BK

Podemos evaluar en buena aproximación las contribuciones de los 

procesos dados en el 3Q y *+Q sumandos, reemplazando en ellos a

S i1
UABKf y U1b K* eSüncialaente Por sus términos de 1 * orden (ya 

que el resto de los términos son como minino de 3 *orden).

Asi poniendo:

; E% L  . Ĥ ’ e ’ 1 K ' B A  U “ K ' *

(E “ EA B K ' % r  > 1 E ABK'+la¿’. )

(Ib IV)

(QUe son los valores adoptados por estas amplitudes en el caso 

de independencia de las fuentes A y  B).

Para el primero de los sumandos señalados tendremos entoíoes:

/  - u r  r  t . >  .!&-• r lH“ ’l2

A — iKR f i , 2 .—  i'Tt2
»iim — - M _ ____t___i c ____ lüL_________ \ _______ \*[__________

<BK 'BÁ+ i ( i ^ T € ) )  U ’ <E- EKK' + Í £  > ~  (B-  SÁ3K'+ Í Í ^ A  >

Usando las notaciones adoptadas en (10) limitándonos siempre

a la parte real_de las constantes de "damping") pondremos?
A* * -iKR,

=7Ék  - ^  1| y A )\ - # ^ b (e - e k > -  ^ B ( E - E A + I | (y ¿ .

Puesto que cono hemos mencionado, es un término lentamente 

variable con la energía y además EK difiere de a lo sumo en el 

®i»den de *.

Para el segundo de los sumandos señalados tendremos:

/ / /
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//// rrB K 'rX LK ’ ( K ”R * ) , T, o ^
> (xrv 'T B* AXT 6 5  ~ KK*ttB - iKR \ 

Evrre B /
BK *" “ EABK + ^4- cf B )o B

B* -iKR* BK' A íK ' Í its BK»A* iK‘1?
llrn - V e____ !___________ \t  B* H¿k, AB r Ht f IÍKie AB

K' (E - Ek k ,+ i£) *. (E-Ea^k ,+(Ex - Eg + i'(fe^-O)

Usando las notaciones adoptadas en (12) pondremosí 

: B* e -IKR j

* « ! » •  A y  ,  “ * - -  11  H ’  R * ’ ’ :

K B* "¿T O B l

Si recordamos las propiedades (12.a), (12.b) y (12#c) vemos qu : 

para O (tenemos la situación discutida en la corrección

anterior) (R^g<A)

para R^g*^ 00 (este término es nulo por serlo I) (R^>>A)

Sin embargo por la (12,d) vemos que para un orden intermedio de 

distancias (R^g>A ) tenemos para el término I una variación 

sinusoidal con la energía, es decir; ya no tenemos la situación 

discutida en la ocrrección anterior. Por comodidad escribiremos 

esta corrección en la forma siguientes

■n* -i-*
xj e -iKR , „ .
1 BK B I (E -  ̂ ^ _ I (E - Eg+ 1 ^ / 5  ! B1B , .

(V  Eb  H _ | _  X B ) I  ( E -  EK ; RAB )

V "/

B -iKR
H_ e B I (E”E-„; R¿p) . L

: J g K ----------  * - ^ ( 1 -  ei(EK -  Eé+  Ij, ^  ) R
(Ek  - Eb« + i j ^  ) 2 d  B AB/Üc ,

<15IV>
Para fijar ideas respecto a la importancia de esta corrocciói 

podemos dar órdenes de magnitud; asi para el espectro visib.l ■:

A  2 10-? CEU . q / s 3, 102cm* - 3 . 107 Á

/ / /
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///y para el rango de distancias en consideración: R/¿b ' A

AB

Tenemos:

(1 - */a -RAB ) = (X - e-10'7^  ) ?

Como venos también es posible dejar de lado la corrección (15); 

es decir, podemos limitarnos en esencia a los dos primeros su­

mandos en la expresión (13’) con lo cual tendremos:

UABK ( E “ EABK+^ B ) * (E - E ^ )
ti -iKR ti 

A + uABK

u |b k <e ) (e-e »b k + í| ^ a ) = (e -s -bk)

j - Í E - E ^ )  I (E-Ek !Rae)

^ K e'ÍKV  0a |k 5  (E-Ea¿k )

• i ( e - w

Resolviendo este sistema encontramos:

(E " e a b k )UABK 5

bV ík1

-----------------2------  h£c e-iíCR¡.+ I(E~EKiRJ-B)HBK I

(e-e&k + M ^ , )  I
^ a b k ^ V a

¿1

(16 IV)

TT * s
ABK -

(E - e á b k >

E"SABK'i|^A'’ !k (e ;rAb )
HBKe (E-E

E- V b+kW b

A B r

Estas expresiones contienen todos los hechos esenciales para 

nuestro problema. Tomando una cualquiera de las amplitudes 

análogas; por ej., la UABK tenemos el siguiente origen parr e - 

da uno de los términos.

El primer término corresponde a la eli­

sión en primer orden del fotón en estado K por parte del átomo- 

A, permaneciendo B en su estado excitado* El 22 es un término

///
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///típico de interacción entre las fuentes emisoras A y B que es 

de tercer orden en la constante de acoplamiento; corresponde r. 

la emisión del estado K en cuestión por parte del átomo B, pa­

sando este nuevamente a su estado excitado B por absorción di..l 

fotón proveniente del átomo A.

pequeña magnitud comparadas con las del primer término y se 

inician en tienpos del orden t = ^a b^0 » son s*n en^arS° impor­

tancia conceptual pues dan cuenta de la interacción radiativa 

entre las fuentes emisoras A y B en un determinado orden de dis­

tancias R^g»

ceso también de tercer orden: emisión de K por parte de A y lue­

go emisión de B y posterior pasaje de este átomo a su estado ex** 

citado B por absorción de "su propio" fotón, por supuesto figura

Ancho de línea del estado inicial

Usando las anteriores (16 podemos calcular la probabilidad 

todal de transición desde el estado inicial de nuestro sistomo; 

para este fin recordemos que:

Como vemos sus contribuciones serán de

En cuanto a las contribuciones del pro-

donde

Tenemos una función complicada de la distancia RAg, que nos

V  2conduce a correcciones del orden 'y R^g al ancho de línea de



/// sistemas independientes. De la expresión anterior puede 

verse de inmediato ( dado el orden de las correcciones) que en 

muy buena aproximación sie ípre es posible considerar;

-iK¿ r ) (18 iv)

Para el caso R^g oo ; IK 0) esto es obvio,pues

tenemos

I Ax i 2 — ' I B* \ 2
~ ----- IÜAk]------ + \ ___________lüaKi__

¿  B* - K B| - EK *Íil;yA

Usando las notaciones adoptadas en (10) y (11) (considerando 

siempre la parte imaginaria de estas integrales ya que no estr­

iaos interesados en corrimientos de frecuencia podemos poner;

-ik* r(BA.á ) = - i i ^ ( E A+iiKyB )+ - -üfc(,>£+¿£)

- 1 2 3 -

( A p . I V / 1 3 )

En el caso ideal (R^g —* 0 ^ ) obtenemos un resultado

similar5 en efecto: para facilitar el análisis consideremos

3 ; cf Am (5B a <lT ) entonces:

.it* r(B). r|„f
*  ( B - b ok +iih3-)2 - i3

Ahora bien considerando queRlim 1 ^  . . (ver a p > m )

tendremos;

- i f  ( 2E )= 2 } |n|2ÍEüI?S_ít¿̂ i{.llÍl̂ $l____
R A(3^o° k  (V e k ( ^ ) 2

= 2 r  íhi2 1

K (B0 - Bk +üfe^) + H  V  

Considerando nuevamente la notación adoptada en (10) y (11) 

tendremos:

-iKj(2EQ)= 2(-iik ) V ( E o+ih¿0= - 2 .

- *  c
Este es por supuesto un resultado ideal, que sirve para darnos

///



/// una idea del comportamiento del sistema a pequeñas distancias 

(un cálculo más correcto debería incluir la interacción elec­

trostática entre ambos átomos.

Para un orden intermedio de distancias (R )A ) es posible
AB

un cálculo usando la expresión aproximada de I(E - E„; R,_) de-
K’ jiB

da en (12.d); asi para el caso de átomos idénticos (no necesa­

riamente igualmente orientados)

' 3/4 --------- eÍÍ2Bo-EK>EAB/!lc <*;'.)

B0 RAB/fic

----------- OOOQOOOOO----- -----

Calculo. de las amplitudes de probabilidad:

Considerando una cualquiera de las amplitudes análogas (16) por 

ej, la a saber: E*

„•* _____ _____________________________ j e- ^ A+ .ÍK!.E ' V - % ! - ___ !
A3K „ t 2 \ AX . , v

E- 3ABK+llitó5 - - I - 5-----— - l <E ~ ABK >
Í b k *^1

Recordando que (See Hitler loc.cit.)

h t  ̂ U (E )Dn (oo) a n n'

-124-
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E n -  i ¡ 5 * ü r ( « )
2 n'

Vemos de inmediato que el factor (E -E * ) da cuenta de su
2iI3Í\

anulación para tiempos grandes ( t > 1/^ ) como cabía espora",

Pasaremos ahora al cálculo de ^asií^

por medio de: - Z 00 w r  p \+/¡.
f U (3) C ( E-E ) e ( "n  ^ ^ * 

b i t )  = - - - i T -  ' y
” ¿ " 1 ' (B - B'« + ü  t l”( E) )

-co —
Si consideramos un orden intermedio de distancias (R ' A  )

AB y
y despreoiamos entonces términos de orden superior ( ^2/R2 .

\3/ 3 JíB ?
' ' )  que nos conducen a coriMittecar que:

I = <$A ^ S B  y IK = 0

/ / /
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//entonces podremos poner:

+ CO r

----- ?--ABK 2 ÍT i

A b ABK 

2wB

dB

1
2 n i

- t -CO Jr -» ->
r t ■*-. . B -iKR

K A B ^ f  B

(E-EAgt i | ^ B ) 
a? ¿

1(EA&r-E )---- *------  * ABK ' dB

-(e ~e abk+ (e ~e á£ ^  C ^ }}

( I ) (II)

2 1#ABK(t) + bABK(t) (19 IV)

De esta expresión podemos ver mediante un simple cálculo de 

residuos que:

( I )  v
bABKct> * «r Bt/2

4 * ' iKR* X E £ E a« * l ± ¿ k )
” bB *bAK

(t > 0) 

(20 IV)

SI significado físico de esta expresión es claro. Debemos hacer 

notar además que en el oaso R¿B >)X r cuando I ^  q, esta 

expresión es correcta y corresponde al caso de emisión de dos

fuentes independientes; asi para este caso tendremos:

(!)

bA B K ^  " ^ B ^ )  « bA K^^bA B K ^

RAB (II)
(21 IV)

En cuanto a b^gg (t) cuyas contribuciones sé inician en tiemr-.c 

t-R^/c como es posible comprobar usando la expresión aproxi r..\-

^K dada en (12#d) para el caso de átomos idénticos) corres­

ponde al proceso ya explicado en pag, ' Corno* vemos es un 

término del orden veces b f ^  y sus contribuciones son ma­

yores en el caso de resonancia ( K^sK^) e igual orientación de

los átomos A y B y por supuesto en el caso de pequeñas distan­

cias,-

■o-o- • 0 0 0 0 0 0 *

///
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///Introduciendo las amplitudes UÁ£R y ujfeK en las ecuaciones 

( d ) y ( e ) del sistema fe ) obtenemos:

y x

Í
.,A B -i K R -iKR„ ,

^ A k V *  A  6 B ( A 3 K  ^A A 3 X + ;:líl̂ 3

--------------------------------------------------+.

( E ^ A g K ~ -2 k ^ , R )

( )( ) - i 2 k (e ,r a b )

X X —« —i

u . ________

„A* J "  - í K ' R a -iKR*

* , ! é í : . ! 5 K I ABK B

‘ b-3a í k+ íí\ > < b-ba W ^ a >- 4
T ,p  8 v /hB" 3* - i ( K + K M R  „ „A* A* • i ( K + K >»)K>A 
I K ( B *RA B ) (hB K H B K * e ■£>+ A K  A K ' 6 A )+ ----------------------------------------------

' ^ abY ^ K x b -b^ í í ! ^ )  - i ,  J

122iv>
+ jtérmino simétrico, cambiando K y K 1 1

Estamos ahora en condiciones para el cálculo de las amplitudes 

de probabilidad de los astados con dos fotones presentes; 

despues de un tiempo t grande (t <+-*  ̂ estos estados son 

los únicos responsables de la normalización y tendremos, con­

siderando que: u (E )
b (oo) - n n

n E - E + i i K T ( E )

JK (Er k  > R) =

ver ap. III.

% ' < % * ' R > - !(%, R)

ua b k k ( b k k '

_ b A B K K  =  " ¡ i ¿ r “ ™ i T ñ ; ~ r “

V ;b k k - - - ...............___________________________________________

EKK' - B££ fcr ( BXX'>

///

(23  IV)
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( A p . I V / 1 7 )

/ / / /

Pera el caso R oo (R ) un cálculo sencillo nos muestra

que s
x

bABKK(t) * 2 bÁK(t) b3K(t^

bABKK'ít)r= bAK^ t)b3K'( t) + bA K ,(t* bBK( ̂

donde las amplitudes b^K y bgR SOn las amplitudes de los cam­

pos que emitirían espontáneamente los átomos A y B aislados, 

es decir

„A* -iíüf , i(ET-B*+iifcXA ) t/K *

\ * r  v *  4 , „ « e . . - 11*» ........
( B k -  B¿  +* i f i ^ A ) .

Para tierapos grandes ( t»oo , en esencia t > l/g ) las ex­

presiones (21) validas para Ryjg — * oo pueden comprobarse di­

rectamente de las expresiones genéricas (20) teniendo en cuen­

ta que para el orden de distancias considerado es I - 0 y

r  ,

Notemos sin embargo que en este último caso, es decir para

Ra b * 00 paquete de dos fotones puede ser representado por 

un producto si:ietrizado de dos paquetes de un fotón, de acuerdo 

con la estadística de Bose-Einstein para los fotones. En este 

caso se trata de fotones que nacieron por dos procesos inde­

pendientes (ver pag. ).-

¿n el caso R^g <" c/ é s t a  independencia ya no existe y una 

representación por productos individuales ya no es posible 

(ver expresión 20). Las correlaciones existentes entre los 

procesos de emisión de los fotones, se manifiestan luego por 

términos no separables en productos simples.

Podemos aclarar aún más esta asevera­

ción con un simple desarrollo en serie de le expresión (20)



/ / / ( donde el orden de di st an ci as  c o n si de ra do  involucra la 

c o n s i d e r a c i ó n  de la in te ra c c i ó n  radiativa entre las fuentes 

emi so ra s 1 ^ 0 ) ;  en ef ecto despreciando términos de orden 

s uperior a A / R ^ g  podemos poner la siguiente e x p r e s i ó n  más 

compacta que nuestra claram en te  afin los hechos esenciales;

-128-

ABKK'(oo)- 23 bAK(°°)bnír(00) + 2* X(K .Ra^) •BK

,B* n T? -2 iKR A* A* -Í2KR 
B+ H . „ H . „ e

A 3 1

h b k  h b k  e A K  ' A K
A

bA 3 K K ' < O 0 >‘ bA K (00)bB K ' Í00) + bA K ' (00) bB K (°0) +

________________________________________  + __________

• <BK ’' V ÍÍh B )(BK < ' V Í Í h  A 1 B' 4 K A

r /  /  e ' i(i?+  ^ B  + /  /  e~i ( * + * ' > ^ 1
BK BK * 6 B HA K  ^AK» ® A

A B + * 1 s < íta ‘ ¿r3 > >

Donde: (con las aproximaciones descriptas)

IÍK,Ra b ) - - 3/4 ^ . ( * * - 2 - )  e ÍKEAB
A3

* ¿ T b  * o . SUp .  ( ^ / R a b )

Como vemos la i n t e racción radiativa entre las fuentes ( 0 )  

nos proporciona términos extra no separables en productos si 

pies simetrizados de procesos independientes.

- - - - - oOo - - - - -
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APENDICE V

CALCULO DEL »GRADO DE COHERENCIA" EN FUNCION DE LAS FRECUEN­
CIAS» ORIENTACIONES Y DISTANCIA RELATIVA ENTRE LAS FUETt ¡S 
EMISORAS A y B

/ 3 - £ x h b « » H ( 1 )
Usando 1, ^ 1,

* i(3 — 2*+-£-ino ) t/n
tTA - i KE 1 - e v X A A

b * v- = H e A  
* A < b k - 3 « f e ¿ r A ) (2)

.,3* -iÍEl 1 - e -±(V  

3 X , “ '‘b k ,  e ~ ~ ~  T ”t “ 7

(°K - J 3  + * l S ^ 3 )

para los tiempos de interés físico t * l/^ tendremos:
•í
?'A3

-129-
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A* 3 * xK R
K v  ( H-^) e i

A l o  . r  „ J 5 ^ _ 2 ü --------------------
(3 k  - - 3- (3)

I) Para el caso ideal R-* 0 (si consideramos átomos A y B i- 

dénticos e igualmente orientados) surge inmediatamente de la 

condición de normalización del paquete, (o bien por cálculo 

directo) que:

f t  (oo) - 2  lsA K (°°)l - 1 (U)

*<A *
II) Para el caso más general consideremos que(tomando en cuenta 

emisión dipolar únicamente):
i

HÍka- 1 e V  <2 k/l3Kc)Í V  kc
3 t^ =  K c  X

H¡j<Xa= - ie K3c (2 K/L^Xc )^ ( C ^ . r ^ )  3^= he X^
entonces:- „ 'A

^ < 00, .  . y
L“ fe c ¿L X (X -X +ii//c)(X-XT, - i ^ / c )

A S ,  o/r A %✓i
a) Suma sobre polarizaciones

e ^ K X  2 , t  ^  iX5~.
/I5 . . A ü  \ e A-i

f Ó {  0 0 ) =  — --------------- .  '  ------------------------------------------- » T T --------

L & c S(5-KA+ii^A /c)(S-K3-*i¿^/c)

. ( ) { ^ . r  )(£ .■?„) ) ///
.v.. A iv. -i
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(Ap, 1/2)

/ / / /

Usando las técnicas desarrolladas en el ap.II podemos poner:-
2 „ ^  —* i KRE-£a5b2íI.| ' ........

■t? h c X (K-S t i * ¡ f / t ) ( I - S  -i

+ r
B

«a.aivB ¡,
■K K“ ? “A ‘ a *¿»A 

b) Suma sobre direcciones y energías

L 3 S 2 d.K d H  
usando Vk * _~3 

v (2h)
transformaremos la suma anterior

en: e2IÍ X 
A B

( i ( » l  - - - 3 - ----------
(2 0) fec

, ,r
" O  , -» . i X R c os © . „ _

(r^.r^) e sen0 X dK dS c

<:í - Ka  + ^ ü a /') (k - k b  * + 1 < S V C)

* rB gradRllÍVR
_'A______ e lKEcOS®senSJC_<3K d® d 10

It2 (K-Ka +i * ^ A/c)(X - Kb- íi¿rB/c)

Siguiendo los lineamientos del apéndice II (• HI) tendré¿nos 

después de integrar sobre 'P y ©

(3ioo).:*j4-5a
2 ( fC0

e X a K tj l [ , . senKB

' W  KR
X dK

fOO

.gpa d div

( K - S . + Ü V . / c ) ( K-K^-iivCy c )

K dXrA senXR

- o K2 XR /=)(^-v 415 /c)

Calculando se obtiene (ver ap.III), praddiví--^ _®f:”íEL =
T 2 XS

_ j - ( ? Á .R)R^en (rA - 3 ( i 4 . R ) R ^ o SXR ( rj -3( S) senKR
- - -  o * - ~ ~ ~ 2  “ " Ü

l (XR) ( ES) 3

Introduciendo en la integral anterior:-

(5(00) = E - l W ^ / r a L -  .
' 2 ff he

U ’

CO

A + 3 

XR
2 3 \ 2 3 
 -I senXR + ------ cosKR

( X R ) 7  ( X R ) 2

(5)

/ /

(S- V * î A /c)ÍS“S3"ii<é/c)



/ / /
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donde

= cosCí + cosaA c OS93 = (Í a -?3 ) * ( V SAB) ( ? B-®A3)

J Q  » c o s o  - 3cos0 cose . o / / ^  S  \ / ‘* ^
A B (A+ 3 )=2 ((rA x R A 3 )

De la expresión anterior yernos de inmediato que para el caso 

de ser despreciable toda interacción estática y radiativa 

entre los átomos emisores A y  B*(R — ? oo ).-

£ ( 00) — — > 0  (RA3»/A)

como era de esperar por la condición de normalización( ).-

Calcularemos ahora aproximadamente, despreciando los íér^inos

de orden superior a 1/KR. Usando la siguiente identidad:

(üs decirR > A  ) ________ i_________
A3

l ( V K3 1 4 i í ^ B)/Cl

( S - Y Í Í ^ / c K W ^ ^ b /c )

(  ________________________ i _____________________________ _________________________ ^  _  _  V

I K “KA +-HYa/C ’O  A

A A
podemos poner: e2K x /r /r /

(oo) - . £í .í5a 5 & 5 í i í r§É¿3)).

2 "tic [ < V V -  *Í(¿í'a+¿B)/c1'

3.
A3

senXR 
s - k  +íiy. / c

se nXH 

3 * ~ ¿ V '
a  - K_- ií

dX

(6 )

Dado que la mayor contribución a la integral proviene de 

un rango muy estrecho de frecuencias centradas alrededor de

^A ^ y pádrémos sin error apreciable y para mayor senci­

llez extender la integración a todo el espectro. Un simple 

cálculo de residuos nos proporciona entonces:-

(5,(00) - l l ^ M z t L i z L ........

2 t c [<Ka-K3 > - ü í ^ ^ l / c ]  F,a_=

,(e-ÍKAEAB . e ^ A B  . - f y a' h *  ) (7)

De la expresión anterior surge de inmediato que //

/ / /
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/ / /  (3(00) = 0 por: 

a )(A + b )=0 polarización ortogonal de la luz proveniente de

K X 
A B

V  *3
"longitud de coherencia"

Para el caso más favorable de átomos idénticos e igualmente

orientados en la forma siguiente:

(A + 3 ) - 2 ( ( í‘A xHA 3 ).('?3*S4 3 ))-2

Í
S\

r
T

“ A3

^  =* vectores unitarios 

(Ver ap, IIlA)

s en X _

e,oo> - s/a ~ r |  *A3 (3 ,
o AB

(8 )
III) Es posible un cálculo más expeditivo y correcto de la ex­

presión (t~l/^ ) ; asi partiendo de la expresión (3), a 

saber:
„A „ B K  iKK 

T- H . _  e AB 
p > ( t - i / ¿  ) ~ \ --------------------

*K  ̂b k '‘i5a  + ̂ 1^^a  ̂ 3b “* x^ >

que pondremos en la forma siguiente

f(3 -B )-4-ih(y'.+y' )7 *x -*-> * 3 2
L A B c> A « B ;J .„A U B K  iK3 rtA ,T " iK.*,

t -  r _ _ 5 a s 5 3 1 2 _ _ A2  _ _ nA s _ a 2_ _ e 2
* ¿ *  !.[(V +ii!% > -  3k ]

Recordando que (Ver ap. III)

I(E!RAB ) 8 J  < J(8-3J.)
/-r /<

donde ^  (E - 5^) s lim __  1___________

£-'° [(e +i e  ) - ek]

Podemos poner:

{d (oo)

[(3a -3b )-í í % a 1Í5 >J (9 >

.;i(33 + iih 3 ;?.A _) - I(3¿ *iih A ;R¿ 3 j  //



Que coincide con (5) cuando expresemos I en la forma usada en 

ap. III.

Para el caso de ¿¡toaos idénticos Eg r

tenemos:

¡a
P>(°o) -pj(oo) - - x K ^;- Irnag. I( B Q+i i K ^ ; R ^ )  (1Q }

Si consideramos la expresión aproximada de I para distancias 

RAB (ver ap, III) a saber:

I ( % H AB) 5 - - * ^ .  3/4 O - i A L  . í3 0aA 3 '* '  (R > a  )
e 0 rA3/K= a b

y reemplazando en (10) obtenemos:

senE R /Kc . 

ft(oo) 2 * 3 / 4  (A +3) -----2 A *  ----e" As' ( n  )

E0 ^A3

que coincide con (8) para el caso de átomos igualmente orien­

tados
(A + B )= 2

- 1 3 3 -

(A p .  v / 5 )

/ / /

IV) Comprobaremos ahora en muy buena aproximación que:

(t) - o para t< R AT3/c
AB (12 )

(esto es evidente para t * 0).

partiendo de las expresiones genéricas (2) y usando (1) po­

demos poner en forma general para todft feiempo :
_  A* 3lí it( i ? - K )

h =  X  — l----S..i---------------- +
^  (Kc) (S- KA>ii^A /c)(K-K3-Ji^B /c)

L+̂ > /c]  c t  r  .......................................... +

-i(K -iOr/cJct iKct
- s A ^-’A \ .......................  e +

' ¿ ~
*

i(Kn+ii /c)ct ■—  -iKct
- e o 3  ̂ \ ....... ......... e



//// que podemos poner en la siguiente forma:

/3 (t) = p(oo) + (¿A+¿3)/c] C t / 3 ( o o )  +

+ ’(t) + (V'(t)

d0nde! j f  _ B X  i K ( l - R ¿ ) iXct

fl.(t)- -e-ÍV " % /c)ct r  --AS 3* e
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¿ L  ( K c ) 2 ( K-KA + i i ^ /  c ) ( X-K3 -* i ■% / c )

w v  i • v  / \ +. r—  -rA - 3 K  i(K„-?. )K -iXct 
• ( t ) =-e 3 lí̂ 3 c  ̂c ^ ^ ___ r 4 X ^ ¿ 3 1 f _____________t ________________

W  ( &c) 2 ( K-XA+Ü ^ / c) ( K - K s - > ^ / c)

Podemos ahora calcular t) y /3 (t) en la nisma forma cug 

en II, y llegaremos esencialmente a expresiones del tipo 

(5), pero con los factores exp.(iKct) y exp.(-iKct) respec­

tivamente dentro del signo integral.- (Con esto ya se muestra

en forma general que {?> (t ) ---0 para RAg------ 9 oo).

Calcularemos ahora estas intégralas (tal como la (5) ) en 

la aproximación RAB> ✓\ ; asi llegaremos a expresiones del 

tipo (6) siguientes:

( V < t ) - . - i < V * i¿>l/c)ct ote. \ - - - | 2 í 5 5 A 3 7 - . , ^ “S a 3 e iKc,

J0 (K-KA+ilO A 7c ( 3_^ 1¿ÍB^c
i y  t00 

( V ' í t i . - e ^ V H ^ ^ c t e .  -eiíLC2A3_______ B___________
[ \ <x- V % a /c <X- V * W C>

O
que podemos poner en la siguiente forma más explícita para

el cálculo:

• tv •i'/ i \ *. iK(R+ct) -iK(R-ct)
p >'(t).-e-l('íA-1« A /<:>ctete. \ l‘ " • ----L -

JÓ  iK(R+ct) -iK(S-ct) ?
e - e

-    | ex

(K - K3 -i i ^ 3 /c)
" (t).

dK

• • • •

ISctendiendo (con los mismos razonamientos que en (6) las in­

tegraciones a todo el dominio de frecuencias, y considerando

c « <  *AB

tendremos (calculando por residuos las integrales) las si//
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///guientes expresiones del tipo (7):

,(f)=-e"l(SA“l'Í̂ /c)ctcte. e-i(KA~il^ /c)(R-5t)_eÍ(SB+"Í3//c) (?'+ct)

(Ap. V / 7 )

’ 0 - i ( K A - i d ¿ 7 c ) ( S + c t )  i ( K  + i á ¿ ) 7 c ) ( S - c t )

* 6 j

efectuando las operaciones , y SUr,ando las dos expresiones 
de ^ (t) y ^ r*(t) , tendremos : (en la aproximación descrita)

( V < t )  = - A ( o o )  - e " i [ (V S B > - ii <¿ 4 +í)b >/

(15)

Introduciendo (16) en la (13) tendremos (12) es decir: 

(t) * 0 para t <  R^g/c

AP» V.

NORMALIZACION DEL PAQUETE
¡ b A3 KX= 2*b b 
j AS 3£

| bA 3 K K '“ bA K b 3K* *

U )  )_ lbA3 KKl = 2 Y  lbAKl1 b3 x|í= 4 { * 2   ̂bA K ^  " W 2 } 3 “ 

( b ) Í / 1 bABKK'l * !bA K l \ l £ ' | 2+ lbA K lb3K! * Í h ' ^ A K  bBK-*iK*

+ b . __. b_ b " b"' \
X 3SV

- r , ~ b* 1 * 
Sumando (a) y (b) y ordenando convenientea^nte EX

^ 3 K '̂  ^ak ! lb3rj ]*
(a) + (b)

i< k ‘

+ . í  " ^ V ’kk k

K
,2,

+

ir bAK bBK bAK> bBX' + / bAK bBX bAX b3KK!.

2 ¿  b̂Axí * ¿ I bBX«l + " /N Ib A X ’ 1 2  lb3Kl? +
/T k * ~7r'

? r-<.
2  K r J  * 2  tb3xl + 2  bAKbBX * )

T"

K

b3K

lbAIt|2 r i b3Kl? + If3l

K
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APENDICE VI: CAMPO DE DOS FOTONES Y SU INTENSIDAD EN UN PUNTO 

DEL ESPACIO

Tenemos cono fuentes emisoras los átonos A y B (incialnente 

en estados excitados A y B respectivamente y ubicados a la dis­

tancia relativa R^g «• Rg)» cono cuerpo de prueba tenenos el 

átono T (inicialnente en su estado fundamental y ubicado en el 

lugar de coordenadas R^ “

-136-

Según los desarrollos perturbativos habituales y limitándose 

a los términos en resonancia directa, emisión de un sólo fotón 

por cada átono etc., tenemos los siguientes estados:

EST.INICIAL 1er‘ORDEN 2e0RDEN 3er,ORDEN

bA B T

b
A B T K bA B T  (b) 

b b

b

ABTKK' (3)

b

A B T K

1
A B T K A B T  (C) 1J

Podemos ver de inmediato (con los desarrollos y resultados 

anteriormente obtenidos) que las contribuciones del 23 orden 

provienen sensiblemente de los estados (a), puesto que la pro­

babilidad de ocurrencia de uno cualquiera de los estados (b) 

o (c) es despreciable frente a la probabilidad de aparición de 

los dos fotones. Asi tendremos entonces el siguiente esquema 

de ecuaciones:

í  < 4 Í TK m Tk ei<Ei - v ^
K U )

ikÉ.» - H %  b>. e i(V E! )t/K + r H A 5 T n ;
A B T K  A B T K  A B T  ¿  A B T K  A B T K K T ( b)K 1 V '

* x

itó« - hÍBT S-* ei(3K-B5)t/S+ ) HÍBTI!I£¿ i(SS-B ,)»/&
A B T K  A B T K  A B T  ¿_ ' A B T K  A3TKIÍ* “ ' ^

K* / / . ) . / '
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- PA3*TK k . i( t/-fe JiBTX \lifl ,-S* ) t/&
A3TKK' ‘ABTKK* ABTK® * ABTKK5 e K *

A B T K » x i(E -S-)t/fe A B T K ' i(3

A B T K K 1 A B T K 1 B ABTKK* A B T K 6 K A +

+ HA B Í K  b v p i(B -3*)t/ií ^ B T K *  i(E -B-) t/fe
ABTKK» A B T K  ABTXII» A B T K 1----------------------------------------- (d)

ih6 =HA 3 T K  b x i(B A B T K  i(E -E*)t/ií
A B T K K  A B T K K  A B T K  A B T K K  A B T K  +

A B T K  i(E -E*)t/{í ( '
HA 3 T K K bA 3 f K  e K T

ih6 - . T  HA B T E K ’b e Í(BT - EK ' )t/6
A B T K  £  A B T K  ABTKK»

/<'

(1VI>

Ahora bien en este esquena de ecuaciones los términos subraya--

dos corresponden a terrinos de reenision de la zonda, una vez 
/
esta en su estado excitado; cono en nuestro problema estaños 

interesados en las amplitudes ^AB{K (t) donde el estado cuánti­

co K queremos que corresponda efectivamente a un estado enitido- 

por las fuentes A o B« entonces dejaremos de lado los términos 

de reenisi'n señalados pues dan contribuciones (en las que no 

estaños interesados) pequeñas a la anplitud de probabilidad 

bABTK •

Físicamente esta omisión significa ubicar el cuerpo de pruebr

T a una distancia d-A orden do i n C/V con lo cual su i ■
u o

fluencia sobre las fuentes emisoras se hace despreciable;

-------- ---■-OOO.'OO ,)0 —-------------

Recapitulación? Antes cíe proceder a la solución de las ecua­

ciones (1) (con las acotaciones señaladas), harenos una breve 

recapitulación sobr-é el p^'hXr.n^ de una fuente y un cuerpo de 

prueba (Ver pago....- y siguientesa); puesto que sus resultadas 

entrarán cono ingredientes básic s en la forma analítica que

obténganos para Allí teníanos para el problema f u e n V -«

zonda%
////



/ / /
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el siguiente conjunto de ecuaciones:
i( E-»-E ) t/'h . i Q  . . 

e v A K + i h O  ( t)
w  r' „ A T K  w

i k‘i T  ■ l  há t  a t k
Y \

*
.AT + jjAT b e i ( E K-Bí )t/Ü

A T X  A T
ifií> = H* b * e v K A

A T K  A T K  A T  _____________

A T  = A T K  e T K
Cuyas equivalentes en términos del nétodo de " danpingMeran:

..ATK .. _______ , . „

*~1 K V r  UAT } <E-BAg>

‘T UA T K  S~ ̂ E-EATK^

Resolviendo (tér.uino de reemisión inclusive) encontrábanos:

(E- EÁ
) G * ®
' AT

G«
A T 2  1

UATIÍ A K
+ h t *

TK

UA T ■ i  K

TK

T

iKR. 
e i

b A -(t) = i K B 0 ,Ra t ) (t/fe - R
A T

*A T /&c) '

A T
U s -̂ , (A + Bjj iE R,.' /h.c

donde: :E(E ,R ) = 3 /4 - p — 5 —  7.—  e 0 A T
0 Ai B0 A t / ^ i C

Con el siguiente diagraaa para la probabilidad:

, t:=RAT/c
Si Q3.iti.-nos el témino de reenisión obtendrenos:

^ATK **AK

( t > R._/c) v / AT'

K
En este caso la solución es:

(2 VI)

»AÍit) - -IÍ5a.Bl-( i

cT

- e

h ‘ h v'

para t > R / c
i* X

(3 vi)

/ / /
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//

don el siguiente diagrama pa^a la probabilidad: 
■ *

 ̂- '?«r/c
Solución del sistema (1): Usando el método de "damping" (Ver 

W.Heitler loc.cit. ) ya esbozado y anplianente explicado

en cap,anteriores^ tenenos el siguiente sistema de ecuaciones 

a resolver:

Un(E) = Hn/T + Y  Umn n /1 / m n / m j m

(n í I f estado inicial)

Este sistema de ecuaciones (con las omisiones señaladas en el

sistema (1) ) considerando las equivalentes a las ecuaciones

(a), (b), (c),(d),(e); nos proporciona idénticos resultados a

los obtenidos en el apéndice IV. Esto es debido al hecho de que

la omisión de los términos de reenisión hace que las ecuaciones

mencionadas sean las correspondientes a emisión de dos fotones

por los dos átomos fuentes A y B, ya que en ellas no figura

ahora la influencia del cuerpo de prueba. Es decir, tendremos:

( B—E** ) G* *
f r «

.AK BK iKR.
, , VH * U * C( E-E x ) + H  * e A 3 U *  ((E-E* ) ) 

A3 A B T  ABL í- A A B T K J 1 A B T K ; 3 A3TKJ A B T K
K

UASTK=Hf K+|'«B''E¿ÍK'EA3 UABTKK.5 1 E-BKK ' e1KRA3

B -iKR »—s A K ’ A AK

UÁBTK"HBKe A3+/ V UABTKK'5IE-BKK'>+21V 1,ABTKk5 (B-E
K.‘

KI

+ 1

(a)

)

(l>)

( )

B  i K * R
AB U * .,C(E-E *

ABTKK» BK» A B T K 5 (E-’ABTK' AK' A3TKJ

V ■*?
B -iKR

+ H ,e AB U * C (E-E * )+H U* C (E-E* ) 
B K  A3TK*> A B T K ’ A K  ABTK' /  1 ABTK'

UA3TKK'2l,HBKe"ÍKEA3 ^ S t k Í ^ ^ A B T I C ^ 2 «Ík "Íb Tk J  < B-BÍ B K >
(e)

UA B T V z r H íK;ÍK,RAT TJA3KK'5 (B-BKKT) + 2-H|KeÍKV  J ( B - y  ( f}
K’

(4 ) v *VT i



Reemplazando (^d) y (^e) en la (^f) tendremos:

U * « U » < (E - E * ) I (E ; R ) +
ABTK ABTK J ABTK IC ’ BT

+ U X C  (E - E* ) I (E; R m) + (? VI)
ABTK J ABTK K ’ AT V1;
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/ / /

„A -KR > TK« iKTR 
+ H,.v e a / Tím* ea. « A ¿_k ht* e J U¿TK1 5  (E . eabiki) s  ^  +

R lió? Y TK' 1K'R
- HÍKS 1KRb L  Hf e T U ^ ,  C  (E - E ^ , )  f  (E - E ^ , )

donde henos puestos

I-K ( E ; R b t ) =  I ( E - E k , R b t ) = 1 H ? ' H bk- e l K '< E T ' E s V lB- E K K ' )

_  * (6VI)

ík (E i Rai) = I(E -  Ek ; Rai) =  ¿
f\,/

Recordenos que estas integrales son del mismo tipo ampliamente 

estudiado en ap. III y IV,

Si consideramos ahora las expresiones obtenidas en el ap. IV 

pag. para Xas anplitudes U J TK - U.¿K y 0 * ^ - 0 * ^  (re-

cordar la interpretación física obtenida para c/u de sus térmi­

nos) a saber

(" " EABK* j A* -iKR* I„( ES ) 
y  * ------------------- --------------  J H e A + - K I — ABr-rp--------

A B K  i S ( b .** b ) 1 A K  e - e Á b k +* 1V a

“  ‘ s- * w í ^  (7TI)

( S - E 41 ) ( * . rír* A -iKR* *
„ ________________________________ } H e B + M5?43ÍÍÍAS£______ A (

UABK %  Pv +A í1ív Ig(B,RAB) 1 3K E^EABK+i:L ‘¿E i
^ -ABK 2 B-B¡gKTíI5^B

Nota; para los fines que perseguimos, podemos dejar de lado 
los términos en 1̂ 2 (E;R^g) en el denominador de las (7);

esto mediante un oportuno desarrollo en serie de I (R,-g) ' 
dejando de lado los términos de orden superior a 

X/ . Esto equivale a no considerar la modificación
/ /
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/// a los campos (cono consecuencia de la interacción radiativa 
entre las fuentes A y B) que eni.tirían espontáneamente les 
átonos A y B (para nás detalles ver pag, )

(Ap. V I /6 )

Reemplazando (7) en (5) y recordando que x ^ ( x )  = 1

tendremos s 4*

d - . k s . r  _____
A B T K  K BT l3-BA ¿ K+ Ü % B + t E=B~ »K+ Í± E^ T r 3 = 3 ¿ ~ Kí ii l¿ £ 1 J

+ i k (b -r a t >
2sKf_-IÍ-2__+ IisíB »R¿ a > H A K® i KKa  _ 1

LE-SÁBK+ÍiB¿rA < B-SÁBK+* iEáí> < -1

L  b-5:-!--i"r--(hbk.s'ÍÍ?'?b+ )
A K  £ <  ^ Á b k - ^ ^ a I <B - BA B K ' + Íi h B> /) K K ’

„TK'iK»íT B* -iK»R

t a » V « B r  * 0 ( /  I K ' (ERA B )H8 K * e * V

BX £  S:SA"SK'+" í ÍSá l AK' e + r5 “ S“ “ í f i S ^ y - — y y fn -11! ! . !

(8VI>

Nos ocuparemos ahora de evaluar la 3ra*iínea de la expresión (8) 

para la l+ta* línea los resultados serán similares), consideran­

do por ahora los términos de orden superior es decir: el primer 

sumando dentro del paréntesis, tendremos:

l  B-BA3K' ^A K
i

usan do  : lim r = - ^ --- +~7 7 ~ \ ~  = (E“E k-jt«) tendremos:
C-íO lh" í If!r,+ ) J KK'KK

y —5
A* -i K S

G A Jr *
A K  r j K '  B i K 1R

-iO 5 ~ ;:É"+iríhv":¿j')' ¿  T* * B K ' 6 í ------ i-------------- i _______

K A "A ^ - b k k . + í« 5-BABK'+ii::
usando las^ notaciones adoptadas en (6) pondremos:

„A* -ÍKR*

Á K e ( )

V ' bÁ";í 5;EÍa i I(3-Ek ;Rb t > - I|,- V 4ik“i ;Rb t >J
que por conveniencia posterior pondremos en la siguiente forme:

A* .

I ( .  B “A K 6" A

i x (‘-'8b t ib 7 : ‘é ?í í í K/7' (1 - -----------------  >
K “ °A I(B" 3 K ;R3 T )

lOCj.no vernos este término nos da una "corrección" (pequeña comc 

despues veremos) al 1®̂ *, sumando de la Ia * línea de la expresión 

(8), (Ver expresión (15) del ap. IV). Posteriormente en los //
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///resultados finales aclararemos nás su significado y su origen.
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nota: Al coaparar con la expresión (15) del ap. IV venos que 
alli dejábamos de lado esta corrección dado que para el orden 
de distancias considerado alli ) era despreciable
su magnitud frente al rosto de__los términos, Aqui dado que 
consideramos Rg^ f R,,^X) ^en or(len a eliminar la in­
fluencia de la zonda‘sobre las fuentes) tiene sentido su con­
servación.

En cuanto al 22 sumando del paréntesis ; los cálculos son más 

tediosos, pero siguiendo los lincamientos anteriores puedo 

verse que conduce a "correcciones" del nisao tipo que la es­

tudiada (pero por supuesto 2 órdenes más pequeñas) ahora para 

el 22 sumando en la 2a . línea de la expresión (8). En nuestros 

desarrollos siguientes dejaremos de lado estos términos, dado 

que son correcciones de pequeña magnitud a términos de orden 

superior.

En definitiva tendremos para la expresión (8) la siguiente 

firma:

TT *  =  x x —* —̂
A B T K  A -iKR A -iKR T ,c _ , .v . _ ,

f HAKe A HAKe A 1
ik (“’eb t >[é:b¡|¡í íí^  + v5pil55-¡( - í (b:b¡Th" T  j+

B -iKR B* - iKR ^ „ .

3Ke B BK6 8

+ v sF iIK&  "
+ i k (b -e a t >

V b ’e a b > h b k  • ' i“ *

+ K BT ‘ ( 5 ‘ SÁ IkÍÍIEÍb>’í’5 : S Ib k ;í I E ¿'¡T +

X

- . „ „ . tiA -iKR 

K (E;RA B } A K e 
+  K  ’ A T  ' -  — -  —  ■ —

f ^ A B V ^ V ' ^ A B K ^ ^

(9VI)

Considerando ahora la expresión (2), a saber: U * s I (EsR™}
7 üT a±J

y teniendo presente la interpretación dada en ap. IV pag. 

a las expresiones (7)5 estamos ya en condiciones de interpretar 

brevemente el significado físico de los procesos representados 

p_-r la expresión (8), Asi tenenos para cada línea:

/ / /



i) El átomo B emite el estado K en con­

sideración, pasando T a su estado excitado por absorción del 

fotón proveniente de B; (Los dos sumandos del corchete, puede 

mostrarse que corresponden a distinta ordenación temporal de los

eventos: asi tenemos, A emite K;---- B emite;------  T absorbe

fotón emitido por B, o bien B emite;----A emite K;-----  T absor­

be el fotón emitido por B )

ii) El átomo B emite primero K pasn. - 

do nuevamente a su estado excitado B por absorción del fotón 

proveniente de A,

iii) El átomo B emite primero K pasando

* , ✓
nuevamente a su estado excitado B por absorcion del foton pro­

veniente de A (el término (E;R¿b ) da cuenta de este proceso), 

posteriormente T pasa a su estado excitado absorbiendo el fotón 

de la. subsiguiente emisión de B, Es claro que estos procesos se 

inician en tiempos del orden t* RBT^ •

iiii) El átomo A emite primero el estado
A

K en cuestión, pasando nuevamente a su estado excitado A por el 

fotón proveniente de B, en su posterior reemisión el átomo A 

excita al átomo T. Este proceso, como veremos se inicia en tiem­

pos t = (ra b + r AT^ //<3f

Como vemos estos procesos solamente aparecen debido a la irxterac 

ción radiativa entre las fuentes emisoras A y B ( I^(R^g ) f 0 

para distancias )•"

Cálculo de las amplitudes de probabilidad (t).

Con la expresión (9) y haciendo uso de: (Ver W.Heitler loe.,

clt* 16) +CD i,
> T. /T1. i(E -E)t/fe
r b (E) C  (¿-a ) e n 

n J n
--------------  ------  (1Q)

B - B + f i !i r
~'CD

donde recordemos que:
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( A p . V l / 8 )

/ / /

bn(t> - - 5TI-

C  (B - 3 ) = lim -------- --------------

n (--+0 ( B - B + i €  ) //
n '



I
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/// Podremos calcular la amplitu de probabilidad k^g^ít). ^si 

para el caso de átonos Idénticos (orientaciones arbitrarias):

E*« E * = E« =E  ; Y *  = X ,  = V  = 
T  A S o  ’ O A  O  B O T

: E = E * * 2E 
’ I AB o

Haciendo uso de las expresiones aproximadas siguientes: (des­

preciando térninos de orden superior a y aproximación 

dipolar para los elementos de matriz; Ver ap, III y IV)

- - *t¡**/- . ^ - V V * 0 -
E R../Kc 
0 xj

que por conodidad pondremos asi

ifcv/ , /^(A + B ) iE R - / ^ c- ^  3/4 g-5 :-7K- e O i , '
O 1J

eÍ<E-BoK),? = ItB R. )eÍ(E-SoK> V Kc
O XJ

p = v  

donde

O  a + <^B~
(11 VI)

( A + B ) 3- ^  2 ( ( M R .  ,).(P..R. .) )
I X ]  ;j 1]

/N = indica vector unitario

tendremos (calculando dos térninos típicos de (9), por ej, 

la primera (la«) y cuarta (ba *) fila) t

(Ia•\ - - -r- íli
v ) - 2 ni \

+-CO

■ T,„ ,, lHA - i«  í.-i(B-BoI„ t / ^ T/^>.
. . , _ im I (E R„ )H e A \ r- - - --- 7 - 7 r = - 7 = — rrrr--
2 Oi ^ a me- o B T  A K  l (E-B + i £ ) ( E — 2B -t-g-xTi.-i •

r§:i“+-íiñ¡~ +1--b -:-b ¡-;í I5-¿- ^

X _ —í-!
(43 *) =- --- ) lim I(B R Arr,)I(B e *"^A
' ' 2f i S v o A T  v o A B  A K

+ 00

( B - E oK+ ié ) ( B - 2 E o + ih-) ( B - 3 0 K + i i V )

-OO 0 3  )v i '

E stas integr al e s son fácilmente calcu la bl es  por resid u os ;s i 

e le gi m o s  en el plano co mplejo el camino de i nt eg r a c i ó n  s i g . :
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U p .  V I / 1 0 )

/ / /

tendremos: , , a . ,  A -íkr
(1 >" HA K e A I <E o V >

K o

ifio(t/fí-RB Í /hc) e i ( S K- V it'>í)<t/ t“- aB T / S c >

) (EK-E0+iiÜ¿f)(EK-B0+ifi¿r)

+ 1- eÍ(V V íit" )EBT/t;c l- ei(EK - V ihS')(t/K-RBT/kc) "I

+ ‘ .....  ’
Considerando que:

para t >  ^ / c

É L  = EKzE2t i ^ z A i ^ m - i ____________________

E Tr-E + E K ~ g o+ i 5 ¿' g x " 5 0 + i " ^ ~ "

podremos poner: „A* -iKR,

( I a -). — í í ! ____ t ____ i i h o ; *b t '

(b „ - B0+iifi¿r>'

1 _ ei(Bj-B0H t ¡ í ) ( t / U 2I/6c]

' (“B-~ - 3 -“-íh¿f >

( t > H BT/c >
(14 VI)

Para las grandes ciistnncias fuente—zonda con las que esta.nos 

trabajando (RB T <Í e/¿ = 1^, sl últla0 tárDln0 de orden
superi -.r

e "*RBT//1c ) es despreciable y tendremos simplemente (re­

cordando la (2) )
, X  - i K R .

(Ia » ) „ I(E0 ;RB T ) ( t/fe-R /iílc)
( \ - \ + r ± w r ~  * r - F i h 5 " T " ( 1 " e B T  >

= bAK( t ^ ' 4 ) *  b3í ( t > R3T/hc)

(15 VI)

nota: este primer resultado es fácilmente verificable direc­

tamente a partir de la fórmula:

ik« » .  r H? ’b í (b - b )t/K
A B T K  T A B K K ’ e ^ K

K'
En sfGcto# si c s i el ra no s cjug ̂

ABKK»( t H bAK(T)b3X«(t) + bAK'» ( t) *bBK( t} + ( 3 K K » (t)
/ / /



t omando el término típico subrayado:

bAK(t)* /L HT ^ bBK'(t)el(Bo~BK,)t/ÍÍ = bAK(t)‘(Í^ 63T) »
(ver pags, 2^y 3; alli obtuvinos jiara ih*

. bĝ í la expresión entre paréntesis siguien-

/  -iKR- iAKe -rv -vÍIR-f-T-----E ^  t/^ /ie) t_f
o 1

Integrando esta expresión y dividiendo por iií obtenemos de 

inmediato la expresión escrita arriba (1*+). Este resultado es 

más correcto que la aproximación (1 ) que henos obtenido en 

el texto (pag. ) pues da cuenta de la variación temporal de 

las amplitudes b^. (t) que allí tomábanos en sus valores de 

régimen (t»oo por t ~  1/^ ).

( A p . V I / 1 1

Procediendo análogamente podemos calcular la expresión (lU) 

asi tañáremos: a

(4-)- I<BoRAT)IÍB.EAB> 4 * *  '

_i_________  _

( Ü h ^ ( B K-Bo+it2í ) (EK-E0+ikf)(EK-E0+ii£¿')2

(Íí Kü')(Ek- E0+iife¿f )

-±fc (t/fe - ) -iK (t/K- ? A I  + * 4 8 -----) ]
^ nc e nc

: > ( R. „,+ R„ „ 
A T  AB

(iifi^)2(Ek-Eo+i i ^  ) (±HX )(BK-E0+iiíic; )'

Para los fines en que estamos interesados, es suficiente 

quedarnos con los términos de orden superior de la expresión 

(16); asi pondremos: -



/// Haciendo uso de la (2) y (3) podremos poner:

I ( E ;R , „)

(4&'] “ bAK(t^ ---- • b *(t)
AK * (+ife¿r)

( t > ÍRATtEAB>/'= - EAT/C> (16 VI)

Con las expresiones (1? y (18) poderíos poner en nuy buena 

aproximación:

‘’a b Í k " ’ " bAK-bBT(tl + bBK(°°> bAT(t) + 

i *=o ’ea b *
+ T ' w r  (bAK(00,bAT(t) + bBK(00) bBT(t) 1 + °-S'ft'9 VI)

(  3 1 * 1(3  )

Donde c o.ío vemos, la última fila aparece debido a la interacción

radiativa entre las fuentes emisoras A y B para cierto orden

de distancias ( A enite K, luego A es excitado por el fot n

proveniente de E (I (E^R^g) en su desexcitación posterior pue:*o

excitar al átomo sonda T) análogamente para el otro sumando)* •

Estos términos provienen de las contribuciones de los/2 en
*'■) KK

la expresión analítica para el paquete de dos fotones emitidos 

por los átonos A y B, a saber:

bABXK(OG) = ^  4v/<

-147-

(Ap. V I / 1 2 )

(ver expresioft (87); o bien

Considerando la expresión aproximada (11) para I(E *r ._.) a saber:
—  ii-D

- - 1/2,11 • 3/2 < <ÍaxS4 » > - < V SA B > ' - 5 ^ - !"'Í “̂ ó
0 A3

x 2 H  2>-fcc (20VI)
donde A c= -j?----— g-----

10 0

Vemos que la última fila de la expresión (19) es del orden 'X/l, 

veces la primera fila.-

/ / /
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Intensidad del ganpo en un punto del espacio

Con la experiencia descrita, esto se reduce a estudiar en deta­

lle la probabilidad de excitación (cono función de Rj) del cuerp > 

de prueba" T en presencia de luz proveniente de las fuentos 

elenentales A y B. Asi lo que comunmente se denomina "intensidad" 

está dada por la expresión siguiente:

__ __ 2
P * => \ P* =¡ ' |b •* I

T f  Í  ABTK ( 2 1  V I)

es decir; la probabilidad de excitación del átono T, indepen- 

dientenente del estado cuántico del fotón no absorbido.

Usando (19) podenos calcular:

FÍ k“ lbABÍK¡ -  lbAKf  K í l  * ' bBKl2 K i l *  . < bAKb BKbBTbI f  > +

+ lb | 1e ( Í Í S s ' J a b I  b « D * » ! * ! ] ,  ( í í ! Q Í EAa> b*. b j* 1 +
' AK* e . A T  BT ■ BK' e ( i E f g ---  A T  BT +

+ 2E9 • < bAKV ‘ • < Í ' A k  lbs í '2 +

2 2 2 2 z (22 VI)

1/iíi¡0 1 ( K k I  I h A T ^ K l c r i V l ^ ^ - í h A / B K - V / B T 1 1

Con ayuda de la (22) y usando las especificaciones siguientes:

\* I- (2 , r~ i. I2=
_  (ver pag, )

K
Ib I2 = 1 : V" ib
J AK* y ¿- 1 B K

K

f t  ' i  "AK
bBK

ñ¡ - f i * para

(verap. V )

para átonos idénticos (»<Ar: ' < ^ ^  

podenos poner (21) agrupada en la siguiente forna:

P T  = l bAB T K ^  = ^b B T ^  + i bAT ^  +

K Ofe* i#
+ 2 R e . ( | 3  b ^ b ^ )  + 2 Re.(I/ifei¿j' ) . 2Re . ( b ^ .  bA *) + 

+ 2 R e . ( ( ^  I / ü f y )  |bB *|Í2Re. ( Q  [ b ^ J  +

| v f + 2 E e . t p  bA Í .b*3Í)j

///
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///Dado que para el orden de distancias considerado R v> a
AB' y —  

K0

tenemos:

/3 - <<V£AB>-í?BxSAB>l3r52-éa---e'aRA3/lc
o AB

que como vemos es del orden ^ / R
’AB.

M g u L  . i3/2 K í ^ j i . i v v  ,
( l i n o  ) o AB
que también es del orden ^ A B *  Ademas para el rango impor­

tante de distancias lc - c/ ^  »  r a b > ^  ^ a ^ue Para 

RAB ^  ^c desaparece todo factor interferencia!) tenemos:

Para fijar ideas consideremos el espectro visible donde:

~ — 5 2 7
A  = 1 0  cm. 1  = c/^r  = 3 . 1 0  cm.  = 3 . 1 C  X

entonces es claro que

RA,/i R.ra/10?A  ,
e AB c = e AB = 1

C:;n ayuda de las anteriores, despreciando los órdenes supe­

riores podemos poner:

—  2 Q 2
PT |bABTxl =lbBT̂ + i.bATl ~ 2 /3 Re • *
Usando la forma explícita de bA£ y bg£ (ver (2) a saber:

bA -(t) = I(s0»RA X )/ii^¿f (1 - tA-R^/fec) t > r /c

podemos poner:
r=p V + B »■ _ 2

T BT ‘AT f i  ( ? BT-  • PA Í ) *  e o s  Ko (R3 T -HA T )

donde . . ? , . 2
PBT = ib3Tl f a t  = W t I 

Esta expresión nos describe cono vemos un clásico fenómeno de

interferencia, donde desempeña el papel de "grado de coheren­

cia" mutua de las excitaciones provenientes de las fuentes 

elementales A y B.(x)

(x) Ver "Principies Of Optics" Max Born And E.Wolf.- Pag. 500,-
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