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Capitulo 3

Interacciones de los electrones con la
materia

J. Henoc
Centre National d’Etudes des Télécommunications, 196, rue de Paris, 92220 Bagneux, France

3.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es proporcionar una comprension sélida del origen de las magnitudes
empleadas en el microandlisis y la microscopia electrénica. La teoria cudntica de la dispersién
permite dar un fundamento fisico a las ecuaciones fundamentales de la seccién eficaz de dispersién,
la seccion eficaz de ionizacién y la pérdida de energia en colisiones inelasticas. Esta exposicién se
ha reducido al minimo necesario para comprender el tema, y es esencial obtener de la bibliografia
detalles adicionales. Los formalismos presentados son bastante dificiles y el estudio del material
bibliografico disponible solo resulta tutil después de haber definido cuidadosamente el problema
que nos concierne; de lo contrario, podria decirse que existe el riesgo de verse desbordado. Seran
utiles algunas observaciones preliminares. En primer lugar, se verda que las ecuaciones solo en
raras ocasiones poseen soluciones generales y que las aproximaciones realizadas Ginicamente son
validas dentro de un intervalo limitado de valores de los parametros que gobiernan las variables
de interés. Si consideramos, por ejemplo, el parametro —energia del electron—, el intervalo es
amplio: se extiende desde la energia del electron incidente hasta la de un electrén en reposo. Es
propio del desarrollo de las técnicas de microanalisis y microscopia electronica involucrar esta
paradoja: los conceptos fisicos fundamentales constituyen el punto de partida, pero las férmulas
empiricas deben ocupar rapidamente su lugar. El desarrollo que sigue trata iinicamente materiales
amorfos y considerara la interaccién del flujo de particulas incidentes con un centro dispersor
(d&tomo) contenido en la unidad de volumen. No se analizaran aqui los plasmones, asociados con
las oscilaciones colectivas de los electrones de valencia, ni los fonones asociados con las vibraciones
térmicas de estructuras regulares, ni fenémenos de difraccion mas generales. Después de revisar
los principios generales involucrados, resulta 1til familiarizarse con su aplicacién practica: la
técnica de Monte Carlo, que posee gran flexibilidad, es especialmente adecuada para tal ejercicio.
Se describe el principio de esta técnica y se desarrolla el modelo de penetracién de electrones en
blancos semiinfinitos y en muestras delgadas.



3.2. Rudimentos de la teoria cuantica de la dispersion. - Defini-
cion de la seccion eficaz de dispersion

El centro dispersor (4tomo) situado en 0 estd inmerso en un flujo J; de electrones incidentes. Nos
proponemos medir el niimero dn de electrones que alcanzan el detector situado a una distancia r
en la direccion (6, p) (véase la Fig. 1). La seccién eficaz (6, ¢) se define mediante:

dn = Jio (0, v)dQ

donde df2 es el angulo sélido subtendido por el detector.
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Fig. 1. - Medicién de la dispersion.

3.2.1. Dispersion elastica
3.2.1.1. Planteamiento del problema

El movimiento del electrén en un campo debido a la presencia del a&tomo dispersor, que induce
un potencial V(r), estd descrito por la ecuaciéon de Schrodinger, cuyas soluciones corresponden a
energias bien definidas, FE (estados estacionarios). La funcién de onda ¥(r,t) puede escribirse
entonces como:

U(r,t) = p(r)e B/t

donde ¢(r) es la solucién de la ecuacién:

2
(—hA + V(T)) o(r) = Eo(r) (3.1)

2m

h = h/2m, h es la constante de Planck y m es la masa del electrén’; A representa el laplaciano
de la funcién escalar ¢(r) y se define como

aw o e
Si establecemos 95
E— Rk
2m
FLQ
Vi(r)= m (r)
la ecuacién (1) puede escribirse entonces como:
(A+ %) o(r) = U(r)e(r) (3.2)

LAqui se utiliza el sistema de referencia del centro de gravedad y, para el caso de una colisién entre el electrén y
un atomo, la masa reducida se aproxima mediante la masa del electron.



3.2.2. Obtencidon de soluciones

El electrén incidente puede representarse mediante una onda plana €%, tomando el eje z paralelo
a la direccion del haz incidente. La onda dispersada se comporta como una onda esférica divergente
si el punto de observacion estd situado lejos del centro dispersor: f5 (6, p)e?*" /r. La funcién de
onda total es el resultado de la superposiciéon de la onda plana y la onda esférica:
" etk

() = 6+ fi(0, )
donde f(6, ) representa la amplitud de dispersién.
Esta deduccion intuitiva puede establecerse sobre una base rigurosa. Supongamos que se conoce
una funcién G(r) tal que:

(A+E%) G(r) =8(r)

La solucién de la ecuacién (2) puede escribirse como:

o(r) = @o(r) + JG (’r — r”) U (r/) © (r/) a3y (3.3)

en la cual @g(r) satisface la ecuacién para una particula libre: (A + k?) o(r) = 0. Para demos-
trarlo, aplicamos el operador (A + k2) a ambos miembros de la ecuacién (3):

(A+E) p(r) = (A +E) po(r) + (A + K?) JG (e =2 ) U (") o (r') P

- f (A+#2) G (e~ U () o (') &3

(Llevando el operador bajo el signo de sumatoria)

=[50 () () @ = Ut

Todas las soluciones de (3) satisfacen, por lo tanto, (2); reciprocamente, puede demostrarse que
todas las soluciones de (2) satisfacen (3): la expresién general de la dispersion se escribe entonces
COmo:

o) = olr) + [ G (e =) U () o () @
Resta demostrar que la funcién

1 eiik’r

Gi(r)=

- Cdm o7
satisface (A + k%) G(r) = é(r). Mediante célculo directo:

Fikr . , .
AG4(r) = —iAe = 1 lAei’kT + eJ—”’”’A1 + 2V 1 -V <eJ—”k’">
4 T 4 \r r T
donde V denota el operador gradiente.

Se utilizan las siguientes relaciones:



Aeiikr _ _k2eiik‘r 4 gikeiikr
r

Vetihr — 44 petikr L
o T

1 lr
V-=——-
r r2r
ALY = —amsr)
~ ) = —4md(r
Al efectuar las sustituciones, obtenemos:
1 petir +ikr 2
AGy(r) = 4—]{: — + e o(r) = —k*Gy(r) + (1)
T

o bien
(A+ k%) Ga(r) =d(r)

que era el resultado que debia demostrarse.

Conservaremos unicamente la funcién G ue corresponde a una onda esférica divergente. La
+>

funcién de onda se escribe entonces en la forma:

1 otklr—r']

ikz

wr(r) =e U (T/) Ok (r’) 437 (3.4)

Tomando un punto P en las proximidades del centro dispersor y un punto de observacién distante
M, y designando mediante n el vector unitario de OM (Fig. 2):

4w ) r—7|
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€ | | € —ikr’-n

~
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M

Fig. 2. - Representacion de las variables relativas a un centro de dispersion.



La integral del segundo término de la ec. (4) se escribe como:

1 eik'r
T r

fe—ikn-r’U (7"/) Ok (7,/) d37°/

Esta integral depende tinicamente de la direccion de n y, por lo tanto, de los dngulos 0 y ;
podemos establecer entonces:

1

fk(ea 90) — _E fe—ilm.r’U (T‘/) Ok (7“,) d37“/

Habitualmente se utiliza notacién vectorial para representar el vector de onda incidente como k;.
Tenemos e*** = ¢ T de manera analoga, representamos el vector de onda dispersado mediante
kq = kn, y q = kq — k;j es el vector de onda transferido durante la colision.

3.2.3. Relacion entre la amplitud de dispersion y la seccion eficaz de dispersion

La corriente J(r) asociada con la funcién de onda ¢(r) se expresa mediante:

30) = 2 (0 0) T 9000 )

k

La corriente J; asociada con la onda plana e"™* es, por lo tanto, J; = hk/m. Si recurrimos a la

definicién de la seccién eficaz de dispersion,

dn = Jio (0, p)dQ = %0(9, ©)d$2 (3.5)

Las componentes del gradiente expresadas en coordenadas polares estan dadas por:

oU 10U 1 oU
VU= (3)+ (r%)9+ (rsin&&p)w

Reemplazando U por (™" /r) f(0,¢), obtenemos:

(), = "2 2170, )P

) (, =L LR (1f*<e,w>3<f<e,w>>)

mrs 7 00

mr3sinf i 0p

Puesto que r es grande, la componente de la corriente a lo largo del vector radial es la principal,
y el nimero de particulas dispersadas a la distancia r en la direccién (6, ) es:

(), = Lt R<1f*(9790)a(f(9,s0>)>

\

dn = (Ja), 48 = (Ja), 1% A2 = 210, a0

Comparando esta expresién con (5), obtenemos:

a(0,9) = £(0, ) (3.6)



3.2.4. La aproximacién de Born

Hemos visto que la funcién de onda puede expresarse de la forma:
o) = et [ (e =) U () o () & (3.7)
Escribiéndola también para r = r':
o () =74 [ G (= U () ¢ (1) (3.8)
Sustituyendo (8) en (7):
pulr) = €7 [ (e U () + [ 6 (v U (1)
9 ( et =rhu et d3r”> &’
Si el potencial es pequefio, podemos ignorar todos los términos salvo los dos primeros:
pulr) = et [ (e x ) U () @
_ kit 1 ﬂ Jeiki-r’eikd-r’U (7”) a3,

Cdmor

Recordando que:

2m
U((r') = ?V () v que ki — kg = —q
ikr
_ oikir m e —iq-r’ N 334

or(r)=e 512 7 J 1% (r) T

encontramos: m
0,0)=——=V
f(0,¢) on T2 (9)

donde

V(q) — je—iq.r/V (7"/) d37"/
designa la transformada de Fourier del potencial. La seccion eficaz de dispersién, que en adelante

se denotarda como funcién de un solo argumento, 6, es:

m2
o(0) = |f(9)’2 = W\V(Q)F (3.9)

3.2.5. Aplicacion del potencial de interaccion de Wentzel

Si utilizamos la expresién de Wentzel para el potencial, V' (r):

El término exponencial representa el efecto de apantallamiento de los electrones orbitales sobre
el nicleo. El parametro de apantallamiento a es esencialmente el radio atémico; su relacién con
ag, el radio del &tomo de hidrégeno de Bohr, estd dada por la expresion:

a = aHZfl/3



Los calculos de las transformadas de Fourier se presentan en el Apéndice I; se obtiene:

At 7Ze?
V(Q) -1 5
PEA
o bien )
2mZe 1
76) = 055
pra
o0, en forma atn més desarrollada,
4m2 7%
70) = [FO)F = —
4 2
()
Utilizando las expresiones:
q = 2ksin —
Rk
2m
y estableciendo 6y = 1/ka, resulta:
Z2 4
o () = ¢ (3.10)
0 62\’
16 B2 (sin? - + -2
(sm 5 + 1

Esta es la seccion eficaz de dispersién eldstica que se utilizard en el microandlisis de rutina.

La seccién eficaz de dispersion eldstica depende, evidentemente, del modelo adoptado para el
potencial atémico inducido por la presencia del nicleo y de los electrones. A menudo resulta
conveniente utilizar la distribucién de carga introducida en la préxima secciéon.

3.2.6. Formulaciéon general de la amplitud de dispersién basada en la densidad
de carga

Si p(r) denota la densidad de carga en el a&tomo, estéd relacionada con el potencial mediante la
ecuaciéon de Poisson:

AU = —4mp(r) con V =—eU

La ecuacién de Poisson puede aplicarse a cada componente de Fourier del potencial y a la
distribucién de carga:

A (quiq'r) = —4np,eldT
El célculo efectivo del laplaciano da:

A (quiq'r) = —qQquiq"r

Esto da: )
—QQquiq'r = —47rpqeiq'r por lo tanto U, = —;qu
q
Podemos sustituir entonces (47r/q2) p(r) por U(r). Asi:
; 4 .
JV(T’)e_lq-r d37" — _g p(r)e—zq-r d37“



La densidad de carga es de la forma p(r) = Zed(r) — en(r); el primer término representa el
nicleo y el segundo, los electrones orbitales:

me? 4x

10) =~ s f(Z(S(r) _ n(r))e=iaT g3y

pero
JZ(S(T)e_iq'r Br=2Zy Jn(r)e_iq'r d*r = F(q)

se denomina factor de forma atdémico.
Por lo tanto:

2me? 2me?
f(0) = g (Z - F(q) = e (Z - F(q))
__ze _Fla)
- AF sin? - < z >
o bien
2\ 2 2
o (6) = (ZE) <1 _ Fg”) - 149 (3.11)

5100

Dependiendo de los valores de ¢, pueden utilizarse varias aproximaciones para evaluar F'(q). Para
simplificar, cuando ¢ es grande, la presencia del término oscilante e '3 hace que el valor de
Sn(r)e*"q'rd?’r sea despreciable; para dangulos grandes, la seccién eficaz cuantica de dispersiéon
eldstica se reduce a la seccién eficaz clésica de dispersion de Rutherford (véase el Capitulo 2
sobre Emisiones electrénicas y contrastes, seccién 2.1.1).

3.3. Dispersion inelastica

El tratamiento precedente supone que los médulos de los vectores de onda incidente y dispersado
son iguales (|k;| = |kal), es decir, que el electrén incidente no cede energia al 4tomo y solo existe
una transferencia de cantidad de movimiento. Los fenémenos de dispersion ineldstica permiten
introducir los conceptos de seccién eficaz de ionizacién y pérdida media de energia. El estado
inicial, denotado mediante el subindice i, esta caracterizado por |p;) = |p;,&;) (notacién ket);
p; representa la cantidad de movimiento del electrén y ¢;, la energia del atomo (e; corresponde
habitualmente a eg, la energia del d4tomo en reposo). El estado final del sistema, denotado
mediante el subindice f, esta caracterizado por |pf) = |py,e¢); la probabilidad de una transicion
del estado i al estado f por unidad de tiempo, P (p;, ps), estéd dada, segin la regla de oro, por la
férmulas:

2
P (pi,py) = - Kppoerl V Ipienl p(Ef = E;) dQ

en la cual V(r) y p(E) designan, respectivamente, el potencial de perturbaciéon del dtomo y
la. densidad de los estados finales. La conservacién de la energia requiere E; = Ey, o bien
(p?c / Qm) +ef = (p?/2m) +¢€;. La densidad de los estados finales est4 relacionada con la cantidad

de movimiento mediante la ecuacion:

o

p(E) 15



Teniendo en cuenta E = p?/2m (o bien dE = (p/m)dp), se obtiene p(E) = mp. Las funciones de
onda de los estados final e inicial son, respectivamente:

1\
— - pr~r \II “
©r <27rh> e £ (ra)

L \32
o g) o)

Se obtienen tomando el producto de los términos correspondientes al electrén y al atomo.
El flujo incidente es J; = (1/27h)? (p;/m).

Podemos escribir entonces:

<1>3 %aﬁ(e)dﬁ = P (pi,py)

2mh
_ H( ) (=) /MY (1YW (1) W, () &P, d3r2m o
s 7 (ra) Wi (1a) d°rg Dy
A partir de esto, obtenemos:
m®  py —iq.r * 3, 13 ?
75i0) = L He V()T (1) U (1) drg dPr

Estableciendo:

_Z€2 Z €2
r CL|r—ra|

y recordando que la utilizacién de la férmula de Poisson permite reemplazar el potencial por la
carga de acuerdo con la expresion:

e—tar 4 . 4 .
J d3r = q—g Jé (Jr — ro|) e T d3r = q—geﬂq'r“,

r— ra|
m? py|4ne*Z 3 4re? ; 3 ’
* —iQTg Ty *
O'fz(e) = 47T2h4p7 q2 J\I]f\:[]z d Ta — q2 JZG ar \I}f\Ijl d Ta (312)
a

La primera integral se anula porque las funciones de onda atémicas son ortogonales. Nos queda

entonces:
e“m 2
ofi(0) = ( )

Observamos de paso que la ec. (12) permite resolver la ec. (11) estableciendo |p¢| = |pi| ¥
U, = U; = Uy; en este caso, el factor Z aparece en el primer término y F(g), en el segundo.
La seccién eficaz de dispersion ineldstica o, (6) para el dngulo 6 se obtiene sumando todas las
transiciones posibles y teniendo en cuenta que |kf/k;| ~ 1:

oin (0) = (6 m) . fz iAo gy, d%a
ji

Utilizando la notacién bra-ket:

o= () 23l

2

e "I (1) W (1) dPrq (3.13)




el calculo de la expresién

2\<f12e fara |

fi

se realiza introduciendo la relaciéon de clausura y evaluando las expresiones siguientes:

S X e of

J#i
= S e A e iy — [l e iy|
f a b a

= (il Y e i) - F(g)

a,b

=Y (i iy — F?(q) + (i| )| e lram)y)
a a#b

= Z— F(q) + G| Y, ey

a#b
Obtenemos entonces:
2 2
4
o @)= (55) 5 (2~ @+ T et

h q a#b

Cuando ¢ se hace grande, el primer término es el dominante. Hemos encontrado asi la seccién
eficaz de Rutherford con un factor Z en lugar de Z2. Este resultado nos permitira posteriormente
tratar por separado la desviacion angular y la pérdida de energia del haz primario. En cuanto
a la desviacién angular, no distinguiremos entre dispersién eldstica e inelastica; simplemente
sumaremos la contribucién de cada proceso introduciendo el factor (Z + 1)/Z (Spencer). La
transferencia de cantidad de movimiento hq desempenia un papel importante en la formulacién y,
dependiendo de su amplitud, podemos distinguir varios dominios caracteristicos de la seccién
eficaz de dispersion ineldstica. Podemos escribir:

=K+ k]% — 2k;ky cos 0
Para una pérdida de energia dada, y derivando la expresion anterior, obtenemos:
kik
q dg = kikssinf df = Tf o
T

Observando que la velocidad v del electrén incidente y el vector de onda k; estan relacionados
mediante la expresién k; = muv/h, la ecuacién (13) se convierte entonces en:

2\ 2 ,
ori(0) =8m (;}) ;13(1 JZe_Zq‘r“‘I’j‘c‘Pi d3r,

Si suponemos que las pérdidas de energia son pequenas y denotamos mediante vy una magnitud
del orden de las velocidades atémicas, también tenemos las relaciones:

2
(3.14)

h2

2 2 h2 2
Ej—Ei = 5~ (kj —kj) =

%(k‘f—l-k‘i)(kf—k) ho (kg — ki) = mug

10



Para angulos de dispersién pequenos:

=k + kJZc — 2kikycosf =
2
=k} + k7 — 2kiky <1 — Z) ~ (kf — ki)* + (ki0)?

ademas:

Es— E;\?
2 _ f i 2
q° = (hv ) + (k0)

si establecemos:
ki~kr=Fk

Sobre la base de las consideraciones precedentes, podemos afirmar lo siguiente:

a) La transferencia minima de cantidad de movimiento hqpi, ocurre para § =0 y estd dada
por:
dmin = % (315)
b) Existe una oscilaciéon rdpida en el factor e =" cuando gry » 1. Si introducimos el radio
atémico a, la energia del d&tomo en reposo (F; = Ey) puede expresarse sencillamente en
funcién de a de la forma:s:
=2

h2
por lo tanto a? =

Fy ~
0= 2ma? 2mEy

El valor qg de ¢, definido mediante gya = 1, o bien:

vV 2’1’)’LEO
=7 (3.16)
posee, por lo tanto, un significado fisico importante.
c) Existe un dominio en el cual (Ef — E;) /hv « kf; en este dominio, la energfa transferida
durante la colisién es proporcional a k6 = (mwv/h) 6: ya no depende de la naturaleza de la
transicion.

Nos resta ahora definir dos magnitudes fundamentales: la seccién eficaz de ionizacién y el poder
de frenado. Comenzamos por esta tltima, puesto que alli puede introducirse de manera natural
la fuerza de oscilador.

3.4. Poder de frenado

Definicién. - El poder de frenado es la pérdida media de energia que experimenta un electrén
incidente como resultado de colisiones inelasticas con el atomo dispersor. El promedio se toma
con respecto a todos los estados excitados del dispersor y sobre todos los angulos de dispersién
del electrén.

La pérdida media de energia §F estd dada por

. dmax Imax 62 2
0F = - Z(Ef—Ei)aﬁdq:f , 87r<m> > (Ef - Ey) x
min f Gmin f
? d
X JZe_iq'ra\I/jZ\I/i d3ry —?)q
q
a

11



Esta expresion resulta de una sustitucién simple de la expresién dada en la ec. (14) para oy;.
Surge una dificultad del hecho de que el limite inferior de integraciéon depende de la cantidad
de energia transferida en el momento de la colision. En general, no es posible intercambiar el
orden de la sumatoria y la integracién. Para resolverlo, efectuamos la integracion en ¢ sobre dos
subintervalos (Gmin ;1) ¥ (41, ¢max). Con excepcion de hgmax , que denota la transferencia maxi-
ma de cantidad de movimiento, todas las demds magnitudes fueron definidas en la seccién anterior.

1) gmin < g < q1

Al elegir para ¢; el limite inferior para el cual podemos escribir ¢ ~ (mwv/h)6, tenemos

2
dq
q3

2

2
= € —iq-re 13
51E—87r(rw> Zf:(Ef—EZ-)JUZale aragiy; dir,

La exponencial puede expresarse como una serie infinita y tenemos la libertad de hacer que el
eje x sea paralelo a la direccién de ¢

2
60 E =81 (;2) zf](Ef — E) J U; (1 —igzq) U5, dPr,
Puesto que las funciones de onda del 4tomo son ortonormales, nos quedas:
_ e2\” , * . 43
0 E =8r <7"'w) Zf:(Ef — E;) J Uzalqua\lff\lfi d°r,

2 q1 d
=sn (1) s - B |

2
dq
q3

2
dq
q3

(3.17)

dmin

Si establecemos:

(dm)fi = 625%7

donde d, es la componente dipolar del atomo, entonces, integrando respecto de ¢, obtenemos:
_ e\ 2 2 qhv

Dado el escalar f y sus elementos de matriz fs;, de acuerdo con el teorema de suma (véase el
Apéndice IIT), podemos escribir:

> (B~ B |l = 5 (F7%— 177
!

0

donde f denota la derivada temporal y f, el adjunto. Aplicando este resultado a:

y sabiendo que:

resulta:



o bien )
f = E ;pxa
Xa
Vf == Z ;a
a
Por lo tanto, obtenemos:
. . 1 1
FIT == =P Dm—D> 7 D —pa,
~m 3 3 ~m

Puesto que este resultado es conmutativo para a # b, nos queda:

z .
1 1 . ih
EZ (pa:axa - xapa:a) = E Z —ih = _EZ
a a=1
puesto que existen Z electrones en un elemento de nimero atémico Z. Obtenemos asi:
1 2 B2
QZ (Ef — Ey) (dw)fi ~om
f

Establecemos entonces:

2
=7

ZNif = (Z.:)lQ Zf: (Ef — E;) |(de) p;

f

y definimos In(.J) mediante:

Zn(J) = ZNifln(J) = ZNif In (Ef — E;)
f !

Sustituyendo esta magnitud en la ec. (18), obtenemos el resultado final:

_ 4metZ h
01FE=""21n <Q1 ”) (3.19)

mu? J
2)q>aq
En esta region, tomar tnicamente el primer término de la expresién en serie de e *4"e ya no es

adecuado, pero en este caso podemos intercambiar el orden de la sumatoria y la integracién. La
sumatoria:

> (Br = E) | figl?
f
se obtiene sustituyendo f por el observable:

Z efiq.ra
a

Utilizando los resultados de los célculos presentados en el Apéndice III, obtenemos:

2m —iqQ-Tq
thqQ (Ef_Ei)’(Ze 4 )jfz“:Z
f a

_ ArnZet (Mmixdg  4metZ méx
6o B = 22 J T ln<q a) (3.20)
mu a q muv q1
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A 7 e* ( hUGmax >
5 In
mu J

Para valores grandes de ¢, correspondientes a gmax , podemos escribir:

muv
dmax = ?Qméx

B 4 Z4 2
§E = 2° 1y (m; eméx>

mu?

Teniendo en cuenta el intercambio de electrones y expresando explicitamente 6,,x , recuperamos
la férmula de Bethe que volveremos a utilizar:

g 2z <(6/231/2E) 1)

con (e/2)Y/? = 1,166, donde e es la base de los logaritmos naturales (neperianos). La Figura
3 muestra la energia del electrén en funcién de la fracciéon de la longitud total de trayectoria
recorrida.

E (kV)
x

14.0 - o

12.0 1 X

10.0 - S

P
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
X/R

Fig. 3. - Energia del electréon en funciéon de la distancia recorrida.

3.5. Seccion eficaz de ionizacion

Definicién. - La seccion eficaz de ionizacion es la probabilidad de llevar un dtomo dispersor a un
estado excitado dado mediante un proceso de dispersion ineldstica. La seccion eficaz de ionizacion
para el nivel f estd dada por:

e? 2
o= (5)

2

q3

J YleTareyiy; dir,
a
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Como vimos anteriormente, la parte principal del integrando en la integral més interna no puede
despreciarse para valores de ¢ tales que ga > 1. Por lo tanto, podemos utilizar el desarrollo en
serie de la exponencial y hacer uso del momento dipolar del dtomo :

o 152 o

Introduciendo la fuerza del oscilador definida en la seccién anterior, es decir :

2 dq

q

2m 2

Nif(q) = (eh)?2 (Ey — Ei)

(de) fi

resulta :
o [ 2t st o
= E Ef—E; q

Gmin

y se realiza la aproximacién tomando N;f(q) =~ N;¢(0)
Después de integrar, obtenemos :

0 2met N;f(0) | V2mEwv  wet Nif(0) ) 2mE;v?
= n = n
" "E Ey—B;, E;—E E Ef—E; \(E - E;)>

Puesto que sabemos que E; ~ E; — Ef y 2mv? = 4E, podemos escribir :

4 N,;#(0 4F
Q=" i)
E B —E " |Ef—E

1
La Figura 4 muestra la variacién de (E In (E/E))), donde Ej es la energia del nivel excitado, que

aparece en la expresiéon de la seccién eficaz de ionizacién utilizada habitualmente para efectuar
dichos calculos.

met E
E)=—2zuybln | — 3.22
AE) = iz zutin () (3.22)
2
=
]
£
o
.“é’
=
c
0.00 T T T T
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0

accelerating voltage (kV)
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Fig. 4. - Seccion eficaz de ionizacion.

Para finalizar esta discusion, debemos mencionar el trabajo experimental de Cosslett y Thomas
en el intervalo de energias de 5-30 keV, que es el intervalo de nuestras técnicas. En sus articulos
encontramos resultados numéricos pertinentes para la dispersion y la pérdida de energia.

3.6. Método de Monte Carlo

3.6.1. Principio

La técnica de Monte Carlo consiste en muestrear una o mas variables aleatorias extrayendo
valores al azar de un conjunto de valores equiprobables de esta variable, de manera andloga a lo
que ocurre en el juego de la ruleta, en el cual la rueda puede detenerse en un nimero elegido al
azar entre un conjunto de nimeros que tienen igual probabilidad de aparecer.

A partir de cualquier distribuciéon podemos construir una distribuciéon uniforme de la siguiente
manera :

o Sea p(x)dz la probabilidad de que la variable aleatoria z, definida en el intervalo (z1,x2),
esté comprendida entre z y x + dz.
o Sea

la funcién de distribucién asociada, que representa la probabilidad de que z1 < x < €. Esta
funcién toma valores en el intervalo [0, 1]; un conjunto de N valores de igual probabilidad
{z;}, obtenido dividiendo el intervalo [0, 1] en N intervalos iguales, se define mediante :

1—1 1

N Tan
En la practica, el problema se reduce a formar este conjunto. Una vez que ha sido formado, el
muestreo se efectiia extrayendo al azar un nimero r, generado por un generador de niimeros
pseudoaleatorios, tal que 0 < r < 1. El rango del valor seleccionado, dentro del conjunto de
valores equiprobables, es la parte entera de rN. Como ejemplo, la Figura 5 muestra la distribucién
de los angulos de dispersion en funciéon de angulos equiprobables.

P (z;) = con 1<i<N
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0.60
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0.20
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Theta (Degrees)

Fig. 5. - Funcién de distribucién del dngulo de dispersion.

El caso con una sola variable aleatoria tiene escaso interés practico; la técnica adquiere todo su
interés para describir un fenémeno cuando se consideran varias variables aleatorias.

3.6.2. Simulacién de la trayectoria
3.6.2.1. Blanco semiinfinito

Como resultado de las colisiones con los atomos del blanco, los electrones primarios se frenan
progresivamente y se desvian de su trayectoria inicial. Suponemos que las pérdidas de energia
son continuas y que, como consecuencia, podemos establecer una relacién biunivoca entre la
distancia s recorrida por el electrén y su energia F (ecuaciéon de Bethe).

Imaginemos un electrén que se desplaza en la direccién u desde el punto A (Fig. 6) y que sufre
una colisién en A’; sea u’ su nueva direccién de propagacién. La distribucién estadistica de
cos# = u.u’, donde 6 es el dngulo de desviacién, estd dada por la seccién eficaz diferencial de
dispersién : o(0)dQ) = o.f(0)dQ2 donde o, representa el nimero de colisiones por unidad de
longitud de recorrido y f(0)d€2 es la probabilidad de que la desviacién esté comprendida entre 6
y 6 + d6; f(0) es una probabilidad definida en el intervalo (0, ), puesto que

fo " HO)d =1

Por lo general, solo se tienen en cuenta los eventos de dispersién eldstica, que son los responsables
de las grandes desviaciones angulares?; sobre esta base, las pérdidas de energia y los eventos de
dispersion se consideran eventos independientes. De este modo, la trayectoria se describe como
una sucesién de segmentos de recta, de acuerdo con el método que resumiremos a continuacion.

2El factor (Z + 1) /Z se introduce para evaluar la contribucién de los electrones dispersados ineldsticamente.
Solo interviene en el valor de o, (véase la seccién 1.2).
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Fig. 6. - Diagrama de un paso de la trayectoria del electron.

La cantidad o, depende de la energia de los electrones y de la naturaleza de los a&tomos del blanco.
so = 1/0e (Ep) representa el camino libre medio de un electrén incidente, lo que significa que un
electrén experimenta, en promedio, una colisién al recorrer una distancia sg. La fracciéon de la
distancia que recorre en su direccién inicial, r¥sg, se determina mediante la extraccién aleatoria
del ntimero ¢ por medio del generador de niimeros pseudoaleatorios. En el instante en que ocurre
la colision, el angulo de desviacién ; se extrae aleatoriamente del conjunto {6; (Ep)},(1 < j < N)
de angulos de dispersion equiprobables, siendo 7 = la parte entera de rgN . La extraccién de
un tercer niimero aleatorio 7§ de distribucién uniforme permite elegir el azimut uniformemente
distribuido. Posteriormente, el electrén recorre el trayecto (1 — 1Y) sy en su nueva direccién
definida. Al final de este paso de su recorrido, su energia es Fy = FE (sg) y sus nuevas coordenadas
se calculan por medio de férmulas de trigonometria esférica.

El mismo procedimiento se repite para el paso siguiente. Los pardametros para el i-ésimo paso
son: la longitud de recorrido s;, que no es més que el camino libre medio del electrén de energia
Ei—l == E(S), con

i—1

SZZSk,

k=0

el 4ngulo #;_1 entre el segmento AA’ y la direccién inicial, y el conjunto de dngulos equiprobables
basados en la seccién eficaz de dispersiéon simple {#; (E;—1)}, con 1 < j < N; la determinacién de
A’ el punto final del paso, depende de la terna de ntimeros aleatorios (ri, ré, ré) Una trayectoria
finaliza cuando la distancia total recorrida es igual a la longitud de recorrido R (alcance),
correspondiente a un electrén llevado al reposo, o cuando el electrén es retrodispersado (Fig. 7).
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Trayectoria y

Paso <

Z=2+2'(r,0,4)
I
E,=E(S+dS/2)

0,=0(0,_1,0,,0;)
|
p=1-r
Z=72+272"(p,9;)

N
S=S8+dS
I=i+1
& B 5%
|
k = k(Z)
Nig= Nj+1

Fig. 7. - Simulacién de trayectorias de electrones en el caso de eventos de dispersion simple.

El resultado obtenido del muestreo es la matriz {nf}, uno de cuyos elementos proporciona el
numero relativo de electrones de energia F;, presentes en una capa de espesor s, situada a una
profundidad:

k—1
Se=),5
=0

la matriz se actualiza al final de cada paso colocando el electrén en una de las laminas previamente
definidas.

La matriz presentada en la Tabla I se utilizdé para simular la distribucién de radiacién X
caracteristica en funcién de la profundidad, mostrada en la Figura 8. Se utilizaron los valores
que toma la seccion eficaz de ionizaciéon para cada energia F;. Un buen muestreo requiere el uso
de un gran nimero de trayectorias independientes.
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t
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!
cescecescnae MONCAR N =15000

Fig. 8. Distribucién de rayos X caracteristicos en funcién de la profundidad.

Podria imaginarse una cantidad asombrosa de variantes, entre ellas el tratamiento estadistico
de las pérdidas de energia, la introducciéon de una seccién eficaz inelastica, etc.. Implementar
este tratamiento requiere utilizar tal cantidad de memoria y tiempo de procesador central en
la computadora que nos limitamos a un modelo simple; por lo tanto, es necesario ajustar los
pardmetros para obtener concordancia con los resultados experimentales. La optimizacién de las
condiciones de funcionamiento es un tema de considerable interés, que constituye un trabajo en
si mismo. La cuestion puede formularse en los siguientes términos: ;cémo se obtiene la maxima
precisiéon con un costo minimo?
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Una forma de disminuir el costo consiste en utilizar una técnica de dispersion miiltiple empleada
inicialmente por Bishop. La longitud elegida para el elemento de trayectoria es tal que pueden
ocurrir varias colisiones a lo largo de él. De este modo, las colisiones se agrupan en un inico pun-
to y la desviacién angular resultante se calcula mediante la convolucion de Goudsmit y Saunderson.

3.6.2.2. Muestras delgadas

La Figura 9 representa el diagrama de flujo para la simulacién de la distribuciéon de electrones en
una capa delgada de espesor Z; depositada sobre un sustrato, como se muestra esquematicamente
en la Figura 103,

------------------- .

Z=0
=0
Cambiar en 1

Muestreo de 1}, rf, 2

3 41 v 2

Zy = Zi_y + 1} s cos(B;_,) Zi = Z;_y + vl s cos(B;_y)

Z>1,

A

N

I
I
1
1
I
1
1
1
1
I
1
1
1
|
1
1
1
I
1
1
Muestreo de 8/ (1r7) y ay(rf) :
Célculo de 6; |

Z; = Zi+ (1 —1}) s cos(6;) :
1

1

1

1

I

1

1

1

1

1

1

1

I

1

1

1

1

I

I

1

1

|

1

Muestreo de 8] (r?) y a;(r?)
Célculo de 6; 0
Z; = Z; + (1 — 1}) 5 cos(8;)

>

N

A4

Electrén en retroceso en la
pelicula desde el sustrato
Incremento de cambio

A

Electrén
retrodispersado

y

Y
Electrén que alcanza
el sustrato

Actualizacién de
la matriz n,‘fe

Incremento de cambio
Prueba de fin de trayectoria

»
»

v

/Y
I
I
I
I
|
I
[
[
[
|
|
I
I
I
I
|
I
I
I
|
|
L

Fig. 9. - Simulacién de la distribucién de electrones (muestras delgadas).

3Este procedimiento también puede usarse para tratar capas delgadas sin sustrato.
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Substrate ‘e

Fig. 10 - Representacién esquematica de una capa degada depositada sobre un sustrato.

En primer lugar, se calcula Rf, el rango o camino recorrido por los electrones en un material
cuya composicion es la misma que la de la pelicula. A diferencia del procedimiento descrito en la
seccién anterior para la distancia recorrida en un paso de la trayectoria, utilizaremos una fracciéon
fija del rango recorrido para poder utilizar el método de Goudsmit y Saunderson (Apéndice
IV); de esta manera, reducimos el nimero de pasos que deben considerarse, lo cual produce una
reduccion considerable del costo del calculo.

Si tomamos la longitud de un paso como una N-ésima parte de la distancia maxima recorrida,
podemos definir entonces un conjunto de 2N estados de energia, (E;1; E;2), con 1 < i < N,
correspondientes a las energias de electrones que han recorrido las distancias

1\ Rf Rf
Sia = <Z 2) N Yoz =iy

Para cada energia E; 1, formamos y almacenamos en memoria el conjunto (9{ j> de adngulos de

dispersién equiprobables. La Figura 10 muestra que el electrén puede penetrar en el sustrato
cuando su energia se vuelve menor que F1, para la cual

Zi/ (Rf/N) ~1

Si seleccionamos un recorrido elemental variable S,,, en el sustrato, tal que :

Sm =R (Em—l,Z) — R® (Em,Q)

denotando por R® el rango recorrido en un material de la misma composicién que el sustrato, su
longitud depende del indice del paso m, pero conservamos para el sustrato los mismos estados
de energia que para la capa delgada. Formamos y almacenamos en memoria el conjunto de
angulos de dispersién equiprobables en el sustrato, <Gf’j). Después de estos calculos preliminares,
se emprende la descripcién de las trayectorias individuales. En primer lugar, inicializamos las
variables Z y 6, y colocamos el conmutador en 1. Para un paso dado, extraemos entonces los
niimeros aleatorios ¢, 1} y ré. Las posiciones 1, 2 y 3 del conmutador representan, respectivamente,
las partes de la trayectoria del electrén en la pelicula, en el sustrato y nuevamente en la pelicula
después de la retrodispersion desde el sustrato.

La asignaciéon de las posiciones del conmutador por incremento nos permite finalizar la trayectoria
de un electron que hubiera realizado mas de dos transiciones pelicula-sustrato.
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El lado izquierdo del diagrama de flujo (Fig. 9) corresponde a la parte de la trayectoria situada en
la pelicula; se reconoce facilmente, puesto que incluye la actualizacion de la matriz de distribucién
espacial y energias de los electrones. Cuando los electrones atraviesan esta capa y entran en el
sustrato, la posicién del conmutador se incrementa en uno, de modo que el paso siguiente queda
situado en el sustrato (lado derecho del diagrama de flujo).

La matriz nf” no interviene en esta rama y debe senalarse que el conjunto de angulos de dispersion

equiprobables difiere del conjunto de dngulos utilizado en la pelicula. Los indices s y f se han
eliminado de la figura para simplificar la notacion.
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3.8. Apéndice I Transformadas de Fourier del potencial v(r)

El potencial estd dado por :

VA 2
o(r) = ==

La transformada v(q) de v(r) se define mediante :

Ze? ,
v(q) = J 26 or/agiar dsr
rg,d T

con :

q-r=g¢q 7rcosf
dsr = r?sinf df d® dr

por lo tanto :
0 Z€2 9 T ) 0 2m
v(q) = f = p2er/e drf e 1" Ygin dGJ do
o T 0 0

1) Integracién respecto de ®

T
re”"/% dp J e 14 cos0 gin 9 4o
0

o(q) = 2 Z¢? J ’

0

2) Integracion con respecto a 6
Estableciendo cos 8 = u, tenemos:

f e tar cos 0 sinf do = f e WU o = | e tarY
0 -1 qr -1
T, , 2sin qr
= — (e Wr_ e+qu) = 7(:1

qr qr

La integral se convierte en:

AnZe* (©
v(q) = f e % singr dr
q 0
3) Integracién respecto de r
Integramos por partes dos veces:
e Primera integracion:
o0 e~ T/a ®© 0
J e "/%singr dr = |—singr + qaj e "% cosgr dr
0 1/a 0 0
0
= qaf e "/ cosqr dr
0
e Segunda integracion:
0 e T/a *© o0
f e "/ cosqr dr = |— cosqr| — qaf e "/singr dr
0 1/a 0

0
:a—qaf e "% singr dr
0
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Volviendo a la integral original:

0
J e /smqrdr—qa<a—qaf smqrdr)
0

o0
f e /smqrdr—qa J /Slnqrdr
0
0
f e*r/asinqrdfr’:qi2
0 1+ q%a

Finalmente, la transformada de Fourier del potencial es:

v(q):zmze?( qa® >

q 1 + ¢%a?
A Ze?
U(Q) = 1 5
PR
Sustituyendo en la ecuacién:
2
m
o(0) = ——|V(g)|?
(6) = 5tV (@)
con: -
0 h*k
1
Oy = —
0 ka
obtenemos:
Z2 4
o(0) = :

2 2
16 E2 <sin2 g + ‘if)

3.8.1. Calculo de la seccion eficaz total de dispersion

o(0) es la seccién eficaz diferencial de dispersién simple. Para obtener la seccién eficaz total de
dispersién ., debemos integrar sobre todo el angulo sélido €2:

Oe = f o(0)dQ = f o(0)2msinf do
Q

0
_ f” 21 72 et sin ¢
.=

16 E2 0 02\°
272,70
(sm 5 + 1 )

Estableciendo o = 62/4, nos queda por integrar:

.0 0
u sin 6do T 2SID§COS§
| T ¥
0 sinQQJra 0 sinQQJra
2 2

Estableciendo u = 0/2, la integral se convierte en:

J’T/Q 4 sinu cosu d
TP du

0 (sin2 U+ a)2

26



Estableciendo v = sen u, resulta

b 4o do 1
ikl
0o (v2+a) (v2 4+ «)

Ze? 2 T
O =
¢ 2FE ) a(l+a)

Tomando el cociente o(6)/oe, obtenemos f(6), el factor de dispersion:

o2
o al+a)

ol +a) 1
10) = 7 (14 2a—cosf)?

Las colisiones responsables de la pérdida de energia de los electrones involucran una desviacién
angular adicional, que se tiene en cuenta multiplicando la seccion eficaz total o, por el factor
(Z +1)/Z (Spencer (1955) y Fano (1954)).

3.9. Apéndice II Perturbacion dependiente del tiempo.

Planteamiento del problema. - Consideramos un sistema fisico hamiltoniano %3, cuyos vectores
propios son |, ) y cuyos valores propios son E,,. Tenemos entonces:

H ’Spn> =E, ’Spn>

Suponemos que el espectro de J#) es discreto y que .7 es independiente del tiempo. Los estados
propios son, por lo tanto, estados estacionarios. En el instante tg = 0, el sistema es perturbado;
el hamiltoniano se convierte en:

H(t) =+ V(t) =+ \V (1)

donde A <« 1y V(t) es un observable del mismo orden de magnitud que %4 y nulo para t < 0.
Al estar el sistema inicialmente en el estado |g;), un estado propio de % con valor propio E;,
la perturbacién hace que |¢;) ya no sea un estado propio de J#(t); buscamos determinar en el
instante ¢ la probabilidad P;f(t) de encontrar el sistema en otro estado propio |¢) de . Por
lo tanto, se requiere estudiar las transiciones producidas por la perturbacién entre los estados
estacionarios del sistema no perturbado.

3.9.1. Ecuacién de Schrodinger

Tenemos :
m%yw» = (Ao + 2V (1)) [ () (AIL1)

con
(W (t=0))=lei)
Por definicién, la probabilidad Pjs(t) se escribe :

Pis(t) = Koy [ XD =1Cs (1)

Al elegir la representacion |py,), la base es {|pn)}; las componentes Cy,(t) de [¥(t)) sobre {¢n)},
definidas por C),(t) = {pn | ¥(t)), permiten escribir :

U(t) = >, Cul(t) on)
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Proyectando ambos miembros de la ecuacion (1) sobre la base |p,) y utilizando Y, [¢r) (o] =1,
obtenemos :

m—Z [or) Con | W(2)) = 2 o) Conl (6 + AV (1)) [2(0))

Teniendo en cuenta la relacién {p,| 7 |¢r) = Endnk, obtenemos el sistema de n ecuaciones :

- Cult) = Cult)Bn A Y u) o V(1) (0)
1 L (AIL.2)
ih-1-Cu(t) = Cu(t) En + A; VokCr (t)

Para t = 0, las soluciones son :
Ch(t) = bpe Fnt/" cuando AV (t) = 0,

siendo los valores de b, constantes que dependen de las condiciones iniciales. Por lo tanto,
ensayaremos soluciones de la forma :

C(t) = by ()e™nt/h cuando  AV(t) # 0

an(t) _ dbn(t) —iEnt/h -En —iEnt/h
adt - — i, balt)e

(AIL3)

Utilizando el resultado (3) en la ec. (2) y multiplicando ambos miembros de la ecuacién por

eEnt/h ohtenemos :
oo dba(t) - +i(Bn—Ep)t/h
ih—= = A; Viiebis (t)e
Haciendo wy = (Fn — Ex) /h :
t , .
) AT ()b (1) (AIL4)
k

Escribiendo que by, (t) = b2 (t) + AbL(t) - - -, obtenemos :

db,(t)  db2(t)  dbl(t)
— Aoon
dt dt * dt
y utilizando este resultado en (4) :
. db’??,(t) db}l( ) Wyt 1
m( A )—)\Ze Vi () (BR(t) + Nog(t) + - -+ )

Identificando los coeficientes de las potencias correspondientes de A, obtenemos lo siguiente en
funcién de los érdenes sucesivos :

Orden

0
o A0 _
Clitbl (t)
. n _ Wkt 0
L in—2 _;e RV ()21

dby, (t)

i
BAT

= Y eV (b (1)

k
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Una vez determinado uno de los b, los demds se obtienen mediante una férmula de recurrencia,
puesto que supusimos que, para t = 0, el sistema estaba en el estado |i) :

o WO (t = 0) = 0p; — BO(t) = 6
ba(t =0) _5"1{ b (t=0) =0

La ecuacién de primer orden en \ da :

0

i
LY

= )MV ()0 = €™ Vi ()
k

por lo tanto :

1t . .
bl 1) = — W4t ” t/ dtl
M= g | T ()

Volviendo a la probabilidad P;y = |C f|2, con
Cr = by(t)e ™ Brt/h = (6G(t) + Ab}(¢)) e~ Ert/M
Cy = Nbj(t)e Bst/h
puesto que el sistema se encontraba inicialmente en el estado |i)
2
Crl” = X [o30)
y volviendo al observable V() = AV (t):

1|t 2
Pif = |Cf|2 == j elwrit Vfi (t,) dt’

n= Jo
Esta férmula muestra que la probabilidad de una transicion es proporcional al cuadrado de la
transformada de Fourier de la perturbacién considerada como la pulsacion de Bohr asociada con

la transicién estudiada.
En el caso particular en que V(t) = V coswt, con V independiente del tiempo, tenemos:

+ 2
Pis(t,w) = e J e“”fit,Vfi coswt'dt’
0
. . 2
V2|t iwt’ —iwt’
Vi € +e ’
Hf(t,(x}) = ? L e"r f dt
i o o (AIL5)
_ f; J ez(wﬁ—l—w)t _|_ez(wfi7w)t dr’
4n= {Jo
p (t ) Vf27, 1— ei(wfier)t 1— ei(wfifw)t 2
: w) =
R 4h? wfi +w W —w

Si w = 0, la perturbacion es independiente del tiempo, y

N 2
2 - Vf% sin wgt
COR?\ w2

Si la energia Ey se encuentra en una parte continua del espectro de J7j, no existe manera
de medir la probabilidad, para un instante ¢, de encontrar al sistema en un estado final bien
definido |py). [{py | W(t))|? representa entonces una densidad de probabilidad para cierto grupo
de estados finales. La probabilidad se obtiene mediante una integracién sobre un dominio centrado
en este grupo. Debemos escribir entonces:

Vii

1— eiUint
| own

Piy(t) =

Wfi
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5Py — ijil sin (wg;t/2) 2
h (,Ufi/Q
y observando que:
(s (wpit/2)\? B ,

siempre podemos transformar la integracién sobre los estados finales en una integracién sobre la
energia utilizando la densidad de los estados finales p(E):

1
T2
2 9

Pif/t = fP(Ef = L) |<Ef = B4 V|80i> |

Debe entenderse que las energias en cuestiéon son las del sistema considerado en su conjunto.

Como ejemplo, consideremos el caso de la dispersiéon. Si la dispersion es elastica, tenemos
E; = h*k2/(2m) y

Py f p(E)Vf; 2nhts (Ey — E;) dE

h2k?
Ep=—1
2m
Aqui, k; y k¢ denotan los vectores de onda de los electrones incidente y dispersado, respectiva-

mente, con

kil = [kl
Si la dispersién es inelastica, tomamos
R2k2 h2k>
E,=¢9— 277; y Ef:En-i-Tmf

Esto corresponde al paso del d4tomo desde el estado fundamental |0) al estado excitado |n).

3.10. Apéndice III Teorema de suma

Sea un observable f(z,y,z) o f(r) que se denotard simplemente como f y sean fo, los elementos
de matriz para la transicién desde el estado |0) al estado |n) :

fOn = fwgfmn dgr

La dependencia temporal de los elementos fj, se determina a partir de la dependencia de las ¥,,.
Podemos escribir ¥,, = @ne*’Ent/ h, entonces :

fon(t) = fg;;; FoneiEnEotfh g3y _ o ~i(Enm
d , i i (AIIL.1)
g Jon () = f = —5 (En = Eo) fon(t) = 5 (Eo — En) fon(t)

Debemos evaluar la expresién :

S (Eu — Eo) [foul* = 3 (Bu — Eo) (fon) (fon)"

n n

Por definicién, la matriz adjunta (fo,)* = (fa0)™. Por lo tanto, tenemos :

Z (En - EO) (fOn) (fOn)* = Z (En - EO) (fOn) (an)+

n n
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h .
De (AIIIL.1) obtenemos (E, — Ey) f = —,f, y de esto :

Z(En_EO) (fOn) (an = _*Z fOn an —ih(f.er)OO

n

Las funciones de onda del a&tomo pueden elegirse reales y los elementos de matriz quedan entonces
relacionados por fo, = frno ¥

fnoz_%(EO_En)anZ_ﬁ'( )fOn— (E EO)fOn— fOn

La suma ZRZ (fon) (fno) T también puede escribirse :

—’LFLE fn() an = _ZHE fOn fn())
y también : ) .
ih(ff) g0 =—1h(F"f)gq

Tomando el promedio de las dos expresiones :

(B~ Eo) ol = (17— 1)

n

Si este resultado se aplica a f = Ze*iq'r“, sabiendo que :

a

L pvreviop)

f:2m

y observando que :

Vf= Z —ige tdTa
—mz Va

el resultado es :
h —1iqQTq —1iq-Tq
- 2m d(a-Vae +e a-Va)
a

Z . .
— ( fft—f* f) puede obtenerse directamente evaluando el conmutador

ih?

4m s

((e—iq-raq Vat+q- Vae_iq'ra) 7ei<l~rb)

Si a # b, los dos operadores conmutan evidentemente. Por lo tanto, queda :

ihz —iq-Tq iq-Trqg —1iq-Tq
ih? )
:_RZ{(ZQ +q-Va) = (—ig° +9-Va)}
_ hz 2 _ h2 2
= om il =917

y, finalmente :



3.11. Apéndice IV Calculo de la funcién de distribucién para la
dispersion miultiple de electrones

El cédlculo se realiza utilizando el método de Goudsmit y Saunderson (1940), mediante la
convolucién de la seccién eficaz de dispersién simple desarrollada en términos de polinomios de
Legendre.

3.11.1. Desarrollo de la seccién eficaz de dispersion simple

Buscamos desarrollar f(f) como una serie de Legendre :

1 o0
f0) = yp ,;0(2n + 1)a, Py (cos )
con -
ap, = f 27 f(0) P, (cos 0) sin 6do
0
donde :
ol +a) 1
J0) = 7 (14+2a—cosf)?
con

a=34x10"3 (22/3) /E

T, a(l+a) 1 .
— 2 P,
an L T— 15 20— cos0)2 (cos 6) sin 6d6

P, (cos@)d(cos ) = 2a(l + a) x

« J Tl b

4 (T+2a—u)2™ "

0
1
=2a(1
an = 20( +Q)L (1+2a — cos )2

Haciendo = = 1 4 2q,
+1 1
2a(1 = —— =P, (u)d
an/2a(1 4+ ) J—1 @ (w)du
pero:
1 d 1

(x —u)? __a(x—u);

de donde :

an/20(1 + ) = L [T Tal®) du:—2( d f”%(“))du>

de J_; z—u dz ), 2z —u

por lo tanto :

d
an/20(1+ a) = =2 (Qu())
donde @, (z) es la funcién de Legendre de segunda especie
an, = —4a(l+ a)Q (1 + 2a)

Las funciones @, (z) estén relacionadas mediante las expresiones (Humbert y Colombo (1949)) :

nQy = .Z‘Q;l - Q;z—l
(n+1)Qn = Q41 —zQ;,

32



Multiplicando la primera de estas ecuaciones por (n + 1) y la segunda por —n y sumando las
expresiones resultantes :

Qi1 = 2n+1)2Q;, — (n+1)Q;_4
Las sucesivas @], se obtienen a partir de las dos primeras mediante la férmula de recurrencia;

e a partir de:
1 z+1
Qolz) = §1n (m— 1) 7

obtenemos :
1 1

@) = I DE=D ~ fa(ta)

Qi) = 5n <””“) 1

r—1

e a partir de:

obtenemos :

ll(x):;'ln@i) - (9:+1)x($—1)

1—|—2a—|—204(1+a)1n< a )]
I+«

_ -1
~ da(l+a) [
ap = —4a(l+a)Qp =1

Q@
= —4a(1 =142 2a(1 1
ay a(l+a)@ + 2o + 2a( +a)n<1+a>
Los a, pueden definirse partiendo de la misma férmula de recurrencia que para las @, sea :
napy1 = (2n 4+ 1)(1 + 2a)a, — (n + 1)ay—1
tomando 1 como valor inicial de n.

3.11.2. Convolucién de dos funciones desarrolladas en la forma de polinomios
de Legendre

3.11.2.1. Caso general

Consideremos un haz de electrones con una determinada distribucién angular,

fi(6r) = i Z (2n + 1)a, P, (cos 01)

n=0

Utilizando la notacion de la Figura 11, la distribucién angular después de una colisién serd :

F(0,)dQy = J £1(61) A fo(w)d€s

Si denominamos f2(w) a la seccién eficaz de dispersién después de una colision,

o0

fo(w) = ﬁ Z (2n + 1)b, P, (cosw)

n=0
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Fig. 11 Diagrama de coordenadas angulares en el producto de dos eventos de dispersion.

entonces, sustituyendo esta expresién en la anterior, obtenemos :

0¢]

F(02) = Jfl (01) dQli Z (2n + 1)b, P, (cosw)

nO

De acuerdo con el teorema de adicion de los polinomios de Legendre,

k)'

P, (cosw) = P, (cosby) P, (cosb2) —1—22 T
k=1

)l
x pk (cos 1) pF (cos b2) cosk (p2 — ©1)

La suma sobre todos los valores positivos de (p2 — 1) hace que el segundo término de esta
ecuacion se anule.
Por lo tanto :

0

1
F(02) = e Z(2n+1)b P, (cosBs) J f1(01) Py, (cosfy) 2w sin € db
n=0

pero

f f1(01) P, (cosBy) 2msinf df = ap;

De ello se deduce que :

F(6) = — Z (2n + 1)anb, P, (cos 65)

Generalizando, para un haz incidente dado cuya distribuciéon puede representarse mediante :

0
= 2 0(2n + 1)a, P, (cos ),

fo(0) =

y siendo la seccién eficaz de dispersion después de la i-ésima colisién :

fi(0) = — Z (2n + 1)i, Py (cos @),

nO

la distribucién angular después de m colisiones sera de la forma :

0

1
fm(0) = yy ;0(271 + Danbpcy - .. my Py(cos )
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En el caso particular en que el haz incidente tiene una distribucion representada mediante la
funcién § de Dirac, §(6) :

ap = Jé(l —u)Py(u)du = P,(1) =1

y bp = ¢ = -+ -my, (la seccion eficaz de dispersion simple es la expresion de Rutherford en la que
se ha incluido el efecto de apantallamiento) obtenemos la forma mas simple :

0

Fn(0) = % S 20+ 1) Py (cos 6)
n=0

3.11.3. Funcion de distribucion de la dispersion

Consideremos un electrén que ha recorrido Aps; el nimero medio de colisiones que ha experi-
mentado es p = %/JEAps. Suponiendo que la probabilidad de que un electrén haya colisionado
m veces obedece la ley de Poisson, podemos escribir :

11(m) = 2 exp(-p)

La funcién de densidad de probabilidad de dispersién, F'(p, ) toma entonces la forma :

Fp.0)= Y ful@)T(m) =1 3 (204 1) (Z Wbm) P, (cost)
m=0 n=0 m=0 ’

[l
5l
18

i
o

(2n + 1) exp (pbr,) exp(—p) Py (cos 8)

(2n+1)exp (—p (1 —by)) Pn(cos )

I
5=
RE

3
Il
=)

47

n=0

=exp(—p) (1 Z (2n + 1) exp (pby,) Pp(cos «9))

Segin Bishop, conviene considerar por separado la fraccién no dispersada del haz de electrones
al realizar el calculo numérico de la serie para obtener una convergencia maés rapida; sea :

0

6(0) = i Z (2n + 1)P,(cosb)
n=0
F(p,0) = exp(—p) (5(9) + i > (20 + 1) (exp (pbn) — 1) Py(cos 9))
n=0

La funcién de distribucién G(6) se obtiene integrando la expresién anterior :

0
G(0) = 27Tf F(p,0)sin6de
0

3.11.4. Funcidén de distribucidon relacionada con una funciéon de densidad de
probabilidad en forma de polinomios de Legendre

Mostraremos que la funcién de distribucién que describe una funcién de densidad de probabilidad
escrita en la forma de polinomios de Legendre puede expresarse muy sencillamente en términos
de los coeficientes de los polinomios de Legendre.
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Si:

0

F9) = (2n + 1)b, P, (cos0)

4r =

es el desarrollo de la funcién de densidad de probabilidad, la funcién de distribucién G'(9) se
escribe :

= f Z (2n + 1)b, Py, (cos )27 sin 066
™

Invirtiendo el orden de suma e integracién :
1 & 0
G0 - Z f (20 + 1) P, (cos 6) sin 0

% (cos @) sin 06 + 2 J (2n + 1) P, (cos f) sin 0d0>

_1
2 0

0
(bo sin 0d6 + Z bn f (2n + 1)P,(cos ) sin 9d9> .

Haciendo © = cos @ :

G(0) = 5 <bo (1 - Pi(w)) -

Las férmulas de recurrencia dan :
— P,y (u) +uP,
+ Py (u) = uPp,(u) = (n+ 1) Py (u);
sumandolas se obtiene :
(2n+ 1)Pu(u) = Pyyq(u) — Py (u)

Integrando, obtenemos :

(2n+1) an(u) = Poy1(u) — Py—1(u)

Sustituyendo en la integral :

G'(0) = % (bo (1 - Pi(u Z Pri1(u Pnl(u)))

n=1

Sumando término a término,

G'(0) =

;<b0(1—P1(u))+b1P0( ) + baPr(u Z btz — bp) Pogi1(u )>

1 o0

=3 (bo+b1po( )+ (b2 — bo) Pr(u 7;1 (bp — bpt2) Prgi(u ))
1 0

=3 (bo-i-blpo 7;1 n—1— bny1) Po(u ))
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3.11.5. Calculo numérico

Reemplazando los coeficientes b,, por sus expresiones y teniendo en cuenta la parte no dispersada
del haz, obtenemos :

G(6) = expl(—p) (1-+ 5 (exp (pan) = 1)+ 5 (exp (par) ~ 1) -

|
s
N |

x (exp (pan—1)) — (exp (pant1)) Po(cos 9))
1

—_

I.\')\Hﬁ

00]
exp (par —p) — Y = (exp (pan—1 — p) — exp (pans1 — p)) *

n=1

[\)

1

2
x Py(cos®)

Esta funcién resulta especialmente adecuada para el cédlculo; se evaltia de esta forma en una

subrutina de computadora. La Figura 5 presenta un ejemplo del cdlculo para una energia dada.

Si subdividimos el intervalo 0-1 de G(6) en intervalos iguales (del orden de 100), podemos
determinar un niimero de angulos de dispersiéon equiprobables igual al nimero de intervalos

+

elegidos.

Se entiende que los conjuntos de dngulos de dispersién equiprobables cambian con cada paso, es
decir, para cada energia electrénica la probabilidad de dispersién a grandes angulos es mayor
para las energias mas bajas.

La Tabla II presenta los dngulos de dispersion equiprobables para electrones situados a 1/25 de
su rango total en un blanco de aluminio bombardeado por electrones de 15 keV.

Tabla II. - Angulos de dispersién equiprobables, N = 128. Aluminio Primer paso E = 14,83 keV

6° 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0.80 150 200 242 278 3.11  3.42 3.71 4.00
1 418 443 4.67 490 513 535 556 5.77 5.97 6.17
2 637 657 677 697 717 736 756 7.73 7.92 8.13
3 830 849 868 886 9.05 9.24 942 9.61 9.80 9.98
4 10.17 10.36 10.55 10.75 10.94 11.13 11.32 11.52 11.71 11.90
5 1210 12.30 12,50 12.70 1291 13.11 13.32 13.53 13.74 13.95
6 14.16 14.38 14.60 14.82 15.06 15.27 1550 15.74 1597 16.21
7 1645 16.70 16.95 17.21 1746 17.73 17.99 18.26 1854 18.82
8 19.11 19.40 19.70 20.01 20.32 20.64 2096 21.30 21.64 22.00
9 2236 2273 23.11 2350 2391 2432 24.75 2520 25.66 26.14

10 26.64 27.16 27.70 28.26 2885 29.47 30.12 30.80 31.52 32.29
11 33.10 3397 34.90 35.90 36.98 38.16 39.45 40.88 42.47 44.27
12 46.32 48.70 51.53 54.96 59.30 65.04 73.25 86.61 115.80 -

3.12. Ejercicios sobre la simulaciéon de trayectorias de electrones
mediante técnicas de Monte-Carlo

Este calculo de Monte Carlo comprende la simulacién de 5000 trayectorias de electrones en
blancos de Cu, Au y una aleacién de Cu — Au (50-50 wt. %). La tensién de aceleraciéon aplicada
a los electrones es Ey = 20 kV.
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Considerando el blanco como semiinfinito cuando su espesor masico es al menos igual al rango
efectivo (la parte de la trayectoria en la que la energia permanece por encima del nivel minimo de
excitacién), hemos tomado como unidad de longitud (RANGE) la longitud maxima del recorrido
que se produce en los diferentes blancos, correspondiente a una disminucién de la energia hasta
el nivel excitado més bajo. En este ejemplo, el umbral de excitacion mas bajo es el del cobre
(Ex = 8,98 keV) y la distancia maxima recorrida con una disminucién de energia desde Fy a Ex
se produce en el oro (RANGE = 1,658 mg/cm? ).

Se considera que cada trayectoria esta formada por una sucesion de pasos de trayectoria, cada
uno de longitud igual a 1/20 de la unidad de longitud (o RANGE/20) y cuyo niimero es igual
(en el caso del Au) o menor (en el caso del Cu o Au-Cu) que 20. Los fendmenos que nos interesan
ocurren, por lo tanto, en una regiéon del blanco que podemos considerar como un apilamiento de
20 capas, cada una con un espesor masico de RANGE/20.

Toda esta informacién, registrada en la impresion, se reproduce en la Figura 1.

EJERCICIO DE MONTE CARLO PARA UN BLANCO QUE CONTIENE 2 ELEMENTOS

1 NZ=29 A=6354 CC=0,5 Eg=8,9810keV
2 NZ=79 A=19720 CC=05 Ep, =11,918 keV

EL ALCANCE EFECTIVO SE CALCULA PARA Ej = 20 keV Y PARA Ex = 8,981 keV

BLANCO ELEMENTAL
NZ =29 Rg, = 0,11147356 1072 g/cm?

NZ =79 Ra, = 0,16577312 102 g/cm?

BLANCO COMPLEJO
RAu_cu = 0,13329617 1072 g/cm?

NUMERO DE PASOS: 20

NUMERO DE TRAYECTORIAS: 5000

RANGE (VALOR MAXIMO DE Ry, Rau, Rau—cu ) = 0,16577312 10~2 g/cm?
Fig. 1

La energia de cada electrén en el punto medio y al final de cada paso a lo largo de su trayectoria
para blancos de Cu, Au y Au — Cu se presenta en las Tablas I, III y V, respectivamente.

Las Tablas II, IV y VI presentan la distribucion energética de los electrones en funciéon de la
profundidad en los blancos de Cu, Au y Au — Cu, respectivamente. La distribucién se presenta
en forma de una tabla N (i, j) donde i, el indice de columna, representa la energia para el paso,
v 7, el indice de fila, representa la profundidad. Por ejemplo, en la Tabla II, 909 electrones se
encuentran en la segunda capa después de atravesar 4 pasos de energia.

Estas tablas incluyen una fila denominada BS que proporciona el niimero de electrones retrodis-
persados en cada paso.
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3.13. Problemas

1. Suponiendo que no hubiera dispersién, ;cudl seria la distribucién de los electrones en las
Tablas II, IV o VI?

Solucién: En este caso, el recorrido coincide con la profundidad.
La matriz N(i,7) es diagonal :

BS 1 2 3 20
1 0 0 0 0
2 5000
3 5000

5000
20 5000

Fig. 2.
2. Calcule 7, el coeficiente de retrodispersion.

Solucién: 7 es la relacién entre el nimero de electrones retrodispersados (BS) y el
numero de electrones incidentes. En cada tabla, 1 es la suma de los BSS dividida por el
numero de electrones incidentes, 5000.
Para

Cu :n=1716/5000 = 0,34

Au 1 =2648/5000 = 0,53
Au — Cu:n=2372/5000 = 0,47
Debe sefialarse que el coeficiente de retrodispersion es una funciéon que aumenta con Z.
3. Determine la distribucién energética de los electrones retrodispersados.
Solucién: La fila denominada BS de las Tablas II, IV y VI proporciona el ntimero de

electrones retrodispersados con una energia indicada por el indice correspondiente i en
las Tablas I, ITI y V. Estos resultados se representan en la Figura 3.
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Fig. 3. Obsérvese que la energia del maximo de la distribuciéon también es una funcién que
aumenta con Z.

4. ;Cuél es la distribucién espacial de los electrones identificados por (i — 1, j) al pasar del paso
(t—1) al paso i ?
Solucién: En el proceso de dispersion, los electrones pueden: 1) ser retrodispersados hacia
la capa superior, 2) permanecer en la misma capa, 3) pasar a la capa inferior, o 4) no

contabilizarse si su energia cae por debajo del nivel umbral de energia.

N(l - 17]) - Nl(’t:] - 1) + N2(27J) + N3(,L7.7 + 1) +N(i7j)aniquﬂad05

5. Muestre la distribucién en profundidad en cobre para electrones de 17 keV. Compare este
resultado con aquel para electrones de 9 keV.

Solucién: 17 keV corresponde al quinto paso; 9 keV al decimocuarto (véase la Fig. 4).
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0 500 1000 Nj

Vi

Fig. 4. Se produce un ensanchamiento progresivo en funcién de la pérdida de energia a medida
que ocurren los eventos de dispersion.

6. Determine la profundidad de difusién completa para el cobre y el oro.

Solucién: Por definicion, la difusién completa se alcanza cuando los electrones se mueven
en todas las direcciones con igual probabilidad. Esto ocurre en la capa en la que el ntimero
de electrones retrodispersados es igual al nimero de electrones dispersados en la direccién
inicial hacia adelante. Esta es la capa por la que pasa el mayor nimero de electrones.

Para Cu, los recuentos totales de las respectivas capas son (para 5000 electrones iniciales):

Capa 1 10551 electrones

2 13035
3 12904
4 10896

Para Au :

Capa 1 12927 electrones

2 14158
3 12193
4 9239

La profundidad de difusién completa se alcanza para Cu y Au en la segunda capa, es decir,
W = 0,166 mg/cm?, o aproximadamente a 180 nm para Cu y 80 nm para Au. La difusién
completa ocurre més rapidamente en el oro que en el cobre.
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7. Determine el nimero de ionizaciones (en unidades arbitrarias) producidas en la undécima
capa de cobre, dado que @ es proporcional a la seccién eficaz de ionizacién en barns ( 1 barn
=102 ecm? ) (véase la Ec. (22)).

Solucion:

E=898keV Q=0
E =10,03 Q = 0,92
E = 11,06 Q=173

El ntimero de ionizaciones en una capa es la suma de los productos de la seccion eficaz de
ionizacién para una energia dada y el nimero de electrones que tienen esa energia, es decir :

18
nj = Y, N(i,§)Q(i) para j = 11
=12

ni = (8 x 1,73) + (16 x 0,92) + 0 = 28,56

8. Proporcione la expresion literal de la distribucién en profundidad de la emisién de rayos X
(véase el Capitulo 4). Apliquela al caso del cobre.

Solucién: Dado que el nimero de fotones emitidos es proporcional al niimero de ionizaciones,
la distribucién en profundidad de la emisién de rayos X puede expresarse como la relacién
entre el nimero de ionizaciones producidas en una capa dada y el nimero de ionizaciones
en una capa ideal, del mismo espesor masico, en un vacio en el que los electrones no serian
dispersados ni frenados.

. _ X2 NG )QG) _ RANGE
p(j x Apz) = 50000(20) <" Apz=——

Para el cobre, para la profundidad correspondiente a la quinta capa

%Soxing/cm2 = 0,41 mg/cm?
856 Q(16,9) + 1021 Q(16,2) + - + 519 Q(10,03)

7 5000 Q(20)

9. Proporcione la expresion literal del factor de retrodispersion (véase el Capitulo 6).

Solucion: Forme la relacion entre la emisiéon real y la emisién si no hubiera retrodispersion;
por lo tanto:

YR Y N H)Q)
C 500037, Qi)
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