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- INTRODUCCION.-

2)

3)

4)

5)

Los postulados básicos que se exigen en una teoría de interacciones fuer­

tes (IF) son:

1) Invariancia de Lorentz.

Unitariedad.

Simetría de cruce.

Aralitici^d.

Canpcsrtamiento asintótico tipo Regge. 

postulados que evidentemente no son independientes. Por ejoirplo, simetría de cru­

ce y analiticidad deben estar necesariamente relacionadas.

Ninguno de los actuales modelos contiene los cinco postulados. En particu­

lar, los modelos duales ponen más énfasis en (3) que en (2 ), mientras que el mul- 

tiperiferico si bien es unitario en un canal, no tiene simetría de cruce.

Al construir una teoría de IF la analogía con la Electrodinámica Cuántica 

y en general con la teoría de Campos perturbativa, no se puede tOTiar en forma com­

pleta. Ello se debe fundamentaüjnente a que en IF se observan muchas resonancias 

angostas hasta spines altos, sobre trayectorias de Regge que crecen linealmente, 

lo cual indica que en este caso los procesos inelásticos resultan ser dominantes 

a altas energías. En el límite no relativista se observa que las trayectorias de 

Regge tienden a ser polos fijos asintóticamente, y crecen linealmente en interva­

los de energía que aumentan con el número de partículas finales, bajando más



Se puede pensar, por lo tanto, que el número de partículas finales no está, en 

principio, acotado, para explicar el hecho de que las trayectorias de Regge que 

se encuentran, hasta ahora crecen linealmente.

Fenanenológicamente^^\ las secciones eficaces totales a altas energías,

o bien son esencialmente "chatas" cano en K’*’p o presentan picos resonantes ten­

diendo asintóticannente a un valor constante, cono en K~p :
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Las del primer tipo, corresponden a los llamados canales exóticos (no per­

tenecientes n i a  8 , n i a l 0  de SU(3)).El límite asintótico se debe a efectos

de tipo difractivo y se atribuye al polo de Pcmeranchuk o Pcraeron. Se observa ade­

mas, que eliminando el fondo asintótico, las resonancias quedan aun "montadas" 

sobre la parte asintótica (s“̂ ^^)extrapolada a baja energía, que adanás in­

terpola con muy buena aproximación.

Un modelo que intente explicar estos hechos experimentales es el llamado 

modelo de interferencia. Este describe las reacciones Mdrónícas mediante una 

amplitud que es suma de dos términos: uno de ellos contiene resonancias de tipo 

Breit-Wigner, mientras que el otro da el comportamiento asintótico tipo Regge:

- X X  -  3 > 1 <  . 3 ^

t Res ^^a(t)

Es de notar qu'e las FESR (Reglas de suma de energía finita) indican que este ti- 

po de modelo lleva a un doble contaje a bajas energías



-  4 -

Los modeles duales conservan solo el primer término y obtienen el ccmpor- 

■camiento asintotico (no se tiene en cuenta la parte difractiva) sumando la.q in- 

resonancias en un solo canal, , además, anchos nulos para

mismas. Esta suma hecha en un canal (el g , por ejemplo) reproduce las resonancias 

en el canal cruzado !.t), dando polos en los valores de t para los cuales la su­

ma diverge, o sea:

I >— < - I

/\

( 1 . 2 )

El numero de resonancias es infinito y se suponen sobre una trayectoria 

u3 Regge. Estas propiedades constituyen la realización de un *'bootstrap” ya que 

los polos del canal S producen los mismos polos en el canal t. La uni.taried.ad 

se p.-í.erde al considerar anchos nulos para las resonancias, pero se verá más ade- 

-loXi'ce que los i'^esiduos de los polos son factorizables, siendo esta pjpopiedad un 

primer r-equisito pai’a aquella.

C!ons.ideraremo3 modelos con dualidad planar, diferenciándolos de aquellos 

en los que es no-planar^ como por ejanplo el modelo de Virasoro en el cual dado

i.?.n canal exotico todos los deiias deben también serlo. Escribiremos la ampli'tud 

de dispersión en la foima:

A  (G, t, u) = A  (s, t) + A  (s, u) + A  (t, u) donde

con, por ej©r.plo, A  (£,, t) describiendo el proceso:

r  s = (K^ + K2 >

t = (K2 + Kg)^

u  = (Kj

( 1 . 3 )

2

V

Se suponen todas las partículas escala­

res e idénticas.

A  (s, t) = Aĵ  (K^, K2 , K3 , CIJO



Obviamente, cxDnocáda A(s,t:) cono función de los (cuadri-inpulso de la 

partícula i-ésima) en un dado orden, los otros términos que hay que sumar pa­

ra tener simetría de cruce, se obtienen de ella haciendo todas las permitacio- 

nes no cíclicas de los Es trivial verificar que las permutaciones cíclicas 

dejan invariante a cada amplitud tal cual ocurre con los diagramas de Feynman 

pl n?res.

La generalización a N partículas es irmediata. La amplitud se obtiene 

en forma análoga a partir de (K^, . . ., K^), que está asociada a:
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N-l

y que es invariante ante la transformación: { -> }

-amando sobre todas las permutaciones no cíclicas de las patas externas.

En el caso de cuatro patas se tiene la fórmula original de Veneziano:

1 -a(s) - 1 -a(t) - 1

A  (s, t) = / dx X  (1 - x) = g (-a(s), - a(t)) Cl.5)
o

con a (s) = o (0 ) + a' s gj

En particular, es fácil verificar, mediante el cambio de variable 

x -»■ 1 - x que:

A  (s, t) = A  (t, s) . Q

En general la integral converge para o¡ (s) < O y diverge toda vez que

a (s) ( 6 ex (t) ) se anula ó es igual a un entero positivo. Estos polos se pue-
-a (t) - 1 -a (s> - 1 

den explicitar' desarrollando en serie el fector (1 - x) (ó x )

e integrando:

A ( s , t ) =  í ¡ (1.8)
n a ( s ) - n  n a  (t) - n
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A (s, t) = .rf - rf - c.(t)] ^
(1,9)

Se puede ver también, usando la formula de Stix'ling, que para s

a(t)
±¿JL - r.(S))

r( -  a(S) - a (t))

y  resulta el ccmportamiento asintótico tipo Regge a  partir de la linealidad 

de las trayectc3rias a (s) ( p a m  a (t) < 0).

Este canportamiento asintotico también se puede deducir temiendo en 

cuenta que A  (s, t ) se puede escribir cono una transformada de Laplace:

(-a(s) - l) log X

1
A  (s, t) = / dx e xp 

o

-a(t) - 1

+ (1 - x) (I.IO)

y estudiando las propiedades asintoticas de la misma.

Finalmente, notarnos otra propiedad interesante de la fórmula de Vene- 

ziano. El residuo de cada polo en el canal s (ó t) es un polirsDmio en 

a (t) a (s) y per lo tanto un polincmio en eos 9^ (eos 6 . ). En general
—    S u

no se trata de un polinomio de Legendre. Por lo tanto, un polo en el s (t)

describe una coiíbinación de resonancia con distintos valores de j (j ^a(s )=n,
n

para el polo en ® pc<r ejemplo).

Esto da lugar a la existencia de trayectorias "hijas".

II. LA FORMULA DE KOBA-NIELSEN

Construimos la amplitud de dispersión para N partículas escalares de 

masa y , que supondremos son los estados fundamentales de la teoría, o sea, 

a (y ) = o, siendo a (s) = a (0 ) + a’ s 

definxendo una amplitud básica Â  ̂ (K^,. . ., K^) que corresponde a un dado 

orden cíclico de las partes externas. La amplitud de dispersión vendrá dgda por:

(K^, . . y  = I (Kj,. . Kjj) (II.l)

{permutaciones 
no cíclicas }

Generalizamos el concepto de dualidad plana? introducido en la clase 

pasada y exigimos que Aĵ  sea invariante ante la transformación
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í K. . ^ + 1  N variables de integración sobre el círculo

unidad:

y entonces, según Koba-Nielsen^^\ resulta:

N a(0 ) - 1

^i+1 - ^i
z_. - z.

-2 K.-K.
^  ̂ (II.2)

realizándose las integraciones conservando el orden de los z^. Nos olvidamos por 

el nonento de d V ^ .  Notamos que

1) La formula es invariante ante permutaciones cíclicas (Basta

con hacer el canbio de variable de integración z^ ).

La fórmula es invariante ante transofrmaciones proyectivas:2 )

z. z' =
a z^ + b

ad - be = 1 (II.3)

que se pueden considerar compuestas por las tres transformaciones m s  

simples:

z’ = X z dilataciones

z’ = z + a tralacicanes

 ̂z* = 1 /z -i- inversiones 

Pea? ejemplo, ante dilataciones z’ = X z, se tiene para el integrando un fac­

tor del tipo:

N Na(0) - 2 K . • Na(0)
y  X ^  n X ^ n X

= X
Na(0) -  I K. • K. Na(0) + I K? Na(0) - Na(0)

^ iî j ^  ̂ = X X i ^ = X X = 1



Honos usado el hecho de que a (y^) = a (0) + = O -»■ a(0) = - 

y que por conservación de energía-impulso se tiene ^ = 0 .

La invariancia del integrando de Aĵ  ante transformaciones proyecti- 

vas generales (dependientes de 6 parámetros reales), y las prxspiedades de 

ellas, nos permiten elegir un conjunto de variables { } sobre el eje real 

ordenados de la manera siguiente:

----*----- *----*----^  " 2  V i  ^  t

^  V í " ^ i ' ’‘'^2 ^1 (II.4)

y restringimos a un subgrupo del grupo general que dependerá de solo tres pa­

rámetros reales. Esta invariancia mencionada, implicará además que la integral 

sobre las N variables es trivialmente divergente (en ausencia del factor dV , ) 

ya que dados tres puntos z^, z^, z^, sianpre existe algura transformación 

proyectiva que transforma tres z^ arbitrarios en ellos. El problema se re­

suelve definiendo un d V ^ ^  invariante proyectivo tal que nos reduzca la in­

tegración a N - 3 variables. Ello se consigue con

d z d z, d z
d V ^  = --------- ----------------------- (II. 5)

z, - z i |z - z
0  c ' ' a c

donde z^, z^ son los puntos que definen el conjunto particular de va­

riables de integración que se usan, siendo ellos los que se dejan fijos.

III - EL FORMALISMO OPERATORIAL.

cb.b.
Supongamos que nos interesa factorear e ^  ̂ donde b^, b^ son 

escalares y c es un numero clásico. Introducimos un par de operadores de 

creación y destrucción con reglas de conmutación:

a, a^ = 1

y el estado del vacío, tal que a| O > = O, entonces usando:



A  B B A  
e e = e e e

A, B

se tiene: 

< O

S I

O > =

- 9 -

A, A, B B, A, B = O

c b. b. c b^ b . 
0> = e ^

Luego:

c b. b.
e ^ 3 , < o

c b . a / c b. a'̂

O > (ni.i)

Si b^ bj es el producto escalar de dos cuadrivectores se generaliza lo hecho 

introduciendo , a^ tales que:

3  ’ ^ ~ §uv

y la misma fonaila es válida.

Queremos ahora factorear

n
i<j

z,-z.
- J .  • Kj log |z . - z.|

y esto resulta un poco más complicado. Primero hacemos la descanposición:

n

i<3

- 2 K. • K. - 2 K. • K. Z  .
z . - z . 

1 3
 ̂ = n  Iz 1

K j
3 n 

i < j

1  -

z.

- 2 K. • K.
 ̂ (III.2)

^  Definimos dos operadores (z), Q^‘\z) tales que

Q, (z), (z') = O

log ( 1 . ^ )

(111.3)

(111.4)

o > = o para todo z.

Se sigue entonces, que:

i  / 2  K .  . Q  - ( Z . )  i  / 2  K  • q ' * > ( z . )  i  / 2  K .  ■ Q ^ * \ z . )  i  / 2  K .  • Q < - > ( z . )

e J - p  J J o  1 1
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y entonces hallamos fácilmente que: (notar que segur(II.4 ) para i<j,
z.
_J_

z.
1

< 1)

<0
V 2 Kj • J  i/ 2  Kj . í/2 K,, ■ i/2 • q‘"’(z^)

^ ...e p 0> =

N -2 K. • K. log ( 1 - 
= n e J

i<j

z.
-JL

= n
) N

n
z.

1 - _JL
z.
1

- 2  K.  ■ K.

(III.6 )

Una representación concreta de y Q<->(z) pu^je hallarse

introduciendo operadores , a*^^ que satisfacen las reglas de conmutación:

^n,y ’ ^m,v 

+ ~
S. 4 d
n,M m,v

a O > = O 
n,y

^n,M ’ \ , v = O

n,m

(111.7)

(111.8 )

(111.9)

en término de los cuales: 

^  n n

_-n

/•
; (z) = ^ a.̂

n

n n=l /■
(III.10)

n

Nos falta todavía factorear el término z^^ . inti^íducimos

entonces operadores q^ , p^ con las reglas de Smutación:

= 1
®uv (III.11)

Qy (z) = + i p^ log z (III.12)

que pueden pensarse cono coordenada e impulso del hadrx5n cano un todo (la cuerda 

vibrante cano un todo) mientras que los a y a'̂  describen la excitación interna 

del hadron (excitación u oscilación de la cuerda).

Usando la igualdad:

A, BA  + B A  B 
e = e e e SI A, A, B B , A, B = O (III.13)



se verifica:

2 K • q '̂ (z ) i / 2 K  * q - / 2 K  • p log z i / 2 K * q  ~ / 2 K * p  log z - K^log z

- 11 -

e

o sea:

= e = e

i/2 K • Q°(z) + i/2 K • q - i/2 K • p log z - y' 
e = e e z (III.14)

ahora calculemos:

i/2 K^- Q°(z^) i/2 K 2 * Q°(z2 ) i/2 (K^+K^) • q - /2 p '(K^log z^ + K^log Zj)
2 e = e *

* 2i - ^2 " h

y definiendo el estado vacío ccroo aquél para el cual:

O > = O a_
n,u

O > = o

se tiene finalmente:

< O
N i /2 K. • Q°(z.) 
n e ^ ^

i=l

N -p - 2 K. • K.
O > = n z . n Z .  ^  ̂ (III.15)

i=l i<j ^

Conclusión: Definimos una función de vértice V (K,z) dada por:

i /2 K • Q^'^^z) i /2 K • Q°(z) i /2 K ♦ Q^"\z) i /2 K • Q(z)
V (K, z) = e e e =* e

(III.16) '

donde:

(z) = Q^^-'^z) + Q° (z) + Q^-\z) (III.17)

y resulta:

Aj^(K^,...,Kj^) = / _n d z^ z^
abe 1=1

N a -1

^i+l-^i
° <0 V(K^,z^)...V(K^,Zj^)

(III.18)
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IV - lA INVARIANCIA PROYECTIVA EN EL FORMALISMO OPERATORIAL.

En esta sección estudiaremos la relación que existe entre la invarian- 

cia proyectiva del integrando de Koba-Nielsen y el formalismo operatorial que he­

mos desarrollado hasta el presente. Demostraremos que:

a) Los operadores (z) y por lo tanto los vértices V (K, z) tienen

propiedades simples de transfconacion bajo las transfomiaciones proyec- 

tivas (T.P.).

t>) El estado del vacío es invariante ante T.P.

Las T.P.:
_ a z + b 

z' = --------- con ad - be = 1

(IV.1)

c z + d

se pueden representar por matrices 2 x 2 unmodulares

/ a b
íí =

\ C

y forman el grupo O (2, 1). Definimos tres generadores infinitesimales que corres­

ponden a: (£ < < 1 )

i)
( 1 +

transformaciones de escala: z' = ---
)

(1 + E ) Z

(1  - )

generadas por la matriz:

Lo =

O

ii)

2

\  “ 2  1 

traslaciones infinitesimales: T ( z ) = z + e  

generadas por:

(IV.2)

iii)

/O 1

O O
V

inversiones: T (2 ) = —

(IV.3)

- e z + 1
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genea?adas pea?:

"-I

/ O O

- 1 0 I
(IV.4)

Con estas ina'trices se verifican de irmediato las reglas de conmutación 

siguientes:

Li, L_^

= ± L
'±1

2 L

(IV.5)

(IV.6 )

Vamos a demostrar ahora que los operadores Q (z) (suprimimos por aho­

ra el índice y por ser irrelevante en lo que sigue) se transforman cano ope­

radores escalares bajo transformaciones proyectivas. Esto quiere decir que, en 

el espacio de Fock donde los Q (z) están definidos, para cada T.P. debería­

mos encontrar un operador U (í2) tal que:

U (n) Q (z) (Í2) = Q (fi z) (IV.7)

La demostración se hará construyendo explícitamente los operadores U (í2)

o, lo que es lo mismo, obteniendo una representación del álgebra de Lie (IV.5,6)

en términos de operadores definidos en el espacio de Fock de los osciladores a’̂ ,
n,w

Veamos primero el contenido de (IV.7), en términos de transformaciones 

infinitesimales, es decir calculemos los comutadores de Q (z) con L^, L̂ .̂ .

i) Sea ^ z = ( l + e ) z .  Luego:

eL
Q (z) e

- eL
= Q (z) + e L^, O (z) = Q (z + e z) =

Luego

Lq , Q (z ) = z
d Q ( z ) 

d z

(IV.8)
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ii) Sea Í2 z = z + e

- eL.
e Q (z) e = Q (z) + e Q (z) = Q (z + e) = Q (z) + e

d z

_ d Q (z)

d z

iii) Sea íJ z =
1 - e z

Q (z)
a z

= z (1 + e z) = z + e z^

(IV.9)

eL_^ - eL_.
e Q (z) e = Q (z) + e L_^, Q (z) = Q (z + ez ) =

L_^, Q (z) = z'
2 d O (z) 

d z
(IV.10)

El problena es ahora demostrap que existen op>eradores que satisfacen 

reglas de conmutación dadas por el álgebra de Lie que consideramos, y tales que 

conmutados con Q (z) dan (IV.8 , 9, 10). Esto garantiza (IV.7). Para demostrar 

que existen, los construimos explícitamente.

Sabemos que:

Q (z) = q + i p log z + J n n
z-"}

n=l /' r
n n

Definimos entonces un operador:

p (z) = Z • L S J á L  = i P + [ / ñ  ( a* z" -
d z n=l ^

y notemos que es posible resumir (IV.8 , 9, 10) en la siguiente:

- n + 1

Q (z) = z _dQ_

dz

notamos que se tiene:

,P„ (Z). (2 ')

+ 0 0

= 8„v í ( ~ rn=-oo z *

cosa que se demuestra usando las relaciones de comutacion de los a, a^, q y P-

(IV.11)

(IV.12)
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De la anterior para |z| = |z'| ("tiempos iguales") se tencJrá:

(IV.13)

Entonces, definimos:

L = -
n

d z
(IV.14)

donde la integral se realiza sobre un circuito en el plano complejo z que 

contiene al origen. Observamos que al tomar la ordenación normal debenos cambiar 

+ + +

^n ^m ^m \  ^ ^n \  " ‘̂nm’ =

P (z) = : P^(z) : - I n = : P (z) : - (cantidad clásica infinita). (IV.15)
n=l

Usando (IV.14) e integrando, en particular, sobre un círculo con cen­

tro en el origen y radio igual a \z\ se obtiene (IV.12):

: P2(z) Q (z)

= —  (f-
d z'

F  (z*)

21T

P (z'), Q (z)
z =

= ¡ z~^ P (z') 6 (ip- Lf») = z~^ p (z) =
o ‘ d z

Ctonsideremos primero el caso n = 0 . En este caso la integral es di­

rectamente el residuo de —  ; p2(z) ; / z- Calculeiios P^ (z):

-2
(z) = - P^ + 2 i p ' I /n

n=l
a;: z ^ - a  z-^ 
n n

n=l m=l

+ + „n+m + n-m ^ + m-n .
3. Z “" Q - ñ Z  ”“ 3 . 3 ,  Z
n m  n m  n m

+ a
n ^m

-n-m
(IV.16)
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Resulta:

(IV.17)

Para N > 1 obtenemos en la .

1 ) 2 i / n P
+

2 ) n + m  = N en
+ +

a
n

3) n - m  = N en
+

a a
n m

4) m  - n = N en
+

a
m

a
n

para lo que henos usado (IV. 14), (IV. 16) y la pixDpiedad

1

2ttí
dz = 6

n,-l

c

/

Resulta finalmente:

00

 ̂ S i =  ̂ P • 4  2 V h  • ®n * Í  i  ■ %
n,m 
n+m=N

M-1

= i /N p . a^ - /n(n+N) + - ^  /r (N-r) ajJ_^ • a^ (IV.18)
n=l 2 r= l

para N > 1 .

A d e m s  es fácil ver de (IV. 13) y (IV. 15) que se tiene:

n O .

(Jueremos ahora conocer el algebra de los y verificar que en par­

ticular para n = O, ± 1 satisfacen la correspondiente a los coimitadores XIV.5), 

(IV.6 ), Usamos la identidad de Jacobi con los operadores L^, y Q (z):

, Q (z) (z)
n Q, (z), . Lm

= O (IV.19)



L
n'

dz d z
(-z)

d z

d Q (z)

d z

d z

-n
z p (z) (IV.20)

Volveros a (IV.19):

L , L 
n ’ m

o sea:

L , L 
n ’ m

-m+1

+ z
d 0^ (z) 

d z
L
n

-n+1

- z
d (z)

d z
m

= O

-m+1

= z L 3

d (z) 

d z

-n+1

- z
d Ojj (z) 

d z

-m+1

= z
^ -n+1 d (z) -n+1 ^ -m+1 d (z)

d z
(

d z
) -

d z d z

-m-n+1 -n-m+1 d O (z) 
{ (-n + 1 ) z - (- m  + 1 ) z } --------

d z

= (m - n) z

L
n m

-m-n+1 d Q (z)
(usando (IV.12) )

d z

= (m - n) L , + C
n-hn n,m

(IV.21)

En (IV.21) C es un n m e r o  clásico en el espacio de Fock que consi- n jin

deramos:

Q, (z)n ,m = O para todo z.

La identidad de Jacobi aplicada a los operadores L^, y fija 

unívocamente (ver apéndice Ref. (3) ) de la manera siguiente:

C *” ó
n,m ~ n+m ,0

(n^ - n) con D = constante arbitmria. (IV.22)
12

Un cálculo directo demuestra que D = numero de oonponentes de Lorentz

de (z). Notamos que para m,n = O, ± 1, = O, y se verifican (IV.5) y (IV.6 ).
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Conocenos ya las propiedades de transformación del campo ^  (z) bajo 

transformaciones proyectivas. Si el vértice fuera siinplemente Q (z)

se ve trivialmente que tendría las mismas propiedades de transforíiacion que (z), 

es decir las ecuaciones (IV.7, 8 , 9, 10) serán válidas cuando se reenplaza (z)

por exp i /2 K • (z) . Sin embargo, el vértice V (K, z) es la forma normal 

del operador exp [i /2 K • Q (z) ), y veremos entonces que hay ion factor infini­

to de por medio que afecta las propiedades de transformación.

Calcúlanos la forma normal del operador en cuestión. Escribimos:

i /2 K “ Q (z) i / 2  K • Q'^(z’) + i /2 K • Q^(z) + i /2 K * Q"(z)
e = lim e

z'->-z

i /2 K • Q°(z) _ i /2 K • Q'̂ (z ') + i /2 K • Q’(z)
= e lim e

z*->-z

i ' ^ 2 K -  Q°(z) i / 2 K " Q ' ^ ( z )  i / 2 K - Q " ( z )
= e lim

z’->z

Q ^ C z ' ) ,  q ;  ( z )

= e
i /2 K • Q° (z) i /2 K • Q'̂  (z) i / 2 K * Q (z) - log (l - —  )

e e lim e z
z'->z

o sea finalmente:

exp i / 2  K • Q (z) = ; exp i /2 K • Q (z) 

—  —

; lim ( 1 ---—  )
, , - K ^

(IV.23)
z ’-*-z

y obtenemos un factor infinito.* Lo que ocurre es que el operador

exp i /2 K • Q (z)

no esta definido en nuestro espacio de Hilbert. Notamos que cuando la masa de la 

partícula orntida es cero (K^ = 0)3 dicho operador coincide con su forma normal. 

Esto lo usaremos a menudo en el futuro, al examinar el espectro de estados de los 

modelos duales.
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El hecho de tomar el orden normal introduce términos adicionales en los 

conrautadcíres. Podemos calcular estos últimos de varias maneras. La rtás directa 

es ''a fuerza bruta", vale decir conmutando directamente con

: exp i /2 K • Q (z)

El resultado es:

V (K, z) = z^ ( z —  - n K^) V (K, z) n = 0,± 1, etc. (IV.24)
d z

Usaremos siempre . E l  ténnino anánalo en el conmutacbr con los gene­

radores hace que la ley de transfanracion del vértice V (K, z) no sea exactamen­

te la ecuación (IV.7), sino^^^

z^ U (Ŝ ) V (K, z) U~^ (íí) = (c z + d)^ ^ V (K, z') (IV.25)

donde

z’ = ü z =
c z + d

Finalmente, veamos la invariancia proyectiva del integrando de 

Aj^(Kj,K2 , ... ,K^) = / n d z^ z^

^^abc

“o-l
V(K^,z^)...V(K^,z^)

(in.18)

o >

Si transformamos z' = Q z:

N -a
n d z'. zl 

i=l 1 1

a -1

4 . 1  -
< 0

N
n V (K., z ’.) 

i=l ^
o > =

N
n d z. 

i=l ^ ^i+i - ^i
“o-i < o

M 2 
.'VI 2K^

n z. (c  Z .  + d )  V (K., z.) 
i=l 1 ^ 1 1

O >

(donde se ha usado

N
n d z! 

i=l ^ ^i+1 - "i

N
n

i = l

a -1

d z.
^i+1 - ^i

o

(c z^ + d)̂ °̂ o



N
n d z. 

i=l ^
■̂i+1

< O
N -a 
n z. 

i=l ^
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n Z_. ° U (Q) V (K^, z ^ )  U 1 (Q) O > =

N
n d z. 

i=l ^

a -1 -a 
° z . ° < O

N
n V (K., Z . )  

i=l ^ ^
o >

con lo que la invariancia proyectiva del integrando queda demostrada. Hemos usado 

(Iv.25) y la invariancia proyectiva del vacío. Veros que los términos "anomalos" 

en la ley de transformación (IV.25) son necesarios para compensar 3a transformación 

de la medida de integración.

Analizamos fimlmente con mas detalle (IV.25) para el caso particular 

de una transforniación de escala (lo necesitaremos en la sección siguiente).

Hacemos:

. T

lo que corresponde a b = c = 0 5 a = / x  , d =  

Luego (IV.25) toma la forma:
/■

2 2 2 

z*' U (Si) V (K, z) U"^ (fl) = (X z)** ( — ^ V  (K, Xz)

X
y vemos que los términos anómalos se cancelan. Además,

U (Q) = exp

y se tiene:

Lq  log X = X

(IV.26)

En particular haciendo z = 1 llegamos a:

L - L
z ° V (K, 1) z ° = V (K, z) (IV.27)



V - FACTORIZACION DE lA FOIMJLA DE KOBA-NIELSEN.

Partimos de la formula (III.18), que escribiimos nuevamente;

N -a
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dV
abe

II d z. z . 
i=l ^ ^

X < O V (Kĵ , z^)... V z^) O > 

que describe la amplitud de dispersión de M partículas con un orden de las 

patas extexnas bien definido.

Estudiaremos los polos y los residuos de esta amplitud para obtener 

infoinnacion acearca del espectro de niveles del modelo dual. VerowDs también co­

co la dualidad está garantizada por la invariancia proyectiva del integrando 

de (V.l). El objetivo que nos fijamos es generar explicitamente los polos hacien­

do las integrales sobre las variables z^. El primer paso es usar la (IV.27) 

para escribir:

V (K, z) = z ° V (K, 1) z
- L

(V.2)

exhabiendo explícitamente la dependencia en z del operador V (K,z). Para estar 

de acuerdo con el tratamiento usual del problaiH, hacemos primero una permutación 

anticíclica (esto no cambia nada) de las patas externas y escribimos:

. ■ N -a
Aj^(Kj 5̂ ... ,K^) = / n d z . z.

dV , i=l ^ ^ 
abe

"i+1 ^i
< o V(K^pZj^)...VCK^,z^) O >

(V.3)
y ahora elegirenos (esto es arbitrario) z^, ccmo variables fijas.

Integramos sobre el eje real y fijamos z^ = O, Zj _̂  ̂ = 1 y Zĵj = + “ de manern 

que Zg,..., Zĵ _2 estén ordenadas sobre el eje real en el intervalo (0 ,1 ).

-a-

V 2  
-?í----

1

— X- 

^ - 1
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VereíriDs que esto equivale a escribir los siguientes polos simultáneos de 

(con figuración multiperiferica):

, 3̂
K, ..... K. ....

V i

Los límites ^ O y deben temarse con cuidado. Veamos primero ^ 0.

lim V (K, z) 
z -> O

O > = lim e 
z O

i / 2  K " Q (z) i / 2  K " Q° (z) i / 2  K ‘ Q (z)
O >

pero exp i / 2  K • Q (z) O  >  = O > para todo z ya que Q (z) contiene 

solo operadores de destrucción. Por otro lado el operador (z) contiene 

solo potencias positivas de z, así que tiende a cero cuando z ■> 0 . Queda solo 

la exponencial de Q° (z). La escribimos (ver ecuación (111,13) )

lim V(K,z) 
z-> O

i /2 K-Q°(z) a i / 2 K - q  - / 2 K - p
0 >= lim e 0 >= lim z ° e e

z-> 0 z-»- 0
O >

a i / 2  K • q 
= lim z e 

z-̂  O
O > que p O > = O >

lim V (K, z) 
z-»- O

O >= lim 

z->o

ct.

(V.4)

donde / 2  > es el vacío de todos los modos a^ (n ^ 0 ), pero tiene un impul- 

so /2 correspondierdo al modo cero. Un argumento similar demuestra que-

lim < O V (K, z) = z ° < - /2 K (V 5 )
z-x» y

Vamos a escribir entonces cx>n cuidado el resultado que se obtiene pa­

ra la amplitud, usando (V.2) para extraer la variable z del vértice V (K, z).

El elemento de volumen dV ^ es:
abe

dV
abe

d z j  dz^_j dz,,

'^1 V i  ^  ~ V i ^1 ~ h II ^
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y la amplitud:

= / d z^.-.d

-= 1

N V i
-“o / -“r -a

/;í V 2  V i

^1 - ^2 ^2 - ^3 ^ - 2  V i  V i  1̂
a -1 
o

= 1

*Nu % - l
V 2 , v

'' % - V  ” (— ) ''<'=N-2> (— ) °
V i  V 3

L L *“ L ot
(— ) ° V (K3 , 1) [ ~ ^ ]  ° V (K^, 1) Z2 ° /T (V.6 )

Noteínos la canpensacion de todos los factores subrayados que csDntienen Zĵ :

-2a
lim 1 - Z.

‘N

= lim 

Ademas se tiene:

0
V i  ^

0

- 2a
1

- "n

- ^1
“o-^

“o'l “0 - 1

/ 2“^ly " = ( - - f -  -  I
n

/ 2  >= - 4

= 1

/2 K. > 
ly

De donde:

-L
^ 2 Kj > = Zj 

y

Introducirías las variables:

- a

/ 2

X .  =
z.
1

^  ’̂i+l

y con ellas la integral se reduce a:

N-2 -a -1 a -1

i = 2 ,..., M-2 (V.7)

L
V (K^, 1) /2 (V.8)
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Introducimos el operador D (p^)(Llamado "propagador") mediante la expresión:

(V.9)

Ahora escribimos;

-  = í i

que corresponden a la "masa invariante" del i-ésino estado intermedio de la con­

figuración multiperiferica ya indicada, y la función de vértice:

^ ■' i / 2 K. . q i /2 K. • ^ ^  i /2 K. ' I
V (K.) = V (K., 1) = e ^ e ^ n /---  e ^ n /

1 1 n n
_  i / 2  • q 

El término e simplemente inyecta un impulso / 2 en cada vér­

tice y transforma un estado con impulso / 2  (K^ + ... + Kj. en un estado con 

impulso /2 (K^ + K2 + ... + K^). Podemos olvidamos de dicho factor si mantene- 

mos la conservación del impulso en cada vértice. Además, L = ---^---7 n a • a .
’ o 2 - ^ ^

actuando sobre un estado con impulso •/ 2 (K^ + .. + K^) da

- s . - I  a"*” •
T  -r»

n

n
a

n n

Definimos un nuevo propagador:

1 a -1 H - l - a ( s . )
D (s^) = / dx (1 - x) ° ^X (V.IO)

donde

y el vértice 

V (K

a (s.) = «i + «o

i ^̂ 2 K. • I i /2 K. • I
:) = e n / e n

n

/-
(V.ll)

i' - " n “ ** • n

En base a lo dicho, usando (V.IO) y (V.ll), (V.8 ) se transforma en;

A^ (K^,...,Kj^) = < - / 2  ^ ^Sj^-2^ V(Kj^_2)...V(K3) 0 (8 2 ) V(K2>/2 > (V42)
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Hemos Duesto:

n (V.13)

El signo menos en (V.13) dá lug^p a que la energía sea positiva para las

componentes espaciales (nuestra Tiiétrica es + --- ) y negativa para las

tempomles, que son las que generan los estados con norma negativa.

La energía total del estado intermedio está dada por L^. Al separar 

5 hemos separado la energía del centro de masa (el factor 2 no es relevan­

te). El hamaltoniano dado por (V.13) va a describir la energía de excitación in­

terna de la superpartícula con propagador D (s). Notamos que si = 1;

D (S) =
H - a (E)

y habran polos (o sea partículas) cada vez que a (s) coincida con un autovalor
a -1

de H. En el caso m s  general ( i 1 ), desarrollamos (1 - x) en serie de

potencias de x e integramos obteniéndose para D (s):

D (S) = I 
l - o

/

H ’ - a (S)
(V.15)

donde:

H ' = £  + ^ n a j ^ - a ^  = £ -  H , £ :  entero (V.16)

Introduciendo ahora un sistena ccropleto de estados de Fock | {X} > que

cumplen

I |{X} > < {X}\ = 1 (V.17)

ÍX}

y se ve que ellos factorizan la amplitud y diagonalizan el propagador D (s). 

Cada uno de los estados de la teoría resulta así caracterizado por un entero £ 

y un conjunto de enteros (i = 1 ,...,n) que representan los números de ocu­

pación de los modos "i’’. Claramente:

H'
 ̂ = ( «í X ) , í * “J

{ X } . 9, > (V.18)



es el cuadrado de la masa de la partícula asociada al estado considerado. El

contemdo de spin de cada uno de estos estados puede ser analizado fácilmente.

Resulta que contienen una superposición de "spins" que van desde cero hasta 
00

y X- . La degeneración de los niveles es muy alta. Crece cano el numero de 
i=l ^

particiones de enteros que satisfacen (V.19). Se puede ver que para un M dado 

el numero de estados como función de M es de la f o r m a ;

2 n M

'v e 3 (V.20)

para M -> » .

VI - IDEOTimDES DE WARD
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donde 2 “

Los estados que factorizan la amplitud dual no pueden ser en su tota­

lidad identificados con estados físicos, ya que muchos de ellos son estados "fan­

tasmas": estados con norraa negativa, o, en otras palabras, estados que se acoplan 

con constantes de acoplamiento imaginarias a partículas estables. Estos fantasmas 

son generados por las componentes tanporales de los operadores a^ , provenien- 

do esta dificultad del signo menos en las reglas de conmutación;

= - 5 g . m . i )nm

Este tipo de problemas es análogo al que surge en electrodinámica cuántica, 

donde el fotón tiene una componente fantasma que es eliminada en virtud de con­

diciones de medida del tipo:

= O (VI. 2)

siendo la amplitud para la producción de un fotón con oi&dDríiy^so

y polarización e . Debido a (VI.2) la canponente temporal aparece en una 

proporción definida junto con las componentes "buenas" (i = 1 , 2 , 3 ) que 

siem.prc cancelan la contribución del fantasma.
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Ante la analcgía mencionada, se buscan condiciones de medida como mecanismos 

que permitan eliminar los estados fantasmas que aparecen en la teoría dual.

Considereraos la amplitud que describe el decaimiento del estado]{X} >en r 

partículas físicas, que se asocia al diagrama:

r> - 1 u

....... r  4 ■■■

{i} "K 1

y que está dada por:

A (X) = < { X } I V (K^) D . . . V (K2 )| / 2 > =

= (K^, K^) (VI,3)

Se demuestra fácilmente que el opemdor definido por:

« 1 = I-o - ^-1 - “o

es tal que actuando sobre los estados de un número arbitrario r de partículas 

escalares

dá
(4)

I K^, . . . > s V (K^) D . . . D V (K2 ) K  2 > (VI.5)

K^, . . . > = O (VI.6)

Entonces, en particular:

< { A >1 1 > = 0  (VI.7)

o sea:

( J j  “XX'-’ f I  Kl = o

y se tienen relaciones lineales (''identidades de Vferd”) entre las anplitudes de 

desintegmcion:

(VI.8)
{X

Adanás es obvio de (VI.7) que todo estado del tipo:

s > = I { X } > , (VI.9)



llamado estado espurexD, no se acopla a los estados (VI.5) de un número arbitra­

rio de partículas.

En particular, usando la definición de (IV.18)

W^|/ -2 K > = (L^ - K > = - L ^ j / T  K > =

= - i p " a ^ l / 2  K >  

es un estado espúreo. La existencia de este estado garantiza justamente que el 

fantasma asociado a la conponente temporal de

l / T  K >

en el primer nivel excitado se desacopla. Es fácil ver que esta identidad de 

Ward elamina solamente los fantasmas sobre la primer trayectoria hija.

En el caso = l (en el j la simetría de aumenta cono se puede ver 

fácilmente de la expresión (111,18))japarece un número infinito de operadores
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= L - L - 1 
n o -n (VI.10)

que aniquilan todos los estados del tipo (VI.5) y consiguientemente gen^an infi­

nitas nuevas identidades de Ward que en principio permitirían eliminar todos los

fantasmas de la teoría. Sin anbargo aparece otro inconveniente: el nivel funda- 
, 2

mental tiene y < O (es un taquión). Este problema se elinina en el modelo de 

(7)
Meveu y Schwarz .

El espectro de niveles en este caso (a^ = 1) lo obtenemos de la manera si­

guiente: (a (s) = 1 + s }

a (M^) = N  = 1 + ->■ = M - 1 N = O, 1, 2, ...
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Camo se tiene:

LqI “ (----- !ct >= (~ + N)| a >= a >

debe ser:

(L^ - 1) I a > = O (VI.11)

para tcxdo estado físico a> en la "capa de masa" a (M^) = N,

La (VI. 11) es algo asi como una ecuación de KLein-Gcar'don con estructura 

ya que en ausencia del H se reduce a

( —  - 1) 1 a > = O
2

que sería la ecuación de KLein-Gordon convencional para una partícula de masa 

al cuadrado igual a - 1. Adanás se debe tener:

-n
a  > = 0 (VI.12)

para todo estado físico | a> , condición subsidiaria análoga a la condición de 

Lorentz en electrodinámica^^\

Se puede demostrar que el conjunto de estados que satisfacen (VI.11, 12) 

tienen norma positiva si la dimensión del espacio-tiempo es menor o igual que 26. 

Notar que basta con exigir | a > = L2 a > = 0  ya que se cumple:

D

12

son:

Los resultados que se obtienen en función de la dimensión del espacio D

1) si D >26,  hay estados fantasmas.

2) si D = 26, hay D - 2 componentes de Lorentz que describen estados

físicos.

3) si D < 2 6  hay D - 1 canponentes de Lorentz que describen estados

físicos.



VII - CORRECCIONES RADIATIVAS.-

E1 modelo dual de resonancias que se ha discutido hasta ahora, satisface 

todos los requerimientos básicos que se deben exigir en una teoría de IF deta­

llados en el parágrafo I 3 excepto la condición de unitariedad. En la base de es­

ta dificultad está el hecho de que las resonancias del modelo son de ancho nulo,

o dicho de otra forma las trayectorias de Regge y la amplitud misma son funcio­

nes reales de la energía.

La condición de unitariedad se puede implementar en principio pensando al 

modelo dual cono la aproximación de orden mas bajo o aproximación de B o m  de la 

teoría y agregarle entonces correcciones radiativas
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(VII.l)

Se sabe que de esta forma la condición de unitariedad se satisface orden por or­

den. El diagrama con un "loop" o diagrama caja, se obtiene "cosiendo” apropia­

damente la amplitud de 2 estados excitados o reggeones y 4 partículas externas 

que se obtiene por doble factorización de la amplitud de 8 p a t a s E n  forma 

analoga las amplitudes de mas de un loop pueden construirse "cosiendo" vértices 

de n-reggeones.

Veremos que este programa de unitarización conduce no solamente a uia 

corrección o renormalización de los parámetros de entrada (trayectorias de Regge) 

sino que aparecen también otros efectos nuevos que tienden a corregir otra di- 

ferercia del modelo - la anulación de la amplitud en el límite difractivo - al 

dar lugar a contribuciones del tipo del polo de Pomeranchük.

Notemos que debido a que una suma de infinitas resonancias en el canal s 

es equivalente a una suma de infinitas resonancias en el canal t, (cf. (1 .2 ) ) 

el diagrama caja es equivalente también a los siguientes:

> — r ^  >— (vii-2)

A
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En particular el segundo y tercero de estos diagrairas contribuyen a dar anchos 

a las resonancias, y como es evidente esto ocurre en forma simétrica en los ca­

nales s y t. Esto puede verse en general al considerar correcciones radiati-

2 ^
vas con diagramas de N lopps: por dualidad se tendrá:

N

El conportamiento asintótico de un tal diagrama de N loops está dado por^^*^'^ :

2 

s ■>

N

N
(VII.3)

/

a(t)
B(t)S

\ S-Voo

ÍU t j.log s] ” ,

n :
(VII.U)

siendo Z (t) una función con un punto de ramificación en . Si sumamos

en N obtenemos la siguiente corrección a la amplitud de Veneziano:

( t )  í  3
N=o NI

a (t) + I (t)
(VII.5)

de modo que se obtiene una renormalización de la trayectoria madre, mientras que 

los términos de menor orden en log s renormalizan el residuo.

Este tipo de diagramas caja, planares, renomalizan únicamente los pará­

metros de entrada. Puede verse que aparecen también otros diagramas que tienen 

en cuenta otros efectos relacionados con el límite difractivo donde hay anpli- 

tud aunque no haya resonancias. En efecto, cano ya hemos visto la amplitud de 

, v:;iieziano para cuatro patas se escribe como una suira de tres términos

A  +

u
3

---\  + u (VII.6 )

Tanto el primero como el segundo tienen polos en el canal s , sin enbargo son 

distintos ya que el primero está dado por B (-a (s), - a (t)J mientras que
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el segundo por B (- a (s), - a(u)) . La diferencia entre ellos es que en el 

primero los polos en el canal s son duales a los polos en el canal t mien­

tras que en el segundo lo son a los polos en el canal u, ésto se manifiesta 

en que las partículas 3 y U están intercambiadas. Desde el punto de vista del 

formalismo operatorial decimos que el propagador distingue su derecha de su 

izquierda y así mientras que el primer diagrama implica una sucesión de opera­

dores vertice-propagador-vértice del tipo

^ \ _______ X  ^
(VII. 7)

1 V D V

en el segundo debemos modificar el propagador por medio de un operador de twist 

n , obteniendo así un propagador ”twisteado'' que indicamos con una cruz:

2 3

) -------- X (VII.8)
1 V Dfi V

y las partículas 2 y 3 no resuenan.

La existencia de estos diagramas implica la aparición de loops en los 

que hay líneas interras que representan propagadores con tX'jist. Así, por ejen- 

plo, aparece el loop no planar:

2 \ _ ____/ 3

(VII.9)J

1

Ccmo en el caso anterior las partículas 1 y 2 no resuenan y lo mismo ocurre 

con las 3 y 4 de modo que no aparecen resonancias en el caral s. Este dia­

grama ya no da un ancho a las resonancias sino que contribuye al fondo no reso-

(1 1 )
nante. Asantoticamente resulta :

s “p
s -> co (VII. 10)
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donde (t) =: - 1 / 6 + 1 / 2 t que es diferente de la trayectoria de entrada;

de modo que en el canal t aparece una nueva singularidad que puede asociarse 

con el pomeron, aunque su intersección es obviaTiente incorrecta. Por otra parte 

esta singularidad es un corte para dimensión espacio-temporal D < 26 y un po­

lo para la dimensión crítica D = 265 es decir que la teoría sería unitaria so­

lo en esta dimensión pues para D < 26 el corte no tiene nada que ver con uni- 

tariedad en el sentido de que no depende de las masas externas ni es prolonga­

ción analítica en J de los cortes dictados por esa condición.

VIII - FORMULACION DE LOS MODELOS DUALES COMO UNA TEORIA DE GAMTOS.

Trata2pemos ahora de refemular el modelo desde el punto de vista de una teo­

ría de campos. Temáronos a (0) = 1, en este caso la fórmula de Koba-Nielsen se 

escribe

z. - z.
1 J

con

® a b c

p. = / 2  K.

cviii.a)

La exponencial tiene una interpretación clásica y también cuántica. Clási-

(12)
camente se puede interpretar como la energía total disipada por un disco de 

radio 1 y resistividad constante donde se inyectan corrientes pj. en los pun­

tos z^. El problaiB. a resolver es un problema de Neumann, ya que se dan

corrientes que entran (es decir el gra­

diente del potencial (x, y) ) que son 

cero en todos los puntos de la frontera 

salvo en los z^. La energía total es en­

tonces :

^  Pn

E = / dx dy (grad (j) )' (VIII.2)
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y calculando el potencial se obtiene para E;

Hay que tener en cuenta que los p^ son cuadrivectores, de modo que E resulta 

una suma en los índices de Lorentz.

Veamos ahora una interpretación cuántica. Supongamos primero un campo esca­

lar <t¡ (x, y) y una fuente clásica p (x, y). El la^rrongeano del campo escalar es:

L = V <t>  ̂ V <p = (-Í-1)^ + (VIII.4)
9 X  3 y

y la acción

S = / dx dy i. (VIII.5)
D

y como las z son invariantes bajo transformaciones conformes,el dominio D 

debe ser simplemente conexo y siempre se lo puede llevar a un disco.

(i^nsideranos la integral funcioml:

/
- S + / dx dx ^ (x, y) p (x, y)

P <t> (x, y) e (VIII.6 )

para calcularla debemos considerar la función (|) (x, y) desaiYollada en una base

^  = l, P i  P j  l o g  I -  Z j  I ( V I I I . 3 )

e integrar en las componentes c^. Para ello definimos el producto de Dirichlet 

de dos funciones (P y :

D ((p , ip) = f dx dy grad <¡> • grad ip (VIII.7)
D

con el que se escribe:

S = D (<í) , ((>) (VIII.8 )

y consideramos una base tal que:
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Entonces:

- S + / dx dy (¡) (x, y) p (x, y) - 7 c + c d
V <p (x, y) e = f n d c e n ^ ^ ^

n=l ^ (VIII.10)

con

= / dx dy p (x, y) . (VIII.11)

Las integrales que nos quedan son gaussianas, de modo que dividiendo por el valor

de la integral funcional a fuente cero obtenemos-
oo - d^ - Z
n e ^ = e n ^ 

n=l

- ¡ /dx dy /dx’ dy' p (x, y) ^ (x, y) ip (x*, y') p (x*, y ’)
= e n n n

- / dx dy / dx' dy* p (x, y) log |z - z'| p (x*, y ’)
= e (VIII.12)

donde hanos tenido en cuenta que

z - z’
n

Si ahora tomamos:

N
P (x, y) = I p. 6 ^^^ (z - z.) (VIII.13)

i=l ^ ^

entonces reonplazando en (VIII,12) resulta:

- S + / dx dy <}) (x, y) p (x, y) - J p p log „
V <p (x, y) e =: e i,j  ̂ ^

z . - z.
J

(VIII.14)

=1 menos de un factor constante que nos da la integral funciona a fuente cero.

En realidad los p^ son cuadrivectores, y esto obliga a introducir cuatro

campos (x, y), con lo que se tiene

^  - S + / dx dy  (!. ( x ,  y )  p (x, y)  - I p • ” p .  log
( X ,  y )  e ^ = e i , j  ^  ^

Z i - Z j

(VIII,15)
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donde
9 (j) 2 3 <!> ?

S = /  d x d y  { (  --- .  ( --------ü f  } .

D a X 3 y

(VIII.16)

Si interpretaniDS a S oono la acción, el lagrBngeano será:

9 <}) 2 3 <í> ?
* (  — ^ )

8 X  3 y

con el que se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange:

(VIII.17)

3 ^ (})

= O (VIII.18)
3 x2 3 y2

(13)
Nielsen y Susskind trataron de relacionar esto con la cuerda vibran­

te. Para describir una cuerda en un instante dado se necesita un vector de com­

ponentes x _ función de un parámetro a que parametriza los puntos de la. cuerda 

y otro parametro t que describa la evolución tenTDOXBl:

x = ct
o

Xi = x^ (a, t)

(VIII.19)

La idea es que la excitaciones de la cuerda describen las partículas de la 

teoría.

Es mas fácil comprender esta interpretación si se tiene en cuenta la inva- 

riancia confome de la teoría, debido a ésta sianpre podemos transfonnar el disco 

en una franja e interpretarla cano una superficie generada por el movimiento de la 

cuerda en la que para valores dados de t se inyectan perturbaciones
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Abonas, del mismo mcdo en que la amplitxid de N papticulas escalares se puede

relacionar con un disco al que llegan N corTrientes con una fuente por

(2)
p ( x , y ) -  ó ( z - z ^ ) ,  podonos interpretar el vértice de N reggeones

cano un disco al que llegan distribuciones de corrientes más o menos continuas, 

de modo que en este caso aparecen multipolos

Nuevamente, debido a la invariancia confarme del modelo, podenos interpretar esto 

cono una franja a la que llegan distribuciones de corriente

ti'

Sin anbargo la ecuación que satisfacen las componentes es la ecuación de

onda:

9̂  X. 
1

= O
3 a 3 t^

en lugar de la ecuación de Laplace a la que se había llegado por medio de inte­

grales funciomles.

Si se quiere identificar los x^ con las componentes débanos hacer

t i t oon lo que obtenemos una ecuación elíptica.

Son precisamente estas ecuaciones elípticas las que garantizan dualidad,

esto hace que los parámetros ct y t entren en f o m a  irás simétrica en las ecua­

ciones .
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Instintivamente se ve que, debido a la invariancia conforme el gráfico an­

terior sianpre se puede escribir:

----- > t

\
/

y este gráfico se puede mirar en cualquiera de los dos sentidos, es decir viendo 

polos en s o polos en t.

Ademas tampoco está claro el significado de una canponente temporal vi­

brante.

Para aclarar estos problemas estudiemos una cuerda libre relativista 

primero clasicamente y luego veremos como cuantizarla.

Esta cuerda estará descrita por un cuadrivector, fmción de dos parámetros

o y X , y una forma particular de elegir éstos es:

Xo = C T

= x^ (a , t )

(VIII.20)

aunque luego veremos que el sistema es invariante ante una reparametrizacion.

Si ahora recordamos que la mecánica relativista de una partícula se descri­

be por medio de una acción que está dada por la longitud de la l í n ^  de universo 

de la partícula, esto nos lleva a plantear para una cuerda relativista u m  acción 

dada por el área descrita pea? la eaerda;

S = Area (VIII.21)

O, n y T en T  • .
1

Ademas podanos elegir a a en el intervalo

asociar a cada punto del espacio de Fáhkowski un punto del plano (a , t )

a
n

"f
/ T
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Si en base a este isomorfisniD calculamos el área resulta:

n
S = /  d x / d o L  (VIII.22)

T . O
i

siendo L un lagrangeano no polincnáco:

 ̂ , o 1/2
■1 = { - ( - J -  . - J L f  + (VIII.23)

3 a 3 r 9a 3x

Se puede verificar que esta área es independiente del isomorfismo particu­

lar elegido, es decir de las coordenadas intrínsecas (VIII.20) de la cuerda que 

se hayan elegido. Para verificar ésto nos basta con considerar el can±iio de para- 

metrizacion:

a' = a* (a , t )

(VIII.24)

bajo el cual:

3 a 3 a ’ 3 t  '

(VIII.25

3 x  , ^ 3 x
--rr - C ---  + d ---
3 T 3 0* 3 T '

Puesto que s no cambia por una reparametrización de la superficie, carece de 

sentido preguntarse por una interpretación de las variables que la parametrizan.

Pasemos ahora a estudiar la métrica de la superficie; se puede danostrar 

que el elemento de arco está dado por:

3 x i 2 , _ ,  . „ , acor ^

(vm.26)

ds^ = (  ̂da^ 2 ( ] da dt +
3 o 3 a 3 X

3 t
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puesto que existe arbitrariedad en los parámetros a y t podemos aprovechar ésto 

paxH diagonalizar la forma cuadrática, es decir que elegimos la par'r-ietrisacijn 

de modo tal que se cumpla:

9 X  9 X
= O

9 a 9 T

3 a
}

(VIII.27a)

(VIII.27b)
9 T

Con esto el lagrangeano se escribe:

L =
9 X

9 a

9 X

9 a

9 X 9 X 
y y

9 X 9 X"i.
} . (VIII.28

2 9 ct 9 a  9 t  9 t 

De modo que por medio de la parametrizacion elegida se logro que Ix's '•^mponenteF 

satisfagan las ecuaciones de Laplace en vez de ecuaciones de ondas- entonces po­

demos escribir:

X

+00 

= I
n - 1 n T

eos na e
n=-“ n

y las restricciones (VIII.27) implican:

+00 - i n T
I L eos na e = 0

n=-“
o sea

Siendo

L = O 
n

L = i / n  p - a - W  j (j 
^ 2 1^0

n = ~ -f- 00

(VIII.29)

(VIII.30) 

(VIII.31)

(VIII.32)

o sea los mismos que aparecen en el modelo dual estudiado si los a^ se interpre­

tan cono operadores de creación y destrucción con a = a^ .
-n n

Vemos entonces que los x^ están dados cano solución de la ecuación de 

Laplace, pero que además deben ser tales que cumplan con = 0.



Nos queda aún una invariancia residual.; en efecto las (VIII.27) son inva- 

riantes ante transfonmaciones confcanraes de modo que aún podemos efectuar repara- 

matrizaciones conformes. Esto es analogo a lo que ocurre en electrodinámica; en 

este caso tenemos invariancia ante  ̂ ^ sianpre se puede elegir

3 ̂  = 0  pero aún nos queda una invariancia residual ya que a se puede ele­

gir de modo que cumpla D A  = O.

Cuando se cuantifica la electrodinámica la condición 9 ^̂ = 0  no puede 

ser cierta en forma operatorial ya que se contradicen las regla de conmutación; 

en realidad solo puede exigirse para la parte de destrucción actuando sobre los 

estados físicos:

I X > = o .

En forma analoga al cuantÍ2arse la cuerda estableciendo reglas de conmu­

tación sobre los a^ la condición = O resulta ÍB®raisist®ii±e con tales reglas. 

Lo que debe ser cero es:

I X > = O (VIII.33)

siendo x ^ ^  estado físico. Adanas tal condición hay que imponerla sólo pa- 

va n positivo.
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En el prxx:edimiento canónico, cuando se estudian las ecuaciones de movimien­

to de los campos 5 se advierte la importancia de las simetrías o invariancias que 

presenta la función de Lagrange. En efecto, dado un lagrangiar» L (rp, 3 ^ ip), fion-

cion de un conjunto de campos 4; y de sus derivadas  ̂̂  ecuaciones euleria-

(1)
ñas son :

l i _  _ 3 .llr . . = o . (I.l)

- 4^ -

I - INTRODUCCION.

9 il» ^ 3 3 ̂  i¡̂

Si se provoca una variación en el lagrangeano, mediante una variación infi­

nitésima 'S'l' de los campos, será:

6L = 6 \l> + —  6 3 ip
3 3 3 i|) ^

y ^
y, a consecuencia de (1 .1 ) (con 6 3 = 3^ se tiene:

SL - Ü — ) S:p + .-.- - 3 6ip
^ 3 3 4 »  3 3 ij;

y y

es decir:

3 L
6 i. = 3,, ( ...--- S ^ ] . (1.2)

y

Se advierte así que cuando L es invariante ante la transfórmación considerada

(1 )
(6 L = 0), la (1.2) da la ley de conservación (Teorema de Noether ):

3 ( L  s ip } = O . (1.3)
^ 3 3 4 ;

y

Así, por ejemplo, la invariancia de L ante traslaciones (cuando L no depende 

explícitamente de las coordenadas), lleva a la conservación del impulso y la ener­

gía, mientras que la invariancia ante rotaciones implica la conservación del im­

pulso angular. En el primer caso tena:ios un grupo continuo cuyos elementos están 

caracterizados por cuatro parámetros (los desplazamientos) y en el segundo

caso, el grupo de las rotaciones tiene tres parámetros (tres ángulos). Se con-



prende entonces que en el caso general, estamos en presencia de un grupo conti­

nuo de simetrías de L , que depende de n parámetros (k = 1, 2,... n).

Sin embargo , para ejemplificar los procedimientos, ccmenzaranos por el caso 

mas simple, en el que las transfoniiaciones sólo dependen de un parámetro.

II. - líWARIAÍÍCIA DE FASE.-

Tcroemos el lagrang.^o correspondiente a un. campo escalar complejo:

L <j>) = 3 ^  <()* 3 ̂  (j) - m2 <|)* (}, . (II.1)

Esta función resulta invariante ante la transforiiacion de fase c¡) -> ê°̂ <f) 

que en su forma infinitésima es <}>->(l + i a )  <j),es decir:

6 4,“' = - i a <¡) . (1 1 .2 /

Este grupo de transfannaciones depende de un sólo parámetro; la fase a . La fór­

mula (1.3) aplicada al presente caso, nos da la conservación de la corriente

~ ^  ̂ * (II.3)

1.1 significado de la invariancia de fase puede quizás verse más claramente si 

introducimos can5)os reales mediante el cambio de variables:

/ 2  • = <j¡ + <{,* ; i / 2  = <f> - (fi*

El lagrang^no (II. 1) tema ahora la forma

^ ^2 CII.U)

- 45 -

con

^a " ~  %  \  ^ a ~  2). (TT

es el lagpang&no de un campo escalar real y L es la suma Hp estos

lagrangeanos con masas iguales. Por otra parte, la invariancia de (II.1) ante 

(II.2) se traduce ahora en la invariancia de (II.4) ante:
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. , + e '■ é’'
“Pl 'í’l - -----  y  -----—  = eos a (})̂ - sen a <|)

" 1 '^2

(II.6 )

4> - eA A - ^ ^ ®
‘P2 '̂ 2 " ------- ^—  = CX)S a ({>2 + sen a (f)̂

2

La (II.6 ) indica que el grupo de transfonraciones de fase es, para el la- 

grHngaano (II.H), el grupo de las rotaciones en el plano en que <í>̂ y <¡>2 indi­

vidualizan a dos ejes ortogonales. La invariancia correspondí ente implica que 

para L, los campos <|)̂ no son distinguibles por atributo físico alguno (solo 

el nombre los distingue) y daría lo mismo llamar y a cualquier var de 

ccmbinaciones ortogonales de los campos originales.

Tal ccíiiD lo sdia2aron Yang y M i l l s p o d e m o s  razonar del siguiente modo: 

el concepto de campos e interneciones locales está asociado con una propagación 

hacia puntos vecinos y m  con influencia alguna "a distancia". Esto está conte­

nido en el hecho de que en el lagrange-ano solo existen términos con productos 

de campos y sus derivadas, en el mismo punto. Sin anbargo, al estudiar la inva- 

riancia de fase, vemos que la transformación correspondiente (II.2) ó (II.6 ) es 

la misma en todos los puntos. Esto parece contrario al concepto de localidad y 

es plausible tratar de investigar la posibilidad de considerar la invariancia 

ante rotaciones independientes en puntos diferentes. En otras palabras, merece 

estudio la consideración de posibles invariancias ante transformaciones mediante 

factores e , donde la fase es función arbitraria de posición, a = a (x).

(Esto constituye el pasaje de transformaciones de medida de primera, especie a 

Je cegunda especie). Ni bien se considera la posibilidad de invariancia señalada, 

se advierte que en (II.l) el término ({>* i, no presenta dificultad alguna ( es 

invariante), pero *ic ocurre lo mismo con el ténTiino que contiene derivadas. Esto 

es así porque ante

(J) = e^ “ (II.7)



la derivada crjirrespondiente se transforma en

(con = 9 ̂  a). De modo que:

3 ̂  3 ̂  ({, ^ ( 3 ̂  - i a^) (j)* ( 3 ̂  + i a^) (!, .

La aparición del gradiente de a impide la invariancia del lagrangeano ante la 

transformación de fase de segunda especie. No obstante, si recordamos que preci­

samente el campo electronegnetico está definido a menos de un gradiente, 

ccmprenderenos que la invariancia puede ser restituida si se agrega el campo 

electrcKiegnético ccmo "conpensador" en el termino de la derivada

^ - i e } (i) H <;> . (II.8 )

Exigimos ahora que ante la transformación (II.7) cambie simultáneamente A a
y

De este modo, el lagrangeano

L = (3 ̂  + i e A^) (J)* (3^ - i e A^ J (J) - m^ (f. (1 1 .1 0)

resulta invariante ante la transformación de medida definida por la (II.7) y la 

(1 1 .9)3 donde a (x) es función arbitraria de posición. Obsérvese que al intro­

ducir el campo A^ , la corriente (II.3) (modificada según (II.8 ) ), queda indi­

vidualizada cono corriente electrcsragnetica, ya que ella se acopla al campo A^ 

actuando ccmo fuente del mismo. En efecto:

^(el mg) _ 3 L _ 3 L , • _ . 3 L
Dy - ---- ---------- (-1 e) 4> = - 1 e ---------- ip (+ c c) .

3A^

Por otra parte y ademas de campo "compensador’', el campo electromagnético sirve 

como "ccmparadcr" ya que permite separar (físicamente) las partículas de diferen­

tes cargas. Es decir que A^ da sentido a un atributo físico (la carga eléctri­

ca) que diferencia a las partículas implicadas.

- 47 -



- 48 -

Algo similap al caso de invariancia de fase ocurre cuando unimos el spinor

III - INVARIANCIA ISOTOPICA.

del protón (iĵ p) y el del neutrón en un espinor doble (de ocho componentes)

El lagrangeano libre de los nucleones (tomando nip = rn̂j = m) adquiere la

%

foma:

L = ip(-.i Y ' 3 + jn) \p (III.1)

y resulta invariante ante transformaciones ''isotópicas”:

1  a » T - i  a   ̂ T

ip i ^ f  Q ' X (III.2)

Ct 3 k = 2, 3; son las matrices de Pauli) .

Para transformaciones infinitésimas:

6 i|) = i a “Tií) = ~ i ip a  ̂ r . (III. 3)

Por. lo tanto, la magnitud conservada dada por la (1,3) para a arbitrario, es 

la corriente "isotópica’’

Y ^ . (III.H)
p y

Las transformaciones (III.2) forman un grupo (el S U 2 ) de tres parámetros (a ) 

que es isoroorfo al grupo de rotaciones en un espacio de tres dimensiones. La inva­

riancia de (III.1) ante el grupo de transformaciones (III.2) indica que nada hay 

en el lagrangiano que permita la distinción física de los estados llamados protón 

y neutrón. Podemos ahora, ccmo ya lo hicimos p a m  la invariancia de fase, con­

siderar que ella debe valer localmente, es decir aunque se efectúen diferentes

transformaciones isotópicas en diferentes puntos. En otras palabras, pediremos

k k
la invariancia del lagrangéano ante la transformación (III.2) con a = a (x) 

función arbitraria de posición. En la forma infinitésima (III.3),la transformación
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implica para la derivada

%

'\j
%

, -h
a a

+ i a “ T 
V ) (III.5)

(a infinitésimo). Para canpensar el término en el gradiente de a, debenos nueva­

mente introducir un campo "compensador" (bĵ  ; k = 1 , 2 , 3 ) que se agregue 

a las derivadas, en el lagrangeano, formando la ccmbinacion

3 ^ - i g í  - T  .

Es decir, en lugar de (III.l) tendrerios'

L = - i ( 3 ^ - i g b ^ o T ) i j ;  + m  ip 4i .

(III.6 )

(in.7)

Para mantener la invariancia de (III.7) ante la transformación de medida 

de segunda especie, los campos b|̂  deben transformarse de un modo algo jihs com­

plicado que (II.9), debido a que las matrices de Pauli no conmutan entre sí.

De hecho, ante una transformación de medida, y por la supuesta invariancia

.  -> -y
 ̂ 1 a-T , e ip

L = r - i Y  o
[3 - i g b ’ < T )+ m

. -y

- i Y  “ ( 3 - i g b * = 1

= ^ _ i Y  o
- i g b - > T j + m (I) .

Esto nos lleva a la identificación

\ - i g h y r  = e " “ “ ^ (a, - i g b /  x )  e 

y para tronsformaciones infinitésims (por (III.5) )

. -y -*■
- 1 a - T ( I H . 8 )

M
i g b ; X = 3 ^  + i a ^  « T - i g ( l  + i a  = í ) b

->■
X (1

.
1 a x)

i g b ’ » T • -y
= i a ^  “T - i g b ^  ' x + g a

->■
X , b
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Por las relaciones de conmutación

6 b"

g

a" - 2 a ^ b 3  e:.. 
y y 1 3Í.

(III.9)

k .
(siempre para a infinitésijio) .

IV - TENSOR DE LAS INTSvlSimDES DE CAMPO.

Para completar la descripción canónica de los campos de medida, es necesa­

rio dar también el lagrangeano libre de los mismos, además de la interacción.
i.<W

En el caso de invariancia de fase el problema quedó prácticamente resuelto cuan­

do se identificó al campo conpensador con el cam.po electromagnético A  . En 

efecto, el lagrangeano de ííaxwell se construye con el tensor de intensidades 

del campo electroragnetico:

'W.l)

formando el escalar

1 ^ r-yvF F" 
y v

(IV.2)

que es invariante de medida ya que la transformación (II.9) no afecta a (IV.1).

Para la construcción del lagrangeano libre correspondiente a los campos de 

Yang y Mills, introducidos por la (III.6), impondremos cano condición previa que 

este sea también invariante de medida, es decir que no cambie ante la transfor­

mación de b^ definida por la (III. 8)  ̂̂ \

El lagrangeano buscado deberá ser función del camro y de sus derivadas:

L = L [b^ , = 3  ) •o o ' - y ’ y,v'' '‘ y,v y y-'

k 
’y 

3 L

Ante una variación infinitésima de bĵ  , tendremos;

3 L
6 L = ---- 2. 6 +

° 3 b3 ^ a b^
y y ,v

° ó b^
y ,v
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Pero, por la ecuación (III.9) y por la postulada invariancia:

O = S L = 
o

a L

9 b-

o

ab^. ^
y ,v

1 1 o 1 —  a ~ 2 a b e . . 
y y 1 S.3

Ahora bien, la arbitrariedad de a (x) implica que podemos tonar primeramente 

a = ate, lo que entonces da:

3 b
y

,j - 

3 L

y ,v

Elegimos luego 3 ̂  = cte y entonces

o

g
-  2

9 L
__ q , k _ -
£ V ^jk£9 b
v,y

Por último resta la ecuación 

3 L

= O

a~
9b^ 

y ,v

= O (con = 3 9 a^)
yv y V

(IV.3)

(IV.4)

(IV.5)

Puesto que la (IV.5) debe cumplirse para a arbitrario (a simétrico),
yv ’

deberá cumplirse:
3 L

o 3 L
= O

3 b- 9 b“
V

y esto significa que contiene a b|̂  ^ sólo formando el rotor del campo

k k ’
satisfacer ahora la ecuación (IV.4) veremos que el campo de

medida sólo puede estar contenido en en la coubinación:

f ̂ - b^ + 2 p- e . b^ b^yv y,v ""v,y S ^jk£ y % (IV.6)

En efecto, consideremos las nuevas variables de capo ?  = b^ v f^ , en
y y yv ’

lugar de b^ ^ ^y ,v ’ que

3 L 3 L
o 3 L

3 b^ 
y

3 L
o

3 b^
+ *4 g

3 f

O , k
X a ^jk2. 
■ya

3 L
= 2

o

9 b^
v,y

3 f-
V u
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Reemplazando en (IV.4) se obtiene de inmediato:

3 L
---= o (IV.7)
3K3

u
lo que implica que el lagrangeano libre es solo función del tensor de las inten­

sidades de campo definido por (IV.6 ),

El lagrangeano libre irás simple que contiene a f^^ es el análogo a (IV.2):

I = - - i -  f • (1V.8 )
O 4  VJV

y puede comprobarse fácilmente que satisface (IV.3).

V - GDCMLIZACION A  GRUPOS C O m N U O S  DE

Vamos aíiora a plantear de manera general los puntos que fueron examinados 

en los ejemplos específicos de invariancia de fase y de invariancia isotópica.

Tenanos en primer lugar un lagrangeano L ('1̂? 3 y per otra parte un gru­

po continuo de transformaciones cuyos elementos dependen de un conjunto de n

 ̂ k  ̂
parámetros reales a (k = 1, 2,.., n). Las distintas componentes del campo ”bá-

A
sico" que denotaremos con ip constituyen una base para la representación ma- 

tricial del grupo. Esto significa que las transformaciones del grupo pueden ser 

expresadas en la foteia:

(ct) (V.l)

donde las matrices satisfacen todas las relaciones del grupo. En particular

.A
al elemento identidad le corresponde la matriz 6g . Los parámetros siempre pue- 

den ser elegidos de modo que a = 0  corresponda a la unidad.

(0 ) = «A y entonces, para a infinitésimo:

(„) =. 6* + .

Esta relación la simbolizaremos simplemente con

U (a) 1 + ct̂  (V.2)
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donde
3 U 

3 a'
con k = 1 , 2 ,,.., n;

a = O

son dencíninados generadores infinitésimos del grupo. Ellos tienen la propiedad 

de formar un á l g e b r a ^ ( d e  Lie)

(V.3)

son las constantes de estructura del grupo.

Para las transforaiaciones de fase (ê °̂) el gr\ipo implicado es el y el 

generador correspondiente es la unidad irraginaria. Naturalmente, en este caso 

podemos decir que las constantes de estructura son nulas y todos los elementos 

del grupo conmutan entre sí (se trata de un grupo abeliano).

En las transformaciones isotópicas ê°̂ ^ , los generadores son las tres 

matrices de Pauli (Gĵ  = i , que satisfacen

. (V.4)

Las constantes de estructura son C .. = - 2 e . .
13

Observese que puede cambiarse el conjunto de parámetros mediante el cambio 

de 'Variables"

k k a = a^ a

y entonces

k
donde Ĝ  ̂ = â " Ĝ  ̂ son los "nuevos** generadores infin-itésimos. Las nuevas cons­

tantes de estructura pueden ser determinadas fácilmente*

m
m

^k
r

k<í n  r
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es decir

aP a? G = c:^ a^ G
k s, pq r wl m  r

y por lo tanto

P'm r _ p q r
T̂<Jí ^  h  ̂ pq ‘ (V.5)

Esto significa que las constantes de estructura se canportan cano tensores ante

el cambio de parámetros.

En particular, para las transformaciones isotópicas podemos usar los para-

metros definidos por a = ----- a y entonces tendranos
2

^  ~ ~  ~ ^k£m

Volviendo ahora a la transforriiación (V.l), vemos que en su f o m a  infinité­

sima (cf. (V.2) ) es

6 Gj_, (V.6 )

y si las transfoCTiaciones del grupo dejan invariante al lagrangeano, entonces la 

ley de conservación (1.3) junto con (V.6 ) implica

3 ( c.’" G,̂  ♦ ) = O

y
y ccsTiD los parámetros pueden ser cualesquiera, resulta:

3 jv = O i G 11/ . (V.7)

y
Si las transformaciones del grupo dejan invariante al lagrangeam que contiene 

a ^ es porque existe una forma invariante que simbolizaremos con

rp ^ . (V.8 )

Por esa invariancia tendremos, ante la transformación infinitésima (V.2):

S (  ip^ip ]  = 0

6 \ p ° \ p + \ l ) ' S \ l )  = 0

— k

ó = - í¡r Gĵ  (V.9)
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que es la transformación correspondiente al elemento "adjunto" . Por supuesto,

si (V.8 ) es invariante es porque cuando \p U \p 5 ip sufre la transforraación

—  —  -1
inversa ^ U , y para los cambios infinitésimos, según (V.2),

U  - 1 +

de modo que naturalmente

6 ip ~ ^ U ^ - tp = -

VI - CAt'lPQS DE MEDIDA.

Pondremos ahora en práctica, de manera general, la idea básica de Yang y 

(2)
Mills . Ella consiste esencialmente en postular que la invariancia considerada 

puede ser localmente conseguida en la vecindad de un punto, independientanente 

de lo que suceda fuera de ese entorno. Esta posición está por completo de acuer­

do con las ideas de campos e interacciones locales y lleva de manera natural a 

postular la invariancia ante transformaciones U (a) donde ahora los parámetros 

del grupo son funciones arbitrarias de posición.

Se comprende facilm.ente que la parte del lagrangeano básico que contiene 

productos de funciones seguirá siendo invariante ante U (a(x)) si ya lo era 

ante U (a). Ello es así porque una vez fijado el punto x, II (a(x)) es un valor 

particular U (a), de modo que nada puede alterar la invariancia correspondiente. 

Algo diferente ocurre sin embargo, para los términos que contienen derivadas de 

los campos. Estas derivadas se construyen a partir de diferencias entre valares 

del campo en puntos vecinos

= lim —  [ ^ (x + A Ti) - \p (x)l .
A x ^  O A X

Tal diferencia sin eiiíar^o, carece totalmente de sentido físico cuando se admi­

ten transformaciones diferentes en puntos diferentes. En otras palabras, aunque 

se haya fijado el valor del campo ip en un punto x, el valor en un punto vecino
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no está determinado ya que

(x + d x) = U (x + d x) 

es físicamente equivalente a (x + d x) por la invariancia supuesta. Este es 

el motivo de la indeterminación física de la derivada. No debe entonces ccmporar'- 

se (x + d x) con 'í' (x) porque esta canparaciSn no tiene sentido, debido a 

las diferentes transformaciones en x y en x + d x .  Antes de efectuar una com­

paración (para el cálculo de la derivada) debe decidirse previamente cual es el
O

ente ip que en x + d x ,  puede considerarse como el "paralelo" a 4» en x.

Es decir que antes de determinar el cambio al pasar de x a x + d x ,  debe se-
O

leccionarse aquel ^ en x + d x que se considera "sin cambio" con respecto

O
al '1' en X, Está claro que si elegimos a ^ (x^ + d x) = (x^) entonces 

esta igualdad dejara de ser cierta cuando se efectúa una transformación de medi­

da U (a (x) } que no altere a ^ efecto, para que esto último ocurra 

basta con elegir a (x^) íí O, y entonces

“ ^^o %  ^^o^ ~ ^ (infinitésimo) •

Por lo tanto U (a(x^) ) = U (o) = 1; y

U a (x^ + d x) = U (a^ d x^) = 1 + d x^

Es decir que 3^s transformaciones de medida que no alteran (x^) cambian a 

4> (x^ + d x) en la cantidad

á = aji' d x^

Para ccmpensar esa variación y para poder definir un "paralelismo" independiente 

de las transformaciones de medida, débanos introducir un campo "compensador" bĵ  , 

llamado campo de m.edida. Diremos entonces que ip (x + d x )  es "paralelo" a ip (x) 

cuando la diferencia

6 i¡) = \¡j (x + d x) ~ ^ (x) (VI.1)

es tal que

ó = g b^ d x^ G, ij; (VI.2)
y K
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o, introduciendo la definición de "conexion de medida”

De este modo, el paralelo a en x, será

o o

i|; (x + d x) = i|; (x) + tS }p

= ip (x) + B d ijjr y V

= (1 + B d x^ )

o p- d (6 )
t|; (x + d x) » e V ° ^ . (VI.5)

Estamos ahora en condiciones de calcular la "verdadera" derivada del campo iĵ. 

Para ello debemos partir de la "verdadera’’ variación de ’p y ésta se determina 

ccmparando a ip (x + d x) no con ip (x) ¡ sino con el paralelo a \p (x) en el pun­

to X + d X.  Calculamos entonces

o

(x + d x) - iJ (x + dx) = (x + dx) -

= (x + dx) - ip (x) - B d x^ rp
y

O

= ̂  ̂  'P d x"" -  B^ d x^ ip 

= - B„) dx"* .

Por consiguiente, la verdadera derivada de ^ es

^ = O y  - B^) it» (VI.6 )

que se denardna derivada covariante de medida y puede representarse simplemente

^ = D  ^ .
^ y y ^

El lagrangeano de partida L (ipo 3 ̂  4») deberá ahora reescribirse usando las 

verdaderas derivadas. De modo que entonces

L = Utp, ^ ) = L (ip, ) íí» ) . (VI.7)

Esto implica que el campo de medida queda acoplado a la corriente conservada (V.7) 

(modificado por ia aparición de D^ ^ en lugar de 9 ̂  ip ). En efecto, la "fuente"
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del campo de medida es:

-;P - 3 í. _ a í.  ̂V  _ 3 L , _ o , X
3v -------------------------V“ “ ------  S %

^  3 3 D i¡̂ a 3 D ^
y y

= - g 'í' = - g jj"  ̂ (cf. (V.7) )
3 D i|i ^  ^

U

VII - TEAI'JSFOPMACIONES DE LOS CAMPOS DE flEDIDA.

De acuerxlo con (VI,1) y (VI.4), cuando se efectúa una transformación de me­

dida Tp* = U ip , tendremos?

O , O
6 = i()’ (x + d x) - ip’ (x) = d x'̂  ip' ,

es decir;

U if» d x^ = U (x + d x) 4) (x + d x) - U (x) 4> (x)

= ( U (x) +3 ^ U d x^) (x + d x) - U (x) ip (x)

O

= U (x) (x + d x) - (x) + 3 U ip (x + d x) d x^ 
y

= U (x) 6 i|; + 3 ^ U ^ (x) d x^ ?

O
(En el último término se sustituyó por \p ya que la diferencia es de orden 

superior),

bJ U 4» d x’̂ = U B^ i|; d x^ + ̂  y U ip d .

Debiendo esta igualdad ser válida para cualquier 4< y d x^ arbitrario,tendremos:

B’ U = U B + 3 U 
y y y

B* = U B U"^ + 3 U • U"^ . (VII.1)
y y y

Esta relación define la transformación de medida de la conexión B , e in-
y

-  ^  y
directamente la transformación del campo de medida b^. Para transformaciones 

infinitésimas la (VII.l) nos da;

K  S:» Bp ' 1 - Sk' * “í Sk

^
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y por (VI.3)

g %  '̂ k ■ ® ^ “y “m ^ “y '̂ m

. 1

6 „ g b, G^ - g b , a Gĵ  + Gĵ

K ̂  r' - n X ^ V™b G, - b G , +  a b  
y k y X y

Teniendo en cuenta (V.3)jdeducimos:
g

k ^ 
“y ®k

b ’̂ = b^ + b"̂  + —  
y y y í.m

o también:

X v.k í. , m  ^k . 1  
o b = a b C. + —  

y y
g

a

(VII.2)

(VII.3)

que es la transformación infinitésima de los campos de medida.

Puede comprobarse que la derivada covariante se transforma del mismo modo 

que los vectores ip . En efecto*

♦l„ = 1’

= O  ̂  - U U"^ - 3 ̂  U • U'^) U 1(J (por (VII.1) ) 

^ = 3 ̂  (U - U - 3 ̂  U • i{) = U ij;

= U ^ (VII.4)

que es la ley de transformación de los vectores >¡>

VIII - T M S O R  DE LAS INTENSIDADES DE LOS CAIIPOS DE LUDIDA,

A  pesar del nanbre dado al operador de derivación covariante de medida

D 5 3 - B 
y y

no debe pensarse que posee todas las propiedades de la derivación ordinaria. 

En particular:

D D - D D  = ( 3 - B ) ( 9  - B ) - ( 3  - B ) ( 3  - B )V y y V V V y y y y v v

= 3 B  - 3 B - B B  + B B
y v  v y  y v  v y ’

= F
■yv

donde

F , = 3  B - 3 B - 
yv y V V y

B , B 
y V

(VIII.1)

(VIII.2)
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= (D B ) - (D B )
y V V y

Debido a (VII.4), ante una transformación de medida

D* il»' = U D ip ,

es decir

Por lo tanto

D ’
y

= U D U 
y

-1

F ’
yv

d ' , D = U D , D
_  ^ Vi_ _  V ’ y_

U'

viv
= U F U 

yv

-1

En particular, para una transformación infinitésima

(VIII.3)

(VIII.4)

(VIII.5)

yv

= F + a 
yv

k
, F

yv

6 F
yv

= a
yv

(VIII.6 )

Así como la conexión B^ se expresa en función de los campos de medida 

usando la (VI. 3), ésta misma nos permite dar a F^^ de una manera análoga

en función del campo , Reemplazando (VI.3) en (VIII.2) tenenos:

3 b^ ) G - g^ b^ b^
I I  /  V  11 yV  y y V

y por la (V.3);

3 - 3 b*' - g í  b* b”
y v  v y  ^ £ m y  v

G,

lo que nos permite poner, en analogía con (VI.3):

yv = g

donde

yv

yv

,k
'Zm ŷ

(VIII.7)

cvni.8)
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define al tensor de las intensidades del cainpo de medida. Aquí hemos introduci­

do el tensor (VIII.8 ) de manera algo artificial a través de (VIII.1) y (VIII.7). 

Sin embargo es posible dar a ) un significado mas gecmétrioo.

Si tomamos la ley del transporte paralelo (VI.4) y la aplicamos dos veces,
O

primero para trasladar ^ a x + d x y luego para trasladar ip así obtenido 

a x + d x + 6 x, tendremos:

í = (l + (x) d x^ )

O O  .  \ )  \  ^

i> + (x + d x ) ó x )  i¡/

= ( 1 + (x) 6 x'̂  + 3 ^ B^(x) d x^ 6 x'')

= Í 1  + B óx'^ + 9 „ B  d x ^ ó x ^ }  Í l  + B dx^)i(j 
' ' V  Z V u ■'

1 + B (d x'̂  + 6 x^) + ( 5 B + B B ) d x^ 6 x'
y  p  V  V  y

4,.(VIII.9)

En cambio, si elegimos trasladar primero según 6 x y después según d x, el re-

o o

sultado que obtenemos ip se deduce de (VIII.9) con solo cambiar S x por d x

y viceversa:

o o  *

1 + B (6 x^ + d x^) + O  B + B B )6 x'̂  d
y V

x (VIII.10)

La diferencia entre (VIII.9) y (VIII.10) es:

o o  o o  o o * y  ^

A4) = 4; - ip = ^ d X 6 X (VIII.ll)

donde F está dado por la (VIII.2). 
pv ^

La (VIII.ll) significa que el traslado por paralelismo depende del camino. 

La presencia del tensor de las intensidades de campo hace que el espacio presen­

te "curvatura de medida" donde F hace las veces de tensor de curvatum
viv

análogo al de Riemann de geometría diferencial. Podemos dar a la (VIII.ll) una 

forma equivalente

o o  o o  i

= ij; + Fyv
d x'̂  6 x’̂

O O  f
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dorrie henos substituido ip por 4» , ya que la diferencia es de orden superior. 

Tenenos así

oo / V 11 M >
= [  1 + g d x ^  6 GjJ 4> ,

OO , . OOI
^ = ( 1 + ct ) ip (VIII.12)

OO COI  ̂ .
lo que indica que la y t están relacionadas por una transfonracion infi­

nitésima del grupo. Equivalentemente

(VIII.13)
4' = e i|)

OO __ k  ̂ ^
es decir que difiere en una "fase" (a G, j de ; el parámetro corres­

pondiente es:

= g d 6 x'' (VIII.14)

que es el "flujo" del tensor de las intensidades de campo a través de la"super- 

ficie" subtendida por los vectores d x^ y 6 x'̂  .

La ley de transfomacion infinitésima de f|̂  ̂ se obtiene fácilmente de 

(VIII.6 ) usando (VIII.7). El resultado es:

6 f^ = CÍ f^‘ . (VIII.15)
yv £m yv

V
Obsérvese que (VIII. 15) tiene la forma de (V.6 ) donde hace las ve­

ces de matriz del generador. Debido a las identidades de Jacobi, puede verifi­

carse que las constantes de estructJTa consideradas como iiHtrices (= C)̂ )̂ 

satisfacen (V.3):

Las matrices Cĵ  forman la representación "adjunta" del grupo, y 'por la

0 0  I

= C^„ C (VIII.16)
kíl m

(VIII.15) las intensidades fĵ  ̂constituyen una base para la representación 

adjunta.
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K  - LAfíRANGEANO LIBRE DE LOS CAMPOS DE M E D i m .

El lagrangeand libre del campo de medida puede ser determinado cono 

en el parágrafo IV, imponiendo invariancia de medida de segunda especie. Es en­

tonces fácil ver que las derivadas ^  sólo pueden estar continida en la com­

binación antisimétrica b|̂  ^ - b¡̂  ^ . Introduciendo a f¡̂  ̂ (ver (VIII.8 ) ) 

ccmo variable en lugar de esa combinación, tendremos:

L = L ( b^ , f ̂ .
o o '■ y ’ yv

La invariancia buscada nos dice que:

O =  ̂ L = --^  6 b^ + --a 6
o y k yv

y yv
y por la (VII.3) y la (VIII,15):

(IX.l)
£m yv

9 L
0 = ° £

a p k 1 k 9 Lj. o+ V..
V JJ

y ^£m ^
(X

g L 9 f^ 
yv

Pero el coeficiente de k
a
y

debe anularse (ya que a

termina que
9 L

3 b^ 
y

°  = o ° (IX.2)

Es decir que es sólo función del tensor de las intensidades de campo. 

Teniendo presente (IX.2) la condición de invariaxcia (IX.l) se reduce a:

 ̂ .k
fff, = O . (IX.3)^k Am yv

yv
Esto significa que debe ser un invariante construido a partir de un 

]<-

vector f^^ de la representación adjunta. Tal invariante puede construirse con 

el tensor "métrico" g ^  definido por^"^^:

Sab = = 1  í Ca Ci, i • (K--*)

En efecto, dada una base ; el producto

(IX.5)
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resulta invariante ya que:

y por la (VIII.15):

donde

(IX.6)

(IX,7)

Mostrareinos ahora que es totalmente antisiinétrico^^\ Usando

(IX.14) en (IX.7) y luego (VIII,16)

= } = T r { C  C. C - C C C„ 
 ̂  ̂ a £ m  a m  £

(IX.8)

La antisimetría en m  está contenida en la definición (IX.7). Cambiando 

aíiora m  por a obtenenos de (IX,8):

=a I

y por la propiedad cíclica de la t m z a

^í.am " C C C„ 
a m 5, C } = - C„ 

m  ‘ Urna

Esto basta para danostrar (por (IX.6) ), que

6 = O

y por lo tanto que el producto (IX. 5) es invariante.

Construyendo entonces el tensor de las intensidades de campo en su ver­

sión covariante de medida, tenemos:

fk.pv = %  < v  ,
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y entonces podemos constr\iir mediante:

L = - —  . (IX.10)
o ^ yv k

Obsérvese que, por la (D(.2), no puede contener términos de masa

de la forma ya que éste destruiría la invariancia de medida de L^.

De la (IX. 10) puede deducirse la ecuación de movimiento del campo de me­

dida. La.s ecuaciones de Euler-Lagrange son:

3L

’ V k = “
3 b 3 b

y y iV
k k  ̂ •

y teniendo en cuenta que tanto b ccmo b están contenidas en la canbina-
y y ,v

cion (VIII.8 ), encontramos g b’̂  ̂v ^k^ = O es decir, por

z >
ser los generadores en la representación adjunta (Cf. (VIH. 16) )

^k|v  ̂° (IX.11)

ccmo ecuación de movimiento. La divergencia covariante de medida se construye

py\j 
^k

ccmo en (VI.6 ) (y (VI,3) ), teniendo presente que es base de la repre­

sentación adjunta covariante.

Adenrás de la ecuación (IX. 11), el tensor de las intensidades de campo 

satisface las identidades "de Bianchi"

+ f \ l  = 0  (IX.12)yv(£ £y|v v£|y

que puede ser deducida fácilmente de la definición de derivada covariante de

medida usando las identidades de Jacobi para las constantes de estructin?a.

Gjando se adiciona el lagrangeano al lagrangeano L original (VI.7),

la ecuación de movimiento completa es

3 L 3 L
°  _  3  -------------- =  f

,yv 3L
k V

"  “  3 b^ 
y

-yv
k V - g Jk

9 b>' 3 b'"
y y ,v

y por lo visto en el parágrafo VI:
(IX.13)
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X - CASOS PARTICUIARES.

Está claro que las transfoniaciones de fase y las isotópicas constituyen 

casos especiales de los cambios generales estudiados. En particular, para el cam­

po electromagnético las constantes de estructura son nulas y las ecuaciones 

(IV.12) ,(IV.13), son las ecuaciones de Maxwell.

Nos interesa ahora presentar brevemente otros casos particulares ligados 

con la invariancia de S Ug. Supongaiios que hay tres partículas fundamentales, 

los quarks, que pueden agruparse en un spinor triple con 12 componentes que 

tienen por lagrangeano:

(X.l)

(canpárese con (III.l) ). Este lagrangeano es invariante ante transfonraciones

donde U es cualquier matriz unitaria uniinodular de tres por tres (8 parámetros), 

Las transformaciones infinitésimas correspondientes son de la forma (V.2)

los generadores (k = están dados por:

0 1/ 0 0 0
\ 1 0 0

0 0
0 0 -i

V 0 i 0
que satisfacen

A. = i

/■

\ 0 0 /

/ 0
0 -i\

: i 0 0 0

V i 0 0 i

/ I 0
0 \

i
0 1 0

3 \ 0 0 -2 /

m
= _

i = 1, 2, 3

^6 = i

m

(X.2)

 ̂0 0 o\

0 0 1

0\
1 0 .

(X.3)

(X.4)

donde las constantes de estructura pueden ser determinadas de (X.3) (8)
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El octete de campos de medida correspondiente se introduce por (VI.2) y 

la derivada covariante correspondiente por (VI.3) y (VI,6 ) que debe ser utiliza­

da en (X.l) en lugar de la derivada canún, para obtener un nuevo lagrangeaiio 

invariante de medida de segunda especie. Las intensidades del campo correspon­

diente están dadas por (VIII.8 ).

Si en el lagrangeano (Xol) se supone que el término de masa es nulo 

(m^ = 0)3 entornes el grupo de invariancia puede ser agrandado. En efecto, si 

en la (X.2) se multiplica a per la transformación resultante deja in­

variable a (X.l) (con ™-q = 0^* Estas transformaciones "axiales" con ocho gene­

radores Yg pueden unirse a (X.2, 3) para formar un grupo de 16 parámetros:

k
(k = 1 ,..., 16)

donde

Las relaciones (X.4) implican

5 ’ %  

^ + 8  ’ ®£+8

G£+8

(k = 1 ,..,, 8 )

k,5, 5 m  _< 8 . (X.5)

La corriente "conservada” (Cf, (V.7) ), tiene 16 ccnaponentes que se di­

viden naturalmente en dos partes: la corriente vectorial (correspondiente a los 

8 primeros generadoras)

^k(V) k
(X.6 )

y la corriente axial (correspondiente a las transformaciones axiales)

T5 (X.7)
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Del irásmo modo, los campos de medida introducidos por la (VI.2) se dividen 

naturalmente en dos octetes: uno vectorial

V
■k

= (k = 1 ... 8 ) (X.8 )

y otro axial

(X.9)
y y

que se acoplan respectivamente a las corrientes (X.6 ) y (X.7). La invariancia de 

Lorentz exige entonces que los campos de medida (X.S. 9) se transformen (ante 

transformaciones del espacio-tionpo) cono sus rorihres lo sugieren.

Las intensidades de campo se deducen de (VIII.8 ) teniendo en cuenta (X.5), 

Separando la parte "axial" tendremos

.a  ̂ (X.IO)

(X.ll)

=3 V^ -3 
y v  y  V

+ g f^ ( V^ V^ + v y  ^ £ m ' ‘ y v  y
+ e f ?  I V~ V “ + A~ A

y  V  V

■k(A) _ ̂  ^k _ g ^ r
\í íi ^ > 1

)

■yv ~ ̂  y V “y ' ^ "̂ Jlm '' 'y ' v “y v

Nótese que por la (X.5), las transforraaciones axiales no forman grupo 

por sí mismas. Sin arbargo podenios separar las transfonnaciones en dos grupos 

introduciendo los generadores "levógiros"

G<“ = -1 . ( 1 .

A
y V

v j (X.12)

y los "dextrógiros"

que satisfacen

,(R) _ 1

p(L) .(L)

J k  ’ _

"  (R) p(rT

( 1 - v j (X.13)

k£ ®m
(L)

= G kS- m
(R) (X.14)

,(L)
^m

(R) = O 

,(L) ,(R)Los grupos correspondientes son S y S y las intensidades de campo 

se separan en dos tensores que pueden obtenerse por s u m  y resta de (X.IO) y

(X.ll) y quedan expresados en función de las canbinaciones

± A (X.15)
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Es posible considerar el campo gravitatorio cano un campo de medida^^^^^^, 

Cualquier lagrangeano debe ser relativisticamente invariante y formado 

por productos escalares de tensores (o spinores). Para fijar las ideas talare­

mos vectores. Los productos escalares pueden representarse en la forma:

B (XI.1)

donde es un vector contravariante y B otro covariante. Estos productos 

escalares son invariantes ante transfarTtaciones representadas por matrices no-
%

singulares de 4 x 1+5 X^ y su inversa X'̂
^  V  V

X’' XP = 6  ̂ (XI. 2)
V  u  V

Los vectores se transforman mediante las leyes

a '̂  = X^ A'̂
V

'x. (XI.3)

XI - EL C/̂ J1P0 GRAVITATORIO.

f

y iJ V
B = X^ B

y por lo tanto el producto escalar

U 9 'V
! = X^ A^ X^
y V y p V p V

A  B = X^ A^ X^ B = A^ B = A^ B

es invariante.

El grupo general de matrices (no singulares) de *4 x U constituye el lla­

mado grupo G L^, a 16 parámetros, cuyas transformaciones infini.tésimas repre­

sentáronos por

= 6^ + (XI.4)
V  V  V

donde es un conjunto de 16 parámetros infinitésimos. Aplicando la trans­

formación infinitésima a un vector, tendremos

6 A" = A^
V

P .y j.a .V 
= a 6 A 

a P V

que es de la forma (V.6 ) donde los generadores son

g "" ^ “ (XI.5)
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Obsérvese que el par p y a toma el lugar del índice simple k de la 

(V.6 ), mientras que y y v son índices "matriciales".

Podemos ahora pasar a transformaciones de medida de segunda especie, 

exigiendo la invariancia aún cuando los parámetros sean funciones arbitrarias 

de posición. Debe entonces introducirse la ley de transporte paralelo (VI.4) que 

se traduce ahora en

6 d x “ (XI.6 )
a V

donde los "índices matriciales" de figuran explícitamente. la comparación 

con el transporte paralelo de la geonetría de Riemann nos pemite identificar 

a B^ ^ con la conexión afín Por otra parte la (VI.3) y la (XI.5) dan

por resultado

(XI.7)
a  V  a  V  a  V

Por lo tanto el campo de medida correspondiente coincide con la conexión

3 salvo por el factor g.

Para construir el tensor de las intensidades de campo son necesarias 

las constantes de estructura y éstas se obtienen per la (V.3):

YP a V  a p Y V «YíK: n p

de donde, reanplazando la (XI.5) obtenemos:

i* - 6“ 6* S® . 
a Y P Y a p

C6 6 ,y ^ ^y

«YíP a Y P
(XI.8 )

La (VIII.8 ) tona así la forma:

f“
yv,3

g

g
+  y a  V

y a V  e

r“
V a ■p 3

que coincide con el tensor de curvatura de Rieraann-Christoffel:

(XI.9)

= R'
■yv 3

(XI.10)
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Es interesante señalar que el lagrangeano libre (IX.10) que sienpre pue­

de formarse con los campos de medidas no es el m e  simple para la gravitación 

si es que se dispone de una métrica . En este caso el lagrangeano más sim­

ple es:

L = a'' e = R e (xi.ii)
O a v,6 ^ a 6 ^

es decir el lagrangeano de Einstein.
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El campo electXKanagnelrico, generado ccmo un campo de rnedida, debe "tener 

masa cero para satisfacer la invariancia de medida de la teoría original.

Parece así que no es posible generar partículas con masa - cono campos de me­

dida - dentro de este enfoque. Para ver ccmo se puede salvar la dificultad, 

vamos a esUidiar y discutir un poco algunas ideas debidas a Goldstone y usa­

das después dentro del contexto que nos interesa por Higgs y Kibble. La idea 

de usar campos de medida surge de lo siguiente; sería deseable tener ura teo­

ría r-enormalizable de las interacciones debiles, perc la renonnalizabilidad 

de la electrodinámica cuántica depende en gran parte de la invariancia de medi­

da de la teoría. Por otra parte, las interacciones electrctnagnéticas y débiles 

son ambas universales. Esto sugiere la idea de ura teoría unificada de ambas 

intelecciones, en la cual la invariancia se extiende a una clase de invarian­

cia tipo Yang y Mills que - se espera - tenga el efecto de reducir el grado 

de divergencia y hacer teoría renormaHzable. Una dificultad que durante 

mucho tiempo retardo el desarrollo de una teoría unificada fue que, mientras la 

teoría de un campo de Yang y Mills es renormalizable (para partículas sin masa), 

la teoría de Yang y Itills para partículas con masa es rerrarmalizable.

La teoría de Salam y Weinbei^ es un intento para salvar estas dificultades 

a costa de pagar como precio la introducción de nuevas partículas; adonás del 

fotón y de un mesón pesado intermedio caor^ado, aparecen uno neutro y uno escalar.

Vamos a discutir primero las ideas de Goldstone y Higgs para ver como se 

puede soslayar la dificultad de la masa.

I - imODUCCION.



CoKiD un ejemplo típico de una simetría rota espontáneamente descaribimos

(1)
el modelo de Goldstone . Escribamos el lagrangeano

L = -5 y '  (II.1)

Vemos que es invariante frente a la transformación

, (II.2)
 ̂A - i a

ip" e

con a ; constante. La ecuación de movimiento correspondiente es

[ □  - ) q) - 2 h = O . (II.3)
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II - MODELO DE GOUSTONE.

Se ve que estas ecuaciones tienen una solución independiente de las 

coordenadas, si se satisface

(y^ + 2 h = O . (II.4)

Vamos a suponer que h > 0  a fin de que el espectro de energía li­

bre esté acotado por abajo. Esto puede ve^rse si interpretamos los términos 

correspondientes del lagrangeano como una energía potencial

V = + h ( f "  f  , h >  O . (II.5)

• 2 ^
Si p > o la única solución independiente de las coordenadas es U? = 0.

• • 2
Si i en cambio, y <0, obtenemos la figura (ver fig. pag. 76) y vemos que 

hay más soluciones que correspondan al mínimo (vacío). Ellas son:

q)¡ = —1 — (II.6 )

2

con
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con una fase arbitraria. Estas soluciones no son invariantes frente al g m p o  

de transformaciones de fase frente al cual el lagrangeano y las ecuaciones de 

movimiento son invariantes. Mas bien, se transforman unas en otras frente a las 

operaciones del grupo. Es conveniente, por razones de ccínodidad, elegir la fa­

se cero y LP igual a una constante real A / /---  , El hamiltoniano resulta
2

idéntico al potencial

V (tf ) = + h l'" (II.7) 

y las soluciones discutidas corresponden a valores de ef para los cuales el po­

tencial es estacionario. Se ve que para < O, la solución cp = O no corres­

ponde a un mínimo del potencial. El mínimo corresponde solo a íf = X / y ---  .

Toda esta discusión es meramente clásica, pero se traduce,"mutatis mutandis", 

a la cuántica. Una solución no nula independiente de las coordenadas correspon-
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de a un valor medio de vacío diferente de cero. Cuando el valor medio del va­

cío del campo ifi no se anulaj es conveniente introducir un nuevo campo. 

Habiendo elegido una solución que tiene < ^  > O introducimos dos campos

reales ^ 4^2

[p --
1

/■
tales que 2

(II.8)

(II.9a) 

(II .,9b)

Ahora exprescamos el lagrangeano crigine^l en términos de y ^2 oi^teniendo:

2
1-, , 4 
-- h X

-- X(i¡̂  + h ) - - i

- + h A^) - h X (q^J H -  _ _1 _ h ( Y ^  + ^ 2 ^"

( 11 . 10)

Los Lermanos constantes ro tiencji ninjiuna consecuencia física y pueden ser su­

primidos. El coeficiente del tá^mino lineal en debe anularse para asegu­

rar (II.9a) j;ajra cualquier tisnpo. En efecto:

< (t) > - < c|)̂  (0 ) > + i < íí

y se ve que si H tiene un téiTaino lineal en su valor medio no será nulo.

El coeficiente de cp^ se anula si A = O, pero también si y ^ + h A ^  = O 

2
para y O, que es la relación que ya teníamos. Vemos que si esta relación 

se satisface, es nulo el coeficiente <le ^ y  el campo ^ i^esulta sin masa.

La masa del campo tp^ es

( 1 1 . 1 1 )+ 3 h X- - _ 2 > O



pues supusimos < 0. El cuanto del campo 1̂ 2 ? masa nula, es el boe^n

de Goldstone que aparece si hay una ruptura espontánea de la simetría. Para 

2
u < o la simetría está espontáneamente rota (esto es: las soluciones no 

exhiben la simetría del lagrangeano) y en este caso aparece un campo escalar 

sin masa.

En general, si uno tiene una simetría interna correspondiente a un gru­

po de n parámetros y las soluciones exhiben solo la simetría asociada con 

un subgrupo que tiene m  < n parámetros, el teorema de Goldstone dice que 

habrá n - m  partículas escalares sin masa.

En presencia de campos de medida, la situación es diferente. Vamos a 

usar ccmo ejemplo el modelo de Higgs, íntimamente ligado al modelo de Goldstone 

y a la teoría de Salam-Weinberg de las interacciones débiles y electromagnéticas, 

En el caso de Goldstone, si > O, el J^grangeano dá origen a una teoría renor- 

malizable. Se puede demostrar que esto también sucede si la simetría es rota

espontáneamente 5 y la renormalizacion en este caso se reduce al anterior en 

2
que y > 0. La idea que una teoría de campos renormalizable con una simetría 

da origen a una teoría también renormalizable si esta simetría está espontá­

neamente rota, está en la base de los intentos de Salam y Weinberg de construir 

una teoría renormalizable de las interacciones débiles y electromagnéticas.

III - MODELO DE HIGGS.

(2)
El lagrangeano del modelo de Higgs es:
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(9^ - i e - y2 - h Ifr . (III.1 )

Es decir es el lagrangeano de Goldstone (II.1) adicionado con un campo de medida.

Es invariante frente a la transformación

i e A
if ^  e ( n i.2)

A  ^ A  + 3 A
V  V  V



y, para u > 0 , corresponde a un campo escalar complejo masivo y un campo vec-

* 2.
t o n a l  sin masa. Hagamos ahora al igual que antes y < O y h > 0. El poten­

cial que resulta ahora es

V = l'f 1̂  + h I tf I** (III.3)

que tendrá, igual que antes, su mínimo para

If i = —^  (III.4)

con
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2

X = \ l -

2

^ del vacío

Esto indica que, en la cuantización, el campo va a tener un valor medioN/

que, en la aproximación más baja está dado por X //---  . Usando la invariancia
2

del lagrangeano siempre se puede imponer que sea real. Escribinos, pues, cano 

en (II.8 , 9)

—  ( A + + i q>2 > (III.5)
^ ñ

donde

‘fl "o = " 4^2 "o = °

Pasamos ahora a dos nuevos campos reales

• _ L

(_p = - ;.^ ( X + X ) e ^

2

(III.7)

donde x y 0 se pueden obtener en función de y (^2 -

Cuando hacemos la. transformación de medida (III. 2) x no se modifica, ya que

el módulo se mantiene invariante, mientras que

e-v e + e X \ . (III.8 )

Se ve claro que si uno elige

A r _ 0  ̂ (III.9)
e A

la nueva G será cero. Por lo tanto, eligiendo



A  = B + —  9 e (III.10)
e A

el lagrangeano se hace independiente de G y contiene solo los campos \ y . 

Expresado en función de estos campos, el lagrangeano tona la forma siguiente:

L = - J _  O  ^ X)^- —  e2 b J (2 Xx + X^) -
^ a v 2 ^  2 ^ 2  ^

- —  (y^ + 3 h - —  h (4 X x‘* ) -

- 80 -

- (p2 + h X^) X X - X^- - ^ h  X*". (III.11)
2 4

O O
Como antes, el coeficiente y + h X del término lineal debe anularse y los 

dos últimos términos, constantes, pueden dejarse de lado. Este lagrangeano des­

cribe la interacción de un campo vectorial de masa e X con un campo esca­

lar real x de masa

+ 3 h = - 2 > O . (III.12)

Obsérvese que la posibilidad de eliminar completamente la fase £ depende crí­

ticamente de la no-anulación de X , Si X es cero esta transformación ^  se 

puede hacer y e no paede ser eliminado.

El modelo de Higgs muestra que en vez de tener un campo escalar sin masa, 

tenemos que una partícula vectorial que no tenía masa, en ausencia de interHcción, 

adquiere masa. El campo escalar de Goldstone es absorbido en la componente lon­

gitudinal .

El modelo de Higgs da un ejemplo de no cumplimiento del teorema de Goldsto­

ne. En vez de tener un escalar sin masa, tenemos que el bcsón vectorial de medi­

da adquiere masa. El campo escalar que correspondería al bosón de Goldstone da 

el grado extra de libertad que tiene un bosón vectorial masivo, respecto de uno 

sin masa.



Una observación interesante: el lagrangeano de Iliggs es renomalizable 

para el caso ncírnal > O, ya que 1*^1^ no destruye la renonnalizabilidad 

de la electrodinámica escalar. Se puede pensar que también es renormalizable en 

el caso p < 0 .  Sin embargo si uno usa el lagrangeano (III.l), y cuenta las 

potencias, no resulta renormalizable debido al término del propagador

í -7 -^^---- 2̂ • (III.13)
(e X)^ k 2 + (eX)2

En cambio, se puede cuantizar el L en su forma invariante de medida, 

sin eliminar el grado extra de libertad, es decir temando

^ ' f / *

+ e XA^ O  (̂1̂ 2 - e ^2 _ J _  ̂   ̂ ^^2 + ^ ^^) -

- —  (u^ + 3 h X^ ) - + h X) - h X(^^ + -
2 2

- —  h ((^^ + t f h  (III.14)

donde aparece explícitamente el bosón de Goldstone. Esta medida sí es renctnia- 

lizable, pero aparecen fantasmas que compensan al bosón de Goldstone y restituyen 

el resultado anterior.

En definitiva, si uno tiene el modelo de Goldstone con simetría rota el 

teorema de Goldstone impone la existencia de un boson escalar con masa nula, ya 

que al escribir (III.5) el lagrangeano da una masa al cam.po y ninguna al

^  2 3 que pasa a ser el bosón de Goldstone. Uno se pregunta entonces si cuando se 

introduce el campo de medida se viola el teorema de Goldstone. La respuesta es 

no porque un campo de m.edida implica fuerzas de largo alcance y en este caso 

el teorema de Goldstone no es mas aplicable.
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Queremos asociar al neutrino y al electrón en un doblete de spin isoto-

(3)
pico » Como el neutrino tiene helicidad negativa, introducimos el campo

IV - i m O D U C C I O N  A  lA TEORIA DE SALAI^l-\-JEINBERG.

e (IV.1)

Sin embargo esto no agota la descripción del electrón ya que éste tiene 

una componente de helicidad positiva. Por lo tanto es necesario introducir un 

campo singulete de spin isotópico

R  = _L_ (1 + Y  ) e  ̂ (IV.2)

2 ^

Con esto podemos escribir el lagrangeano

L = í { L y ^ 3 ^ L  + R y " 8 ^ R }  (IV.3)

que describe partículas sin masa. Queremos generar masa para el electrón y no 

para el neutriix), por un mecanismo analogo al de íiiggs. Precisamos para eso in­

troducir un campo O  que deberá ser un doblete de spin isotópico y cuya fira- 

lidad es generar masa para uno de los componentes del doblete (e, v).

Partimos, pues, de un lagrangeano

L = i R Y^ 3 ̂  R + i L Y^ 9 ̂  L + (L R + R If'*' L) -

-- H'"'" (-P - h ( ^  ) + 3 ̂  (IV.U)

Vemos que este lagrangeano es invariante ante las transformaciones

1 a
R e R 

a
_ L ----------------

L e 2 L (IV.5)

a
-  1

Este es un grupo U (1) de simetría, que genera la corriente conservada de hiper- 

carga.



Pero el lagrangeano también es invariante frente a las transformaciones

- V

i

L, -> e 2 L

^  (IV.6 )
i  ----

Lp e 2 l|>

es decir ante el grupo SU (2) de rotaciones en el espacio de isospin. Tenemos, 

por lo tanto, invariancia ante el producto directo SU(2) 0 U  (1) con lo cual 

hay cuatro corrientes conservadas: las tres del spin isotópico y la de hiper- 

carga.

Ahora extendemos los grupos de simetría a la Yang y Mills, lo que impli­

ca la introducción de cuatro mesones vectoriales: tres cofrrespondientes a un 

iso-vector y uno , iso-escalar, asociado a la hipercarga. El lagran-

geano total se obtendrá (fuera de la parte libre correspondiente a los A^ ^  ̂

mediante el reemplazo impuesto por la invariancia de medida

i \  R *  (i 3^ - g' ) R

i 3  L + (i 3 - g t - ^  - —  g ' B  ) L
2 (IV.7)

i \  f  " - 8 t • .? + - ^ g '  .

Con esto el lagrangeano total queda de la forma

L = ----- O A  -3 A  + g A  x A )  - —  O  B -9 B ) +
H y v  v y  v "  L|. ^ ^  v y

+ R (i 9 ̂  - g' B^) R + L (i 3 g t " A^ - g ‘ B^ ) L +
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En este lagr^angeano están incluidas las ideas de Higgs y Goldstone, exten­

didas a grupos no abelianos por Kibble^*^\ La simetría es rota espontáneamente 

imponiendo

< <̂  >
o

= X O (IV.9)

y es esta ruptura espontánea que genera, via el mecanismo de I-iiggs, la masa del 

electrón. Si escribimos

(IV.10)

y como antes, ponemos

(IV.11)

los dos términos finales de L , nos quedan

,2 , ,n+,ns2

- h ( ^ ^  + f  2 ^ 2  ^ 2  ̂‘̂l 

A fin de que se mantenga

(IV.12)

(IV.13)

debe anularse el término lineal en ss decir debe cumplirse

o sea

2 h = 0

2 h
(IV.14)

Con esta relación, los términos en de L son

- '4 f l  fl - iPi = - 2 \ n / l f ^

2
pues < o, que corresponde a una partícula de masa positiva. Por el contrario, 

usando la relación (IV.m), es inmediato verificar que. los términos en'-f 2 

eliminan. Lo mismo sucede con los términos en ^ . /%bos corresponden, pues,a 

masa cero.



Por un razonamiento análogo al hecho en el parágrafo anterior, se puede 

mostrar que <^2 y 4 +̂ componente longitudiml de los campos de

medida (que ahora adquieren masa!). En lugar de (IV. 10) queda entonces

(ÍV.15)

pero esto significa que hemos elegido una medida particular. Para ver cono se 

genera la masa del electrón., veamos que pasa al termino - G ^  ( l 4^R + C. h») 

cuando elegimos esta medida particular (IV.15)
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( 0 \

- ( m >  R + c. h. ) = _ G v e
(1 + Yg) (1 + Yg)

(1 + Y.)
= - G v e

® \___

+ c. h.

Se ve que el v está canbinado con cero y no se genera el término correspon­

diente a su masa, en cambio, no pasa lo mismo con el electrón, lo que se ve 

explícitamente reescribiendo la anterior

- G^ (L q? R + c. h. ) = _ e e ( ^  + X ) 

y el término en X genera una masa para el electrón igual a

(IV.16)

(IV.17)

También se genera un acoplamiento e e .

¿Cono se generan las masas de los mesones vectoriales? ffey que hacer el 

reemplazo de la f o m a  elegida (IV. 15) para el iso-spinc(r ^  , en todos los 

términos en que aparece en el lagrangeano. (^eda entonces

2

f  ° \i 9
y

. 3
/ O

\ +

\ X +

o
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/ O

A^ + i A^ 
y y

(IV.18)

y observamos que podemos definir nuevos campos vectoriales que simplifican la 

escritura. Definimos, pues.

W (A^ + i A^)
VI y

Z

A

/■
g'^

1

/■

(g A  + g' B ) , 
y ^ y

(IV.19)

g2 + g ' 2

En función de estos campos los únicos términos cuadráticos en el lagrangeano son

g" X" w; vr + (g2 + g' 2 )^2 ^2 „y
y

(IV.20)

lo cual indica que las masas asociadas a los mesones vectoriales W  y Z son

iM =

2

(IV.21)

/ g2 g| 2
g'

mientras que la no existencia de términos cuadraticos asociados al campo A^ 

significa que la masa correspondiente es nula. Que el cuanto de este campo de­

be identificarse con el fotón de la electrodinámica puede emprenderse mejor 

de los términos de interacción del lagrangeano :
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2 2

e Y (1 - Y^) + Q. h e Y e -

1 \ í - 2  . _.,2
V  (1 - Yr) + e Y ^  Y r  e + ^ -------- S_I e Y ^  e

5 5 g2 + g -2

(IV.22)

Estos además indican que la constante de acoplajiiiento eléctrica es:

e =

_s_

/■g2 + g ,2

g

g (IV.23)

y que el W es un boson cargado n¿entras que Z es neutro. Se ve también que 

la constante usual de las interacciones débiles satisface

G,,
= g

/■

1

2
(IV.25)

donde se ha usado (IV.21), o sea entonces que

=

/ 9 .t2

S/ 8 X 10

con iHp : masa del protón. Con esto una cota inferior para la masa del boson 

intermedio W es

F̂ , > 40 mp ==37,3 GeV . (IV.26)

También, usando (IV.21) y (IV.25) obtenonos:

.2 X ^ . 2 o
(IV.26)

: > ^ 2 (g^ + g'2 )

' S í

y para dar una cota inferior al valor de debemos encontrar el mínimo de

2. ^  ^(g + g ), con la condición (IV.23). Este manimo se encuentra muy fácilmen­

te y resulta ser



lo que da para

o sea

M ^ >  / 2 (  ̂ _ - 52,7 GeV . (IV.27)
mínimo

Si observamos la interacción de Z con el electrón, vanos que no es 

del tipo (V - A), por lo tanto, esta teoría es esencialmente diferente de la 

usual de Feynman y Gell-ífenn para la cual la interacción es siempre (V - A ) .

Esto quiere decir que hay algunos procesos que aquí son permitidos y no lo son 

en la teoría de Feynman y Gell-Mann. Por ejemplo el proceso

v + e - ^ v + e  .
y y . ^

está prohibido en la teoría usual, núentras que aquí puede realizarse mediado 

por el mesón Z

Z

Finalmente, es fácil ver de la expresión explícita del lagrangeano to­

tal que las diferentes constantes de acoplamiento resultan

V  g2 + g-2



’iz  (g2 + g'2) = m (n;.28)
2 s

m  m

g

2

__s_sl
/ g2 + ct' 2

Sze /"
g2 + g '2

^Zv ~ ®Ze ®Ze

que suelen escribirse en función del ángulo de VJeiriberg, definido por la rela­

ción

cotg - g/g' . (IV. 29)

V - REGULARIZACION DIIiENSIOMAL.

La ecuación de las ondas fue una fuente de ideas para la física. Allí 

es donde aparecieron por primera vez integrales divergentes con un claro signi­

ficado físico. Hadamard fue el primero en encontrar una forma rigurosa de dar­

les significado matemático riguroso definiendo partes finitas de integrales di­

vergentes .

Si uno observa las soluciones de la ecuación de las ondas cuando el nú­

mero de dimensiones es par, o cuando es impar se ve que tienen propiedades fí­

sicas muy diferentes. Por ejemplo: una propiedad física muy importante que de­



pende de la paridad del espacio es la validez o no del principio de íiiyghens, 

Es sabido que el principio de Huyghens no vale cuando el numero -de .dimensiones 

espacio tempcrales es impar. A título de información, podenos ver poirqué suce­

de esto. Si resolvemos la ecuación de las ondas por el método de Marcel Riesz

Cu) = ^  - ... = f (X, ... , , t), (V.l)
a 3 3 x2 , ^

1 v-1

la solución, con condiciones iniciales nulas, es

g-v
2

lím 1°“ f (x° x° .. t) = / f (x. ,...t) R d X, ... d t, (V.2)
^ H (a) ^ ^

V
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donde

y

R = (t - t^)2 - I (x^ - 4  

v~2 ^ ^

(a) = ^ ^ 2 r ( 1 + —  ) , (V.4)

Se ve - heurísticamejite - que r (2 - ~  ) tiene polos fara v = par, y ese
2

polo barre con toda la contribución interna del cono, quedando solo la contri­

bución de la superficie del cono, debido al factor R ^ que allí compensa al 

polo de la función r ,

Consecuencia: el principio de ííayghens no vale sí el numeg^o .de dimensiones es 

impar y sí vale si el numero de dimensiones es par.

Nos preguntamos entonces si también no habrá algunas propiedades de la 

teoría cuantica de campos que dependen del numero de dimensiones o del hecho 

que sea par o impar.

Con esto "in mente" nos planteamos tomar la teoría más simple de in­

teracción de dos campos escalares, uno de los cuales es masivo y el otro no.
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Tememos

donde

2

L A (x) = 6 (x) , (V.6)

L = + ... ------L?-------- ... =
3 x :  3 x2 a 3 y2 g 5̂ 2

2 v-q v-q+1 V

= 3^ 3g - m^ . (V.7)

La solución causal de la ecuación propuesta es
V

A (R) =

2 ^  . 7 r ^ ( / R  + i O )
1

P + m^ + i O J 

Para m O (V.8 ) se reduce a

- i ' ’  r ( ^ - 1 )
D (R) = ------------?-------

TT v / 2  R - 1

Designamos:

9 (V.9)

R = \  ^3 ; P = p^ p^ (V.IO)

De ahora en adelante, llamaremos R = R + i O  y P = P + Í 0  para simplifi­

car la notación.

Para calcular las transformadas de Fourier que aparecen en las reglas 

de Feynrnan, tenemos en cuenta que la prescripción que satisface la causalidad 

cuantica se obtiene calculando en la métrica euclidiana y haciendo la prolonga­

ción analítica apropiada. Para ver esto un poco mejor, suponemos que partimos 

de una distribución que está bien difinida y que es una función de una forma 

cuadrática positiva

< f (r2 + t2), [0 (x, y, z, t)> = (^^) , (V.ll)
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Hacemos ahora una dilatación positiva en la variable t (o, equivalentemente5 

pasamos a la métrica 1 , 1 , 1 , a^), obteniendo

< f (r^ + a^ t^), Cp (x, y 3 z, t) > < f (r^ + t'^)-, (x, y, z, ) =
a .

= !{; (Ip, a) ( \ M 2 )

que, para un fijo, es una función analítica de a. Si hacamos ahora la pro­

longación ana.lítica

a = i - e  , a ^ = - l ~ 2 i e  , 

esta prolongación analítica define la distribución causal f (r^ - t^ - i 0 ) 

que es la que interesa en la teoría cuántica de campos. Se ve que podemos tra­

bajar siempre en métrica euclidiana. La prolongación analítica trae como resul­

tado agregar un i^ en la expresión fir^l. Se observa que éste no es un resul­

tado trivial. Por ejenplo si tenemos que calcular la transformada de Fourier 

de una función f (R) esta filosofía nos conduce al teorema generalizado de 

Eoclmer
V  V

— 

f (R) / f (x^) J ( X / P ) X  2 d X ,

-- -- °
 ̂ (V.13)

y se ve que sólo la parte de ¿ifuera del cono contribuye a la transformada de 

Fourier de una distribución causal, al contrario de lo que uno podría suponer 

a priori, que todo el espacio aparece.

Con esta in'LiKJducción, vamos al cálculo de la energía propia y la pola­

rización del vacío.

Antes de ello especificamos que para el cálculo de las integrales uti­

lizamos las reglas siguientes:
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/ p f (p2 ) =

v / 2  

2 _____

i r
2

/ dp p ^ f (p2 ) =

IT v / 2

i r
2

-  1
J dp2 (p2) 2 f (p2) (V.IU)

(V.15)

f  P Pg f (p^) = —  / d^ p p2 f (p2) ,'a3

rrV/2

donde

(V,16)

r ( - ^ )
2

es la superficie de la esfera unidad de dimensión v .

Las integrales de los diagrannas que se consideran son de la forma siguiente:

r (~^ + n ) r ( m - n - - 4 - }v/2
+ n-m

A
r (m)

(V.17)

cuyo valor cerca del polo en v = 4 es

i (2 - ~  ) r (m) r (3+n-m)
2

a) Energía pix>pia y polarización del vacío. 

Comenzando por la energía propia 

I (P) = /
d"* k

(p - k) +

y usando la fórmula de Feynman se lleva a

(p) - / d k / dx — z~2; } a^ = (p^ + m^) x (1 - x). (V.20)

(V.18)

(V.19)

(k - px )2 + a^



Estas integT'ales se calculan sin ningún problema con la ayuda de (V.17) y se 

obtiene

I (p) = - (i)9 ( 1 - ^  ) F( 1, 2 - -'i- , i- ) . (V.21)
2 2 2 iP-2

Análogamente5 el resultado para la polarización del vacío es:

H (p) = i'í b "-'* r ( 2 - ^ l  F( 2 - ^  , 1. ^  (V.22)
2 2 2 m 2

Se obser'./a entonces un resultado curioso. Considersnos la energía pro­

pia. Aparece explícitamente el factor r ( l ---^  ) que diverge para v - 2,i+,6 etc,

pero que es convergente para v impar. O sea que el diagrama de orden más 

bajo resulta convergente si el numero de dimensiones es impar. Lo mismo suce­

de con la polarización del vacío.

/■Jiora bien, mirando a I (p), ec. (V.21), uno tiende a considerar a v 

cono variables canpleja, ya que tenanos una función analítica en esa variable 

con polos para los valores peires de v . El numero de dimensiones aparece así 

como un parámetro regularizador^^^ y tenemos un nuevo método de regularización 

analítica que llamaremos, para diferenciarlo del anterior, dimensional.

Podemos aplicar ahora las prescripciones de Guelfand para definir una 

parte finita justo en la singularidad. La prescripción es

Pf I (v - 4) ^ (v, p) . (V.23)
d V

Debe, además, tenerse presente que la parte finita está definida a m.enos de 

un téiTnino arbitrario que es proporcional al residuo en el polo. Es fácil re­

cordar porqué es así. Si tenemos

f (z) = + B (z) , (V.24)
z-a

se define ccmo parte finita

f (a) = B (a) (V.25)

o, lo que es equivalente, cuando la singularidad no viene separada tan explíci-
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tamente

d z
(z - a) f (z)

z=a
= B (a) = f (z) (V.26)

z=a

como se puede verificar directamente por derivación. Ahora bien, la física nos 

da una expresión explícita para el valor del parámetro coincidente con el polo. 

Cuando se hace la extensión analítica, sienpre se puede multiplicar por una 

función arbitraria que tome el valor uno en el polo. Volviendo a la expresión 

(V.26), se puede multiplicar por una función (z) tal que U? (a) = 1 obte­

niendo

_ d
f (z) (z)

d z
(z - a) f (z) (z)

z=a

= B (a) + Lp' (a) A  , (V.27)

y ccmo (r.) es arbitraria, se tiene un término que es proporcional al re­

siduo. Por lo tanto las partes finitas son indeterminadas y la arbitrariedad 

de su definición es proporcional al residuo, Estas son precisamente las cons­

tantes de renormalización.

^ngrgxa propia y polarización del vacío en electrodinámica cuántica.

Las considteraciones anteriores pueden extenderse al caso de la electro­

dinámica cuántica en forma mas o menos obvia. Damos los resultados para el 

caso de la energía propia y de la polarización del vacío.

Para el caso de la energía propia se tiene 

2
I  ( p ,  V )  =  /  a ' '  k  y  U  Y  •  ( p  -  k) -  mi

(2 tt)'' 

siendo el resultado

donde

(p-k)^ + m̂ -1

I (p,v) = A + B (i Y " p + m) + (p, v)(i Y* p + m)^ ,

''-3  r (2 -  ^ ) ,A = -

B = -

v / 2 ^  

e‘~ v-4

(U7 T)
v / 2

m

2 v-3 

V  -I v-1r (2 - - ^ )
2 v-3

(V.28)

(V.29)

(V.30a)

(V.30b)



cuanto a la polarización del vacío

n (k,v) = i-Si w  / d" p r, P T -l .T - J P  - K >  -■" , (V.31)

(.2,)'̂  ^  p2 ^ (P - k)2 + ni2

donde sog'.:"'̂ 03 que se cumple Tr' y y = d (v) n, , etc. con d (v) = número
A y  Ay

de componentes de un spinor en un espacio de v-dimensiones. Se obtiene

P., (X, V) -- r( 2 - m''-'*

• ’ F (2 - i -  ’ ' T
¿ Z H- m

donde se observa que para cualquier valor de v la polarización del vacío con- 

■i.û ne la expresión invariante de medida , al con'trario de lo

que sucede con el método de regularización analítica donde esto ocurre sólo 

para el valor lími.te del parámetro •

Estos métodos son muy apropiados para su aplicación en las teorías de 

medida, del tipo Salam-Weinber^ (ver Ref, (5) y (6 ) ).
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En esta serie de clases trataremos las interacciones fuertes a altas ener­

gías , es decir energías mucho mayores que las masas hadrónicas características 

que son del orden de 1 GeV. Debido a la fuerza de la interacción y a la conser­

vación de la probabilidad, todos los porocesos hadrónioDs están fuertemente aco­

plados , y no podemos lograr una descripción detallada, de un proceso individual 

sin tener una teoría completa^ Estamos lejos de tener una teoría de ese tipo por

lo que nuestro propósito es menos ambicioso.

Vamos a desarrollar un modelo - el modelo multiperiférico originariamente

(1 )
propuesto por Amati, Bertocchi, Fubinij Stanghcllini y Tonin - para explcr<ar 

las propiedades de los procesos de producción a altas eiiergías, y esperamos al­

canzar conclusiones y encontrar algunas propiedades que sean mas generales que 

el modelo que les dio origen.

Para motivar y guiar nuestra elección del modelo, vamos a discutir bre­

vemente las características básicas de los procesos liadrónicos a alta energía.

1) Colisiones elásticas:

Son del tipo ab ->• a ’ b’, donde el mismo par de partículas se encuentra 

en los estados inicial y final. Estos procesos se describen por dos variables 

que elegimos ser s = s 't =  ̂V son principalmente

difractivoses decir que la sección eficaz diferencial muestra un pico hacia 

adelante casi independiente de la energía con un ancho en t del orden de 1 /R^, 

donde R es un radio hadrónico característico:

da
---- = f (t) constante . (I.l)
dt

Para colisiones proton-protón, por ej ., % 9 ml̂  a altas energías.

2) Colisiones inelásticas de dos cuerpos.

Estos procesos están caracterizados por el intercambio de números cuánticos
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y el comportamiento a alta energía de la sección eficaz es del tipo:

2-c inel , v „ 2a - 2  /•x^^
o is) s , (1 .2 )

donde a es la intersección de la más alta trayectoria de Regge que lleva los 

números cuánticos intercanribiados; valores típicos son a, • 5 para el inter­

cambio de una carga; a ^ 0 . para el intercambio de un numero bariónico, etc. 

Debido al número finito de canales de dos cuerpos (donde denoninamos "cuerpo" 

un hadrón que es estable frente a las interacciones fuertes) y puesto que a < 1 

para intercambios diferentes del vacío, la contribución de los camles de dos 

cuerpos se hace despreciable a altas energías.

3) Procesos inelásticos de m.uchos cuerpos.

Discutirejnos varias características de estos procesos,

a) Secciones eficaces parciales: El ccmportamiento con la energía mues­

tra un comportamiento como potencia en el umbral, un crecimiento hasta 

un máximo y un decrecimiento a altas energías. Asintóticamente podemos distin­

guir dos casos:

i) Cuando el intercambio del vacío es posible^ se alcanza un pequeño 

valor constante (ver Fig. l(a) ). En este caso podemos agrupar 

las partículas finales en dos conjuntos, cada uno de los cuales lleva los nú­

meros cuánticos de una de las partículas incidentes. Cano ejemplo, podemos 

mencionar la reacción

pp ->■ p n It'*’

donde son posibles dos agrupamientos de este tipo
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y

pp -> p (n e'*’ Ií® )

P P  (p íí°) (n n"̂ ) .



ii) Cuando el intercainbio del vacío no está permitido, la sección efi­

caz parcial tiende a cero a alta energía (ver Fig. l(b) ).

Ejanplos típicos son los procesos de 

aniquilación5 tales cono los de aniqui-

lación de bariones

\  _ + - 0 0  
(cano en pp -> IT IT II n )

 ̂ ^
------------------ -------------o amquilacxon de hipercarga

_  + o _

ji ® (cono en K p -> A n H H ).

b) Sección eficaz total inelástica: Se obtiene sumando todas las seccio­

nes eficaces parciales inelásticas. Encontramos que la adición de

secciones eficaces que dependen de la energía de la manera descrita antes, lleva 

a un comportamiento mucho más plano para la sección eficaz total inelástica.

Se observa que la tendencia de la sección eficaz total a su valor asintótico se 

produce a energía mucho más baja en el caso de canales exóticos, es decir para 

procesos en los cuales no se conocen resonancias o estados ligados.

c) Momento transversal prcmedio < Pj_ ^ Es el valor promedio de 

la componente del memento de la partículas finales de tipo c per­

pendicular a la dirección del manento incidente. Este promedio podría aumentar 

para energías crecientes si se tienen en cuenta razones puramente cinenáticas, 

pero en cambio se observa que es aproximadamente independiente de la energía.

Esto miuestra que el espacio de las fases no está igualTisnte poblado, sino que

a alta energía se puebla una fracción cada vez menor del mismD. Se ha observado 

también que Pj_ no depende apreciablemente de la naturaleza de las par­

tículas incidentes, a y b, y depende sólo débilmente de la partícula observada c. 

El valor de Pj_ > es aproximadamente 350 MeV.
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d) Inelasticidad : Se define cano la fracción de la energía inci­

dente llevadas por partículas de tipo c en el estado finalj en el

sistema de centro de masa. Se ha observado que es también independiente de la 

energía, pero sí depende de la naturaleza de las partículas incidente y observa­

da. En particular el efecto de partícula dominante es bien conocido: la presen­

cia de partículas veloces hacia adelante con los números cuánticos de la partícu-

K K
la incidente resulta favorecida. Así, por ejanplo, > rip̂  .

e) ilaltiplicidad promedio : El numero pranedio de partículas de 

tipo c en la colisión de las partículas a y b crece con la ener­

gía de un modo mucho mas lento de lo que sería posible cinemáticamente, esto

- 102 -

es '/ s, y es compatible con un creciiniento logarítmico del tipo

(s) = In s + ’ (1.3)

donde Pp no depende de las partículas incidentes.

Hemos puesto énfasis en los procesos de producción de una o más partícu­

las debido a que la correspondiente sección eficaz es aproximadamente 3/4- de la . 

sección eficaz total a alta energía y por consiguiente juegan un papel funda­

mental. Además estos procesos son importantes para el estudio de la dispersión 

elástica, precisamente porque a alta energía esta última es principalmente absor- 

tiva, es decir está intimamente relacionada a la inelástica a través del efecto 

sombra.

Nuestro objetivo es ahora construir un modelo para los procesos de mu­

chas partículas que exhiba las características que acabamos de describir.

II - DESARROLLO EN ONDAS PARCIALES GENERALIZADAS.

La amplitud conectada correspondiente a N partículas escalares depen­

de de 3N - 10 variables independientes, donde 3N es el numero de componentes, 

de los cuadrimpulsos después de haber tenido en cuenta los vínculos de capa de 

masa, y 10 es el numero de generadores del grupo de Lorentz inhomogéneo:
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4 corresponden a las traslaciones espacio-temporales, y llevan a los vínculos 

de conservación de energía-impulso, y las 6 restantes permiten elegir un siste­

ma especial en el cual 6 canponentes de los impulsos se anulan. Por ejanplo, 

podemos ir al sistema de reposo de la partícula 1 en el cual

p^ = (m.̂ , O, O, 0) , (II.1)

en el cual 'p̂  apunta hacia la dirección positiva de z

eos h a ,  O, O, m 2 sin h a > 0 ), (II. 2) 

y en el cual p^ define el plano y - z

Pg = (m^ eos h 3 , O, sin h 6 sin y >0, m^ sin h 8 eos y)(II-3)

%  Denotaremos un sistema de referencia de

ese tipo en el símbolo S (p^, P 2 , p^) •

i
Pl ÍP2

Fig. 2

Un procedimiento usual consiste en agrupar las partículas iniciales y 

finales según el diagrama de la Fig, 3 que tiene sólo un significado cinemáti­

co y define el cuadrivector de energía-impulso total

''i . ,

1  / P = I P ■ = í P • • (II.-*)
j=l  ̂ 3=1 ’

^ Podemos describir los inpulsos incidentes

en el sistema S (P, p^ , p^ ) en el cual

1 ^  /-2-A P = (/ s, O, O, 0) (II.5)

Fig. 3

y para este propósito necesitamos 3 (M^ + 1) - 10 variables "iniciales", y 

correspondientanente los impulsos finales en el sistema S (P, p^ 5 P 2 ) in­

troduciendo 3 (N^ + 1) - 10 variables ”fimles". El numero total de variables
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es hasta el manento 3 (M^ + N^) - 13, donde hemos contado las variables inicia­

les y finales y el cuadrado de la energía total de c.m. s. Están faltando to­

davía tres variables, las cuales pueden ser elegidas como los tres ángulos de 

Euler que parametrizan la rotacion que describe la orientación relativa de los 

sistemas inicial y final. En efecto, en ambos sistr^iHS P está dado por la 

ec. (II.5) y, por consiguiente, dichos sistemas solo pueden diferir en una trnns- 

formacion de Lorentz que deja P invariante, es decir por una rotacion.

Ahora podemos definir una amplitud de onda parcial generalizada^

s, v^) = / dg ^f ^i (g) A  (v^, s, g, v^), (II.6 )

donde g designa colectivamente los tres parámetros del grupo y ^f ^i 

son las representaciones irreducibles unitarias del grupo de rotaciones. Podemos 

invertir la ec. (II.6 ) y escribir el desarrollo en ondas parciales generalizadas

A  (v^, s, g, v^) = I ^f ^i (v., s, v.) ^i V ( g )  (II.7)
J 8 r 1

El índice esta asociado a la rotacion de Euler final, y puede ser interpre- 

tado por lo tanto cano una helicidad, es decir ccmo la componente del impulso 

angular del estado final sobre la dirección del eje de rotación, que coincide 

con el impulso p^ de la partícula 1^.

En el caso particular de dos partículas en el estado firal, p^ y p^ 

son colineales por lo que no definen el plano y - z. Por consiguiente este 

sistema está definido a menos de una rotación alrededor del eje z, y la ampli­

tud no depende del ángulo de Euler final; correspondientemente = 0. 

Naturalmente, un razonamiento analogo se aplica al estado inicial de dos partícu­

las. El numero de variables se verifica nuevamente si interpretamos que el nú­

mero 3 (N^ +^1) - 10 = - 1 indica que no se necesita ninguna variable para 

el estado final de dos cuerpos y, además, que la dependencia dé una de las va­



riables '‘geométricas" desaparece. Cuando = Mj. = 2, el desarrollo en ondas 

parciales de la ec. (II.7) se convierte en el desarrollo en ondas parciales 

usual para dos cuerpos.

III - DESARROLLO O (2, 1).

Si ahora en canibio consideramos un proceso de producción de partículas

a memento transferido fijo (en vez que a energía fija) podemos dibujar el dia-

(3)
grama de la fig. 4 y utilizar las siguientes variables:
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- 3 (Np + 1) - 10 variables v^ que

describen los cuadrivectores Pl. N,
D

en el sistana de referencia SÍOjP^jP^fe Sĵ .

- 3(Nj + 1 )- 10 variables v^, análogas a 

las anteriores, para describir los cua-

drivectores
Pl

P, en el''sistema

izquierdo S-̂  = S (Q, p| , p^) .

- el memento transferido invariante t = Q

- 3 variables, denotadas colectivamente por g, que describen la orientación 

relativa de Sĵ  y S^. Estos sistams tienen en ccmún el cuadrivector Q.

En casos normales en que las partículas 1 y 1' son incidentes y las demás 

salientes, con p| = ^ = (p2 + ... + y p^ ' ™I - ^

el cuadrivector Q es de tipo espacio (Q^ < 0), de manera que en S^ y S^ 

sus componentes son Q =  (O, O, O , /  - t  )*Por lo tanto, S^ y S^ pueden di­

ferir a lo sumo en una transformación O (2, 1), es decir, del subgrupo del 

grupo de Lorentz que deja invariante el eje z. Panametrizamos una transforma­

ción de O (2, 1) de la forma-

R^ (y) ií) P. (v) , (III.1)
Z X  z

donde R (a) es una rotación en un ángulo a alrededor del eje z, y (?)
Z X



es una transformación de velocidad de parámetro 5 tal que su efecto sobre un 

cuadrivector es multiplicarlo por la matriz

eos h K sen h ? O O \

sen h C eos h C O O

O O 1 0

O O 0 1
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(III.2)

La proyección de onda parcial es ahora

J A X j X A
A  ( Vj, t, ) = / dg A ( Vj, t, g, V p )  D (g) ,(III.3)

^ ^I 1 
donde D (g) con Re (J) = - ---  son ahora las representaciones uni-

2
tarias de O (2, 1), y la inte.gración se realiza sobre el espacio de los paráme­

tros del grupo. En el caso de d (eos h C) los extrenos de integración son 1 e “ 

y la integral converge si

1 - - 6

A  ( Vj, t, g, Vp ) -^(cos h ?)  ̂ con 6 > O , (111.1+)

Vi, Vĵ , t-y , V fijos

eos h C “

El desarrollo análogo a II.7 es

1
+ 1 00 J A* J

A  ( Vj, t, g, v^ ) = I \ -----  D  ̂ (g) A (vj, t, Vp)

(III.5)

Si suponemos entonces que para un cierto valor de t la proyección converge

y suponemos además A ( v^, t, v̂  ̂] meromorfa en el plano J, al variar

t los polos de esta función en J m e d e n  moverse y cruzar la línea Re (J) = ---—
2

En tal caso hay que distorsionar el contorno y la amplitud total puede reexpre-

1
sarse ccmo una integral a lo lar^o de Re J = ----- más contribuciones del o de

2
los polos. En el límite cosh el comportamiento está dominado por el polo



en J = a (t) cuya parte real de a sea Tnaxima:

a (t )

A  ( t, g. Vp ) o, (eos h c) B ( Vj, Vp, y,v,t} . (III.6 )

Vy, y ,  V ,  t = cte

eos h 5 «

¿Qué es ese líinite que acabamos áe escribir? Vanos a ver que es el límite de 

Regge. Para ello calcularemos:

S = ( - P^,) = mj + - 2 • p^, , (III.7)

y con el objeto de efectuar el producto p^ ‘ expresaremos ambos vectores

en un mismo sistema, j»r ejemplo, S^. Por definición, en este sistema p^, es 

del tipo:

p^,) = m^ ( - eos h q-j-, 0, 0. sen h q^) , (III.8 )

_ ^I
(donde el signo - proviene de la convención indicada en la fig. >4) y q^ es 

función de las variables v^ y de t. Esto último puede verificarse si calcula­
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mos

2
= ( P 2 - + Pn^) = ( Q - P iO

(III.9)

= + t + 2 m^ / - t sen h q-j-

de donde resulta

- m^ - t
sen h q = —---- -----  • (1 1 1 ,1 0 )

2 m^ ■/- t

Débanos ahora calcular p^ en el sistema Sj. Para ello sabemos que en 

Sp la expresión de p^ es análoga a la de la ec. (1 1 1 ,8 ), es decir

Pl) = (eos h q̂ ,̂ O, O, sen h q ^) , (III.8 ’)

'"é - 4  -
sen h q_ = -----------  • (III.10')

2 m p /  - t



Para pasar a debemos aplicar la transfc?rmaci6n de O (2, 1) de parámetro 

u 5? y V , es decir

p^) = (y) ( O  (v) p^) (III.11)

= (eos h Qp eos h C, eos h sen h ^ eos y , 

eos h sen h 5 sen y , sen h q^) .

De (III.7)(III.8 ) y (III.11) obtenemos:

2 2
s = + nVj. + 2 nij ( eos h q^ eos h ? eos h q̂  ̂ +

+ sen h sen h q^ ) . (III.12)

Vemos que el límite de la ec. (III.6 ) es, efectivame rte, el límite de alta ener­

gía o de Regge.

Si ahora definimos la rapidez total Y como el parámetro de una tranBfar= 

mación de Lorentz que lleva con una sola transfonnacicn de velocidad del siste­

ma de laboratorio a un sistema en que el proyectil está en reposo, tenemos:

r \ 2 2 2
S = (. - P^I j = + m.j + 2 m^ eos h Y , (III. 13)

de manera que

eos h Y = eos h q^ eos h 5 eos h q^ + sen h q^ sen h •(III.14) 

En el límite de alta energía

( i Y i m  — —  . (III.15)
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IV - DESARROLLO O (2, 1) MULTIPLE^^^-

Pasemos ahora a describir un proceso de producción en el que mantenemos 

fijos dos o más inomentos transferidos. Discutirenos el caso de dos pues es su­

ficientemente general.

Las variables elegidas son ahora:

3 (Np + 1 )  - 1 0  variables "derechas"
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3 (N^ + 2) - 10 variables "centrales"

^ = Qd

1 tj = q|
(IV.1)

%   ̂ I I I'' •

Aquí observamos que hay dos mementos transferidos conectados al vértice central, 

y por lo tanto dos sisteiras asociados a este vértice: uno, el S 0^, p^„) = 

en que

Q|) = (Oj O, O, ) (IV.2)

y otro, el S (Q^, p^ _) = s¿ en que

%  = (sin h q , O, O, eos h q )

,----  \ (IV.3)
Qj = (O, O, O, - tj)

Obviamente, se pasa de una a otra por una transformación de velocidad en la di­

rección z de parámetro q^ tal que

^c  ̂ ~ " ‘‘̂D "̂ I - ■̂D " ‘‘̂I ^ '̂ c ’ (IV.4)

0s decir

- t - t
aos h = - ~ = ~ = ^  ■ (1V.5)
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Finalmente, y denotan, respectivamente, los parámetros de las transfor­

maciones del grupo O (2, 1) que dejan invariantes a y Q^, respectivamente, 

Por lo tanto el procedimiento para calcular cualquier cuadrivector en un 

sistema de referencia elegido es conceptualmente simple. Se expresa el cuadri- 

vector en un sistana particular en términos de los ironentos transferidos inva­

riantes y de las variables internas que lo definen en ese sistema (por ej., en 

el caso considerado, v^, v^ o v^) y se efectúan luego las transformaciones de 

Lorentz correspondientes. Por ejanplo busquemos nuevamente p^ en el sistarH Sj. 

Ahora tendremos:

Observamos aquí que p.} depende de la s’jma (v-. + y no de v-p y se-
* 2 j- j-/ j_ u

paradamente. En cambio: ^

p^„} = (yj) (5j) (vj) p^„)  ̂ , (IV.7)
St S
J- c

depende solo de Esta dependencia, sin embargo, desaparece cuando en el vér­

tice central es emitida solo una partícula, pues en ese caso por conservación 

de energía-impulso

Pl-í = Qd - Qj (IV.8 )

y por (IV.3) p^„ es invariante ante rotaciones alrededor del eje z. Este es 

un nuevo ejemplo en el que desaparece la dependencia de una variable geométri­

ca en el caso de un vértice al que sólo concurren tres líneas. En este caso la 

amplitud, en lugar de depender separadamente de los ángulos y^ y depende 

de la suma w = v j +  y^joEnel caso de la fig. 6 en que sólo concurren tres 

\ 1 1 " y  líneas a vértices externos, también se pier-

2’\  T  ■ r 2
/ 1 / de la dependencia en las variables y yjs

%  V  y solo quedan para describir el proceso
1 ' 1

Fig. 6 Cj, tjj tĵ  y w .



En el límite de esta energía 5j, « , t^, t̂ ,̂ a, fijos tenemos, si defi­

nimos

Sd  = ( Pi - Qi , Sj = ( Qd  ' p Í , (IV.9)

= —■ 'v̂ eos h sen h eos h 5 , (IV. 10a)
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2 m^ / - tj "D

Si

2 m j /  - tj,

s

% eos h sen h q^ eos h Kj , (IV.10b)

eos h q^ (eos h q^ + eos w) eos h q^ eos h eos h ,

(IV.10c)

de donde, usando (IV.9) y (IV.5), se deduce fácilmente

2

o c  ̂ , 2 \---------------- • (IV.11)

Si la partícula e es un pión, frecuentonente se puede despreciar su masa 

(m^ .02 Gev^). Para los casos extremos eos w = ± 1  podemos escribir en 

el límite de alta energía

S í\, 1
---- ^ = . 2  . (IV.12)

s j (’/ - t j ; / - tp }

Si el elanento de matriz en un experimento a s fijo crece con y Sj, el 

valer de eos oj tratará de accmodarse de tal fcrma que S^ y S^ tomen los va­

lores máximos compatibles con el vínculo (IV.11), es decir, prevalecerá el valor 

eos 0) 1 con lo cual, reemplazando en (IV.12) - t^ y - tĵ  por un valor 

típico T , tenemos
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Esta relación se puede generalizar al caso del diagraina de la fig. 7 en que en el

se cumple

- t ^  T ,  íf,

'X/
Oí

4  T i  4 t

(IV.14)

Fig= 7

V - PROPIEDADES CimiATICAS.

En el caso de una amplitud para un proceso con 2 cuerpos en el estado ini­

cial y N en el final, podonos elegir las variables que corresponden al diagra­

ma de la fig. 85 es decir

N
i+1

'\
i 2

/

Fig . 8

^i, i + 1 

'*'1 , i  +  1
i = 1  ... N  _ 1

(ü .

A  las transformaciones de IxDrentz ya introducidas, podemos añadir la que 

nos lleva de un sistema en que la partícula D. está en reposo, es decir

S (p£)9 0^2^ ^  sistema S (Q^2 ’ Pd’ Pl^’ claramente una transforna-

cion de velocidad en la dirección z de parámetros q. tal que
O  ̂ 1 '

-12 ,sen h q^ =

2 2
- t.

(V.l)

2 m-D' - t^2



Análogamente, la transfonracion B (q„) con
z

s e n h  . (V.2,

2 “l - *M-1 ,N

nos llevará del sisterra S Pj, al S (pj, Pĵ ) en el cual

la partícula inicial I está en reposo. Por lo tanto, la sucesión de transforma­

ciones

' % >  ‘'x  \  'E 23> ®z \  < "?>  \  <«12> ®z « « l ’

nos lleva del sistema que podemos llamar del prcyecti.l al sistema de lalxjratorio

(entendemos aquí que D es el proyectil e I el blanco).

En el límite multi-Regge OÍR) tenemos t.  ̂o). fijos y eos h 5 . »
I5  1+1 1 '  i  31+1

y en forma analoga a las expresiones (17,10) podemos ver aue

i n  = ( P i  *  P i + i  í '  “ S í '  h , i * i  < « • ■ « >

" i ,  i + l ,  i+ 2  = ( P i  ^ P i n  *  P i+ 2  “ S h  Í Í 4 + 1  eos h  , f í A W

s  = (p j  + . . .  *  P¡J eos h  eos h  5^3 . . .  oos h  • (V.itc)

Vamos a ver que en este límite se cumplen las siguientes propiedades:

a) los mementos longitudinales de las partículas producidas p.. están orde-
IX/

nados

b) los mementos transversales p.̂ ^̂  se nantienen acotados.

Vamos a estudiar estas propiedades en el sistema centro de masa, y para

ello proyectamos las componentes temporal y lon,gitudinal de p̂  ̂ (por simplicidad

consideramos el caso m^ = = m)

r-c m  ^Pd
= Pi • - ^ = --- ’ (V.5)

V S

c m  ’Pd ~ Pl Pi ‘ ^Pd ' Pl^
Pi - - Pi ■ = -• T m - , — r ~ i t 7 7 =  ’

2 P¿J^^  ̂ (s, m.̂ , m  ) / /s
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• 1 J-
.OTi 2 orí 2 2

-  Pií - -"i

( Pi • Pn ) + (Pi • Pj )
■4 “ ÍPi • % ) (  Pi • Pl)

- m*: (V.7)

Los últimos miembros de las ecuaciones (V.5)(V.6) y (¥.7) pueden ser calculados

en un sistona de referencia arbitrario y ele.eimos ’ono en que la partícula i

está en reposo. Tal sisteraa difiere del sistema S (Q. . , Q. . ., p.) en una
X -L 1 1

transforTTacion de velocidad finita en la dirección z , es decir es un sistema 

intemedio entre S , Q¿ ¿+1 » P¿) Y S 0-_^ p̂ -) y en él

eos h 5^2 eos h ^23 eos h ^ (V,8 )

■V o o s h  ... eos h J, ,

es decir., recordando (V.Uc)

(V.9)

Las expresiones (V.6 ) y (V.7) se reescriben en este sistema

cm
^i£

ij.

m.

, ^ 2 
4 m  m.

-i ( E
'D + E.

4 m- EL E-p 
2 A , 1 t) I 2 

J + -------- " m.
i s

(V.IO)

(V.ll)

De las formulas (V.8 ) y (V.IO) se concluye que en el límite multi-Regge

puesto que E^ > E^ 
, i+1

< E,
i+1

, es decir que los momentos lon­

gitudinales en el cm. están ordenados.

De (V.ll).^ (y.8 ) y (V.9) vemos también que en el límite MR los p- se
^ 1 1

mntienen acotados.

Vimos que mantener los
'‘̂i, i+1

acotados implica que los p^^ tambiém



están acotados, independientanente del valor de la energía total y las subener- 

gías. Este hecho hace posible introducir una gran siiiplificación en la cinemáti­

ca. En lugar de ir del sistema del proyectil al del laboratorio por la complica­

da secuencia de transformaciones (V. 3), que pasa sucesivamente por sistemas de

(*)
referencia en que las partículas i = 1 , 2 ,...N están en reposo , poderíos uti­

lizar tan solo transformaciones de velocidad colineales en la dirección de inci­

dencia. Dichas transfonnaciones nos llevan del sistema en que p^^ = O al sis­

tema de laboratorio, es decir que en este último tenemos:

Ei = m j  eos h y^

^ ‘ (V.13)
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1

con mi = / + m^
-^i ^ •

Pi£
Observamos que dy. = -----  es decir que es invariante frente a tronsfcír-

^ E.
1

maciones de velocidad en la dirección de incidencia, lo que nos permite pasar 

del sistema de laboratorio al de an o al del proyectil con un simple cambio 

del origen a partir del cual medinras la variable rapidez y. El ordenamiento 

longitudinal en el límite MR se expresa entonces en la forma

%  " % - l  " ••• " ^1 •

(*)

Por esto queremos decir que podemos desconponer la transformación 

cano producto de dos transformaciones colineales sucesivas de velocidad, una que 

lleva del sistema S (Q. . • , Q- p-) a un sistema en que la partícula i
1“-L 3- 5I ' X 1

está en reposo, y otra que lleva de este sistema a S (Q^ p^).
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VI - HIPOTESIS DimMICAS

A  alta energía, cuando deciiios que procesos hadrónicos a dos cuerpos son 

periféricos, entendemos que la sección eficaz se concentra a pequeños valores de 

las variables t o u. Estas variables quedan definidas por las figuras 9(a) y (b)

(a)
D

Fig. 9

u

(b)
D

y consideraiBos un intervalo t < A u < A 5 es decir una fracción del

espacio de las fases que tiende a cero a alta energía. La hipótesis periférica 

sostiene que la fracción de la sección eficaz concentrada en este intervalo no 

tiende a cero sino que, para A convenientemente elegido, constituye la parte 

dominante de la sección eficaz para dicho proceso. Un modelo de tipo periféri­

co es el de Regge-, que propone para la amplitud a alta energía en la zona perifé­

rica una expresión

“t^^^ «.(u)
, (VI.1)A -  0^2 (t )  ( t )

a ( t )  « (u)
3 + (u) (u) s ^

donde la característica periférica está implementada por la dependencia de los 

residuos B y las trayectorias de Regge a en t y u.

Para los procesos de producción la extensión natural de la hipótesis ante­

rior es la hipótesis multiperiferica (MP). Para ello se dibujan NI diagrams 

obtenidos a partir del.de la fig. 10 por pemutación de los índices de las par­

tículas finales. Cada diagi''ania define N - 1 

variables t. La zona MP del espacio de 

las fases asociada a cada diagrama es aquélla

N N - 1

Fig. 10
D

en que todos los t^ satisfacen

^i, i+1
< A . La unión de las zonas aso-
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ciadas a los distintos diagrairas es la zona total. Nuevamente, el volumen 

de esta zona es una fracción del volumen total del espacio de las fases que tien­

de a cero al aumentar la energía, pero afirmamos que allí se concentra la parte 

importante de la sección eficaz hadronica para el procesos considerado.

La segunaa hipótesis en que se basan los modelos MP es que la amplitud 

de producción asociada a un dado diagrama puede escribirse cono producto de fac­

tores cada uno de los cuales depende de un numero limitado de cuadrivectores cer­

canos en dicho diagrama. Esto hace que los mecanismos de producción en puntos 

alejados del diagrama operen independientemente, y trae cano consecuencia corre­

laciones de corto alcance que discutiremos mas adelante.

Un ejanplo de modelo Í4P es el multi-Regge, en el que la amplitud se 

escribe

^ ®IN ^N-1 “m-1^ '*^N-2,N-1^ " *

a(i )
(VI.2)

pero queremos aclarar una diferencia importante con el caso anterior de procesos 

a dos cuerpos. En estos últimos la zona periférica coincide con la del límite de 

Regger t fijo, s „ En el caso de muchas partículas la zona MP solo exige

^i, i+1 s , mientras que el límite Í-ÍR requiere que todos los

^i,i+l ‘̂szcan. En otras palabras, una subenergía puede absorber el crecimiento 

de s, y en ese caso nos encontramos en la zona MP pero no en la MR.

Vimos anteriormente que en la zona MR las rapideces de las partículas

están ordenadas, y los pĵ  lojiutados. Si estudiamos el comportamiento en toda

la zona MP vemos que por lo menos una subenergía debe tender a infinito para

s " ; sea esta la subenergía ^j . j + • ^^riálogamente a lo demostrado antes,

se puede ver que en este límite p^' > p ^  para toda i < j, k > j+1. La 

. . i k 
limitación de todos los p sigue siendo válida en toda la zona MP.

J-i
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Pedemos examinar la liinitacion de los pj^ a la luz del argumento si­

guiente. Supongamos que la amplitud de producción es independiente de la ener­

gía total y los mementos de las partículas finales. Obtendríamos:

s
A

s
(VI.3)

donde es el volumen del espacio de las fases de N partículas

E.1

2 N-2
Por razones dunensionales es fácil ver que cuando P = s->«> s , de

donde s^  ̂ . Este resultado viola el límite de Froissart, consecuencia

de la unitariedad, que dice a'*'®'*' (s) ^  (£n s)^ , para N ^ 4. La f a m a  como 

las interacciones fuertes respetan el límite de Froissart parece ser no poblar 

las direcciones transversales del espacio de las fases, con lo cual cada par­

tícula producida ya no contribuye con una potencia de s a la sección eficaz.

VII - MODEIi) SIMPLIFICADO

Desarrollamos a continuación un modelo hipersinplificado^^^’ que nos 

permite sin embarco llegar a características cualitativas comunes a gran cantidad 

de modelos más realistas y complejos.

Supongamos dos partículas incidentes .j denotadas por los índices D e I, 

y N partículas finales, de las cuales la 1 y la N llevan los números cuánti­

cos de las incidentes, y las N - 2 = n restantes son piones. Utilizamos apro­

ximaciones válidas en la zona para todo el espacio de las fases (en la prác­

tica, para toda la zona MP que es la única que contribuye) y escribimos:

s. . m, m. e , (VII.1)
^  O-i
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con

y

con

i á +1

m
1 .

1

= / m? +

'ü - m, ¡n
1 . 1 .

-̂ i+1
- 5],

Q

(VII,2)

(VII.3)

(VII.4)

Suponemos un único mecanismo de intercambio caracterizado por un valor prcmedio

a de la trayectoria de Regge intercambiada, y utilizamos la aproximación de
b t^

residuos exponenciales del tipo e , independiente de los ángulos

Con todas estas aproximaciones la sección eficaz se puede escribir como

do e n e 
i=l

■1+1 (VII.5)

^2

- ^  Q l .  T.T
e 1 di})' .

Si cambiamos variables de p^^ a Qĵ  , la conservación de impulso en dirección
- v i  ^

transversal impone Q, = O , y el resultado de la integración sobre los
N i

puede aproximarse reonplazando m_̂  por valores medios y redefiniendo las cons-
i

tantes de acoplamiento g .< y .

La función 0 (z) = exp - b m'
X

0 (z)

1

Fig. 10

*“2
2 es del tipo indicado en la fig. 1 0 , en 

la que un desplazamiento del origen corres­

ponde a una elección distinta de constante 

b. VoTtOs que 0 (z) es del tipo función 

escalón y que refleja la ordemción de las 

rapideces impuesta por la limitación de los 

manentos transferidos.



Finalmente, la conservación de energía y de la componente longitudinal del im­

pulso puede escribirse como

 ̂ - l e 6 (m - J m e~ ^
i i
Y V

6 (in̂  e^ - m̂  ̂ e 6 e“ =

■n ^ m.

= í (vi - Y - tn 6 (y - In )
n'.j nv, e %

- Y
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T, H .  
% ó (y^ - Y) 6 (yĵj) (VII.6)

= e e

y obtenemos: _
(2 a - 2) Y 2n 

^ g2 e g I (Y) , (VII.7)
N ^ I D ^

con

(Y) - / dy^ ... / dyĵ j_̂  0 ^^12^ ... S = , (VII.8 )

es decic':
n:

, > 2 2 (p-2 Y)^ • 2) Y gs
aĵ  (Y) = Gj G^ e " íVii.y;

La sección eficaz total viene dada por-

"n  = ®í ®D ®

y la constancia de la misma requiere

g^ = 2 - 2 a , (VII.11)

con lo que

'̂ M e ^ . (VII. 12)
n!

El valor medio del numero de partículas producido es

I ^ %  2
n = .Y , (VII.13)

^ID

(2 a - 2 + g2) Y
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es decir que crece logarítinicajiiente con la energía, y a una energía dada, la dis­

tribución de multiplicidades es de tipo Poisson, o sea

tot n 
aiD n:

Experimentalmente se observa crecimiento del numero de partículas producidas 

compatible con la ec. (VII.13), con un coeficiente que vale entre 1 y 2.

De la relación (VII.11) sigue que a ^ O -> .5, compatible con algún tipo de 

mesón prcmedio intercambiado.

En resumen, las características del modelo son;

1) Las secciones eficaces parciales crecen con la energía, aJ.canzan un máximo 

y van a cero.

2) La sección eficaz total es constante y factorizada.

3) La multiplicidad pronedio crece logarítmicamente con la energía.

4) La distribución de multiplicidades es de tipo Poisson.

Con la estimación del parametro g^ nos podemos preguntar cuánto vale el 

valor medio de la subener^ía. Recordando que

£n

a una multiplicidad fija

I £n
V *4 T / i  4  T

< ¿n ( (s/4 t ) . (VII.15)

4 T

Promediando ahora sobre multiplicidades

n*-
4 T " n + 1

4 T n y P (n + 1 )
Tí

£n

, (VII.16)
n + 1 g2
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es decir que

< < > > 2,

o sea

(VII.17)

(VII.18)

Si toniamos < | t ¡ >^< > ;̂ *1 GeV^ , vemos q u e «  s,- 8 GeV^ ,

es decir la subenergía promedio de un par de piones producidos se llalla entre 

la energía del p y la del , o sea^ esta en plena zona de resonancias. El 

haber usado intercambio de reggeones parti representar la araplit>ud no puede en­

tonces justificarse, aunque argumentos de dualidad sugieren que el error ccmeti- 

do en promedio puede no ser tan grave. Notamos también que al aumentar la ener­

gía , el valor promedio de la subenergía no aumenta, sino que el modelo tiende 

en cambio a producir m.ás partículas.

VIII - ECUACION II'jTEGRAL  ̂̂  ̂  ̂ ^

Podemos reproducir el calculo anterior con un lenguaje un 'd o c o  más sofisti­

cado y que es susceptible de mejoras. Utilizando la relación de unitariedad po­

demos escribir:

Im (Y, t=0) = I I
N=2

A■2 T̂ dct¡ N
(VIII.1)

e introduciendo el modelo l'íP para llegamos a una expresión del tipo

,2

con

y

Im Ap_̂  (Y, t = 0) r g 2 B (Y) g J,

B (Y) = I B (Y) 
n=0 ^

(VIII.2)

(VIII.3)

B„ (Y) = / K d . ../ K „) d

- Y )

N-1
VIII.4)



La ''aproximcaón de Rom*’ corresponde a n = O

Bq (Y) = / K (z^^) d 6 (z^2 - Y) = K (Y) (VIII.5)

y el término siguiente esi

(Y) = / K (z^^) K (z^g) d z^2 ^23 ^̂ -'2 ^̂">3 ~

= / Bq (y - z) K (z) d z . (VIII.6 )

Vemos que existe una relación de recurrencia entre B y B . del tir»
n n+1 "■

®n+l / B^ (Y - z) K (z) dz (VIII.7)

y suinando esta relación sobre n obtenemos:

B (Y) = B^ (Y) + g2 / (Y - z) K (z) d z

= K (Y) + g^ / K (Y - Y ’) B (Y') d Y ’ • (VIII.8 )

La solucion iterativa de esta ecuación integral corresponde a la suma que hici­

mos explícitamente en el caso _
(2 a - 2 ) z

K (z) = 0 (z) e . (VIII.9)

Una forma mas elegante de resolver la ecuación inte.frral es notar que la 

ecuación es del tipo convolucion y por lo tanto introducir la transformada de 

Laplace
“> - Y j

^ (j) = / e B (Y) d Y , (VIII.10)
o

con lo cual la ecuación queda diagonalizada en el espacio transformado

b (j) = k (j) + g2 k (j) b (j) . (VIII.11)

La solución es entonces

c+i«> j Y
B (Y) = --- / b (j) e d j (VIII.12)

2ti i G-l«
con

b (j) = -------------  . (VIII.13)
1 -• k (j )
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Si teBianios 0 (z) estrictaixiente cano una función escalón en (VIII.9) tenenos
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k (j) = ------ i -----   ̂ (VIII.14)
j - 2 a + 2

y

b (j) = ------ . (VIII.15)
j - 2 a + 2 - g ^

Vemos que el término de B o m  tiene un polo en el plano j en 2 a - 2, y el 

resultado de suirar la serie es un polo desplazado a j = 2 a - 2  + g ^ .

IX - g h €:r a l i z a c i o m e s .

Con la técráca de la ecuación integral debidamente desarrollada se puede 

prescindir de muchas de las aproximaciones hechas, a pesar de lo cual los rasgos 

principales del modelo subsisten,

1) En primer lugar, se puede intercambiar un reggeón de pendiente no nula, 

es decir eliminar la aproximación a (t) ^ a . Como consecuencia, el

término de B o m  tiene una superposición de potencias, es decir un corte en el

plano j con punto de ramificación logarítmico en j = j ^ = 2 « ( 0 ) - l .

De la expresión (VIII.13) y el hecho que k (j ) > O para j > j , se dedu-

ce que b(j) tiene la singularidad en j donde, sin embargo, se mantiene acó-

(8)
tada, y un polo en j = jp >

2) Otra generalización es introducir varios "canales", es decir mecanismos de 

intercambio y partículas producidas. B y K pasan entonces a tener índi­

ces matriciales, la ecuación (VIII.11) es ahora matricial y debe resolverse por 

inversión de matrices, y los polos vienen dados por los ceros del determinante 

correspondiente^.

Por una razón de consistencia, habiendo generado una sección eficaz cons­

tante, es decir un polo en j = 1, el Ponerón, es natural tratar de introducir 

su intercambio ccmo posible mecanismo dinámico. Aquí surge una dificultad, seña-



lada hace tiempo por Finkelstein y Kajantie^^^\ que se manifiesta de la siguien­

te forma; el intercarabio del Ponerón da origen a un corte en j = 2 a (0) - I .3
c

es decir = 1 si ap (G) = 1, Vimos que ademas se generaba un polo en j^> j^, 

y ello en este caso viola el límite de Proissart. Varias posibles soluciones a 

esta inconsistencia lian sido sugeridas pero el problertH queda abierto.

a) La intersección del Pcraeron está algo por debajo de 1, es decir ap(0)=l-e 

con lo cual = 1 - 2 e< Op y el conflicto desaparece. No hay evidencia

experimental de que ap(0 ) < Ij.y esta solución es considerada poco estética.

b) El residuo del Pomerón acoplado a otros intercambios se anula cuando t = O

^ ^ todo tj - y tp en la zona física del proceso de pro­

ducción. Esto no parece ser consistente con el hecho
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^ ^ ^ de que el Ponerón se acopla para t = O a partículas

físicas, es decir cuando t^= t^ (Fig.

c) La trayectoria del Pomerón pasa por 1 para t = 0. pero tiene allí una sin­

gularidad. La posibilidad de reconciliar de esta forma ap(0) = 1 con uní-

(12)
tariedad ha sido estudiada por ejemplo por Bronzan pero no está totalmente 

esclarecidao

d) No debe pretenderse una solución del problema de las interacciones fuertes 

que sea estrictamente unitaria a todas las energías, sin tener en cuenta

otras interacciones que eventualmcnte pueden jugar un pape]..

3) La ecuación integral pued.e extenderse al estudio de Im A (s, t 0), y

en este caso las fases de la am.plitud de producción entran a jugar un papel

no trivial, puesto que no se cancelan exactamente en el integrando de la relación 

(13)
de unitariedad

4) La ecuación integral puede usarse para procesos a dos cuerpos no elásticos, 

para lo cual deben introducirse números cuánticos al m.odelo y puede entender­

se el hecho que trayectorias de Regge que llevan nímeros cuánticos tersan inter­

secciones por debajo de la del Pcanerón.
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X - PROCESOS INCLUSIVOS.

El modelo MP se puede aplicar al estudio de procesos del tipo a+b c + 

cualquier cosa 3 donde solo se detecta un hadrón final de memento p^ y se suma 

sobre todos los estados hadronicos que pueden acompañar a esta partícula.

Se describen dichos procesos por la función:

d a
ab d a

ab

tot
ab

,3 c
tot d^ pp dy*'

[ P'1 (X.l)

EC ab

que por su definición satisface la relación

/ d^ p, dy (Y) . (X.2)
'a ab ab

Para construir esta función P o ' espectro" en el modelo MP debe efectuar­

se una doble suma: a multiplicidad fija debe sumarse sobre todas las partículas

finales que contribuyen3 y ademas debe sumarse sobre multiplicidades

ab

Nc

Z I P^’
N =1 i=l 
c

i, Nc (X.3)

Empezamos considerando la contribución de i = 1 sumada sobre todas las 

• • (14)
multiplicidades , representada en la fig, 1 2 :

R

s

Fig. 12

Esta contribución se escribe como

ab
s tot 

ab

<t) ( ^ )
2a (t)

If
Ijti

donde Im , t) representa la suma ^

(X.4)

-£■
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y viene dada por donde puede escribirse como un pro-

2 ^2
ducto (t) e interpretarse cano la sección eficaz total para la colisión

reggeón de masa t - partícula a. También se factoriza €31 el modelo, de

manera que en (X.U) la dependencia en la partícula a se simplifica. Usando ade­

más las relaciones cinemáticas

IT 1 - X

t == m^ (1 - x) + m^ ( 1 -
X X

con
cm cm

X =

cm
^incidente

Oj

(X.5)

(X.6 )

/ s/ 2

obtenemos que a alta energía la contribución de la primera partícula de la cade­

na multiperiférica es del tipo

n n
CX.7)"ab = Pi’

Si hubiéramos elegido para la descripción de este proceso las variables »

CITl , ̂
?£ y 3 Is ecuación (X.7) expresaría que a alta energía la sección inclu­

siva depende del cociente x = , y a la hipótesis que al mantener

fijo este cociente P se aproxima a una constante no nula al aumentar la energía 

se la suele llamas hipótesis de escala hadrónica^^^^ Vimos ccmo se implementa 

en el modelo MP para la primera partícula emitida y para x 7̂ O (En el caso 

x - > O j t  y 3(t) -»■ Oj con lo cual no hay contribución de este diagra­

ma ̂ La contribución en x = O provendrá de partículas producidas lejos de 

puntas de la cadena ílP).

En el proceso considerado hemos como siempre aceptado usar el modelo en zo­

nas en que su validez no se justifica plenamente. Pero observamos que si conside-
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ramos el limite M -> ~ ---- >- » en que mantenQ-nos p, constante, es decir
M 2

un limite en que x -> 1 y t ^ constante, se justifica escribir el propagador

del reggeón como (  ̂y haber supuesto que Im A„ (lí̂ ) está dominada
yZ Ka

por el Poraerón, es decir Im (M^) . En este límite-, por lo tan-

^ (16) ,
to , la expresión

. 2 a(t) - 1 ,
P , ( —  ) GÍ (t) 3^ (t) (X.8)

a
R

'tb

Fig. 13

-ab-

tiene mayor validez que la del modelo í'̂  en general, y se suele desoí'ibír por

el diagrama de 1=> fig. 13, en el que se so­

breentiende que se está tomando la disconti-

o 2
nuidad en la variable M = P̂ , “

y a alto se representa esta disconti­

nuidad por el intercambio del Parieron a t = 0. 

Se suele llamar al diagrama de la fig. 13 

diagrama de triple Regge, aunque esta termi­

nología no debe inducir a confundir dicho diagrama con uno KR en el que se in­

tercambian tres reggeones. (ver fig, 14)

Naturalmente j si los números cuánticos 

de b y c lo permiten, en la fig. 13

se puede reemplazar R por un Pcmeron,

>• 2 
pero si suponemos que su intersección está en 1 y que el residuo (’t) no

se anula para t = O caemos en las dificultades que ya discutimos anteriormente.

Podemos representar las contribuciones de las partículas emitidas en vérti­

ces internos de la cadena MP por el 

diagrama de la fig. 15, en que la suma 

doble de la ec. (X.3) se ha transforma­

do en una suma,sobre infinitas líneas 

a la derecha y otra a la izquierda de

Fig. 14

Fig. 15
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la paflrícula considerada. El probleira puede en la práctica reducirse a la juartapo- 

sición de los ecuaciones integrales que representan esas dos sumas, y el resulta­

do en su forma más sencilla, y tras haber integrado sobre el monento transverso 

puede expresarse en la forma

c ®ac 'y' «o ®cb
pfj, (y, y) í; — ---- -— -----  ’ (X.9)

®ab « >

donde B ^ (Y) en su forma niás cruda se escribe cono 
ab

B^b ÍY) = e (Y) e^ , (X.IO)

pero aquí permitimos que tenga ’ona estructura mayor^ es decir que tenga dependen­

cia adicional en Y y en las partículas externas, aunque seguimos requiriendo

^ab
Y - x »

(Recordar que la dependencia de Im de las partículas externas a alta ener­

gía se factoriza y no está contenida en B: ver ec. (VIII.2) ).

La ecuación (X.9) con el límite (X.ll) exhibe comportamientos diferentes 

en los tres límites que discutimos a continuación.

(17)
1) Fragmentación de b en c .

En este límite -se fija la rapidez relativa de b y c, y se hace tender la 

energía a infinito. De (X.9) resulta:

P^b ^Cb ~ - ŷ > = (Y - y) . (X.12a)
Y-y cte 
Y-^

Este límite es el mismo que encontramos en la ec. (X.7), puesto que es 

equivalente fijar x > O a fijar Y - y .

2 ) Fragnentación de a en c.

Análogamente al caso anteriorj tenanos

y cte 
Y->«

^y^ • (x.i2b)



3) Picnizacion.

Aquí hacemos crecer las distancias en rapidez entre la partícula prcducida 

y las incidentes. Tenemos

(y. Y) — > gl . (X.12C)
y-H»

En este límite p no depende ni de la rapidez de la partícula producida 

rd de la naturaleza de las iniciales.

El conportamiento en los tres límites discutidos coincide con las prediccio­

nes de la hipótesis de escala para (^3 3 Y) incluyendo el punto x = O 

que ccrresponde al límite de pionización. Consecuencias de esta hipótesis son 

el crecimiento logarítmico de la multiplicidad pranedio

■?b =

obtenida usando la relación (X.2), y la constancia de la inelasticidad

= - i —  / E S i  =
' _d!£ E
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d^p = 2 / (x , Pj_) Pj_ dx. (x.lit)
/■

s

Usando soluciones (Y) del modelo que contengan, ademas del polo del

Pomerón, polos secundarios, puede estudiarse m  sólo el límite de escala' sino

también la velocidad con la cual se espera que dicho límite sea alcanzado. Las

propiedades de los procesos absortivos que horos discutido pueden también obte-

(18 )
nerse usando la generalización del teorema óptico debida a Mueller y la hi­

pótesis que ciertas discontinuidades de amplitudes elásticas de muchos cuerpos 

en la dirección hacia adelante están dominadas por el Panerón y polos de Regge 

secundarios a alta energía. Desde este punto de vista, por ejemplo, la condición 

de escaLa de secciones inclusivas es análoga a la constancia de la sección efi- 

ca total.



Finalmente, pueden estudiarse procesos inclusivos en que se observa mas 

de una partícula. Por ejemplo, el proceso a + b-> c + d  + cualquier’ cosa pue­

de describirse por la función (nuevamente integramos sobre las conponentes trans­

versales de p'̂ ) ^

‘’t  y<i>«  =
tot dy d y , 

a , -̂ c -̂ d 
ab

o bien por la función de correlación

c “  ( V c ^  V d >  -í) = > > 2  < y c ’ ^ d ’ «  - 4  4

El modelo MP, por la propiedad de factorización de la amplitud de producción, 

predice correlaciones de corto alcaix;e, es decir

(Yc  ̂ Y) ---^ O . (X.17)

Yd-Yc-^

Un efecto de este tipo ya se ha observado a energías del

En resumen, el modelo presenta varias características cualitativas 

que se observan en procesos hadrónicos de producción de partículas. Tiene sus 

linitaciones3 pero permite una buena primera aproximación para un estudio de 

estos procesos que son de importancia indudable para la comprensión de las in­

teracciones fuertes.
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