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I - INTRODUCCION.-

Los postulados basicos que se exigen en una teorfa de interacciones fuer-

tes (IF) son:

1) Invariancia de Lorentz.

2) Unitariedad.

3) Simetria de cruce.

1) Analiticidad.

5) Comportamiento asintético tipo Regge.

postulados que evidentemente no son independientes. Por ejemplo, simetria de cru-
ce y analiticidad deben estar necesariamente relacionadas.

Ninguno de los actuales modelos contiene los cinco postulados. En particu-
lar, los modelos duales ponen mis é&nfasis en (3) que en (2), mientras que el mul-
tiperiférico si bien es unitario en un canal, no tiene simetria de cruce.

Al construir uma teoria de IF la analogia con la Flectrodinfmica Cuintica
y en general con la teoria de Campos perturbativa, no se puede tomar en forma com-
pleta. Ello se debe fundamentalmente a que en IF se observan muchas resonancias
angostas hasta spines altos, sobre trayectorias de Regge que crecen linealmente,
lo cual indica que en este caso los procesos ineldsticos resultan ser dominantes
a altas energias. En el limite no relativista se observa que las trayectorias de
Regge tienden a ser polos fijos asintSticamente, y crecen linealmente en interva-
los de energia que aumentan con el nimero de particulas finales, bajando més alla

del umbral correspondiente: N a(B)
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Se puede pensar, por lo tanto, que el nimero de particulas fimales no esti, en
principio, acotado, para explicar el hecho de que las trayectorias de Regge que
se encuentran, hasta ahora crecen linealmente.

D , las secciones eficaces totales a altas energias,

Fenamenoldgicamente
. . + .
O bien son esencialmente "chatas" como en K p o presentan picos resonantes ten-

diendo asintSticamente a un valor constante, camo en K p :

Las del primer tipo, corresponden a los llamados canales exbticos (no per-

tenecientes ni a 8 , ni a 12 de SU(3)).El 1imite asintdtico se debe a efectos
n

de tipo difractivo y se atribuye al polo de Pomeranchuk o Pomeron. Se observa ade-
mis, que eliminando el fondo asintético, las resonancias quedan afin "montadas"
sobre la parte asintética (Sa(t))ex’mapolada a baja energia, que ademds las in-
terpola con muy buena aproximacidn.

Un modelo que intente explicar estos hechos experimentales es el llamado
modelo de interferencia. Este describe las reacciones hadrénicas mediante una
anplitud que es suma de dos téminos: uno de ellos contiene resonancias de tipo
Breit-Wigner, mientras que el otro da el comportamiento asintético tipo Regge:

t t
S/O: ~ SH "_S\?/ (I.1)

t Res /B(t)

Es de notar que las FESR (Reglas de suma de energia finita) indican que este ti-

po de modelo 1lleva a un doble contaje a bajas ener'gias(l).



TR

Los modelcs duales conservan solo el primer término y obtienen el compor-
tamiento asintético (no se tiene en cuenta la parte difractiva) sumendo las in-
finitas resonancias en un solo canal, su-~—iendo, ademds, anchos nulos para las
mismas. Esta suma hecha en un canal (el 5, por ejemplo) reproduce las resonancias

en el canal cruzado (%), dando polos en los valores de t para los cuales la su-

) T (1.2)

/\

ma diverge, o sea:

I »—<«

El nfmero de resonancias es infinito y se suponen sobre una trayectoria
¢e Regge. Estas propiedades constituyen la realizacién de un "bootstrap" ya que
los polos del canal S producen los mismos polos en el canal <*. la unitariedad
3e piexde al considerar anchos nulos para las resonancias, perc se vard mis ade-

+AC2 que 1os residuos de los polos son factorizables, siendo esta propiedad un
wrimer requisito para aquella.

Consideraremcs modelos con dualidad planar, diferenciandolos de aquellos
e los que es no-planar, como por ejemplo el modelo de Virasoro en el cual dado

un caral ex5tico todos los demds deben también serlo. Escribiremos la emplitud

de dispersién en la forma:

- 2
s = (K1 + K2)
A, t,u)=A(s, ) +A (s, w +A(t,u) donde < t= (X, +K)?
- RY
u = (K1 } 1<3)
con, por ejemplo, A (5, t)  describiendo el proceso: (1.3)
2
‘§K Se suponen todas las particulzs escala-
- ,£5/3 res e idénticas.
~
AGB,t)-= Ay, (Ki, K,ys Ky, Ku‘) (1.4
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Obviamente, conocida A(S,t) como funcién de los Ki (cuadri-impulso de la
particula i-&sima) en un dado orden, los otros términos que hay que sumar pa-
ra tener simetria de cruce, se obtienen de ella haciendo todas las permutacio-
nes no ciclicas de los K. Es trivial verificar que las permutaciones ciclicas
dejan invariante a cada amplitud tal cual ocurre con los diagramas de Feyrman
P Eres.

La generalizacidn a N particulas es irmediata. La amplitud se obtiene

en forma andloga a partir de Ag (K v v e, KN), que estd asociada a:

/
A R

y que es invariante ante la transformacién: { Ki > Ki +13 KN+1 = K1 }

P

cumando sobre todas las permutaciones no ciclicas de las patas externas.

En el caso de cuatro patas se tiene la férmula original de Veneziano:
1 -a(s) - 1 -a(t) -1
AGs, ) = [ ax x (1 - x) = 8 (-a(s), - a(t)) (I.5)
o
con a (8) =a (0) +a' s (I.6)
En particular, es facil verificar, mediante el cambio de variable
x *1-x que:
A(s, t) =A (t,s) . (I.7)
En general la integral converge para o (s) <0 y diverge toda vez que

a () (6o (1) ) se anula & es igual a un entero positivo. Estos polos se pue-
-~ (t) -1 - () -1

den explicitar desarrollando en serie el fector (1 - x) (6 x )
e integrando:
C_(t) C_ (s8)
AG,t)= ] —2A = § B~ (1.8)

n a () -n n o (t) -n
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Se puede ver también, usando la férmula de Stirling, que para s -+ « :

o a(t)
A, v = L= (- a®)] =( - afs)) r{ - o () (I.9)
r{ - a(s8) - a (1))

y resulta el comportamiento asintético tipo Regge a partir de la linealidad
de las trayectorias o (s) (para o (t) < 0).
Este comportamiento asintético también se puede deducir temiendo en

cuenta que A (s, t) se puede escribir como una transformada de Laplace:

-a(t) -1
(als) - 1) logx | + (1 - %) (I.10)

1
AG,t) =] drxexp
o}

y estudiando las propiedades asintéticas de la misma.
Finalmente, notamos otra propiedad interesante de la férmula de Vene-
ziano. El residuo de cada polo en el canal s (8 t) es un polinomio en

a (t) y per lo tanto un polinomio en cos ¢_ (cos et)' En general

a "(S;—

no se trata de un polinomio de Legendre. Por lo tamto, un polo en el canal s (t)
describe una combinacién de rescnancia con distintos valores de j (G <als n)=n,
para el poloen S = S, s por ejemplo).

Esto da lugar a la existencia de trayectorias "hijas".

IT. 1A FORMULA DE KOBA-NIELSEN

Construimos la amplitud de dispersién para N particulas escalares de
masa u , que supondremos son los estados fundamentales de la teoria, o sea,
o 1) =0, siendo o (s)=a (0)+ a's
definiendo una amplitud bdsica AN (K1°° . e KN) que corresponde a un dado

orden ciclico de las partes externas. La amplitud de dispersién vendrd dada por:

Ty s v v o5 K = ) Ay (Kpse o o5 KD (I1.1)

{permutaciones
no ciclicas }

Generalizamos el concepto de dualidad planar introducido en la clase

pasada y exigimos que AN sea invariante ante la transformacién
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{ K, » Ki +1° KN+1 =K1 Tomamos N variables de integracidén zs sobre el circulo

:}23;’\*\>§ "1

unidad:

2N-1
y entonces, segin Koba~Nielsen(2) , resulta:
1 N a(0) - 1 -2 Ki'Kj
AN(Kl’ KQ,...,KN) = f I_I dzi 201 7 % Tz, - zj (I1.2)
dvabc 1=1 1<

realizéndose las integraciones conservando el orden de los z;. Nos olvidamos por

el momento de dVv abe* Notamos que

1) la férmula es invariante ante permutaciones ciclicas K. » Ki 1 (Basta

con hacer el cambio de variable de integracién z; >z, +1).

2) La férmula es invariante ante transofrmaciones proyectivas:
az, +Db
2z, 2,2 ——— 3 ad - bc =1 (I1.3)
1 cz; + d

que se pueden considerar canpuestas por las tres transformaciones mis
simples:
z' =X z + dilataciones

z+a > tralaciones

N
"

z'' = 1/2 -+  inversiones

Por ejemplo, ante dilataciones z' = A z, se tiene para el integrando un fac-

tor del tipo:
Na(0) - - 2K, - X Na(0) - K: + K.
/Ay A /N/ m A R moa 3
ig 1#]
Na(0) - } K - K, Na(0) + 7 K2 Na(0) - Na(0)
= A A i = 2 A1t o= A = 1
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Hemos usado el hecho de que a Wz a0 +p? =0 — a0 = - u?

y que por conservacibén de energia-impulso se tiene Z K. = 0.
1

La invariancia del integrando de Ay ante transformaciones proyecti-
vas generales (dependientes de 6 pardmetros reales), y las propiedades de
ellas, nos permiten elegir un conjunto de variables { z; } sobre el eje real

ordenados de la manera siguiente:

Regibn de
H—— 3> N " © 3 2 Z, Peoo >zZy ¥ °
4 integracién: { > 2g T e B q Y 4 }

2y N1 UETUZ %y (IT.4)

32 32

y restringirnos a un subgrupo del grupo general que dependerd de sblo tres pa-
rémetros reales. Esta invariancia mencionada, implicard ademis que la integral
sobre las N variables es trivialmente divergente (en ausencia del factor dV abc)
ya que dados tres puntos Z.s Zps Zgs siempre existe alguna transformacidn
proyectiva que transforma tres z; arbitrarios en ellos. Fl problema se re-
suelve definiendo un dv abe invariante proyectivo tal que nos reduzca la in-

tegracién a N - 3 variables. Ello se consigue con

dz_ d dz
av = a®® % (I1.5)

abc
lz'a"zb ”Z'b°zc Hza_zc I

donde 2,5 25 2, SOn los puntos que definen el conjunto particular de va-

riables de integracidn que se usan, siendo ellos los que se dejan fijos.

III - EL _FORMALISMO OPERATORIAL.

cb.b

Supongamos que nos interesa factorear e * J donde bi’ bj son

escalares y ¢ es un nimero cldsico. Introducimos un par de operadores de

creacibn y destruccién con reglas de conmutacidn:

y el estado del vacio, tal que a] 0> = 0, entonces usando:
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fePBh I A,‘A,Bl = B,,A,Bl=0
se tiene: - - - -

Ycb.a Yeb. at ¢ b, b. Ycb.a /b, a ¢ b, b,
<0} e * e ] ’ 0>=e * J<ole J e Tl ze T3
Luego:

c b; b, Yecb.a Y cb.at
e T=<0]e e 0> (ITI.1)
Si bi bj es el producto escalar de dos cuadrivectores se generaliza lo hecho
. . +
introduciendo a, tales que:
_ S
K S -
y la misma férmula es valida.
Queremos ahora factorear
- 2K. * K. -1 K. +K log |z -z
I Z. - Z. 1 I = i ot J | * J
ig !t
y esto resulta un poco mis camplicado. Primero hacemos la descomposicidn:
- 2 K. - K. - 2K, « K. Z. - 2K. * K.
1 z, - z. 1 =g |z.| 1 Jon}a- ——1—-’ * 3 (111.2)
i< J ig * i<j 2,
. +) -)
Pefinimos dos operadores Qu (z), Qu (z) tales que
- - + +

I 7@, o )(z')’ = l Q (2, Q0 (2] =0 (ITI.3)

(=) COPNN z'

I_Qu (z), Q (Z'l' = g, log(1- - ) (III.4)

Qﬁ—)(z) 0>=0 para todo z.
Se sigue entonces, que:
iv2k, -Gy 12k - oM@y ivE K 0@ iv2k - 0w

1 i j j j 3 i i

e e -e e
— Z. ——
- [2K; * K log (1 - —1-)
e '— Z. -
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Z.

—d

Z.
1

y entonces hallamos ficilmente que: (notar que seglr(IT .4) para i<j, <1)

5 e () 5 . a() STk () S5 . ()
J/2K1 Q (z,l) 1/2K1 Q (zl) e1/2KN Q (Z.N)eJ/ZKN Q" (z)

<Ote e 0>

%3 -2 K, - K
2K - K log (1-—L) N z. i
= I e J z; = |1-—L (I11.6)
i< i z;
Una representacidn concreta de Qs”(z) y Q:_)(z) puede hallarse
introducierdo operadores a0 a; y Qe satisfacen las reglas de cormutacidn:
b b}
+ +
an,u s am,v z an,u s am,v =0 (I11.7)
a e 8 (IT1.8)
n,u > am,v T n,m *
an’u 0> =0 (I11.9)
en término de los cuales:
® -n v n
Q,f') (z)= ] a 2= 50 @ = I o+ = (ITI.10)
n=1 T 4 n=1 ¥
n n
-2 K. « K.
Nos falta todavia factorear el témino I z; t J . Introducimos
1<j
entonces operadores qu s pu con las reglas de cormutacidn:
,_qu s pv_ =lg, (IT1.11)
o .
Qu (z) = q, + 1 pu log =z (ITT.12)

Jue pueden pensarse como coordenada e impulso del hadrén como un todo (la cuerda
vibrante camo un todo) mientras que los avy a describen la excitacién interna
del hadrdn (excitacién u oscilacién de la cuerda).

Usando la igualdad:

A, ,A, B,

— —_—

o[ 5]-0 amas

A+B A B —L‘A,B
e = e e e 2 -— -

si
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se verifica:
¥2K-Qz) V7K - q - /2 K - p log z V2K - q - /2K - P log z - Kzlog z

e e e e e

O sea:

¥2K-Q%z) +¥2K-+q -¥2K-*plogz -

e e e z (ITI.14)

ahora calculemos:

e . 0 g . ° e . _ - )
V7 K+ Q (Zi)el/z Ky Q7(z,) _ e1/2 (K, +K,) qe /2 p (K log z; + K)log z,) \

e

y definiendo el estado vacio como aquél para el cual:

0 >=0 a ’O):o

Py n,u

se tiene finalmente:

I e 0>= 1 z. n z. J (I11.15)

izt i<y

<0

i=1

Conclusién: Definimos una funcién de vértice V (K,z) dada por:

iv2x- 0™ i/2k- @ iv2k - @ ivZK - Q@)

\ (K, z) = e e e =:e :
(III.186)
donde:
Q, (2 = Q§+)<z> + Q0 () + {7V @ (TTT.17)
y resulta:
1 N - oy ao-l
AN(Ki""’KN) = f T o d z; Z; Z:417%4 <0 V(Ki’zl)“'V(KN’ZN) 0>

abc 1=1
(III.18)
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IV - LA INVARTANCIA PROYECTIVA EN EL FORMALISMO OPERATORIAL.

En esta seccibn estudiaremos la relacidén que existe entre la invarian-
cia proyectiva del integrando de Koba-Nielsen y el formalismo operatorial que he-

mos desarrollado hasta el presente. Demostraremos que:

a) Los operadores Qu (z) y por lo tanto los vértices V (K, z) tienen

propiedades simples de transformacién bajo las transformaciones proyec-

tivas (T.P.).
b) El estado del vacio es invariante ante T.P.
las T.P.:
z' = az+b con ad - bc =1
cz+d

se pueden representar por matrices 2 x 2 undgmodulares

a b
Q = (Iv.1)
c d

y forman el grupo 0 (2, 1). Definimos tres generadores infinitesimales que corres-

porden a: (e < < 1)

1) transformaciones de escala: z! = (1+¢)z
€
(1 - )
generadas por la matriz:
R E
- 2
L = (Iv.2)
° _ 1
0 2
ii) traslaciones infinitesimales: T (2) = z + ¢
generadas por:
0 1
Ll = (Iv.3)
0 0
iii) inversiones: T (z) = 2
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generadas por: 0 0

L, = ) (IV.4)
-1 -1 0

Con estas matrices se verifican de immediato las reglas de conmutacién

siguientes:

L

_FO’ 1 + L (1Iv.5)

201 |

=-21L (IV.6)
Vamos a demostrar ahora que los operadores Q (z) (suprimimos por aho-

ra el indice u por ser irrelevante en lo que sigue) se transforman ccmo ope~

radores escalares bajo transformaciones proyectivas. Esto quiere decir que, en

el espacio de Fock donde los Q (z) estén definidos, para cada T.P. g deberia-

mos encontrar un operador U (Q) tal que:

U@ Q (2 UL @) =0 (@ 2) (1v.7)
La demostracién se hard construyendo explicitamente los operadores U (Q)
O, lo que es lo mismo, obteniendo una representacién del dlgebra de Lie (IV.5,6)
en términos de operadores definidos en el espacio de Fock de los osciladores a;,u.

Veamos primero el contenido de (IV¥.7), en t&minos de transformaciones

infinitesimales, es decir calculemos los cormutadores de Q (z) con L , L

o’ 1°
i) Sea z=(1+c¢€)z. Luego:
ELO ~ €L, —_ -
e Q@ e °%°:=Q(2)+¢ L>0 (@) | =Q(z+ez) =
:Q(Z)-}ez_d..w_)_
dz
Luego _ _
’ L, Q @ - , 409 =) (IV.8)

dz
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ii) Sea Q 2z =2z + ¢
el - el — —
e Qe = Q(2) +e|l;, Q)] =Q(z+e)=Q(2) +¢ d9 (z)
- - dz
lLl,Q ()| = 42 (IV.9)
- - dz
iii) Sea 9 z=—2— =z (1+ez)=z+e 22
1 -¢2z
el - el, -_ _
e _1Q(z)e —1=Q(Z)+8L1,Q(z_) :Q(z+gzz):Q(z)+€ZZd__Q__(_§l
- - da z
L.,0(@ | = 23d0@ (IV.10)
-1
- — dz

El problema es ahora demostrar que existen operadores que satisfacen
reglas de cormutacién dadas por el 4lgebra de Lie que consideramos, y tales que
cormmutados con  Q (z) dan (IV.8, 9, 10). Esto garantiza (IV.7). Para demostrar

que existen, los construimos explicitamente.

Sabemos que:
+
o a a
Q) =q+iplogz+ | { - 2"+ D 7}
n=1 / v/
n n
Definimos entonces un operador:
p(z):Zd_M=ip+z /;{a; 2 -a 27} (Iv.11)
dz n=1

y notemos que es posible resumir (IV.8, 9, 10) en la siguiente:

- - -n+1
l L,Q(2) | = 2 49 (1v.12)
n
- — dz
notamos que se tiene:
— — 400 2 n
t - Pty
]-__Pu (z), Q (z )_‘ = 2, ng_m( ” )

. .o +
cosa que se demuestra usando las relaciones de cormutacidn de 1los a,a,qy p.
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De la anterior para |z| = |z2'| ("tiempos iguales") se tendra:
P (2), Q (2) =27 s(y- ¥") (Iv.13)
R AL

Entonces, definimos:

L = a1 55 : P2 (2) : dz (IV.14)

donde la integral se realiza sobre un circuito en el plano complejo z que
contiene al origen. Observamos que al tomar la ordenacidn normal debemos cambiar

+ + +
a_ a r a a_ = a -8 :
L 8y PO - an® POr lo que vemos que

P%(2) = : P2(z) : - ] n=:P(2): - (cantidad clisica infinita). (IV.15)
n=1

Usando (IV.14) e integrando, en particular, sobre un circulo con cen-

tro en el origen y radio igual a |[z| se obtiene (IV.12):

, Ln’ Q (gz

1 . dz'
ymy Z,1+n

!
2 _9; dz P (z")
2“i zi 1+n

il
[ apzTP (2" s(g-yn
. :

’: P2(z) :, Q (2)

P (z"), Q (2)

|z| = |z'

2P (2) = Z—n+1 dQ (z)

Consideremos primero el caso n = 0. Fn este caso la integral es di-

rectamente el residuo de ~%— : P2(z) * / z. Calculemos P? (z):

[e0]
-2 . — + -n
@ =-PP+2ipc ¥ Vn |a M-oa gz +
n n
n=1 - -
= ® —
- - + + nm + n-m + m-n
+ Yn vVm | a’ a z - a z -a_a z +
I ! “n “m n & n “m

n=1 m=1

+ a a zom ' . (Iv.16)
n “m 3



- 16 -

Resulta:

L =--B. _ Z na -° a : (Iv.17)

Para N> 1 obtenemos en la integral contribuciones de:

1) 21 /ir-p . a&

2) n+m=N en a+ a+
m N
+

3) n-m=N en a a
n m
+

b) m-n=N en a a
m “n

para lo que hemos usado (IV.14), (IV.16) y la propiedad

/7
C
1 N i //’fﬁ\\
- z dz = § 1 N
i T I s &
Resulta finalmente:
n s + — 4 -— 4 +
2Ly =21ip - a; /N-2 n21 /n (n#N) Ay At nzm /nm a - a_
= 9
nm=N
e + . g N +
Ly =1 Np - ay - ) /' n(n+N) Ayt @, t— J /v (N-r) Ay - &, (IV.18)
n=1 2 r=1

para N> 1 .

Ademds es f4cil ver de (IV.13) y (IV.15) que se tiene:

Queremos ahora conocer el dlgebra de los Lh y verificar que en par-
ticular para n = 0, *+ 1 satisfacen la correspondiente a los conmutadores (IV.5),

(IV.8). Usamos la identidad de Jacobi con los operadores L , L

e by Y Qu (z):

l9P (z), ;E, , Hn

E@’ Qu (z)"

+ + =0 (1v.19)

o ne @

> Ly



a | ™ -
= — |z p(2) (Iv.20)
dz |_ _
Volvemos a (IV.19):
- - - -ml | 'd 0 (2) -n+1 | 4 Q @
L,L |,Q (2) +2z , L |~z ,L | =0
_._n m_ u ’ dz n_ d = r_n_
O sea:
T— — -m+1 aQ, (z) | -n+1 d 0, (z)~
1 n’ m_ i 3 —n’ dz _m d z B
-m+1 -ntl 4d Q (2 -n+1 -m+l d Q (2) -
- Z -—g__ VA .._._P_.____ - 7 ...g.__ (Z .——-—P————- =
dz d z dz d z
-m-n+1 -n-mtl 40 (z)
z={ (-n+1 2 -(-m+ 1)z } —E—— =
dz
mntl d Q, (2)
= (m-~-n)z —_— (usando (IV.12) )
d z
Ln’ Lm = (m - n) Ln+m + Cnsm (Iv.21)

En (IV.21) C,n € un nimero clésico en el espacio de Fock que consi-
2

deramos: _ _
Cn,m’ Qu (z) | =0 para todo z.
La identidad de Jacobi aplicada a los operadores Ly» Ly v LD fija
Com univocamente (ver apéndice Ref. (3) ) de la manera siguiente:
b4
_ 3 D _ .
Cn,m = 6n+m,0 (n° -n) p con D = constante arbitraria. (IV.22)

Un cilculo directo demuestra que D = nimero de componentes de Lorentz

{
de Qu (z). Notamos que para m,n = 0, * 1, Cn,m = 0, y se verifican (IV.5) y (IV.6).
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Conocemos ya las propiedades de transformacién del campo Q (z) bajo
transformaciones proyectivas. Si el vértice fuera simplemente ei /2K Q (2)
se ve trivialmente que tendria las mismas propiedades de transformacién que Qu (z),
es decir las ecuaciones (IV.7, 8, 9, 10) serdn validas cuando se reemplaza O‘u (z)
por exp _—i /2 K - Qu (z; . Sin embargo, el vértice V (K, z) es la forma normal
del operad;r exp (i v/ 2 K_- Q (z) ), y veremos entonces que hay un factor infini-
to de por medio que afecta las propiedades de transformacién.

Calculemos la forma normal del operador en cuestién. Escribimos:

iV2K - Q (2) i/TK Q) +iv/2K - QP2 +i/TK QT (2)
e = 1im e
2>z
iv2 X - Q) i/2 K- Q') +1i/2K - 07 (2)
= e lim e
2>z _ _ -
i/2k+ Q@ i/2k- Q7@ ivIK: Q) K k| zn, ¢ @
= e e e lim | e K —
z'>z'—
— — — 2
i/2K-Q® (@ iv2K:Q @ i/7 K Q (2) - K 1og (1--2)
= e e e lim e z
z'>7
o sea finalmente:
- - - - 2
exp |i/2K+ Q)| = sexp |i/2K-Q (@] : Lim (1 - 21) (IV.23)
_ _ _ _ z'»z z

y obtenemos un factor infinito! Lo que ocurre es que el operador

i /2K-*Q (2)

exp

no estd definido en nuestro espacio de Hilbert. Notamos que cuando la masa de la
particula emitida es cero (X = 0) , dicho operador coincide con su forma normal.
Esto lo usaremos a menudo en el futuro, al examinar el espectro de estados de los

modelos duales.
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El hecho de tomar el orden normal introduce términos adicionales en los
conmutadores. Podemos calcular estos Gltimos de varias maneras. La mis directa

es "a fuerza bruta", vale decir cormmutando directamente LN con
* exp iv2 K Q (2)

El resultado es:
. - n d 2 _

L V (K, 2) z' (z— -nK) VK, 2) n=0,t1, etc. (IV.24)
- - dz

Usaremos siempre K> = 2 . El té&mino anmalo en el cormutador con los gene-

radores hace que la ley de transformacién del vértice V (K, z) no sea exactamen-

te la ecuacidn (IV.7), sino(u)

2 - 2 2

U@V DU @ =2 cz+ 2K v 2 (.25
donde

az+b

cz+d

z''z= Qz-=

Finalmente, veamos la invariancia proyectiva del integrando de AN:

N ~q o -1
- 1 fo)
Ay Ky s, = jé;-—— igl dz; 2y Oe|zi4-7; P <OV 529D V(K2 )| 0>
abe (ITI.18)
Si transformamos z' = § z:
N ~a a -1 N v
¥ t ' - 2! -
_21 d z} z! | 24 - 2} <0 igl VK, zi)l 0>
N o -1 N 2
= M dz lzg, -2 ° <o/ 1 Mz, + oy (K., z.)| 0>
(donde se ha usado
o -1
f-\[I d ZY- Z' - Zv ao_l = ?[I d Zi Zi+1 Zi )
S I B i1 (c z; + %%



1oz, 0 U@ VK, zp) vl @] o >=

N
RIS (Ki, zi) 0o >
1=1

"
ey
a
N

con lo que la invariancia proyectiva del integrando queda demostrada. Hemos usado
(Iv.25) y la invariancia proyectiva del vacio. Vemos que los términos "andmalos"
en la ley de transformacién (IV.25) son necesarios para compensar la transformacién
de la medida de integracién.

Analizamos finalmente con mis detalle (IV.25) para el caso particular

de una transformacién de escala (lo necesitaremos en la seccién siguiente).

Hacemos:
z!' = Az
lo que corresporde a b=c =0, a = /T,dz/__l__ .
Luego (IV.25) toma la forma: A
u2 -1 w2 1 g2
z U@VE 2z U@ =02"(— V (K, Az)
/ A
y vemos que los términos andmalos se cancelan. Ademds,
—~ - L
U(Q):exp]]_,o log A | = a°
y se tiene: - -
Lo - L
A V (X, z) A = V (K, Az) (IV.26)

En particular haciendo z = 1 1llegamos a:

L - L
z® VK Dz ° =V (K, 2) (IV.27)
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V - FACTORIZACION DE LA FORMULA DE KOBA-NIELSEN.

Partimos de la férmula (III.18), que escribimos nuevamente:

1 N -ao ao—l
AN(KJ."’"’KN): f T 4dz. z. l Zi4q ~ 2 x
v, 1=t 1 1 1
x «0 |V (Ki’ Zl)“' \Y (KN, ZN) ! 0> (v.1)

que describe la amplitud de dispersién de N particulas con un orden de las
patas externas bien definido.

Estudiaremos los polos y los residuos de esta amplitud para obtener
informacién acerca del espectro de niveles del modelo dual. Veremos también co-
co la dualidad estd garantizada por la invariancia proyectiva del integrando
de (V.1). El objetivo que nos fijamos es generar explicitamente los polos hacien-
do las integrales sobre las variables z.. El primer paso es usar la (IV.27)

para escribir:

L - L
VK,2)=2 % V(K 1) z © (v.2)

exhibiendo explicitamente la dependencia en z del operador V (K,z). Para estar

de acuerdo con el tratamiento usual del problema, hacemos primero una permutacién

anticiclica (esto no cambia nada) de las patas externas y escribimos:
L 1 dz, 2 ©|z.- To‘i 0| V(K >z . .V(K, ,2,)]0 >
P | 2541723 |V« - VK 52D |

Ay el = f
abc (v.3)

y ahora elegiremos (esto es arbitrario) Zgs Zy_q» Zy COMO variables fijas.

Integramos sobre el eje real y fijamos 2, = 0, Zyoq T 1 vy Zy = + ® de manera

estén ordenadas sobre el eje real en el intervalo (0,1).

0 1 z2 z3 . ZN—2 1 +
Iz, 2
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Veremos que esto equivale a escribir los siguientes polos simultdneos de Ay

(con figuracién multiperiférica):

o e e el o
Ny,

Los limites zy >0 y 2y > = deben tomarse con cuidado. Veamos primero z, > 0.

/2K Q%) i/2K - () i/IKQ ()

lim V (K, 2z) {0> = 1im e e e 0>
z+0 z+0
pero exp | i/2 K - Q ()| 0>=1{0> para todo z ya que Q (z) contiene

solo operadores de destruccidn. Por otro lado el operador Q+ (z) contiene
solo potencias positivas de =z, asi que tiende a cero cuando z -+ 0. Queda solo
la exponencial de Q° (z). la escribimos (ver ecuacién (ITT.13) )

a i/2K-+q -V/2K-p

0>=1limz e e 0>
z+ 0

iv/2 K-Q°(z)
lim V(K,z)|{0 >= lim e
z+ 0 z+ 0

a i/EK"Q

=limz % e 0> ya que p|0>=‘0>
z+ 0
- g
lim V (K, z)’ 0>= 1lim| Y2 K > z (V.4)
z> 0 Z>0 H
u

donde }/ 2 Ku > es el vacio de todos los modos a_ (n # 0), pero tiene un impul-
so V2 Ku correspondiendo al modo cero. Un argumento similar demuestra que:
)

lim <0l VK, 2z) =2 °©

Ziroo

<-V/2K (V.5)
u

Vamos a escribir entonces con cuidado el resultado que se obtiene pa-
ra la amplitud, usando (V.2) para extraer la variable z del vértice V (X, z).

El elemento de volumen dv abe es:

dzy dzyy dzy _ 32 d7,,dz
21 = 2| &y - 2] 7 - Zy| BRI
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y la amplitud:

/ -0 /—ao

by = Jdzy..d ZN—Q’ZNHZ‘N-ll f;"c 2y Cees Z’N—(Z)(Z'N—i

z Lo
N-2

V(K s D (

“N-1

o -1 a -1
lZN-z N ZN-ﬂ ° IZ’N-l B ZN, ° lzN B 21!

@] x

N

ao—i

L

Z
VK o 1D (—=2) © L.l x

“N-3

contienen Z:

(v.7)

z L z L - L o
3 o) 2 o) 0
x ) °v (K55 1) ( ) V (K, 1) 2z, | /7}<1u > /z/6 (v.8)
z Z
b 3
Notemos la compensacidn de todos los factores subrayados que
-2a o - a -1
lim |1 - z °© - © 7 -z | ° =
it l Nl l ZN‘ N |ZN-1 N l N 1,
) - 2ao a -1 ao—l
= 1am '1—2N zN Z’N 1—zN IZN = 1
ZN-)-OO
Ademas se tiene:
2 -
> = - P . = - K| /2
Lol/2K1u> ( : I{aﬁ an)‘/leu> K| 72K, >
De donde:
—LO /__ —ao /__
Z, 2 K1‘1> =2 2 Ky >
Introducimos las variables:
i
Xi: Z i=2,oq091‘]_2
“i4+1
y con ellas la integral se reduce a:
N-2 -ao—l ao—l e Lo
ACK . = fiZZ d x; %, - xs) < -V2 Ky |V(KN—1°1) o VI, D).

L
5 —
Xy VK, 1)| /2 Ky,

(v.8)

x
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Introducimos el operador D (p2 ) (LLamado "propagador") mediante la expresidn:

9 1 Lo -ag - 1 a -1
D ()= [ dxx 1-x) V.9)
o

Ahora escribimos:

que corresponden a la "masa invariante" del i-&simo estade intermedio de la con-

figuracidn multiperiférica ya indicada, y la funcién de vértice:
) +

\ — _ a . a
N - i/2K - q iVZK -] —2 i/2K ] —= -
V(Ki)=V(Ki,1_)_=e e n/n e n/n
il/2 Ki ° q —
El término e simplemente inyecta un impulso V2 K. en cada vér-
tice y transforma un estado con impulso V2 (]r(1 + ...+ Ki—l) en un estado con
impulso ¥2 (K1 + K2 + ...+ Ki)' Podemos olvidarnos de dicho factor si mantene-
2
mos la conservacidn del impulso en cada vértice. Ademis, L, = - £ _Jn a; T2
— n
actuando sobre un estado con impulso ¥ 2 (K1 + ..+ Ki) da
+
-8. - ) a -+a
i n n
n
Definimos un nuevo propagador:
1 ozo—l H-1 - (Si)
D(s) = [ dx (1-%) X (V.10)
o
donde
@ (5.) =8, + @
y el vértice +
— a, _ a,
iv2K - ] iv2K 0 ] (v.11)
V(K:) =e nv e n v g
i n

En base a lo dicho, usando (V.10) y (V.11), (V.8) se transforma en:

Ay Kpsenanlgy) =< - /2 Kyl Vq) D sy p) V(G o). . V(Ky) Ds,) VIK,) /2 K > (V.12)



Hemos puesto:

H= - na. - a_ . (V.13)
n n

El signo menos en (V.13) di lugar a que la energia sea positiva para las

+ - - - ‘ ) v negativa para las

componentes espaciales (nuestra métrica es
temporales, que son las que generan los estados con norma negativa.
La energia total del estado intermedio estd dada por L Al separar

-%%— hemos separado la energia del centro de masa (el factor 2 no es relevan-

te). El hamiltoniano dado por (V.13) va a describir la energia de excitacidn in-

terna de la superparticula con propagador D (s). Notamos que si a =1

1

D(E) 2 ——— .
H-oa ()

y habrén polos (o sea particulas) cada vez que o (8) coincida con un autovalor
a ~1

de H. En el caso mds general ( a # 1), desarrollamos (1 - x) © en serie de

potencias de x e integramos obteniéndose para D (s):

o 2~ «

D)= oy 1 (V.15)
£=0 2 H' - a (8)
donde:
H' = 2+ ) n a; "a, = L£-H , &:entero (v.18)
Introduciendo ahora un sistema completo de estados de Fock |{A} > que
cumplen
I > <} =1 (v.17)
RIS

y se v& que ellos factorizan la amplitud y diagonalizan el propagador D (8).
Cada uno de los estados de la teoria resulta asi caracterizado Por un entero £
y un conjunto de enteros Xi (1 = 1,...,n) que representan los nimeros de ocu-

pacidén de los modos "i". Claramente:

{ {2}, 2> (V.18)

H! (rdh e > = (0, ) % o)
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dorde o [
M =2 + ] nix_ -ua (V.19)
n o
n=1

es el cuadrado de la masa de la particula asociada al estado considerado. El
contenido de spin de cada uno de estos estados puede ser analizado ficilmente.

Resulta que contienen una superposicién de 'spins” que van desde cero hasta

o]

N A; - la degeneracién de los niveles es muy alta. Crece como el nimero de
1=1
particiones de enteros que satisfacen (V.19). Se puede ver que para un M dado

el nimero de estados Ny como funcidn de M es de la forma®S) .

M

ARH /i§;~ M
e 3

N, ~ (v.20)

M

Paria M-—)oo.

VI - IDENTTDADES DE WARD

Los estados que factorizan la amplitud dual AN no pueden ser en su tota-
lidad identificados con estados fisicos, ya que muchos de ellos son estados "fan-
tasmas": estados con norma negativa, o, en otras palabras, estados que se acoplan
con constantes de acoplamiento imaginarias a particulas estables. Estos fantasmas

+ .
son generados por las componentes temporales de los operadores a . provenien-
E

do esta dificultad del signo menos en las reglas de cormutacidn:
a s ar = - & g . (VI.1)
n,u m,v_ m “uv

Este tipo de problemas es anflogo al que surge en electrodinimica cuintica,
donde el fotén tiene una componente fantasma que es eliminada en virtud de con-
diciones de medida del tipo:

Kﬁ ™ =g (VI.2)
siendo Tu e”  la amplitud para la produccidn de un fotén con éﬁ;ﬁbﬁﬁgﬁlso K
y polarizacién e . Debido a (VI.2) 1a componente temporal TO aparece en una

proporcién definida junto con las componentes "buenas" Ti (i =1, 2, 3) que

siemprc cancelan 1a contribucidn del fantasma.
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Ante la analogia mencionada, se buscan condiciones de medida como mecanismos
que permitan eliminar los estados fantasmas que aparecen en la teoria dual.
Consideremos la amplitud que describe el decaimiento del estado|{A} »en r

particulas fisicas, que se asocia al diagrama:

r-1 4
AUV LI NNV T G A7
) Ll
y que estid dada por:

A )

<IAM|VEID. . VKD V2 K> o=

= &) (Kl’ KZ’ . e ey Kf) (VI.3)
Se demuestra facilmente que el operador Wi definido por:
W1 = Lo - L_1 - o (VI.W)
es tal que actuando sobre los estados de un nimero arbitrario r de particulas

escalares
| Kis Kps v o K 22 VKID. . . DV (K) |V 2 K, > (VI.5)
i CY)
Wy | K, Ky von K, >=0 (VI.6)
Entonces, en particular:
<{xMw lx ... x> =0 (VI.7)
o sea:
“Z} Cyr < T AT} |K1...Kr>=0
y se tienen relaciones lineales ("identidades de Ward") enmtre las amplitudes de
desintegracidn:
{g'} Car By K Kpseen, X)) =0 . (VI.8)

Ademés es obvio de (VI.7) que todo estado del tipo:

s> = W [ {1} >, (VI.9)
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llamado estado esplreo, no se acopla a los estados (VI.5) de un nimero arbitra-
rio de particulas.

En particular, usando la definicidn de L (1v.18)

+ ;T — —
W1"/2_ K>=(@ -1, - ao)|/2K>=—L1[/2 K >=

-ip- aI V2 x>

es un estado esplreo. La existencia de este estado garantiza justamente que el
fantasma asociado a la componente temporal de
a: V2 x>

en el primer nivel excitado se desacopla. Es fécil ver que esta identidad de
Ward elimina solamente los famtasmas sobre la primer trayectoria hija.

En el caso a, = 1 (en &1, la simetria de AN aumenta como se puede ver
fcilmente de la expresién (III.18))aparece un nimero infinito de operadores Wh(s);

W, =L - L,-1 (VI.10)

que aniquilan todos los estados del tipo (VI.5) y consiguientemente generan infi-
nitas nuevas identidades de Ward que en principio permitirian eliminar todos los
fantasmas de la teoria. Sin embargo aparece otro inconveniente: el nivel funda-
mental tiene u® <0 (es un taquién). Este problema se elimina en el modelo de
Neveu y Schwarz(7)°

El espectro de niveles en este caso (uo = 1) lo obtenemos de la manera si-

guiente: (@ (s)=1+s )

« M) =N=1+M > M =y-1 N=0,1, 2, ...
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Como se tiene:
2
L l o >= (- £, EO !a >z (- M2 + N)I a > | a>
O
debe ser:

L, - fa>=0 (VI.11)

para todo estado fisico | a> en la "capa de masa® o (M%) = N.
La (VI.11) es algo asi como una ecuacitn de Klein-Gordon con estructura

ya que en ausencia del H se reduce a
2
D
(£ - 9las>=o0
2

que seria la ecuacién de Klein-Gordon convencional para una particula de masa

al cuadrado igual a - 1. Ademis se debe tener:

L a> =0 (VI.12)

_n]
para todo estado fisico | a>, condicién subsidiaria aniloga a 1a condicién de

Lorentz en electrodinémica(S).
Se puede demostrar que el conjunto de estados que satisfacen (vi.11, 12

tienen norma positiva si la dimensién del espacio-tiempo es menor o igual que 26.

Notar que basta con exigir Ly | a> = L, | o> =0 ya que se cumple:
- - D
1, - (m - , 2
‘__n’ Hn_' =(m - n) Lt © >

Los resultados que se obtienen en funcién de la dimensién del espacio D
son:
1) si D > 26, hay estados fantasmas.
2) si D= 26, hay D - 2 componentes de Lorentz que describen estados
fisicos.
3) 81 D <26 hay D -1 componentes de Lorentz que describen estados

fisicos.
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VII - CORRECCIONES RADIATIVAS.-

El modelo dual de resonancias que se ha discutido hasta ahora, satisface
todos los requerimientos bisicos que se deben exigir en una teoria de IF deta-
llados en el pardgrafo I, excepto la condicién de unitariedad. En la base de es-
ta dificultad estd el hecho de que las resonancias del modelo son de ancho nulo,
o dicho de otra forma las trayectorias de Regge y la amplitud misma son funcio-
nes reales de la energia.

La condicidn de unitariedad se puede implementar en principio pensando al
modelo dual como la aproximacién de orden mds bajo o aproximacién de Born de la

. . e e (1)
teoria y agregarle entonces correcciones radiativas

s _ e
>O\ = <+ j}j + j 1 4eeer . ILD

Se sabe que de esta forma la condicién de unitariedad se satisface orden por or-
den. El diagrama con un "loop” o diagrama caja, se obtiene "cosiendo" apropia-
damente la amplitud de 2 estados excitados o reggeones y 4 particulas externas

(9). Fn forma

que se obtiene por doble factorizacién de la amplitud de 8 patas
andloga las amplitudes de mis de un loop pueden construirse "cosiendo" vértices
de n-reggeones.

Veremos que este programa de unitarizacién conduce no solamente a una
correccidn o renormalizacién de los pardmetros de entrada (trayectorias de Regge)
sino que aparecen también otros efectos nuevos que tienden a corregir otra di-
ferencia del modelo - la anulacidn de la amplitud en el 1imite difractivo - al
dar lugar a contribucicnes del tipo del polo de Pomeranchuk.

Notemos que debido a que una suma de infinitas resonancias en el canal s

es equivalente a una suma de infinitas resonancias en el canal t, (cf. (I.2) )

el diagrama caja es equivalente también a los siguientes:

AN
PN ﬁ)\(,\/ VO o 7_1*( (VII.2)
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En particular el segundo y tercero de estos diagramas contribuyen a dar anchos
a las resonancias, y como es evidente esto ocurre en forma simétrica en 10s ca-

nales sy t. Esto puede verse en general al considerar correcciones radiati-
2 3

vas con diagramas de N lopps; Eor dualidad se tendra: \;:
2\ —t‘}___/ 3 Z\i_/3 2 3 {
seo ] — ..// O
B e bemoo~ oL,
N : ! N ¥ sl I
| \
1.7 \ g
" Tao
El comportamiento asintStico de un tal diagrama de N loops estd dado por ~ * :
N~ a(t) N -
) [ [--> 1] ~ B(t)s (2 1ogs) ™, 0(1log )1
Tt
N - N (VII.H)
siendo I (t) una funcién con un punto de ramificacién en U4p’? . Si sumamos
en N obtenemos la siguiente correccién a la amplitud de Veneziano:
*® a(t) N a () + 1 (B)
B(t) T s (2® 1) ™ .4y o (VII.S)
N=o NI

de modo que se obtiene una renormalizacién de la trayectoria madre, miertras que
los términos de menor orden en log s renormalizan el residuo.

Este tipo de diagramas caja, planares, renormalizan tnicamente los para-
metros de entrada. Puede verse que aparecen también otros diagramas que tienen
en cuenta otros efectos relacionados con el limite difractivo donde hay ampli-
tud aunque no haya resonancias. En efecto, como ya hemos visto la amplitud de

Venezlano para cuatro patas se escribe como una suma de tres términos

t u t
2 Yoo 2 A 4 3 s 2
s+ >—< 4 g X+ us )>—X (VII.6)
1 L 1 3 1 b
Tanto el primero como el segundo tienen polos en el canal S, Sin embargo son

distintos ya que el primero estid dado por B (— a (s), - «a (t)) mientras que
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el segundo por B (~ a (s), -~ a(u)) . La diferencia entre ellos es que en el
primero los polos en €l canal s son duales a los polos en el canal t mien-
tras que en el segurdo lo son a los polos en el canal U, &sto se manifiesta
en que las particulas 3 y 4 estén intercambiadas. Desde el punto de vista del
formalismo operatorial decimos que el propagador distingue su derecha de su
izquierda y asi mientras que el primer diagrama implica una sucesién de opera-
dores vértice-propagador-vértice del tipo

2 3
¢ (VII.7)

-en el segundo debemos modificar el propagador por medio de un operador de twist

© , obteniendo asi un propagador "twisteado" que indicamos con una cruz:

2 3
V—%—< (VII.8)
1 V Dp % 4 :
y las particulas 2 y 3 no resuenan.
La existencia de estos diagramas implica la aparicién de loops en los
que hay lineas intermas que representan propagadores con twist. Asi, por ejem-

plo, aparece el loop no planar:

s - jF ¢
(VITI.9)

Como en el caso anterior las particulas 1y 2 no resuenan y 1o mismo ocurre
con las 3 y 4 de modo que no aparecen resonancias en el camal s. Este dia-

grama ya no da un ancho a las resonancias sino que contribuye al fondo no reso-

nante. AsintSticamente resulta(ll): o (1)

N s P

N/
%:} g + (VII.10)
N\
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donde ap (t) = - 1/6 + 1/2 t que es diferente de la trayectoria de entrada;
de modo que en el canal t aparece una nueva singularidad que puede asociarse

con el pomerdn, aunque su interseccidén es obviamente incorrecta. Por otra parte
esta singularidad es un corte para dimensién espacio-temporal D < 26 y un po-
lo para la dimensidn critica D = 26, es decir que la teoria seria unitaria so-
lo en esta dimensién pues para D < 26 el corte no tiene nada que ver con uni-
tariedad en el sentido de que no depende de las masas externas ni es prolonga-

cién analitica en J de los cortes dictados por esa condicién.

VIIT - FORMULACION DE LOS MODELOS DUALES COMO UNA TEORIA DE CAMPOS.

Trataremos ahora de reformular el modelo desde el punto de vista de una teo-

ria de campos. Tamaremos o (0) = 1, en este caso la férmula de Koba-Nielsen se
esaibe 7 |
N - p: ' p: log | z. - z.
A )= —— 1 dz e iF T T3 I
dVabc 1=1
con p; = v 2 K

La exponencial tiene una interpretacién clésica y también cudntica. Clasi-
camente(lz) se puede interpretar como la energia total disipada por un disco de
radio 1 y resistividad constante donde se inyectan corrientes p; en los pun-
tos 25 . El problema a resolver es un problema de Neumann, ya que se dan las
corrientes que entran (es decir el gra-
diente del potencial ¢ (x, y)) que son
cero en todos los puntos de la frontera

salvo en los Z; . la energia total es en-

tonces:

E =/ dx dy (grad ¢)° (VIII.2)
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y calculando el potencial se obtiene para E:

log | z; - 2 | (VITI.3)

E=Z P; P 3

1,3 J

Hay que tener en cuenta que los p; son cuadrivectores, de modo que E resulta
una suma en los Indices de Lorentz.

Veamos ahora uma interpretacién cudntica. Supongamos primero un campo esca-

lar ¢ (x, y) y una fuente clésica p (%, y). El lagrangears del campo escalar es:

L= vo-vg = (24£)2 + (2202 (VIII.4)

3 X 3y

vy la accidn

S=f a&xdylL (VIII.S)
D

y como las z son invariantes bajo transformaciones conformes,el dominio D
debe ser simplemente conexo y siempre se lo puede llevar a un disco.

Consideremos la integral funcional:

-S + [dedx ¢ (x,y)p (X, V)
Jos e e (VIII.6)

para calcularla debemos considerar la funcién ¢ (x, y) desarrollada en una base
{wn}
4 = 121 e, ¥y

e integrar en las componentes c,+ Para ello definimos el producto de Dirichlet
de dos funciones ¢ y ¢ :

DG ,¥) = [ dxdy grad ¢ * grad o (VIII.7)
con el que se escribe: >

S=D (4 , ¢) (VIII.8)

y consideramos una base tal que:

D (wn, “’m) = 8 (VIII.9)
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Entonces:
2
- S+ [dxdy ¢ (%, ¥)p (x, V) w -7 e, te, d
D¢ (x,y) e =f 1 d c,e n
n=1 (VIII.10)
con
d = [ dx dy v, P & y) (VITI.11)

Las integrales que nos quedan son gaussianas, de modo que dividiendo por el valor

de la integral funcional a fuentg cero obtenemogf
@ - dy - I dn
it e = e n
n=1

- I Jaxdy fax ayte y) v G, ) v &',y o (', yh)
= e n

- f dx dy f dx" dy' o (x, y) log |z - z'| o (x', y") : '
= e (VIIT.12)

donde hemos tenido en cuenta que

) vy & ) o G’y y') = log | z - 27
n

Si ahora tomamos:

v (2)
px, )= ) p. 8% (z-z) (VIII.13)
i=1 1 1

entonces reemplazando en (VIIT.12) resulta:

- S+ axdy ¢ (x, y) 0 (x, Y - p; p; log |z; - Zjl
ﬁ ¢ (X9 Y) e ~ a ijj ]
(VITII.14)

» menos de un factor constante que nos da la integral funciona a fuente cero.
En realidad los p; son cuadrivectores, y esto obliga a introducir cuatro

campos ¢u (x, y), con lo que se tiene

-stfadye G, Yo X, y) - J p.cop. log| z. - z.|
417% b (x,y) e H H ze i, + 3 1073
g (VIII.1%)
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dorde 5 ¢u ) 5 ¢u )
S = fD dx dy {( )+ ( ) ). (VIII.16)

Ix 3y

Si interpretamos a S como la accibn, el lagrangeano sera:

34 2 3 ¢
e (—2)" 4 (
Ix 3y

2
) (VITI.17)

con el que se obtienen las ecuaciones de Fuler-lagrange:

2 2
3° ¢ < ¢
L R =-qg (VIII.18)

3 x? dy
(13)

Nielsen y Susskind trataron de relacionar esto con la cuerda vibran-

te. Para describir una cuerda en un instante dado se necesita un vector de com-

ponentes X' funcidn de un pardmetro ¢ que parametriza los puntos de la cuerda
i

y otro paré@metro t que describa la evolucidn temporel:
X = ct
X, (o, t) (VIII.19)

X, (o, t)

~
H

WV

la idea es que la excitaciones de la cuerda describen las particulas de la
teoria.

Es mis fécil comprender esta interpretacién si se tiene en cuenta la inva-
riancia conforme de la teoria, debido a ésta siempre podemos transformar el disco
en una franja e interpretarla como una superficie generada por el movimiento de la

cuerda en la que para valores dados de t se inyectan perturbaciones
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Ademis, del mismo modo en que la amplitud de N particulas escalares se puede
relacionar con un disco al que llegan N corrientes con una fuente dada por

p (%, y) = £ K 5(2) (z - zi)3 podemos interpretar el vértice de N reggeones
cano un disco al que llegan distribuciones de corrientes mis o menos contimnuas,
de modo que en este casc aparecen multipolos

4

>

Nuevamente, debido a la invariancia conforme del modelo, podemos interpretar esto
como una franja a la que llegan distribuciones de corriente
—~3
13
|12 |

t

Sin embargo la ecuacidn que satisfacen las componentes es la ecuacién de

onda: 2
¥ X 3 X
1

3 ¢ 5 t2
en lugar de la ecuacidn de laplace a la que se habia llegado por medio de inte-
grales funcionales.
S1 se quiere identificar los x, con las componentes ¢u debemos hacer
t + 1t oonlo que obtenemos una ecuacidn eliptica.
Son precisamente estas ecuaciones elipticas las que garantizan dualidad,

esto hace que los pardmetros oy t entren en forma mis simdtrica en las ecua-

ciones.
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Instintivamente se ve que, debido a la invariancia conforme el sréfico an-

terior siempre se puede escribir:
—_— t

0'\&/ \\~_,//

/__\

y este grafico se puede mirar en cualquiera de los dos sentidos, es decir viendo
polos en s o polos en t.

Ademds tampoco estd claro el significado de una componente temporal X vi-
brante.

Para aclarar estos problemas estudiemos una cuerda libre relativista(lq),
primero clasicamente y luego veremos como cuantizarla.

Esta cuerda estard desarita por un cuadrivector, funcién de dos pardmetros

oy T ,yuna forma particular de elegir éstos es:

(VIIT.20)

. =%, (0 , 1
; 5 (o , 1)

aunque luego veremos que el sistema es invariante ante una reparametrizacion.

Si ahora recordamos que la mecdnica relativista de una particula se descri-
be por medio de una accién que estd dada por la longitud de 1la 1%nea de universo
de la particula, esto nos lleva a plantear para una cuerda relativista una accidn
dada por el &rea descrita por la cuerda:

S = Area (VITI.21)

Ademds podemos elegir a ¢ en el intervalo , 0, T I y T en

y

T.y T

asociar a cada punto del espacio de Minkowski un punto del plano (o , 1)
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Si en base a este isomorfismo calculamos el drea resulta:

siendo L un lagrangeanc no polinémico:

I X IR 21/2
. ¢ 3
Los (2. )2 (2X)zix

3o 3 T 30 3T

(VITI.22)

(VIII.23)

Se puede verificar que esta &rea es independiente del isomorfismo particu-

lar elegido, es decir de las coordenadas intrinsecas (VIII.20) de la cuerda que

se hayan elegido. Para verificar &sto nos basta con considerar el cambio de para-

metrizacidn:
of = ¢" (o0 , 1)
= 1" (o, 1)

bajo el cual:
3 X = a I X + b I X
3o do' 23t
9 X - 9 X + 4 9 X
3T 3o’ 9 T

(VIIT.24)

(VIII.25

Puesto que s no cambia por una reparametrizacidén de la superficie, carece de

sentido preguntarse por una interpretacién de las variables que la parametrizan.

Pasemos ahora a estudiar la métrica de la superficie; se puede demostrar

que el elemento de arco estd dado por:

dszz(__a_i)deZ +2[_§ﬁ . .B_) do dt +
3 g 30 9T

(VIII.26)
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puesto que existe arbitrariedad en los pardmetros ¢ y T podemos aprovechar ésto
para diagonalizar la forma cuadratica, es decir que elegimos la partmerrizaciin

de modo tal que se cumpla:

ax IR S (VIII.27a)
30 91
2 2
(2X3)7 = (22 (VIII.27b)
3o 3 T
Con esto el lagrangeano se escribe:
IX J X
L = H Y
3 o J o
1 3% X 3% 3 X
= (L S £} . (vIiir.zs)
3 o d O 3 T I T

De modo que por medio de la parametrizacidn elegida se logrd que las éﬁ:pon?ntes YN
satisfagan las ecuaciones de laplace en vez de ecuaciones de ondas: emtonces po-

demos escribir:

& %y mint (VIII.29)
x, = ) cos o e

=—oo n

y las restricciones (VIII.27) implican:

+oo -inrt
} L  cos na e =0 (VIII.30)
n=-—o

O sea
L =0 Ns-®, ... +w (VITI.31)

Siendo

R B 1 v T S .

L=i/n pa 5 jzb/ TG rmiag,, - oy (VIII.32)

0 sea los mismos que aparecen en el modelo dual estudiado si los a, se interpre-
tan como operadores de creacidn y destruccién con a, =a .
Vemos entonces que los X estén “dados como solucidn de 1z ecuacidn de

Laplace, pero que ademis deben ser tales que cumplan con Ln = 0.
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Nos queda aln una invariancia residual; en efecto las (VIIT.27) son inva-
riantes ante transformaciones conformes de modo que aln podemos efectuar repara-
matrizaciones conformes, Esto es andlogo a 1o que ocurre en electrodindmica; en
este caso tenemos invariancia ante Au -> Au + 3 uA y siempre se puede elegir
3 i FAEN pero alin nos queda una invariancia residual ya que A se puede ele-~

gir de modo que cumpla 1A = 0.

Cuando se cuantifica la electrodinimica la condicidn 3" Au = 0 no puede
ser cierta en forma operatorial ya que se contradicen las regla de cormutacidng
en realidad solo puede exigirse para la parte de destruccién actuando sobre los

estados fisicos:

En forma aniloga al cuantizarse la cuerda estableciendo reglas de cormu-
tacidn sobre los a, 1la condicién L, = 0 resulta imeensistemte con tales reglas. .
Lo que debe ser cero es:

L, lx »>=0 (VIII.33)

siendo | x > un estado fisico. Ademis tal condicién hay que imponerla sblo pa-

ra n positivo.
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I - INTRODUCCION.

En el procedimiento candnico, cuando se estudian las ecuaciones de movimien-
to de los campos, se advierte la importancia de las simetrias o invariancias que
presenta la funcidén de Lagrange. En efecto, dado un lagrangiano L (y, 3 " ¥), fun-

cién de un conjunto de campos Y y de sus derivadas 3 y ¥, las ecuaciones euleria-

(1),

nas son

2L, " 2L .. (I.D
3 3 9
¥ u v
Si se provoca una variacién en el lagrangeano, mediante una variacidn infi-
nitdsima SV de los campos, sera:

sL=2L sy 3L 55
3y 29 ¥ H

y, a consecuencia de (I.1) (con é auw =2)u Sy) se tiene:

sb=(s 2L ys
“aauw 33 v

es decir:

sy ) . (1.2)

Se advierte asi que cuando L es invariante ante la transférmacibén considerada

(§ L =0), la (I.2) da la ley de conservacidén (Teorema de Noe’cher(l)):

s§y)=0 . (I1.3)

Asi, por ejemplo, la invariancia de L ante traslaciones (cuando L no deperde
explicitamente de las coordenadas), lleva a la conservacidn del impulso y la ener-
gla, mientras que la invariancia ante rotaciones implica la conservacién del im-
pulso angular. En el primer caso tenemos un grupo contimuo cuyos elementos estén
caracterizados por cuatro parémetros 6% (los desplazamientos) y en el segundo

caso, el grupo de las rotaciones tiene tres pardmetros (tres dngulos). Se com-
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prende entonces que en el caso general, estamos en presencia de un grupo conti-
. - - k

nuo de simetrias de L , que depende de n parametros o (k =1, 2,... n).

Sin embargo , para ejemplificar los procedimientos, comenzaremos por el caso

mis simple, en el que las transformaciones slo dependen de un pardmetro.

IT. - INVARIANCIA DE FASE.-
Tamemos el lagrangeano correspondiente a un, campo escalar complejo:

' = & - m2 & . IT.1
L(¢,au¢) au¢ au¢ mc  ¢* ¢ (IT.1)
Esta funcién resulta invariante ante la transformacién de fase ¢ » e ¢

que en su forma infinitésima es ¢ + (1 + i a) ¢, es decir:

)
2,

§¢=ia¢; 6¢5=-1ia¢ . (IT.2;

Este grupo de transformaciones depende de un sdlo pardmetro; la fase o . la fSr-

mula (I.3) aplicada al presente caso, nos da la conservacién de la corriente

=1 T - oF . IT.3
3 1 (au " ¢ ¢ au $) ( )
El significado de la invariancia de fase puede quizés verse més claramente si

introducimos campos reales mediante el cambio de variables:

%

/2'¢1=¢+¢';i/2¢2=¢—¢
El lagrangeano (IT.1) toma ahora la forma
L= L + L (IT.4)
1 1

= — — 2 2 - £y
L, 23u¢a 3, 6, - w8 (a=1, 2. (17

La es el lagrangeano de un campo escalar real y L es la supa de A~e An ogtos
lagrangesnos con masas iguales. Por otra parte, la invariancia de (IT.1) ante

(IT.2) se traduce ahora en la invariancia de (IT.4) ante:
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. i P ia ¥
1 > ¢4 = < ¢ /_f__ ¢ = cos @ ¢, - sena 95
2 (II.6)
1o - ia ¥
¢y +-¢; = £ ¢-¢e S - o5 a 45 tsena ¢; .
2

La (IT.6) indica que el grupo de transformaciones de fase es, para el la-
grangzano (II.4), el grupo de las rotaciones en el plano en que o4V ¢2 indi-
vidualizan a dos ejes ortogonales. La invariancia correspondiente implica que
para L, los campos ¢, Do son distinguibles por atributo fisico alguno (solo
el nombre los distingue) y daria lo mismo 1lamar o ¢, a cualquier par de
combiraciones ortogonales de los campos originales.

Tal como lo sefialaron Yang y Mills(z), podemos razonar del siguiente modo:
el concepto de campos e interacciones locales esti asociado con una propagacién
hacia puntos vecinos y no con influencia alguna "a distancia". Esto estd conte-
nido en el hecho de que en el lagrangeano sblo existen términos con productos

de campos y sus'derivadas, en el mismo punto. Sin embargo, al estudiar la inva-

riancia de fase, vemos que la transformacidn correspondiente (II1.2) & (IT1.6) es
la misma en todos los puntos. Esto parece contrario al concepto de localidad y
es plausible tratar de investigar la posibilidad de considerar la invariancia
ante rotaciones indeperdientes en puntos diferentes. En otras palabras, merece
estudio la consideracién de posibles invariancias ante transformaciones mediante

e (X), dorde la fase es funcién arbitraria de posicibn, o = o (x).

factores e
(Esto constituye el pasaje de transformaciones de medida de primera especie a las
22 cegunda especie). Ni bien se considera la posibilidad de invariancia sefialada,
se advierte que en (II.1) el término ¢* ¢ no presenta dificultad alguna ( es

invariante), perc ¢ ocurre 1o mismo con el t&mino que contiene derivadas. Esto

es asi porque ante

6>t =t O (I1.7)
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la derivada correspondiente se transforma en

Lo (x) y_ 1a (%) ;
1,0 > (& 0)= e (0u+‘°‘u)¢

(con o :au a). De modo que:

3 %3 ¢ » (3 -dia) ¢* (au+iqu)¢ .

U
La aparicién del gradiente de o impide la irwariancia del lagrangeano ante la
transformacién de fase de segunda especie. No obstante, si recordamos que preci-
samente el campo electramegnético Au estd definido a menos de un gradiente,
camprenderemos que la invariancia puede ser restituida si se agrega el campo

electramegnético como "compensador' en el término de la derivada

3u¢+(au-1eAu)¢E Du¢ . (I1.8)

Exigimos ghora que ante la transformacién (II.7) cambje simultaneamente Au a

A" = A+ 1 a . (I1.9)

H H e H

De este modo, el lagrangeano
= 3+ 1 * - 1 - 2 % Aa
L ( ' leAu)¢ (au 1eAu}¢ m® ¢* ¢ (11.10)

resulta invariante ante la transformacién de medida definida por la (II.7) y la
(IT.9), donde o (x) es funcién arbitraria de posicién. Obsérvese que al intro-
ducir el campo Au » la corriente (II.3) (modificada segin (IT.8) ), queda indi-
vidualizada como corriente electromagnética, ya que ella se acopla al campo Au
actuando cano fuente del mismo. En efecto:

jﬁelmgh 9L . 3l (-ie)¢ =-1ie2tL
A 2D 9 33 ¢
u ! H

) (+c c) .

Por otra parte y ademis de campo "compensador", el campo electromagnético sirve
como "camparador" ya que permite separar (fisicamente) las particulas de diferen-
tes cargas. Es decir que Au da sentido a un atributo fisico (la carga eléctri-

ca) que diferencia a las particulas implicadas.
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ITT - INVARIANCIA ISOTOPICA.
Algo similar al caso de invariancia de fase ocurre cuando unimos el spinor

del protén () y el del neutrdn (¥,,), en un espinor doble (de ocho camponentes)

(3]

El lagrangeano libre de los nucleones (tomando m

p = My = m) adquiere la

forma:

L = ;(_iy ‘3 +m) p (I1I.1)

y resulta invariante ante transformaciones "isotépicas':
. > -> . >
1l a-°T . . —1i4 -

V> e ¥ s U o+ ¥ oa-~ ¢ (ITTI.2)

il g

(’Tk; k=1, 2, 3; son las matrices de Pauli)

Para transformaciocnes infinitésimas:

>
a

©

§h=ia-Ty §% = -ipa- (IIT1.3)
Por, lo tanto, la magnitud conservada dada por la (I.3) para o arbitrario, es
la corriente "isotdpica®

R (TTI.1)

u H
Las transformaciones (III.2) forman un grupo (el S U2) de tres parémetros (ak)
que es isomorfo al grupo de rotaciones en un espacio de tres dimensiones. la inva-
riancia de (ITI.1) ante el grupo de transformaciones (III.2) indica que nada hay
en el lagrangiano que permita la distincién fisica de los estados llamados protén
y neutrdn. Podemos ahora, como ya lo hicimos para la invariancia de fase, con-
siderar que ella debe valer localmente, es decir aunque se efectillen diferentes
transformaciones isotdpicas en diferentes puntos. En otras palabras, pediremos
k k

la invariancia del lagranggano ante la transformacién (III.2) con o = o (x)

funcién arbitraria de posicién. En la forma infinit3sima (III.3),la transformacién
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implica para la derivada

3 3 V+io TP + ia-1d n
nd 1 ° T 10 T
uw ul!) o, Y ulbr»
ia et > 5
W @ ° 3 + i . (III.5)
A € (u au T)l,’)

.
(a infinitésimo). Para compensar el término en el gradiente de o, debemos nueva-
> - ‘
mente introducir un campo "compensador' bu (bL( 3 k=1, 2, 3) que se agregue

a las derivadas, en el lagrangeano, formando la canmbinacidn

. > >
3. -1igb -1 . (I11.6)
U U
Es decir, en lugar de (III.1) tendremos-
.oy . > > -
L=-1yy (3u—1gbu°r)1p tmyy . (I11.7)

Para mantener la invariancia de (III1.7) ante la transformacidn de medida
de segurda especie, los campos b}s deben transformarse de un modo algo mis com-
plicado que (II.9), debido a que las matrices de Pauli no cormutan entre si.

De hecho, ante una transformacién de medida, y por la supuesta invariancia

Ty _. . > > o ]
L = y —1y°(3-—1gb"r)+m v
Lo > e > — . > >
= pet? T—lyo(?—lgb“r}+m e T T
— - B -+ > - -
= —1yo(3—1gb01)+m 1
Esto nos lleva a la identificacién
-+ > .2 > -+ - +c_)
3 -igh! o7 =et®cT € —igbur)ela T (I1T1.8)
H H I H

y para transformaciones infinitésimas (por (III.5) )

.2 > . > > . R R SN > . >
3 -igb -7 = 3 tloa c1-1g@+ia-1)b o1 (1-1q-¢°1)
H u M M H
- T e . > - ., > > S > > 5
~ighb'et =ia ~T~-1igb 7T+ @ Tyb o1
& 5y U g % £ S Tu -
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Por las relaciones de cormutacién _Tia Tj _J =21 Eijk Ty
R o S (IT1.9)
u u woo13R

(siempre para oK infinitésimo) .
o

IV - TENSOR DE LAS INTENSIDADES DE CAMPO.

Para complétar la descripcién candnica de los campos de medida, es necesa-
rio dar también el lagrangeano libre de los mismos, ademis de la interaccién.
En el caso de invariancia de f;Se el problema quedd pricticamente resuelto cuan-
do se identificd al campo compensador con el campo electromagnético Ah . En

efecto, el lagrangeano de Maxwell se construye con el tensor de las intensidades

del campo electromagnético:

=3 A -3 A (IV.1)
Hv H oV vV u
formando el escalar
L ==+ ¢ (1V.2)
(@] u uv

que es invariante de medida ya que la transformacién (II.9) no afecta a (IV.1).
Para la construccién del lagrangeano libre correspondiente a los campos de
Yang y Mills, introducidos por la (III.6), impondremos como condicién previa que

éste sea también invariante de medida, es decir que no cambie ante la transfor-
._)

macidén de bu definida por la (III.8)(3).

El lagrangeano buscado deberi ser funcién del campo y de sus derivadas:

L = L

k
0% Lo I

¥ »

K 3. ( .k -
’ bu,v)j ( busv B au t@

Ante una variacién infinitésima de bt , tendremos:

3 L . 3L .
§ L = —2 sbl + 2 5l .
°© M 3 bJ oY
H U,V
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Pero, por la ecuacién (III1.9) y por la postulada invariancia:

oL - a] . 3L . . -
0= 6L s — |- 2 _aatpt o .Oav—la]—Zalbﬁeigj
H - — H,yV -

+ -
Ahora bien, la arbitrariedad de o (x) implica que podemos tomar primeramente

>

a = cte, lo que entonces da:
3L 3 L
9 bze. R - b2 €. . = 0 . (1Iv.3)
Bbj U 18R] 3 bj Hyv 18]
i TRRY
Elegimos luego Bu ad = cte y entonces
3 L 3L
S S - R 2 b e =0 (IV.1)
g 3 b 3b J
u AT
Por (1timo resta la ecuacién
3l . . .
° o’ = 0 (con o = 33 o) . (1v.5)
3 13 TRV uv U
u,v
Puesto que la (IV.5) debe cumplirse para o arbitrario (Zﬁv simétrico),
deberd cumplirse:
9 L 3 L
.O + .O =0
3 b’ 3 b
HyV VU

y esto significa que Lo contiene a bﬁ v s6lo formando el rotor del campo

3
bk _ bk

. v Para satisfacer atora la ecuacidn (IV.4) veremos que el campo de
3 3

medida s6lo puede estar contenido en LO en la combinacién:

I & ko2
fuv bu,\) b\)311 2 g €3ke bu b . (1Iv.6)

En efecto, consideremos las nuevas variables de capo b = b 1% £

u U pv > R

lugar de ba N bﬂ o + Es facil ver que
2

3 LO 3 LO 3 L X
, = . +LLQ' b €.

3 b 3 bJ s £ o Jke
u 1 na

y

3 L 3 L

2. = °

3 bl 3 £J
V,u vV u
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Reemplazando en (IV.4) se obtiene de immediato:

5L
°© =9 (IV.7)

3 B
H

lo que implica que el lagrangeano libre es sblo funcidn del tensor de las inten-

sidades de campo definido por (IV.6).

El lagrangeano libre mids simple que contiene a fav es el andlogo a (IV.2):

L= -1 F .o (IV.8)
O mn uv

y puede comprobarse facilmente que satisface (IV.3).

V - GENERALIZACION A GRUPOS CONTINUOS DE LIE(H).

Vamos ahora a plantear de manera general los puntos que fueron examinados
en los ejemplos especificos de invariancia de fase y de invariancia isotbpica.

Tenemos en primer lugar un lagrangeanb L (v, auw) y por otra parte un gru-
po continuo de transformaciones cuyos elementos dependen de un conjunto de n
parémetros reales o (x = 1, 2,.., n). Las distintas componentes del campo ""ba-
sico™ que denotaremos con wA constituyen una base para la representacidén ma-
tricial del grupo. Esto significa que las transformaciones del grupo pueden ser
expresadas en la foyma:

AY

¥ = Ug (a) wB

(V.1

donde las matrices Ug satisfacen todas las relaciones del grupo. En particular
al elemento identidad le corresponde la matriz Gg . Los pardmetros siempre pue-
den ser elegidos de modo que ak = 0 corresponda a la unidad.

Ug ) = Gg y entonces, para o infinitésimo:
\ .~ <A k
U @ = s+ of gy

Esta relacidn la simbolizaremos simplemente con

U) = 1+ of G, (V.2)
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donde
_ 3 U
G —x
o

d

a =0
son denominados generadores infinitésimos del grupo. Ellos tienen la propiedad

. 5 .
de formar un algebra( ) (de Lie)

Gs G, | = qr(‘z 6, (V.3)

y Cﬁz = - 3k son las constantes de estructura del grupo.

Para las transformaciones de fase (e'%) el grupo implicado es el U1 y el

generador correspondiente es la unidad imaginaria. Naturalmente, en este caso
podemos decir que las constantes de estructura son nulas y todos los elementos

del grupo cormutan entre si (se trata de un grupo abeliano).
-3

g
. . P e T
En las transformaciones isotdpicas e s 10s generadores son las tres

matrices de Pauli (Gk = 1 vk), que satisfacen

Ta, Ta T . v.w)

S

Las constantes de estructura son ng =% 2e.;
Obsérvese que puede cambiarse el conjunto de pardmetros mediante el cambio

de '"variables"”

k _ k 2
ot = 4, a
y entonces
k o x A
a Gk = o a Gk = o Gg
donde G; = ai Gk son los "nuevos" generadores infinitésimos. Las muevas cons-
tantes de estructura pueden ser determinadas facilmente:
- - 1
Gw § - m t
_k°? Gz__, Ckl Gm
P q . 'm P
& G 2y G _l Cp & G
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es decir
b a = o' P oA
A 3 Céq % ® Ca % S
y por lo tanto
m r o _ P q 'y
e T & A G (V.5)

Esto significa que las constantes de estructura se comportan como tensores ante
el canbio de par&metros.

En particular, para las transformaciones isotdpicas podemos usar los paré-

>
metros definidos por d--1 ¥ y entonces tendremos

mo 1 n
‘e “7%‘6

Volviendo ahora a la transformacién (V.1), vemos que en su forma infinité-

km

sima (cf. (V.2) ) es
sy = of G, (V.6)
y si las transformaciones del grupo dejan invariante al lagrangeano, entonces la

ley de conservacidén (I.3) junto con (V.6) implica

3 L k
B a v ) =0
Gy %
y como los pardmetros pueden ser cualesquiera, resulta:
RTE . uo_ 3 L
Bu Jp = 0 I " G ¥ .7
" 12

Si las transformaciones del grupo dejan invariante al lagrangeano que contiene

a ¥ es porque existe una forma invariante que simbolizaremos con

RN (v.8)
Por esa invariancia tendremos, ante la transformacién infinitdsima (V.2):
s (vev) =0
SY - v +P6y =0
—_ _ k "
S IP ° lp - = -‘Fa Jk d)
5T = -9 afe (v.9)
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Que es la transformacibén correspondiente al elemento "adjunto" § . Por supuesto,

si (V.8) es invariante es porque cuando $ >Uy ;3 ¢ sufre la transformacién

-1

irversa ¢ > ¥ U, y para los cambios infinitésimos, segin (V.2),

U =1+ o G

vl ocao Y (V.10
de modo que naturalmente
§9= UL -3 == pa G, -

VI - CAMPOS DE MEDIDA.

Pondremos ahora en préctica, de manera general, la idea bisica de Yang y

Mi11s‘2)

- Ella consiste esencialmente en postular gue la invariancia considerada
puede ser localmente conseguida en la vecindad de un punto, independientemente
de lo que suceda fuera de ese entorno. Esta posicién esti por completo de acuer-
do con las ideas de campos e interacciones locales y lleva de manera natural a
postular la invariancia ante transformaciones U (o) donde ahora los parémetros
del grupo son funciones arbitrarias de posicidn.

Se comprende facilmente que la parte del lagrangeano bésico que contiene
Productos de funciones seguird siendo invariante ante U (a(x)) si ya lo era
ante U (a). Ello es asi porque una vez fijado el punto x, U (a(x)) es un valor
particular U (a), de modo que nada puede alterar la invariancia correspondiente.
Algo diferente ocurre sin embargo, para los términos que contienen derivadas de

los campos. Estas derivadas se construyen a partir de diferencias entre valares

del campo en puntos vecinos

S ¥ < 1im 1—(w(x+Ax)—\p(x))

R Axr0Ax

Tal diferencia sin embargo, carece totalmente de sentido fisico cuando se admi-
ten transformaciones diferentes en puntos diferentes. Fn otras palabras, aunque

se haya fijado el valor del campo ¢ en un punto x, el valor en un punto vecino
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no estd determinado ya que

P (X +dx)=TUY (x +dx)
es fisicamente equivalente a ¥ (x + d x) por la invariancia supuesta. Este es
el motivo de la indeterminacién fisica de la derivada. No debe entonces comparar-
se ¥ (x+dx) con ¥ (X) porque esta comparacién no tiene sentido, debido a
las diferentes ‘transformaciones en x y en x + d X. Antes de efectuar una com-
paracién (para el cdlculo de la derivada) debe decidirse previamente cual es el
ente $ que en x + d x, puede considerarse como el "paralelo”™ a ¥ en X.
Es decir que antes de determinar el cambio al pasar de x a x + d %, debe se-
leccionarse aquel i en x +dx que se considera "sin cambio" con respecto
al V¥ en x. Estd claro que si elegimos a 3 (xO +dx) = ¢ (xo) entonces
esta igualdad dejari de ser cierta cuando se efectla una transformacién de medi-

da U (a (x) ) que no altere a ¢ (xo). En efecto, para que esto Gltimo ocurra

basta con elegir o (xo) = 0, y entonces
+ - S W e o o, m s
a (xo dx) =a (XO) + o (xo) d x au(xo) d x© (Infinitésimoc)

Por lo tanto U (a(xo) )

Utlax +4dx)
o

Es decir que las transformaciones de medida que no alteran o (xo) cambian a

U =1y

My k u
U (au dx) =1+ au d % Gk

P (XO + d %) en la cantidad
-k H
§ ¢ = uu d x Gk Y

Para campensar esa variacidn y para poder definir un "paralelismo” independiente

de las transformaciones de medida, debemos introducir un campo '"compensador! bf )
o]

1lamado campo de medida. Diremos entonces que ¢ (x + d x) es "paralelo” a ¢ (x)

cuando la diferencia

v x+dx) - ¥ GO (VI.1)

o
<
i

es tal que

[o]
§ v=gb ax G

) v (VI.2)
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0, introducierndo la definicidn de "conexibén de medida

oy
"

K
gb, G (VI.3)

§y =B dx ¢ . (VI.4)

De este modo, el paralelo a ¢ en x, serd

[e} Q
p (x+dx)=yp X)+8§
=y (x) + BIJ d M v
=(1+B d ¢ )y
o B qu (8)
P (x+dx)= e v . (VI.5)

Estamos ahora en condiciones de calcular la "verdadera' derivada del campo y.
Para ello debemos partir de la "verdadera" variacién de ¥ vy ésta se determina
comparando a ¥ (x + d x) no con ¥ (x), sino con el paralelo a ¢ (x) en el pun-
to x + d x. Calculamos entonces

Y (x +dx) - i(x+dx)=w(x+dx)~ 7 (X)+g'b

=y (X +dx) -9 x) - B, axt v
_ u u

-auw dx -Bu dx ¢

- u
-(Bu—Bu)lp d x

Por consiguiente, la verdadera derivada de ¢ es

- _ (VI.6)
D v (3 ” Bu) ]

que se denomina derivada covariante de medida y puede representarse simplemente

per Yl =D, ¥

El lagrangeano de partida L (v, d " ¥) deberéd ahora reescribirse usando las
verdaderas derivadas. De modo que entonces
= =z - VI.7
L= L, D v) =1L (v, ¢ 3, - B ¥ ). ( )
Esto implica que el campo de medida queda acoplado a la corriente conservada (V.7)

(modificado por la aparicién de Du ¥ en lugar de?3 " ¥ ). IEn efecto, la "fuente"
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del campo de medida es:

3Dy
Py 2L - 2L > 2L g w
5 b 3Dy ab° 3D
H L \Y Hu u
3 .U
= -g Y= ~-g3 . (cf. (V.7) )
> Dy S k

VII - TRANSFORMACIONES DE LOS CAMPOS DE MEDIDA.

De acuerdo con (VI.1) y (VI.4), cuando se efecta una transformacidén de me-

dida ¢’ =U4v , tendremos

1 ©y P 7

o ' u
61!)‘=1P(x+dx)—Ib(x)=Budx v,

es decir:

-~

Ux+dzx) $(x+dx)—U(x)w(x)

B| Uvpdx"

(UG +5 Uax) ¥ +dm) -U &y &

U (x) fﬁ(x+dx)-w(x) +auUfE (x +dx)dxt

[e]
U (%) Sy 43 U v x)ax

o]
(En el Gltimo término se sustituyd ¥ por ¢ ya que la diferencia es de orden
superior)
B' “-uUB Yoxa ax’ .
, Uvax =UB ydx LU vex
Debiendo esta igualdad ser vilida para cualquier ¢ y d x" arbitrario,tendremos:
B U = UB +3 U ,
u U p
g _ -1 -1
B = U B U +32 U+« U . (VII.1)
u u u
Esta relacidén define la transformacién de medida de la conexidn Bu , € in-

directamente la transformacidén del campo de medida bi(. Para transformaciones

infinitésimas la (VII.1) nos da:

o]
Hi

k k k
(1 + o Gk)Bu(i_ o Gk)+ @, Gk

k k k
Bu + o GkBu-—Bu o Gk+ oz]J Gk

s)
= -
"
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y por (VI.3)
ik - k 2 m m 2 k
gb 6 =gb G + « G gbiG -gh G a G *+ afG ,
itk _ .k 2 .m | o 1 k
bll Gk-quk+ [0 ] bu |_G2 "Gm_ +? Otu Gk
Teniende en cuenta (V.3),deducimos:
b =4 ik 4L K (VIT.2)
u u U im g M
o también:
§b° = oF R o+ L Gk (VIT.3)
U U T&m g H

que es la transformacidn infinitésima de los campos de medida.
Puede comprobarse que la derivada covariante se transforma del mismo modo

que los vectores ¢ . En efecto:

v _ 7 '
b, = (o, - B

P _ R |

b, = (3, -UB UT -3 U-U) Uy (por (VIL.1))

¥
‘i’lu _a“(Uw)~UBuw—auU w—U%uw-UBuw

- TT.4
wlu U l,blu QY )

que es la ley de transformacidén de los vectores ¥ .

VIIT - TENSOR DE IAS INTENSIDADES DE LOS CAMPOS DE MEDIDA.

A pesar del nambre dado al operador de derivacidn covariante de medida

D = 3 - B
u W

no debe pensarse que posee todas las propiedades de la derivacidén ordinaria.

En particular:
D, Du—DuDv =(Bv—Bv)(Bu—Bu)—(au—Bu)(3v—Bv)
=3B -3 B -B B + B B
— _ TRV vV U v Voo
D ,D ' = F (VIII.1)
v u_ uv

donde

, (VIII.2)
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o también
13 =M B)- (@ B) . (VITI.3)
uv H Vv v H
Debido a (VII.4), ante una transformacidn de medida
i

? _
D v =UD v ,

u U
es decir
p’ = up Ul | (VITT.4)
u H
Por lo tanto _ _ _ _
F' :D’,Dl:U'D,D!U‘1 ,
UV Y W v W
F' -ur Ul (VIII.5)
uv uv

En particular, para una transformacién infinitésima

1 A

- k
Fu\) = (1 + « Gk) FW (1~ « GSL )
_ k| B
= Fu\) + a __Gk’ FU\)__ R
§F = oG, F (VITI.6)
Hv k7 Tuv_

Asi cano la conexién Bu se expresa en funcién de los campos de medida

bif usardo la (VI.3), ésta misma nos permite dar a Fuv de una manera aniloga

en funcidn del campo b]; . Reemplazando (VI.3) en (VIII.2) tenemos:

- k k 2 . 2.m |, -
Fo =8 (3ubv— Bvbu) G -8 b by ’_Gz,Gm—J
y por la (V.3):
I k k k.. .m
w T8 12, By- 3, B - gCp B b‘)—l G
10 que nos permite poner, en analogia eon (VI.3):
= .7
F g ffv 8, (VIII.7)
donde
k £y K - 8 ¥ Koo om (VITI.8)
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define al tensor de las intensidades del campo de medida. Aqui hemos introduci-
do el tensor (VIII.8) de manera algo artificial a través de (VIII.1) y (VIII.7).
Sin embargo es posible dar a fﬁv (%6 Puv ) un significado mis geamétrico.

Si tomamos la ley del transporte paralelo (VI.4) y la aplicamos dos veces,
primero para trasladar ¢y a x +d x y luego para trasladar E asi obtenido

a x +dx+ 8§ x, tendremos:

[e]
v
Qo

14

(1 + Bu (x) d x* ) ¥

(1+B +awex’) ¥

(1+B, GO sx" +2,B6)dx" &x v
(

]

L
1+ Bv § x° + 82 Bv dx" 6% ) ( 1+ Bu d x* ) V]

1+B @x*+ sx")+(» B +B B)dx"sx’| p.(VIIL.9)
_ u poovoovou

En cambio, si elegimos trasladar primero segin § x y después segin d x, el re-

oo!

sultado que obtenemos ¢ se deduce de (VIII.9) con sdlo cambiar & x por dx

y viceversa:

0! u H u v
p =1 1+B (x +dx)+ (3 B +B B x dx v . (VIII.10)
U u v v u

La diferencia entre (VIIT.9) y (VIII.10) es:

00 00 ool U N)
Ay = % - Y = Fuv v dx. §x

(VIII.11)
dorde Fuv esta dado por la (VIII.2).

La (VIII.11) significa que el traslado por paralelismo depende del camino.
La presencia del tensor de las intensidades de campo hace que el espacio presen-
te "curvatura de medida" donde Fuv hace las veces de tensor de curvatura
andlogo al de Riemann de geametria diferencial. Podemos dar a la (VIII.11) unma

forma equivalente
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[eel

donde hemos substituido ¢y por ¢ , ya que la diferencia es de orden superior.
Tenemos asi

b =(1+ng:vdx“6x" ek) v,

oot

v g ) v (VIII.12)

p o= (1+

(o1} oot .
lo que indica que la ¢ y ¢ estln relacionadas por una transformacién infi-

nitésima del grupo. Fquivalentemente

-k
30 - o Gk °$' (VIII.13)
. [e] o] . . k [eXoR1 ”
es decir que P difiere en una "fase" (—o? Gk) de ¢ 3 el parémetro corres-
pondiente es:
X =g £ ax % (VIII.14)
uv _

que es el “"flujo" del tensor de las intensidades de campo a través de la'super-
ficie" subtendida por los vectores d x* y 6 %" .
La ley de transformacidn infinitésima de fJ: , Se obtiene ficilmente de

(VIII.6) wusando (VIII.7). El resultado es:

Sflu(v =azCk £

. (VIII.15)
£m uv

Obsérvese que (VIII.15) tiene la forma de (V.6) dorde C];m hace las ve-
ces de matriz del generador. Debido a las identidades de Jacobi, puede verifi-

carse que las constantes de estructura consideradas como matrices Ck (= 6122)

satisfacen (V.3):

_ck, cg_ = c’}‘& o (VITI.16)

Las matrices Ck forman la representacién "adjunta" del grupo, y por la

(VIIT.15) las intensidades f‘]fv constituyen una base para la representacidn

adjunta.
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IX - LAGRANGEANO LIBRE DE LOS CAMPOS DFE MEDIDA.

El lagrangeans® libre Lo del campo de medida puede ser determinado ccmo
en el pardgrafo IV, imponiendo invariancia de medida de segunda especie. Es en-

tonces facil ver que las derivadas b}va sblo pueden estar continida en la com-
binacidn antisimétrica b:f v b\]f u Introduciendo a ft , (ver (VIII.8) )
2 9

camo variable en lugar de esa combinacidn, tendremos:

_ k %
L= L, (bu , fw)

la invariancia buscada nos dice que:

3 L 3 L
0= 6L = kodbk+——}°<—6fk
3 b H 3 f [
u uv
y por la (VII.3) y la (VIII.15):
3 L - — 3L )
0 = O & ot ck P ak + —0o ¥ Ck £ (IX.1)
k U Am u k 2m  Tuv .
abu - g afu\)

Pero el coeficiente de a]: debe anularse (ya que ot es arbitrario), y eso de-

termina que 5 L
=0 - (IX.2)

Es decir que Lo es sblo funcidn del tensor de las intensidades de campo.

Teniendo presente (IX.2) la condicién de invariancia (IX.1) se reduce a:

5 L 5

° ¢ £ = g . (IX.3)
Bfk m uv

vV

Esto significa que Lo debe ser un invariante construido a partir de un
vector fzfv de la representacidén adjunta. Tal invariante puede construirse con

el tensor "métrico"™ g o, definido por(7):

S -
8ab = Co CTQZ-TP{CaCb}. (IX.4)

En efecto, dada una base x(?a ; el producto

L?a YO N (IX.5)
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resulta invariante ya que:

a - b
2 b .
=2(Pagab(aczm«10),
y por la (VIIT.15):
a 3 a m
s (9% p ) =20 93, @ (IX.6)
dorde
c,. =cC’ g (IX.7)
2ma ¢m  “ab '
Mostraremos ahora que CZma es totalmente antisimétrico(S), Usando
(IX.4) en (IX.7) y luego (VIII.16)
- b _ b
Coma = TF { G % i Com = T° { Ca Com % }
= Tpr { c, B cm_ } =Tr C,C Cu-CiCnhCt - (1X.8)

Lz antisimetria en %, m estd contenida en la definicidn (IX.7). Cambiando

ahora m por a obtenemos de (IX.8):

Chapg = Tr | C, G €, - ¢, ¢ ¢}

Com = ™ic,Cc ¢ -cC C c,l =-c¢

Esto basta para demostrar (por (IX.6) ), que

s (97 ) = 0

y por lo tanto que el producto (IX.5) es invariante.
Construyendo entonces el tensor de las intensidades de campo en su ver-

sidn covariante de medida, tenemos:

2
= f
fk,uv gkﬂ Tuv

(IX.9)
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y entonces podemos construir LO mediante:

T T S (TX.10)
e} y uv k

Obsérvese que, por la (IX.2), LO no puede contener té&minos de masa

de la forma m? bt bi ya que éste destruiria la invariancia de medida de Lo.

De la (IX.10) puede deducirse la ecuacién de movimiento del campo de me-

dida. Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:
3L
o

3L
Tk T i ké =0
3b 3 b
y HV

y teniendo en cuenta que tanto bku Como br N estdn contenidas en la combina-

9

m

s k 2 uv AV .
cibn fuv (VITII.8), encontramos g Ckm bv 7+ 3 N f.' = 0 es decir, por

k k
ser Cim los generadores en la representacidn adjunta (Cf. (VIII.16) )
fiTv =0 (IX.11)

camo ecuacién de movimiento. la divergencia covariante de medida se construye

£HY

x ©s base de la repre-

cono en (VI.6) (y (VI.3) ), teniendo presente que
sentacibén adjunta covariante.
Ademds de la ecuacidn (IX.11), el tensor de las intensidades de campo

satisface las identidades ''de Bianchi"

k k

K _
UVIQ + fQUIV + fvﬁlu =0 (IX.12)

f

que puede ser deducida ficilmente de la definicidn de derivada covariante de
medida usando las identidades de Jacobi para las constantes de estructura.
Cuando se adiciona el lagrangeano LO al lagrangeano L original (VI.7),

la ecuacién de movimiento completa es

3L 3L
o _3 O gy L
3 B Voapk k| 3 B
. u U,V u
y por lo visto en el paragrafo VI: v "
fk'v = g jk (I¢.13)
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X -~ CASOS PARTICULARES.

Estd clarc que las transformaciones de fase y las isotdpicas constituyen
casos especiales de los cambios generales estudiados. En particular, para el cam-
po electromagnético las constantes de estructura son nulas y las ecuaciones
(Iv.12) ,(IV.13), son las ecuaciones de Maxwell.

Nos interesa ahora presentar brevemente otros casos particulares ligados
con la invariancia de S Uy« Supongamos que hay tres particulas fundamentales,
los quarks, que pueden agruparse en un spinor triple wq con 12 componentes que

tienen por lagrangeano:
- . + .
Lq - wé (-y + 3 mq) wq .1
(compérese con (III.1) ). Este lagrangeano es invariante ante transformaciones

wq = U wq

donde U es cualquier matriz unitaria unimodular de tres por tres (8 parémetros).

Las transformaciones infinitésimas correspondientes son de la forma (V.2)

U=t o (X.2)
Los generadores Ak (k =1,...,8) estdn dados por:
T. 0
i
A= d i=1, 2,3
0 0
0 0 1 0 -1 ¢ O
Au =1} 0 ; AS =1 0 0 0 16 =1 0
1 0 i 0 0 1
0 0 0 1 0 0
- 3 . .1
A7 =1 0 0 -1 5 )‘8 —/ 0 1 0 (X.3)
0 1 0 3 0 0 -2
que satisfacen
‘_}‘k > )‘2_‘ =Gy Mg - e *n (X.4)

donde las constantes de estructura pueden ser determinadas de (X.3)(8)°
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El octete de campos de medida correspondiente se introduce por (VI.2) y
la derivada covariante correspondiente por (VI.3) y (VI.6) que debe ser utiliza-
da en (X.1) en lugar de la derivada comin, para obtener un nuevo lagrangeano
invariante de medida de segunda especie. las intensidades del campo correspon-
diente estén dadas por (VIII.S8).

Si en el lagrangeano (X.1) se supone que el término de masa es nulo
(mq = 0), entonces el grupo de invariancia puede ser agrandado. En efecto, si
en la (X.2) se multiplica a Ak por g, la transformacién resultante deja in-
variable a (X.1) (con m_ = 0). Estas transformaciones "axiales' con ocho gene-
radores  Yg A, pueden unirse a (X.2, 3) para formar un grupo de 16 parémetros:

k

U = 1+ o Gk k =1,..., 16)
dorde
e T M (k=1,..., 8)
Creg = Y5 Pk
las relaciones (X.4) implican

__Gk’ GJL_’ = fJ]iQ )‘m
Gyag > Opag| = f?& Ay K,4, m < 8. (X.5)
S 0 Cpag |7 o Y5 M

La corriente "conservada" (Cf. (V.7) ), tiene 16 componentes que se di-
viden naturalmente en dos partes: la corriente vectorial (correspondiente a los

8 primeros generadores)

(V) T k
3, = b oy, ATy (X.8)

y la corriente axial (correspordiente a las transformaciones axiales)
k) _ 7 A K (X.7)

]U = ¥ Yu TS [N
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Del mismo modo, los campos de medida introducides por la (VI.2) se dividen

naturalmente en dos octetes: uno vectorial

b k

V> = D k=1...8) (X.8)
H H
y otro axial
A = pkte (X.9)
u u

que se acoplan respectivamente a las corrientes (X.6) y (X.7). La invariancia de
Lorentz exige entonces que los campos de medida (X.8, 9) se transformen (ante
transformaciones del espacio-tiempo) camo sus nombres lo sugieren.

las intensidades de campo se deducen de (VIII.8) teniendo en cuenta (X.5).

Separando la parte "axial" tendremos

&y k k k L T £ .m
fi(v =3 Vo -a VD +g £ ( v, A AL A ) (X.10)
k(A) _ k k k L m L m
£y =0, Ay -3 Al +g £ ( LA o ) . (X.11)

Nétese que por la (X.5), las transformaciones axiales no forman grupo
por si mismas. Sin erbargo podemos separar las transformaciones en dos grupos

introduciendo los generadores "levdgiros"

(L) 1 5
ch =—2—(1+ Ye ) A (X.12)
y los “dextrégiros"
~R) |1
G = — (1- vc) A (%.13)
que satisfacen
(L) ()] (L)
_Fk ’ Gz 1 fil G'm
TR ®] ;o LR
G 8 | = fre G (X.14)
IPNGHIRG:S)
_Gm 5 G2 oo 0 .
Los grupos corresporndientes son S UéL) y S UgR) y las intensidades de campo

se separan en dos tensores que pueden obtenerse por suma y resta de (X.10) y

(X.11) y quedan expresados en funcién de las cambinaciones

k+_ .k k '
b * o= r
) LA (X.15)
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XI - EL CAMPO GRAVITATORIO.

Es posible considerar el campo gravitatorio como un campo de medida(3)(u).

Cualquier lagrangeano debe ser relativisticamente invariante y formado
por productos escalares de tensores (o spinores). Para fijar las ideas tomare-
mos vectores. Los productos escalares pueden representarse en la forma:

A¥ B, (XI.1)
donde AY es un vector contravariante y Bu otro covariante. Estos productos
escalares son invariantes ante transformaciones representadas por matrices no-

4"
singulares de 4 x 4, X‘\j y su inversa X‘\‘)

N
xMoxP = 4 (XI.2)
\V] H AV
Los vectores se transforman mediante las leyes
1
I
; " (X1.3)
B = X B
u u \J

y por lo tanto el producto escalar

N,
A B = x* A xP B = ¢ AV B =AY B
H v il P v P v

es invariante.

El grupo general de matrices (no singulares) de 4 x U constituye el lla-
mado grupo G Ly, a 16 pardmetros, cuyas transformaciones infinitésimas repre-
sentaremos por

X*ox gH o M (XI.4)
AY) Vv Vv

donde at es un conjunto de 16 parémetros infinitésimos. Aplicando la trans-

formacién infinitésima a un vector, tendremos

s AY =4 aY
\Y)
- o] 611 60 A\)
[e) p Vv

que es de la forma (V.6) donde los generadores son

e (XI.5)
p\) o] Vv
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Obsérvese que el par p y o toma el lugar del indice simple k de la
(V.6), mientras que u y v son indices "matriciales™.

Podemos ahora pasar a transformaciones de medida de segunda especie,
exigiendo la invariancia aln cuando los pardmetros sean funciones arbitrarias
de posicidn. Debe entonces introducirse la ley de transporte paralelo (VI.U) que
se traduce ahora en

le)
§ A* = B¢ dx AY (XI.8)

o v
donde los "indices matriciales' de B, figuran explicitamente. la comparacidn
con el transporte paralelo de la geometria de Riemann nos permite identificar
a BS , con la conexibén afin I‘E ,+ Por otra parte la (VI.3) y la (XI.5) dan

por resultado

Bg v Fg y =8 bg v (X1.7)

Por lo tanto el campo de medida correspondiente coincide con la conexién
r , salvo por el factor g.
Para construir el tensor de las intensidades de campo son necesarias

las constantes de estructura y &stas se obtienen por la (V.3):
6 M gy gZrs Bl g

Yo v Tap YWV ay,k N p

de donde, reemplazando la (XI.5) obtenemos:
LR LR LY R LI I (XI.8)
oy sp a Y P Y o o}

La (VIII.8) toma asi la forma:

-1 5 ¢ 1 5 r® +1C0 £, O FD rT
uv,R TR VI v u B p Ts B HOo Ve
g g —
o o o o o
=L dy e R, T w TioToe o The Tug (XT.9)
g _® v B _

que coincide con el tensor de curvatma de Riemann-Christoffel:

_ Qo
g fiv,s = Ri, g . (XI.10)
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Es interesante sefialar que el lagrangeano libre (IX.10) que siempre pue-
de formarse con los campos de medida, no es el mis simple para.la gravitacién
si es que se dispone de una métrica By Fn este caso el lagrangeano mas sim-

ple es:

L =

v B _ a B
o] oc\),Bg R

w88 (XI.11)

es decir el lagrangeano de Einstein.
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I - INTRODUCCION,

El campo electromagnético, generado como un campo de medida, debe tener
masa cero para satisfacer la invariancia de medida de l1a teoria original.
Parece asi que no es posible generar particulas con masa - Como campos de me-
dida - dentro de este enfoque. Para ver camo se puede salvar la dificultad,
vamos a estudiar y discutir un poco algunas ideas debidas a Goldstone y usa-
das después dentro del contexto que nos interesa por Higgs y Kibble. La idea
de usar campos de medida surge de lo siguiente: seria deseable tener uma teo-
ria renormalizable de las interacciones débiles, pero la renormalizabilidad
de la electrodinimica cudntica depende en gran parte de la invariancia de medi-
da de la teoria. Por otra parte, las interacciones electromagnéticas y débiles
son ambas universales. Esto sugiere la idea de una teorfa unificada de ambas
interacciones, en la cual la invariancia se extiende a una clase de invarian-
cia tipo Yang y Mills que - se espera - tenga el efecto de reducir el grado
de divergencia y hacer la teoria renormalizable. Una dificultad que durante
mucho tiempo retardd el desarrollo de una teoria unificada fue que, mientras la
teoria de un campo de Yang y Mills es renormalizable (para particulas sin masa),
la teoria de Yang y Mills para particulas con masa es no renormalizable.

La teoria de Salam y Weinberg es un intento para salvar estas dificultades
a costa de pagar como precio la introduccién de nuevas particulas; ademis del
fotén y de un mesdn pesado intermedio cargado, aparecen uno neutro y uno escalar.

Vamos a discutir primero las ideas de Goldstone y Higgs para ver como se

puede soslayar la dificultad de la masa.



- 75 -

IT - MODELO DE GOLDSTONE.

Como un ejemplo tipico de una simetria rota espontaneamente describimos

(D

el modelo de Goldstone ~’. Escribamos el lagrangeano

% % % 2
L= -3¢ 3”9y - v ¢ ¢ -h({ ¥ . ALy
Vemos que es invariante frente a la transformacidn
1a
Y > e (I1.2)

o

P |
LA s

con o : constante. La ecuacidn de movimiento correspondiente es

(D—Uz)w;zh L{)*’\.PL,P:O, (I1.3)

Se ve que estas ecuaciones tienen una solucidn independiente de las

coordenadas, si se satisface
2 ¥ -
W +2hP"¢PHyY =0 . (IT.%)

Vamos a suponer que h > 0 a fin de que el espectro de energia 1li-
bre esté acotado por abajo. Esto puede verse si interpretamos los téminos

correspondientes del lagrangeano como una energia potencial

B3 b3 2
Ve g o+ g Yy, n> o0, L.y

Si w? > 0 1la finica solucién independiente de las coordenadas es Y = 0.

Si, en cambio, u? < 0, obtenemos la figura (ver fig. pag. 76) Yy vemos que

hay mis soluciones que corresponden al minimo (vacio). Ellas son:
] = 2 (1I1.6)
/ 2
con
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\Y

P

con una fase arbitraria. Estas soluciones no son invariantes frente al grupo
de transformaciones de fase frente al cual el lagrangeano y las ecuaciones de
movimiento son invariantes. Mas bien, se transforman unas en otras frente a las
operaciones del grupo. Es conveniente, por razones de comodidad, elegir la fa-
se cero y L? igual a una constante real X / /—2— . E1 hamiltoniano resulta

idéntico al potencial

V(p) =t ¢2+hltp[“ (I1.7)
y las soluciones discutidas corresponden a valores de \p para los cuales el po-
tencial es estacionario. Se ve que para u? < 0, la solucidn (¢ =0 no corres-
ponde a un minimo del potencial. El minimo corresponde sélo a ¢ = X / Vg

Toda esta discusidn es meramente clisica, pero se traduce,'mutatis mutandis",

a la culntica. Una solucién no nula independiente de las coordenadas correspon-
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de a un valor medio de vacio diferente de cero. Cuando el valor medio del va-
cio del cempo Y no se anula, es conveniente introducir un nuevo campo.

Habiendo elegido una solucién que tiene < >, # 0 introducimos dos campos

reales L?l Y ¢,
1

W = (x+ + 1 ) (I1.8)
‘P /—2— ({;1 L?Q
tales que
< kpi >O =0 (I1.9a)
< (FQ >O =0 {IT.9b)

Ahore expresamos el lagrangeano criginal en términos de LPi % ‘102 obteniendo:

2 1 2 4
L:PZ} -y . hat -

2 L

_ 1 i 12
Lo g

v
2 2

2 )

TR S R T S

N
[N

1 2 2 L2 2 2 1 2 2.2
- = ( - . .
L\Z““ +hA%) - haA LPi (%1 *@2)— . h<%1+%2) .

(I1.10)
Los términos constantes ro tienen ninguna consecuencia fisica y pueden ser su-
primidos. El coeficiente del -“-Armino lineal en LQ 1 debe anularse vara asegu-

rar (II.9a) para cualquier tiempo. En efecto:

Yy > m< (0> 4 k{)l,Hl> +

y se ve que si H tiene un t&mino lineal en (¢, su valor medio no serd nulo.
El coeficiente de p, seawmla si X = 0, pero también si u? +h A2 o= 0
para w? < 0, que es la relacidn que ya tenfamos. Vemcs que si esta relacién
se satisface, es nulo el coeficiente (le t?g y el campo ¢ , Tesulta sin masa.

La masa del campo §q es

R T L SV (TT.11)
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2

pues supusimos p“ < 0. E1 cuanto del campo o> COn masa rula, es el bosfn

de Goldstone que aparece si hay una ruptura espontanea de la simetria. Para

w® < 0 1la simetria estd espontanecamente rota (esto es: las soluciones no

exhiben la simetria del lagrangeano) y en este caso aparece un campo escalar
sin masa.

En general, si uno tiene una simetria interna correspondiente a un gru-
po de n parémetros y las soluciones exhiben sdlo la simetria asociada con
un subgrupo que tiene m < n pardmetros, el teorema de Goldstone dice que
habrd n - m particulas escalares sin masa.

En presencia de campos de medida, la situacién es diferente. Vamos a
usar cano ejemplo el modelo de Higgs, intimamente ligado al modelo de Goldstone
y a la teoria de Salam-Weinberg de las interacciones débiles y electromagnéticas.
En el caso de Goldstone, si u? > 0, el lagrangeano dé origen a una teoria renor-
malizable. Se puede demostrar que esto también sucede si la simetria es rota
espontaneamente, y la renormalizacidn en este caso se reduce al anterior en
que u? > 0. La idea que una teoria de campos renormalizable con una simetria
da origen a una teoria también renormalizable si esta simetria estd esponta-
neamente rota, estd en la base de los intentos de Salam y Weinberg de construir

una teoria renormalizable de las interacciones débiles y electromagnéticas.

III - MODELO DE HIGGS.

El lagrangeano del modelo de Higgs(Z) es:

_ 1 2 : 2 2 2 h ;
L e Foo —| (3, -dea ) - v |9l -nlgl . a1

Es decir es el lagrangeano de Goldstone (II.1) adicionado con un campo de medida.
Es invariante frente a la transformacién

ieAl

W > e (ITT.2)

A > A + 3_A
v v v
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y, para u? > 0, corresponde a un campo escalar complejo masivo y un campo vec-
torial sin masa. Hagamos ahora al igual que antes uz < 0 y h > 0. El poten-
cial que resulta ahora es

veu? |9® +n e (III.3)

que tendrd, igual que antes, su minimo para

¢ = =2 (III.4)
2
con
2
A =\/. S
h del vacio
Esto indica que, en la cuantizacién, el campo va a tener un valor medid\«
que, en la aproximacién mds baja estd dado por A //———~ . Usando la invariancia

2
del lagrangeano siempre se puede imponer que sea real. Escribimos, pues, Como

en (IT.8, 9)
1 .
= (x+ +10,) (I11.5)
LP /—é—— (?1 2
donde
<lpy >, =< LPQ >, = 0. (I11.6)
Pasamos ahora a dos nuevos campos reales
. i
LQ =—— (X +x)e (II1.7)
&3

donde X y © se pueden obtener en funcidén de \Pl y Py -
Cuando hacemos la transformacién de medida (III.2) x no se modifica, ya que
el mbdulo se mamtiene invariante, mientras que

6> 06+ e A , (I11.8)

Se ve claro que si uno elige

A=o 2 g (ITI1.9)
el

la nueva € serd cero. Por lo tanto, eligiendo



A =B + — 3 ® (I11.10)

el lagrangeano se hace indeperdiente de € y contiene s8lo los campos x y Bv .

Expresado en funcidén de estos campcs, el lagrangeano toma la forma siguiente:

L = - 1 Fiv - _l».(g X)z- 2 e? 22 B? - 1 e? Bi (2 xx + xz) -
4 2 v 2 Vo2
- -1—-(u2 + 3 h %) x2 S h (4 A X3 + Xu ) -
2 )

w2 orh A Ay - 2220 ot aqmman
2 n

2 del término lineal debe arularse y los

Como antes, el coeficiente u® + h A
dos (ltimos términos, constantes, pueden dejarse de lado. Fste lagrangeano des-
cribe la interaccidn de un campo vectorial B, demasa e ) conun campo esca-
lar real x de masa

w2 +3n A% = -24% > 0. (I11.12)
Obsérvese que la posibilidad de eliminar completamente la fase € depende cri-
ticamente de la no-arulacién de X . Si A es cero esta transformacién no se
puede hacer vy € no puede ser eliminado.

El modelo de Higgs muestra que en vez de tener un campo escalar sin masa,
tenemos que una particula vectorial que no tenia masa, en ausencia de interaccidn,
adquiere masa. El campo escalar de Goldstone es absorbido en la componente lon-
gitudinal.

El modelo de Higgs da un ejemplo de no cumplimiento del teorema de Goldsto-
ne. En vez de tener un escalar sin masa, tenemos que el bcedn vectorial de medi-
da adquiere masa. El campo escalar que corresponderia al bosén de Goldstone da
el grado extra de libertad que tiene un bosbn vectorial masivo, respecto de uno

sin masa.
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Una observacién interesante: el lagrangeano de Higgs es renormalizable
para el caso normal uz > 0, ya que I'\fIL+ no destruye la renormalizabilidad
de la electrodinimica escalar. Se puede pensar que también es renormalizable en
el caso u? < 0. Sin embargo si uno usa el lagrangeano (ITI.1), y cuenta las
potencias, no resulta renormalizable debido al término ku k& del propagador

kK,
H (ITI.13)

(6\)+ 2 : 2 "
H (e V)7 K2 + (e))

En cambio, se puede cuantizar el L en su forma invariante de medida,
sin eliminar el grado extra de libertad, es decir tomando

2

_ 1 2 1 2 .2 1 82 1
Le-m - =P A2 -2 (3 9 ved @) -2 (3 ¢ -eh ) +
y 2 2 2
1 2.2 1 N 2 2
+ e AAv (9 vWQ - e Av ql) - —;-u AT - —;—-h AT - (?1 A (W& + h %) -
2
w2 ? vana?y L T I SR ol
2 2
- h @i (ITI.14)
m

donde aparece explicitamente el bosén de Goldstone. Esta medida si es renorma-
lizable, pero aparecen fantasmas que campensan al bosén de Goldstone y restituyen
el resultado anterior.

En definitiva, si uno tiene el modelo de Goldstone con simetria rota el
teorema de Goldstone impone la existencia de un bosdn escalar con masa nula, ya
que al escribir (III.5) el lagrangeano da una masa al campo Y, v ninguna al
LQZ, que pasa a ser el bosén de Goldstone. Uno se pregunta entonces si cuando se
introduce el campo de medida se viola el teorema de Goldstone. la respuesta es
nc porque un campo de medida implica fuerzas de largo alcance y en este caso

el teorema de Goldstone no es mds aplicable.
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IV - INTRODUCCION A LA TEORIA DE SALAM-WEINBERG.

Queremos asociar al neutrino y al electrén en un doblete de spin isotd-

pico(3)° Como el neutrino tiene helicidad negativa, introducimos el campo
1 (Ve>
L=— (- Y5) o . (Iv.1)

2

Sin embargo esto ro agota la descripeién del electrdn ya que éste tiene
una componente de helicidad positiva. Por lo tanto es necesario introducir un
campo singulete de spin isotépico

R =1 (14 ve) e . (IV.2)

2
Con esto podemos escribir el lagrangeano

L =i{EYHBuL+§yU8u R } (IV.3)
que describe particulas sin masa. Queremos generar masa para el electrdn y no
para el neutrino, por un mecanismo anilogo al de Higgs. Precisamos para eso in-
troducir un campo LP que deberd ser un doblete de spin isotdpico y cuya fina-
lidad es generar masa para uno de los componentes del doblete (e, v).

Partimos, pues, de un lagrangeano

L=irR s R+ilLya L+ @ YR+R 'L -

2+ + 2 +
SMp YT - T Y s gy (v

Vemos que este lagrangeano es invariante ante las transformaciones
ia
R »>e R
S 2
l——_—
L»e 21 (IV.5)
. o
l——_—-

f oo 2y
Este es un grupo U (1) de simetria, que genera la corriente conservada de hiper-

carga.
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Pero el lagrangeano también es invariante frente a las transformaciones

L » e 2 L
= > (1V.6)
Q T

es decir ante el grupo SU (2) de rotaciones en el espacio de isospin. Tenemos,
por lo tanto, invariancia ante el producto directo SU(2) & U (1) con lo cual
hay cuatro corrientes conservadas: las tres del spin isotdpico y la de hiper-
carga.

Ahora extendemos los grupos de simetria a la Yang y Mills, lo que impli-
ca la introduccién de cuatro mesones vectoriales: tres correspordientes a un
iso-vector 2; Yy uno Bu , lso-escalar, asociado a la hipercarga. Fl lagran-
geano total se obtendrd (fuera de la parte libre correspondiente a los X; y Bu )

mediante el reemplazo impuesto por la invariancia de medida

_ ot
id2, R > @5 -g'B )R
. > 1
19 L » (i3 -gt"A -—g'B )L
¥ H ! 2 ! (1V.7)
> > G tea +-1ogop)
1o, ¢ 19y et A ~;~sg R
Con esto el lagrangeano total queda de la forma
1 = - - 2 1 2
T o e - - - +
L=-= (2 & -2 R +ghA xA ) =G, B Say B )
+R Y (13 -g" BIR+L v (19 -gZ A --1g'B )L +
it u T U 2 U
+ 1| o ¥ A --Lgs ),2 6 CYRr+RY L
2 w8 i 2 & 5 ({ e

“m2 9t - h (9t ) (1V.8)
1Yy % IR SR
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En este lagrangeano estén incluidas las ideas de Higgs y Goldstone, exten-

(u). la simetria es rota espontaneamente

didas a grupos no abelianos por Kibble
imponiendo
<Yy = A # 0 (IvV.9)

y es esta ruptura espontdnea que genera, via el mecanismo de Higgs, la masa del

electrdn. Si escribimos

@+
Y= (Iv.10)
Yo ’
y como antes, ponemcs
LPO = d L‘Pl ti LPQ
(Iv.11)

p o= -1y,

los dos términos fimales de L, nos quedan
2+ + 0.2 _ 2 2 . ot
R B ARG A ORI " SR IR OO PR AR LI P

. + 2 2
LR P R T T I N R S L (1v.12)
A fin de que se mantenga
< LPl >o = 0 (Iv.13)
debe anularse el término lineal en L{?l, es decir debe cumplirse
2ha% +M] =0

O sea

AT E e — (Iv.14)
2h

Con esta relacidn, los términos en ({)1 de L son

2 2 2 - 2 ..

"M Py Py - 2R ey AT Wy = -2 TP ey

2 . .
pues M1 < 0, que corresporde a una particula de masa positiva. Por el contrario,
usando la relacién (IV.14), es irmediato verificar que los té&minos en P ; se

.. . - . 2
eliminan. Lo mismo sucede con 1los términos en . Ambos corresporden, puessa
+ b p

masa cero.
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Por un razonamiento andlogo al hecho en el parigrafo anterior, se puede
mostrar que 472 y k{ + Sevan en la canponente longitudinal de los campos de

medida (que ahora adquieren masa!). En lugar de (IV.10) queda entonces

0 .
- , (Iv.15)
(*f (A + L{)J

pero esto significa que hemos elegido una medida particular. Para ver cam se
genera la masa del electrdn, veamos que pasa al término - G o (L PR +2. hy)

cuando elegimos esta medida particular (IV.15)

_ T @y @4y [0
-G (LYR+C-h.y=z=_@g Ve e +c. h.
© EN— 2 2 SN
Q(l""YS)’O
=-0 ve ————— e + ¢C. h. .
€~ 2 B

Se ve que el vy estd cambinado con cero y no se genera el término correspon-
diente a su masa, en cambio, no pasa lo mismo con el electrdn, lo que se ve

explicitamente reescribiendo la anterior
-6, M YR+C My =6 & e(P+r) (IV.16)

y el término en X genera una masa para el electrdn igual a

m= AG . (IV.17)
e

También se genera un acoplamiento e e P .
(Como se generan las masas de los mesones vectoriales? Hay que hacer el
reemplazo de la forma elegida (IV.15) para el iso-spinor @ , en todos los

téminos en que aparece en el lagrangeano. Queda entonces

2

2
. > Y 1 . , _
1au5{7—gt A, L()+—2—— g' B “P' =

0 0 A+
iau( )+L gAj( -1 g(A;-iAﬁ)( 1),
g 2 >\+L?1 2 0
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0 2
+_2'_-g' B
2 H

Aty

_ 1 u 1 3 2
—*‘;—3 kelautfi"'-s—-(g[\u +g' Bll) (x +LP1) +
1 1 2 2
t— g | A +ia I Cr+gy 0 (1V.18)
8

y observamos que podemos definir nuevos campos vectoriales que simplifican la

escritura. Definimos, pues,

W= ——— ) +ia?)
U PR A H H
2
A (gA +g'B ) (IV.19)
Y S A A H U ?
g2 + g12
- 1 - 1 3 + Y
Au = (- g ,Au g Bu )
g2 + g'2

En funcién de estos campos los tinicos términos cuadraticos en el lagrangeano son

= 2w w22 sg2y 7t g (IV.20)
4 H 8 H

lo cual indica que las masas asociadas a los mesones vectoriales W y Z son

ME:_X._&
U

(Iv.21)
MZ=—7;_ /g2 + g2

mientras que la no existencia de términos cuadrdticos asociados al campo Au
significa que la masa correspondiente es nula. Que el cuanto de este campo de-
be identificarse con el fotén de la electrodinimica puede comprenderse mejor

de los términos de interaccién del lagrangeano :



- —»/E___ g [wu e y“ (1 - 75) v +a. h| - —22_ Fm ;- Yu e -
2 2 - - v g2+ g'z

_ 12 2 -
l oy oa- YS) +e " Y e+ Gg” -g) ey" e |.
4 L B gz + g'z —

(1v.22)
Estos ademas indican que la constante de acoplamiento eléctrica es:
'
' £ ¢
e = E_& < g (1V.23)

- g
J— o
g2 +g?2 \/1 +(._%_'.}2
g

y que el W es un bosén cargado mientras que 7 es neutro. Se ve también que

la constante usual de las interacciones débiles satisface

Gy,
o -2 (IV.25)

= & ,
— 2
/7 8 1, 2 A
donde se ha usado (IV.21), o sea entonces que
/o 52 5 &2
2 2 g 5 /2 e
8 G, 8 x 107°

m; = 1.600 m3

con my : masa del protén. Con esto uma cota inferior para la masa del bosén
intermedio W es

40 my = 37,3 GeV . (Iv.26)

M, >
También, usando (IV.21) y (IV.25) obtenemos:
2 12 Th (o2 12
Mo = _EL_%}EL_- M@ . L2 @rg'?) (IV.26)

g 8 Gy
y para dar una cota infericr al valor de M7, debemos encontrar el minimo de

2

(g= + g*' ), con la condicidn (IV.23). Este minimo se encuentra muy ficilmen-

te y resulta ser

g =g =/2e
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lo que da para MZ:

O sea

W, >/ 2 (M, )mimo = 52,7 GeV . .27

Si observamos la interaccién de Z con el electrdn, vemos que no es
del tipo (V - A), por lo tanto, esta teoria es esencialmente diferente de la
usual de Feyrman y Gell-Mann para la cual la interaccidn es siempre (V - A).
Esto quiere decir que hay algunos procesos que aqui son permitidos y no lo son
en la teoria de Feyrman y Gell-Mann. Por ejemplo el proceso

v +e > v te .
H u : :

estd prohibido en la teoria usual, mientras que aqui puede realizarse mediado

por el mesdn 7Z

Finalmente, es facil ver de la expresidén explicita del lagrangeano to-

tal que las diferentes constantes de acoplamiento resultan

_1_/2+1;
2\g g

Ezv

Sre

)



A 2 . 2
g%m] = *;—' g- =gty
2 2 t2
g, T—— (g2 4g?) = f+e?) M, (Iv.28)
1 2 g
m m
Bpo T — - g
¢ A 21,
g - 5
We ST
2
A\
e = £ &
‘/ gz + g'z
— 12
8re - ——
g2 +g'2
87y T Bze T 8yze

que suelen escribirse en funcidn del &nguio de Weinberg, definido por la rela-
cidn

cotg 8, = g/g' . (1v.29)

V - REGULARIZACION DIMENSIONAL.

La ecuacidén de las ondas fue una fuente de ideas para la fisica. A1l
es donde aparecieron por primera vez integrales divergentes con un claro signi-
ficado fisico. Hadamard fue el primero en encontrar una forma rigurosa de dar-
les significado matemdtico riguroso definiendo partes finitas de integrales di-
vergentes.

Si uno observa las soluciones de la ecuacidn de las ondas cuando el nii-
mero de dimensiones es par, o cuando es impar se ve que tienen propiedades fi-

sicas muy diferentes. Por ejemplo: una propiedad fisica muy importante que de-
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pende de la paridad del espacio es la validez o no del principio de Huyghens,
Es sabido que el principio de Huyghens no vale cuando el nimero .de .dimensiones
espacio temporales es impar. A titulo de informacién, podemos ver porqué suce-

de esto. Si resolvemos la ecuacién de las ondas por el método de Marcel Riesz

2 2 2
L==2- - 28 3 e x 451, (v.1)
3 t? 3 %2 5 x2 v
1 v-1

la solucidn, con condiciones iniciales nulas, es

a-y
| 2
Lim 1% f (g, %) o 0 = [ —1 £ (x,..0) R dx, ...dt, (V.2)
02 H (o)
AY)
donde
v-1 0 .2
R=(t-t) - ] (x; - %3 )7, (V.3)
i=1
V—EZ o-1 0—v
H ()= 2 r(1+232 ), (V.4)
2
y
u = lim * f. (V.5)
o> 2

Se ve - heuristicemente - que T (2 - —3-) tiene polos para v = par, y ese
polo barre con toda la contribucidn intérna del cono, quedando sélo la contri-
bucién de la superficie del cono, debido al factor R~2 que alli compensa al
polo de la funcién T .

Consecuencia: el principio de Huyghens ro vale si el nimero de dimensicnes es
impar y si vale si el nimero de dimensiones es par.

Noe preguntamos entonces si también no habréd algunas propiedades de la
teoria cudntica de campos que dependen del nimero de dimensiones o del hecho
que sea par o impar.

Con esto "in mente" nos planteamos tomar la teoria mis simple de in-

teraccién de dos campos escalares, uno de los cuales es masivo y el otro no.
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Tcmemos
La & = 6§ (), (v.8)
donde
L = 0 R N K 2 I L. S
? xi exg axi_q ax_\z)_q+1 , axi
= naB d 3 - m? . v.7)

La solucidn causal de la ecuacidn propuesta es

M|<
1
I

Kv 4 m/R+1i0)
2 -
V \Y \%

- 2 -1

2 2 . 2(/E¥io)?

-1 1
= - F . (V.8)
P +m?2 +10

Para m+ 0 (V.8) se reduce a

A (R)

~-i r{—=>-1)
D (R) = : - : (v.9)
y w2 g -l
Designamos:
_ .aB . _ _aB
R=n X, X ; P = n P, Pg (v.10)

De ahora en adelante, llamaremos R=R+ 10 y P =P+ 10 para simplifi-
car la notacién.

Para calcular las transformadas de Fourier que aparecen en las reglas
de Feyrman, tenemos en cuenta que la prescripcién que satisface la causalidad
cudntica se obtiene calculando en la métrica euclidiana y haciendo la prolonga-
cidn analitica apropiada. Para ver esto un poco mejor, suponemos que partimos
de una distribucidn que estd bien difinida y que es una funcidn de una forma

cuadrdtica positiva

< f (p2 + t2), L{)(x, Vo Z, ) = v (YY) . (V.11)
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Hacemos ahora una dilatacidn positiva en la variable t (o, equivalentemente,

pasamos a la mitrica 1, 1, 1, a2), obteniendo

t' ..
< f (r? + a2 t2), P&,y, 2, )>=<f@+t2),Y&,vy, 2z, —)=
a 1]

= v (0, a (V.12)
que, para un \P fijo, es una funcidn analitica de a. Si hacemos ahora la pro-
longacidn analitica -

a = i- ¢ ,a*=-1-21i¢e |,
esta prolongacién analitica define la distribucién causal f (¥? - t2 - i 0)
que es la que interesa en la teoria culntica de campos. Se ve que podemos tra-
bajar siempre en métrica euclidiana. la prolongacidn analitica trac como resul-
tado agregar un i% en la expresidn final. Se observa que &ste no es un resul-
tado trivial. Por ejemplo si tenemos que calcular la transformada de Fourier
de una funcidn f (R) esta filosofia nos conduce al teorema generalizado de

Bochnexr

v
F I f@ l = 2 T [ £&3J N (x/P)x2?2 dx,
— 1

i9( v

Ner
1
JEEN
o}

2 2 (V.13)

y se ve que sdlo la parte de afuera del cono contribuye a la transformada de
Fourier de una distribucidn causal, al contrario de lo que uno podria suponer
a priori, que todo el espacio aparece.

Con esta introduccidn, vamos al ci&lculo de la energla propia y la pola-
rizacidn del vacio.

Antes de ello éspecificamos que para el cdlculo de las integrales uti-

lizamos las reglas siguientes:



[a p £ (p?) 2T [ dp p v-1 ¢ (p2) =
o

7 v/2 —~._1
dp? (p2) 2 £ () (V.14)

"
|
O~—38

IR p, £ =0, (V.15)

3V 2y = A v 2 2
{a p Py Pg f (p?) = Mg : f d"p p* f (p%) , (V.16)
/2

I’(—;——)

es la superficie de la esfera unidad de dimensién v .

Las integrales de los diagramas que se consideran son de la forma siguiente:

v v
v (20 /2 ——+ n-m F(TJ’H)F(m”n—T
I= fd q——z——‘L—— = A2 ,
m
(@ + A) ir(( ) r (m
2 (v.17)
cuyo valor cerca del poloen v = 4 es
yhm 2 2+n-m
I = () A T (n+ 2) . (V.18)
i{2-=)r m T (3+n-m)
2
a) Energia propia y polarizacién del vacio.
Comenzando por la energia propia
y
T = f Lk , (V.19)
X2 | (p - X +m2‘,
y usando la férmula de Feyrman se lleva a
4 1 1
Y@ = fd x [ dx — -—— , a2 = (p? +m?) x (1 -x). (V.20)

o l(k - px)? + a? I
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Estas integrales se calculan sin ninglin problema con la ayuda de (V.17) y se

obtiene

Doy=- @ 7 e (1) (2., -]
2 2 Z m2

Andlogamente, el resultado para la polarizacidén del vacio es:

1o =i% W N2 p o2y pro-2 1 o2 wo

Se observa entonces un resultado curioso. Consideremos la energia pro-
pia. Aparece explicitamente el factor T (1 - ~§—-) que diverge para v - 2,4,6 etc.
pero que es convergente para v impar. O sea que el diagrama de orden mas
bajo resulte convergente si el nimero de dimensiones es impar. Lo mismo suce-
de con la polarizacidn del vacio.
fhora bien, mirando a ) (p), ec. (V.21), uno tierde a considerar a v
como variables canpleja, ya que tenemos una funcidn analitica en esa variable
con polos para lcs valores pares de v . El nimero de dimensiones aparece asi

(5)

como un pardmetro regularizador y tenemos un nuevo método de regularizacidn

analitica que llamaremos, para diferenciarlo del anterior, dimensional.

Podemos aplicar ahora las prescripciones de Guelfand para definir una

parte finita justo en la singularidad. La prescripcién es

p. T ,p=- w-w T o, . (V. 23)
d v vzl

h

Debe, edemas, tenarse presente que la parte finita estd definida a menos de

un té&mino arbitraric que es proporcional al residuc en el polo. Es fécil re-
- o .

cordar porqué es asi. Si tenemos

£ A

f (z) = + B (z) , (vV.2w)

se define ccmo parte finita
P f (a) = B (a) (V.25)

o, lo que es equivalente, cuando la singularidad no viene separada tan explici-
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tamente

4 z-a)f @ =B (a) =P, f (2) ) (V.26)

d z zZ=a zZ=a

como se puede verificar directamente por derivacidn. Ahora bien, la fisica nos
da una expresidn explicita para el valor del pardmetro coincidente con el polo.
Cuando se hace la extensidn analitica, siempre se¢ puede multiplicar por una
funcidén arbitraria que tome el valor uno en el polo. Volviendo a la expresién

(V.26), se puede multiplicar por una funcién  (z) tal que \{ (a) =1 obte-

niendo
Pr £ (2) Q2| =4 z-af @ @ _E
¢ 274 dz z=a
= B (a) + W' (ay A , (V.27)

y como {' (s) es arbitraria, se tiene un término que es proporcional al re-
siduo. Por lo tanto las partes finitas son indeterminadas y la arbitrariedad
de su definicidn es proporcional al residuo. Estas son precisamente las cons-

tantes de renormalizacidn.

b) Inercia propia y polarizacidn del vacio en electrodindmica cuintica.

las consideraciones anteriores pueden extenderse al caso de la electro-
dinfmica cudntica en forma mis o menos obvia. Damos los resultados para el
caso de la energia propia y de la polarizacidn del vacio.

Para el caso de la energia propia se tiene

.2 .
I (p, v) = =& fd\)kv‘ilY°(p_]<)_m—" W, (V.28)
(2 m)V L 0?2+ m?] K2
siendo el resultado
oM =A+B Gy p+rm)+ J.(p, WGE v+ p+m?, (V.29)
donde
2
A = Aev/z e (- 2) (V.30a)
(B.m 2 v-3
2
B=_—2 o (22 ) ¥ (V.30D)

N
<
[
w



P~ cuanto a la polarizacidn del vacio

T 22 = - ] . - -
M, Gow == € mw [(a'p Yy, Ty p-m Y, iy (p-k-m oy g
(2)V p? + m? (p - K)? +m?

dorde aowiam23 que se cumple Tr YyY, © a (v) "y etc. con d (v) = nimero

de compcnentes de un  spinor en un espacio de v-dimensiones. Se cbtiene

2

d (v) v v-U
I (k, v) = € F( 2 - «——-) m
Aw N >
2
Gy X, =Ky VF (2--,2, ;oK) w3
s 2 2 4 m2

donde se observa que para cualquier valor de v la polarizacién del vacio con-
tirne la expresidn invariante de medida Ky k.u - K? WD al contrario de lo
que sucede con el método de regularizacién analitica donde esto ocurre sélo
para el valor limite del parametro.

Estos métodos son muy apropiados para su aplicacidn en las tecrias de

medida, del tipo Salam-Weinberg (ver Ref. (5) y (8) ).
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I - INTRODUCCION.

En esta serie de clases trataremos las interacciones fuertes a altas ener-
gias, es decir energias mucho mayores que las masas hadrénicas caracteristicas
que son del orden de 1 GeV. Debido a la fuerza de la interaccién y a la conser-
vacién de la probabilidad, todos los procesos hadrénicos estén fuertemente aco-
plados, y no podemos lograr una descripcidn detallada de un proceso individual
sin tener una teoria completa. Estamos lejos de tener una teoria de ese tipo por
1o que nuestro propdsito es menos ambicioso.

Vamos a desarrollar un modelo - el modelo multiperiférico originariamente
propuesto por Amati, Bertocchi, Fubini, Stanghcllini y Tonin(l)— para explorar
las propiedades de los procesos de produccién a altas energias, y esperamos al-
canzar conclusiones y encontrar algunas propiedades que sean mis generales que
el modelo que les did origen.

Para motivar y guiar nuestra eleccidn del modelo, vamos a discutir bre-

vemente las caracteristicas bésicas de los procesos hadrénicos a alta energia.

1) Colisiones elasticas: ;

Son del tipo ab =+ a' b', dorde el mismo par de particulas se encuentra
en los estados inicial y final. Estos procesos se describen por dos variables
que elegimos ser s = (pa + pb)z , t= (pa - pa')2 , ¥ son principalmente
difractivos, es decir que la seccién eficaz diferencial muestra un pico hacia
adelante casi independiente de la energia con un ancho en t del orden de 1/R%,

donde R es un radio hadrdénico caracteristico:

do &L el
o = f (t) g 4 constante . (I.1)
dt
Para colisiones protén-protén, por &j., &l A 9mb a altas energias.
2) Colisiones ineldsticas de dos cuerpos.

Estos procesos estén caracterizados por el intercambio de nimeros cudnticos
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y el comportamiento a alta energia de la seccién eficaz es del tipo:

g2Camel oy o\ g% - 2 (1.2)

donde o es la interseccidn de la mis alta trayectoria de Regge que lleva los
nimeros cuénticos intercarbiados; valores tipicos son o & - 5 para el inter-
cambio de una carga; o { 0. para el intercambio de un nimero baridnico, etc.
Debido al nimero finito de canales de dos cuerpos (donde denominamos "cuerpo"
un hadrén que es estable frente a las interacciones fuertes) y puesto que ¢ <1
para intercambios diferentes del vacio, la contribucién de los canales de dos

cuerpos se hace despreciable a altas energias.

3) Procesos ineldsticos de muchos cuerpos.

Discutiremos varias caracteristicas de estos Procesos.

a) Secciones eficaces parciales: Fl comportamiento con la energia mues-

tra un comportamiento como potencia en el umbral, un crecimiento hasta
un méximo y un decrecimiento a altas energias. AsintSticamente podemos distin-
guir dos casos:
1) Cuando el intercambio del vacio es posible, se alcanza un pequefio
valor constante (ver Fig. 1(a) ). EIn este caso podemos agrupar
las particulas finales en dos conjuntos, cada uno de los cuales lleva los nii-
meros cudnticos de una de las particulas incidentes. Como ejemplo, podemos
mencionar la reaccién

pp > pn 1 1°

donde son posibles dos agrupamientos de este tipo

pp~> p (n A

pp> (pi%) (n ).
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ii) Cuando el intercambio del vacio no estd permitido, la seccidn efi-

caz parcial tiende a cero a alta energia (ver Fig. 1(b) ).
N
/! Fjemplos tipicos son los procesos de
aniquilacibn, tales como los de aniqui-

lacién de bariones

| (a) st o1 T
N (comoen pp>1T T T @)

R aniquilacién de hipercarga

Fig. 1 8 (comoen K p-> A roor ),

b) Seccidén eficaz total ineldstica: Se obtiene sumando todas las seccio-

nes eficaces parciales ineldsticas. Encontramos que la adicidn de
secciones eficaces que dependen de la energia de la mancra descrita antes, lleva
a un comportamiento mucho mis plano para la seccidn eficaz total ineléstica.
Se observa que la tendencia de la seccidn eficaz total a su valor asintdtico se
produce a energia mucho mds baja en el caso de canales exdticos, es decir para
procesos en los cuales no se conocen resonancias o estados ligados.

c) Momento transversal promedio < Py gb: Es el valor promedio de

la componente del mamento de la particulas finales de tipo ¢ per-

pendicular a la direccién del momento incidente. Este promedio podria aumentar
para energias crecientes si se tienen en cuenta razones puramente cineméticas,
pero en cambio se observa que es aproximadamente independiente de la energia.
Esto muestra que el espacio de las fases no estd igualmente poblado, sino que
a alta energia se puebla una fraccidn cada vez menor del mismo. Se ha observado
también que < P| >§b no depende apreciablemente de la naturaleza de las par-
ticulas incidentes, a y b, y depende sdlo débilmente de la particula observada

El valor de <p > es aproximadamente 350 MeV.
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d) Inelasticidad ngb : Se define como la fraccidn de la energia inci-
dente llevadas por particulas de tipo ¢ en el estado final, en el
sistema de centro de masa. Se ha observado que es también independiente de la
energia, pero si depende de la naturaleza de las particulas incidente y observa-
da. En particular el efecto de particula daminante es bien conocido: la presen-

cia de particulas veloces hacia adelante con los nimeros culnticos de la particu-

K

la incidente resulta favorecida. Asi, por ejemplo, nip > npp .

e) Multiplicidad promedio Egb : El nimero promedio de particulas de

tipo ¢ en la colisidn de las particulas ay b crece con la ener-
gia de un modo mucho mds lento de lo que seria posible cinemiticamente, esto
es / s, y es campatible con un crecimiento logaritmico del tipo
n (s) =A% ans+ By o (1.3)
donde A° no depende de las particulas incidentes.
Hemos puesto énfasis en los procesos de produccidn de una o mds particu-
las debido a que la correspondiente seccidn eficaz es aproximadamente 3/4 de la .
seccidn eficaz total a alta energia y por consiguiente juegan un papel furda-
mental. Ademds estos procesos son importantes para el estudio de la dispersién
eldstica, precisamente porque a alta energia esta Gltima es principalmente absor-
tiva, es decir estd intimamente relacionada a la ineléstica a través del efecto
sombra.
Nuestro objetivo es ahora construir un modelo para los procesos de mu-

chas particulas que exhiba las caracteristicas que acabamos de describir.

IT -~ DESARROLLO EN ONDAS PARCTALES GENERALIZADAS.

La amplitud conectada correspondiente a N particulas escalares depen-
de de 3W - 10 variables independientes, donde 3N es el nimero de componentes.
de los cuadrimpulsos después de haber tenido en cuenta los vinculos de capa de

masa, y 10 es el nimero de generadores del grupo de Lorentz inhomogéneo:
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4 corresponden a las traslaciones espacio-temporales, y llevan a los vinculos
de conservacidn de energia-impulso, y las 6 restantes permiten elegir un siste-
ma especial en el cual 6 componentes de los impulsos se anulan. Por ejemplo,
podemos ir al sistema de reposo de la particula 1 en el cual

p; = (m , 0,0, 0), (IT.1)
en el cual ;2 apunta hacia la direccidn positiva de =z

Py = (m2 cos ha, 0, 0, m, sin h o > 0), (I1.2)

y cn el cual ;3 define €l plano y - z

Py = (m3 cos h B, 09111.3 sin h8 sin y >0, m, sin h 8 cos v)(II.3)

PN l(— I Denotaremos un sistema de referencia de
\

& A D, ese tipo en el simbolo S (p19 Py> p3) .
P4 'Py
Fig. 2

Un procedimiento usual consiste en agrupar las particulas iniciales y
finales segin el diagrama de la Fig. 3 que tiene sdlo un significado cinemati-

co y define el cuadrivector de energia-impulso total

N. N
h 5 f £
%\}\2% P=) Py ° ) Py - (IT.4)
3=1 521
o
L b Podemos describir los impulsos incidentes
/ . .
(%:) en el sistema S (P, pi R p; ) en el cual
1/f2_\ P=¢Ts,0,0,0) (II.5)
N.
i
Fig. 3

y para este propdsito necesitamos 3 (Ni + 1) - 10 variables '"iniciales", y

f f )

correspondientemente los impulsos finales en el sistema S (P, Py > Py in~

troduciendo 3 (Nf + 1) - 10 variables "finales"'. El nimero total de variables
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es hasta el momento 3 (Nf + Ni) - 13, donde hemos contado las variables inicia-
les y finales y el cuadrado de la energia total de c.m. s. FEstén faltando to-
davia tres variables, las cuales pueden ser elegidas como los tres angulos de
Euler que parametrizan la rotacidn que describe la orientacidn relativa de los
sistemas inicial y final. Fn efecto, en ambos sistemas P esti dado por la

ec. (IL.5) y, por consiguiente, dichos sistemas sdlo pueden diferir en una trans-
formacién de Lorentz que deja P invariante, es decir por una rotacién.

Ahora podemos definir una amplitud de onda parcial generalizada(Z)

J Az AL J A A
A f 71 (vf3 S, Vi) = f dg D "f "1 (g) A (vfa S, g, Vi)’ (I1.6)
donde g designa colectivamente los tres pardmetros del grupo y Eg A Ay

son las representaciones irreducibles unitarias del grupo de rotaciones. Podemos

invertir la ec. (II1.6) y escribir el desarrollo en ondas parciales generalizadas

Alves s, g, vy = § 2 AT o v o M A ) anLn
£ 1 2 f 1
J ?\f)\i 80

El indice Ae estd asociado a la rotacién de Euler final, y puede ser interpre-
tado por lo tanto como una helicidad, es decir camo la componente del impulso
angular del estado final sobre la direccién del eje de rotacidn, que coincide
con el impulso Ef de la particula e

En el caso particular de dos particulas en el estado fimal, Eg y Eg
son colineales por 1o que no definen el plano y - z. Por consiguiente este
sistema estd definido a menos de una rotacidn alrededor del eje z, y la ampli-
tud no depende del dngulo de Fuler final: correspondientemente Xf = 0.
Naturalmente, un razonamiento andlogo se aplica al estado inicial de dos particu-
las. El nimero de variables se verifica nuevamente si interpretamos que el ni-
mero 3 (Nf +'1) - 10 = -1 indica que no se necesita ninguna variable para

el estado final de dos cuerpos y, ademis, que la dependencia de una de las va-
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riables “gecmétricas” desaparece. Cuando Nf = Ni = 2, el desarrollo en ondas
parciales de la ec. (II.7) se convierte en el desarrollo en ondas parciales

usual para dos cuerpos.

IIT - DESARROLLO 0 (2, 1).

Si ahora en cambio consideramos un proceso de produccidn de particulas
a momento transferido fijo (en vez que a energia fija) podemos dibujar el dia-

grama de la fig. 4 y utilizar las siguientes variables:(3)

- 3 (ND + 1) - 10 variables vp Que

describen los cuadrivectores Pyseee?

"N

o D

2 en el sistema de referencia S(0,P,,P, ) Sp-
- 3(NI + 1)- 10 variables Vs anidlogas a

las anteriores, para describir los cua-

drivectores Pytoese PN en el"sistema
T
izquierdo S, = S (Q, pi R pé) .

- el momento transferido invariante t = Q2

- 3 variables, denotadas colectivamente por g, que describen la orientacidn

relativa de SD y S.. Estos sistemas tienen en comin el cuadrivector Q.

I
En casos normales en que las particulas 1 y 1' son incidentes y las demis
2 .
: 2 _ 2 - 2 e _ 2 - 1 + :
salientes, con py =My < Mé z (p2 + ...+ pND) yp, =mp s M% = (p2+... pNI)
el cuadrivector Q es de tipo espacio (Q2 < 0), de manera que en SD y SI
sus componentes son Q = (0, 0, 0, ¥ - t ).Por lo tanto, SD y SI pueden di-
ferir a lo sumo en una transformacién 0 (2, 1), es decir, del subgrupo del
grupo de Lorentz que deja invariante el eje z. Parametrizamos una transforma-
cidn de 0 (2, 1) de la forma:
R, () B, () RZ M) s (I71.1)

donde R, (¢) es una rotacidn en un dngulo o alrededor del eje z, y B, &)
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es una transformacidn de velocidad de pardmetro ¢ tal que su efecto sobre un

cuadrivector es multiplicarlo por la matriz

cos hé& sen h & 0 0
/ sen h ¢ cos h ¢ 0 0
. (ITI.2)
0 0 1 0
8 0 0 1
La proyeccidn de orda parcial es ahora
J AL A J AL A
A 1P ( vrs T vy ) = dg A ( Vs ts 8 vy ) p I D (g) ,(III.3)
J A1 A 1
donde D (g) con Re (J) = - — son ahora las representaciones uni-

2
tarias de 0 (2, 1), y la integracidn se realiza sobre el espacio de los parame-

tros del grupo. En el caso de d (cos h &) los extremos de integracidn son 1 e =

y la integral converge si
1

- -8
A ( vis ts 85 v ) <(cos h €) 2 con 6§ >0 (I1T.4)
Vs Vo Tty v fijos
cos hg >
F1 desarrollo analogo a II1.7 es
1 .
__.___+loo )
” ar I A% J Ap Ag
A(VIi ts £ VD) =z S \ - D (;,)A (VI, ta VIJ
‘p T L. B
2 : (I11.5)

Si suponemos entonces que para un cierto valor de t la proyeccidn converge

y suponemos ademas AJ )\I AD Vs t, VD) meromorfa en el plano J, al variar

t los polos de esta funcién en J pueden moverse y cruzar la linea Re (J) = - NEN
En tal caso hay que distorsionar el contorno vy la amplitud total puede reexpre- ‘
éarse como una integral a lo largo de Re J = - 1 mas contribuciones del o de

2
los polos. En el limite cosh &+» el comportamiento estd dominado por el polo
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en J = a () cuya parte real de o sea maxima:
a (t)
A vis th g, Vg ) ~ (cos h g) g ( Vs Vi wsv,t) | (I11.6)

Vs VDﬁ s vy, T = cte

s h g » o

¢Qué es ese limite que acabamos e escribir? Vamos a ver que es el limite de

Regge. Para ello calcularemos:

2 2, . 2
s={(p -pp) =my+mi-2p P, (III.7)

y con el objeto de efectuar el producto P; * Py: exXpresaremos ambos vectores

en un mismo sistema, por ejemplo, SI' Por definicién, en este sistema Dyr €S

del tipo:

P

*17) = my ( - cos h qr> 0, 0. senh q) , (III.8)

7
51

(donde el signo - proviene de la convencién indicada en la fig. 4) y qr es

funcién de las variables v vde t. Esto 1ltimo puede verificarse si calcula-

mos
2 2 2
My (p2,+,..+pNI) = (0-p4) =
(I11.9)
L2 —
=mp bt 2m /-t senh 9y ,
de donde resulta
My - md -t
senh qp = ————— (I11.10)
' 2m, /-t

Debemos ahora calcular p; en el sistema SI° Para ello sabemos que en

Sy la expresién de p; es andloga a la de la ec. (III.8), es decir

pl)s = my (cos h ays 05 0, sen h qD) , (I11.8")
con D
Mé - m2 -t
sen h qD = —_— ° (IT1.10")
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Para pasar a S; debemos aplicar la transformacién de © (2, 1) de pardmetro
v L,E v v, es deciy
pl) =R, (1) B (&) R, (V) p) (ITI.11)
- g
o1 SD
m (cos h a €os h £, cos h qy sen h&gcosu,

1

cos h gy senhf senu , senh ap) .

De (III.7)(III.8) y (III.11) obtenemos:

- 2 2 .
5 =my +mp 4 2an1nI ( cos h q cos hg cosh an *
tsenh q; senh q ) - (I11.12)

Vemos que el 1limite de la ec. (III.6) es, efectivame ite, el 1limite de alta ener-
gia o de Regge.

Si ahora definimos la rapidez total Y como el pardmetro de una transfors
macidén de Lorentz que lleva con una sola transformacién de velocidad del siste-

ma de laboratorio a un sistema en que el proyectil estd en reposo, tenemos:

2 2, 2
s=(p -p) =my+mi+2momocosh Y , (IT1.13)

de manera que

o

cosh Y=cosh g cosh £ cos h qp * senh gy senh g . (III.14)

En el limite de alta energia

EX Y & gn —> : (ITI.15)

My my
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IV - DESARROLLO 0 (2, 1) MuLTTPLE ™*)-

Pasemos ahora a describir un proceso de produccién en el que mantenemos
fijos dos o mis momentos transferidos. Discutiremos el caso de dos pues es su-
ficientemente general.

Las variables elegidas son ahora:

3 (Nb + 1) - 10 variables "derechas"

N.

e cp 2" /D 3 (Np +1) - 10 variables "izquierdas"
"% N > - / I
Ny U g

Q QD k‘ 3 (NC + 2) - 10 variables "centrales"
I
1' 1 2
1 th =
Fig. 5
- 1 tp = Qf
(Iv.1)
3 gp (uD £p vD)
- (¢ & v
3 gr=Cy 7 P

Aqul observamos que hay dos mamentos transferidos conectados al vértice central,

y por lo tanto dos sistemas asociados a este vértice: uno, el S (QD, QI’ Pl") = SC

en que
-t

n ) (1Iv.2)

Qy = (0, 0, 0,/

it

y otro, el S (QI, QDs pi“) Sé en que

Qy = - t (sin h q.» 0, 0, eos h qc)
Qr )

o

(1v.3)

(0, 0, 0,V - tI

Obviamente, se pasa de una a otra por una transformacién de velocidad en la di-

reccidn z de pardmetro q., tal que

2 2 —
Moo= (0 -0 ) =ttty + 2 -t/ Tt csh 9 (IV.4)
as decir )
MC - tD - tI
cos h q, = (Iv.5)
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Finalmente, gy Y 81 denotan, respectivamente, los parémetros de las transfor-
maciones del grupo 0 (2, 1) que dejan invariantes a Q¥ Qo respectivamente.
Por lo tanto el procedimiento para calcular cualquier cuadrivector en un
sistema de referencia elegido es conceptualmente simple. Se expresa el cuadri-
vector en un sistema particular en términos de los momentos transferidos inva-
riantes y de las variables internas que lo definen en ese sistema (por ej., en
gl caso considerado, Vps V7 © vc) y se efectlian luego las transformaciones de
Lorentz correspondientes. Por ejemplo busquemos nuevamente p; en el sistema SI’

Ahora tendremos:

pi)SI = R, (up) B (€ R, () B, (9 ) R, (up) B, (5) R (vy) p,) - (IV.6)

Observamos aqui que pi] deperde de la suma (vI + uD) y no de VI Y up se-
S

paradamente. En cambio: I

Pl”) = RZ (uI) BX (EI) Rz (\)I) Pln) ' b (IV.?)
S S
I c

depende sblo de v.. Esta dependencia, sin embargo, desaparece cuando en el vér-

I°
tice central es emitida s6lo una particula, pues en ese caso por conservacién
de energia-impulso

Pyn = QD ~ QI (1v.8)
y por (IV.3) Py €S invariante ante rotaciones alrededor del eje z. Este es
un nuevo ejemplo en el que desaparece la dependencia de una variable geométri-
ca en el caso de un vértice al que sblo concurren tres lineas. En este caso la

amplitud, en lugar de depender separadamente de los angulos HT ¥V Vps depende

de la suma w = vy+ up En el caso de la fig. 6 en que sdlo concurren tres

1 lineas a vértices externos, también se pier-
2
2'% , }Y Y de la dependencia en las variables vp ¥ Hps
Qq QD y solo quedan para describir el proceso

1! 1
Flg. 6 EI’ EDs t:[g tD y w .
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En el limite de esta energia Ers Ep> e T tys o fijos tenemos, si defi-

nimos
Sp=(p -0 ) > S;=(Q-p) (IV.9)
S
P~__* v cos h qp senh q, cosh &y > (IV.10a)
2 my v o- tg
51
=== " cosh g senhgqg, cosh Er s (Iv.10b)
2m Y -t °
*;——~§L~———- ~v  cos h ar (cos h q, * cos w) cos h qp cos h £ cos h Er
el (IV.10c)

de donde, usando (IV.9) y (IV.5), se deduce ficilmente

S mé -ty -ty + 2V - t v - ty cosw

%

3 (Iv.11)
SI A (tI, ths m )

5p

Si la particula ¢ es un pidn, frecuentemente se puede despreciar su masa
(mc ~ .02 Gev®). Para los casos extremos cos w = * 1 podemos escribir en
el limite de alta energia

S . 1
" y 2
Sp Sy ¢ -ty 37- ty )

(Iv.12)

Si el elemento de matriz en un experimento a s fijo crece con SD v SI’ el
valor de cos W tratard de aconodarse de tal forma que SD 3% SI tomen los va-
lores méximos compatibles con el vinculo (IV.11), es decir, prevalecerd el valor

cos w - 1 con lo cual, reemplazando en (IV.12) - t y -t

T ror un valor

D
tipico T, tenamos

r -2 I (IV.13)
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Esta relacidén se puede generalizar al caso del diagrama de la fig. 7 en que en el

limite cos h TR

-t. ¥ 1, w.,2 N T,

i i
se cumple
— xon i ) - (IV.14)
4t 1 U
| I . {
Fig. 7

V - PROPIEDADES CINEMATICAS.

En el caso de una amplitud para un proceso con 2 cuerpos en el estado ini-

cial y N en el final, podemos elegir las variables que corresponden al diagra-

ma de la fig. 8, es decir

N ' 1 2 1 .
AL Y j 1 ti’ i + 1 1 = 1 ° I\w - 1
I “1

Fig. 8

A las transformaciones de Lorentz ya introducidas, podemos afiadir la que

nos lleva de un sistema en que la particula D. esti en reposo, es decir

S (pD3 Qs pi), al sistema S (Q12, Pp» Pi)’ que es claramente una transforma-

cibn de velocidad en la direccién z de pardmetros q, tal que
2 2
m, - -t
serih q, = 1 D 2 . (V.1)




Andlogamente, la transformacidn Bz (qw) con
1

: —— o2t v.2)

2ng /- YRR

nos llevard del sistema S (QN 4y P1s Py) al S (pIy Qu_q o pN) en el cual
o Y N ML ogf

la particula inicial I estd en reposo. Por lo tanto, la sucesién de transforma-

ciones
Bz (qN) BX (gNulaN) e Bx (523) Bz (qz) RZ (w?) BX (512) BZ (qi) (V.3)

nos lleva del sistema que podemos llamar del proyectil al sistema de laboratorio
(entendemos aqui que D es el proyectil e I el blanco).
P . X ?\ ‘.o L. ©
En el 1limite multi-Regge (MR) tenemos ti, i41» ©; fijos y cos h 51,1+i+ s

y en forma aniloga a las expresiones (IV.10) podemos ver que

2
2
i, i+1, i+2 - (pi * Pis1 T Piyo ) ~ cos h 5i,i+1 cos h&.yq 495 (V.D)
2
s = (pl + ...t pN ) v ocos h 512 cos h 623 ++o €00S h gN—l N (V.he)

Vamos a ver que en este limite se cumplen las siguientes propiedades:
a) los momentos longitudinales de las particulas producidas Pig estén orde-
nados ;
b) los momentos transversales piL se mantienen acotados.
Vamos a estudiar estas propiedades en el sistema centro de masa, y para
ello proyectamos las componentes temporal y longitudinal de D; (por simplicidad

consideramos el caso My = mpo= m)

(p~ + D)
™ 2 op . 27 (V.5)
1 1 ‘/S
Py - P p; + (py - Pp)
pg ? =-p; ?D c mI - i/z 2 2 zI — (V.8
2 Pine A (s, m*, m*)/ Vs
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2 -rﬂCHIQ (]"‘12 2
Py 75 LY - m
_ ) -2—’-},2 u(p..DD}{p,.pI)
i £pi'PD) * (pi'P’I)__ Sm + - : = -mE. (V)

Los Gltimos miembros de las ecuaciones (V.5)(V.6) y (V.7) pueden ser calculados
en un sistema de referencia arbitrario y elegimos uno en que la particula i
estd en reposo. Tal sistema difiere del sistema S (Q. ,, Q: ..., P.) €n una
1-1° <1,1+1° 1
transformacidn de velocidad finita en la direccidn z. es decir es un sistema

intermedio entre S (Qi~1;i 5 Qi,i+1’ p;)y S (Qi9i+19 Qi—lgi’ p;) yenél

p

“ cosh £,,c08h &y ... cOsh E: 4 i?Z (V.8)
i 9

E v cos h g,

i1 s 08 h By oy o)

es decir, recordando (V.luc)

Ii.
1

s N ED EI (V.9)
Las expresiones (V.6) y (V.7) se reescriben en este sistema
m.
cm ,
Py === (E| -] ). (V.10)
/g i i
Y 2 2 4 2 ELE
m m. m. )
Py, T —— (B2 +E]7) +—2 R (v.11)
5 1 1 s

De las formulas (V.8) y (V.10) se concluye que en el 1imite multi-Regge

cm cm
Piy * Pis1g (V.12)

puesto que Ep y EI < EI , €s decir que los momentos lon—

>
Rt g i+l

gitudinales en el cm esté&n ordenados.

i i

De (V.11), (V.8) y (V.9) vemos también que en el limite MR los pl.L se

mantienen acotados.

t

acotados implica que los ps. tambiém

Vimos que mantener los i

i, i1
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estan acotados, independientqunte del valor de la energia total y las subener-
gias. Este hecho hace posible introducir una gran simplificacidn en la cinemati-
ca. En lugar de ir del sistema del proyectil al del laboratorio por la complica-
da secuencia de transformaciones (V.3), que pasa sucesivamente por sistemas de

(N)s podemos uti-

referencia en que las particulas i = 1, 2,...N estén en reposo
lizar tan solo transformaciones de velocidad colineales en la direccién de inci-
dencia. Dichas transformaciones nos llevan del sistema en que P;, = 0 al sis-

tema de laboratorio, es decir que en este Gltimo tenemos:

Ei = m‘Li cos h Yi
(v.13)
- h &

Pijg = My Senny;

i
=V B2 m2
con mJ’i pll_ +m
dp.z
Observamos que dy. = 1*  es decir que es invariante frente a transfor-
E.
i

maciones de velocidad en la direccidn de incidencia, lo que nos permite pasar
del sistema de laboratorio al de an o al del proyectil con un simple cambio
del origen a partir del cual medimos la variable rapidez y. El ordenamiento

longitudinal en el limite MR se expresa entonces en la forma

>

YN ¢ N ST Vg

(*)
Por esto queremos decir que podemos descomponer la transformacién Bz(qi)

camno producto de dos transformaciones colineales sucesivas de velocidad, una que

lleva del sistema S (Qi—l,i R Qi9i+1’

estd en reposo, y otra que lleva de este sistema a S Q ;417 Qq.5° p;).
] ]

pi) a un sistema en que la particula i
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VI - HIPOTESIS DINAMICAS

A alta energia, cuando decimos que procesos hadrénicos a dos CUErpos son
- periféricos, entendemos que la seccidn eficaz se concentra a pequefios valores de

las variables t o u. Estas variables quedan definidas por las figuras S(a) y (b).

t L N,
= I

@) D I (b)
Fig. 9

y consideramos un intervalo ' t ’ <A, ’ u | <A , es decir una fraccidn del

espacio de las fases que tiende a cero a alta energia. la hipbtesis periférica
sostiene que la fraccién de la seccidn eficaz concentrada en este intervalo no
tiende a cero sino que, para A convenientemente elegido, constituye la parte
dominante de la secciédn eficaz para dicho proceso. Un modelo de tipo periféri-

0 es el de Regge, que propone para la amplitud a alta energia en la zona perifé-
rica una expresién

at(t) a (u)

A~ B, (1) 8. (1) + By W) By, (W s, (VI.1)

9]

12 D1
donde la caracteristica periférica estd implementada por la deperdencia de los
residuos B y las trayectorias de Regge aen t y u.

Para los procesos de produccién la extensién natural de la hipStesis ante-

rior es la hipStesis multiperiférica (MP). Para ello so dibujan N! diagramas

obtenidos a partir del .de la fig. 10 por permutacidn de los indices de las par-

N N-1 ticulas finales. Cada diagrama define N - 1
\\ / e \3 \ ? // 1 variagbles t. la zona MP del espacio de
I// . ;;\ las fases asociada a cada diagrama es aquélla
Fig. 10 en que todos los tj j4q satisfacen

t. . < A La unién de las zonas aso-
1, 1+1
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ciadas a los distintos diagramas es la zona MP toral. Nuevamente, el volumen
de esta zona es una fraccién del volumen total del espacio de las fases que tien-
de a cero al aumentar la energia, pero afirmamos que alli se concentra la parte
importante de la seccién eficaz hadrénica para el procesos considerado.

La segunda hipdtesis en que se basan los modelos MP es que la amplitud
de produccibn asociada a un dado diagrama puede escribirse camo producto de fac-
tores cada uno de los cuales depende de un nimero limitado de cuadrivectores cer-
canos en dicho diagrama. Esto hace que los mecanismos de produccidn en puntos
alejados del diagrama operen independientemente, y trae como consecuencia corre-
laciones de corto alcance que discutiremos mis adelante.

Un ejemplo de modelo MP es el multi-Regge, en el que la amplitud se

escribe

a (

) Ge1,W

A~ g (T )«

IN “"N-1,N (

B

*N-1,N -1 ere Ut Tyogne) e

. (VI.2)
a(lz) ~

) Brar (T

- (8 v ‘1o

12 )

pero queremos aclarar una diferencia importante con el caso anterior de procesos
a dos cuerpos. En estos (ltimos la zona periférica coincide con la del limite de
Regge: t fijo, s =+ @ ., En el caso de muchas particulas la zona MP solo exige
ti, i4q Aacotados, s + » , mientras que el limite MR requiere que todos los
Si,i+1 crezcan. En otras palabras, una subenergia puede absorber el crecimiento
de s, y en ese caso nos encontramos en la zora MP pero no en la MR,

Vimos anteriormente que en la zona MR las rapideces de las particulas
estén ordemadas, y los p, limitados. Si estudiamos el comportamiento en toda
la zona MP vemos que por lo menos urma subenergia debe tender a infinito para

S > o ; sea esta la subenergia Sj 541 Andlogamente a lo demostrado antes,

b

se puede ver que en este limite pgm ¥ pgm para toda 1 £j, k = j+l. la
i k

limitacién de todos los PL sigue siendo valida en toda la zona MP.
i
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Podemos examinar la limitacidn de los p, a la luz del argumento si-
guiente. Supongamos que la amplitud de produccidn es independiente de la ener-
gia total y los momentos de las particulas finales. Obtendriamos:

2

i

1% v,

A |2 SO S (VI.3)
s

1
A [ asy

donde VN 'es el volumen del espacio de las fases de N particulas

3 3
d” p d” p
Vo= fo ] Lo —L 6" o rp - P (VI.4)

M 1
Eq By

- . -» 3 2 N“2
Por razones dimensionales es facil ver que cuando P° = goe VN Vo8 , de

N-3 . o s .
S . Este resultado viola el limite de Froissart, consecuencia

tot

donde Oy
de la unitariedad, que dice o (s) ¢ Qn s)? , para N> 4. la forma como
las interacciones fuertes respetan el 1imite de Froissart parece ser no poblar

las direcciones transversales del espacio de las fases, con lo cual cada par-

ticula producida ya no contribuye con una potencia de s a la seccidn eficaz.

VII - MODELO SIMPLIFICADO

(5),(8)

Desarrollamos a continuacidén un modelo hipersimplificado que nos
permite sin embargo llegar a caracteristicas cualitativas comunes a gran cantidad
de modelos mas realistas y complejos.

Supongamos dos particulas incidentes, denotadas por los indices D e I,

y N particulas finales, de las cuales la 1 y la N llevan los nimeros culnti-
cos de las incidentes, y las N - 2 = n restantes son picnes. Utilizamos apro-
ximaciones vé&lidas en la zona MR para todo el espacio de las fases (en la préc-

tica, para toda la zona MP que es la Unica que contribuye) y escribimos:

25,441
S5, i1 A Tli mli+1 e 7’ 5 (VII.1)



con
= .- . T = 2 —2—

2000 T YT Vi o ™y 7T m ot opp s (VII.2)
y

t Zii¢1 22 )

idvr VO TR e RV (VII.3
Ccon

-> % > , )

Q. ° Pi, - VIT.4

L3 =1 L

Suponemos un Unico mecanismo de intercambio caracterizado por un valor promedio

¢ de la trayectoria de Regge intercambiada, y utilizamos la aproximacidn de
b t.

residuos exponenciales del tipo e 1,41 , independiente de los angulos W

Con todas estas ap§o§imaciones la seccidn eficaz se puede escribir como

o z 2. . N-1 ~-Dbm m e % 41
. R . .
w2 2l gMe i1 e i e ’ (VIT.5)
S i=1
»>2
-bQ M
e li s

Si cambiamos variables de p iL a Ql , la conservacién de impulso en direccidn

transversal impone Ql =0 ,yel resultado de la integracibén sobre los QL
i
puede aproximarse reemplazando m;  por valores medios y redefiniendo las cons-
1
tantes de acoplamiento g GD y Gy

la funcién 8 (z) = exp | - bm’ e 2 | es del tipo indicado en la fig. 10, en

la cue un desplazamiento del origen corres-
ponde a una eleccidn distinta de constante
b. Veros que © (z) es del tipo funcidn

escalén y que refleja la ordemacidn de las

z  rapideces impuesta por la limitacidn de los

mcomentos transferidos.
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Finalmente, la conservacidn de energia y de la componente longitudinal del im-

pulso puede escribirse como
Y-

v Y
8 énD R ¥ mli e-l> 8 QﬁI - ) mli e )

Y Yy
e ) $ 6%1-H1N e )

e

Y
o GGnD e - le

I

i pe
N
-1 s 8 (v, - Y- n WD)GQN— on »J)
my My e mli my
.- Y
$ (y1 -Y) § (yN)
™y T
cont 1o cual — —
e = e X e
y obtenemos:
, 2 (2a -2)Y 2n
N G
oy ~ 67 6y e g I, ()

con

I W) = J dy, «-- f dyy_q © (21, ... 0 (ZN*l,N)

es decir: _
(20 - 2)Y

2 n
2 2 (g2 Y) e

i¢:
1 %

Y) = G
Oy 09 -

La seccidn eficaz total viene dada por:

°° (20 -2+g>)Y
otOt = z o} = G2 2

D 2

y la constancia de la misma requiere

con lo que

2
2 o\ - gc Y
cN.(Y) = g-ot v e

1D g
n!
El valor medio del nimero de particulas preducido es
I no
- N 2
no= Otot =g Y

D

<

(VII.

(VII

(VIT.

(VII.

(VII.

(VII.

(VIT.

(VII

6)

.7)

8)

9)

10)

11)

12)

.13)
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es decir que crece logaritmicamente con la energia, y a una energia dada, la dis-

tribucién de multiplicidades es de tipo Poisson, o sea

N n. -0
=P (D)= 2o e . (VII.14)
OID .

Experimentalmente se observa crecimiento del nimero de particulas producidas

compatible con la ec. (VII.13), con un coeficiente g2 que vale entre 1y 2.
De la relacién (VII.11) sigue que o ¥ 0 - .5, compatible con algin tipo de
mesdn pronedio intercambiado.

En resumen, las caracteristicas del modelo son:

1 Las secciones eficaces parciales crecen con la energia, alcanzan un maximo
y van a cero.
2) la seccidn eficaz total es constante y factorizada.
3) La multiplicidad promedio crece logaritmicamente con la energia.
4) La distribucidn de multiplicidades es de tipo Poisson.
Con la estimacidn del parémetro g2 nos podemos preguntar cudnto vale el
valor medio de la subenergia. Recordando que

/ S. .
o (e iz,

b T 1 b <

a una multiplicidad fija

S. .
<an (il ain (/b o) (VII.15)

3]
b n n+1

Promediando ahora sobre multiplicidades

<< n (fiﬁiil)> > = Z Pn (n+ 1) <in (Sisi+1/“ T} “n
y t °n J P o(n+ 1)
n
= 1T (VII.16)

n+1 g2
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es decir que

2
s. . 1/g
+ o)
co 2L vo2, (VII.17)
b 1
o sea
<S. ... > N § < } + | > . (VII.18)
1,1+
51 tomamos < | t | >N« gi > % +1 GeVZ , vemos que<< s, 7> n 8 cev?

-3

es decir la subenergia promedio de un par de picnes producidos se halla entre
la energia del o y la del £° , o sea, esté en plena zona de resonancias. E1
haber usado intercambio de reggeones pare representar la amplitud no puede en-
tonces justificarse, aunque argumentos de dualidad sugieren que el error cometi-
do en promedio puede no ser tan grave. Notamos también que al aumentar la ener-
g2ia, el valor promedio de la subenergia no aumenta, sino que el rodelo tiende

en cambio a producir mis particulas.

VIIT - ECUACTION InTEcrALSL?»(7)

Poderios reproducir el cilculo anterior con un lenpuaje un poco mads sofisti-
cado y que es susceptible de mejoras. Utilizando la relacidn de unitariedad po-

demos escribir:

2
T' a Vo, (VIII.1)

Im Ay, (Y, t=0) = sz f ‘ Aoy

e introduciendo el modelo MP para Aqw llegamos a una expresién del tipo

- - Q2 2
Im A, O, t=0=6 B ¢ , (VIII.2)
con
B(Y) = 7 B, (V) (VITI.3)
n=0
y
- _ 2n \ . L
B, () =¢ [ K (z,,) d 21 J (z, A}") d NN
N-1
s (1 Zi e " Y) VIII.4)
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La "aproximacién de Born” corresponde a n = 0

B, () = [K (z,)dz, 8 (z,, -~ ¥) = K (¥) (VIII.5)

1

y el término siguiente es:

By )

4]

[ x (z,,) K (zp3) d 2, 4 Zog 6 (24, + Zoy = Y)

11}

[B (y-2) X (2 dz . (VIII.6)
Vemos que existe una relacidn de recurrencia entrs Bn y Bq+1 del tipo

. = og? - K d

Poag M =g° [ B (Y -2) K(2)dz (VIII.7)
y sumando esta relacién sobre n obtenemos:

B (Y)

n

B, (D +g? [R (Y-2) K(z2) dz

KD +g” fx(-Y) Ay . (VITI.8)
La solucidn iterativa de esta ecuacién integral corresponde a la suma que hici-
mos explicitamente en el caso -

(20 -2)z
K((z) = 8 (z2) e . (VIII.9)

Una forma mds elegante de resolver la ecuacién integral es notar que la
ecuacién es del tipo convolucién y por lo tante introducir la transformada de
Laplace

o _Y]
b= [ e R(Y) av, (VIII.10)
Q

con lo cual la ecuacién queda diagonalizada en el espacio transformado

PG =k +g® kG bG) . (VIII.11)

La solucidn es entonces

1 Ctie jY
B(Y) == b (i) e d ] (VIII.12)
2n1 c-loo
con
b (§) = —x ) : (VITT.13)
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Si temamos 6 (z) estrictamente como una funcidn escaldn en (VIII.9) tenemos

1

k (3 =
j-2a+2

> (VITI.14)

b () = E : (VITI.15)

j -2 o+ 2 - g2

Vemos que el término de Born tiene un polo en el plano j en 2 o - 2, yel

resultado de sumar la serie es un polo desplazado a j = 2 a -2+ gz .

IX - GENERALIZACIONES.

Con la técnica de la ecuacidn integral debidamente desarrollada se puede
prescindir de muchas de las aproximaciones hechas, a pesar de lo cual los rasgos
principales del modelo subsisten.
iy En primer lugar, se puede intercambiar un reggedn de pendiente no nula,

es decir e¢liminar la aproximacidn a (t) % o . Como consecuencia, el
término de Born tiene una superposicién de potencias, es decir un corte en el
plano j con punto de ramificacidén logaritmico en J = jC =2ea (0) -1.

De la expresidn (VIII.13) y el hecho que k (j) > 0 para j > jC , se dedu-

ce que b(j) tiene la singularidad en jC donde, sin embargo, se mantiene aco-

tada, y un polo en j = jP > jc(e)

2) Otra generalizacidn es introducir varios ''canales', es decir mecanismos de
intercambio y particulas producidas. B y K pasan entonces a tener indi-

ces matriciales, la ecuacidén (VIII.11) es ahora matricial y debe resolverse por

inversién de matrices, y los polos vienen dados por los ceros del determinante

correspondiente(g).

Por una razbn de consistencia, habiendo generado una seccidn eficaz cons-

tante, es decir un polo en j = 1, el Pomerdn, es natural tratar de introducir

su intercambio cano posible mecanismo dindmico. Aqui surge una dificultad, sefia-
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) ‘s .
(10'3 que se manifiesta de la siguien-

lada hace tiempo por Finkelstein y Kajantie
te forma: el intercambio del Porerdn da origen a un corte en Jo 7 2 ap (0 -1,
es decir jc =1 si ag (0) = 1. Vimos que ademis se generaba un polo en jP> jc’
y ello en este caso viola €l limite de Froissart. Varias posibles soluciones a
esta inconsistencia han sido sugeridas pero el problema queda abierto.

a) La interseccién del Pomerdn estd algo por debajo de 1, es decir uP(O)=1-e

con locual o, =1~ 2c¢€< an Y el conflicto desaparece. No hay evidencia

experimentel de que aP(O) <1, y esta solucibén es considerada poco estética.

b) El residuo del Pomerdn acoplado a otros intercambios se anula cuando t = 0
y " para todo tT'y tD en la zona fisica del proceso de pro-
’ p t duccién. Esto no parece ser consistente con el hecho
WL—— AN N .
+ t + de que el Pomerdn se acopla pare t = 0 a particulas
I Fig. 11 D . . 2 . an
- fisicas, es decir cuando t= utE by (Fig. 11) .

c) La trayectoria del Pomerdn pasa por 1 para t = 0, pero tiene alli una sin-

gularicdad. La posibilidad de reconciliar de esta forma aP(O) = 1 con uni-

tariedad ha sido estudiada por ejemplo por Bronzan(12)5 pero no estd totalmente
esclarecida.
d) No debe pretenderse una solucidn del problema de las interacciones fuertes

que sea estrictamente unitaria a todas las cnergias, sin tener en cuenta
otras interacciones que eventualmente pueden jugar un papel.
3) La ecuacidn integral puede extenderse &l estudio de Im Ael (s, t#0), vy
en este caso las fases de la amplitud de produccién entran a jugar un papel
no trivial, puesto que no se cancelan exactamente en el integrando de la relacién
de unitariedad(la).
4) La ecuacion integral puede usarse para procesos a dos cuerpos no eldsticos,
para lo Eual deben introducirse nimeros culnticos al modelo y puede entender-

se el hecho que trayectorias de Regge que llevan nimeros culnticos tengan inter-

secciones por debajo de la del Pomerdn.
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X - PROCESOS INCLUSIVOS.

El modelo MP se puede aplicar al estudio de procesos del tipo a+b + c +
cualquier cosa, donde sdlo se detecta un hadrén final de mamento pC y se suma
sobre todos los estados hadrdnicos que’pheden acompaﬁar a esta particula.

Se describen dichos procesos por la funcién:

do° d o° .
1 D 1 ab = c c
Ctot d p Otot d p° dy
ab e

que por su definicidn satisface la relacién

2 ¢ _ - '
J P, dy g =nn (D, (X.2)

Para construir esta funcidén f o ‘espectro" en el modelo MP debe‘eféctuarb

se una doble suma: a multiplicidad fija debe sumarse sobre todas las particulas

finales que contribuyen, y ademis debe sumarse sobre multiplicidades
N

c E E i, N -
P = P2 e . (X.3)
e S ] ’
c
Empezamos considerando la contribucién de i = 1 sumada sobre todas las
multiplicidades(lu), representada en la fig. 12:

Fig. 12

Esta contribucidén se escribe como

: 2a(t)
c 1 1 c S
P o= — — B () [ =) Im A,_, (X.14)
s ot P P *ra ,
ab M
L
donde Im Ap, ‘(M?, t) representa la suma ) ‘ 12
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y viene dada por M2 Oggt (t), donde G;zt (t) puede escribirse como un pro-
2 ' e s
ducto Ga Gﬁ (t) e interpretarse como la seccién eficaz total para la colisidn

- . tot
reggedn de masa t - particula a. También 9n

se factoriza en el modelo, de
manera que en (X.4) la dependencia en la particula a se simplifica. Usando ade-

m3s las relaciones cinemiticas

S - 1
M2 1 - x
p2
ﬂ
tem (1-x+md (1-2) -2 (X.5)
¢ X X
con om cm
PCx pCw
x = —2% vt (X.8)
o —
pincidente v 8/2

Obtenemos que a alta energia la contribucibn de la primera particula de la cade-
na multiperiférica es del tipo
c _ .C
pab = fb (X, p_L) o (X.7)
. s . o . am
S1i hubiéramos elegido para la descripcidn de este proceso las variables Pincidente °
pﬁm Y P| » la ecuacidn (X.7) expresaria que a alta cnergia la seccidn inclu-

am

ncidente * Y @ la hipdtesis que al mantener

siva depende del cociente x = pﬁm/p
fijo este cociente ¢ se aproxima a una constante no nula al aumentar la energia

(15). Vimos come se implementa

se la suele llamas hipdtesis de escala hadrénica
en el modelo MP para la primera particula emitida v para % # 0 (En el caso

X >0, t > -y g(t) > 0, con lo cual no hay contribucién de este diagra-
ma. La contribucidén en x = 0 provendrd de particulas producidas lejos de las
puntas de la cadena MP).

En el proceso considerado hemos como siempre aceptado usar el modelo en zo-

nas en que su validez no se justifica plenamente. Pero observamos que si conside-
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ramos el limite M? » © - >« en qQue mantenemos P constante, es decir
M2
un limite en que x~+ 1 y t ~ constante, se justifica escribir el propagador
( 5 ya(t)
M2
por el Pomerdn, es decir Im Apa (M2) ~ (M)

t0(16)

» ¥ haber supuesto que Im A, () estd dominada

del reggedn como

. Fn este limite, por lo tan-

, la expresidn
2 a(t) -1
P h 2 Gp (1) 8p () (X.8)
1-x
tiene mayor validez que la del modelo MP en general, y se suele descyibir por
el diagrama de 1= fig. 13, en el que se so-

breentiende que se estd tomande la disconti-

P |

a P . ] - i

‘t;p:::::; t c nuidad en la variable M™ = (pa + 1 pc)
t

a =0 i&lﬁt/y, c y a alto M? se representa esta disconti-
/
¢ b nuidad por el intercambio del Pomerdn a t = 0.
Fig. 13 Se suele llamar al diagrama de la fig. 13

diagrama de triple Regge, aunque esta termi-
nologia no debe inducir a confundir dicho diagrama con uno MR en el que se in-
tercambian tres reggeones. (ver fig. 14)

Naturalmente, si los nimeros cuinticos \:?Afd»i“AAMLAA~¢<;

de by c¢ lo permiten, en la fig. 13
Fig. 1u

se puede reemplazar R por un Pomerén,

. . ‘s . . 2
pero si suponemos que su Iinterseccidon esta en. 1 y que el residuo GR (t) o
se anula para t = 0 caemos en las dificultades que ya discutimos anteriormente.

Podemos representar las contribuciones de las particulas emitidas en vérti-

ces internos de la cadena !MP por el

diegrama de la fig. 15, en que la suma Xéénuvzﬁl:iJ 54/

doble de la ec. (¥.3) se ha transforma- A b\\ Y

do en una suma, sobre infinitas lineas .
' Fig. 15

a la derecha y otra a la izquierda de
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la particula considerada. Fl problema puede en la préctica reducirse a la justapo-
sicién de los ecuaciones integrales que representan esas dos sumas, y el resulta-
do en su forma més sencilla, y tras haber integrado sobre el momento transverso

puede expresarse en la forma

B__ (y) gz E. (Y-y)
S, (v, My 2 c_¢cb s (X.9)
B 09

donde Bab (Y) en su forma mis cruda se escribe como
_ Y
Bab W= 8 e , (X.10)
pero aqul permitimos que tenga una estructura mayor, es decir que tenga dependen-
cia adicional en Y vy en las particulas externas, aunque seguimos requiriendo

B (D R (x.11)

Yoroo
(Recordar que la dependencia de Im A, de las particulas externas a alta ener-
gia se factoriza y no esti contenida en B: ver ec. (VIII.2) ).
la ecuacidn X.9) con el limite (X.11) exhibe comportamientos diferentes
en los tres limites que discutimos a continuacidn.

1) Fragmentacién de b en c(17).

En este limite se fija la rapidez relativa de by c, y se hace tender la

energia a infinito. De (X.9) resulta:

c - (Y -v) ,

A SN By (Y-9) e ¥ o2 Fg Y -y) . (X.12a)
Y-y cte
Y-~

Este limite es el mismo que encontramos en la ec. (X.7), puesto que es
equivalente fijar x > 0 a fijar Y - v.
2) Fragmentacién de a en c.

Andlogamente al caso anterior, tenemos

C -~ C

P ) > B () e = F. () . (X.12b)
y cte
Y-
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3) Picnizacibn.
Aqui hacemos crecer las distancias en rapidez entre la particula producida

y las incidentes. Tenemos

c 2
s (y, ¥) — g (X.12¢)
Y—yéoo

En este limite p no depende ni de la rapidez de la particula producida
ni de la natureleza de las iniciales.

El comportamiento en los tres limites discutidos coincide con las prediccio-

nes de la hipbtesis de escala para ogb (2, p_ » Y) incluyendo el punto x = 0
que corresponde al limite de pionizacidn. Consecuencias de esta hipdtesis son

el crecimiento logaritmico de la multiplicidad promedio
< _ 2 c
n, = eAY+BL (X.13)

obtenida usando la relacién (¥.2), y la constancia de la inelasticidad

e 1 dol g3
Nab ~ ;:::7" [ ® & _;fl -
S
£
1

- C 3 - C 2
:; fpab dp-prab(X,p_L)d p, dx. (X.14)

s

Usando soluciones B (Y) del modelo que contengan, ademis del polo del
Pomerdn, polos securdarios, puede estudiarse no sélo el 1imite de escala: sino
también la velocidad con la cual se espera que dicho limite sea alcanzado. las

propiedades de los procesos absortivos que hemos discutido pueden también obte-

(18) o 14 i

nerse usando la generalizacidn del teorema Sptico debida a Mueller
potesis que ciertas discontinuidades de amplitudes eldsticas de muchos cuerpos
en la direccién hacia adelante esti&n dominadas por el Pomerdn y polos de Regge
secundarios a alta encrgia. Desde este punto de vista, por ejemplo, la condicién

de escala de secciones inclusivas es aniloga a la constancia de la seccidn efi-

ca total.
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Finalmente, pueden estudiarse procesos inclusivos en que se observa mis
de una particula. Por ejemplo, el proceso a + b+ c +d + cualquier cosa pue-
de describirse por la funcidn (nuevamente integramos sobre las componentes trans-

versales de pc) od

od R (X.15)

p (v, V4, Y) =
ab c’® ’a’
Otot dyc dyd

ab
o bien por la funcién de correlacidn
¢ (v, y., V) = % ¢ V- oS v, o2& (v, v (X.16)
ab Jer YA ab Yer Yar ab Yo ab Ya» . y

El modelo MP, por la propiedad de factorizacidn de la amplitud de produccién,

predice correlaciones de corto alcance, es decir

4
cgb Vs Igp V) —s O, (X.17)

Ya V™

Un efecto de este tipo ya se ha observado a energias del ISR(lg).

En resumen, el modelo MP presenta varias caracteristicas cualitativas
que se observan en procesos hadrdnicos de produccién de particulas. Tiene sus
limitaciones, pero permite una buena primera aproximacién para un estudio de
estos procesos que son de Importancia indudable para la comprensidn de las in-

teracciones fuertes.
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I - Imtroduccidn. Introduccién histérica, Motivaciones fenomenoldgicas. la formu-
la de Veneziano. la fdrmula de Koba-Nielsen para la amplitud de
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con o(0) = 1. Relacidn con la
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Dres.: C.G. Bollini y J.J. Giambiagi - Universidad Nacional de la Plata.

I --Teuria de los campos de "medida"
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b - Generalizacidnes de Utiyama y Yang.

IT - Teordia unificada para interacciones electromegnéticas y débiles.
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Dr. A. Pignotti - Universidad de Buenos Aires
I - Introduccidn. Cinem&tica. Eleccidén de sistemas de coordenadas. Desarrollo
en ondas parciales generalizado.

IT - Desarrollo 0(2,1). Desarrollo 0(2,1) miltiple. Variables de Toller. Limite
multi-Ragge. Periperialismo y multiperialismo.

IIT - Modelo simplificado. Propiedades. Secciones eficaces parciales y totales.
Comportamiento tipo Regge. Distribucidn de multiplici-
dades. Multiplicidad media.
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IV - Generalizaciones. Intercambio de nimeros cuinticos. Fcuacidén integral. Proble-
ma de dos canzles.

V - Extensidn a t # 0. La funcidn de solapamicnto. Descripcién en pardmetro de
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