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Imagen de una lámina delgada de cobre, de espesor variable, 
ligeramente deformada, orientada cerca de la posición de Bragg  

(111).

A : Franjas de igual inclinación
B: Franjas de igual espesor. Nótese que por efectos de absorción, 

so)ámente son visibles unas 8 o 9 franjas -  Foto: A .A .Pochettino.
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I . LIMITES DE VALIDEZ DE LA TEORIA CINEMATICA

La teoría cinemática de ia difracción de electrones permite descri­
bir las características principales del contraste presentado por una gran 
variedad de defectos cristalinos. Pero, rigurosamente hablando, es'válida 
solamente si la amplitud g de la onda difractada es pequeña frente a la 
amplitud ^  Q de la onda transmitida. De esta manera, para un cristal im ­
perfecto de espesor t, en el cual los desplazamientos atómicos a una profun­
didad z están dados por R (z ), la amplitud difractada <[> estaba dada por

t f  -2nt 9«Rtó ,
e  e  d z  ff .D

donde s es el parámetro de desviación de la posición de B ragg. Esta expre­
sión fué obtenida sumando las amplitudes de las ondas difundidas por cada 
uno de los átomos de una columna, teniendo en cuenta las diferencias de fa ­
se correspondientes. Sin embargo, si la amplitud difractada ^ g  llega a ser 
suficientemente grande, hay que considerar la posibilidad de que la onda di­
fractada pueda a su vez ser difundida por los átomos del cristal. Las predic­
ciones de la teoría cinemática dejan de ser válidas, entonces, para pequeños 
valores de s, es decir cuando nos acercamos a la posición de Bragg. Esto 
puede verse fácilmente en la expresión de la intensidad difractada para un 
cristal perfecto sobre el cual incide un haz de intensidad unitaria.

i .
\z  _  sz n 1 n ts  

91 #  ' ü ts )1>3
Para s = o, esta expresión se reduce a

\l  ( n t
1$ >3 '

lo que significaría que para un cristal de espesor

t  >  J l
T?

la intensidad difractada es mayor que la intensidad del haz incidente.

Como los cristales normalmente utilizados en microscopía electró­
nica tienen espesores del orden de 10 ^  g, es inmediato que las prediccio­
nes de la teoría cinemática no son válidas para orientaciones próximas a 
la de Bragg, y que es necesario desarrollar una teoría que tenga en cuenta 
las posibilidades de difracción múltiple y la interacción dinámica de la on­
da incidente con la difractada. Esta es la llamada teoría dinámica de la di­
fracción.

Como el fenómeno de difracción electrónica depende de la naturale­
za ondulatoria de los electrones, es evidente que la teoría a desarrollar de­
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be basarse en los principios de la mecánica ondulatoria.

II. DESARROLLO DE LA TEORIA DINAMICA. EL CRISTAL PERFEC­
TO .

E . l .  Soluciones de la ecuación de Schroedinger en un potencial periódico

Consideremos el problema de la propagación de un electrón de alta 
energía en un potencial periódico. La solución del mismo consiste en encon­
trar las funciones de onda ¡TE*) del electrón, que son soluciones de la e -  
cuación de Schroedinger

+ Snhne  j B + V c r ) l  (jKF) -  0  (n „ i )  

l
La energía total del electrón es eE,<̂ iendo entonces E el potencial 

a través del cual fué acelerado (tensión desaceleración del microscopio).
Si el electrón se mueve en el vacío, es V ( y si se desplaza en un
cristal, V (F ) es el potencial cristalino. Por el momento, la única re s tr ic ­
ción que impondremos a las soluciones de lá^BCdación de Schroedinger es 
que la energía del electrón sea constante, es decir que la energía total del 
electrón dentro del cristal sea igual a eE . Por supuesto después habrá que 
considerar otras restricciones, como que el cristal tiene superficies libres, 
pero por ahora no tomaremos en cuenta esta posibilidad, y trataremos el 
problema de la propagación de un electrón de energía total eE en un cristal 
infinito,

Un cristal consiste en la repetición de un motivo tridimensional de 
átomos. Por lo tanto el potencial cristalino tiene que ser periódico, y desa- 
rrollable en una serie de Fourier del tipo

V ( r )  - Z  exp 2rúg»F  (n . 2)
'i

”**** •»»
donde la suma se extiende sobre todos los vectores g de la red reciproca y 
las cantidades Vg son los coeficientes de Fourier del potencial cristalino.
Si ponemos

t a
\J -  1 )
Vg ~ T n e  3 (n ’3>

esta nueva nodación simplificará el desarrollo algebraico más adelante. El 
potencial V ( ) deberá cumplir los siguientes requisitos •
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V (F) = V ( r  + a )
donde a es un vector traslación de la celda prim itiva. Es evidente que
V (?) deberá tener la misma periodicidad de la red.

V (7)  = V* (V)
el asterisco significa ''complejo conjugado", p„ e j . ( a + ib )* = ( a - ib ). 
Lógicamente esta condición implica que el potencial debe ser real.

Si además el cristal tiene un centro de simetría en el origen, también 
se cumple que

V Cr) = V ( - r  )

Si el potencial satisface estas condiciones, entonces

U =U  = U *  ( I I .4)g g g

Volvamos ahora a nuestro problema, es decir, encontrar las solucio­
nes ip ( r )  de la ecuación ( I I .1). Ya sabemos que siempre que una partícula 
se mueve en un medio cristalino, existe la posibilidad de que ocurra el fenó­
meno de difracción, Por lo tanto la solución más general deberá consistir en 
una onda directa más una serie de ondas difractadas, Sabemos también que 
la relación entre el vector de onda k de la onda incidente, y k :, el correspon­
diente a una onda difractada, está dada por la ecuación de Laue

Entonces, la función de onda de un electrón dentro del cristal podrá 
expresarse como una onda de Bloch, es decir una suma del tipo

ty (r ) = £  C3 » * p  ( W < n -5)
9 '

Para g = o obtenemos

C0 <axp 2ni k -r

que es la onda directa de vector de onda k y amplitud C0 „ Si es g / o se ob­
tiene una de las ondas difractadas de amplitud Cg y vector de onda k + g„ La 
ecuación ( I I .5) es por lo tanto la solución más general de ia ecuación de 
Schroedinger. Reemplazando I I .5 y I I . 2 en la ecuación I I . 1 se obtiene
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L c g V*(«cp2ni(?V&f) + ££¡2® ( E \  U3 « P ^ - r  j  £  C3 & ?h l  (£*$.? =0

Recordando que . -
Va -  £  * £  1- X

'at* fy* w

-A «*p itók*? i  j t  e>p ini (k¿* -ft^y rkyz) -  ilo'i k* expiolíe*?
« *  3x

-5-  e x p i n i l c * f "  -= - ^ n 1- k* <¡x p  ^ •r  
3*»-

y entonces ^
V4exp2ntk‘f » -ilnl')k|l©tp2niÍ<,it

-Z(̂ nx|¡̂ |le*p2ni (kt9>r + Sjtme. E£Cg e*p2nt(k t§) r + ̂ lZZUfc«xp2oi £*? *Cg apOfuÔf ■= 0
H1, 3 3 fe

0  @

Llamando g + h = p, o sea g -  p - h

©  + ®  ■*■ 2 - Z  Ük CP^  e&p 2tíI (íT+p)’ r  = o
p-fe K

© + © + Z ZühCp.h exp irú (k + p).r ~= O 
p b

Volviendo a llamar g -  p

0 + © ■*■ Z Z UhC9_i, exp2n¿ (kVg)’r •= C
Finalmente

3 h

- Cg lic+gl1, e*p 2m Clt+g).r + 1¡2S. E 2-Cg e*p2m(k»-9) ,r +■
3 S

+ Z  UoCg exj>2nl (ST+g).? + Z f x  üh Qs ^  sxp'iol (!c+g)-r = O
3 3 \ h*o 3 /

Para que esta última suma de exponenciales sea igual a cero, deben 
ser iguales a cero todos los coeficientes , Esta condición nos conduce a un 
sistema de ecuaciones que deben satisfacer las amplitudes Cg,

- C s l H f  + E c s + U .C , 4 z  uh < v h =  o
n* n̂ o

Llamando

K 1 -  + Üe
hl

| K  - (k  + § ) J Cg + Z -  Uh Cg.K ~  ^ (II. 6)h*o
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donde la última suma se extiende sobre todos los valores de g excepto g-o  .
K es el vector de onda del electrón en el cristal corregido por el efecto de 
refracción por e l potencial medio V0 del crista l. Esto puede verse fácilmen­
te si se tiene en cuenta que la función de onda del electrón en el vacfo es una 
onda plana de la forma

-  e*p  2-ní JÉ • r  ( I I .7)

donde X es el vector de onda en el vacio. Si reemplazamos esta última ex­
presión en la ecuación (II. 1) se obtiene

y por lo tanto

Volvamos entonces a las ecuaciones 11.6. En general no es posible 
resolverlas por medios analíticos. Pero s í se supone que solamente el haz 
transmitido y uno solo difractado son excitados, entonces el problema se sim ­
plifica. En la aproximación de dos haces, solamente las amplitudes G0 y Cg 
correspondientes al haz transmitido y al difractado, respectivamente, tie­
nen valores distintos de cero. Las ecuaciones 11.6 se reducen entonces a

para Co C

P*-aCs { K* - (k  ̂ )* ]  Cg + Üg C* *  0

(II. 8)

Estas ecuaciones tienen por supuesto la solución trivial Co-Cg-0. 
La condición para que existan soluciones notriviales es que el determinan­
te formado por los coeficientes de CQ y Cg sea igual a cero

' K*-k‘  U-5

0 3 Kl -  L t ' f f

-  O

(t<I-k t) (K l -Ck*á)') -  U¡U.a =  0 Ecuación de dispersión

( I I .9)



Esta última ecuación es fundamental en la teoría dinámica. Se llama 
ecuación de dispersión pues relaciona, per un lado, todos los vectores de on­
da k que pueden ser excitados en el cristal, con los valores de la energía total 
eE del electrón. Por otro lado nos da todos los valores posibles de k, cuyo 
conocimiento es esencial para poder determinar el grado de interferencia en­
tre las distintas ondas cristalinas. La ecuación I I . 9 puede simplificarse más 
aún, teniendo en cuenta que los valores típicos de los coeficientes de Fourier 
Vg del potencial cristalino son del orden de los 10 volts, mientras que los po­
tenciales aceleradores E del haz son del orden de 10^ volts . Si escribimos 
la ecuación I I . 9 en la forma

( M T - i )  -  M j
Kl  J K"1i * - 1)

Va ~ 10 voH" E = i0 5 Volt Üq 2.me 10 voíf
h*

S 2jrne lo 5 volt" + 2-me ¿Q volt sj ( 10™ voH"1
&  v /

entonces
U,

K4 lo 19 volt11 V W

Siendo esta última cantidad muy pequeña,, entonces,

9  “ ¡ f v

deben ser muy próximos a la unidad. Entonces la ecuación n .9  puede escri­
birse

Ck-kr)(|f‘ 5 l - x )  -

K "

Uj U-j
K5»

(11.10)

Esta es la ecuación de dispersión para electrones de alta energía en 
un cristal.

I I .2 Construcción de la superficie de dispersión

La ecuación de dispersión tiene una interpretación geométrica muy 
útil. Trataremos primero el caso sencillo de un electrón en el vacío. En es -
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te caso la función de onda, como ya lo hemos dicho, está dada por la ecua­
ción I I . 7, y los posibles valores del módulo de %  son

y  _  /írñeE™1 
-  \¡ *

Esta es la ecuación de dispersión para un electrón en el vacío. Como E es 
fijo, entonces los valores de % también son fijos. Pero no hay restricción 
en cuanto a la dirección y sentido de X . Entonces si se dibujan todos los 
vectores X posibles con sus orígenes en un punto común, los extremos de 
los mismos describiíán una esfera, Figura II. 1 (a).

Z//r/7zr 3 f?/¿¿oo/u

(fe)

Esta esfera es una superficie de energía total constante, representada en 
el espacio % (o k) llamada superficie de dispersión.

Consideremos ahora la ecuación 11.10 para el caso particular de 
Ug = 0. Físicamente esta situación corresponde al caso de una reflexión de 
Bragg que se hace cada vez más débil, o sea el caso cinemático. La misma 
ecuación 11.10 nos da

| k |=  K  *  I k + 9  I =  K

Una construcción sim ilar en ciertos aspectos a la esfera de Ewald se pue­
de hacer entonces en el espacio recíproco (o el espacio k, pues ambos tie­
nen iguales dimensiones de longitud recíproca). Si todos los vectores posi­
bles k y k + g se dibujan en este espacio con sus extremos en el origen 0 y 
en el punto G respectivamente, Figura I I .1 (b), se obtienen dos esferas de 
radio K que se cortan según una circunferencia. Estas son las superficies 
de energía constante, es decir la superficie de dispersión, en el caso cine­
mático. También en la Figura 1 (b) se puede ver que los puntos de la inter-
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sección de las dos esferas están sobre un plano que es bisector del vector 
g. Este plano se denomina límite de zona de Brillouin, Si un par de vecto­
res k y k + g tienen sus extremos sobre esta intersección entonces se satis­
face exactamente la ley de Bragg, pues

k' = k + g

Estos dos ejemplos considerados son muy simples, y facilitan la in­
terpretación de la ecuación 11.10 que haremos a continuación.

Desarrollando la ecuación I I . 9

k ’  + - I Í K ’ - U s -  0

K1 - {k l ,

se obtiene una ecuaciói cuadrática en K ?, cuyas soluciones son 

Pero como

K1 »  2&SM. v U0 0o y E F.>s
h*

entonces debe tener un solo valor y no dos. Esta condición se puede satis­
facer si k puede tomar a su vez dos valores . O sea que en vez de una única 
superficie de energía constante, la superficie de dispersión correspondiente 
a la ecuación 11.10 consta en realidad de dos superficies . Pero hay que des­
tacar que estas dos superficies corresponden a un mismo valor de energía 
total, y entonces para evitar confusiones, a cada una de ellas la denomina­
remos en lo sucesivo ramas de la superficie de dispersión. Cada rama da 
los vectores de onda de las distintas ondas que pueden existir en el crista l. 
Por lo tanto existen dos soluciones independientes para las funciones de on­
da (F ), que son

^ C r ) = Co kr r + CÍf exp IntCic it 3)* r

(11.13)

-  c£° e*p 2m ícj-r + exp 2ni (kt+sft •?

donde los sufijos 1 y 2 caracterizan las ondas correspondientes a las dos
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ramas. Estas soluciones son degeneradas, y corresponden a dos estados 
diferentes de energía cinética del electrón, pero de igual energía total. La 
razón ffsica de la existencia de asías dos soluciones será considerada más 
adelante. La solución más general de la ecuación de Schroedinger será en­
tonces una combinación lineal de

♦i / *k tr )

Este punto será tratado con mayor detalle cuando consideremos las super­
ficies libres del cristal.

Entonces, de acuerdo a la. ecuación I I . 9 la superficie de dispersión 
consta de dos ramas . La ecuación 11.10 muestra que la forma de estas dos 
ramas en las vecindades del límite de zona de Briílouin es hiperbólica. Pa­
ra demostrarlo tomaremos un si sisma de coordenadas en el espacio recípro­
co, de la manera siguiente. Hemos visto que cuando Ug = 0 la superficie de 
dispersión consta de dos esferas que se cortan

lio i  ± ( --

O i l *  O

Pero si Ug / 0 la ecuación I I .12 muestra que una de las ramas de la super­
ficie de dispersión debe quedar por debajo de la intersección de las dos e s ­
feras, y la otra por arriba. La rama inferior la denominaremos rama (1), 
correspondiente a los posibles vectores kj_, y 1?. rama que está arriba de la 
intersección la llamaremos en lo sucesivo rama (2), correspondiente a los 
vectores k-2 .

Ahora bien, habíamos visto ya al considerar la teoría cinemática 
que los valores de K eran mucho mayores que los de los vectores recípro­
cos g, y la relación era, para electrones de 100 kV,

K «  50 g

por lo tanto, cerca del límite de zona de Briílouin, las dos esferas pueden
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Eligiendo el sistema de coordenadas zy como el indicado en la figura, 
y considerando dos puntos Di y D2 de coordenadas ( z^, y) (z^, y) de tal ma­
nera que los valores de y sean los mismos, y además

21 '  -  z 2

entonces ^  _  2 ¡ a ,s6 ¡¡ + y  s w

=. Z* eos ©& - y  ser> Gg
y también

¡£ + § ¡~ K  = Zi ¿os©6 + y seo 8g>

Entonces la ecuación de dispersión 11.10 puede escribirse de la fo r-  

( z j  cu» 8b --y-sen 9s) { 2,4 tos Ob + y sen 9b) -=

( 2j -  y % ©e) (z j  ► y b  93) = —- — ■
V ^  MIC1coS*0b

donde j = 1, 2 y es el ángulo de Bragg El segundo miembro de esta
última ecuación es constante, Llamando

¿ K eos 9e>
Üc,

queda finalmente J

( z 2- -  f  4íf 9 a ) = -i. (11.14)

que es la ecuación de una hipérbola. O sea que en las cercanías del límite 
de zona de Brillouin, la superficie de dispersión es hiperbólica, y la sepa­
ración entre las dos ramas en el límite de zona

y =  0  2 =

es por lo tanto 1/ í -g  . Para valores relativamente grandes de y, las dos 
ramas de la hipérbola son asintóticas a la esfera de radio K, lo que sign ifi­
ca que se tiende al caso cinemático. Por supuesto la forma de las dos ra ­
mas se aleja de la hipérbola geométrica para valores grandes de y, puesto 
que las superficies de las dos esferas dejan de cumplir la aproximación de 
dos planos. También, la forma de la superficie de dispersión debe volver a 
ser hiperbólica en los límites de zona de Brillouin adyacentes al primer l í ­
mite considerado en nuestro cálculo. Por lo tanto un corte de la superficie 
de dispersión deberá tener la forma de la Figura II. 3.

Se puede obtener una visión tridimensional de toda la superficie, i -  
maginando que la Figura I I . 3 rota alrededor del eje - GOG -

Hasta ahora hemos considerado solamente los posibles vectores de 
onda que pueden ser excitados en un cristal, y ya que la superficie de dis-



Z. //r/r/cs ¿ZO//A j>¿: £>/&¿¿jaa/r/

Figura I I .3

persión consiste en un número infinito de puntos, deben existir infinitos vec­
tores k. Más adelante demostraremos que las condiciones de contorno son 
las que determinan las ondas que realmente se excitan en el cristal, y ve re ­
mos como una construcción sencilla puede dar estas ondas para una orienta­
ción dada del crista l. Esta construcción es la siguiente. A través del punto 
C, Figura I I .4, del vector de onda X del vacio, se traza un vector n para­
lelo a la normal a la superficie superior del cristal. Los puntos Di y D2 so­
bre las dos ramas de la superficie de dispersión intersectadas por n, co rres­
ponden a las ondas excitadas. En el caso simétrico de Laue, o sea planos di­
fractantes perpendiculares a la superficie del cristal, n es paralelo al l í ­
mite de zona de Brillouin. En el caso general n estará inclinado respecto del 
límite de zona.

I I .3 Cálculo de las intensidades del haz transmitido y del haz difractado

El propósito fundamental de la teoría dinámica es calcular las inten­
sidades del haz directo y los haces difractados. En la aproximación de dos 
haces la solución más general de la ecuación de Schroedinger es ur»a combi­
nación lineal de las funciones de onda degeneradas ( r )  y (£"), ec. 
11.13. La función de onda total (F ) estará dada entonces por

ty ir) =. 0 i $,£r) + 0 i ^ C r )

= ZT í  C® 2n¿ k í-r  +- exp 2/u (ícj + g) *r

donde 01 y 0Z son constantes arbitrarias . Para calcular las intensi­
dades del haz transmitido y del haz difractado es necesario conocer los va ­
lores de las amplitudes

e¡ C? y 9; c f

Cuando se planteen las condiciones de contorno en las superficies del

(11.15)



cristal, se verá que las constantes ©1 y 0 * tienen un significado físico muy 
preciso. Comenzaremos calculando los valores de y .

Los valores absolutos de C©  ̂ y Cg^ no pueden calcularse a par­
tir de las ecuaciones 11.8 , ya que éstas constituyen un sistema de ecuaciones 
lineales homogéneas. Pero los cocientes c ^ / c ?  pueden obtenerse a par­
tir de H. 8 i  %

(K  -kl)  A> U j C3 = 0 £  *

U,&> 4. ( K 1 - ( iT t9 y )c j =  0

Además como el determinante debía ser nulo

{?-*'■)($*$ T-kz) = Usu.,

Co Ü-3

£3 _
Co (£+§)*_ k

y como

entonces

&  i  -— »  i»
K1

C s ] _  (k i + k ) Ck »~ k ) 2 k (k ¡ -  k ) 

C Í  U-3 ~  l ) - j
(11.16)

La diferencia k¡ ~ K puede expresarse en función de la geometría de 
la superficie de dispersión, y de la construcción de la esfera de Ewald. En 
regiones cercanas al limite de zona de Brillouin, si z es la coordenada pa­
ralela a este límite

kj - k  a* ( kzj “  Kz) ©6 = C-OS ©8

donde t j es la diferencia entre la componente z de los vectores de onda 
kj Y K, y 06 es el ángulo de B ragg. La ecuación 11.16 se puede expresar
entonces

C.ul Ul9

La única variable en esta ecuación es , quedes función de la coor­
denada y. Esto significa que las amplitudes y £9^ son funciones de los 
vectores de onda . Cuando y = o, y son iguales, pero opuestos
en signo, y el cristal está orientado en la posición exacta de Bragg, o sea que 
la ecuación de Laue k* = k + g se satisface exactamente. La coordenada y es 
por lo tanto una medida de la desviación de la posición exacta de Bragg.

Las diferencias pueden expresarse en términos del parámetro 
de desviación y, según la geometría de la Figura I I .2 (b)

í ¡  = y %  +

y despejando Zj de la ecuación 11.14
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2i = ^ ( t X

(zá - y  13 e» )(zj 4 y % Ge) = i  ( i ' 1

*j -  y +9 ®6 -  ^  ( f  j
>v

Pero como

-  &  -  i  '*3 e &

llegamos finalmente a la ecuación cuadrática en y .

y¡* -  4  y - I j  e B a  -  = 0

cuyas soluciones son

1 + 5 %  ±  i  ( V ^ ) 1

el signo ( - )  corresponde a la rama (1), el signo (t-) a la rama (2), y 1/£ 
es la separación de las ramas para y = o .

La coordenada y no es la única medida de la desviación de la posi­
ción de Bragg, Esta desviación también puede medirse por el ángulo A& , 
Figura I I .4, y por el vector s, trazado paralelamente al límite de zona de 
Brillouin desde G hasta la esfera de Ewald, Las relaciones entre y, A d  y 
s pueden obtenerse a partir de la geometría de la Figura I I .4.

y (s&> = K  ^

como

g=: 2.K seo0a JL 1- - -  ____ ____  2.y "ij 9a
K co5©ft £Kseo&6

Teniendo en cuenta este último resultado

«i ictJ - k í  ,  a. ± 1  = 1  ( s  ± ^  )

Llamando

(II 17)
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Este parámetro x, que se introduce porque simplifica cálculos pos­
teriores, no tiene dimensiones pues ^  y 1/s tienen dimensiones de longi­
tud. Además como

el cociente de las amplitudes de onda puede escribirse

(11.18)

donde j = 1,2 según la rama de que se trate. Como x es el parámetro de 
desviación de la posición de Bragg, este último resultado muestra que la 
razón de las amplitudes de onda depende solamente de la orientación del 
cristal respecto del haz incidente.

Los valores absolutos de CQj y Cgj son arbitrarios puesto que apa­
recen en un sistema de ecuaciones lineales homogéneas. Para fijar de algu­
na manera sus valores absolutos hay que adoptar un criterio de normaliza­
ción. Veamos cual es el procedimiento de normalización más adecuado.

Btt la aproximación de dos haces existen dos soluciones independien­
tes ^ 4 ( r ) y  ec. 11.13, de la ecuación de Schroedinger. Ambas 
soluciones son degeneradas y la función de onda total está dada por la combi­
nación lineal de las mismas, e c . 11.15. Es posible dar un significado físico 
a los multiplicadores 01 y 02. de la e c , 11.15 en función de la construcción 
de la superficie de dispersión, si las intensidades de los campos de onda co­
rrespondientes a las ramas superior e inferior son normalizadas a la unidad. 
Si ésto se hace, entonces 9i y tomarán valores que representan directa­
mente el grado de excitación de las distintas ramas en el cristal. Como v e ­
remos más adelante, 0i y estarán determinados por las condicio­
nes en los límites del cristal.

Entonces el procedimiento qu* adoptaremos para normalizar será

Como el promedio de la función exponencial en todo el cristal es cero

queda

(11.19)
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Entonces , a partir de 11.18 y 11.19

S í .  - y .  J í r t ?  I c í f + l t f f í x *  * 1  n *  - 2 x V ^ ) = i
CU>- v

|c.T(i*i?-x'/w?) = i
Haciendo la sustitución

X = tofo (i -  C£S¿
**0 £

IC ^ f f  i +  - CosjL.íT.4- = ±
^ Sehl(* seo (5 y s«ol (> / 2.

Ic0’ ll f—d____ o » ^ - - L  iCÍ’ f = 4
- s w  i  | U I  1  » - “ s e

^  _  eos JLI ( ¿ 1)|2 -  Í .  1 -  &OSZfi _  J _  f n -C O S ( í\  =  cos1 ^ .
1 2  f  COS &  '  2  ‘ J  1P '  2  ~ ‘ 1  2.

De la misma manera se llega a las expresiones para los cuatro coeficientes

-  tos ~

£&) _  . Qt’i -  serjJi (H .20)

Entonces ahora podemos calcula’’ como varían las intensidades de los dos 
campos de onda con la posición 1* dentro del cristal. Las expresiones de las 
funciones de onda son, teniendo en cuenta 11.20

^ C r ) =  e>tp2ni k r?  -  seo.| e*p 2m  Cki+s)’^

^ C f )  = coa $ . e x p -2n>-)ci-r -  e x x - 2m (£ * - 9) ^
2 &

y la intensidad

^ I r )  4 ( r )  -  eos1 san ¿  -  seo £  oos £  exp - 2o ig 'r  -  s«f>£ tos J5 exp2nig.C

-  i  -  s e o t o s »  ^  ^exp^rus*0 + e x p - 2nÍ3 * rJ

„ i  -  2. seo £  eos eos O n q .f  
z. z  J

La expresión general de la intensidad es

4>Ü,(r )  <}> \ r) =■ i  +  ( - l )  senp  eos 2 n g *r  (11 .2 1 )

Si el origen de los vectores 7* se toma en el centro de simetría del
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cristal, por ejemplo en una posición atómica, y si consideramos una direc- 
ción r que sea paralela a g, entonces se obtiene inmediatamente la variación 
de la intensidad de los campos de onda en una dirección perpendicular a los 
planos difractantes. Los resultados se muestran en la Figura I I .5. Con la 
normalización de las e c . 11.18 se asegura que la intensidad promedio de e s ­
tos campos de onda es igual a uno. Las ondas del tipo (1) corresponden a un 
flujo de electrones concentrado entre los planos atómicos, donde la energía 
potencial es mayor que en los planos mismos. Como la energía total del e -  
lectrón es constante, entonces la energía cinética de un electrón asociado 
con las ondas de tipo (1) es menor que la correspondiente a un electrón asocia­
do a la onda (2), donde el flujo está concentrado en los planos atómicos.

A medida que aumenta la desviación de la posición de Bragg, el flu­
jo electrónico se distribuye de manera más uniforme, ver Figura I I . 5, de 
manera que las energías cinéticas correspondientes a ambos estados se ha­
cen más parecidas, y llegan a ser iguales cuando se alcanza la situación c i­
nemática, o sea para valores grandes de x.

ki + 3

\í\ A/

Figura I I . 5
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Calcularemos ahora los valores de ©1 y 0í, , teniendo en cuenta 
las condiciones de contorno» Estas condiciones, planteadas sobre las super­
ficies libres del cristal, muestran también que las ondas reflejadas por las 
superficies pueden despreciarse. Este hecho facilita el cálculo de las inten­
sidades, pues si las amplitudes reflejadas fueran apreciables, habría posi­
bilidad de interferencia entre las ondas que viajan hacia arriba y abajo, y el 
cálculo seria muy complicado. Para demostrar que las amplitudes re fle ja ­
das pueden despreciarse, y poder calcular además 9i y 01 , considera­
remos un cristal se mi-infinito, para no complicar el cálculo introduciendo 
una segunda superficie.

Supongamos que el plano z = o es la superficie libre del cristal y que 
estamos en el caso simétrico de Laue. Fuera del cristal, la función de on­
da del electrón es

lj)Cr)=. exp 2ni X-F +■ Ri exp 2ot %>r +. Rt exp2n¡ (n -22)

El primer término describe la onda incidente, y ios otros dos las 
ondas reflejadas. La razón por la cual se consideran dos ondas reflejadas,

Figura I I .6

es que puede existir la posibilidad de difracción en la superficie, Figura 
I I .6. Si ■)£ tiene componentes ( X* Xy X*. ), entonces debido a esta posi­
bilidad de difracción, podrá existir un vector de onda

X' r  X + 3  + S

| | j - I  —*
de componentes ( X* Xy X¿)- Las componentes de Xi y X\ serán enton­
ces , respectivamente

( X„ %1 -X*.) y ( * ’,  x\  -% '*)

Dentro del cristal la función de onda es

l}>(r)= X  ©j í Cô  exp 2oi +. C?€Xp2m(É¡'+3),'r }
(11.23)
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y aplicando las condiciones de contorno de la mecánica cuántica, es decir 
que l̂ ) y dvj)/dz deben ser continuas sobre la superficie del cristal

fuera y  (2=Q)  _ exp2ni(xxx +*yy) + R« exp(%i,X + y) + Rr e*p2m (xU  + *|yy)

adentro
^ Cz= o) = ©! (¿'eyp Ool(k^x + k,yy) + Cg0 «xp 2ni jUci+jj^X + (.£+3^ y] 

+ e¿C f'ocp ín i^x  +k*yy) 4- BiC3tóe^p2iii [(£ ^ )*X  f 0c2+s)yy }

i + R i  = 9i Co 4- 02 GoU) (ll„24/a)

R i = 01 C31' + G jCg^ (II„24/b)

La continuidad de las derivadas 

^fucrs. i |  ̂ ^ j
4í£ = ZniXz e*p2m x-r + R., 2/u Zu ocptoi Xi *r + Ri 2m exp2̂ 1 t  
dz

adentro .  ̂ ftCo'am ku exp3fli 4. Oí QW 3oi (.£ ta)z exp&ñ ( M ) - ?  ■+•
3z ~

■y |cix cxpini kj-r + 0r 2m (£1+9)* exp ton (k¿+g).

que para z = o se expresan, teniendo en cuenta la relación entre las compo­
nentes de X x 1 Xi y

-  ki* Co + ©1 Ce  ̂ (II„24/c)

- R l  Xz »  k u  ©1 Cgíl) +- ki2 Q iCÍ?  (II. 2 4 /d)

Como las componentes de los vectores de onda corresponden a e lec ­
trones de alta energía

kz< kzz ki2. kzr ^  j_

X * X2 Xz Xz

entonces se puede ver fácilmente, a partir de las ecuaciones 11.24, que

R1 « o  Ri ^ o

lo que significa que las ondas reflejadas por las superficies del cristal pue­
den despreciarse.
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A partir de las ecuaciones U.24 también se puede calcular los va lo­
res de y 9a.

Estos coeficientes representan el grado de excitación de las dos on­
das de Bloch dentro del cristal. Por ejemplo, para

Las condiciones de contorno también nos permitirán ahora hacer la 
construcción para determinar los puntos correspondientes a las ondas exci­
tadas en la superficie de dispersión, para una orientación dada del cristal. 
Para esta construcción solamente es necesario demostrar que las ondas es ­
tán en fase en el límite cris tal-vacío. Si se igualan las amplitudes de la on­
da transmitida y difractada dentro del cristal, con la amplitud del haz inci­
dente

Onda incidente, ramas 1 y 2, para z=o

(11.25/a)

Onda difractada, ramas 1 y 2, para, z o

(11,25/b)

Según las ecuaciones 11.20

Oí c o sü  + ©i seo A  — 1 
z  t

-  Gi Seo ¿  &z tos  -  0 
z  z

de donde

Q« -= eos ñ  9? -  sen £  
Z Z (11.26)

X = 0 Posición de Bragg J2 17

y entonces

Z! ®j exp icj-F »  e x p 2 n i % * r
(II.27/a)

(II.27/b)
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Sí elegimos el origen de los vectores r sobre la superficie del c r is ­
tal z = o, sobre un centro de simetría, entonces las expresiones

kj * r  y

en las ecuaciones 11.27 son proporcionales a las componentes tangenciales 
de kj y X . Además comparando las ecuaciones II.25/b con II.27/b se pue­
de ver que las fases

¡Ci-r y £  • r

son iguales , ya que los coeficientes ©1 y ©iCj*3 son números rea les , 
ec. 11.20 y 11.26. Comparando de la misma manera las ec. n.25/a y ll.27/a 
se ve que las fases

.■I . uA
k j. r  y X • r

son también iguales. Esto significa que las componentes tangenciales de

£  E  í
son iguales, y la única manera de asegurar esta igualdad, es mediante la 
construcción mencionada en I I .2.

Ahora es posible calcular las intensidades de los haces directo y di­
fractado planteando las condiciones de contorno en la superficie inferior del 
cristal. Esta es la superficie z -  t, donde t es por lo tanto el espesor de la 
lámina cristalina. La función de onda del electrón del lado del vacío es

t|>Cr) =  exp 2ni K - r  + <j>3U )© c p 2 n i (K + § ) .r  ( I I „2 8 )

El significado de esta función es inmediato. La función de onda es e - 
quivalente a una onda difractada y una directa de amplitudes 4>9(t) y 
respectivamente,

La función lj) ( ? )  dentro del cristal, para z -  t, estaba dada por la 
ec. H.23 ^ ^

tyCr) = 9,Co ex f k, .f  +• Qz Co oxp £ . r  ■+■ 

+ ©i exp 2ni, (k-i+g) *r t cxp 2ni (ki+g) • r
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Los dos primeros términos corresponden a la onda directa, y los dos 
últimos a la onda difractada. Igualando términos correspondientes en 11.23 y
11.28, tomando el origen de r sobre la superficie de salida del haz

<j>ol? ) exp 2ni Kzz  = 0, Co° exp Oni ki*z 4- e*p Ini lctez

para z = t
<{>0li) =  0, Co* exp y ,i +- Co*5 exp &u tfit

¡C¡ = kj3 -  Kx
Análogamente

4>3 (jt) exf 2nl Ki"k = 01 e*p2ni ki2_t + ©i Cĝ exp 2<ñ iczzt
(11.29)

<J>9 ̂  = ©i C}0 exp 2ni fc t + ©* <̂  exp 2ni

Con los valores ya obtenidos de ©j C ^ y  ©j C<¡̂  > queda

<|)0Ct) =. co1*1 ̂  e¡(p 2m tfit + scí̂ £  exp 2mtf¿t

<£)(+} s  -tosfi sen 0 ejíp3ni&t + seo¿ cosü  
~9 2* T  2. 2.

Las intensidades se pueden calcular entonces inmediatamente. Co­
mencemos por la intensidad transmitida

4>0 ü 5 =  £ CoS*! eos 2# J í t  + CCS j  + l  ser, 2f í $ t  +  * < « ? S e o a o j'z tJ

i * * r -  ^ 4  + seo1 á  + a. cos*| sen*! eos

Recordando que

*¡ »  ( x  -  t - ) j

Ifi-tft a 4 “ i -  co* P ,  seo1 0 *= <^3 P
~ '  1

entonces

l4>0tóP ~ ( l+  y - ) ^  1 tíos ánjA^L-fc-
^ *r9

I = i  -  se°lfS W n  \Zl7xr i  ( I I .30/a)

^9

Análogamente se calcula la intensidad difractada

|<ĵ (A)| = sw>*n v / iS l - t  (II.30/b)
^3
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Las intensidades | y ¡4*9^1 oscilan si x o t varían. Estas va ­
riaciones se representan en la Figura I I .7 en función del espesor t del cristal 
para x = o. La periodicidad de las oscilaciones de intensidad en la posición 
exacta de Bragg (x = o) es precisamente í-g , la recíproca de la separación 
de las dos ramas de la superficie de dispersión sobre el límite de zona de 
Brillouin.

c:

Trazo lleno ; intensidad transmitida 
Trazo punteado : intensidad difractada

Figura I I . 7

Este fenómeno de oscilación de la intensidad con el espesor de la 
lámina se llama extinción, y el parámetro £g se denomina distancia de 
extinción. La razón de este fenómeno es que las ondas excitadas en la 
rama superior de la superficie de dispersión tienen longitudes de onda di­
ferentes de las correspondientes a la rama in ferior. A medida que se pro­
pagan en el cristal, las ondas provenientes de distintas ramas interfieren 
entre s í y originan oscilaciones de intensidad según la profundidad del c r is ­
tal. Las ecuaciones 11.30 también prsdicen oscilaciones de la intensidad con 
el parámetro de desviación de la posición de Bragg. En la Figura I I . 8 áe 
grafican estas variaciones para una í.ímina cristalina de espesor constante.

Trazo lleno : intensidad transmitida 
Trazo punteado : intensidad difractada

Figura I I . 8



25

Ahora bien, como ya se ha dicho al tratar la teoría cinemática, una 
micrograffa electrónica es sencillamente un registro de la intensidad trans­
mitida (campo claro) o la intensidad difractada (campo oscuro) debajo de la 
superficie inferior de la lámina cristalina. Por lo tanto se pueden compro­
bar las predicciones de la teoría, observando imágenes de monocristales 
en distintas condiciones. Por ejemplo, un cristal en forma de cuña (x  cons­
tante, t variable ) orientado cerca de la posición de Bragg, presenta franjas 
alternadamente claras y oscuras, tal como lo predice la teorfa. Pero en 
una observación experimental estas franjas desaparecen progresivamente 
al aumentar el espesor t, cosa que no predice la teoría considerada hasta 
aquí, e c . 11.30. La razón de ello es que no hemos considerado el fenóme­
no de absorción.

I I .4. Absorción normal y absorción anómala

La teoría considerada hasta aquí no ha considerado la posibilidad 
de una atenuación del haz directo o del haz difractado. Antes de comenzar 
el desarrollo matemático, es importante comprender la razón física de es ­
ta atenuación. La imagen electrónica se produce introduciendo una apertu­
ra en el plano focal de la lente objetivo de manera de seleccionar uno solo 
de los haces de Bragg. Este mecanismo de producción de contraste, llama­
do contraste por difracción, está tenido en cuenta por la teoría desarrolla­
da hasta ahora, y no es responsable de ningún fenómeno de absorción. Sin 
embargo no todos los electrones son difundidos elásticamente (ley de Bragg). 
Alguno puede sufrir una difusión inelástica. Por ejemplo un diagrama de di­
fracción de un cristal relativamente espeso, presenta una intensidad difun­
dida en regiones situadas entre los haces de Bragg. Esta intensidad difusa 
oorresponde a la difusión inelástica que no ha sido considerada por la teoría, 
y que es la responsable de la absorción. Supondremos, como aproximación, 
que todos los electrones difundidos inelásticamente quedan fuera de la apertu­
ra de objetivo. Es decir que supondremos que las variaciones de los vecto­
res de onda de los electrones difundidos inelásticamente son muy grandes, de 
manera que todos ellos son suficientemente desviados como para no pasar 
por la apertura de objetivo.

Las observaciones experimentales no pueden explicarse por medio 
de un coeficiente medio de absorción. Por ejemplo, si los perfiles de inten­
sidad de la Figura I I .7 se multiplicaran por un factor

donde |4e es un coeficiente de absorción promedio, volveríamos a obtener 
las mismas curvas aunque en una escala reducida. En este supuesto caso 
deberíamos observar,aumentando por supuesto el tiempo de exposición, fran­
jas aún en cristales muy gruesos, hecho que no está confirmado en las obser­
vaciones experimentales. Tenemos que tratar, entonces, un fenómeno de ab-



26

sorción anómala.

Hablamos visto que las franjas de igual espesor se producían por un 
efecto de interferencia entre los dos tipos de onda en el cristal. Si una de 
estas ondas es absorbida más rápidamente que la otra a lo largo del espesor 
de la muestra, las franjas desaparecerán mucho antes que la onda de mayor 
penetración sea completamente absorbida. Entonces, las observaciones ex­
perimentales pueden explicarse si se supone que las ondas de tipo (1) del 
cristal, tienen un coeficiente de absorción diferente del de las ondas de tipo 
(2).

La razón física de estos coeficientes diferentes reside en el hecho 
de que las ondas de tipo (1) corresponden a un flujo de electrones concentra­
do entre los planos atómicos, Figura I I .5, mientras que las del tipo (2) se 
concentran sobre los planos atómicos. Entonces es muy razonable suponer 
que la mayoría de los procesos de difusión inelástica están localizados en 
los planos atómicos, y por lo  tañto se puede esperar que las ondas de tipo 
(2) serán dispersadas más rápidamente que las de tipo (1).

En la Figura I I . 5 se puede ver que el flujo electrónico asociado con 
cada tipo de onda se hace más uniforme a medida que aumenta la desviación 
de la posición de Bragg. Para una desviación suficientemente grande, los 
electrones asociados a cada tipo de onda tendrán la misma probabilidad de 
ser dispersados inelásticamente. Por lo tanto los coeficientes de absorción 
de las dos ondas deberán ser función del parámetro de desviación x, y la di­
ferencia entre los mismos deberá ser máxima para x = o, y nula para x muy 
grande.

Veremos que se puede expresar el coeficiente de absorción para ca­
da campo de ondas, en la forma

pi =  + C-i)J A|U3oo <n -3l)

donde j = 1,2 según la rama correspondiente, |Jo es el coeficiente de absor­
ción medio, y AH j(x ) es el coeficiente de absorción anómala, que depende 
de g y x . El problema siguiente es el de calcular |4 j .

Consideremos primero un electrón propagándose en un medio absor­
bente en el cual los coeficientes de Fourier U g , g ^ o, del potencial crista ­
lino sean nulos. La función de onda del electrón, suponiendo que viaja en la 
dirección z, es

exp 2 n t K¿¡

donde K es el vector de onda corregido por refracción por el término Uo
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dos nuevos parámetros

K eos 06 CCS 06 (11.35)

u ;  Ü 9

cuyo significado físico veremos más adelante.

Recordando que

k¡ - K  *  (le  z -  K í)ooS 0E *  « i  

s Kl -(K+ycosOe)1*  Kl - K * - i k t f  c a s O a = -iK tfcosQ e 

K l - ( l c - s w « e e )2' ^  K ^ - ÍK + k -K -s e o ^ ^ ^ iC ^ C K + J íc o s O e -s e o s O e j1

- ic1- ( k  + ür-*)c*s©«)1 = a K cs-y) co* 0&

entonces el determinante 11.34 resulta 

-2X y eos 06 + i Üo

Üg + •- Ug

dividiendo por 2 K tos 06

-y;

U-q +■ í ü

¡UCCs-y) ces&e -*-i Do
=  0

^ 3

Desarrollando el determinante

2

( * - « )

*irí=0
= «i* -*»s - ¿ * - ^ r  - -í t 1 '  \  f t  * i i " !

-1*1 - H - ¿fe} t - 5  * -vr - °
Resolviendo esta ecuación de segundo gradó en \ -  C i 
aproximaciones t, 2. ¡̂> j

V ir) »  V 'tf) £9 »  4g

=  0
(11.36)

y con las
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resulta

y; -  _ L  j x  + c-0j N/Üx*) + 1  í  4 r   ̂ t-iy - r - L ^ s ;  > (11.37)
1 $ {  J U ? ¿

donde y j es el valor complejo de la diferencia

k ?  -  K2

Podemos calcular ahora las amplitudes de las ondas directa y difrac­
tada a una cierta profundidad t dentro del cristal

directa . ~ exp 2n¿ í ’i'k +■ 6t Co  ̂ e*p 2oifá t

difractada . 4>g&) 3 Oí ^  e*p Sniiít +- 62. e*p 2oi

La única diferencia es que ahora 2fj es una magnitud compleja. La 
parte real de la e c , 11,37 debe ser la misma que , valor obtenido ante­
riormente. Entonces se puede escribir

j t j  .  y ,  ♦  i  í  4 .  +
2. I  £0 y fM f l J

Las amplitudes de las ondas resultan finalmente 

S « p - J j t  (o,<á° exp ©«piniy.t 4- O ^ e x p  e*> 3m 1

-JÉ. f  0 , &f> - r r ~ i  t  +0»C¡P (11.38)

* l  4  ^  „ * * * }
?<¡ Vti)í

La única diferencia entre las ecuaciones 11.38 y las correspondientes 
al caso del cristal sin absorción, e c , 11.29, es que las ondas de las diferen­
tes ramas de la superficie de dispersión están multiplicadas por los factores

Estos son los factores de atenuación que multiplican las amplitudes de las 
ondas (1) y (2) para j = 1,2 respectivamente. Por lo tanto

K1 y Ko-
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son los coeficientes de absorción de las amplitudes, y son diferentes para 
ondas excitadas en diferentes ramas de la superficie de absorción. Este es 
el resultado requerido para una descripción matemática de la absorción a- 
nómala, ya que es menor que JCx , lo que está de acuerdo con los resul­
tados cualitativos deducidos a partir de las densidades de corriente asocia­
das a las ondas de Bloch.

Ahora es posible dar un significado físico a los parámetros £> y ir  
El término

jlL

es común a SCi y Ki , y el factor

( - - f )

multiplica igualmente a las dos ondas, e c . 11.38. Entonces

2. * J L  
fc

se comporta como un coeficiente medio de absorción de la intensidad, La 
cantidad £'0 tiene dimensiones de longitud, y se llama distancia media de 
absorción. De la misma manera, ^  controla la magnitud de la absorción 
anómala, y se llama distancia de absorción anómala. Los valores limites 
de JCj proporcionan información acerca de los valores relativos de y

. JC| debe ser positivo, pues sino habría creación de electrones den­
tro del cristal, y por lo tanto

£  » S

Cuando * - í ¡  entonces es también máximo, y la absorción es
también máxima. Para í i - *  00 no hay absorción anómala, pues entonces

=  Sfc

INTENSIDADES EN CAMPO CLARO Y CAMPO OSCURO

Ahora podemos calcular las intensidades en campo claro y campo 
oscuro para el caso de un cristal perfecto. Las amplitudes correspondien­
tes se pueden expresar entonces

<b(±) s ©1 exp —JÍ—_e*p3nijftt  + QtC¿*' e*p - ~n̂ —  exp
£'9 VÍh?

= co**& « p —SÉ— expi2ni¿ftt + ^  — «xp2n¡&t
f  g V1+» l  \Tüxí
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<b(A _  o, f„u) exp nfe_. « f  2niár,t + e*f> ~ f n~Írr fitp2ni&t
^  * * * * *

= - c®s j* /*».&. e*p —EÍ—- e*qp 2ai t  + senj*!, c*o Jt «*p - —1 2<H ¿¡Vt~
^ 1  £g xfw» v i  Yg \rHXÍ

r  exp J it  ser>£ co$S í -  « f  J Í — + e*p _p £ ^ . ccs2n&t| +
fc i  * 1  J

+ Í. exf dÉ. s ^ ü e o i l  í " 2*? — — «eoSnfót +- €*p _d íL —  seo f r t )
$ó x z  $j 'P w  $g \fw¡» **

(11.39)

Desarrollando los términos exponenciales

(J)otO *  s*P | tos X -  í cesft sen X J

4>g(jk) = e*p d lL  Sen (i s e o x ]
£o

donde

X =  nt cosec A  + í1 nt A*o

¿  &
Las intensidades, transmitida y difractada, resultan entonces 

| ^ ) r  -  ®*P ^CjosM exp 2nt sen A  + seo4 £  e*p (-2at « « J L ^  +■

+• 1  sen (i co» (2/it cos*c A ' )  J (II.40/a)

it*)]1 _ i. exp --M i Sen2(̂  | cosb(2nt sen.fi. ^ - eos ^2nt tosec iL^J ( I I .40/b)

Los perfiles de intensidad de las franjas de igual espesor (x fijo , t 
variable) y de las franjas de igual inclinación (x variable, t fijo ) obtenidos 
a partir de las ecuaciones (11.40), se muestran en las Figuras I I .9 y 11.10.

I.c

fjeA/tJAS s£ Is¿/A¿. ¿Tsmr̂ oje
as -

í  2 3
Trazo lleno: campo claro 
Trazo punteado: campo oscuro

Figura n.9
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Figura 11.10

La forma detallada de los perfiles depende de los valores de $'0 y ^9 
Para obtener buen acuerdo con los resultados experimentales se suele tomar

£ * * > $ ,  £  =  í s

Finalmente, notemos que la ec. II.40/a predice una imagen en cam­
po claro que es asimétrica alrededor de x = o. Este resultado es consecuen­
cia directa de la absorción anómala.

III E L  CRISTAL IMPERFECTO

III ¿1 La matriz de difusión

La aplicación de la teoría dinámica al estudio de cristales que con­
tienen algún tipo de defecto, fallas de apilamiento, cavidades, etc. se ve 
facilitada con el uso del álgebra matricial. Antes de tratar el caso del c r is ­
tal imperfecto, expresaremos las ecuaciones de las amplitudes difractada 
y transmitida en forma matricial. Se verá entonces, que es posible relacio­
nar las amplitudes de la onda incidente sobre la superficie superior del c r is ­
tal con las amplitudes de las ondas emergentes de la superficie inferior, por 
medio de una matriz denominada matriz de difusión (scattering matrix). Es­
te formulismo resultará particularmente útil en el caso de cristales defor­
mados .

Las ecuaciones 11.29 que daban las amplitudes de las ondas transmi­
tida y difractada, a una profundidad t dentro del cristal

= ©iCoW exp 2nt y*!? + 0t C¿l) exp^ní

= Oí <̂ u> «xp Ooi y, t  + Cgu) exp 2niij.tr'

pueden expresarse en forma matricial



34

1 ~U) ~u)  \
Lo

O etp2ní^i

©1

Oí ( III -1)

donde los son complejos, puesto que estamos considerando el caso de 
un cristal absorbente. Los valores de © j pueden expresarse en términos 
de las amplitudes incidentes ^ 0») y usando las ecuaciones 11.25, las
cuales pueden expresarse én forma matricial

u)

\

Cb

Cg^
/

Gi

\ /

(III. 2)

Si la matriz cuyos elementos son y se denomina C, en­
tonces en la ecuación anterior se puede despejar la matriz correspondiente 
a los ©j , multiplicando ambos miembros por la matriz inversa C“  ̂.

'  © 1
- i

-  C
'

9j
—  V

Ó a í o )

1
que da como resultado

= 9 -

exp2niy,t o

Q l

’

-  S í* )

1

 ̂ 0 4>9ío)j 4>9(o)/

La matriz S(t) se denomina matriz de difusión, puesto que re lac io ­
na las amplitudes de la onda incidente con las amplitudes de las ondas em er­
gentes de la superficie inferior del cristal.

I I I .2 Fallas de apilamiento

La utilidad del método de la matriz de difusión se hace ver en el ca­
so de un cristal que contiene una falla de apilamiento. Consideraremos p r i­
mero el caso especial de una falla paralela a las superficies de la lámina, 
situada a una profundidad t i ,  Figura I I I .1.

Para calcular las intensidades i*«r y i ^ r  se sigue este proce­
dimiento :
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1 / 

2 /

3 /

cion

Se calculan las matrices de difusión S (t^) y S (t2 ) para las dos por­
ciones de cristal perfecto de espesores t  ̂ y t2 , respectivamente.

A continuación se calculan las amplitudes <[)0 (t i )  y (t- )̂ me­
diante las ecuaciones

= S (* i)

Con los valores de 
mediante

I
se calculan

4>0Ut) ^
-  S ( * 2)

4>9cti) i

Las operaciones anteriores pueden expresarse en forma de ecua-

4 ,1*) j
(III. 4)

y puede verse que las amplitudes emergentes del cristal, se obtienen mul­
tiplicando las matrices de difusión de los dos cristales perfectos en el o r ­
den correcto.

La matriz S (tj_) se calcula rápidamente, puesto que los elementos 
de C (1) y C _1 (1), para el cristal (1), ya fueron calculados, ec. 11.20. En-

tonces / --a n ittt , «  \exp

S lt i )  -  CCD
exp2oi

-1
CCi)
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donde

C(1) a

eos i -  P> seo i -  (*
l  X

-S*0 1  (i co«±(h 
Z ^

- i

C O )
Sao -i  P CoS - i  (i

Los elementos de C (1) fueron obtenidos tomando el origen de los 
vectores r  en un centro de simetría del cristal. Esta elección puede hacer­
se para el cristal (1). Sin embargo la parte inferior, cristal (2), está despla­
zada respecto de la parte superior en un vector R, que no es un vector de 
traslación de la red, y por lo tanto la parte inferior no cumple con la prim e­
ra condición. Hay que calcular entonces, para el cristal (2 ), los elementos 
de matriz de C (2) y C~1 (2). Esto se puede hacer fácilmente teniendo en cuen­
ta que ü

^  = 2 .K  ( k " - K ) / U _ g

El potencial cristalino debe ser el mismo en puntos equivalentes de 
los cristales (1 ) y (2 ), ya que éstos son cristales idénticos,

Vw l r )  = Vw Cr*R)

donde los índices (1 ) y (2 ) se refieren a las partes superior e inferior, re s ­
pectivamente. Desarrollando el potencial, obtenemos

exp Oni § .r  = ]F (j exp 2n¡ 3 . Ir+R)

que para -g nos da

Utó-q = Uh)_3 exp ¡.ex (III. 3)

donde
c< = irig .r

se denomina ángulo de fase de la falla. Con este valor de Ho-9 en la ecua­
ción de Cg (j) / CQ(j) se obtiene

eco =

,Ü)

Cg^exp-loi Cg^exp-lot

>u)

\
(III. 4)

donde los valores de y son los mismos que para el cristal (1),
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Los valores de tĵ Ü) y <̂90t) pueden calcularse ahora a partir de la ecuación 
(III.4) con los elementos de matriz últimos, y con $0C°) = 1 y <t^)= 0 . Las 
amplitudes de las ondas directa y difractada, resultan finalmente, omitiendo 
factores exponenciales constantes,

= |[cosnAkt -£. cos&seonAkt} +
+ 1  seo*(J (exp ío( - i )  cosn é k t  -

± seoxP> (exp íot - i )  tos ir? AW t'J exp zJÉ.
(III. 5)

< t̂b) = ^lseo^(nAkt) +1.3eo(i0-£xp-w) (eos (Jcos nAkt -iseondctj- 

.. (l-exf>-w()( tos (icos -i. seo exp ~ ¡ -

donde

Consideraremos ahora el caso general de una falla inclinada respecto de las 
superficies del cristal, Figura I I I .2

Figura I I I .2

La superficie de entrada al cristal (1) excita los puntos D-̂  y 
en las ramas (1) y (2), Figura I I I .3. Estos puntos se obtienen mediante la 
construcción mencionada en n.2. Entonces, cuatro ondas se propagan en el 
cristal hasta llegar a la falla.

Los puntos excitados en las ramas (1) y (2) del cristal (2^se obtie­
nen mediante una construcción sim ilar. Se trazan los vectores Oz , parale­
los a la normal de la falla, a partir de los puntos DiC1) y D]/2) de las ondas 
incidentes sobre la interfase, y los puntos de intersección de 0* con la su­
perficie de dispersión dan las ondas excitadas en el segundo cristal. En la 
Figura I I I .3 se puede ver que estos puntos son Dü> 0 ü) 0 U> i  pü)

y por lo tanto, ocho ondas se propagan a través del cristal (2). El paráme­
tro de desviación de la posición de Bragg es el mismo para los cuatro pun-



tos solamente en el caso simétrico de Laue, y si la falla es paralela a las 
dos superficies del cristal, es decir Q, y f)* paralelos al límite de zo­
na de Brillouin „

Parecería entonces que en el casc general de una falla inclinada, 
la interferencia entre las distintas ondas tendría que calcularse utilizando 
el valor de x o (i correspondiente a cada, onda excitada. Sin embargo, 
se puede demostrar que se puede utilizar un valor promedio del parámetro 
de desviación para describir las amplitudes y de las cuatro on­
das, siempre que la inclinación de la falla no sea maycr que unos 85°. Es­
to es equivalente a suponer que los puntos y son coinciden tes 
con los puntos y D,u) , respectivamente.

La razón por la cual esta aproximación sigue valiendo aún para fa­
llas tan inclinadas, se ilustra en la. Figura I I I .4, donde el cristal se divide
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El vector R puede descomponerse según una dirección paralela y 
una dirección perpendicular a las superficies del cristal, y si las colum­
nas son suficientemente angostas, las intensidades al pie de cada columna 
pueden calcularse suponiendo que la falla está descompuesta de la manera 
indicada en la Figura I I I .4. Cuanto más estrecha es cada columna, mayor 
es la inclinación que puede tolerarse antes que la aproximación deje de ser 
válida. El criterio para este límite es que el ancho de las columnas debe 
ser tal que las ondas que se propa^.n a lo largo de una columna dada, no 
penetren en las columnas adyacentes, pues sino interferirían ondas prove­
nientes de porciones de falla situadas a distintas profundidades. En la prác­
tica, las columnas pueden tomarse muy angostas puesto que los ángulos de 
Bragg son ^  10-2 ra d ,, y tomando una lámina de 1000 A , un cálculo muy 
sencillo da un ancho límite de 20 Á para las columnas.

Las intensidades de la imagen de una falla inclinada puede obtener­
se entonces haciendo variar el valor de t 1 en las ecuaciones (I I I .5) entre 

-1 /2  t sobre la superficie superior, y + 1 /2  t sobre la superficie in ferior.
Los perfiles de intensidad obtenidos calculando J r  y a partir de
estas ecuaciones se muestran en la Figura I I I .5. Las intensidades de las 
franjas son más débiles en los centros de las fallas, tanto para campo cla­

ro como para campo oscuro. En cristales suficientemente gruesos práctica­
mente no se observa contraste en regiones centrales de la falla, mientras 
que las franjas son muy marcadas en las zonas donde la falla intersecta las 
superficies de la lámina, y este hecho se explica en ia Figura I I I .6 .

Consideremos las regiones (a), (b) y (c ) en las cuales t' es igual 
a - 1/2 t, 0, y n  -  1/2 t respectivamente. En la zona (a) la
construcción de la figura muestra que X excita las ondas de vectores R



y . Si el cristal es muy grueso, la absorción anómala removerá la onda 
dejando solamente incidir sobre la falla a la onda k j-. Esta onda excita 

el punto D^ , y ya que el cristal (2 ) es delgado en la zona (a), las ondas da­
das por los vectores k^ y fcg pasan a través de la superficie de salida. Es­
tas ondas interfieren entre si y por lo tanto las franjas son visibles. En la 
región (b), X excita nuevamente k ^  y k| , pero solamente k j[ llega al pla­
no de la falla debido a la absorción anómala, y entonces se excitan las on­
das k j  y k ^  en el cristal 2. En esta región el cristal 2 es suficientemente 
grueso de manera que solamente la ondak-*- llega a la superficie de salida. 
No existe posibilidad de interferencia, y por lo tanto no existen franjas. En 
la región (c ), debido a que el cristal 1 es delgado, k *  y excitan las cua­
tro ondas de la Figura I I I .6 . Dos de estas ondas, k |  y k |  , son removidas 
por la absorción, y por lo tanto solamente k ^  y k |  llegan a la superficie de 
salida. El factor exp ( - icd ) en la ecuación I I I .4 muestra que existe una di­
ferencia de fase entre las dos ondas y por lo tanto, la interferencia produce 
franjas.

I I I .3 Otros defectos planos - El crisíal deformado continuamente ^ - .

El método de la matriz de difusión puede aplicarse inmediatamente al 
caso de otros defectos planos, como limites de macla, cristales superpuestos 
(diagramas de M oiré), cavidades, etc. Las intensidades obtenidas para todos 
estos casos son muy similares a las correspondientes a una falla de apilamien­
to. En el caso de una macla, por ejemplo, el cáclulo de la intensidad puede 
hacerse suponiendo un cambio brusco del parámetro de desviación de Bragg 
sobre la superficie límite .
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El mismo método puede utilizarse también para el cristal deforma­
do continuamente. El problema puede tratarse considerando primero el ca­
so de un cristal que contiene un cierto número de fallas de apilamiento su­
perpuestas , Figura I I I . 7 <

^2 

*3

Figura I I I . 7

Supongamos que n fallas cortan a la columna indicando en la figura, 
y que los espesores de las porciones de cristal perfecto comprendidas en­
tre fallas sucesivas son t^, t2 , etc. Entonces, la matriz de difusión para 
esta columna es

SCO x 5 l t n ) . . , , . 5 ( * z ) 5 U i )

y las amplitudes sobre la superficie inferior de la lámina pueden calcular­
se mediante la ec. I I I .4.

Si el número n de porciones de cristal perfecto es suficientemente 
grande, el problema anterior se aproxima al del cristal deformado conti­
nuamente. Entonces , por ejemplo, el cálculo de las intensidades de la ima­
gen de un cristal que contiene una dislocación D, Figura I I I . 8 paralela a 
las superficies de la lámina en un cierto punto ( o , z¡> ), puede hacerse 
mediante la aproximación de la matriz de difusión. El cristal se divide en 
columnas, y las amplitudes sobre la superficie de salida del haz se calculan 
a partir de las matrices de difusión en la base de cada columna.

y

Figura I I I , 8
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La matriz S (t) para ur.a columna dada se obtiene dividiendo el c r is -  
tal en pequeñas porciones de espesor dt. Se supone que cada, una de estas 
láminas es un cristal perfecto, y el ángulo de fase o( -  2 r?§* Rfc) para cada 
interfase se obtiene considerando que la lámina situada a una profundidad z 
está desplazada en R (z ), el desplazamiento en (y, z ) producido por la dis­
locación situada en ( 0 ,Z e ). Las amplitudes pueden calcularse numérica­
mente , y entonces el problema de la difracción en un cristal con defectos 
está, al menos en principio, resuelto.

IV TEORIA DE VARIOS HACES

IV .1 El cristal perfecto .

Aunque lá'aproximación de dos haces provee una descripción cuali­
tativa bastante buena sobre el contraste de distintos defectos cristalinos, 
ciertos detalles de las imágenes solo pueden explicarse considerando la 
existencia de más de dos haces dentro del cristal. Los efectos de varios 
haces se hacen más importantes a medida que aumenta la tensión de acele­
ración de los electrones. Por ejemplo, para explicar los contornos de ex­
tinción que aparecen en un cristal deformado, observado a 700 kV, es ne­
cesario utilizar en el cálculo por lo menos 50 haces difractados.

La razón de ésto la veremos a continuación. Consideremos las r e ­
flexiones sistemáticas de tipo n g, donde n = 3, -2, . . .  2,3, correspondien­
tes a la columna de nodos recfprocos -36, -2G,.. 26, 36. La distribución de 
intensidades en función de x = ya ha sido calculada, ver Figura 11.10.
Esta distribución puede graficarse también a lo largo del vector s en el es ­
pacio recíproco, Figura IV . 1.

Para una orientación dada del cristal, la intensidad de cada haz di­
fractado estará dada por la intensidad correspondiente al punto de intersec­
ción de la esfera de Ewald con"s. El ancho del pico de intensidades para 
s -  o es generalmente del orden de ~  2/ . Entonces si la esfera de
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Ewald está situada a una distancia menor que 2/ ^09 dei nodo recíproco nG, 
los efectos de varios haces se harán importantes .Para energías bajas de los 
electrones, la esfera de Ewald tiene un radio relativamente pequeño, y enton­
ces es posible excitar solamente un haz difractado fuerte. Cuando la energía 
de los electrones es grande, la esfera de Ewald tiene un radio mayor, y enton­
ces podrán excitarse simultáneamente varias reflexiones de alto orden.

Para un potencial de aceleración fijo , la importancia de los efectos 
de varios haces está determinada por los valores de g y Ug. Consideremos 
el caso de un cristal orientado de tal manera que la esfera de Ewald es equi­
distante de las reflexiones g y -g, o sea que S .3 =S^, Figura IV .2. Las re flex io- 
nes g y -g están excitadas igualmente, y si x<  1 , ambos haces tendrán que 
considerarse para describir el contraste de la imagen.

Figura IV .2

De la geometría de la Figura IV .2 se puede ver fácilmente que

S  =  -  3  Q ft -  - _ i l  X = S $ g =
2.K 2, Ug

para ambas reflexiones. Los valores de 9*/2Ug para las reflexiones (111) 
del A l y del Au para un potencial de 100 kV son 1,89 y 0,5 respectivamente. 
Por lo tanto, la aproximación de dos haces es válida para el A l pero no para 
Au, para esta tensión de aceleración.

Consideraremos ahora la formulación matemática de la teoría de va­
rios haces. Prim ero hay que tener en cuenta que en el caso de n haces, la 
superficie de dispersión tiene n ram as, ya que las amplitudes Cg tienen que 
satisfacer las n ecuaciones 11.33. Generalmente es imposible seguir esta 
teoría por medios analíticos, y por lo tanto los cálculos se realizan en fo r­
ma numérica. Para ayudar este cálculo conviene usar la notación matricial. 
A partir de la superficie de dispersión tenemos

K 1 -  k ¡  SS. -  Z  K j  COS

KZ- 0 > 9 ) Z *  0 3 - 8 i )  cos©59
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donde ahora se ha puesto en forma explícita el subíndice g, ya que s y ©6 
dependen de la reflexión g, y existe un número n de las mismas. Usando es ­
tas aproximaciones, las ecuaciones 11.33 pueden escribirse en forma matri- 
cial

a  [ c j 3]  = °

donde { < £ * ]  es una matriz columna de elementos 
y A es una matriz de elementos diagonales.

(IV .1)

, y ü)=k¿ -K z

y elementos no diagonales 

^9b =

Para fijar ideas escribiremos las matrices que aparecen en esta e- 
cuación para un caso particular. Para las reflexiones sistemáticas, -g, 0, 
g, 2 g, la ecuación IV. 1 es

t _ 
U o

* i )

Sg +  - i —

i(t* X)
i d ,  * t )

r

í f e *  1 3 i) < v

>
a  j

3

S , 3 t í f t  i

J
i C 1*

\  " i

'--fl

L*3
/

que puede simplicarse más aún para un cristal centrosimétrico pues ^  = £_i>3 
Los valores de se calculan usando la condición diterminantal fft|=0 
para las soluciones no triviales de CgJ , tal como fue hecho en el caso de 
dos haces, e igualmente se necesita un criterio de normalización puesto que 
a partir de la ecuación IV .1 solamente se obtienen los cocientes Cg / Cd*
En el caso de n haces este criterio se determina inmediatamente teniendo en 
cuenta que la ec. IV .1 es una ecuación de autovalores sim ilar a la ecuación 
de Schródinger

H M  = E [4>1

y entonces los elementos de l e í }  cumplen las relaciones de ortonormaliza- 
ción de las funciones l|) . Estas relaciones son

1 ‘  C3J = SijZ  c3í
9 ( IV .2)

Sgb
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La ecuación IV .2 (a) es la relación de normalización de la aproxima­
ción de dos haces, sección I I .3. Para escribir las relaciones anteriores en 
forma matricial, definiremos una matriz C cuyas columnas son los elemen­
tos de los vectores columna de las ecuaciones IV. 1, o sea

c  -

. t1> u>
Co"' Co Co'

La matriz traspuesta de C es

c =

r  w'■'9 C f

/"» 10 

» 
t

c hw

1
1

til
'-h

1
1

t

es

1 1

CoU) r \  U)
c 3

r *  L\ )  

'-h

Coü) c s“ >

Coli) C j» ) ( V »

y entonces la forma matricial de IV .2 es

« * t

» * * (IV . 3)

7

-f
C C  = I

(IV .4)

donde I es la matriz unitaria. Las ecuaciones IV .1 y IV .4 pueden reso lver­
se por métodos convencionales del cálculo matricial, y obtener asi las am­
plitudes Cg . Para calcular las intensidades de las imágenes es necesario 
conocer también los coeficientes de excitación ©•* de las ondas de Bloch. 
Estos, al igual que en el caso de dos haces, queden determinadas por las 
condiciones de contorno. Para el cristal perfecto, la amplitud < t> » de 
la onda incidente es igual a uno, y l&s amplitudes ^ (o ) ( <̂h(o) , etc. de las 
ondas difractadas son iguales a cero'.

En un cristal imperfecto, sin embargo, las condiciones en los bor­
des deben plantearse también en el interior del cristal. Entonces, conside­
raremos el caso general donde tienen valores distintos de cero. 
Las condiciones de contorno, igual que en la aproximación de dos haces, 
conducen a las ecuaciones

que en forma matricial se expresan

C  © -
( IV .5)
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donde C está definida en (IV .3), § es un vector columna de elementos 
e f* , 0U> , etc. y $ es un vector columna de elementos &(z) , <|>g<z), 
etc. Multiplicando ( IV .5) por C "1, obtendremos © C $ , y según las 
relaciones de orfcogonalidad CC = I, que pueden escribirse C = C“ I , obte­
nemos

e = c § (IV-6)

Es interesante considerar esta ecuación cuando el límite es la superficie 
superior del crista l. La ecuación IV . 6 se expresa entonces

1 ew 1 C jtv) C h0) . - '
/ M

ett) Co^ q p  . . 0

0Ü) <sg°> c Ku) . • 
 ̂ %

0
ti

\ • i . « • /i \ 1

y da como resultado 
de dos haces.

eü’ = Co11’ , tal como se había obtenido en el caso

Las amplitudes 4>9tk) en la superficie inferior del cristal pueden 
calcularse modificando la ecuación deducida oportunamente para el caso de 
dos haceá, ec.. H.29. Esta ecuación, para el caso de n haces excitados es

exp 2m t
j-

que puede escribirse en forma matricial

(IV .6 )

donde E es una matriz de elementos diagonales

©xp a o iy H

y elementos no diagonales nulos. La relación anterior puede expresarse en 
términos de la matriz de difusión S (t), teniendo en cuenta que & -  C

= § tk ) f t ó  ( IV .7)

donde S (t) = C E C“- . En la Figura IV .2 se muestran los perfiles de inten­
sidad de las franjas de igual espesor, obtenidas por cálculo numérico de la 
ecuación IV .7.

Los parámetros usados en el cálculo corresponden aproximadamen­
te a los dei cobre, para un potencial de aceleración de 7 00 kV. Comparando
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con los perfiles correspondientes al caso de dos haces, Figura I I . 9, se pue­
de tener una idea de la importancia del efecto de varios haces para tensiones 
altas de aceleración.

Figura IV. 2

IV. 2 El cristal imperfecto .

Para aplicar la teoría de varios haces al caso de un cristal im perfec­
to, lo único necesario es conocer la matriz de difusión S (z ) para una lámina 
de cristal de espesor z desplazada en í?. La matriz S (z ) se calcula rápida­
mente definiendo una matriz W de la forma

1 O O  * • x

W -

O expicíj 0 

0 O expiok

donde o í j :  1  .E n  la porción de cristal desplazada, las matrices 
C y C~1 que aparecen en S (z) para el cristal no desplazado, se convierten 
en W -l C y C-1 W, respectivamente. Entonces, la matriz de difusión para 
la parte desplazada es

S (2) = W _1 C E C " 1 W

Con este resultado es posible calcular las amplitudes en la
superficie de salida de un cristal imperfecto cuando en el mismo se exci­
ta un número arbitrario de haces .


