C.N.E.A. Biblioteca

ARCHIVO PUBLICACIONES

R

04411

PMM/A-77

COMISION NACIONAL DE ENERGIA ATOMICA
DEPENDIENTE DE LA PRESIDENCIA DE LA NACION

SEPTIMO CURSO PANAMERICANO DE METALURGIA

Dentro del Programa Multinacional de Metalurgia
(Programa Regional de Desarrollo Cientifico y Tecnolégico ~ OEA)

TEORIA DINAMICA DE LA DIFRACCION DE ELECTRONES

Dr. M. Ipohorski

Departamento de Metalurgia
Buenos Aires - Argentina
1971



PMM/A-77

COMISION NACIONAL DE ENERGIA ATOMICA
DEPENDIENTE DE LA PRESIDENCIA DE LA NACION

SEPTIMO CURSO PANAMERICANO DE METALURGIA

Dentro del Programa Multinacional de Metalurgia
(Programa Regional de Desarrollo Cientifico y Tecnolégico - OEA)

TEORIA DINAMICA DE LA DIFRACCION DE ELECTRONES

Dr. M. Ipohorski

Departamento de Metalurgia
Buenos Aires - Argentina
1971



I LIMITES DE VALIDEZ DE LA TEORIA CINEMATICA

1I DESARROLLO DE LA TEORIA DINAMICA, EL CRISTAL PERFECTO
Im.1. Soluciones de la ecuacién de Schroedinger en un potencial pe-
) riédico.
IL.2. Construccién de la superficie de dispersién
II.3. Calculo de las intensidades del haz transmitido y el haz di-
' fractado.
1.4, Absorcién normal y absorcién andémala,

I EL CRISTAL IMPERFECTO

II.1, La matriz de difusién.
I1.2. Fallas de apilamiento. .
II1.3. Otros defectos planos . El cristal deformado continuamente.

v TEORIA DE VARIOS HACES

Iv.1. El cristal perfecto .

1v.2, El cristal imperfecto.
BIBLIOGRAFIA
E]l presente apunte se ha basado fundamentalmente en:

.
"Electron microscopy of thin crystals'

P.B. HIRSCH, A HOWIE, R.B. NICHOLSON, D.W . PASHLEY,
M.J. WHELAN, Butterworths (London) 1965.

y en la publicacién

"The dynamical theory of electron diffraction’
A.J.F. METHERELL, Cambridge, 1968

que formard parte de un libro a aparecer proéximamente .
Un desarrollo detallado de la teoria dindmica puede verse también en -

"Fundamentals of transmission electron microscopy'
R.D. HEIDENREICH, Wiley, New York, 1964.

El lector interesado en los detalles del cdlculo de intensidades de distintos
defectos cristalinos, puede consultar las referencias de los trabajos origina-
les citados en el libro de Hirsch y colaboradores.



Imagen de una l4mina delgada de cobre, de espesor variable,

ligeramente deformada, orientada cerca de la posici6én de Bragg
(111),

A: Franjas de igual inclinacién

B: Franjas de igual espesor. Nétese que por efectos de absorcién,
gsolamente son visibles unas 8 o 9 franjas - Foto: A.A.Pochettino,



IT.A4. Construccién de la superficieA de dispersion.
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I. LIMITES DE VALIDEZ DE LA TEORIA CINEMATICA

La teoria cinematica de ia difraccién de electrones permite descri-
bir las caracteristicas principales del contraste presentado por una gran
variedad de defectos cristalinos. Pero, rigurosamente hablando, es:vilida
solamente si la amplitud (I) de la onda difractada es pequeia frente a la
amplitud 4) o de la onda transmitida. De esta manera, para un cristal im-
perfecto-de espesor t, en el cual los desplazamientos atémicos a una profun-
didad z estian dados por R (z), la amplitud difractada §g estaba dada por

t - C A
iR -anisz
d, = S e I e T an

%]

donde s es el pardmetro de desviacién de la posicién de Bragg. Esta expre-
sién fué obtenida sumando las amplitudes de las ondas difundidas por cada
uno de los 4tomos de una columna, teniendo en cuenta !as diferencias de fa-
se correspondientes. Sin embargo, si la amplitud difractada @ llega a ser
suficientemente grande, hay que considerar la posibilidad de que la onda di-
fractada pueda a su vez ser difundida por los dtomos del cristal. Las predic-
ciones de la teoria cinemitica dejan de ser vilidas, entonces, para pequefios
valores de s, es decir cuando nos acercamos a la posicién de Bragg. Esto
puede verse ficilmente en la expresién de ia intensidad difractada para un
cristal perfecto sobre el cual incide un haz de intensidad unitaria,

| I" - " setnis
3 égz (J?S)"

Para s = o, esta expresién se reduce a

\@ l.z ( n.t.)2
S éﬂ
lo que significaria que para un cristal de espesor

t > B
. w
la intensidad difractada es mayor que la intensidad del haz incidente.

Como los cristales normalmente utilizados en microscopia electr6-
nica tienen espesores del orden de 10 $ g, es inmediato que las prediccio-
nes de la teoria cinemética no son vélidas para orientaciones préximas a
la de Bragg, y que es necesario desarrollar una teoria que tenga en cuenta
las posibilidades de difraccién mdltiple y la interaccién dindmica de la on-
da incidente con la difractada. Esta es la llamada teorfa dinimica de la di-
fracecién,

Como el fenémeno de difraccién electrénica depende de la naturale -
za ondulatoria de los electrones, es evidente que la teoria a desarrollar de-



be basarse en los principios de la mecanica onduiatoria.

I1. DESARROLLO DE LA TEORIA DINAMICA. EL CRISTAL PERFEC-
TO.

I.1. Soluciones de ia ecuacién de Schroedinger en un potencial periddico

Consideremos el preclema de la propagacién de un electrén de alta
energia en un potencial periddico. Le solucién del mismo consiste en encon-
trar las funciones de onda ¥ (¥) del electrén, que son soluciones de la e-
cuacién de Schroedinger

Vlﬂ)(F} + 8n*me {E +VL?")' pF) = 0 (i1.1)
h* ¢ 5
2

La energla total del electrén es eE,’erndo entonces E el potencial
a través del cual fué acelerado (tensidn detpedleracién del microscopio).
Si el electrén se mueve en el vacio, es V (S \""’ég y si se desplaza en un
cristal, V (F) es el potencial cristalinc. Poxf el momento, la Gnica restric-
cién que impondremos a las soluciones de ld.ectiacién de Schroedinger es
que la energia del electrén sea constante, es decir que la energia total del
electrén dentro del cristal sea igual a eE. Por supuesto después habra que
considerar otras restricciones, como que el cristal tiene superficies libres,
pero por ahora no tomaremos en cuenta esta posibilidad, y trataremos el
problema de la propagacién de un electrén de energla total eE en un cristal
infinito,

Un cristal consiste en la repeticién de un motivo tridimensional de

dtomos. Por lo tanto el potenciai cristalino tiene que ser periédico, y desa-
rrollable en una serie de Fourier del tipo

V(F) = Z V’cj exp QﬂtgoF {I1.2)
3

donde la suma se extiende sokre todos los vectores g de la red reciproca y
las cantidades Vg son lns coeficientes de Fourier del potencial cristalino.
Si ponemos

Y (I1.3)

esta nueva notacién simplificard el desarroilo algebraico méis adelante. El
potencial V ( ) debera cumplir los siguientes requisitos -



- V((F) =V (T +2a)
donde @ es un vector traslacién de la celda primitiva., Es evidente que
V (T) deberi tener la misma periodicidad de la red.

- V (F) = V*(¥)
el asterisco significa '"complejo conjugado', p. ej. (a +ib )*=(a -ib).
Légicamente esta condicién implica que el potencial debe ser real.

- Si ademads el cristal tiene un centro de simetria en el origen, también
se cumple que

V(F) =V (-T)
Si el potencial satisface estas condiciones, entonces

U,=U0_,=U* (I1.4)

Volvamos ahora a nuestro problema, es decir, encontrar las solucio-
nes ‘P (¥) de la ecuacién (II.1). Ya sabemos que siempre que una particula
se mueve en un medio cristalino, existe la posibilidad de que ocurra el fen6-
meno de difraccién. Por lo tanto la solucién mas general deberi consistir en
una onda directa méis una serie de ondas difractadas. Sabemos también que
la relacién entre el vector de onda k de la onda incidente, y 1?", el correspon-
diente a una onda difractada, estd dada por la ecuacion de Laue

x4
W
A
kg
()
10

Entonces, la funcién de onda de un electrén dentro del cristal podra
expresarse como una onda de Bloch, es decir una suma del tipo

YE) = D Cq exp i (kKrg)er {a1.5)
9

Para g = o obtenemos
> .
C, exp mik.r

que es la onda directa de vector de onda k y amplitud Co. Sies g # o se ob-
tiene una de las ondas difractadas de amplitud Cg y vector de onda k + g. La
ecuacidn {II,5) es por lo tanto la solucién mds general de la ecuacién de
Schroedinger. Reemplazando II.5 y I1.2 en la ecuacién II.1 se obtiene
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Volviendo a llamar-é ='_[:-;

@ ¥ @ + %Zh, Uth,.h exp.’bﬂé (E{—§)=F = £

Finalmente

_§ QS\E@P’ exp 204 (l?+§),.~l= + __’3_., o] %’L9 exp%\.(kfg) o +

+ § UoCy exp 20t (K+3)F + %(% cg__,,) expni (B4G)F = O
: 0
Para que esta Gltima suma de exponenciales sea igual a cero, deben
ser iguales a cero todos los coeficientes . Esta condicién nos conduce a un
sistema de ecuaciones que deben satisfacer las amplitudes Cgs

-Csli'*‘é‘z + ?-"n—-;g ECS + UQCS + Z Uh cﬁ‘h = O
h* hto

Llamando A ’
K - ’),m:lE + U,
{K' -(F+§)z} Cqg + 2.UyCqyp =0 (11.6)

h$o



donde la Gltima suma se extiende sokre todos los valores de g excepto g=c .,
K es el vector de onda del electré6n en el cristal corregido por el efecto de
refraccién por el potencial medio V, del cristal. Esto puede verse facilmen-
te si se tiene en cuenta que la funcién de onda del electrdn en el vacfo es una
onda plana de la forma

p= (11.7)

&<}

H)(F) = exp 2o

donde X es el vector de onda en el vacio. Si reemplazamos esta Gltima ex-
presibén en la ecuacién (II.1) se obtiene

L =, [2meE

y por lo tanto

Volvamos entonces a las ecuaciones 11.6. En general no es posible
resolverlas por medios analiticos. Pero si se supone que solamente el haz
transmitido y uno solo difractado son excitados, entonces el problema se sim-
plifica. En la aproximacién de dos haces, solamente las amplitudes Cq y Cg
correspondientes al haz transmitido y al difractado, respectivamente, tie-
nen valores distintos de cero. Las ecuaciones lI.6 se reducen entonces a

pare G {K” "kz} Cu + Uws CS =0
(IL.8)
T [ =YL
para Cg {K ‘(k'*ﬂ)} Cq + Us C. =0
Estas ecuaciones tienen por supuesto la solucién trivial COJCg'—'O.

La condicién para que existan soluciones notriviales es que el determinan -
te formado por los coeficientes de Cq y Cg sea igual a cero

K-k U-g
T = O
Ug KL“‘ (Eia)
(k=) (K> @) - Gyug = O ’
K-k ~\kig Ug Ug Ecuacién de dispersién

(I1.9)



Esta ditima ecuaci6n es fundamenta! en la teoria dinidmica. Se llama
ecuacion de dispersién pues relacicna, per un lado, todos los vectores de on-
da & que pueden ser excitades en el cristal, con los valores de la en_grgfa total
eE del electrén. Por otro ladc ncs da todos los valores posibles de k, cuyo
conocimiento es esencial para poder determinar el grado de interferencia en-
tre las distintas ondas cristalinas. La ecuacién I1.9 puede simplificarse mis
aln, teniendo en cuenta que los valores tipicos de los coeficientes de Fourier
Vg del potencial cristalino son del orden de ics 10 volts, mientras que los po-
tenciales aceleradores E de! haz son del orden de 102 volts . Si escribimos
la ecuacién I1.9 en la forma

(57962 -

K* K
Vg=10 volt  E= 105 yolt Vg = Zme 40 wlf
T

K= 2Zme 105yt 4 2me {9 wit K* = (2199.) 10" voht?

he ht b

entonces 2 2
USU'S = 10 VD” Ame " 1 _ ioe
Kq 10" yoht® R (z;_m_e)z
hl

Siendo esta dltima cantidad muy pequefia, entonces,

£, @3
K* Kt

deben ser muy préximos a la unidad. Entonces la ecuacién II.9 puede escri-

birse .. L
(.k. ] )(& +1>( |K+3] _i>(lk+g; . 1) _ Uyl
K K K X K4

(k-K)(iu) ( Eté_}i(;ﬁ) (1+41) = %E%s

(I1.10)
Esta es la ecuacién de dispersidn para electrones de alta energia en

un cristal.

II.2 Construccién de la superficie de dispersién

La ecuacién de dispersion tiene una interpretacién geométrica muy
Gtil. Trataremos primero el caso sencillo de un electrén en el vacio. En es-



te caso la funcién de onda, como ya lo hemos dicho, esta dada por la ecua-
cién I1.7, y los posibles valores del médulo de X son

A = 2me E
= ==

ht
Esta es la ecuacion de dispersién para un electrén en el vacio, Como E es
fijo, entonces los valores de X, también son fijos. Pero no hay restriccién
en cuanto a la direccién y sentido de ¥ . Entonces si se dibujan todos los
vectores X posibles con sus origenes en un punto comfin, los extremos de
los mismos describirdan una esfera, Figura II.1 (a).

Loz 28 Lomad 28 BrRuloiw

(b)

Figura II.1

Esta esfera_gs una}_superficie de energia total constante, representada en
el espacio X (o k) llamada superficie de dispersién.

Consideremos ahora la ecuacién I1.10 para el caso particular de
Ug = 0. Fisicamente esta situacién corresponde al caso de una reflexién de
Bragg que se hace cada vez mis débil, o sea el caso cinematico. La misma
ecuacion 11,10 nos da

[Kl= K Y ":+§|=K

Una construccion similar en ciertos aspectos a la esfera de Ewald se pue-
de hacer entonces en el espacio reciproco (o el espacio k, pues ambos tie-
nen iguales dimensiones de longitud reciproca). Si todos los vectores posi-
bles K y K+ E se dibujan en este espacio con sus extremos en el origen 0y
en el punto G respectivamente, Figura II.1 (b), se obtienen dos esferas de
radio K que se cortan segln una circunferencia. Estas son las superficies
de energia constante, es decir la superficie de dispersidén, en el caso cine-
matico. También en la Figura 1 (b) se puede ver que los puntos de la inter-
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seccmn de las dos esferas estidn sobre un plano que es bisector del vector
g Este plano se denomina limite de zona de Brillouin. Si un par de vecto-
res k y K+ g tienen sus extremos sobre esta interseccién entonces se satis-
face exactamente la ley de Bragg, pues

- t .y

kt=k+g

Estos dos ejemplos considerados son muy simples, y facilitan la in-
terpretacidon de la ecuacién 11,10 que haremos a continuacién.

Desarrollando la ecuacién 11,9

IR - [BEP R SR K-y = 0
(RGP kT kg -0 =0

se obtiene una ecuacid cuadratica en Kz, cuyas soluciones son

K" = % { k".q—h?%'z} + { _a_ (kz "‘“Z"glz“' k1“2+§‘z+ Uzs}*l/z
"
R R YL Y R

;(k‘+\5+9|) { (k*- (E«»g)") LU:,]%'

W

1

Pero como

K* = 2meE . U, Uo y E son Fijos

entonces K2 debe tener un solo valor y no dos. Esta condicion se puede satis-
facer si k puede tomar a su vez dos valores. O sea que en vez de una Unica
superficie de energia constante, la superficie de dispersién correspondiente
a la ecuacién I1.10 consta en realidad de dos superficies. Pero hay que des-
tacar que estas dos superficies corresponden a un mismo valor de energia
total, y entonces para evitar confusiones, a cada una de ellas la denomina-
remos en lo sucesivo ramas de la superficie de dispersién. Cada rama da

los vectores de onda de las distintas ondas que pueden existir en el cristal.
Por lo tanto existen dos soluciones independientes para las funciones de on-
da § (F), que son

(b1 F) = C:) exp Ant Ei'F 4+ Cg) exPin,(-k‘,fg)lF
(I1.13)

P (M) = CF exp aiky?  + CP exp i (kn+3) T

donde los sufijos 1 y 2 caracterizan las ondas correspondientes a las dos
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ramas. Estas soluciones son degeneradas, y corresponden a dos estados
diferentes de energia cinética del elsctrén, pero de igual energia total. La
razén fisica de la existencia de esias dos scluciones seri considerada més
adelante. La solucién més genereal de la ecuazidr de Schroedinger seri en-
tonces una combinacién lineal de

@ 1 hP

Este punto seri tratado con mayer detalle cuando consideremos las super-
ficies libres del cristal.

Entonces, de acuerdc a la scvacion I1.9 la superficie de dispersién
consta de dos ramas. La 2cuaczién 11,10 muestra que la forma de estas dos
ramas en las vecindades del 1imite de zcna de Briilouin es hiperbélica, Pa-
ra demostrarlo tomaremos un sisizma de ccordenadas en el espacio recipro-
co, de la manera siguiente. Hemos visto que cuando Ug = 0 la superficie de
dispersidén consta de dos esfaras que se cortan

k* &)

(K-+131%) + L (- \E+§I’f) =

I

2
|
Ug=0 — K-.i

[E@ | ¢ )

Pero si U, # 0 la ecuaci6n 11,12 muestra que una de las ramas de la super-
ficie de dispersién debe quedar por debajo de la interseccidn de las dos es-
feras, y la otra por arriba. La rarma irf2rior la denominaremos rama (1),
correspondiente a los pcsibies vactiores El, y le rame que estd arriba de la
interseccién la llamaremos ea lo sucesivc rama (2), corraspondiente a los
vectores Ez .

Ahora bien, habfamos visto ya2 al considerar la teoria cinemética
que los valores de K eran mucho mayores que los de los vactores recipro-
- .z -~
cos g, y la relacién era, para electrones de 100 kV,

Exﬁ-og

por lo tanto, cerca del limite de zona de Brillouin, las dos esferas pueden
considerarse como planos, Figura II.2 (b). b=
!

Al

Lire 26 ZovA p&’ 01 = £0¢
BRULKGH $) 02 - 5[)2
- Figurs 1.2
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Eligiendo el sistema de coordenadas zy como el indicado en la figura,
y considerando dos puntos Dj y Dy de coordenadas ( z1, y) (zg, y) de tal ma-
nera que los valores de y sean los mismos, y ademais

2
entonces k-K = 2, cosBp +y sen ('93)
= Z; wsOg -y sen O
y también

iE+§l--K = Zy cos By + Y senBp

Entonces la ecuacién de dispersién I1.10 puede escribirse de la for-

, (2
ma (z_; cos B -y sen 93){21 s Op +y senBp) = Y

K
b o Us
(ZJ‘ -y 1:(]93)(2j ry g 93) = m‘ea

donde j=1,2y ©Opg es el dangulo de Bragg El segundo miembro de esta
Gltima ecuacién es constante. Llamando

g’:g - K cos 88
queda finalmente Us
2 2 i0g) = A (AN
(2> -y* 15" 08) m <$3) (11.14)

que es la ecuacién de una hipérbola. O sea que en las cercanias del limite
de zona de Brillouin, la superficie de dispersi6n es hiperbdlica, y la sepa-
racibén entre las dos ramas en el Iimite de zona

y =0 z2= = 4 4
2
]
es por lo tanto 1/ $3 . Para valores relativamente grandes de y, las dos

ramas-de la hipérbola son asintéticas a la esfera de radio K, lo que signifi-
ca que se tiende al caso cinemitice. Por supuesto la forma de las dos ra-
mas se aleja de la hipérbola geométrica para valores grandes de y, puesto
que las superficies de las dos esferas dejan de cumplir la aproximacioén de
dos planos. También, la forma de la superficie de dispersién debe volver a
ser hiperbdlica en los limites de zona de Brillouin adyacentes al primer li-
mite considerado en nuestro cdlculo. Por lo tanto un corte de la superficie
de dispersion debera tener la forma de la Figura II.3.

Se puede obtener una visién tridimensional de toda la superficie, i-
maginando que la Figura II.3 rota alrededor del eje - GOG ~

Hasta ahora hemos considerado solamente los posibles vectores de
onda que pueden ser excitados en un cristal, y ya que la superficie de dis-
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Figura I1.3

pers1on consiste en un nimero infinito de puntos, deben existir infinitos vec-
tores k M4s adelante demostraremos que las condiciones de contorno son
las que determinan las ondas que realmente se excitan en el cristal, y vere-
mos como una construccién sencilla puede dar estas ondas para una orienta-
ci6én dada del cristal. Esta construccion es la siguiente. A través del punto
C, Figura II.4, del vector de onda X del vacio, se traza un vector n para-
lelo ala normal a la superficie superior del crlstal. Los puntos Dy y Dg so-
bre las dos ramas de la superficie de dispersién intersectadas por i, corres-
ponden a las ondas excitadas. En el caso simétrico de Laue, o sea planos di-
fractantes perpendiculares a la superficie del cristal, n es paralelo al li-
mite de zona de Brillouin. En el caso general i estari inclinado respecto del
limite de zona.

o3 Calculo de las intensidades del haz transmitido y del haz difractado

El propésito fundamental de la teoria dindmica es calcular las inten-
sidades del haz directo y los haces difractados. En la aproximacién de dos
haces la solucién mis general de la ecuacién de Schroedinger es vna combi-
nacién lineal de las funciones de onda degeneradas th (‘r') y <b, (F), ec.
I1.13. La funcién de onda total § () estard dada entonces por

PG = 64 ¢.(F) + 62 ¢1(,F)

G = W vl =\~
=3 e{co exp2ni ki.F + Cg eXPQ"‘(ki*S)'r} (II.15)

j=\1

donde 61 y ©2 son constantes arbitrarias. Para calcular las intensi-
dades del haz transmitido y del haz difractado es necesario conocer los va-
lores de las amplitudes

gcd , &

Cuando se planteen las condiciones de contorno en las superficies del



cristal, se verd que las constantes 0, y B2 tienen un s1gmﬁcado fisico muy
preciso. Comenzaremos calcuizndo lcs valores de C y Cg“’

L . G) Q)

os valores absoiutos de Cg no pueden calcularse a par-

tir de las ecuaciones Ii.8, ya que éstas conbtltuyen un sistema de ecuaciones

lineales homogéneas. Pero les cocientes CS /C pueden obtenerse a par-

tir de I1.8

! 2
(K*-k)co +UgCq =0 . !5,.;_5)5;_
-9
2 - .\l
Ug Co +(K —(k+3))(:3=0 ¢ Us
. = 4c.=N 2
Ademdas como el determinante debia ser nulo Co 0“3) -K

(k2-Kk*)((k+g)-K*) = UgUsg

K1
Kl

y como

entonces

e (k+k)k-K)  2ax(k-K)
C':) U_g ~ U«s

(I1.16)

La diferencia k; ~ K puede expresarse en funcién de la geometria de
la suge rficie de dispersién, y de la construccién de la esfera de Ewald. En
regiones cercanas al !imite de zona de Brillouin, si z es la coordenada pa-
ralela a este limite

-K ‘X—(kzj —Kz)wsea = ¥ cos 8

donde ¥&; es la diferencia entre la componente z de los vectores de cnda
kj y K, vy Bg es el dngulo de Bragg. La ecuacion 11,16 se puede expresar
entonces

c{,‘” 2 K¥ cosés

COU) U‘S
La dnica variable en esta ecuacién es & que es funcion de la coor-
denada y. Esto sugmflca que las ampiitudes CY¥ y Cs“ son funciones de los
vectores de onda kJ Cuandoy=o0, & ¥ 2{-,, son iguales, pero opuestos
en signo, y el crlstal esta or1entado en la posicidén exacta de Bragg, o sea que
la ecuacién de Laue k' =Kk + g se satisface exactamente. La coordenada y es
por lo tanto una medida de la desviacion de la posicién exacta de Bragg.

Las diferencias ¥; pueden expresarse en términos del pardmetro
de desviacién y, segin la geometria de la Figura II.2 (h)

= yTlybe +2;

y despejando z; de la ecuacién I1.14



Pero como
Z = & - ‘/*'g 1)
llegamos finalmente a la ecuacién cuadritica en E’j
2 ;" . ‘l( -'-L)L = O
b’j -2 Tg@b 5o (@)_._9
cuyas soluciones son

o= ) fg By 2 \/;qul Op + '%’ (-%,;)1
R LR AOTTORNCEN

el signo (-) corresponde a la rama (1), el signo (+) a la rama (2), y 1/%
es la separacién de las ramas para y = o,

La coordenada y no es la Gnica medida de la desviacién de la posi-
cién de Bragg. Esta desviacién también puede medirse por el dngulo AO |
Figura II.4, y por el vector S, trazado paralelamente al limite de zona de
Brillouin desde G hasta la esfera de Ewald. Las relaciones entrey, A8 ¥y
S pueden obtenerse a partir de la geometrfa de la Figura II.4. -

: ) -1
13 00 = —g— y (an08) = K 4gL8
-4
-1 AD = ( ¥ )
*EAG-‘:%LMQG) +3 K cos Oa
como
3: 2K %enNBa __Z_ 1 - S S=x= Q,y +g ©a
K ¢os0e 2 K senbe

Teniendo en cuenta este Gltimo resultado

XJ = kZJ -Kz = % * g‘— g% 4-(1/é9)2 = % (S 2 \/51‘ "'L1/§5)z )

Llamando

& - 4 N s
X= S ¥i= Sz (N & \iext
% ‘ 2.,-3( Vi (11 17)
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Este pardmetro x, que se introduce porque simplifica cdlculos pes-
teriores, no tiene dimensiones pues ég y 1/s tienen dimensiones de longi -
tud. Ademéis como

é . Kcoz 08 Ug= U.g
9 Vg

el cociente de las amplitudes de onda puede escribirse

w

Cq j
B - x () \J1ax? (11.18)

e

donde j = 1,2 segin la rama de que se trate. Como X es el pardmetro de
desviacién de la posicién de Bragg, este Gltimo resultado muestra que la
razén de las amplitudes de onda depende solamente de la orientacion del
cristal respecto del haz incidente.

Los valores absolutos de Coj y ng son arbitrarios puesto que apa-
recen en un sistema de ecuaciones lineales homogéneas. Para fijar de algu-
na manera sus valores absolutos hay que adoptar un criterio de normaliza-
cién. Veamos cual es el procedimiento de normalizacién mas adecuado.

Brr la aproximacién de dos haces existen dos soluciones independien-
tes @4 (®)y &, (F), ec. I1.13, de la ecuacién de Schroedinger. Ambas
soluciones son degeneradas y la funcién de onda total estd dada por la combi-
nacién lineal de las mismas, ec. 11,15, Es posible dar un significado ifsico
a los multiplicadores 64 y ©, delaec. II.15 en funcién de la construccién
de la superficie de dispersién, si las intensidades de los campos de onda co-
rrespondientes a las ramas superior e inferior son normalizadas z ia unidad.
Si ésto se hace, entonces 81y 82 tomarin valores que representan directa-
mente el grado de excitacién de las distintas ramas en el cristal. Como ve-
remos més adelante, 6 y 0z estarin determinados por las condicio-
nes en los limites del cristal.

Entonces el procedimiento qus :doptaremos para normalizar seri

($didr =1

¢t = | O PP L LG ep(aniFF) + (%0 exp2nig?

P =
Como el promedio de la funcién exponencial en todo el cristal es cero

Py

g exp QIN-S‘-F dr =0
queda
|+ ]eg = 4 [k o= 1

(1I1.19)
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Entonces, a partir de I1.18 y I1.19
0)
C

G

\Cg)'z"'|(‘ow|zcx" +1 4%t 2% Viax2 )= 1
|C3)|L(1 P -x\1ne ) = %

Haciendo la sustitucién

X= 001'3(5: M

—

sen
2 2 1
14 co5'B  cosh . [4, cos'B )=_4_
‘ 2
wEf 4 cwsp) = L Wit 4 sen’
&= 2 fmcesp C _i( ) - % 2
De la misma manera se llega a las expresiones para los cuatro coeficientes

() @

P=cP = ws b
G (

¢? = -cP = senb

(I1.20)

Entonces ahora podemos calcula» como varian las intensidades de los dos

campos de onda con la posicién P dentro del cristal. Las expresiones de las
funciones de onda son, teniendo en cuenta II, 20

$,(F)
*0
4)4 (¥)
y la intensidad

5 4®

°°5% exp 20i kool - senl exp 20 (kn3) "

co:;_(;T exp-2ik T -~ sen_(?i: exp-2ni(k:+'§)-r

]

1 (5 2 foty = - —
cos = sen_g - sen.g’.ms% exp -2nig.r - S%% wS_g_ expAng

o

1-sen eos @ (exy MGT 4+ exp -20i§n?:)
1-2 sen cos B cos 27T
z 2

La expresi6n general de la intensidad es
U) - 0) _.* 3 -
'@ ¢ (7)) =1+ (-1) senpeos 3T (.21

Si el origen de los vectores T se toma en el centro de simetria del
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cristal, por ejemplo en una posicién atémica, y si consideramos una direc-
ciénT que sea paralela a g, entonces se obtiene inmediatamente la variacién
de la intensidad de los campos de onda en ura direccién perpendicular a los
planos difractantes. Los resultados se muestran en la Figura II.5. Con la
normalizacién de las ec. I1.18 se asegura que la intensidad promedio de es-
tos campos de onda es igual a uno. Las ondas del tipo (1) corresponden a un
flujo de electrones concentrado entre los planos atémicos, donde la energia
potencial es mayor que en los planos mismos, Como la energia total del e-
lectrén es constante, entonces la energia cinética de un electrén asociado
con las ondas de tipo (1) es menor que la correspondiente a un electrén asocia-
do a la onda (2), donde el flujo estd concentrado en los planos atdémicos.

A medida que aumenta la desviacién de la posicién de Bragg, el flu-
jo electrénico se distribuye de manera més uniforme, ver Figura II.5, de
manera que las energias cinéticas correspondientes a ambos estados se ha-
cen més parecidas, y llegan a ser iguales cuando se alcanza la situacién ci-
nemitica, o sea para valores grandes de Xx.

VAN Z /\/cz 5

. -
x=22
. T ST T, e |
=24{
NNy /
Frarmos Arorvces !

Figura II.5
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Calcularemos ahora los valores de 64 y 73 , teniendo en cuenta
las condiciones de contorno, Estas condiciones, planteadas sobre las super-
ficies libres del cristal, muestran también que las ondas reflejadas por las
superficies pueden despreciarse. Este hecho facilita el cidlculo de las inten-
sidades, pues si las amplitudes reflejadas fueran apreciables, habria posi-
bilidad de interferencia entre las ondas que viajan hacia arriba y abajo, y el
cilculo seria muy complicado. Para demostrar que las amplitudes refleja-
das pueden despreciarse, y poder calcular ademds ©q y ©2 , considera-
remos un cristal semi-infinito, para no complicar el cidlculo introduciendo
una segunda superficie.

Supongamos que el plano z = o es la superficie libre del cristal y que

estamos en el caso simétrico de Laue. Fuera del cristal, la funcién de on-
da del electron es

Y@= exp 200 L-F + Ry exp 201 ¥ 4 R exp2ni X7 (11-22)

E] primer término describe la onda incidente, y los otros dos las
ondas reflejadas. La razén por la cual se consideran dos ondas reflejadas,

T

Figura II.6

es que pugde existir la posibilidad de difraccién en la superficie, Figura
II.6. Si Y tiene componentes ( Xx %y Xz ), entonces debido a esta posi-
bilidad de difraccién, podrd existir un vector de onda

Y
—ly

- - -
'X,':'X,+3+$

\ —y —
de componentes ( Xy %‘, 7(,‘;). Las componentes de X, y X; seran enton-
ces, respectivamente

1
(% % -x) y (% Ly ~Xe)
Dentro del cristal la funcién de onda es

LP(F) = Z 8, { coﬁ) exp Wi T(U)Jé +C;j)exp2ni(‘€i+—§)‘F}
=iz (I1.23)
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y aplicando las condiciones de contorno de la mecénica cudntica, es decir
que Q y d¥/dz deben ser continuas sobre la superficie del cristal

\ 1
fuera Y (z=0) = exp2ai (X, X +%,y) + R exp (U, X + Ly, Y) + Ro exp20i (X0 +ayY)

adéntro Y(2=0)= 01 ¢ expﬂm(kux vkyy) + & (13 exp Wi {LkugLX + (kt YY} +
+8,C exp 2 (KX +KayY) + 82 Cfexp 20i [ (G3)x + (43), Y}

1+R, = B4 Cf) + 0, O (11.24/2)

R, = 6 C§‘) + 6, Cga) (I1.24/b)

La continuidad de las derivadas

af \:“ \ . N IR M Y =
vera %ﬂ = WA, expdm X + Ry 200 Xz explni %oF + Ry 201 Xtz exp 20i X1 +7
A
d t . ISl R L At e
adentro dv - 91()?) o kiz exp i kgt 4 01Cgm 20l (ki+Q)z exp 20 [kﬁg)-l‘ +
Z
F 5267901 oz exp i k™ + qu, i +3) exp dai Ums)

que para z = 0 se expresan, teniendo en cuenta la relacién entre las compo-

nentes de ¥ X! 21 y x,

(1"R1)Xz Kiz 61C + ko 0, (I1.24/¢)

]

- R X2 Kiz 61 ¢ + kez 6, 09“) (I1.24/4d)

i

Como las componentes de los veciores de onda corresponden a elec-
trones de alta energia

ke ke ke dee o o
Xz A2 Lz Az

entonces se puede ver ficilmente, a partir de las ecuaciones 11.24, que
Ry =0 R0

lo que significa que las ondas reflejadas pcr las superficies del cristal pue-
den despreciarse,
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A partir de las ecuaciones il.24 también se puede calcular los valo~
resde 61 y 02

91C¢.?) + 6. Coa) =4 = ¢0(0)

Onda incidente, ramas 1 y 2, para z=o0

(11.25/2)
(¢} ng + QLCSu) = 0 = 4)3(0)

Onda difractada, ramas 1 y 2, para z-o

(I1.25/b)
Segiin las ecuaciones II.20
O1cosB + O, sen B - 4
2 2
-Gy senP L 6, 0sB8 -0
2 2
de donde
Q.= cos _2_ G, = sen % (11.26)

Estos coeficientes representan el grado de excitacién de las dos on-
das de Bloch dentro del cristal. Por ejemplo, para

A= icid b2 =0 ._@.-— 1]
X=0 Posicién de Bragg () 3 2=
y entonces
91 - ﬁ OZ - E
2 2
2 z i
| = =
‘B1I - ’5 lgll 2

Las condiciones de contorno también nos permitirdn ahora hacer la
construccion para determinar los puntos correspondientes a las ondas exci-
tadas en la superficie de dispersién, para una orientacién dada del cristal.
Para esta construccién solamente es necesario demostrar que las ondas es~
tan en fase en el limite cristal-vacio. Si se igualan las amplitudes de la on-
da transmitida y difractada dentro del cristal, con la amplitud del haz inci-
dente

Q) s = -
o; exp i kit = ex Ay X
3=Zi;z iG exp ! f (I1.27/a)

2 0 expni (K+48)-F =0 (I.27/b)

j=1i2
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Si elegimos el origen de los vectores r sobre la superficie del cris -
tal z = o, sobre un centro de simetria, entonces las expresiones
b )

kj-r y X+F

en La}s ecuaciones II.27 son proporcionales a las componentes tangenciales
de k. y X . Ademds comparando las ecuaciones II,25/b con II,27/b se pue-
de ver que las fases

—

k1 QF y kz o

( ”
son iguales, ya que los coeficientes ©4 Cgl) y 97,ng son nimeros reales,
ec, 11,20 y I1,26. Comparando de la misma manera las ec. 11.25/a y I1.27/a
se ve que las fases

Y

kj'F y X'F

son también iguales. Esto significa que las componentes tangenciales de

ety oy -
k1 kz X
son iguales, y la unica manera de asegurar esta igualdad, es mediante la
construccién mencionada en I1.2,

Ahora es posible calcular las intensidades de los haces directo y di-
fractado planteando las condiciones de contorno en la superficie inferior del
cristal. Esta es la superficie z = t, donde t es por lo tanto el espesor de la
ldmina cristalina.. La funcién de onda del ¢lectrén del lado del vacio es

Per) = cbo(t) exp i i-? + 4>3&)€XPZH'L(E+§)'F (I1.28)

El significado de esta funcién es inmediato. La funcién de onda es e-
quivalente a una onda difractada y una directa de amplitudes ¢)S(t) y ¢°(t)
respectivamente .

La funcién () dentro del cristal, para z =t, estaba dada por la
ec. I1.23 ) RS @ e
PP = 6, C explitkr + G exp 2l ket +

+ § Cé’) exp i (R@) NN Qs"') exp 2ni (E¢+§) o~
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Los dos primeros términcs corresponden a la onda directa, y los dos
dltimos a la onda difractadz. Igualando términos correspondientes en I1.23 v
I1.28, tomando el origen de T sobre la superficie de salida del haz

¢°(.F) exp 2 Kzz = 0 Cé") exp 2‘7‘: kizz + 92 Q;J')e)q: am kuz

paraz =t
b0 = 6,C¥ exp i nt + 6 Y exp i gt
XJ = ka - Kz
Andlogamente
by &) exp 20 Kat = 0, explni kipt + 6; G exp 2ni kt

(I1.29)
Pt = 0 exprmixt + & QY epi it

Con los valores ya obtenidos de 0_,' Cg)y 6; C;J) , queda

6.
R

Las intensidades se pueden calcular entonces inmediatamente, Co-
mencemos por la intensidad transmitida

$. ) = [cos"% cos wnt + sen‘.?: o5 anr,t] +i [ws‘.g’: sen 2ot +sed £ seo:zn&t]

0057'_(.2 exp2iit + suf'.@i exp 2ni it

-cos_g seng expanigt + seo_g ws% exp ALY, t

H&)ll = s’ D rsen’ o4 2008 el cos W (n-m)E

Recordando que

. A (x - )
& = 7€, (x 1) \/1+x7-)
Vi~ = —L 1- cos B = sen‘,g xX= C«Oﬁ@

2 2

entonces

M’ow'z = (é_%s-ﬁ)ﬂ (1:“-:5 5>1 + 2 (1 +cZ$@) (1~ cfsé) cos 21 \[2‘? +

]¢°u)r= 1 - sedp sedm \Viex*'t (IL.30/a)
S

Anilogamente se calcula la intensidad difractada

|¢,,u)|z = sentp sen'n ,___._-Vi;"’t (I1.30/b)
S
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Las intensidades | %G)l y l‘?gu)ll oscilan si x ¢ t varian, Estzs va-
riaciones se representan en ia Figurz I1.7 er funcidn del espesor t del cristal
para x = o, La periodicidad de las oscilaciones de intensidad en la posicién
exacta de Bragg (x = 0) es precisamente $‘3 , la recipreoes de la separacidn
de las dos ramas de la superficie de dispsrsién sobre el I'mite de zona de
Brillouin.

Trezo lleno ¢ intensidad transmitida
Trzazo punteado : intensidad difractada

Figura I1.7

Este fenémeno de osciiacidn de la intensidad 2on el espesor de la
ldmina se llama extincién, y el parimetro és se denomina distancia de
extincidén. La razdn de este fenémeno es que las ondas excitadas en la
rama superior de la superficie de dispersién tienen longitudes de onda di-
ferentes de las correspondientes a la rarua inferior, A medida que se pro-
pagan en el cristal, las ondas provenientes de distintas ramas interfieren
entre si y originan oscilsciones de intensidad segtn la profundidad del cris-
tal. Las ecuaciones I1.30 también pradicen oscilaciones de la intensidad con
el pardmetro de desviacidn de la posicidn de Bragg. En la Figura I1.8 se
grafican estas variaciones para uns !4ming cristalina de espesor constante.

Trazo lleno : intensidad transmitida
Trazo punteadv : intensidad difractada

¥igura I1.8
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Ahora bien, como ya se ha dicho al tratar la teorfa cinemitica, una
micrografia electrénica es sencillamente un registro de la intensidad trans-
mitida (campo claro) o la intensidad difractada (campo oscuro) debajo de la
superficie inferior de la lamina cristalina. Por lo tanto se pueden compro-
bar las predicciones de la teoria, observando imigenes de monocristales
en distintas condiciones. Por ejemplo, un cristal en forma de cufia (X cons-
tante, t variable ) orientado cerca de la posicién de Bragg, presenta franjas
alternadamente claras y oscuras, tal como lo predice la teorfa. Pero en
una observacion experimental estas franjas desaparecen progresivamente
al aumentar el espesor t, cosa que no predice la teoria considerada hasta
aqui, ec. II.30, La razén de ello es que no hemos considerado el fenéme-
no de absorcion.

I1.4. Absorcién normal y absorcién anémala

La teoria considerada hasta aqui no ha considerado la posibilidad
de una atenuacién del haz directo o del haz difractado., Antes de comenzar
el desarrollo matematico, es importante comprender la razén fisica de es-
ta atenuacién. La imagen electrénica se produce introduciendo una apertu-
ra en el plano focal de la lente objetivo de-manera de seleccionar uno solo
de los haces de Bragg. Este mecanismo de produccién de contraste, llama-
do contraste por difraccién, estd tenido en cuenta por la teorfa desarrolla-
da hasta ahora, y no es responsable de ningtGn fen6meno de absorcién. Sin
embargo no todos los electrones son difundidos eldsticamente (ley de Bragg).
Alguno puede sufrir una difusidn ineldstica. Por ejemplo un diagrama de di-
fraccion de un cristal relativamente espeso, presenta una intensidad difun-
dida en regiones situadas entre los haces de Bragg. Esta intensidad difusa
ocorresponde a la difusién ineldstica que no ha sido considerada por la teoria,
vy que es la responsable de la absorcién. Supondremos, como aproximacién,
que todos los electrones difundidos ineldsticamente quedan fuera de la apertu-
ra de objetivo, Es decir que supondremos que las variaciones de los vecto-
res de onda de los electrones difundidos ineldsticamente son muy grandes, de
manera que todos ellos son suficientemente desviados como para no pasar
por la apertura de objetivo.

Las observaciones experimentales no pueden explicarse por medio
de un coeficiente medio de absorcién., Por ejemplo, si los perfiles de inten-
sidad de la Figura II.7 se multiplicaran por un factor

gt

donde Mo es un coeficiente de absorcién promedio, volverfamos a obtener
las mismas curvas aunque en una escala reducida. En este supuesto caso
deberiamos observar,aumentando por supuesto el tiempo de exposicién, fran-
jas adn en cristales muy gruesos, hecho que no estd confirmado en las obser-
vaciones experimentales. Tenemos que tratar, entonces, un fenémeno de ab-
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sorcién anémala.

Habfamos visto que las franjas de igual espesor se producian por un
efecto de interferencia entre los dos tipos de onda en el cristal. Si una de
estas ondas es absorbida mis rdpidamente que la otra a lo largo del espesor
de la muestra, las franjas desaparecerin mucho antes que la onda de mayor
penetracién sea completamente absorbida. Entonces, las observaciones ex-
perimentales pueden explicarse si se supone que las ondas de tipo (1) del
cristal, tienen un coeficiente de absorcidon diferente del de las ondas de tipo

(2).

La razén fisica de estos coeficientes diferentes reside en el hecho
de que las ondas de tipo (1) corresponden a un flujo de electrones concentra-
do entre los planos atémicos, Figura II.5, mientras que las del tipo (2) se
concentran sobre los planos atdmicos. Entonces es muy razonable suponer
que la mayoria de los procesos de difusion ineldstica estdn localizados en
los planos atémicos, y por lo tanto se puede esperar que las ondas de tipo
(2) serdan dispersadas mis rdpidamente que las de tipo (1).

En la Figura II.5 se puede ver que el flujo electrénico asociado con
cada tipo de onda se hace mds uniforme a medida que aumenta la desviacién
de la posicién de Bragg. Para una desviacién suficientemente grande, los
electrones asociados a cada tipo de onda tendrdn la misma probabilidad de
ser dispersados ineldsticamente. Por lo tanto los coeficientes de absorcién
de las dos ondas deberan ser funcién del pardmetro de desviacién x, y la di-
ferencia entre los mismos deberi ser mdxima para x = o, y nula para x muy
grande.

Veremos que se puede expresar el coeficiente de absorcién para ca-
da campo de ondas, en la forma

Pi = Mo + (-1)] Dl g k) (11.31)

donde j = 1,2 segiln la rama correspondiente, Mo es el coeficiente de absor-
cién medio, y Apg(x) es el coeficiente de absorcién anémala, que depende
de g y x. El problema siguiente es el de calcular }4 j.

Consideremos primero un electrén propagidndose en un medio absor-
bente en el cual los coeficientes de Fourier Ug, g # o, del potencial crista-
lino sean nulos. La funcién de onda del electrén, suponiendo que viaja en la
direccién z, es

exp 2 i L Ky

donde K es el vector de onda corregido por refraccién por el término Uo
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dos nuevos parimetros

é‘ _ Kcos B %‘ _ K o5 0 (I1.35)
o= T T g= ——
Uo US

cuyo significado fisico veremos mas adelante.

Recordando que _
k -K = (k% -Ke)oos 0 = ¥ cosBs
% _ 2 7,- 1_ 'l- _ Y 5 3 = - K 96
K*-k* = K*-(K+¥coss) = K" -K'-2k¥ cos0a -¥ cos 0o 2K cos

-0
K- (B3) = K¥- (k-scos08) = K¥-(K +k ~K ~scos 86)" = K™ (KryensOe ~seos0e)
= K- (K +(¥-2)cos0s)’ = 2K (s-p)cos Ge

entonces el determinante II.34 resulta

-2KycosBe +ilUo Ug +1 Ul
Ug +1 Uy 2K (s-¥) co3bp +i Ub =°
dividiendo por 2 K ¢os 68
AT Fraliey
= (11.36)
L \
7.2, ;é; (s-2) + <.

. q i 2
9 - }-S[lf }-i{—-+——-} =0
{ 2’¢ 2-{"0 4 ;S §.9
Resolviendo esta ecuacién de segundo grado en {Xj - 1 } , y con las
aproximaciones

2¢,

V@ > V') éf'! » §4
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resul ta
‘. éa I ' ‘ } { E 1 V +X2 } )

donde Y¥; es el valor complejo de la diferencia
G)
kl - Kz

Podemos calcular ahora las amplitudes de las ondas directa y difrac-
tada a una cierta profundidad t dentro del cristal

1)

directa : Q)o(t) = 0,& explaidit + 62 Com exp wixpt

difractada . (b.;(:t) = g1e§” ep WHt + 5 Cg) exp i Rt

La dnica diferencia es que ahora ¥ es una magnitud compleja. La
parte real de la ec. I1.37 debe ser la misma que ¥, , valor obtenido ante-
riormente., Entonces se puede escribir

LW LA ___(;l)_J_._
4 $T ;.{ £ * é;\h«rxl}

Las amplitudes de las ondas resultan finalmente

e

@xp -‘;t {o,cé" exp ."tr_ epmiyt + 0, ep C’PQ‘“&*}

o $9 1+x? ¢,‘
B = op I focp o $* apliigt +0, () (I1.38)
9 ~nt 111‘3'15
&xp TN exp 40 4 }

La dnica diferencia entre las ecuaciones 11,38 y las correspondientes
al caso del cristal sin absorcién, ec. 11,29, es que las ondas de las diferen-
tes ramas de la superficie de dispersién estdn multiplicadas por los factores

) - ot it
exp(-Kt) = exp{ LA }
§o & \we

Estos son los factores de atenuacién que multiplican las amplitudes de las
ondas (1) y (2) para j = 1,2 respectivamente. Por lo tanto

Ky Xu
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son los coeficientes de absorcién de las amplitudes, y son diferentes para
ondas excitadas en diferentes ramas de la superficie de absorcién, Este es
el resultado requerido para una descripcién matemética de la absorcién a-
némala, ya que Xy es menor que ¥ , lo que estd de acuerdo con los resul-
tados cualitativos deducidos a partir de las densidades de corriente asocia-
das a las ondas de Bloch.

Ahora es posible dar un significado fisico a los pardmetros $.° y $;
El término
nt
&
§o
es comdn a K4y X2 , yel factor

()

multiplica igualmente a las dos ondas, ec. I1.38. Entonces

2 x A
0

se comporta como un coeficiente medio de absorcién de la intensidad, La
cantidad $'° tiene dimensiones de longitud, y se llama distancia media de
absorcién. De la misma manera, $'g controla la magnitud de la absorcién
andmala, y se llama distancia de absorcién anémala. Los valores limites
de Xj proporcionan informacién acerca de los valores relativos de $:., y
é' . %, debe ser positivo, pues sino habria creacién de electrones den-
tro del cristal, y por lo tanto

624

] ) P . .
Cuando ‘éo = fs entonces %2-%1 es también miximo, y la absorcién es
también m4xima. Para e; — o0 no hay absorcién anémala, pues entonces

K1 = K2

INTENSIDADES EN CAMPO CLARO Y CAMPO OSCURO

Ahora podemos calcular las intensidades en campo claro y campo
oscuro para el caso de un cristal perfecto, Las amplitudes correspondien -
tes se pueden expresar entonces

W = 00 exp T explint + 020 exp Ot op anippt

€5 Vint &, Vi
= 'l oo égt\fﬁ"xa exp Myt sen exp %:fi:r:ﬁ ep 2t
= exp :g.f.{w‘% w.é?'q_;-__; cos Mpt 4 sen‘%eup%-fl__m tos tht} +
+i eﬂP:‘-‘é-{o»s‘_g wéft_“%ﬁsmﬂa&t + sen‘__g exp %smaﬂ&ﬂ
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_ ) nt it + 6.2 ep —7’—“:‘—— &p 2 ot
B = 01T e i, ORI AT e

- nt : B __.‘_‘lt-—-f €0
= -cos § mnf e“"ggmwm“ + sl l wg\r‘w 33

= exp it sen B s {-exp_@_. tos2ngb 4 exp = c.os-'m&,‘t'} +
1 2

& f3 Ve g Vint
+lexp =N cnp o {-w nt_ sendngt + exp ML __ seni’nrtJ
& 2l B &, e ’
(II.39)
Desarrollando los términos exponencizles
ot ¢ }
b, &) = exp %,','{ tos X -1 cosf sen X
0 = e AL [ senp senx ]
%o
donde
X =ut cosee £ + Vit :W)—El.
q 3
Las intensidades, transmitida y difractada, resultan entonces
l(bou)r'-; -Zé\:t{m'laa‘,%tsmﬁ +seo“_Q exp (-2t sen b) ¥
+4 sen'® eos (2t cosac —g)} (11.40/a)

X
|| = 4 ep-2t smz@{msb(}n‘t sen&)-cos(wwsec _(3_,)} (11.40/b)
5 %3 %
Los perfiles de intensidad de !as franjas de igual espesor (x fijo, t
variable) y de las franjas de igual inclinacién (x variable, t fijo) obtenidos

a partir de las ecuaciones (II.40), se muestran en las Figuras I1.9 yI1.10.

10 A

os

Fi 2 9
Trazo lleno: campo claro —
Trazo punteado: campo oscuro 5_9

Figura II.9
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Figura I1.10

{
La forma detallada de los perfiles depende de los valores de $° y é'g
Para obtener buen acuerdo con los resultados experimentales se suele tomar

g g ais§,

Finalmente, notemos que la ec, I1.40/a predice una imagen en cam-
po claro que es asimétrica alrededor de x = 0. Este resultado es consecuen~
cia directa de la absorcién anémala.

111 EL CRISTAL IMPERFECTO
III.1 La matriz de difusién

La aplicacién de la teoria dinamica al estudio de cristales que con-
tienen algin tipo de defecto, fallas de apilamiento, cavidades, etc. se ve
facilitada con el uso del 4lgebra matricial. Antes de tratar el caso del cris-
tal imperfecto, expresaremos las ecuaciones de las amplitudes difractada
y transmitida en forma matricial. Se vera entonces, que es posible relacio-
nar las amplitudes de la onda incidente sobre la superficie superior del cris-
tal con las amplitudes de las ondas emergentes de la superficie inferior, por
medio de una matriz denominada matriz de difusién (scattering matrix). Es-
te formulismo resultard particularmente (til en el caso de cristales defor-

mados,

Las ecuaciones II.29 que daban las amplitudes de las ondas transmi-
tida y difractada, a una profundidad t dentro del cristal

W) = 0,cY epiyt + 6 Y epuidet

BUW = 00" epaiyit + 0. CP epuint”

pueden expresarse en forma matricial
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¢q(*) cg" Cy? 0 eplnigt /1 6, [(II.1)

donde los §j son complejos, pueste que estamos considerando el caso de
un cristal absorbente. Los valcres de 8. pueden expresarse en términos
de las amplitudes incidentes Q(o)y ¢s(p) usando las ecuaciones 11.25, las
cuales pueden expresarse en forma matricizl

cé\) Cou) O4 ¢o('°)
- (111.2)

CSU) cgm 0, ¢3 (,0)

Si la matriz cuyos elementos son Cé’) y Cgb) se denomina C, en-
tonces en la ecuacidén anterior se puede despejar la matriz correspondiente
alos O; , multiplicando ambos miembros por la matriz inversa C=1.

0 L | RO
= ¢
& P3to)
que da como resultado
b expliiyt 0 delo) &,ls)
=C ¢t = S0
i) 0 apni gt ¢, ) b, o)

La matriz §(t) se denomina matriz de difusién, puesto que relacio-
na las amplitudes de la onda incidente con las amplitudes de las ondas emer-
gentes de la superficie inferior del cristal.

II1.2 Fallas de apilamiento

La utilidad del método de la matriz de difusién se hace ver en el ca-~
so de un cristal que contiene una falla de apilamiento. Consideraremos pri-
mero el caso especial de una falla paralela a las superficies de la I[4mina,
situada a una profundidad t;, Figura III.1,

Para calcular las intensidades llh,(#)r y |¢9(*)|2 se sigue este proce-
dimiento :
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Figura III.1

1/ Se calculan las matrices de difusion S (t) y S (ty) para las dos por-
ciones de cristal perfecto de espesores t; y tz, respectivamente .

2/ A continuacién se calculan las amplitudes (bo (t1) y (bg (tl) me -
diante las ecuaciones

(ks ) (0)
doied ) 5e) &
by ) (o)
3/ Con los valores de %(:h) y 4)9(;&1) se calculan ¢° t)y d)g (t)
mediante
&, &) ¢, )
= Sk

) i b, ()

Las operaciones anteriores pueden expresarse en forma de ecua-
cion
) ¢, ()

= Sit) Sw) (IIL.4)
d)g(i) ¢9 C)

y puede verse que las amplitudes emergentes del cristal, se obtienen mul-
tiplicando las matrices de difusién de los dos cristales perfectos en el or-
den correcto.

La matriz 8 (t;) se calcula rdpidamente, puesto que los elementos
deC(l)y (_]-1 (1), para el cristal (1), ya fueron calculados, ec. 11,20, En-
tonces exp iyt o 1
Sty = Cw [of0))
- - o) explint, |
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donde
cosiP  sendiP o tos 4 6 -sm%(s
(:.(1) = g_(‘l) =
-sm%p cos1p sendip cos 1P

Los elementos de C (1) fueron obtenidos tomando el origen de los
vectores T en un centro de simetria del cristal. Esta eleccién puede hacer-
se para el cristal (1). Sin embargo la parte inferior, cristal (2), estd despla-
zada respecto de la parte superior en un vector R, que no es un vector de
traslacién de la red, y por lo tanto la parte inferior no cumple con la prime-
ra condicién. Hay que calcular entonces, para el cristal (2), los elementos
de matriz de C (2) y g—l (2). Esto se puede hacer fiacilmente teniendo en cuen-
ta que - W

=22k (KK) /Ug

Cbu)

E] potencial cristalino debe ser el mismo en puntos equivalentes de
los cristales (1) y (2), ya que éstos son cristales idénticos,

Vy (F) =V, (F+R)

donde los indices (1) y (2) se refieren a las partes superior e inferior, res-
pectivamente. Desarrollando el potencial, obtenemos

§uwg P WFF = 2 Upg e 2 (74R)
que para —g nos da

Uyg = Ung exp i (II1.3)

donde
oK = G.F

se denomina dngulo de fase de la falla, Con este valor de Uy-3 en la ecua-
cién de Cg () / C,(j) se obtiene

e e
Cw = (I11.4)

S exp -ink Sexp-iat

donde los valores de C(:) y Csu) son los mismos que para el cristal (1).
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Los valores de d)o(:t) y d)g(:t) pueden calcularse ahora a partir de la ecuacién
(III.4) con los elementos de matriz Gltimos, y con ¢o(0) =1ly <|>g(x>)= 0. Las

amplitudes de las ondas directa y difractada, resultan finalmente, omitiendo
factores exponenciales constantes,

¢, 8) = {[cosnAkt -l cos P senmakt) +
+ 4 sen’® (epln-1)cosn Akt -

- 4 sen'd (o0 Lu-i)coszmkt'} exp =it

° (I11.5)

(h;(:l:) = {isen(b (nakt) +t$en(5(1-e,xp-i,u) [ooseusrmkt -isennbkt]-

- %ﬁnﬁ(“W‘:ﬂ)[mﬁcosQnAkt‘ -1 Sen QnAkt']} exp -nt

$o

donde .
t \ ‘ 2 '
'h:-.‘t1—-.§-’t Ok = 6 -% :( X" & -l’—.Vi"’x?')
Ss &
Consideraremos ahora el caso general de una falla inclinada respecto de las
superficies del cristal, Figura III.2

b3,
T
crrs7al £
=0 —~——m—— e — = — . ——_——— — _ 7
2,
Crrszar
1

Figura III. 2

@) (2)

La superficie de entrada al cristal (1) excita los puntos Dy yD
en las ramas (1) y (2), Figura II[.3. Estos puntos se obtienen mediante la
construccién mencionada en I1.2, Entonces, cuatro ondas se propagan en el
cristal hasta llegar a la falla.

Los puntos excitados en las ramas (1) y (2) del cristal (2) se obtie-
nen mediante una construccién similar, Se trazan los vectores [ , parale-
los a la normal de la falla, a partir de los puntos p1(1) y Dl(z) de las ondas
incidentes sobre la interfase, y los puntos de interseccién de N2 con la su-
perficie de dispersién dan las ondas excitadas en el segundo cristal. En la
Figura III.3 se puede ver que estos puntos son D D& 0 y D@

y por lo tanto, ocho ondas se propagan a través del cristal (2). El parame-
tro de desviacién de la posicién de Bragg es el mismo para los cuatro pun-
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Figura IIL.3

tos solamente en el caso simétrico de Laue, y si la falla es parzlela 2 las
dos superficies del cristal, es decir )y, y D, paralelos al limite de zo-
nza de Brillouin,

Psareceria entonces que en el casc general de uca falla inclinada,

la interferencia entre las distintas ondas tendria que calcularse utilizando
el valorde X o @ correspondiente a cada onda excitada. Sin embargo,
se puede demostrar que se puede utilizar un valor promedio del parimetro
de desviacién para describir las amplitudes Cé” v ng de las cuatro on-
das, siempre que la inclinacién de la f2lia nc sea maycr que unos 859, Es-
to es equivalente a supcner que ios puntes 0 y O son coincidentes
cen los puntos D,"’ y D® | respectivamente.

La razdn por la cual esta cproximacidn sigue valiendc atn pzra fa-
llas tan inclinadas, se ilustra en . Figura I1.4, donde el cristzl se divide
en columnas delgadas a, b, ¢, etc

gadas a, b, ¢, ti a b c }

/

/\ A

Figura IT1.4
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El vector R puede descomponerse segin una direccién paralela y
una direccién perpendicular a las superficies del cristal, y si las colum-
nas son suficientemente angostas, las intensidades al pie de cada columna
pueden calcularse suponiendo que la falla estd descompuesta de la manera
indicada en la Figura III.4. Cuanto més estrecha es cada columna, mayor
es la inclinacién que puede tolerarse antes que la aproximacién deje de ser
vdlida. El criterio para este limite es que el ancho de las columnas debe
ser tal que las ondas que se propagan a lo largo de una columna dada, no
penetren en las columnas adyacentes, pues sino interferirian ondas prove-
nientes de porciones de falla situadas a distintas profundidades. En la prac-
tica, las columnas pueden tomarse muy angostas puesto que los dngulos de
Bragg son ~ 10-2 rad., y tomando una Il4mina de 1000 A, un calculo muy
sencillo da un ancho limite de 20 X para las columnas.

Las intensidades de la imagen de una falle inclinada puede obtener-
se entonces haciendo variar el valor de t! en las ecuaciones (III.5) entre
-1/2 t sobre la superficie superior, y +1/2 t sobre la superficie inferior.
Los perfiles de intensidad obtenidos calculandc | 0 |* v | dqw|*a partir de
estas ecuaciones se muestran en la Figura Iil.5. Las intensidades de las
franjas son méds débiles en los centros de las fallas, tanto para campo cla-

Figura II.5

ro como para campo oscuro. En cristales suficientemente gruesos practica-
mente no se observa contraste en regiones centrales de la falla, mientras
que las franjas son muy marcadas en las zonas donde la falla intersecta las
superficies de la ldmina, y este hecho se explica en la Figura II1.6,

Consideremos las regiones (2), (b) y (c) en las cuales t' es igual
a~ -1/2t, e~ 0, y~ -1/2trespectivamente. En !a zona (a) la )
construccién de la figura muestra que ¥ excita las ondas de vectores 1&1
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Figura IIL.6 2

2)

y 'él Si el cristal es muy grueso, la absorcion anémala removerd la onda

g , dejando solamente incidir sobre la falla a la onda k% . Esta onda excita
el pu.nto D% , V¥ ya que el cristal (2) es delgado en la zona (a), las ondas da-
das por los vectores kl y k pasan a través de la superficie de salida. Es-
tas ondas interfieren entre st y por lo tanto las franjas son visibles. En la
regién (b), A excita nuevamente K y kl, pero solamente kl llega al pla-
no de'la falla debido a la absorcién anémala, y entonces se ex01tan las on-
das kl y kg en el cristal 2. En esta regién el cristal 2 es suficientemente
grueso de manera que solamente la onda K1 llega a la superficie de salida.
No existe posibilidad de interferencia, y por lo tanto no existen franjas. En
la regién (c), debido a que el cristal 1 es delgado, kl y kl excitan las cua-
tro ondas de la Figura II1.6. Dos de estas ondas kz yK% , son removidas
por la absorcién, y por lo tanto solamente k y kl llegan a la superficie de
salida. El factor exp ( -idl ) en la ecuacidn III 4 muestra que existe una di-
ferencia de fase entre las dos ondas y por lo tanto, la interferencia produce
franjas.

II1.3 Otros defectos planos - El crisital deformado continuamente-.i .

E]l método de la matriz de difusién puede aplicarse inmediatamente al
caso de otros defectos planos, como limites de macla, cristales superpuestos
(diagramas de Moiré), cavidades, etc. Las intensidades obtenidas para todos
estos casos son muy similares a las correspondientes a una falla de apilamien-
to. En el caso de una macla, por ejemplo, el ciclulo de la intensidad puede
hacerse suponiendo un cambio brusco del pardmetro de desviacién de Bragg
sobre la superficie limite.
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E] mismo método puede utilizarse también para el cristal deforma -
do continuamente. E]l problema puede tratarse considerando primero el ca-
so de un cristal que contiene un cierto nimero de fallas de apilamiento su-
perpuestas, Figura II1.7.

¥z

e

Figura 1II.7

Supongamos que n fallas cortan a la columna indicando en la figura,
y que los espesores de las porciones de cristal perfecto comprendidas en-
tre fallas sucesivas son t, to, etc. Entonces, la matriz de difusién para
esta columna es

§U:) = gu:n) e §(,tz) §Lt1)

y las amplitudes sobre la superficie inferior de ia l&mina pueden calcular-
se mediante la ec, II1.4.

Si el ndmero n de porciones de cristal perfecto es suficientemente
grande, el problema anterior se aproxima al del cristal deformado conti-
nuamente. Entonces , por ejemplo, el cdlculo de las intensidades de la ima-
gen de un cristal que contiene una dislocacién D, Figura III.8 paralela a
las superficies de la lamina en un cierto punto ( 0, Zp ), puede hacerse
mediante la aproximacion de la matriz de difusion. EIl cristal se divide en
columnas, y las amplitudes sobre la superficie de salida del haz se calculan
a partir de las matrices de difusién en la base de cada columna,

— Y

1 1
Zp Ve ;o
| |
|
¢ )/ : |
| n
L Rra)
[\ i

Figura III.8



La matriz S (t) para uru cclumna dada se obtiene dividiendo el cris-
tal en pequefas porciones de espescr dt. Se supore que cada una de estas
ldminas es un cristal perfecto, y el dngulo de fase o =2ng. R para cada
interfase se obtieneqconsiderando que la limina situada a una profundidad z
estd desplazada en R (z), el desplazamiento en {y, z) producido por la dis-
locacién situada en ( 0,Zp ). Las amplitudes pueden calcularse numérica-
mente, y entonces el problema de la difraccién en un cristal con defectos
esta, al menos en principio, resuelto,

v TEORIA DE VARIOS HACES
IV.1 El cristal perfecto.

Aunque la’'aproximacién de dos haces provee una descripcion cuali-
tativa bastante buena sobre el contraste de distintos defectos cristalinos,
ciertos detalles de las imdgenes sclo pueden explicarse considerande la
existencia de mis de dos haces dentro del cristal. Los efectos de varios
haces se hacen mis importantes a medida que aumenta la tensién de acele-
racion de los electrones. Por ejemplo, para explicar los contornos de ex-
tincién que aparecen en un cristal deformado, observado a 700 kV, es ne-
cesario utilizar en el cdlculo por lo menos 50 haces difractados.

La razén de ésto la veremos a continuacidn. Consideremos las re-
flexiones sistematicas de tipon g, donde n =3, -2, ... 2,3, correspondien-
tes a la columna de nodos reciprocos -3G, ~2G,.. 26, 36. La distribucién de
intensidades en funcién de x = sés ya ha sido calculada, ver Figura II.10,
Esta distribucion puede graficarse también a lo largo del vector s en el es-
pacio reciproco, Figura IV.1,

TEenvsiar DE AcriErRAC/ON
\ CRECIENTE
— t : e ¢
- 36 -26 -6 o & 26 )f" 36

Figura IV .1

Para una orientacién dada del cristal, la intensidad de cada haz di-
fractado estari dada por la intensidad correspondiente al punto de intersec-
cién de la esfera de Ewald con S. El ancho del pico de intensidades para
s = o es generalmente del orden de ~ 2/ é,,g . Entonces si la esfera de
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Ewald esti situada a una distancia menor que 2/ é,,g del nodo reciproco nG,
los efectos de varios haces se hardn importantes .Para energias bajas de los
electrones, la esfera de Ewald tiene un radio relativamente pequefio, y enton-
ces es posible excitar solamente un haz difractado fuerte. Cuando la energia
de los electrones es grande, la esfera de Ewald tiene un radio mayor, y enton-
ces podrin excitarse simultdneame nte varias reflexiones de alto orden.

Para un potencial de aceleracion fijo, la importancia de los efectos
de varios haces estd determinada por los valores de g y Ug . Consideremos
el caso de un cristal orientado de tal manera que la esfera de Ewald es equi-
distante de las reflexiones g y -, o sea que S.9=5, Figura IV.2. Las reflexio-
nes g y —¢ estin excitadas igualmente, y si x < 1, ambos haces tendrin que
considerarse para describir el contraste de la imagen.

S—.‘J\[\ Sg

-G o G

Figura IV.2

De la geometria de la Figura IV.2 se puede ver ficilmente que

2 _qt
S=-90s = ‘?9'2 X= 58, = 29U9

para ambas reflexiones, Los valores de 97'/ 2Ug para las reflexiones (111)
del Al y del Au para un potencial de 100 kV son 1,89 y 0,5 respectivamente.
Por lo tanto, la aproximacién de dos haces es valida para el Al pero no para
Au, para esta tensién de aceleracién.

Consideraremos ahora la formulacién matemadtica de la teoria de va-
rios haces. Primero hay que tener en cuenta que en el caso de n haces, la
superficie de dispersién tiene n ramas, ya que las amplitudes Cg tienen que
satisfacer las n ecuaciones II1.33. Generalmente es imposible seguir esta
teoria por medios analiticos, y por lo tanto los cdlculos se realizan en for-
ma numérica. Para ayudar este cidlculo conviene usar la notacién matricial.

A partir de la superficie de dispersion tenemos
2

K* - ki = -2Kj cosBgq

K- (IE}+§)2 2 2K (Sg-¥;) cosOeg



44

- - . _‘ -
donde ahora se ha puesto en forma explicita el subindice g, ya que s y Oe
dependen de la reflexion 2, y existe un nimero n de las mismas. Usando es-
tas aproximaciones, las ecuaciones II.33 pueden escribirse en forma matri-
cial

16)] G) @l _ .
/_A {Cg } -y {Cs } = J=42,.--0 (IvV.1)

) Q)
donde { Cq 3 es una matriz columna de elementos Cg
y A es una matriz de elementos diagonales.

, ¥V2k! Ke

Aw = —o Rag = S + ——
* z¢'9+ 2 €,
y elementos no diagonales
4 i
Aqr = 4+ —
9h = '
?'éS-b 2 ég-h

Para fijar ideas escribiremos las matrices que aparecen en esta e-
cuacidén para un caso particular. Para las reflexiones sistemiticas, -g, 0,
g, 2 g, laecuaciéonIV,1 es

Lk e ) fe) [«
wpd)  sde HER) HER | @] |
) k) e R e |
ow ) MR s e e

que puede simplicarse m4s aln para un cristal centrosimétrico pues e,,g = é—"ﬁ
Los valores de ¥4 se calculan usando la condicién diterminantal al=0

para las soluciones no triviales de Cg" ,tal como fué hecho en el caso de

dos haces, e igualmente se necesita un criterio de normalizacién puesto que

a partir de la ecuacién IV.1 solamente se obtienen los cocientes Cg" /¢

En el caso de n haces este criterio se determina inmediatamente teniendo en
cuenta que la ec. IV.1 es una ecuacién de autovalores similar a la ecuacion

de Schrodinger
H{v} = E{u}

y entonces los elementos de {Cg"} cumplen las relaciones de ortonormaliza~-
cién de las funciones . Estas relaciones son
Z i % C J - .
> Cg $ =8 (IV.2)
) *
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La ecuacién IV,2 (a) es la relacién de normalizacién de la aproxima-
cién de dos haces, seccitén II.3. Para escribir las relaciones anteriores en
forma matricial, definiremos una matriz C cuyas columnas son los elemen-
tos de los vectores columna de las ecuzciones IV.1, o sea

Com cou) col}) C \
Cgu) Cg‘a) Cg‘” .
C =
- Cbll) Chu) c'&l) N
. ’ 3 ¢!
(] ) [ Y [} (IV . 3)

La matriz traspuesta de C es
CO(‘) CSU) ch(\)
Cou) C s‘l’) cbu_) s

el
!

cols) Csu) Chu) o

-

A ]

y entonces la forma matricial de IV.2 es

10!

C = T (IV.4)

donde I es la matriz unitaria. Las ecuaciones IV.1 y IV.4 pueden resolver-
se por métodos convencionales del célculo matricial, y obtener asi las am-
plitudes Cj’ . Para calcular las intensidades de la§ imigenes es necesario
conocer también los coeficientes de excitacién @4 de las ondas de Bloch.
Estos, al igual que en el caso de dos haces, quedan determinadas por las
condiciones de contorno, Para el cristal perfecto, la amplitud 4)0(0) de

la onda incidente es igual a uno, y las amplitudes @@) ;¢h(°) , etc. de las
ondas difractadas son iguales a cerd’

En un cristal imperfecto, sin embargo, las condiciones en los bor-
des deben plantearse también en el interior del cristal. Entonces, conside-
raremos el caso general donde %(z),(h(;), tienen valores distintos de cero,

Las condiciones de contorno, igual que en la aproximacién de dos haces,
conducen a las ecuaciones

Spd
2.0'cy = dym)
que en forma matricial se expresan

coe = ¢

(IV.5)
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donde C estd definida en (IV.3), @ es un vector columna de elementos
¢ 0® ,etc.y § esunvector columna de elementos §,@ ¢,
etc. Multiplicando (IV.5) por (_)‘“1 , obtendremos O = Q"é , y segin las
relaciones de ortogonalidad CC =1, que pueden escribirse C_ = Q‘l, obte -
nemos

$ (IV.6)

PO}

%:

Es interesante considerar esta ecuacién cuando el limite es la superficie
superior del cristal. La ecuacién IV.6 se expresa entonces

o Qoo oY L. 1
oW Cob-) qu) 0&1) o 0
o = COLS\ Cg(.’s) c 't.'i) . 0

. .

\
. ] N

y da como resultado 90) = Cou) , tal como se habia obtenido en el caso
de dos haces.

Las amplitudes % () en la superficie inferior del cristal pueden
calcularse modificando la ecuacién deducidz oportunamente para el caso de
dos haces, ec. I1.29. Esta ecuacién, para el caso de n haces excitados es

¢g(:k) =2 © CSU)QXP iyt
=320
que puede escribirse en forms matricial

¢® = cEO (IV.6)

donde E es una matriz de elcmentos diagonzles
exp Wiyt

y elementos no diagonales nulcs. La relacidon anterior puede expresarse en
términos de la matriz de difusién S (t), teniendo en cuenta que 6 = § 6}(0)

duw = S P (1v.7)

donde S (t) = C E C-1, En la Figura IV.2 se muesiran los perfiles de inten-
sidad de las franjas de igual espesor, cbtenidas por calculo numérico de la
ecuacién IV .7,

Los pardmetros usados en el cilculo cerresponden aproximadamen -
te a los del cobre, para un potencia! de aceleracién de 700 kV, Comparando
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con los perfiles correspondientes al caso de dos haces, Figura I1.9, se pue-
de tener una idea de la importancia del efecto de varios haces para tensiones
altas de aceleracidn,

)
10 &4 <

o5 L

Figura IV.2

IV.2 El cristal imperfecto.

Para aplicar la teoria de varios haces al caso de un cristal imperfec-
to, lo Gnico necesario es conocer la matriz de difusién S (z) para una ldmina
de cristal de espesor z desplazada en B. La matriz S (z) se calcula répida-
mente definiendo una matriz W de la forma

i O (o) ' [

0 apio(s (o] ' v
0 o aPidh . '

[} ] 4 s ]

W

-

donde ©lg=2 3.R . En la porcion de cristal desplazada, las matrices
Cy C-1 que aparecen en S (z) para el cristal no desplazado, se convierten
en W-1Cy C-1 W, respectivamente. Entonces, la matriz de difusién para
la parte desplazada es

s@ =wlcEctw
Con este resultado es posible calcular las amplitudes (bs(t) en la

superficie de salida de un cristal imperfecto cuando en el mismo se exci-
ta un nGmero arbitrario de haces.



