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GEOESTADISTICA
'APLICADA A LA MINERIA

Ing. Damién Cardozo
De la Comislon Naclonal de Energfa Atoémica

GEOESTADISTICA. Se debe a que en los afios 1960, George’s MATHERON, realiz6 un sin nimero de trabajos

empiricos para explicar la “teoria de las variables regionalizadas”, estas

experiencias fueron realizadas aplicando al campa de  la Miner/a y Geolog/a

INTRODUCCION

El principal objetivo de esta introduccion a la
GEOESTADISTICA es intentar el explicar Ia aplicacion
préctica en el campo de la mineria de esta moderna
materia, la que desarrollo conforme a la capitalizacién
de experiencias propias.

Mis primeros pasos sobre la materia se llevaron a cabo
en el curso de mis actividades, con la necesidad de
def{nir las reservas geoldgicas y mineras de un
yacimiento de mineral.

Antes de comenzar con el tema quiero sefialar la base
que le dio origen al titulo de GE OESTADISTICA. Se
debe a que en los afios 1960, George’s MATHE, RON,
realizé un sin nimero de trabafos empiricos para
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explicar la “teoria de las variables regionalizadas”, estas
experiencias fueron realizadas aplicando al campo de

la Mineria y Geologia, tratando de buscar el mejor
mecanismo que produzca un buen estimador de un valor
desconocido en lugar predeterminado, en el interior del
drea de un deposito de mineral y hoy esta técnica se
conoce con el nombre de KRIGING. Este hecho le dio
origen y popularidad al nombre de GEOESTADISTICA
al tema que nos ocuparemos en adelante.

Estoy convencido de que la Geoestadistica constituye
una técnica de valor incalculable para el Geblogo que se
dedica a la busqueda y a la estimacién de valores, ya
sean estructurales o mineral6gicos y para el Ingeniero
de Minas que se dedica a la evaluacién, extraccién y
tratamiento de los recursos minerales, constituye una
base sblida para la planificacién a largo, mediano y corto
plazo de la produccién como asi también un adecuado
medio de previsién de factores metaltrgicos.

Este tema puede ser tratado a distintos niveles de
complejidad matemdtica, pero la aplicacion practica
limita un tanto el empleo de una estructura matematica
demasiado compleja, aunque con el uso de los
computadores desaparece tal restriccién. Sin embargo,

a fin de facilitar el entendimiento del tema, usaremos
una matematica simple, asumiendo que los lectores
tienen conocimiento previo de estadistica cl4sica tales
como de media, varianza, desviacion tipica, intervalos
de confianza y probabilidades de distribucién.

Si bien, el objetivo es ocuparnos de la Geoestadistica
aplicada a la Mineria, es importante hacer notar que el
uso de sus técnicas puede llevarse a cabo sobre cualquier
grupo de muestras medibles en el espacio (o en el
tiempo), en donde se asuma de que el valor de cada
muestra depende de su posicién y de su relacion con
las muestras vecinas. De ahi, la importancia de la
ubicacién de las muestras, que en estadistica clisica no
se tiene en cuenta. No obstante, de que en todos
nuestros efemplos para desarrollar el tema trataremos de
minerales, por lo que, a menudo nos referimos a leyes
mads bien que a valores de las muestras, pero si el lector
tiene interés en aplicar esta herramienta en otros
campos, tales como porosidad, permeabilidad, potencias,
cotas, densidad de poblacién, cantidad de lluvia,
cantidad de sales sobre un 4rea de terreno, densidad de
fracturas o cualquier otra variable medible y asociado
con el espacio a través de su ubicacién (o con el tiempo),
simplemente tendrd que reemplazar ley por cualquier
variable que desee investigar.
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CAPITULO I

La aplicacion de los métodos estadisticos sobre la
estimacion de reservas de mineral, data de muchos anos
atras. Por ejemplo uno de los problemas que aparente-
mente tenfa una solucion satisfactoria fue la de la esti-
macion de la ley de oro dentro de un area a explotar, a
partir de una cantidad limitada de muestras perisféricas.
Se sabe que los valores de oro, ain en areas reducidas,
son notoriamente erraticas y su representacion histografi-
ca resulta una ligera distribucion sesgada que no es
resuelta por la estadistica clasica a menos que se someta
a una transformacion. Sichel, en vista de este requeri-
miento, aplicd una distribucion log-normal a las leyes de
oro, obteniendo resultados favorables, pero existen tres
inconvenientes en la aplicacion del
Sichel

1) la base de la probabilidad de distribucion debe ser

log-normal.

sstimador U de

2) las muestras deben ser independientes
3) se sigue ignorando la posicion de las muestras,
todas son igualmente importantes

Pese a los inconvenientes mencionados, la experiencia
demostrd de gran utilidad el uso del estimador ‘'t sobre
un yacimiento de oro, pero requiere de una cantidad
ecnorme de mediciones para mejorar los [imites de con
fianza. Cada estudio estadistico sobre un grupo de medi

ones es la base para los sucesivos trai,ajos hasta flegar a

irmar el esqueleto parameuico necesario, siempre v
cuando se asuma de que los valores pertenescan a una
misina probabilidad de distribucion. Asi para el trata

miento de las leyes de oro, se asumio de que los valores
corresponden a una distribucion log-normal, este hecho
se conoce como "‘estacionaridad’’.

Los posteriores estudios se volcaron a la manera de
incorporar en el procedimiento de estimacion, la relacion
espacial de las muestras y la posicion del “punto”, cuyo
valor se desea estimar. La manifestacion de sensibilida-
des similares tanto en areas pobres como en areas ricas
precisaron pautas sobre la relacion entre areas contiguas
y proximas. Por estas deducciones surgio la necesidad de
introducir el analisis de “tendencia superficial”’. Exis-
tiendo al comienzo dos modalidades de tratarla.

A.como un “medio ondulado’ gue genera un mapa,
sobre el cual se pueden reconocer, con bastante
claridad, areas ricas y areas pobres

B como una “superficie polinomial’, resultado de

ajustar una ecuacion polinomial mediante el uso

de las tecnicas estadisticas
Ambas modalidades se apoyan en el marco de una
s sobre las caracteristicas estadisticas de

misma hipé
la mineralizacion del yacimiento, incluyendo el concepto
de estacionaridad ya definido, o sea, esperando de que la
le de las muestras varian de un punto a otro, definiendo

areas ricas y areas pobres y la posibilidad de que asi ocu-
rra puede ser observado a través de un mapa O a fraves
de una ecuacion polinomial en forma de una variacion
convenienternente suavizada

La tendencia superficial responde a un tipo de varia-
cion RANDOM. Es

mineral en cualguier punto del deposito

o significa hacer una presuncion de
gue la ley

tiene una componente fija (seguramente desconocidal,
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pero que viene de una distribucion determinada. Si la
representacion del concepto de tendencia superficial es
suficientemente claro, se convierte en una herramienta
valiosa para tener una nocion global de un depbdsito
mineralizado, fundamentalmente en la etapa de explora-
cién, por lo que convendria tratarla en un capitulo
aparte. Sin embargo. no se puede utilizar para una esti-
macion local, excepto en areas excesivamente muestrea-
das, como los depbsitos de oro.

En. sintesis la.definicion de la tendencia superficial
necesita del concepto de estacionaridad, de la variacion
lenta de las leyes y de la componente RANDOM.

Para aclarar los conceptos que hemos vertido hasta
ahora, planteemos un sencillo problema de estimacion
local, por ejemplo tratemos de estimar la ley en el punto
X de la figura 1, en funcion de la ley de las muestras
vecinas Xy, X, X3, Xq Y Xs que se disponen dentro de
un area de un depdsito.

Seria intuitivamente razonable que desarrollemos un
procedimiento de estimacion en donde se le dé mayor
influencia al valor de la ley de a muestra x;, que se en-
cuentra mas alejada. También es posible aplicar todo un
rango de metodologias para determinar un factor que
pondere a la ley de cada muestra, la mayoria de ellos
basados en la distancia de!l punto de la muestra al punto
de estimacion, tales como la inversa de la distancia, la
inversa de la distancia al cuadrado c la adopcion de al-
guna constante arbitraria, por ejemplo el rango de in-
fluencia.

Todos los métodos se desarrollan bajo la hipdtesis
basica de que la relaciéon entre la ley desconocida de un
punto cualquiera, cuya posicién se conoce, y la ley de
una muestra depende de la distancia entre ellas y muy
posiblemente de la direccion, en otros términos, de-
pende de la ubicacidn geométrica de las muestras, en
funcion de cuyas leyes se desea estimar la ley de un
punto cualquiera.

Ahora bien, en todo procedimiento de estimacion,
s& nos plantea varios interrogantes tales como: éque

factores de ponderacion son los mejores?, ¢hasta que
distancia, a partir del punto de estimacién, serian in-
cluidas las muestras?, por ejemplo si tuvieramos una
muestra ubicada a una distancia dos o tres veces mas
lejos que la muestra xg, {seria incluida para estimar
la ley del punto X?, {cual es la presicidon de una esti-
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Fig. 1: Muestreo y situacién de muestreo hipotéticos.

macion? y por (ltimo {seria valido aplicar el mismo
método de estimuacion en cualquier tipo de yacimien-
to? A todos estos interrogantes encontraremos su res-
puesta a medida que avancemos en el tema.

Regresemos a la figura 1, seria igualmente razona-
ble que esperemos de que la ley de la muestra Xs sea
“muy distinta’ de aquetla en el punto X, mientras que
la ley de la muestra x; sea "‘muy parecida’’ a la del X.
Para poder reafirmar esto, partimos de la hipotesis de
que la diferencia de leyes de dos muestra, dentro de
un mismo depodsito, depende de la distancia que los
separa y de la orientacion relativa en el espacio. Por lo
expresado, si tomamos un par de muestras separadas
unos 10 m, sequn la direccion norte-sur, en cualquier

BENTONITA
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lugar del cuerpo mineralizado y calculamos la diferen-
cia de sus leyes, luego repetimos el procedimiento para
una separacion de 20 m, 30 m, etc. y hacemos lo mismo
para otras direcciones, veremos que las diferencias ob-
tenidas para cada par de muestras seran diferentes, bajo
la hipoétesis de que estas diferencias pertenecen a una
misma probabilidad de distribucién. Si disponemos de
una buena cantidad de muestras y por ende poder for-
mar un numero suficiente de pares, podemos construir
-un histograma de las diferencias e investigar el tipo de
distribucion a 4a cual pertenecen. De la misma manera,
tendremos histogramas de diferencias para distintas
* distancias y distintas orientaciones relativas dentro de
un depdsito, tantos como sean posibles. No obstante,
investigar cada histograma seria una tarea muy pesada
y fastidiosa, por lo que, recurriremos al artificio de ex-
presar la sumatoria de los histogramas, en pocos para-
metros simples tales como; {a media aritmética (prome-
dio) y la varianza o su equivalente que es la desviacion
tipica de las diferencias.

Por convencion, lo que también la encontraremos
en cualquier texto de Geoestadistica, las distancias
entre pares de muestras en una determinada direccion
elegida, las representaremos con h. de ahi que, en tér-
minos geoestadisticos se expresa diciendo, que la dife-
rencias de valores (0 de leyes) entre pares de muestras
es una funcién de H, si aceptamos esto como verdadero,
también es valido para su media aritmética y su varianza.

Continuando con la convencidon general, a la media
aritmética de las diferencias la representaremos con m(h}
y a la varianza de estas diferencias con 2 v {h). Si tuvie-
ramos un grupo de diferencias de leyes de pares de mues-
tras para un h definido {por ejemplo h=10 mts. y segln
la direccidon norte-sur) podriamos calcular un valor expe-
rimental para m(h) de la siguiente manera:

m*(h)=1n0 Z [g(x) —g(x +h}]

en donde g es la ley de una muestra, x es la posicién de
una de las muestras del par, x+h es la posicion de la otra
del par, n la cantidad de pares consideradas y por Gltimo
el asterisco (*) es para indicar que se trata de un parame-
tro gue resulta de un calculo, esto es, que se trata de uno
mas que tedrico.

No obstante, se puede demostrar que el modo prece-
dente de calcular la media aritmética m* (h}, no es abso-
lutamente bueno para estimar m{h) que representa a la
ley media aritmética “esperada’’ y para mejorarlo obliga
el uso de expresiones matematicas bastante mas comple-
jas.

Examinemos al pardmetro m(h), este representa al
promedio de las leyes (o cualquier otra variable) entre
pares de muestras, ubicados en distintos lugares dentro
del depdsito, separadas una distancia h y en una cierta
direccion definida, en otros términos es el promedio
“esperado’’ de las diferencias. Si m(h) es igual a O (cero),
significa que no deberiamos esperar ninguna diferencia
de leyes entre las muestras separadas de esa distancia
h, esto es, deberiamos esperar una misma ley dentro de
la distancia que no supera a h, respetando la direccion
definida. Ahora, si aplicamos el concepto de tendencia
superficial, dirfamos que no hay tendencia dentro de esa
distancia h. Por otra parte, a los fines de nuestro propo-
sito, hacemos una suposicibn a nuestra conveniencia,

asi suponemos gue no hay tendencia dentro de la escala
que nos interesa. Mas adelante veremos que pasa si esto
no se cumple.

Analicemos la varianza; ya lo definimos como 2 v
(h), es una funcidn de h, en otros términos, es un para-
metro que varia con la distancia h, de ah{ que, habitual-
mente en Geoestadistica se conoce con el nombre de
“Variograma®’. Existirdn tantos variogramas como direc-
ciones consideradas y su expresion practica de céalculo,
bajo la hipstesis de que no hay tendencia dentro de la
distancia h, es la siguiente:

29 () =1n S {(x) —g(x+h) ]2

en donde n, g, x, x+h representan lo mismo que para la
media aritmética experimental de las diferencias y la
cohstante 2 que precede a vy, por ahora aceptemos que es
por conveniencia de la expresibn matematica. Asi surge
de que el término y{h) se lo [lame “‘semi-variografia’
(algunos autores le siguen llamando variograma). El aste-
risco tiene el mismo significado que en el caso de la me-
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dia, por lo que, v*(h) es para referirnos al semi-variogra-
ma experimental, puesto que resulta de un calculo y es
para diferenciarlo de y(h), que se refiere al semi-variogra-
ma tedrico. Entonces y*(h) es el estimador de y(h) v la
relacién entre y* y +y tiene el mismo significado que la
relacion entre histograma y la probabilidad de distribu-
cidn en estadistica clasica.

Definido el semi-variograma, nos planteamos (3 si-
guiente pregunta, {que clase de comportamiento espe-
ramos tener del semi-variograma? Rebobinando, tenemos
una media aritmética m*, que se puede medir, si.se trata
de leyes, en ( %), (p.p.m.), etc. y un semi-variograma
cuya unidad de medida es { %)?, (p.p.m.)2, etc. para un
cierto valor de h y una direccion relativa definida. De la
misma manera podemos calcular valores de semi-vario-
grama experimental para tantos valores diferentes de h
que queramos O que sean posibles en la misma direccion
y consecuentemente otros tantos en distintas direccio-
nes que se nos ocurra. El posterior tratamiento que:-le
daremos a este conjunto de semi-variogramas sera indi-
vidualmente para cada direccion.

Para responder a nuestro planteo, el medio ideal de
exponer cada semi-variograma experimental para poder
analizar su comportamiento, es sobre un grafico como el
de la figura 2, en donde las distancias entre los pares de
muestras estan representadas a lo largo del eje horizon-
tal y los valores de semi-variograma que corresponden
a cada valor de h se representan a lo largo del eje verti-
cal. La distancia h comienza en 0 {cero) solo por defini-
cioén, puesto que, es imposible tomar muestra tan cercas
como h=0, en tanto que el semi-variograma 7 también
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Fig. 2: Sistema sobre el cual se representa el semi-variogama.

comtenza en O {cero), dado a que éste puede tomar valo-
res nulos.

Cuando consideramos el caso en donde h=0, significa
que el par de las muestras fueron tomadas en el mismo
lugar, entonces, tedricamente debieran tener el mismo
valor de ley y por ende su diferencia es nula. De ahi que,
Y vy Y* siempre deberian pasar por el origen del grafico.
Si ahora consideramos que el par de las muestras fueron
‘tomadas distanciadas apenas un pequefio valor de h, de-
beriamos esperar que las leyes sean algo distintas, por lo
tanto, el semi-variograma resultante serd de un pequefo
valor positivo. Luego si consideramos otro par de mues-
tras distanciadas otra porcion mas que la anterior, po-
driamos esperar un nuevo incremento en la diferencia de
sus leyes y consecuentemente el valor del semi-variogra-
ma y asi sucesivamente. En el caso ideal, cuando la dis-
tancia entre pares de muestra alcanza valores altos, las
muestras deberian pasar a ser independientes entre si.

Inmediatamente se nos plantea el siguiente interro-
gante, ¢{cOmo advertimos la distancia Ifmite cuando los
pares de muestras son independientes entre si? Esto se
consigue mediante el comportamiento de los valores del
semi-variograma experimental a sucesivos. incrementos
del valor de h, llegara a un cierto valor en donde a pos-
teriores incrementos, los valores del semi-variograma
experimental comienzan a mantenerse mas O Menos
constante, esto se debe a que las muestras que se enfren-
tan pertenecen a distintos grupos, por lo tanto, son inde-
pendiente entre si. Esto es para el caso de un “modelo
-ideal”’ y se lo ilustra en la figura 3, y es para la Geoesta-
distica como la distribucién normal lo es para la estadfs-
tica clasica y se lo conoce con el nombre de "Modelo
esférico de MATHERON".

La distancia h, a partir del cual las muestras se com-
portan en forma independiente una de la otra, es el
“rango de influencia’* de la muestra y se lo designa con a
y al valor del semi-variograma que corresponde a esa
distancia h=a, se lo designa con C y se lo conoce con el
nombre de “meseta’’.

Definido los parametros a y C, la expresion matema-
tica del semi-variograma del modelo esférico es el siguien-
te:



y(h}=C(1.5ha—-05h3)
v(h)=C

Si bien, el modelo esférico tiene una procedencia
tedrica, igual que la distribucion normal, las experiencias
demostraron und amplia aplicacién practica.

31

parah<a
parah = a

practica, es el

“modelo exponencial” cuya expresion

matematica es la siguiente:

Yy =C[1—exp(ha)]

Si hacemos una comparacién con el modelo esférico,

el modelo exponencial sube desde el origen mas lenta
mente y su meseta casi nunca queda perfectamente
definida. En la figura 4 se muestran las curvas de. estos
dos modelos con igual rango de influencia e igual meseta

C.

[ R PP

Fig. 3: Modelo asférico de MATHERON.

Modelo esférico

Modelo exponencial

Existen muchos modelos posibles de semi-variografia,

pero realmente un nimero muy reducido tienen aplica-
cién practica. Asi, otro de los modelos que tiene una

meseta y que parece haber encontrado alguna aplicacién
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En la figura 5 se muestran nuevamente las curvas de
los dos modelos con igual valor de meseta C e igual pen-
diente inicial, pero distintos valores del rango de influen-

cia a. En el proximo capitulo, que trataremos con VA-~

RIOGRAFIAS, las-analizaremos con mayores detalles.

Modq=lo esférico

Modelo exponencial
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Fig. 5: Modelos esféricos y exponecial con igual C y pendiente
inicial pero distinto a

Desde el punto de vista matematico y de sus aplica-
ciones practicas, una de las propiedades mas interesantes
de los modelos de semi-variografia que tienen sus mese-
tas definidas, es que el valor de la meseta C es igual ala
varianza de las leyes de las muestras {estadistica clasica).
Asi si pudiéramos tomar un conjunto de muestras de un
cuerpo mineralizado, podriamos calcular la varianza de
las leyes de esas muestras con la siguiente expresion ma-
tematica:

521 1n-1 Z(gi—qg)? dondeg=1n Zgi

Conforme a lo expresado maés arriba, s2 y C son esti-
madores con el mismo nivel de exactitud. En otro capf-
tulo veremos la correlacion que existe entre ellos y su
aplicacién.

También existen modelos que no tienen meseta y uno
de las mas simples es el “‘modelo lineal’’ cuya expresion
es la siguiente:

+

y(h)=p.h

en donde p es la pendiente de la recta. Le sigue el “‘mo-
delo lineal generalizado” que es una extencion del mode-
lo lineal, y la expresidon matematica es:

¥ (h) =p. h,

en donde ¥ es un factor comprendido entre 0 y 2 (pero
nunca debe ser igual a 2) y cuya representacién grafica,
para tres valores distintasde a, se la ilustra en la figura 6.

Otro modelo que no tiene meseta es el “modelo de
Wijsian™ y su representacidon frente a los logaritmos de

las distintas tiene una forma lineal. Su expresion mate-
matica es:
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v (h) =3a log (h)

El comportamiento de un fendbmeno puramente ran-
dom se explica a través del semi-variograma de modelo
esférico, con un rango de influencia muy pequeﬁo Aquf
surge un nuevo factor que es el “‘efecto pepita’™ y su defi-
nicién es el siguiente: -

Fig. 6: Modelos lineal y lineal generalizado.

y (o) =0
v (h) =Co cuandoh >0

Aln en un fenémeno puramente random, hacemos la
suposicién de que el semi-variograma para h=0 es nula,
esto significa que si tomamos dos muestras exactamente
en la misma posicién, éstas deberian tener el mismo va-
lor de ley.

En los casos reales de aplicacién, la mayoria de los
semi-variogramas experimentales se componen de una
combinacién de dos o mas tipos de modelos diferentes,
alguno de estos casos se analizardn en el capitulo de
Variografia. "

Para concluir con esta introduccién a la GEOESTA-
DISTICA aplicada a ta MINERIA, sintetizaremos las con-
diciones basicas necesarias que deben cumplirse para po-
sibilitar su aplicacion.

1. La determinacién de las diferencias de leyes (o
cualquier otra variable) de pares de muestras se
haran separadamente para cada orientacion relativa
de las direcciones de h dentro del depésito.

2. La media aritmética y la varianza de las diferencias
en valores de un par de muestras depende de h y su
orientacion relativa espacial, esta condicion se co-
noce como “‘hipdtesis intrinsica’”.

3. Por conveniencia practica hemos postulado que no
hay tendencia dentro de una cierta porcidn de area
del depdsito, de modo que nos interesa solo la di-
ferencia entre los valores (leyes) de estas porciones
de argas tomadas como unidad.

En base a estas condiciones hemos armado la estruc-
tura de un semi-variograma y también hemos abreviado
los diferentes tipos de modelos de semi-variograma que
podemos esperar. En el proximo capitulo veremos el
proceso de célculo usual de un semi-variograma experi-
mental y el uso practico de alguno de ellos.



