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Resumen

En el marco de una teoria de érbitas de periodo corto, se estudiaron los elementos de
matriz entre funciones de scar, sus propiedades asintéticas con el tiempo de Ehrenfest, y
su dependencia con el area heteroclinica definida por las variedades estables e inestables
de dos puntos fijos. Estas funciones de scar, que surgen naturalmente en torno a 6rbitas
periddicas de sistemas cadticos (o méas especificamentete, en torno a aquellas drbitas de
estructura hiperbélica), representan el objeto esencial de los enfoques destinados a evitar la
inclusion de orbitas largas que vuelve inmanejable una descripciéon semiclasica, como ocurre
con la formula de trazas de Gutzwiller. Es a través de sus interacciones, incorporadas en los
elementos de matriz, que tales contribuciones (esenciales en la formula de trazas) pueden
en definitiva ser eliminadas.

En una instancia preliminar, se implementé una nueva construccién de la funcién de
scar basada en una representacion integral de estados coherentes evolucionados temporal-
mente, cuyas propiedades asintoticas fueron asi mismo analizadas. A continuacién, se pasé
a estudiar el comportamiento de los elementos de matriz de un Hamiltoniano hiperbélico
prototipo, observandose una fuerte dependencia de estos con las 4reas heteroclinicas asocia-
das a Orbitas periodicas, traducida en una regla de cuantizacién de tipo Bohr-Sommerfeld.
Los resultados teodricos fueron luego cotejados con computos numéricos efectuados en el
mapa del gato, sistema en el que se implement6 una construccién semiclésica de la funcién
de scar, v a partir de esta se evaluaron los correspondientes elementos de matriz.

Palabras clave: elemento de matriz, funciéon de scar, tiempo de Ehrenfest, area hete-
roclinica. formula de trazas, Hamiltoniano hiperbodlico, regla de cuantizaciéon, mapa del
gato.






Abstract

Within the framework of a short periodic orbits theory, we studied matrix elements
between scar functions, their asymptotic properties with the so called Ehrenfest time, and
their dependence on the heteroclinic area defined by the stable and unstable manifolds of
two fixed points. Scar functions emerge in a natural way around periodic orbits in chaotic
svstems (more specificly, around orbits with hyperbolic structures), being the essential
objects of techniques developed to avoid the use of long periodic orbits, for example in the
Gutzwiller trace formula. Evaluating the interactions between scar functions, represented
bv the matrix elements, long periodic orbits can be eliminated.

In the first step we designed a new version of the scar function, based on an integral
representation of time evolved coherent states. We analyzed its asymptotic properties and
performed theoretical computations of the matrix elements of a hyperbolic Hamiltonian
prototipe. We found that these matrix elements depend essentially on the heteroclinic area
related to periodic orbits in phase space, a result that takes the form of a Bohr-Sommerfeld
quantization rule. Finally, we compared these theoretical results with numerical computa-
tion in the cat map, performing a semiclassical construction of the scar function in this
svstem.

Kevwords: matrix element, scar function, Ehrenfest time, heteroclinic area, trace formu-
la. hvperbolic Hamiltonian, quantization rule, cat map.
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Capitulo 1

Introduccién

Durante el siglo XX, el conocimiento del hombre logré trascender sus propias dimensio-
nes v ahondar en escenarios hasta entonces insospechados. La teoria general de la Relati-
vidad, desarrollada por Einstein entre 1905 y 1916, permitiria explicar comportamientos a
escala astronomica -como los origenes del universo, la curvatura adquirida por un rayo de
luz proveniente de una estrella lejana al pasar por las proximidades del sol, etc.- En el otro
extremo del espectro, fenémenos como los efectos Compton y fotoeléctrico, y el espectro
discreto del atomo de hidrogeno, pudieron ser comprendidos satisfactoriamente a partir del
esfuerzo de hombres como Planck, de Broglie, Bohr, Schréodinger, Heisenberg. Esta teoria
del mundo microscopico, formalmente conocida como mecanica cuantica, ha revelado un
nivel de exactitud que superé las expectativas de sus fundadores, y se ha constituido no sélo
en la disciplina reservada para la descripcion de la fisica de particulas elementales, nicleos,
atomos v moléculas, o bien de los fenémenos de interaccién de la luz con la materia, sino
incluso en la base del enfoque moderno de otras ciencias, particularmente de la quimica y
la biologia. Mas aun, en la medida en que ha sido decisiva la mecanica cuéntica para el
desarrollo de la fisica del estado sélido y de la materia condensada, ha tenido un impacto
crucial en la ingenieria de los semiconductores y como consecuencia de ello en los avances
de la clectrénica y de las computadoras.

En resumidas cuentas, el aspecto mas significativo de la mecénica cuéntica es quizés
el uso de las probabilidades como elemento de descripciéon. A diferencia de la mecanica
newtoniana, en la que, al menos en teoria, es posible calcular el futuro de un sistema
conociendo de antemano las fuerzas involucradas y las condiciones iniciales, en cuéntica se
asume que lo maximo que puede hacerse es predecir las probabilidades asociadas a una serie
de futuras mediciones. Esto es asi dado que, como lo establece el principio de incerteza de
Heisenberg, no hay forma de conocer estas condiciones iniciales con total precision. Aquel
paradigma clasico segun el cual: “me das la ley, el ¢; y el p;, y yo te daré el ¢(t) para todo
t", queda asi definitivamente abolido.

No obstante ello, siempre queda una suerte de “mancha” asociada a estas condiciones
iniciales. En este sentido, suele decirse que las trayectorias del sistema comienzan en regio-
nes “difusas” del espacio de fases y que todo el trabajo consiste en predecir la probabilidad
de evolucion de este conjunto o “manojo” de érbitas. El tamano minimo de esta 4rea en el
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espacio de fases esta determinado por la constante de Planck, A = 6.626... x 10™3*.Joule.seg,
una constante con unidades de accién. De este modo, los estados cuanticos quedan carac-
terizados por una cantidad determinada de accioén, que en el comiin de los casos viene
representada por un multiplo entero de la constante de Planck.

No obstante el éxito abrumador sostenido todo a lo largo del siglo XX, la mecanica
cuéantica ha despertado suspicacias en sectores del ambiente cientifico ya desde sus albores.
Fundamentalmente en lo que respecta a la utilizaciéon de términos y conceptos derivados
de la fisica newtoniana a la hora de hacer referencia a acontecimientos microscopicos.
Nociones como posicién, momento, espacio de fases, trayectoria, ya no significan lo que
antes. Mas aun, en opinién de algunos mecanicistas cuanticos, este iltimo concepto carece
absolutamente de sentido en el 4mbito de la nueva teoria [1]. Esto, que a simple vista
pudiera parecer un mero detalle semantico, trae aparejadas consecuencias insoslayables.
Particularmente, la necesidad de prescindir de analogias y metaforas para transladarse
de un esquema de pensamiento a otro. El aprendizaje de la mecanica cuantica podria
compararse, de este modo, al de un idioma desconocido para el cual no se ha escrito ann
(ni se escribira jaméas) un diccionario bilingiie.

Los aspectos epistemologicos de la mecanica cuantica merecen un capitulo aparte dentro
de la filosofia de la ciencia, que escapa a las pretensiones de esta Tesis. No obstante, si hemos
de ocuparnos de una materia a la que llamaremos Caos Cudntico, la disgresion es ineludible,
pues es bien sabido que una de las principales caracteristicas que identifican a los sistemas
cabticos es la divergencia de trayectorias inicialmente cercanas. Ahora bien, si se nos obliga
a abandonar la nocién de trayectoria, ;como podremos reconocer en el marco de la mecanica
cuantica aquellos sistemas capaces de exhibir un comportamiento caético? ;O sera que, a la
inversa, lo que en realidad carece de sentido es indagar acerca de la presencia de caos en un
sistema gobernado por la mecanica cuantica? Ya hacia 1917 el propio Einstein reconocia el
problema, aunque con un planteo de otras caracteristicas [2]. Hoy en dia, y luego de varias
décadas de prolificos avances en este campo de investigacion, las disputas siguen encendidas,
y hay quienes sostienen que caos y cuantica son dos entidades irreconciliables!.

Pero en la fisica, lo mismo que en cualquier ciencia natural, cuando se cruza una frontera
y se descubren nuevos escenarios conceptuales, es preciso delinear con claridad caminos que
nos permitan transitar libremente en una y otra direcciéon. Esto se conoce habitualmente
como limite clasico de una teoria, o principio de correspondencia, y va asociado a una
constante universal que en la escala newtoniana asume valores extremos (asi, los efectos de
la teorfa de la relatividad desaparecen cuando la constante ¢ “tiende a infinito”, en lo que
se conoce como limite no relativista; la contrapartida cuantica, por su parte, corresponde a
asumir que la constante de Planck, h, “tiende a cero”). De modo que el interrogante puede
plantearse desde otra perspeciva, a saber: Dado un sistema que clasicamente manifiesta un
comportamiento cadtico, ;Sera posible plantear un problema cuantico compatible con el
principio de correspondencia? Y si es asi ;Qué informacién relevante podra extraerse de

1Uno de los argumentos de més peso, corresponde a la imposibilidad de hallar caos en el marco de una
teoria lineal como es la mecénica cuéntica, pues es en las no-linealidades de las ecuaciones que lo describen
donde radica la huella digital de un sistema caético.



su resolucion? Y en definitiva jExistirdn en la naturaleza situaciones cuya fenomenologia
se pueda explicar siguiendo este itinerario?

Esta linea de razonamiento ha dado origen a un nuevo camino en la bisqueda de una
reconciliacién entre el caos y la mecanica cuantica. Concretamente, la busqueda de un
Caos Cudntico se ha enfocado en sistemas que, bajo condiciones apropiadas, exhiben lo
que se conoce como comportamiento semiclasico. Esto alude a un sistema cuantico que, en
determinadas circunstancias, consigue imitar algunas caracteristicas de su analgo clasico
|1]. Sirva de ejemplo el sistema compuesto por un electrén en un nivel atémico altamente
excitado. En este caso pueden construirse, tanto teérica como experimentalmente, lo que
se conoce como paquetes de ondas, vale decir, combinaciones lineales de autofunciones
energéticas con un alto grado de localizacién espacial y espectral, cuya evolucién temporal
semeja las trayectorias del modelo clasico equivalente. A groso modo, el comportamiento
semiclasico tiene lugar toda vez que la “mancha” de condiciones iniciales ocupe una regiéon
mucho menor en el espacio de fases que la subtendida por toda la trayectoria, y siempre
que el tiempo de observacién sea menor que el necesario para que el paquete de ondas se
disperse.

Fue utilizando un enfoque semiclésico, preciasamente, que M. Gutzwiller introdujo ha-
cia fines de los ’60 la primer teoria exitosa para evaluar el espectro energético de un sistema
clasicamente cadtico. Este formalismo, hoy conocido como formula de trazas de Gutzwiller
|3. 4]. asocia las orbitas periddicas del sistema mecénico (que junto a otros pardmetros co-
mo ¢l indice de estabilidad y el indice de Maslov conforman los invariantes de la dindmica
clasica) a la densidad de estados cuanticos. Los avances realizados desde entonces (funda-
mentalmente dirigidos a mejorar las propiedades de convergencia de las sumas involucradas
en la formula de trazas) han sido muy significativos |5, 6, 7, 8|, permitiendo profundizar
en la comprension de diversos fenémenos de naturaleza cuéntica, entre los que se destacan
los fenémenos de localizacién (como es por ejemplo el caso del Scarring, o “cicatrizacion”,
donde se observa localizacién de las funciones de onda sobre o6rbitas periodicas cortas), y
las fluctuaciones espectrales propias de los sistemas integrables, mixtos y caéticos, y sus
vinculaciones con la teoria de matrices aleatorias [9]. No obstante ello, la teorfa ha mostra-
do serias limitaciones a la hora de su implementacién numérica, entre las que se destaca
la divergencia exponencial del nimero de érbitas periddicas con el tiempo de Heisenberg.
Un calculo tipico de unos veinte niveles de energia, por citar un ejemplo, puede requerir
un ninmero aproximado de 38000 orbitas [10].

Pocos anos atras, Vergini y Carlo desarrollaron un método basado en érbitas de periodo
corto |12, 13, 14, 15]. Utilizando este formalismo, estos autores mostraron que es posible
obtener toda la informacion cuéantica de un sistema Hamiltoniano caético en términos de un
pequeno niamero de OPs (creciente a lo sumo en forma lineal con el tiempo de Ehrenfest).
La idea central de este enfoque, consiste en reemplazar el uso de OPs de periodo largo por
interacciones entre OPs cortas. Estas interacciones, por su parte, corresponden a elementos
de matriz del Hamiltoniano del sistema entre estados asociados a las variedades estables
¢ inestables de sus orbitas periodicas, los denominados estados de scar. Por anadidura,
a partir de este enfoque surge un nuevo tipo de invariante clasico que se agrega a los
inavariantes candnicos asociados a 6rbitas periodicas individuales (considerados en la teoria
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de Gutzwiller), a saber, el area definida por las variedades estables e inestables de dos
orbitas diferentes, la denominada area heteroclinica.

Las primeras tentativas para la construccion semiclasica de estas funciones de scar,
discutida con todo detalle en [11], no ofrecen, sin embargo, una descripcién adecuada
en determinadas regiones del espacio de fases, circunstancia que afecta drasticamente el
comportamiento de los elementos de matriz. Uno de los objetivos centrales de esta Tesis es.
por ende, plantear una formulacién alternativa que permita subsanar este inconveniente. La
representacion integral de la funcién de scar constituye aqui la novedad, y su construccion.
propiedades asintoticas, e implementacion en el calculo de los elementos de matriz de un
Hamiltoniano hipérbolico prototipo (recogidas en [16]), el objeto del Capitulo 2. A lo largo
de la Tesis, la expresion “elementos de matriz” se aplicara en general tanto para los overlaps
como para los elementos de matriz del Hamiltoniano propiamente dichos.

Continuando con la linea planteada en |12, 13, 14, 15|, las funciones de scar se cons-
truirdn sobre orbitas periddicas inestables, y se considerara fundamentalmente sus contri-
buciones sobre una superficie de seccién de Poincaré (donde la orbita, vista desde el punto
de vista del mapa de retorno, adopta la forma de un punto fijo hiperbélico). Por supuesto,
los elementos de matriz también dependen de la dindmica en la direccién transversal a la
superficie de seccién. No obstante, como se explica en el apéndice A, esta contribucién es
practimente irrelevante (en rigor, esta direccion adquiere importancia cuando las érbitas
periodicas se ubican en capas de distinta energfa). Estas funciones de scar, vale la pena
aclararlo, admiten dos paridades. Aqui, sin embargo, no se considerara el caso mas general.
sino tan so6lo el de las funciones pares, suficiente para capturar las propiedades asintoticas
de los elementos de matriz.

El interés se centrard en el comportamiento asintético de los elementos de matriz.
particularmente en lo que se refiere a su dependencia con el area heteroclinica asociada a
un par de o6rbitas. En este sentido, merecen ser destacados los resultados expuestos en las
ecuaciones (2.56) y (2.62), relacionados con la forma en que cuantizan los elementos de
matriz (al estilo Bohr-Sommerfeld) con este area heteroclinica.

En el capitulo 3, se implementaran los resultados teéricos anteriores (mas especifica-
mente, los que se exponen en la seccién 2.4) al caso del mapa del gato de Hannay Berry
(que es una variante cuantizable del mapa del gato de Arnold [31]). Este sistema posec
la ventaja de presentar un comportamiento cadtico en ausencia de nolinealidades en las
ecuaciones que lo describen, emergiendo esta como consecuencia tnica de la geometria del
espacio de fases. Luego de una descripcion detallada de los aspectos dindmicos de este siste-
ma, se presentara el esquema tradicional que se utiliza para estudiar su mecénica cuantica,
y se construira la correspondiente funcién de scar (en representacion integral) de dos ma-
neras alternativas (expandiéndola en la base de los autoestados del propagador cudntico
asociado al mapa, y mediante un conjunto de recetas semiclasicas estandar). En tltima
instancia, se llevara a cabo el calculo numérico de los elementos de matriz, que seran anali-
zados comparandose las amplitudes y frecuencias de oscilaciéon con las predicciones tedricas
deducidas para el modelo estudiado en el capitulo 2. Estos resultados podran asi misino
ser consultados proximamente en [17].

Las conclusiones generales se reservan para el capitulo 4.
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Capitulo 2

Elementos de matriz entre funciones de
Scar, propiedades asintéticas

En este capitulo se expondra la teoria preliminar desarrollada durante el trabajo. En
primer lugar, en relaciéon al comportamiento asintotico de las funciones de scar, construidas
primero en la base de autoestados del oscilador arménico y luego mediante una represen-
tacion integral. A continuacién se mostraran los calculos de overlaps y elementos de matriz
entre estos estados, cuyas propiedades asintdticas se exhibirdn en dltima instancia.

2.1. Funciones de scar

Esta seccién estd dedicada a la construccion de la funcién de scar extendida sobre una
seccion de Poincaré. En la vecindad de un punto fijo que representa a la 6rbita peridédica
sobre esta superficie, el movimiento clasico esta gobernado por un Hamiltoniano hiperbélico
(véase Apéndice A para una explicacion méas detallada). Es por ello que aqui se evaluara el
estado de scar sobre un punto fijo hiperbolico; en primer término en la base de autoestados
del oscilador armoénico, y por dltimo en representacion de coordenadas. Dado que con esta
construccion no se ha logrado obtener una expresion util para describir a la funcién de
onda lejos de la vecindad del punto fijo, se ha implementado un formalismo alternativo
hasado en una representacion integral del estado de scar, a cuya exposicién se destinaré la
seccion siguiente.

El Hamiltoniano clasico H = Agp define un punto hiperbolico en el origen con expo-
nente de Lyapunov )\, cuyas variedades estable e inestable corresponden a los ejes p y ¢
respectivamente. De este modo, la evolucion de un punto (go, pg) con energia no nula tiene
lugar sobre la rama hiperbolica (goe*, ppe™*). De aqui en mas se asumird que el movi-
miento estd restringido a una region del espacio de fases limitada por |¢| =Q y |p| = P,y
se considerard, dentro de esta, a las funciones de onda con minima dispersién energética.
Antes de proceder, se realizard una adimensionalizacién para simplificar las expresiones.
Para ello se medira el tiempo en unidades de A~!, ¢ en unidades de @ y p en unidades de
. De este modo, el movimiento clasico queda descripto por
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H = qp,

con |gl <1y lpl <1
En términos de los operadores estandar de creacién y destruccién ' = (¢ — ip) /vV2h v
a = (4§ + ip) /V/2h [18], el Hamiltoniano cuantico adopta la forma

== (pg+dp) = - (a? - a*). (2.1)

Como ya se anticip6, la descripcién se hard empleando la base de autoestados del
oscilador arménico,
a™ |0)
In) = :
Vn!
base que resulta muy apropiada para la construccién de funciones de onda restringidas a la
region del espacio de fases que se esta considerando (siempre que las excitaciones incluidas
no superen el valor Ny = 1/2h)!. En esta base, el estado de vacio en representacion ¢
corresponde al paquete gaussiano

(ql0) = (7rh)_1/4 exp (—¢°/2h) . (2.3)

En lo sucesivo, se restringira la atenciéon a estados de scar con energia media nula. El
problema que se considerara aqui, corresponde a encontrar el estado |¢) que minimice la
dispersion o, definida por

para n = 0,..., Ny; (2.2)

(ol

— (2.4)
(l9)

que equivale a obtener el minimo autovalor de A? [14, 19]. Con este proposito se utilizan

los operadores @ y a' sobre los estados definidos en (2.2), y la definicion dada en (2.1). de
donde resulta

0_2

2

- h
H2|n>:Z(_an|n+4>+bn|n>_an—4ln_4>)’ (

cona, =/(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) ybpo=n+1)(n+2)+(n—-1)n
Es evidente a partir de esta ecuaciéon que para la construccion del estado de scar podran
escogerse alternativamente cuatro combinaciones lineales, de la forma

o
[}
S

N
6) = cil4j+k), (2.6)
I=k

1Los estados de la ecuacién (2.2) son autoestados del Hamiltoniano Ho = (% + ¢2)/2. con energias
E, = h{n + 1/2). Por otra parte, en los bordes de la regién que se estd considerando la energia no
supera el valor Hp = 1/2. En consecuencia, la mixima excitacién queda determinada por la condicion
h(No +1/2) < 1/2.
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todas ellas linealmente independientes entre si (con £k =0,1,2,3y N = Ny/4 ~ 1/8h). No
obstante. tan s6lo las correspondientes a £ = 0,1 representan soluciones relevantes en el
limite semicléasico (las otras dos tienen importancia tan sélo al construir funciones de scar
de cnergia media no nula). En adelante se considerara el caso k = 0, que corresponde a la
denominada funcion de scar par [13]. Insertando (2.6) -con este valor particular de k- en
(2.4), y utilizando (2.5), se obtiene la dispersion universal definida en [13]

o? A

I?= = B (2.7)

donde

A=3" [Cj\/(4j +1) (45 +2) — 41y (45 +3) (45 + 4)]2 : (2.8)

j=0

N
B=Y . (2.9)
j=0

Los coeficientes ¢; que minimizan I'> pueden obtenerse del problema de autovalores
H?|¢)- 02 |é) que, utilizando (2.5), conduce al siguiente conjunto de ecuaciones para los
cocficientes ¢; y la dispersion I':

—A]‘Cj_H + BjCj - Aj-lcj_l = cmj, (210)

con A =ay; y Bj = byy.

Este sistema se puede resolver recursivamente (véase [13]), con la precisién que se desee,
o bien a través de una aproximacion asintética para los ¢; y para I'. Como lo que se pretende
es obtener una expresién analitica para la dispersion, aqui se tomara el segundo camino.
Para ello se definird primeramente la funcién ¢ (z) en el rango 0 < z < 1, de modo que

A N
C(N+1>_CJ

para j = 1,..., N. De esta manera, y para valores grandes de N, la relacion de recurrencia
(2.10) se transforma en la siguiente ecuacién diferencial:?

4z2£§;Tz)+8z%(Zi)+ <1+—2>c(z) =0, (2.11)

cuya solucion general es

(2) = Acos [£1n (z)] + Bsin [} 1n (2)]
c(z) = 7 :

’El procedimiento consiste en expandir las raices de los A;, asumiendo j > 1.
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Ahora bien, debe tenerse presente que (2.11) no es una aproximacién de (2.10) vdlida
para z ~ 0, y que la tnica condicion de contorno de que se dispone es ¢(1) = 0 (derivada
de cy41 = 0, y de la que se deduce que A = 0) . Para eliminar la constante B, lo que se
hara es utilizar el grado de libertad correspondiente a la normalizacion, elegirla en forma
arbitraria, y normalizar mas adelante. Con ambos argumentos, una solucién de (2.11) cuyo
comportamiento sea el esperado a partir de (2.10) es

_sin [L1n(2)]
VIN+1)z

A continuacién se realizara el calculo de la dispersion. Se comenzara calculando 3, para
lo cual habra primero que normalizar la funcién de scar. Esto se puede hacer aceptando que
(2.12) es una buena aproximacién de los ¢; para j > 1y tomando ¢y = v6ey/ (1 — '2/2) de
(2.10). Si se asume que I' es un pardmetro pequeno (luego se verificara que efectivamente

c(z) = (2.12)

tiende a cero), y se define u = — (I'/4) In 2, la norma resulta
4 [ _ 2 sin (2u
B:f/0 dus1n2u+0(1):f<u1—%>, (2.13)

donde u; = (I'/4) In (N + 1). Del mismo modo se calcula el numerador de la ecuacién (2.7).
para obtener

u1 . 2
A=4F/ du cos’u + O (I%) ~ 2T <u1+—-~sm (2u1)> .
0

Por dltimo, se introducen estas dos expresiones en (2.7) y se opera algebraicamente,
obteniendo como resultado -al orden que se esta estudiando- sin(2u,) = 0, cuva tnica
solucién admisible es u; = 7/2.% Con este resultado, y recordando las definiciones de u,
y de N introducidas anteriormente, se arriba finalmente a la dispersion del Hamiltoniano
como funcién de h:

_7h
Y (

Esta expresion para la dispersién, cuya importancia se apreciara en breve, se convertira
en la seccién siguiente en el punto de comparacién central de las dos diferentes aproxima-
ciones a la funcién de scar.

Para mejorar los c¢; para valores fijos de j cuando N — oo, se tendrd en cuenta que
A=0()=0(1/InN) (recuérdese que uy converge a 7/2 cuando N — oc). Esto significa
que cada uno de los términos del miembro derecho de (2.8) debe anularse en este liwiite.
de modo que, llamando ¢; al valor de convergencia, resulta

& _ \/(4j+3) (45 +4)

o 1+ 0 ([lnk™)). (2.14)

Cit1 (47 +1) (45 +2)

3No6tese que la solucién u; = 0 resulta incompatible, pues anula también la constante de normalizacién
B.



2.1. Funciones de scar

una relaciéon de recurrencia cuya solucion es

" VENT (G +1/2)

T 19

donde T (z) corresponde a la funcion gamma de z.

Finalmente, acoplando las ecuaciones (2.12) y (2.15) (que funcionan para valores fijos
de j/N y de j, respectivamente), y utlizando (2.13) para normalizar, que establece un
valor asintotico de B ~ 7/I", se obtiene la siguiente expresién de convergencia en el limite

N = o
r_. . |[r N +2
¢ = \/;cjsm [Zln<j+1>]' (2.16)

Cabe sefialar que ¢; puede aproximarse por ¢ = [1 — B/j + O (j7%)] //7 para j > 1,
con 8 = 1/16. Este tipo de aproximacion es considerada en [13], donde ( se obtiene
numéricamente como funcién de N en el rango 1 < N < 10°. No obstante, de acuerdo al
analisis anterior, tal expresiéon no es adecuada en el limite N — oo.

Para obtener un resultado equivalente para los coeficientes de la funcién de scar impar,
todo lo que hay que hacer es sustituir k = 0 por k = 1 en (2.6) y proceder del mismo modo
(ue antes. La solucion viene dada nuevamente por la ecuacion (2.16), aunque esta vez los
¢, valen

. (2m)"" /(45 + DT (j + 3/4)
T 2uH24I0 (25 + 3/2)

que a su vez se pueden apoximar por ¢ = (1 — 3/165 + O (j72)] /\/7 para j > 1.

Es oportuno dar cuenta aqui de las propiedades que caracterizan a la funcién de scar.
Utilizando la relacion H?|@) = ¢2|¢) que se deriva de la ecuacién (2.4), y el orden més
bajo de o en potencias de |In#|™" dado por la ecuacién (2.14), se puede concluir que los
momentos pares satisfacen

(ol

¢> =™ = O (jnA™™), (2.17)

micutras que para los impares es <cb le”“‘ (b> = 0 (recuérdese que, al tomar k = 0 en la

combinacion lineal (2.6), se ha impuesto implicitamente la condicién <q§ ‘H‘ > = 0). En

la proxima seccion se vera como sacar provecho de este requisito, al que debe cenirse una
funcion que en el limite asintédtico converja a la funcion de scar.

En ultima instancia, se procedera a calcular la representacion g del estado de scar en
la vecindad de ¢ = 0. Asumiendo que la eliminacién de un ntmero finito de términos en
la ecuacion (2.6) no afecta el orden méas bajo, es posible utilizar la siguiente expresion
asintotica (para j > 1) de las funciones de onda del oscilador armoénico en torno a ¢ = 0:

2

Voo 1 C(29)! 4¢%\'
<QI4]> = W Z(—l) m (T) . (218)



Capitulo 2. Elementos de matriz entre funciones de Scar, propiedades asintoticas

Reemplazando las ecuaciones (2.16) y (2.18) en (2.6) se obtiene finalmente

1/2 1y 2\ N
¢(g) = 3 1/42((2;))! (flg—) > (25) 574 sin [(T/4) In (N/5)].

m(2h)" 15 i)

Para arribar a la expresién anterior se han eliminado varios términos en la suma sobre
j para satisfacer 7 > [, y se ha utilizado la aproximacion (25)!/ (25 — |)! ~ (2,j)l. La suma
sobre j se evalia a continuacién con una integracién sobre la variable v = — (I'/4) ln z
como se ha hecho anteriormente, que da como resultado 2'N'+1/44T/ (41 + 1)*. Con esto. v
recordando que N ~ 1/8h y I' ~ 27/ |In k| , se arriba finalmente a la expresion asintotica
alrededor de ¢ = 0

95/21/2

¢(Q) = |1n h|3/2 h1/2

(-1)" 2
; (20)! (4l + 1)2 (a/h)" (2.19)

Observando esta ecuacién, puede advertirse que los términos individuales no contribu-
ven a ¢(q) cerca de ¢ = 0, pues son O (A~1/4); en particular, (g|0) = (7rh)_l/4 exp (—¢?/2h).
La ecuacion (2.19) corresponde a la funcion de scar par, y resulta de utilidad solamente
en el rango |g| < O (h). Para obtener la funcién de scar impar, lo que debe hacerse es
simplemente multiplicar (2.19) por sgn(g). Por ultimo, la accién del Hamiltoniano sobre
la funcién de scar se deduce de la aplicacion de H = —i £ (1/2 + qd/dq) sobre la ccuacion
(2.19). El resultado es

[:]¢( ) N —i Bl/293/2,1/2 (_1)l
U T P & @)ty

(g/m)* . (2.20)

2.2. Representacién integral de la funcién de scar

Dado que en la seccién anterior solo fue posible obtenter una expresion explicita de o(g)
en el rango |g| < O (h), en esta seccién se utilizara una representacion integral para evaluar
la funcion de scar. Se hallara la representacion integral 6ptima y se estudiaréa su dependencia
asintética con el tiempo de Ehrenfest. Se verificara la equivalencia del esquema propuesto
con la construccidn descripta en la seccién anterior, y se estudiard el comportamiento de
la funcién en la regiones ¢ ~ £ (region del origen), ¢ ~ VF (region intermedia y de mavor
relevancia para el calculo de los elementos de matriz), y ¢ ~ 1.

Sobre la base de trabajos anteriores [23, 24, 25, 26|, se propone aqui la siguicnte forma
integral:1

o) = T/2dtf(2t/T) el U7t |0), (2.21)
9=/

-T/2

“En adelante se emplearan las unidades introducidas en la seccién anterior.

10



2.2. Representacion integral de la funcién de scar

en la que T = |Infi| es del orden del tiempo de Ehrenfest, # es un parametro, y f(z) una
funcion real definida en el interavalo |z| < 1. La expresion resultante para |¢) dependera de
la eleccion de esta funcién incognita, cuya forma funcional se derivara, al igual que antes,
de la minimizacion de la dispersion del estado de scar. Con este propoésito, se define en
primera instancia la funcién de autocorrelacion

0t+t1 ~t2

- T/2 [T/ |
F (1) = ([0"e|d) = / / e dty £ (20/T) £ (202/T) ¢+ (g

T/2J-T/2

0,
(2.22)

la cual serd evaluada para tiempos infinitesimales (¢ ~ 0). Como se vera, esta definicién es
sumamente util para rescatar la dependencia de la dispersién normalizada con el tiempo
de Ehrenfest.

El procedimiento comienza con el cambio de variables s = (t1 + &) /Ty z = (t1 — t2) /T,
v Ia insercion de la igualdad (0|U1-%]0) = 1/4/cosh (t +t; — t5). Esta dltima, por su
parte. se deriva multiplicando (qlU* [0) = (wh)™"* exp [— (¢%/2R) e — t'/2] por (2.3) e in-
tegrando en todo el rango.’> De esta manera, la funcion de autocorrelacion (2.22) adquiere
la forma

T2 1 (if(t+2T)
Flo)= 2 /~1 dzh(z) cosh (t + zT)’ (2.23)
donde
1—|z|
h(m):/ dsf(s+2)f(s—1). (2.24)
—(1-l=})

Asumiendo que h () est4 acotada, el rango de contribucion de z a la integral es O (1/7)
(puesto que ¢ ~ 0). En consecuencia, se puede expandir el integrando hasta O(z?) (que
equivale a decir @ (T2)), que resultara el orden més bajo que debe retenerse para optimizar
asintoticamente la dispersion, como sigue

fls+a)fls—2) = F(&P+ [/ (9 F(s) = /()] a*+0(z™%).  (2.2)
Ahora bien, teniedo en cuenta que
1-|z|

1 —|z|
[ s re =1 W0 £ f D] / ds f' ()2 + O (z),

-(t-]zi) —(1-l=zl)
v (e este término va multiplicado en (2.25) por z?, la integracién de la expansién prece-
dente v la acumulacion de los términos de O (z3) dan lugar a la siguiente expresiéon para

h(r):
1—|z| 1—|z|
Y — d 2 _ 2 2 d ! 2
h(z) [(1_|z|) s f(s) T /~(1_'z|) sfl(s)"+

La relacion (glU')0) = (wh) ™ * exp [— (¢°/2h) &2 t’/2] es exacta dado que el Hamiltoniano es una
forma cuadratica de las variables ¢ y p, y se puede verificar focilmente introduciéndola en la ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo.

11



Capitulo 2. Elementos de matriz entre funciones de Scar, propiedades asintoticas

+FW) Q)= F(=1)F (-1 +0 (). (2.26)

Con el objeto de obtener una expansién en potencias de z para la autocorrelacion.
se utiliza una aproximacién lineal en los segmentos de ancho |z|. Dada una funcion g (s)
definida en el intervalo [—1,1], la linealizacion en los extremos se traduce en la siguicnte
formula (trapecios)

1-|z| 1 .’172 ‘
[ ds g (s) = / dsg(s) - allo (1) + g (-] + 5 g (1) + g (~1)] + O(a?). (2:27)

(1-|=]) 1

En este caso la linealizacion se aplica a h(x) (formula (2.26)) si se definen g,(s) = f (5)°

y g2(s) = f'(s)? (con lo que g} (s) = 2f (s) f' (s), g5 (s) = 2f"(s) f" (s)). De este modo se
obtiene

1—|z| 1
/ ds f (s)* = / ds f (s)* - |z f (1)° + f (_1)2] +
—(1-lz) -1

+2? [f (1) £ (1) = f(=1) f(-1)] (2.28)
y
1—|z| 1
—21 ds f (s)? = ds ' (s)? + O (2%) . 2.29
/_(Hml) 7(s) /_1 F(s)+ 0 () (2.20)

Lo que resta es simplemente reacomodar los términos de (2.26) agrupando los factores
comunes en cada potencia de z, para arribar a la expansion buscada

h(z) = a — Blz| + 2yz* + O (2%), (2.30)

con

! 1
Of=/_1dsf(s)2, B=f(1)*+f(-1)%, 7=/_ ds f' (s)°=[f (1) f' (1) = f(=1) f' (=1)].

1

Ahora bien, lo que se desea es obtener una expresién para la dispersiéon que permita
realizar una minimizacién utilizando el tiempo de Ehrenfest como variable. Para ver como
ello conduce a una condicién necesaria que debe satisfacer la funcién h (x). es preciso
realizar aun una serie de pasos. Primeramente, se define

M, = (3| (f1/h—6)"1d), (2.31)

que teniendo en cuenta la definicién de la funcién de autocorrelacién, resulta ser el coc-
ficiente m-ésimo de su serie de Taylor dividido por (—i)". En consecuencia, se lo pucde

12



2.2. Representacion integral de la funcion de scar

calcular también derivando n veces la ecuacion (2.23) con respecto a t y evaluando en
t = 0. De este modo, se obtiene una relacion entre los M, y las derivadas de h(z)®

—i)tTi-n [ 0
M, =T / dy B (/1) S2L009) (2.32)
2 oo cosh (y)
A partir de la definicién de los M, resulta inmediata la relacién entre estos y la dis-

persion cuadratica media (2.4)

2 2
o M <—M—‘> : (2.33)
" M, M,
relacién valida independientemente del valor del parametro 6.
Establecido el vinculo entre la funcion h (z) (y sus derivadas) y la dispersion del Hamil-
toniano, lo que sigue es evaluar explicitamente los M,,, introducir el resultado en la ecuacién
(2.33) v dar con la condicién que debe satisfacer h (z) a que se aludi6 anteriormente (véase

¢l parrafo comprendido entre las ecuaciones (2.30) y (2.31)).
Dado que h(z) y sus derivadas tienen paridad definida, serd util tener en cuenta que

/_ T dy S () exp (i0y) = 2 /0 dy f (y)cos(By)  para f(z) par,

oC

/_.OO dy f (y)exp (ify) = 2i /oo dy f (x)sin(fy)  para f(z)impar.

o0 0

Con esta observacion, y las definiciones

< cos (Qy) * sin (6y)
I, = d Jn = dy y" ———=,
vy vcoshy 0 vy v/ cosh(y)

hasta calcular las derivadas de la funcién h(z) a partir de (2.30), introducirlas en (2.32), y
operar algebraicamente para obtener

2
A/[o = TO[]Q - ﬂ[l - —7—_1-")’]2,

=—-BJy— T'le,

4
= B+ =7I

SRealizando el cambio de variable y = Ta: + ¢, el miembro derecho de la ecuacién (2.23) se con-
vierte en L [dz h (44) s O (e”

\/cosh(y
(=" e (n) exp(ify)
p] ] dy h (y/t) \/go—sry)

), cuyas derivadas n-ésimas evaluadas en ¢ = 0 resultan

13
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que al sustitirlas en (2.33), permiten establecer la relacion entre la dispersién y el ticmpo
de Ehrenfest que motiva todo el trabajo anterior,

o2 18 1 (4y p2JE
g - F 4 - ([Z_ o(T™3).
72 Tan+T2<a a?lg>+ (™)

De la ecuacién anterior se desprende inmediatamente que, para minimizar la disper-
si6n cuadratica cuando T — oo, B debe anularse. Pero esta condicién, de acuerdo con
la definicién de B (véase (2.30)), implica que f(1) = f(—1) = 0, con lo que resulta
= f_ll ds f'(s)?, y consecuentemente

2
2= @ (/) +OT™), (234)

en donde se ha introducido la funcional

vy flLdzf (@)
a  [ldzf(z)?

En lo sucesivo se mostrara como debe escogerse f (x) para que la funcional ® (f) resnlte
minima. Para ello, se parte de la observacion de que la funcién f(z) 6ptima debe satisfacer
la igualdad

Loyde f'(2)* [ dnf'(a)?
[ldaf(z)®  [ydaf(x)®

Esto es asi dado que, si se asume, por ejemplo, que el miembro izquierdo es mayor (ue
el derecho, definiendo una f (z) que valga lo que f (z) para z > 0y f(—z) para x < 0. s
puede probar facilmente que ®(f) < ®(f) . En consecuencia, y sin pérdida de generalidad.
la funcién de prueba se puede elegir par.”

Como f(z), a su vez, debe anularse en los extremos, serd util representarla mediante
una expansion en serie de funciones trigonométricas,

f(z)= Zan cos [rz (n+1/2)].

n=0

Insertando esta serie en la definicién de @ (f) y resolviendo las integrales (una tarea scn-
cilla, si se tiene en cuenta la ortogonalidad de las funciones trigonomértricas), la expresion
resultante para @ (f) es

Y aint(n+ 1/2)?
B 2.4
"El mismo razonamiento se podria haber hecho definiendo f(z) = —f(—z) para z < 0, y la conlusion

habrfa sido la misma. No obstante, el minimo que se obtiene utlizando funciones impares es mayor que ol
corrrespondiente a funciones pares.

(8
o
[WA ]
N

@ (f) , (2.0
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2.2. Representacion integral de la funcion de scar

cilva extremacion equivale a resolver el problema de multiplicadores de Lagrange para la

funcion®
G (ag, a1, a9, ..., A) = Zafﬂrz (n+1/2)% = A (Z a2 — 02> .

Al optimizar (. se obtienen infinitos extremos, cada uno de ellos representados por un
inico a, distinto de cero®, que al introducirlos en (2.35) dan como resultado @ (f) =
7 (n+ 1/‘2)2. De todos estos extremos, el minimo absoluto corresponde evidentemente a
n = 0. Asi se llega finalmente a que

f(z) = cos (rz/2) (2.36)

(tomando ¢ = 1), y a un valor para la dispersién, de acuerdo con (2.34), de

7. -2
P T+O(T ).

Dos aspectos son destacables de este resultado: en primer término, que al orden més
hajo coincide con la dispersion obtenida en la construccion de la funcién de scar descripta
cn la seceion anterior (ecuacién (2.14)); y en segunda instancia que, al menos hasta O (T~}),
es independiente del parametro . Ahora bien, si se coloca el resultado (2.36) encontrado
para la funcién f (z) en (2.24), se puede resolver la integral y expandir i (z) hasta O (z?),

1—|z| 2
h(r):/ ds cos(s—}-x)cos(s—x)—l—%z + = lx} + 0 (z%), (2.37)
—(1-|=z)

v con ello recalcular My y M, mediante (2.32). Se obtiene de esta manera
Mo =TIy — (7°/2T) I + (7*/3T?) I3

My = — (n*/T) Jy + (7*/T?) Js, (2.38)

de donde resulta M;/My = O (T~?%). Ahora bien, teniendo en cuenta la definiciéon de los
momentos M, (ecuacion (2.31)), este resultado permite deducir que

(olAns)
(38

esto es. que a O (T71) el parametro 8 coincide con la energia media (dividida por £).
Establecidas las similitudes, y en vista de que las curvas de la figura (2.2) sugieren que

la representacion integral propuesta aqui no converge exactamente a la funcién de scar en

el limite semiclasico, se procederéa a esudiar las diferencias entre la construccién realizada

-0=0 (T,

8Donde c reprenta la norma de f(z), cuyo valor es, en principio, arbitrario.
% Adicionalmente, de aqui puede deducirse que, para el caso en que a, = 1, resulta ¢ = 1.
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0.154

10000 1e+06 1e+08
1/H

Figura 2.1: Graficos de o/ como funcion de 1/A para la funcién de scar ¢ (g) (o). de la apro-
ximacién numérica 7/ (|logA| + 3.45) ( ), v de la expresién analitica (2.39) obtenida con la
representacion integral ¢ (q) (— — ——).

aqui y la de la seccion anterior. Para ello se obtendra primeramente el orden siguicnte de
la dispersion. A tal fin se utiliza la expansion (2.37) para calcular Mo,

M, = (n*/T) I, — (27°/T?) 1,

que al introducirlo en (2.33) conduce a

g T

I _ T o). 2.3
p=Trnn 0T (2:39)

Mediante el calculo numérico de los I, evaluados en 6 = 0, se puede desarrollar 1,/1
hasta O (6?) para arribar a I; /I ~ 2.12 — 16.756%. Esto indica que, para un valor fijo de
T, la dispersiéon minima se obtiene para § = 0, lo que corresponde a una energia media
nula. De este modo, resulta ser que para el estado de scar con energia nula, a O (7 ?)
es o/h = w/ (T + 2.12), un valor mayor que la cota hallada para el mismo estado cou la
construccién anterior (o/h < w/ (T + 3.45)).1°

Es posible establecer otra discrepancia entre ambas construcciones calculando el cuarto
momento para el estado de energia nula. Mientras que por la via de la ecuaciéon (2.32). se
obtiene un valor de

My/My =272/ I, T? + O(T™%),

el orden mas bajo del correspondiente momento en la representaciéon de los autoestados
del oscilador arménico es T~* (véase seccién anterior).

10Si bien no ha sido posible encontrar analiticamente la dispersién hasta O(7~2) para ¢(q), la formula
de interpolaci6n derivada en [14] establece un valor asintético de § = 72545 De este valor y de los cdlculos

numéricos de la figura 1, la expresién § ~ Thao donde 3.45 < @ ~ 3.62 parece ser una buena estimacion.
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2.2. Representacion integral de la funcion de scar

correspondiente al

A continuacion, se estudiara la representacion de coordenadas ¢(q)
(2.21), se evalta a esta

estado de energia nula. Para ello se sustituye f (z) = cos (7z/2) en
en 6 =0, v se normaliza con (2.38). Se llega asi a

TN 1 e (2 ~2t
o(q) = ——Wh)m /_T/2 dt cos (mt/T) exp [ (¢°/2h) e t/2]. (2.40)

Como se puede ver en la ecuacién (2.40), ¢ (g) es una funcion par; en consecuencia,
el analisis se restringird a las distintas regiones de interés. En primer lugar, a la zona en
que g ~ h. Con este objeto, se realiza una expansion de exp [— (¢2/2h)e 2] en ¢ = 0 y se
restielven las integrales que resultan de cada término como sigue

T/2 8 cosh (% +n) T]
dt cos (mt/T)exp[— (2n +1/2 4 ,
/_T/2 (nt/T) exp[=( /2t = Am2 + T2 (4n + 1)

cuyo limite asintotico es 8m/A"+V/4T?2 (4n 4 1)*. Colocando este resultado dentro de la
expansion y reemplazando la norma por su valor asintotico My = ['2(1/4) T/23/2%1/2, el
orden mas bajo de o (¢) resulta

~ 211/47T (—1)” g 2n

Si se compara este resultado con el obtenido en la seccién anterior (ecuacion (2.19)),
puede notarse que en ambos casos el comportamiento con T’ = |In /| es el mismo. M4s aun,
cerca de ¢ = 0 se observa la misma dependencia con la coordenada, a saber, 1 — q?/50h2.

Para obtener una expresion en la regiéon intermedia g ~ vk, se realiza el cambio de
variable y = 2 (¢t — tp), con

to(q) = 5 In (20°/).

De este modo, de la ecuacion (2.40) se obtiene

T-21 _y
o(q) = \/7(2;)1/4\/6/4-% %y cos [ (y/2 + to (q)) /T] exp [_ (e 4+ y)] . (2.42)

Esta integral se resuelve en la vecindad de ty = 0 (que corresponde a g ~ O (\/ﬁ)),
Hevando los limites de integracién a 400 , lo que conduce directamente a

. A cos [ty (q) /T) — B sin[nto (q) /T]7/2T + O (T?)

o (q) = N AT, (2.43)
A= /_00 dy exp (_e‘y4—+—y> =2l (1/4),
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Capitulo 2. Elementos de matriz entre funciones de Scar, propiedades asintdticas

y
i e v + y) V2
B:/ dyy ex (— = = (2% + 7 + In4),
| Wyep 1 F4) )
donde 4 = limy_y00 (3-,_9 £ — Inn) corresponde a la constante de Euler, cuyo valor apro-

ximado es 0.5772. Sustituyendo A, B y el limite asintotico de My en (2.44), se llega a la
expresion buscada,

1\ cos [7to (q) /T) — xwsin[nty (q) /T) /T + O (T2)
¢(q) ~ o |

(2.44)

con x = (29 + 7+ In4) /4 ~ 1.4206.

Esta expresiéon empalma correctamente con la obtenida para g ~ fi(ecuacion (2.41)).
pues en esta region es ty ~ —7T'/2, de modo que cos [ty (q) /T] = O (T~1) y sin|nte (q) /T] =
O (1) y el comportamiento asintético es nuevamente O (7-%2). Por tanto, la construccion
tiene la peculiaridad de alcanzar un valor aproximadamente constante para ¢ — 0. En ¢l
extremo opuesto (to ~ T'/2, esto es, ¢ ~ 1) se puede ver que q~5(q) decae exponencialmente.
Para ello, se realiza el cambio de variable z = y + In (2¢?), que lleva la ecuacion (2.42) a

1 T+ O(T_z) * 2 -z
o(q) = AT (DT /0 z exp [(—2¢°¢™* + z) /4] da,

una expresion que puede ser estimada, para ¢ ~ 1, por
#(q) ~ 0.42T73/2(1 4 3/q)e270:3¢",

Si bien en la vecindad de ¢ = 0, como se ha visto, q~5(q) no se aproxima lo sufuciente a
® (q), esto no afecta al calculo de los elementos de matriz diagonales de cualquier operador
de prueba, siempre al orden mas bajo en T. Para ejemplificar se utilizard la expresion
(2.44) en el calculo de las dos cantidades con las que se pueden establecer comparaciones,
la norma y la dispersiéon cuadratica del Hamiltoniano.

Teniendo en cuenta la paridad de d;(q) y el hecho de que el rango de trabajo esta
delimitado por ¢ ~ Ay ¢ ~ 1, dadas dos constantes positivas arbitrarias de orden uno ¢ v
c, el orden mas bajo de (2.44) da lugar a

<<z3!<73> o~ 2/h dg ¢ (q)° = Q/h dg cos® [% (In (2q2/ﬁ))} /aT

1+ln(2c’2)/T 1
= / dz cos? [rz (q) /2] = / dg cos® [z (q) /2] + O (T7?) =1+ O (T7?).
~1+In(2¢2)/T -1
(2.45)
donde se ha realizado el cambio de variable z(q) = In (2¢%/h) /T.
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2.3. Elementos de matriz entre funciones de scar

Para realizar la verificacion con el otro elemento de matriz que se ha mencionado, se
utiliza H = —ih (1/2 + gd/dq) aplicado a (2.44),

21 . sin(rtg (q) /T] 4 xmcos[nty (q) /T) /T + O(T72)
Ho(q) = imh \/§T3/2 ,

v se realiza el mismo calculo que antes:

c d

<<5\H2‘<5> ~ 2/h dg (FI<Z>(Q))2 = 2/h dg sin” [gf (In (242/5))} /qT

[ [

p2g2 pitin(2e?)/T a2 ol
= / dq sin? (nz/2) /qT = =2 [ dasin? (2/2) [qT+O(T%)  (2.46)
—1+In((2¢?)/T -1
h2 2
= +0(T7),

que da el valor correcto para la dispersion cuadratica al orden mas bajo (conviene recordar

aqui que en la expresion (2.44) ¢ () ha sido ya normalizada, motivo por el cual no se divide
por /Al en (2.45) y (2.46)). Consecuentemente, teniendo en cuenta que los elementos de
matriz diagonales de <Z~>(q) coinciden con los de ¢ (¢q) en el limite asintético, resulta claro
que @ (q) v ¢ (q) deben coincidir en la regién intermedia, g ~ v'h. Por tanto, en esta zona

¢S

NG (2.47)

- . ifim sin [7to (go) /T
Ho(q) =~ Ho(a) = 755 NG : (2.48)
En la figura 2.2 se compara ¢(q), ¢(q) y la aproximacién analitica a #(g) en la region
intermedia ¢ ~ Vi dada por la ecuacion (2.44) . Como se desprende a partir de (2.47), en
¢sta region las tres funciones coinciden al orden maés bajo.

2.3. Elementos de matriz entre funciones de scar

En esta seccion se estudiaran los elementos de matriz entre funciones de scar asociadas
a dos puntos fijos de un mapa bidimensional. Desde el punto de vista de la teoria de
orbitas de periodo corto [13, 14|, esta situacion se corresponde con la secciéon de Poincaré
de un Hamiltoniano con dos grados de libertad, cuyas orbitas inestables adoptan (en la
hipersuperficie de energia constante) una estructura hiperbolica. Los calculos se realizaran
utilizando un sistema de coordenadas cartesiano (g, p), en el que se haran las siguientes
suposiciones: a) que ambos puntos fijos poseen el mismo indice de estabilidad y b) que
las variedades estables de uno y otro son paralelas -la misma consideracién rige para las
variedades inestables-. Matematicamente, esto puede resumirse asociando Hamiltonianos
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Capitulo 2. Elementos de matriz entre funciones de Scar, propiedades asintoticas

0.01-

1e-08 0.0001 1
8|

Figura 2.2: Para 1A = 107, se comparan la funcién de scar exacta ¢(q) (—), la aproximacion
dada por ¢(q) (———), y la estimacién obtenida en la ecuacién (2.44) (------). Al orden mas bajo
de aproximacion, las tres funciones coinciden en la regién intermedia g ~ V.

locales a los puntos fijos, cuyas lineas de flujo posean la misma disposicion que las del mapa
que se pretende utilizar como modelo; esto es, Hamiltonianos del tipo del de la seccion
anterior (H = Agp) , que en la practica no serian mas que la versién continua del mapa.
Estos Hamiltonianos unidimensionales, por otra parte, surgen naturalmente al realizar una
descomposicion del movimientio en las direcciones tangente y transversa a la superficie de
seccién, y son los que aportan la contribucién més importante a la interacciéon global entre
las funciones de scar. La figura 2.3 ilustra los ingredientes principales de esta construccion.
En ella pueden apreciarse los puntos fijos y sus variedades, el rango de accesibilidad en
el espacio de fases, delimitado por las rectas ¢ = £Q v p = £P , y el area heteroclinica
que definen las variedades. Este area debe entenderse, a su vez, como la interseccion de un
conducto tridimensional -inmerso en la hipersuperficie de energia constante del espacio de
fases original- con la superficie de seccion de Poincaré, el denominado tubo heteroclinico.
En la ultima secciéon de este capitulo se probara que esta representacion del problema. que
pudiera parecer un tanto restringida, es totalmente genérica, y se resenard la metodologia
apropiada para transladar los resultados a otros casos de interés.

En el sistema de unidades definido en la seccién anterior, la dindmica a tiempos cortos
en torno al origen queda representada por el Hamiltoniano ‘H = ¢gp (donde ahora son
q,p < 1), punto fijo que servird de soporte de una de las funciones de scar. La restante.
ubicada en (gg,po) e influenciada por una dindmica descripta mediante el Hamiltoniano
H' = (¢ —qo) (p— po), se construird a partir de la anterior mediante la aplicacion del
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2.3. Elementos de matriz entre funciones de scar

§
]

Figura 2.3: Seccion del espacio de fases exhibiendo los puntos fijos (0, 0) y (qo, po) que soportan las
funciones de scar utilizadas para el calculo de los elementos de matriz. Sus variedades respectivas
estables (————) e inestables (——) se extienden a lo largo del rango disponible, intersectandose
en los puntos heteroclinicos (¢g,0) y (0,pp). Sombreada en lineas oblicuas, se exhibe el area
hateroclinica que estas definen, indicAndose con flechas las direcciones del flujo.

operador de Heisenberg [20], como sigue

¢’ (q) = ¢ (q — qo) exp (igpo/h) €'°. (2.49)

El objeto de esta definicion, como puede advertirse, consiste en modificar los valores
medios de los operadores § y p -nulos cuando se calculan utilizando ¢ (¢)-. La fase {, que
a priori puede elegirse en forma arbitraria, serd asignada de modo que los elementos de
matriz resulten reales. Exigiendo que esta condicion se satisfaga para los overlaps, resultara
automaticamente inducida para los elementos de matriz del Hamiltoniano.

Para evaluar el overlap entre ambos estados, ahora si, se tendrd en cuenta la paridad
de ¢ (g). v que como consecuencia de ella la funcion ¢ (q) ¢ (¢ — go) resulta par respecto del
punto ¢o/2. Tras manipular convenientemente el overlap, expandido en la base de posicién,
se arriba a la siguiente expresion

o0
(@|¢') = 2! (CHaomo/2) / dg ¢ (q) & (¢ — go) cos (g — go/2) o/ 1) . (2.50)
qo/2
De este modo, la condicién de elementos de matriz reales resulta inmediatamente satisfecha
con ¢ = —qgpo/2h. Esta es la convencién que se usard en lo sucesivo.

Para obtener una primera estimacién del overlap, se considerara la funcion ¢g (¢) =
1/\/1q| T. que satisface las condiciones ¢q (¢) > ¢ (¢) en todo el rango de ¢ y ¢o (q) ~ ¢ (g
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para g ~ VA Insertando esta funcién en (2.50), y realizando el cambio de variable o =
2q/qo-1, se deduce

o0

(doldo) = % dz

0 11— =z?|

cos (ax) 7r

= = [ (@) = o ()], (251)

donde Jy e Y, son respectivamente las funciones de Bessel y Neumann de orden 0. El
argumento esta definido por @ = A/2h, con A = gopy el valor absoluto del area heteroclinica
encerrada por las cuatro variedades (véase figura 2.3).

Para A/h > 1 (10 que corresponde a valores grandes de a), resulta util cmplear las

aproximaciones J, (z) ~ y/Zcos(z —vn/2+7/4), Y, (2) ~ (/ZEsin(z —vr/2+7/4),
(validas para v fijo y |z| > 1) [21], que dan lugar a la siguiente expresion para el elemento
de matriz

(olt) ~ 2

un resultado interesante, dado que pone de manifiesto la aparicion de una suerte de re-
gla de cuantizacion al estilo Bohr-Sommerfeld, en la que el overlap se anula para 4 =
27h(n + 1/2), con n entero.

Este mismo comportamiento para A > h se puede deducir partiendo de la ecuacion
(2.51), y asumiendo que la contribucién mas importante proviene de la regién en que x ~ 1.
Esto permite llevar el limite inferior de integraciéon a —oc, reemplazar en el denominador
|1 — 22| por 2|1 — x|, y resolver la integral resultante en forma analitica'!

(2.52)

V|1 -z T JA/2h

El resultado es el mismo que antes (ecuaciéon (2.52)) y, como se puede ver, se ha eludido
la utilizacién de las funciones de Bessel.

A continuacién se procederd al refinamiento de la aproximacién. El punto de partida
radica en la observacion de que en lo hecho hasta aqui se ha utilizado una ¢q (¢) que diverge
en ¢ = 0 y decrece algebraicamente para ¢ grande, mientras que, como se ha visto en la
seccion anterior, la funcién de scar ¢ (¢) es finita en el origen y cae exponencialmente en
g ~ 1. Para corregir estas discrepancias se definird una funcién de correccion ¢, (¢) de
modo que ¢ (q) ~ ¢o(q) + ¢1 (q) reproduzca el comportamiento deseado en las regiones
g~ hyq~ Vh y se consideraran por separado las dos contribuciones al overlap. Dado
que el rango en que esta contribucién tiene relevancia es pequeno respecto del rango total
de integracion, el overlap corregido en la regioén ¢ ~ 7 resultara

(oldg) =~ \/-/ cos[a(z —1)+1]  2y/mcos (A/Qh).

[N]
<t
o

(916) = (dolh) + 6 (618, (2.

1Donde se ha utilizado la identidad f %2 =2 [ ﬂuﬂ vE
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2.3. Elementos de matriz entre funciones de scar

con
(18" yun = (Dold)) + (d1]60) -

Para realizar la mejora en la region ¢ ~ O (1), se considerara la representacion p de
la funcién de scar, cuyas contribuciones en la zona p ~ ki se corresponden a las de ¢ (q)
para ¢ grande. El argumen‘co se puede sintetizar seflalando que, la transformada de Fourier
de aolq). do(p) = 1/+/|p|T, diverge en p = 0. Esta divergencia esta asociada al hecho
de que dy(g) decae lentamente para ¢ > 1. Luego, el error en el overlap debido a que
¢o(g) no se comporta correctamente para g > 1, puede ser tratado en representacién p.
Matematicamente, esto se puede traducir escribiendo

3 (010" gm0y = 6 (B10) pup, = (D0l@), + (1160), ,

donde el subindice p se ha agregado para seflalar que el cdlculo se har4 con la funcién
de onda transformada. De este modo, el overlap corregido quedard constituido por tres
términos, a saber:

(016') == (Poldh) + 6 (91¢)up + 6 (810) pur - (2.54)

La definicién que se utiliza para la ¢; (¢), a los fines de que ¢ (g) converja al valor ¢ (0)
obtenido en la construccion de la funcion de scar (véase ecuacion (2.19)), y que al mismo
tiempo empalme correctamente con ¢ (q), €s

1 1 _ T?h
TaT T lal <o = 5
¢1(q) =
0 ) l(J|ZQ1

Teniendo en cuenta que ¢ < gg, ¥ que ¢ (g) tiene un pico muy pronunciado en qq, para
calcular (@,]@)) puede considerarse a @ (¢) constante dentro del intervalo de integracion,
v aproximarla por ¢4(0). De este modo, resulta

<¢ ‘QS > e—)A/?h 1 1 —iA/2hk \/P_o
1 dg | —=——F= | =——F——="7~.
VT w )\ Ve T Vi) T 2 /Ajh v
El otro término se calcula de manera aniloga, esta vez con la aproximacion ¢(g) ~ ¢(qo),
obteniéndose el resultado

eiA/2h N
2/A/2R VT

que corresponde al complejo conjugado del anterior. Consecuentemente, la correccion pro-
veniente de las discrepancias entre ¢(q) v ¢o(q) para ¢ < h estard dada por

5 (016} yon =~ — 5 (G0ldh) —§

(dold)) = —
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El calculo en representacién p es completamente simétrico respecto del anterior. dado
que al realizar la transformada de Fourier resuta ¢g (p) = 1/+/|p| T, y asi es posible utilizar
la misma forma funcional para la correccién (con p; = q;). La discrepancia en este caso

resulta .
8 (D10} pup, = -5 (o] D)) %

Al incluir estas desviaciones en (2.54), se obtiene el overlap corregido, que finalmente
adquiere la forma,

(#l¢") = (doldo) (1 = BT/7), (2.55)
con B=1/2 (/% + /Po)-

Cabe senalar que el valor particular de 8 depende del comportamiento de ¢ (g) cerca
de ¢ = 0, de modo que si en lugar de la expansion (2.19) para ¢ (g) se usa el resultado de
la representacion integral (la funcién ¢ (g)), el valor de 8 debe incrementarse con el factor
T (1/4) / (2/271/4) ~ 1.72. Més ain, de la inmediata obsevacién del resultado anterior se
desprende que, para A ~ O (1), el overlap cambia de signo, circunstancia que conduce
a una descripcion decididamente inadecuada. Sin embargo, si se tiene en cuenta que la
influencia de la correccién ¢ (¢) se traduce en una modulacién de las oscilaciones, es
razonable considerar a la expresion (2.55) como el desarrollo a primer orden de una funcién
positiva, monétonamente decreciente, y que toma el valor (¢|¢’) = 1 en ¢ = 0. Si se toma
una exponencial como funcién de prueba, la estimacion del overlap derivada del analisis
precedente se resume en la expresiéon que sigue

N 2./T COS (A/Qh)e—ﬂT/w‘ (2.56)

T JA2h

La figura 2.4 compara la evaluaciéon numérica del overlap (calculado a partir de la
ecuacion (2.50) con ( = —A/2Hh), con la correspondiente a la ecuacion (2.56). Como puede
apreciarse, el comportamiento oscilatorio es el mismo en ambos casos para A > fi, aunque
existe una desviacién de las amplitudes correspondientes. La relacién entre esta desviacion
y el area heteroclinica se estudia en la figura 2.5, en donde el eje de ordenadas corresponde
al cociente entre ambas amplitudes. Sobre la base de este grafico, puede concluirse que la
ecuacion (2.56) representa una cota superior al overlap en todo el rango de 4 (como es de
esperar de acuerdo a la estimacion usada para ¢(q)).

Antes de abordar el cilculo de los elementos de matriz del Hamiltoniano, resulta preciso
realizar una breve disgresién. En primer lugar, se definira la funcién

(9]6)

ho (a) = (allie), (2.57)
correspondiente a la representacion en coordenadas del Hamiltoniano aplicado al estado de

scar. Ahora bien, dado que este ultimo esta definido localmente en la vecindad del punto
fijo (0,0}, la validez de su aplicabilidad queda restringida exclusivamente al estado |¢). En
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A/2h

Figura 2.4: Grafico del overlap entre funciones de scar como funcién de A/2h que compara los
resultados numéricos obtenidos al evaluar (2.50) (- --- ), con la estimacién analitica dada por
(2.56) (—).

consecuencia, para operar sobre |¢') debe procederse en el sentido de las translaciones de
Heisenberg. definiendo

hd'(q) = <q)15”¢’> = ho (q — go) P/ e, (2.58)

donde ¢ no puede ahora tomarse arbitrariamente, pues ya ha sido fijado en (2.50).
De este modo, el elemento de matriz queda librado a una ambigiiedad, puesto que por

un lado puede calcularse el braket <I:I¢|¢’> y por el otro <¢|I:I’¢’>. Tal ambigiiedad se

soluciona, como es habitual, realizando una simetrizacién que garantice la hermiticidad del
operador. Esto es, via la definicién del operador Hj, cuyos elementos de matriz vendran
dados por

N 1 A ~
AN / 141
(o] fn|¢') = 5 ((Hol6') + (slH'0')) (2.59)
Para realizar el calculo sera util tener en cuenta que ¢ (g) es una funcién real, mientras

que Ho (q) es puramente imaginaria (recuérdese que H = —ih(1/2 + qd/dq)) de modo que
ho (g)" =-h¢ (¢)). Con esta consideracion, y definiendo la funcién impar

fla)=io(q)hé(g—q) —1hed(q) d(q— q), (2.60)

no es dificil deducir, luego de un poco de algebra, la siguiente expresién para el elemento
de matriz:
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0.8-

0.6

0.4

le-07 0.0001 0.1
A

Figura 2.5: Cociente entre los calculos numéricos del overlap efectuados mediante (2.50) y la
estimacion numérica (2.56), para 1/8% = 10% (o), 1/85 = 10° (R), y 1/8h = 107(e).

(o]m|ey = [ das(aysinlta = au/2) /1, (2:61)

q0/2

Como se ha visto en la seccién anterior, en la regiéon q ~ v'h las funciones ¢(g) v
ho(q) se estiman adecuadamente a partir de las formulas (2.47) y (2.48), respectivamente.
Insertando las correspondientes expresiones en la ecuacion (2.60), se obtiene

flg)~ mh _sing(g)]

T /lg(q - @)

con d
T T q
ol0) = X lo(0) ~ tola — 0] = T log (-7
T T lg — qol
La primera aproximacién consistird en considerar tnicamente la divergencia en ¢ = g
dentro de la rafz, y aproximar sin [g (q)] = 1. Esto corresponde a definir

fo(q) mh !
0 = e T
1% /g0 lqg — ol

y a llevar el limite inferior de integracién a —oo. De esta manera, la integral (2.61) resulta:
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Rm3/2 sin (A/2h)

T \JAJ2h

Para implementar la correccién proveniente de las divergencias de ¢ (q) y Ho (q), se
procedera como se hizo con el overlap (ecuaciones (2.53) a (2.56)). Esta vez, no obstante,
debera evaluarse la funcion f (¢) en la region |g — go| < O (h) de modo de obtener un valor
de saturacion para esta. Con este proposito se utilizan las ecuaciones (2.20) y (2.48), que
conducen a

(o]m] &), ~ [ dat(@sinla - ao/2) oo/ =

gy 2T (1~ (o ) 287 cos [t (a) /7]
— T2\/q_0 *

De este modo resulta

9327 1/2 /2 cos [ty (qo) /T) 5 93/2,1/21/2

T*Vao - TV

Teniendo esto en cuenta, la funcién f; (¢) que hace que f (¢) =~ fo (q) + f1 (¢) sature en
l¢ — qo| = 0 seré:

f(q) =

23/2541/2p1/2 hr 7h
- - 9= Q| <@ ="%
T2 Va0 T2+/qolg—qol ’ | | 8

filg) =
0 ) |q_QO|Zq,

en donde ¢, al igual que en el caso del overlap, se ha elegido de manera de satisfacer la
condicion de empalme de f (q) en ¢ = ¢;.
Las correcciones son analogas a las establecidas en la ecuacion (2.54), a saber,

(O1Hul0') = (61 Hl6)g + 6 (S HAlS )y gopon + 0 (SIHAIS) oo

con

*qo+q1 3/2 gj
ol Huld)yn= [ dafi(@)sinlla - /2 /M =~ \/(jé//;,?@

Asimismo, realizando el calculo en representacion p, se puede comprobar que:

him3/2 sin (A/2R
6 (91 HAS) pn = 3 S”\‘/(A—//Q—h)@,

de modo que, al igual que antes, la correccién viene dada por un factor e b,
Ahora bien, para realizar los cilculos anteriores se ha asumido que sin[g(g)] = 1.
Para dar cuenta del error cometido al hacer esta aproximacion, una alternativa es observar
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0 10 20
A/2h

Figura 2.6: Grafico del elemento de matriz entre funciones de scar como funciéon de A/2k que
compara los resultados numeéricos obtenidos al evaluar (2.61) (------ ), con la estimacion analitica
dada por (2.62) (—).

que de acuerdo al factor sin[(¢ — go/2) po/h] /\/|q — qol, €l rango de g en torno a gy de
la contribucién méas importante a la integral satisface la relacién poga/h ~ 1. De cste

modo, la sobreestimacién al elemento de matriz se puede corregir promediando sin [g (¢)]
con el valor que toma esta funcién en los extremos del intervalo en cuestion, esto es, con
sin [g (go & ¢2)] =sin[(7/T) In (A/h + 1)] ~ sin[(n/T)In (A/h)]. En definitiva, el elemento
de matriz corregido resulta

<¢‘I:Ih'¢> hm®/2 sin (A/2R) [1 + sin (7/T) In (A/h)]e_ﬁ. (2.62)

T T Jajon 2

En la figura 2.6 se compara la evaluacién numérica del elemento de matriz de acucrdo
a la ecuacion (2.61) con la estimacién provista por la ecuacién (2.62). Como se puede
apreciar, el comportamiento oscilatorio coincide en ambos casos, aunque existe una leve
discrepancia entre las amplitudes. Esta ultima es analizada en la figura 2.7, en donde
se grafica el cociente entre las mismas. Resulta evidente, a partir de esta figura, que la
ecuacion (2.62) da una estimacion apropiada para el orden de magnitud: concretamente,
la sobreestimacion observada es de un 25 % respecto de los resultados numéricos.
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0.8-
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Figura 2.7: Cociente entre los calculos numéricos del elemento de matriz efectuados mediante
(2.61) y la estimacion numérica (2.62), para 1/8h = 10% (o), 1/8k = 10° (W), y 1/8k = 107 (e).

2.4. Expansion de los elementos de matriz en potencias
de h

Se completaré este capitulo con una derivacion alternativa de los elementos de matriz,
basada en una expansién de las funciones de scar en las regiones en que se cruzan las
variedades de los puntos fijos (puntos heteroclinicos). Dado que las funciones de scar se
concentran rapidamente a lo largo de estas variedades, es de esperar que las series resultan-
tes exhiban un buen grado de convergencia, convirtiendo a este par de puntos del espacio
de fases en buenos representantes de las contribuciones esenciales al elemento de matriz. La
motivacion del calculo que se expondra es doble. Primeramente, las expresiones obtenidas
permitiran establecer la precision necesaria de las cantidades calculadas en términos del
tiempo de Ehernfest, circunstancia que permitira establecer, en una segunda instancia, la
comparacion cuantitativa con los calculos numéricos efectuados en el mapa del gato, tema
que se desarrollara en el capitulo siguiente.

Antes de exponer los céalculos, se enunciarda una serie de propiedades y definiciones
relacionados con la funcion de scar que seran explotadas repetidamente. En primer lugar,
en lo que atafie a la funcion de scar transladada fuera del origen (y centrada en la posicion
(qo. po)). a partir de la ecuacion (2.49) y del resultado ( = —gopo/2H extraido de (2.50)'2,

12Como se recordara, esta fase habia sido fijada de imponer la condicion de que el overlap fuese real.
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podré escribirse para esta la formula

¢'(q) = dlq - qo)eipo(q—qo/2)/ﬁ_ (2.63)

La segunda propiedad, a saber, que
o(q) € R, (2.64)

ha sido ya mencionada en la seccién anterior, y surge simplemente de inspeccionar la
ecuacién (2.40) (en donde a la definicién (2.21) de la representacion integral se le ha
incorporado el resultado f(t) = cos(nt/T)).

El siguiente enunciado, corresponde a la convencion que se utilizard para transformar
Fourier. Dada ¢(q), la funcién de scar en representacion de posiciones, la correspondiente
funcién en representacién de momentos se calculard mediante la definicion |22}

- 1
= —i 2.65
¢(p) \/ﬁ/dq ¢(g) exp (—igp/h), (2.65)
de la que se desprende la férmula
1 - .
00) = == [ dpitp)exp Gap/n (2.66)

para antitransformar nuevamente a posiciones'?. En este punto puede demostrarse una
primera propiedad verdaderamente interesante que tiene la funcion de scar, y que corres-
ponde a la invariancia de su forma funcional con respecto a la operacién indicada en la
ecuacion (2.65). Para probar esta aseveracion, se partird simplemente de la representacion
en posiciones y se realizaré la transformacién a momentos. Mediante (2.40) y (2.63) puede
escribirse para esta transformada

R 1 T/2 o t/2 e o
= dt cos (wt/T dg exp |—=—e " —igp/hl .
600) = e [ decostoyT) T [ agexp | e g

una expresion que se integra inmediatamente en la variable ¢ dando lugar a

1 T/2 1 pg
—_— dt t/T) ——— - ‘
VM, (nh)* /—m cos (t/T) V2mhe=t/? eXp[ 2he—2‘]

Por 1ltimo, el cambio de variable de integracién ¢ — —t permite arribar a

T pp—— T [P
= t cos (nt/T e ——e |,
P VM, (wh)"* /—T/2 (wt/T) V2rh P [ 2h ]

en donde, tras reacomodar las exponenciales, puede reconocerse a la propia funcién de scar
¢ evaluada en la variable conjugada p. Esto significa, en definitiva, que

é(p) = 6(p), (2.67)

13La omisién de indices de integracién designara en lo sucesivo la integracién en todo el rango.
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precisamente lo que se pretendia demostrar.

El ultimo ingrediente necesario para exponer la expansion de los elementos de matriz
en potencias de h, corresponde a la translacién de la funcién de scar en representacion
de momentos. Esta puede deducirse a partir de (2.63) transformando Fourier via (2.65),
procedimiento que conduce a la formulal*

¢'(p) = b(p — po)e~wle-ro//,

que en virtud de (2.67) puede reescribirse directamente como

~

¢'(p) = d(p — po)e'®E=Po/A/M, (2.68)

Consignadas las propiedades que van a utilizarse, el procedimiento, ahora sf, consiste
en expandir el overlap sucesivamente en posiciéon y momento®®

(916 = / dg $(0)"8' (@)

\/— dgdp ¢ (q)* ¢’ (p) exp (igp/h)

exp (igopo/2h) / :
= ——=——= | dqd & (p — po) exp (ip(q — hi
Jork qdp ¢ (q) ¢ (p — po) exp (ip(q — g0)/71)
(en donde se han utilizado las propiedades (2.64) y (2.68)), y en desarrollar luego el pro-
ducto o (q) é (p — po) en serie de potencias en la vecindad del punto heteroclinico (go,0),
de modo de obtener para el overlap la suma doble

Inm
(91¢) = SRUBIOIZE) 57 o ) (5) 6 (=po), (2.69)
n,m>0

con
Iom = / dgdp (¢ — q,)" p™exp (i(g — qo) p/h) = /dq dpq"p™ exp (igp/h) .

Esta ultima integral se puede resolver partiendo de la identidad

/ dg exp(iqp/h) = 2nh(p),

Debe tenerse cuidado al valorar estas relaciones, pues en este punto puede resultar sugestivo el intento
de vincular @' con ¢'. Estas dos funciones no son iguales en general. A lo sumo, puede probarse la igualdad
@' = ¢'*(complejo conjugado) para el caso particular en que go = po, una relaciéon que, aunque restrictiva,
gencraliza el resultado (2.67) (que se deduce de esta ultima poniendo go = pp = 0 y valiéndose de (2.64)).

15La expansién en posicién, como puede apreciarse, se hace introduciendo la relacién de completitud,
mientras que para los momentos se transfrorma Fourier segtin (2.66).
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de cuya derivada n-ésima con respecto a p se deduce la fé6rmula

/ dgq" exp(iqp/h) = (=i h)"2mh 6™ (p).

Es esta una relaciéon que, multiplicada a ambos miembros por p™ e integrada por partes m
veces en la variable p, conduce directamente al resultado!®

Lim = 27hn! (i B)" 8.

Insertando estos coeficientes en (2.69), el overlap se convierte en una suma sobre un
tinico indice en la que intervienen tan so6lo las derivadas de la funcién de scar:

(n) (n) (_
(816') = Varexp (igopo/2h) 3 iy W) T (Z00) (2.70)

n!
n>0

Para lo que sigue, sera 1util reescribir la expresiéon anterior sacando provecho de la
paridad de la funcién de scar y sus derivadas,

o™ (=q) = (-1)" ¢ (9),
y desglosar (2.70) de modo de obtener

(n) (n)
(¢|d") = V2rhexp (igopo/2h) Z (=i h)" ¢ (QO)n('b (po)
n>0 :
= vV 2nhexp (igopo/2h) x (2.71)

X {Z (_1)71 h2n ¢(2n) (qO) ¢(2n) (pO) _ lhz (_1)71 h?n ¢(2n+1) ((IO) ¢(2n+1) (pO) }
2n)! '

= (2n) = (2n +1)!

Debe tenerse presente, sin embargo, que se estd realizando una expansion algebraica de
una funcién que decae exponencialmente. Por consiguiente, la misma es valida solo en
las proximidades del centro de expansién (en este caso el punto (go,0)). La contribucion
correspondiente a la zona vecina a (0, pg), por consiguiente, debe rehacerse por separado
y anadirse luego al resultado anterior. El esquema es completamente equivalente, aunque
ahora la expansién debe realizarse transformando Fourier el primer factor de la relacion de
completitud, esto es,

ww=/@mwwm

- \/%W_h/dqdpqg(p)*w (q) exp (~igp/h)

16Para comprobar esta tltima relacién basta ver que [ dpp™d(™ (p) es distinto de cero tinicamente en el
caso en que n = m, situacion en la que la integracién por partes arroja el resultado (—1)"n!.
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_ exp(?/i;IOTI;o/Qh) /dqdp¢(p) ¢(q — qo)exp (—iq (p—PO) /h)

(donde ahora se han utilizado, en forma secuencial, las propiedades (2.67), (2.64) y (2.63);
ademads de reacomodarse las exponenciales complejas). Los pasos que siguen son esencial-
mente los mismos que los realizados anteriormente. Basta tener en cuenta que

/dqdpq"(p—po)’" exp (—ig (p — po) /h) = /dqdpq”pmeXp (~igp/h) = (=1)"Lym,

en donde tan so6lo se ha efectuado un cambio de variable de integracién, y proceder como
va se ha hecho para llegar a una formula similar a (2.71),

(ir)"6™ (go) ¢ (po)

(#l¢') = Vorhexp (~igope/2R) )

= n!
= V2nhexp (—igopo/2h) (2.72)
n o 8% (g0) 9°™ (po) . n 20 @2 (go) ™D (o)
2n 2n
X{Z‘O(—U I )] +1h;(—1) h G T 1] .

Para obtener la serie definitiva del overlap deben sumarse, como ya se ha explicado, las
contribuciones (2.71) y (2.72), lo que permite arribar al resultado

($|8') = 2V 2rh [cos (%) Z (—1)" B2 ) (qg)z):)(l%) (po)
n>0 '

. {%Po n 2on @D (go) 9D (pyg)
+isin (%-) ;(4) 2 G T (2.73)

Para efectuar el calculo del elemento de matriz del Hamiltoniano, se realizan las mismas
expansiones en torno a los puntos heteroclinicos. A las propiedades consignadas para la
funcion de scar, debera anadirse las correspondientes a la funcion h¢(g) (resultante de
aplicar a aquella el operador Hamiltoniano, véase ecuacion (2.57) y los pérrafos que le
siguen). Entre ellas, su translacion a un punto arbitrario del espacio de fases,

het'(q) = helg — go)e™@0/D/n, (2.74)
¢l hecho de que su parte real sea nula, y que por lo tanto resulte
hé(q)" = —ho(q), (2.75)

como puede deducirse de (2.64) y de la representacién en posiciones del operador Hamilto-
niano. Una propiedad similar a la deducida para la transformada de Fourier de ¢(g), pero
que esta vez sale asimismo con el signo cambiado (véase apéndice C)

he(p) = —he(p), (2.76)
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y por ultimo, lo que atafie a la transformada de Fourier de la funcién transladada,

hA¢'(p) — h}b(p - pO) —igo(p—po/2)/ — —h¢(p pO) lqo(p—pg/Q)/ﬁ.’ (2.‘..1.)

que puede deducirse transformando Fourier (2.74) y empleando (2.75) y (2.76).
Esta vez, no obstante, el procedimiento adquiere la complejidad adicional proveniente
de la simetrizacién (2.59). Conforme a la notacién introducida en (2.57) y (2.58) para la

representacion en coordenadas de ]Ef ®), el primero de los términos de <¢ ‘Hh' d)’> queda

representado por dos contribuciones, a saber:!?
(161¢') = [ dahotay#(@

~

f‘ / dgdphé ()" & (0) exp (igp/2h)

_ _Lp(l\/%%ﬂ /dqdph¢ (2) 6 (= po) exp (ip (g — 40) /1)

~i )" 6™ (q0) 6 (po)

= —V2rhexp (iqopo/Qh)Z( ~ (2.78)
correspondiente al desarrollo en (g, 0), nyzo
<I§r¢l¢’> =/dqh¢(q)*¢’(q)
F / dgdp g (p)" ¢' (g) exp (~igp/h)
= SRERED [ dqdphs (5)9a — a0)exp (~ia o~ po) /1)
Bnhexp (<igupo/28) Y L 12 (7o) 0 (a) (2.79)

n>0

proveniente del otro punto heteroclinico. En relacién al segundo término de <¢ !Hh

a)’> en

la férmula (2.59), se tienen dos expansiones equivalentes a la anteriores,
(olrs) = [ daota)ho'ta

q)*he (p) exp (iq p/h)

17A lo largo de todo el procedimiento que sigue, se utilizan repetidamente las propiedades y enuncia-
dos (2.63), (2.64), (2.65), (2.66), (2.67), (2.68), (2.74), (2.75), (2.76) y (2.77). Con estas en mente, es
relativamente simple seguir la secuencia de los célculos.
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—e—)(p—(i—qg\/_—f_@/dqdww) he (p - po) exp (ip (¢ — q0) /h)
= —v/2rhexp (igopo/2h) ) _ (i) ¢ 7(3“) he™ (p 0), (2.80)
n (go,0), ¥ -
<¢|FI'¢'> = / dq $(a)"hé'(q)
\/ﬁ dq é(p)*ht (q) exp (—ig p/h)
= 2P (7%%)/% / dgdp ¢ (p) he (g — qo) exp (—ig (p — po) /h)
onhexp (~igopo/2R) Y (in)" o (Z ‘:) hg™ (%) (2.81)
n>0 '
en (0, po)-

Para arribar a la serie definitiva, del tipo de (2.73), pueden ahora simetrizarse por
separado las contribuciones en cada punto heteroclinico. Esto se logra definiendo la funcién
simétrica en q v p,

o™ (q) he™ (p) + he™ (q) ¢ (p)
2 b

Gn (¢,p)

v promediando en primer término (2.78) y (2.80), lo que da lugar a

<¢> : |¢'> = —V/2rhexp (iqopo/2h) ) (F3R)" G (g0, )

"0 n!
. - "G a (9o, h "Gon ,

n>0 n>0
(2.82)
para la contribucion al elemento de matriz en el punto heteroclinico (gg,0), y en segunda
instancia (2.79) y (2.81), que arroja el resultado

<¢ ‘Hh‘ ¢'> = V2nhexp (—igopo/2h) Z (7)" G (g0, Po)

n!
n>0

, X (—=1)" B**Gan (g0, Do) " " Gant1 (0, Do)
2mhexp (— 2h) ¢ hE :
mhexp (~igopo/ h){n>0 (2n)! = (2n + 1)!
B (2.83)
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para el punto (0,pg). Por altimo, debe procederse del mismo modo que con el overlap v
sumar ambas contribuciones, para obtener la expansién en potencias de £ del elemento de
matriz del Hamiltoniano simetrizado, que de esta manera adopta la forma definitiva

! I 4 0 n nGQn 0y M0
(@ |Hp| ") = —2iV2rh {sm <g—;%) ;(_1) 72 (Q(Z)lp ) B

_ QO_pO_ _1\n 2nG2n+1 (QO:pO) ;
hcos< 2h>;( " h et } (2.84)
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Capitulo 3

El mapa del gato

En este capitulo se desarrollaran los aspectos dindmicos del mapa del gato, se presentara
brevemente el esquema utilizado para cuantizarlo, y se construiran las funciones de scar
asociadas a sus oOrbitas periddicas. Sobre el final, se calcularan los elementos de matriz
correspondientes, comparandose los resultados con los obtenidos en el caso del modelo
derivado del Hamiltoniano H = Apgq. La descripcion clasica que se expondrd, permite
conectar al sistema tratado en este capitulo con el modelo referido en el capitulo anterior,
v al mismo tiempo interpretar al mapa en términos de la secciéon de Poincaré de un sistema
de dimension mayor.

3.1. Introduccion

El mapa del gato se incluye en una clase de sistemas conservativos ampliamente di-
fundidos en el estudio del caos clasico, y por extension del caos cudntico. Una de sus
caracteristicas mas interesantes, proviene del hecho de que la natureleza cadtica no surge
de no-linealidades en las ecuaciones que lo describen (como sucede en la mayoria de los mo-
delos empleados para estudiar la mecanica clasica de sistemas cadticos), sino de un sencillo
cambio de topologia. Esta circunstancia permite llevar a cabo un tratamiento analitico del
operador unitario U, y abordar el estudio semiclasico de propiedades de las funciones de
onda de manera exacta que en el caso de otros mapas resultan de caricter aproximativo
[27]. De todas maneras, aqui no se intentara encontrar resultados exactos.

3.2. Aspectos dinamicos

Desde el punto de vista estrictamente algebraico, el mapa del gato corresponde a una
aplicacién lineal de R? en R?, de caracter hiperbolico, que se transporta al toro T? ~ R? /Z?
mediante una relacion de equivalencia. Esta modificacién del espacio de fases convierte al
sistema dinamico en un automorfismo hiperbélico toroidal -también conocido como sistema
Anosov [28]- y de este modo introduce dos de los tres ingredientes necesarios para que exista

37



Capitulo 3. El mapa del gato

caos, a saber, transitividad topologica y estructura densa de érbitas periodicas'. Tales
condiciones se pueden apreciar ficilmente mediante un andlisis simbélico de la dinamica
[29]. La presentaciéon del sistema se dividird en cuatro partes; en la primera de ellas se
discutira la dindmica de un mapa hiperbdlico en el plano, y se ahondara a continuacion
en los aspectos que conciernen al cambio de geometria y a la estructura dindmica que esta
trae aparejada. Se introducira luego la version perturbada del mapa del gato, y por tltimo
su funcién generatriz asociada, punto de partida del método de cuantizacion.

3.2.1. Mapas hiperbélicos

Si bien en la literatura suele presentarse directamente el modelo matematico del mapa
gato, definiendo el sistema algebraico que lo describe, y sefialando las propiedades que debe
satisfacer la matriz de transformacion -véase més adelante-, aquf se utilizara de un enfoque
alternativo basado en trabajos de Faure y colaboradores [26]. Esta construccion. como se
ver4, permite conectar directamente un mapa hiperbdlico general, a través de una relacion
de similaridad sencilla, con el mapa introducido en el capitulo anterior

g

e
e Ap’

q =
’ p

p:

que matricialmente corresponde a

con
et 0
D()‘) - [ 0 e——/\ ] )

y cuyo efecto corresponde tan sélo a un estiramiento en la direccién ¢ y un estrechamiento
en la direccién p.
Para obtener un mapa lineal conservativo, se puede partir del Hamiltoniano cuadratico

1 1
Hz:gaq”+§ﬂp2+7qn (3.1)

del cual, por via de las ecuaciones de Hamilton, se obtiene el sistema dindmico

.d:7q+ﬁp
p=-—0q—"yp.

La integraciéon de este conduce directamente al flujo

11a sensibilidad a las condiciones iniciales, caracteristica restante, se manifesta inclusive en el plano,
en la medida en que el mapa es hiperbélico.
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|: qt :l - M [ do ]
Dt “I'mo |’
con
V= cosh (At) + 1 sinh (At) ésinh (At)
T ~%sinh (\t) cosh (At) — ¥ sinh () |

donde A = /+? — af3. La matriz M; -conocida como matriz de estabilidad- se convierte en
la matriz de monodromia M al tomar ¢t = 1. Desde este punto de vista, la dindmica entre ¢
y t + 1 puede asimilarse al movimiento en una direccion transversal en un espacio de fases
de cuatro dimensiones, en donde se pretende estudiar el flujo a través de una seccién de
Poincaré. Con esta consideracién, queda establecida la correspondencia entre el escenario
actual y el descripto en los capitulos anteriores

El antecedente euclideo del mapa del gato, queda asi definido a través de la ecuacion

=)

en donde la conservatividad de las areas simplécticas, que se puede verificar calculando el
determinante, ha sido impuesta a priori -la obtencién de M a partir de un Hamiltoniano,
garantiza la simplecticidad de esta matriz-. La construccién, a su vez, permite identificar
inmediatamente los tipos de o6rbitas que pueden tener lugar. Teniendo en cuenta que los
autovalores de M son e* y e, de acuerdo al signo de v2 — a8 podra haber érbitas elipticas
(A2 < 0), parabdlicas (A2 = 0) o hiperbolicas (A\? > 0, en esta situacioén, el parametro
expresa una medida del apartamiento asintdtico de orbitas inicialmente proximas y recibe
¢l nombre de exponente de Lyapunov). El mapa del gato corresponde al altimo de los casos,
que es consecuentemente al que se considerara en lo sucesivo.
El efecto de M se interpreta definiendo primeramente la matriz de cambio de base

_ 1 Tcos(nr/4—¢) sin(r/4-¢)
Q(¢) = NGV [ sin (7/4 — ¢) cos(mw/4 — ¢) ] ,

con ¢ € [0,7/4), que lleva las coordenadas en una base de vectores distantes en un angulo

é de la bisectriz del primer cuadrante (véase figura 3.1) al sistema ortonormal {e;,e;} (de
modo que Id = Q (¢ = 7/4)); y en segundo lugar, a la matriz de rotacion

cosf —sind

Rr(6) = [ sinf cosé ] !

que transforma desde una base rotada en € a la base estandar (en este caso, el angulo 6
puede recorrer media circunferencia, y por supuesto, Id = R(6 = 0)).2

?Al incrementar R en 7 las variedades coinciden, y se vuelven redundantes los demas valores de 6.
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Q0

Figura 3.1: Transformacién inversa Q~!(¢) aplicada a los ejes coordenados de la base original.

R ©)

Figura 3.2: Transformacién inversa R~1(f) aplicada a los ejes coordenados de la base original.

El producto de ambas matrices da lugar a la nueva matriz

1 cos(r/4+60—¢) sin(n/4—6—¢
sin2¢ | sin(n/4+0—¢) cos(n/4-0—¢

B(8,4) = R(6)Q($) = § (3.2)

cuyos parametros pueden relacionarse apropiadamente con «, 3y 7y, de modo de obtener
una matriz que transforme a D()) en M. Esto es, una base en la que ambas matrices sean
similares y cuyos vectores estén representados por las columnas de B, de manera tal que

M(X,0,¢) = B(6,¢) D(\) B(6,¢)"".
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R (u/d)

A
v
A

\i

Figura 3.3: Esquema de diagonalizacion de los mapas M® via la transformacién inversa
B~ (n/4,¢) = Q' (¢)R™*(m/4), aplicada a los ejes coordenados de la base original.

Procediendo asf, resulta
/A = —cot (2¢) — sin (26) / sin (2¢),
B/ = — cot (26) + sin (20) / sin (2¢) , (3.3)
v/A = cos (20) / sin (2¢) .

A modo de ejemplo, se analizara el efecto de la transformacién en términos de los
angulos € v ¢ en dos situaciones particulares. En primer lugar, se considerarin matrices
hiperbolicas simétricas. Dado que R es la matriz ortogonal mas general de determinante
uno, basta tomar @ = Id. La condicién resultante es entonces ¢ = 7/4, y el resultado, la
familia de matrices

7\[ ¢ =

cosh (\) + cos (26) sinh (\) sin (26) sinh (A) ] , (3.4)

sin (26) sinh () cosh (A\) — cos (26) sinh ())

que corresponden al mapa D(\) rotado antihorariamente en un angulo .

El otro caso de interés, es aquel en el que una de las bisectrices del &ngulo que forman
las autodirecciones coincide con el eje p (v la otra con el eje g) . Ello sucede cuando 6 = 7/4,
v da lugar a otra familia de matrices, a saber

(3.5)

b cosh (A) sinh (A) / tan (¢)
M"=1 (an(d)sinh(A)  cosh () }

En este caso, ademas de haber sido rotado en 45 grados, el mapa D ha sufrido una
deformacion por la cual las autodirecciones dejaron de ser perpendiculares, y se desplazaron
en un angulo 7/4 — ¢ hacia la bisectriz (figura 3.3).
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3.2.2. Automorfismo toroidal hiperbélco

Hasta aqui, se ha construido la transformacién hiperbélica® més general en el espacio
euclideo R?. Se completara la definicién del mapa del gato mediante el cambio de topologia
ya mencionado. Este paso se realiza restringiendo el plano al cuadrado [0,1] x [0,1]. e
introduciendo una identificacion entre los bordes de este tltimo. Esto es, haciendo coincidir
los lados g =0 con g =1,y p= 0 con p = 1. Formalmente, la operaciéon puede asimilarse
a una relacioén de equivalencia entre variedades a través del proyector

, .
[q,]:nm =[q—?}, con i,j € Z.
4 P p—=17
que a cada punto de R? lo envia a un punto del cuadrado. Como para cada (q,p) € R?
hay un solo par (7, ) para el cual la relacién anterior se verifica, es evidente que 7 es un
homomorfismo, y que en consecuencia divide al plano en clases de equivalencia. El toro
T? ~ R?/Z? es, pues, el conjunto de estas clases.

Componiendo al proyector con la transformacién hiperbdlica de la seccién anterior, se
define al operador que, ahora si, representa al mapa del gato

G=moM.

El sistema, también conocido como automorfismo toroidal hiperboélico [29], a los fines
practicos quedaré descripto por la ecuacién

[Z:]=G[Z]:M[§](modl). (3.6)

Ahora bien, se ha dicho en la seccién anterior que M debe ser una matriz conservativa e
hiperbélica, circunstancia satisfecha automéaticamente por construccién al ser det (M) = 1
y Tr[M] = 2cosh A > 2. No obstante, el hecho de que los bordes del dominio estén identi-
ficados, obliga a imponer una condicién adicional. A los fines de garantizar la continuidad
del mapa, los coeficientes de M deberan ser enteros, lo que restringe los posibles valores
de X conforme a la condicién

A=cosh™!(n/2) =1In [n/? +1/(n/2)? - 1} ,

con n = TrM € Ny3. De este modo, los mapas estardn discretizados mediante una formula

para los autovalores, a saber
vp =€ =n/2+1/(n/2)* -1, (3.7)

en donde el subindice n € N utilizado para designar a la traza, en lo sucesivo se empleara
también para caracterizar al mapa.

3Estrictamente hablando, se estd haciendo alusién a transformaciones hiperbélicas con autovalores
positivos, lo que excluye la posibilidad de inversiones.
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Figura 3.4: Deformacion del cuadrado [0, 1) x[0,1) via la matriz M,ll —1Id. Las marcas que quedan
contenidas dentro del paralelogramo - correspondientes a pares (i,7) € Z X Z- son las imagenes
de los puntos periodicos de periodo [.

Pueden asi apreciarse dos propiedades. Primeramente, que para todo n vale que n—1 <
v, < n, y en segundo lugar, la propiedad asintotica v, — n (para n — 00).

Asi mismo, del hecho de que los elementos de M,, sean enteros, se deduce que los puntos
periddicos tienen coordenadas racionales. Ello se evidencia al considerar la condicién que
debe satisfacer un punto de perfodo [, a saber

HESHEH

donde ¢ v j son ahora los enteros que hay que sustraer para llevar a cabo la operacién
(mod 1); o bien

! q t
(M, Id) [ P } [ i } . (3.8)

La ecuacién (3.8) puede explicarse mediante la figura 3.4, donde se advierte como los
puntos de periodicidad | son mapeados via M} — Id en los pares de enteros (i,j) que se
cncuentran dentro del paralelogramo al que es mapeado el dominio cuadrado. Como este
posce area 1. el area del paralelogramo correspondera al determinante det [M,‘L - Id], cuyo
valor absoluto sera, en consecuencia, igual al namero de pares (4, j) contenidos en él. Esto
permite deducir que el numero de puntos periédicos de periodo [ vale

|det [ME —1d]| = TTM! — 2 =0} + ;' -2, (3.9)

independientemente de a cual miembro particular entre los mapas de traza n se esté uno
refiriendo.
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Capitulo 3. El mapa del gato

Se concluiré esta seccién citando los ejemplos mas conocidos en la literatura. El mapa
del gato de Arnold
2 1
M3 - [ 1 1 } 9

que en la nomenclatura de la seccion anterior es un mapa del tipo M con § ~ 31.72% y
su inverso
2 -1
-1 _
My = [ -1 1 } '

(0 ~ 58.28°), que geométricamente corresponde a un intercambio de las variedades del
anterior; y para n par (n = 2k), los mapas del tipo M® (cuyas variedades, como se ha dicho
anteriormente, se bisectan en el ejep en un angulo ¢)*,

2 _
k 1 k k 1] (3.10)

M%Z[k"’-—l k} y MZ’“:[l k

con sus respectivos inversos
_ k -1 ~_ ko 1-—k?
M2’“1:[1—k2 k] y M?klz[—1 k }

correspondienteas una vez maés a intercambiar las variedades de los originales. Estos mapas
representan las tnicas soluciones de (3.5) compatibles con la condicién de que k£ € Zs,, ¢
incluyen al mapa de Hannay y Berry [31],

M4=[§ H (3.11)

que en secciones subsiguientes servird de modelo para estudiar la teorfa desarrollada en el
capitulo anterior. Pero antes se completara la descripcion clasica.

3.2.3. Mapa del gato perturbado

Tal como se mencionara al comienzo de esta seccién, el mapa del gato tiene la carac-
teristica de manifestar caos atin en ausencia de no-linealidades. Sin embargo, el espectro
resultante al realizar la cuantizaciéon exhibe degeneraciones que no son tipicas de los siste-
mas cadticos, motivo por el cual en determinadas circunstancias se hace preciso modificarlo
introduciendo una perturbacién.

La versién perturbada del mapa del gato se construye anadiendo un término no lineal
en la ecuacion (3.6), procedimiento que usualmente se realiza escribiendo

[ZZJZA[Z]ZM[HJrkf(q){%Z](mom),

4donde ¢ = tan"'(vkZ — 1) y ¢ = cot~ 1 (VEZ — 1) = /2 — 6.
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con f (¢) una funcion de periodo 1, de modo de preservar la continuidad. La condicién de
conservacion del 4rea se traslada ahora al jacobiano de la transformacion (es requisito que
el area se conserve localmente), mientras que para mantener la condicién de hiperbolicidad,
se hace preciso que el mapa sea estructuralmente estable (lo que equivale a decir que las
orbitas de ambos mapas, perturbado y sin perturbar, sean topologicamente equivalentes via
un homomorfismo H). Esto es cierto para el mapa del gato, como lo garantiza el teorema
de Anosov|28|, siempre y cuando

(TtM)? —4 — TrM +2

k‘<k‘méx5 - =
2méxg | f' (g)| V1 + M3,

Bajo esta condicion, el mapa perturbado resulta ergdédico, como lo es el mapa sin pertur-
bar. De otro modo el comportamiento es mixto, con zonas elipticas (“islas de estabilidad”)
interpuestas en un fondo cadtico. El mapa que aqui se considerard ha sido extraido de
trabajos de Basilio de Matos y Ozorio de Almeida (30|, y viene caracterizado por

M= [ g ; } y  f(g) = 5 [cos(2mgq) — cos (47q)] . (3.12)

En este caso, para k < (\/3— 1) /v/5 = 0.33... el mapa resulta Anosov. Su parte
lineal puede ser decripta mediante la descomposicion expuesta en las secciones anteriores,
v geométricamente corresponde a un M? de traza 4 cuyas variedades bisectan al eje p en
un angulo ¢ = 7/6 (véase ecuaciones (3.5) y (3.10)).

Alterantivamente, si A satisface el teorema de Anosov, se podréa escribir

A=H'"oGoH=Go[G'oH 'oGoH],

de modo que
A=GoP=Go[l+€(q)], (3.13)
con

e@)zk[f%]y - (3.14)

de donde se deduce la expresion para el mapa inverso, a saber:
Al=PloG ' =[1-€(g))o G

Antes de pasar al ultimo segmento de esta la seccion, se citaran algunos elementos de la
dindmica cuvo calculo se realiza perturbativamente a partir de los correspondientes al mapa
sin perturbar. Las érbitas periédicas, por ejemplo, se obtienen resolviendo (3.8) y realizando
luego un analisis infinitesimal (tomando k& < kmax, €sta aproximacion es siempre factible).
Existen dos puntos fijos que se ubican en (0,0) y (1/2+k/2m, 1/2+k/27), respectivamente,
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Figura 3.5: Las cuatro 4reas heteroclinicas principales enmarcadas por las variedades estable
e inestable de los puntos fijos a = (0,0) y b = (1/2 + k/2m,1/2 + k/27). Los puntos ¢y c-
denominados puntos heteroclinicos- corresponden a los cruces entre las variedades de uno y otro
punto fijo.

y cinco 6rbitas primitivas de periodo dos, correspondientes a los pares:

(1/6 — k/6m, —k/47) (1/3 = k/127,1/2)

(k/6m,1/2) (1/2 + k/3, k/27)
(1/3,0) (2/3,0)

(2/3 = k/127,1/2) (5/6 — k/6m, —k/4T)

(1/6 — k/4n,1/2 — k/4x) (5/6 — k/4m,1/2 — k/4x)

A su vez, las 4reas heteroclinicas encerradas por las variedades estables e inestables (de
dos puntos fijos, de puntos pertenecientes a érbitas periodicas, o bien de combinaciones
entre unos y otros), a primer orden en la perturbacion, corresponden a trapezoides que se
obtienen al deformar linealmente los correspondientes paralelogramos.

En la figura 3.5 se muestran las 4reas heteroclinicas principales que definen las va-
riedades de los dos puntos fijos. Como puede apreciarse, estas "reaparecen” en diferentes
lugares del espacio de fases como resultado de las proyecciones en el toro del origen (uno
de los puntos fijos). Con A° = 0.1443380 el area correspondiente al mapa sin perturbar, v
8 = 0.091888k, las cuatro areas toman respectivamente los valores A; = A°+4, A, = A%-4.
A3:AO+2(5, A4:AO—25
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3.3. Cuantizacién

3.2.4. Funciones generatrices

Para poder introducir el método de cuantizaciéon del mapa del gato, serd necesario
presentar previamente su funciéon generatriz asociada (primeramente en la version del mapa
sin perturbar) [30],

1

5 Mug® —2q(q +m)+ Mxn (¢ + m)® — 2Miyng'| . (3.15)
M,

S{d.q,mn)=

A partir de esta se puede obtener la formula (3.6) mediante las transformaciones cané-
nicas p = —085/0q y p' = 05/9¢’. En relacién a la parte perturbativa, la correspondiente
funcion puede escribirse directamente como la suma {30]

SA (ql7 q,m, n’) =S (qlv q,m, n) + SP (Qia q) 3 (316)

donde Sp es la funcion generatriz de la perturbacién P introducida en la seccién anterior
(tal que su derivada con respecto a g corresponde a la parte no nula del mapa €(g) (ecuacion
(3.14))), y ¢; la coordenada intermedia del sistema luego de la accién de P. Esta ultima
funcion generatriz, por su parte, permite obtener la perturbacion P mirando estroboscé-
picamente un hipotético Hamiltoniano Hp(g) vinculado con Sp(g) partir de la relacién
130]

dHp(q) _  1dSp

dg T dq’

donde T corresponde al tiempo transcurrido entre observaciones. En la préxima seccion se
sacara provecho de este altimo enunciado.

3.3. Cuantizacion

La cuantizacién del mapa del gato se realiza semiclasicamente partiendo de un pro-
pagador clasico, en el que la accién es representada por la funcién generatriz (3.15). La
dificultad principal consiste en llevar a cabo la periodizacién, para lo cual es preciso utilizar
herramientas de teoria de ntimeros que aqui solo serdn comentadas, remitiendo al lector
interesado a [31] y 32, 33].

Dado que el espacio de fases es el toro unidad, las funciones de onda v (¢g) deben tener
periodo 1 en ¢, lo que implica que sus transformadas z;(p) deben corresponder a series de
deltas centradas en p = 2n7h, con n entero. Pero como las 1/; (p) deben poseer asi mismo
la periodicidad toroidal, las 9 (¢) deben consistir a su vez en deltas, en este caso centradas
en ¢ = 2mmh. Estas condiciones son mutuamente consistentes sélo si el area del toro es un
multiplo entero de la constante de Planck, que en el caso presente -toro unidad- corresponde
a decir

h=1/2nN,
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Capitulo 3. El mapa del gato

donde N € N define el tamafio del espacio de Hilbert. De este modo, cualquier “medicion™
realizada de g o de p s6lo puede tomar valores en la red de puntos con coordenadas

¢=Q/N,p=P/N (1<Q,P<N),

para @Q, P € N. En el limite semiclasico, correspondiente a N — oo, fi se anula en forma
asintética y q y p se vuelven practicamente.

La construccién del operador involucra a un propagador continuo en el plano, al que se
escribe en términos de la accién correspondiente a una tnica trayectoria clasica

’ (1Y -—iBS(q',q) 12 15(q9)
U = (-1 () o

donde r es la signatura del mapa [30|. Introduciendo la versién plana de (3.15) en esta
ecuacion, se obtiene el propagador para el mapa sin perturbar

3

U%(q,q) = ( ol >2eXp [ﬂ (M11¢* — 2¢'q + Mang”)
’ iMlQ M12 ’

que resulta una expresion exacta en la medida de que la funcién generatriz es una funcion
cuadrética de las coordenadas. Para realizar la periodizacién, se utiliza la analogia 6ptica
propuesta por Hannay y Berry[31] en la que se considera a U% (¢’, q) como el campo en la
posicién ¢’ producido por una fuente en q. El propagador en el toro resulta asi el promedio
sobre los enteros m de todos los puntos ¢ = @/N + m, con () un entero entre 1 y N. De
este modo se obtiene

M12 1/2 17T 2 / . ¥
UQG'Q = (W) exp NM12 (Mll (Q + mN) B 2Q (Q + mN) + AIQ?CJ 2) >m ’

donde (), denota el promedio sobre m.

Este tipo de promedios se conoce como sumas gaussianas, y se calcula mediante la
teoria de niimeros [34]. No obstante, para que los elementos de matriz del propagador U
resulten no nulos para todo N, las matrices M deben ser de la forma [31]

M [.par impar} . [impar par ]
impar par par impar

Esto descarta al mapa de Arnold, pero permite en cambio utilizar la versiéon considerada
por Hannay y Berry (que le sucede inmediatamente desde el punto de vista de la ecuacién
(3.7)), e introducida con anterioridad en la ecuacién (3.11).

La cuantizacion de la perturbacion se realiza partiendo del hecho de que el mapa com-
pleto puede escribirse como una composicién (ecuacion (3.13)), en la que, por simplicidad,

se tomara al mapa P como un caso de “delizamiento” (shear) no-lineal [30]. En esta situa-
cion, el propagador asociado a la perturbacion se obtiene mediante el Hamiltoniano Hp(q)
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introducido al final de la secciéon anterior, definiendo a la evolucién en el plano como la
propagacion temporal de Hp sobre un periodo T,

P _ ~iHpT/h
U™ =e /"

0 en representacion de coordenadas,
UP(q,q') = (g — ¢')e  HPT/,
Procediendo del mismo modo que con U%(q, ¢'), a este operador se le toma el promedio
en m sobre todos los puntos ¢ = /N + m, para obtener el propagador en el toro

P —i2nNHp(Q/N)T

UQQ’ = Jggre 2 r(Q/N) ,

un promedio que resulta no nulo tnicamente si Hp(q) tiene periodo 1. El mapa cuantico
definitivo queda entonces definido a partir de la composicién de dos operadores evolucion,
uno correspondiente al mapa del gato sin perturbar, y el otro al shear no-lineal

U4 = USUP. (3.17)

La ventaja en la utilizacién de un shear para incorporar la no-linealidad al mapa del
gato. reside en el hecho de que la aproximacion semiclésica sigue siendo exacta [30]. El
propagador se obtiene mediante la expresi6n (3.16) para la funcién generatriz, y vale

oy N\ M2 itN s P
U4 (¢, q) = e exp M—;(an —2q¢'q+ Msoq )+127rNSp(q) )

Promediando esta expresién sobre los enteros m para los puntos tales que ¢ = Q/N+m,
se obtiene

Mg\ i , .
LYS,Q = ~__}:2_ exp 127 (AIII(Q + mN)2 — Q/(Q + mN) + M22Q 2) > el27rNSp(Q/N)’
iN N.’I\Jlg .
(3.18)

que es justamente la representacion en coordenadas de (3.17) :
tA _ 171G P
L QQI _ UQQI UQQI .

La no periodicidad de UF, se traslada directamente al propagador U4, lo que se traduce
en una ruptura de la degeneracion caracteristica de los mapas del gato sin perturbar [30].

La aplicacion de este esquema de cuantizacion al mapa utilizado por Basilio de Matos y
Ozorio de Almeida (véase ecuacion (3.12) y la referencia asociada) conduce a las siguientes
expresiones para las fuciones generatrices

Salq'sq,m,n) = ¢ — q(¢ + m) + (¢ + m)® — ng’
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Sp(q) = 4]% <sin(27rq) — %sin(47rq)) ,

para los mapas G y P, respectivamente (en donde se han utilizado las formas explicitas
de G y de €(q) introducidas en la seccién 3.2.3). Estas deben colocarse luego en (3.18), v
promediarse por ultimo para obtener la matriz

1/2 . .
Ué’Q = (%) exp \‘1_2]\771- (Q2 _ QQI + Q/Q) + %\% <Sin (QWQ/N) — %sin (4’/TQ/17V)>} R
(3.19)

cuya diagonalizacién podra implementarse ahora en un cédigo computacional para valores
de N arbitrarios.®

3.4. La funcién de scar en la base de autoestados

Una vez diagonalizado el operador deducido sobre el final de la seccién precedente, v
con el objeto de obtener una expansiéon de la funciéon de scar en la base de autoestados del
gato, puede introducirse la completitud generada por estos tltimos en la ecuacién (2.21)
(con f(2t/T) = cos(nt/T)). Procediendo asi, la representacion integral de la funcién de
scar se conivierte en la suma

N

T/2 -
o) = Z/ dt cos(mt/T)e®U* |uk) (uel0),

k=1 —T/2

que luego de hacer actuar al propagador sobre los |u:)%, puede integrarse exactamente
dando lugar a la serie

N
DEDRAMNIME
k=1

con
o cos(n = 0)T/2)
R (e

El tnico ingrediente que hay que especificar corresponde a los coeficientes {1[0), que
son precisamente los paquetes gaussianos propagados que intervienen en la construccion
de la funcién de scar, proyectados en la base de autoestados del mapa del gato. Esto cs

®Como ya se ha mencionado, la no inclusién de un término perturbativo en el propagador cuantico
puede dar lugar a espectros que no son caracteristicos de sistemas clasicamente caéticos. Sin embargo, las
manifestaciones de este rasgo atipico del mapa del gato no se han puesto en evidencia (al menos en cl
transcurso de este trabajo) en los calculos semiclasicos de elementos de matriz.

8Esto es, de acuerdo a la ecuacién de autovalores Ut i) = e'#¢t 1),
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Z

:ulclo Z ,U'k|qz sz),

=1
Con

o) xexp |- L

donde los coeficientes (yu,|q;) provienen de la diagonalizacion de la matriz U4 deducida en
la seccion anterior (ecuacion (3.19)).

Ahora bien, para describir adecuadamente el problema que se est4 tratando, deben
tenerse presentes dos consideraciones: en primer lugar, la simetria toroidal del espacio de
fases, que obliga a introducir una periodizacién en la definicién de los estados coherentes.
Por otra parte, del hecho de que las variedades del sistema lineal no sean perpendiculares,

sc desprende que la autocorrelacion <O lU tl O> no resulta maxima entre estados coherentes

isotrépicos. En este caso debe introducirse el estado de maxima autocorrelacion centrado
en el origen del espacio de fases, reemplazando al estado gaussiano isotropico por el que se
obtiene a partir de la férmula |35]

¢ P
(g|0) o exp [1%6} (3.20)
donde
[ 53 } = & + 1 (3.21)

es un vector complejo construido con los autovectores estable e inestable de M. En el caso
particular del gato de Hannay Berry, estos valen

€, = sin(m/6)e, + cos(m/6)e,

& = — Sin(7r/6)eq + cos(m/6)e, ’ (3.22)
de modo que el estado en cuestién toma la forma
2
(o) o exo [V, 523

lo que corresponde a un estrechamiento del paquete isotrépico en la direccién ¢ y un
estiramiento en la direccién p.

En cuanto a la traslacion de la funcién de scar a puntos arbitrarios del espacio de fases,
a cste efecto se procede de manera analoga a como se hizo en el capitulo anterior (ecuacion
(2.49)). Los detalles seran expuestos en la seccién que sigue.

Restarfa aclarar el procedimieniento de periodizacién mencionado anteriormente. In-
cluido este, la determinacién numeérica de los elementos de matriz se reduce a sumas sobre
los puntos en que queda discretizada la coordenada ¢. Sin embargo, tal procedimiento no
difiere del empleado mediante una construccion semiclasica de la funcién de scar que se
presentara a continuacion, lo mismo que el criterio establecido, una vez evaluados los ele-
mentos de matriz, para analizar los resultados y compararlos con las formulas deducidas
en la secciéon 2.4.
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Capitulo 3. El mapa del gato

3.5. Construccién semiclasica de la funcién de scar

La construccién semiclasica de la funcién de scar se realiza mediante la representacién
integral (2.21), reemplazando al operador Ut por la version correspondiente al mapa del
gato, obtenido a partir de (3.1) con o = —v/3\, 8 = —\}—5)\, v = 0 (ecuaciones (3.3) aplicadas
al caso particular en que 8 = 7/4, ¢ = /6 ),

A
Y = 2 _3¢%), 3.24
2\/5(1) q°) (3.24)

con A =In (2 + \/5) El mapa en el plano tiene un punto fijo en el origen cuyas direcciones
estable e inestable vienen dadas por los vectores (3.22) que, normalizados de modo ue
&N & =1, toman los valores

1 [ 3-1/4 1 [ —3-1/4 .
f=s| o | vemg o | (3:29)
En este caso se partira directamente del paquete gaussiano

(gl0) =

¢ P } , (3.26)

1 .
exp |i——
(hm)H* /en/AQ ’ [ 2h@Q
que corresponde a la ecuacion (3.20) con la inclusién del factor de normalizacién. El paquete
asi escogido satisface las relaciones

(0]0) =1,
<0 [H‘ 0> =0,
<0 ‘FIZ 0> — B2)2/2;

esto es, es un paquete normalizado con dispersién en energia o = h/\/\/§. Debe enfatizarse
que cualquier combinacion lineal de la forma af, + i;/a con o > 0 (generalizacion de la
ecuacion (3.21)) da lugar a un paquete gaussiano que también satisface las tres ecuacio-
nes anteriores. Esto significa que existe una familia uniparamétrica de paquetes con igual
dispersion en energia (més ain, puede probarse que es esta la minima dispersion que se
obtiene mediante construcciones gaussianas). No obstante, dentro de esta familia, el pa-
quete escogido presenta ademas minima dispersion en ¢ y en p. Por consiguiente, se trata
del paquete con mayor localizacion en la vecindad del punto fijo.
La funcién de scar adopta entonces la forma

ocar(q) = m/_m dt cos (7t/T) <q \Ufl o>, (3.27)

T/2

con k una constante de normalizacién.
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3.5. Construccion semiclasica de la funcién de scar

La evolucion temporal del paquete gaussiano resulta a su vez un paquete gaussiano
(esto debido a que el Hamiltoniano utilizado es una forma cuadratica), y viene dada por
la siguiente expresion:

(e

Ut !

Lr),

0> = (hm) /4 (/&7 AQ) (2) Xp ll2hQ(t)

donde el vector
[ y ] (1) = & (1) + i€, (1)
se obtiene evolucionando los autovectores del mapa en el plano [35],
€u (t) = exp (M) &u; & (1) = exp (=At) &s;

con lo que’

™

(¢)

@ = /3 [tanh (2Xt) 4 isech (2)\t)].

O

De este modo, resulta

31/8 e—% arctan[tanh(At)]

Tt _ . V3¢
<q|[«’0>_ [whcosh(2>\t)]1/4 exp{{—mjtltanh(%t)] 23};1}, (3.28)

donde la fase de /e"/4Q(t) se ha elegido en el rango (—n/4,7/4) con el objeto de que
(¢|U*|0) resulte una funcién continua del tiempo.

Esta expresion puede ahora introducirse en (2.21) para obtener una férmula cerrada
para la representacion integral de la funcién de scar en el plano,

/4 B3 ¢
_ \/3 1 T/2 mt\ €XP [ cosh(2At) Qﬁ]
ot =2 R [Tl (3) T oot

en donde. a los fines de realizar la manipulacion algebraica, se ha definido la funcién impar

6(t) = @ tanh (2Mt) — larctan [tanh (At)].
2h 2

Esta funcion de scar depende de un parametro 7', en principio arbitrario, que puede
variar entre 0 e oo. No obstante, debe tenerse presente que en sistemas més generales que
el que se esta tratando no es posible obtener expresiones explicitas como la ecuacion (3.28)
mas alla del tiempo de Ehrenfest. Por este motivo, en general se tomara a 7/2 igual al
tiempo de Ehrenfest, Tg = In(A/k)/2), con A el area accesible en el espacio de fases, igual
a la unidad en el caso del mapa del gato.

"De acuerdo a la discucién previa, el paquete evolucionado tiene dispersién minima en energa.
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Capitulo 3. El mapa del gato

Conviene recordar aqui que la funcién coseno en el integrando de (3.29) minimiza a
la dispersién en energia de la funcién de scar (véase capitulo anterior). Esto es, que la
cantidad

(bocar |H2| scar ) = 0% (3.30)

alcanza, al considerar el limite T — oo, el minimo valor asintdtico posible correspondiente
a op ~ wh/T. Ahora bien, teniendo en cuenta que T crece (logaritmicamente) con £, puede
concluirse que para cualquier tiempo fijo ¢ se satisface (semiclasicamente)

~ 242
Ut ¢sca7‘> ~e apt /2h.

(bicar

En particular, para t = 1 se puede definir

_ =1
P = <¢scar U 1 ¢scar> )
una nueva cantidad asociada al tiempo de Ehrenfest, que en este caso tiende a 1 en el liniite
semiclasico.

El paso siguiente de la construccion consiste en trasladar la funcién de scar introducida
anteriormente a un punto arbitrario (g;,p,) del toro, y luego periodizar en ¢ v en p. La
periodizacién en ¢ se realiza mediante una suma de funciones trasladadas en esta direccion.
y la periodizacion en p, simplemente restringiendo los valores posibles que puede tomar la
variable ¢ a un ntimero discreto. Concretamente, la forma definitiva que adopta la funcion
de scar en la vecindad del punto (g;, p;) es

d)(qj’pj)(qk) — Z eipj(Qk_qj—l)/h¢scar (Qk _ q] . l), (331)

[=—0

con g = k/N para k = 0,1,..., N — 1. Tal como se mencioné en la seccién anterior, el
entero IV da el tamafio del espacio de Hilbert, y se vincula con % a través de la relacion
N =1/2xh.

Una propiedad importante que atafe a la funcién introducida en (3.31), corresponde
a su evolucién via el mapa cuantico M = U*=!. Dados dos puntos (g;,p;) vV (gj+1.0,+1)
del espacio de fases, conectados por el mapa clasico M, a nivel semiclasico se satisface la
siguiente relacién

<¢(<Ij+1’1’j+1)

M‘ ¢(Qj7pj)> ~ peiaj, (332)
donde
a; = S(gj+1,95)/R
corresponde a la accion clasica (por unidad de #) para ir desde un punto hasta el otro.
En este punto, puede pasarse a la tercera y ultima etapa en la construccién de la funcién

de scar en el toro, correspondiente a la asociacién de esta a orbitas periodicas de periodo
n(>1).
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3.5. Construccién semiclasica de la funcién de scar

Dada una orbita descripta por las coordenadas (go, po), (¢1,91); s (@n—1, Pn—1), la co-
rrespondiente funcién de scar viene dada por la combinacién lineal

n-1
d(qy) = % Zei”jcb(q"”’f)(qk), (3.33)
3=0

para k = 0,1....,n—1 (para una justificacion de la féormula precedente, véase apéndice E).
Las fases 7);. a priori desconocidas, se introducen con el objeto de reproducir la condicién
que caracteriza a la funcion de scar, a saber:

<c1> |M‘ <1>> = pel®, (3.34)

donde 3, que asi mismo es una fase a determinar, representa una energia de Bohr-Sommerfeld.
El significado de esta ecuacion puede esclarecerse representando a la funcion de scar en
la hase de autoestados del gato,

|®) = ch | k) -
k=1

En este caso, en el limite semiclasico los coeficientes ¢, deben ser tales que

N
D el ~1
k=1

N

> el ellerH ~ p, (3.35)
k=1
lo que permite concluir que los estados que contribuyen a la funcién de scar ® son aquellos
con fases propias proximas a 3, y dispersos respecto de esta en un ancho og (véase ecuacion
(3.30)).
Reemplazando ahora (3.33) en (3.34) y haciendo uso de (3.32), se obtiene

n—1
1 —inj 41 Slaj L1775 iB
— E e Mitlel%ieli ~ ¥
n

J=0

de dounde. teniendo en cuenta que la suma de n nimeros complejos unimodulares es tal que

n—1

§ ei@j

=0

=n <= 0, = constante,

se desprende que las fases deben relacionarse de acuerdo a
—Tj+1 +a; + 15 =B,
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Capitulo 3. El mapa del gato

para todo 7 =0,1,...,n — 1; o equivalentemente

M = Nj+1+ B8 — oy
Esta formula se puede emplear recursivamente, para obtener

n—1
ﬂo=n1+ﬂ—ao=n2+2ﬂ—ao—a1:...:nn+nﬁ—2aj.
Ahora bien, la condicion de cuantizacién
M =1 (mod27),
implica que

n—1
nf = Z o; + 2mm,
§=0

con m = 0,...,n — 1. De donde, en definitiva, pueden obtenerse n valores de 3 indepen-
dientes, de la forma,

1< L2
_ ‘Z cmm (3.36)
n =0

cada uno de ellos asociado a un conjunto de fases relativas en la combinacion lineal, dadas
por la relacion de recurrencia

o =+ - 9

Dado que la funcién de scar estd definida a menos de una fase global, sin pérdida de

generalidad se puede imponer n(()m) = 0, con lo que el m-ésimo conjunto de fases relativas
asociado a B(™ quedara prescripto por las n ecuaciones

nfm) = 0p — 5(’")

Uém) = ap + a; — 28™

n—1
= Zaj —nB™ =0 (mod 27). (3.37)
=0

La conclusién es que, en lugar de una, se obtienen n funciones de scar equiespaciadas
en el espectro de fases.
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3.5. Construccion semiclésica de la funcion de scar

En lo que sigue, se incorporara la dindmica a nivel semiclasico. Para ello habra primero
que calcular la accion del Hamiltoniano del mapa del gato (ecuacion (3.24)) sobre la funcién
de scar. En representacion de coordenadas, esto corresponde a escribir

- A d?
h¢scar(Q) = <q .H/h ¢scar> = % < h Jé— - 3q2> ¢scar(q)a

que aplicado a (3.29) conduce a

BV T mt
hscar =AK|—= / dt cos <—>

X exp V3 ¢ a(t)cos[0(1)] + b(t) sin [6(2)]
> cosh (2At) 2h [cosh (2)\t)]1/4

, (3.38)

con
V3

_ 39
alt) = ficosh(2\t) T {

[sech(2t)]? — [tanh(2)¢)]* — 1}

b(t) =

V3 tanh(2At) - 2\/—q
h R cosh(2At)

Al igual que se hizo con la funcién de scar, el paso siguiente consiste en trasladar la
hdseqr a un punto arbitrario (¢;, p;) del espacio de fases, y en periodizar en ¢ y en p, de
modo de obtener

h¢(q] p] qk Z elh(qk q]+l)h¢scar (Qk — g; + l) (3-39)

I=—00

con ¢ = k/N para k=0,1,..,N - 1.
Por ultimo, se define la accién del operador Hamiltoniano sobre las funciones de scar
asociadas a orbitas de perfodo n (descriptas en la ecuacion (3.33)) como sigue

hd(qi) = <qk

con 3 (la energia de Bohr-Sommerfeld de la funcion de scar) y ¢; definidos en (3.36) y
(3.37) respectivamente.

Antes de discutir las aproximaciones involucradas en (3.40), se introduciran los primeros
momentos del operador utilizado,

— + 8l

n—1
1 .
@ —_— E e|¢jh¢(qjvpj) gk ), (340

Z

1

My = (2[0) = ®(qx) @ (gx),

0

.
Il
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Capitulo 3. El mapa del gato

) 1N 1
E_Fﬂld (I)> (I) h(b qk)

Ml = <q)
k:=0

M, = E+ﬁfd ® E+m§1 ® —iAfh@( )*hd(gx)
2 = 3 A - N £ gk Ak -
A partir de estos momentos, la dispersion en el espectro de fases puede escribirse como
M, [ M\’
hn = \/m - <E> . (3.41)

Con estas expresiones, puede regresarse a la ecuacién (3.35), que expresa a ® en la base
de autoestados del gato, para obtener

N
Z[Ckl M—)l

0 N

N
Z lexl* (o — B)min = M, w50,

donde (ax — B)min representa el menor valor que toma esta cantidad médulo 27 (en valor
absoluto).

En dltimo término, puede establecerse que los coeficientes ¢ son cantidades no despre-
ciables s6lo cuando se satisface la relacion

lox — B < O /h

Ahora si, se procedera a la explicacion de la primera de las aproximaciones semiclasicas
utilizadas. Se asumira que una descripciéon hamiltoniana en el mapa del gato es razonable
siempre y cuando o /n S€8 mucho menor que 7. De esta manera, la accion del Hamiltoniano
no se vera afectada por la naturaleza periodica del espectro de fases. Puesto que o fi/n (que
tiene un comportameiento similar a o) tiende a cero en el limite semiclasico, se puede
afirmar que el operador H /B introducido tiene un caracter semiclasico.

La restante aproximacién involucrada tiene que ver con el caracter local que posee el
Hamiltoniano del sistema. Esta aproximacién opera también en flujos, y fue ya descripta en
el capitulo anterior. Teniendo en cuenta que bajo esas circunstancias el Hamiltoniano deja
de ser hermitico, se le restituira su hermiticidad a continuacién simetrizando los elementos
de matriz entre funciones de scar. Concretamente, dadas ® y &' dos funciones de scar con
fases de Bohr-Sommerfeld 8 y ' respectivamente, se definira el elemento de matriz del

Hamiltoniano como sigue
1
ry==((d :

H ! F
—— o)+ (¥|x

—_— g ’A
3 5 h-i—ﬂld + B'1d

<q>
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3.6. Calculo semiclasico de elementos de matriz

Una de las grandes ventajas que posee el formalismo Hamiltoniano presentado en sec-
ciones anteriores, corresponde a la posibilidad de calcular semiclasicamente elementos de
matriz entre estados de scar en términos de un nimero reducido de invariantes clasicos.
Las areas homoclinicas, por una parte, son necesarias en el calculo de elementos diagonales,
en tanto que las heteroclinicas intervienen en los elementos de matriz no diagonales. En
esta seccion se expondra en detalle este tltimo tipo de célculo, esto es, el que corresponde
a elementos de matriz entre estados de scar ubicados en dos puntos fijos diferentes del
mapa presentado en la secciéon 3.2.3. El procedimiento involucrado en el caso diagonal es
completamente equivalente.

Los dos puntos fijos del mapa sin perturbar corresponden, como ya se ha mencionado
anteriormente, a los puntos de coordenadas ¢ = p = 0y ¢ = p = 1/2 (representados en
la figura 3.8 por los puntos a y b, respectivamente). Ahora bien, para poder emplear las
expansiones en potencias de £ derivadas en la seccion 2.4, debe establecerse una correlacién
entre los cruces heteroclinicos del modelo empleado en el capitulo anterior (representados
en la figura 2.3 por los puntos de coordenadas (go,0) y (0,po), respectivamente), y los
correspondientes cruces del gato de Hannay Berry (puntos ¢; y ¢, de la figura 3.8, respec-
tivamente). En la medida en que exista una transformacién simpléctica que permita pasar
de un sistema clasico al otro, habra asociada una transformacion unitaria que establezca
la equivalencia entre ambos desde el punto de vista cuantico [20], que en definitiva debera
verse reflejada en los elementos de matriz entre sus funciones de onda. Tal transforma-
cién viene representada por los vectores inestable y estable &, y & (ecuacion (3.25)), y
matricialmente corresponde a escribir

1 [ 3-1/4 _g-1/4
E 31/4 31/4 ’
precisamente la matriz B asociada al cambio de base que fuera introducida en la seccién
3.2.1.

Teniendo en cuenta que los cruces heteroclinicos en el mapa del gato se asocian a
los vectores de componentes g, = 0.394338, p; = 0.683013 (que va de @ a ¢1), ¥ g2 =
0.105662. p, = —0.183013 (que va de a a c), para vincular al primero de ellos con el punto
(4o, 0) del mapa diagonal, habra que escribir

MR

de donde se deduce que para que ambos sistemas sean clasicamente equivalentes debe valer
qo = 0.733945. Si ahora se reescribe al vector asociado al cruce heteroclinico ¢;, pero con
origen en el punto fijo b, mediante el mismo peocedimiento podra obtenerse el valor de po.

Esto es,
BRI
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Capitulo 3. El mapa del gato

que arroja el resultado py = 0.196660. Estos valores deberan insertarse en las férmulas
(2.73) y (2.84) a la hora de predecir teéricamente los elementos de matriz entre funciones
de scar asociadas a los puntos fijos del mapa del gato, y de comparar tales estimaciones
con los resultados numéricos que serdn expuestos a continuacién.

De ahora en ma4s, se consideraran las funciones ®(q;) y ®'(gx) situadas en los puntos a
y b de la figura 3.8, respectivamente. De acuerdo a (3.33), estas adoptan la forma

Qk) = Z @scar (Qk

l=—00

o0
k) = Z ei(qk_lﬂ_l)/%qsscar (Qk - 1/2 - l) )

l=—00

y tienen asociadas las fases de Bohr-Sommerfeld 3 = 0y 8/ = N7 /2 (mod 27) (véase apén-
dice D para una explicacién detallada sobre este punto). Por su parte, ds.q-(q) se calcula
numéricamente a partir de (3.29) en los valores de la coordenada g que corresponda, para
lo cual se adopta como limite de integracién 7/2 = In(27N)/A (1o que corresponde a tomar
A = 1). Por su parte, las funciones h®(gx) y h®'(qx) se calculan también numéricamente
mediante (3.38) y (3.39). Una vez hecho esto, las determinaciones numéricas se incorporan
en las expansiones de los elementos de matriz, que se obtienen computando

1 ¥ ,
(®]0') = ~ 2 (@) (a),
k=0
o2 B+B oy _1%_:1[ Vhd (ge) + h®* (gx)® (qx)
5 9 oN — (Ik Qk Gk 4k

ol (oY (2 o) 2
S+ (= +81d]) P thp (ge) A (gr).

Estas cantidades se evalian para todo NV en el rango 4 < N < 816, observandose
que: (i) para todo N # 0 (mod4) cada una de ellas se anula, (ii) para N = 0 (mod4)
los resultados son reales®, y (iii) en todos los casos se aproximan asint6ticamente a cero
cuando N aumenta. En la figura 3.6 se grafica (®|®') multiplicado por el factor v N In?(N)
como funcién de N para N =0 (mod4). A partir de este grafico, puede afirmarse que esta
funcién estd dominada por una oscilacién de amplitud aproximadamente constante. Los
dos elementos de matriz que le siguen exhiben exactamente el mismo comportamiento al
multiplicar las respectivas determinaciones numéricas por v/ N In*(N), motivo por el cual

se omitirad la exposicién de los graficos correspondientes, centrando toda la atencién en el
overlap.

8Salvo en el caso de <<I> '% + L‘;ifd‘ <I>’>, en que son puramente imaginarios.
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Figura 3.6: Overlap entre funciones de scar centradas en los puntos fijos del mapa del gato,
multiplicado por el factor v/N In?(N).

Para analizar el comportamiento oscilatorio observado en la figura 3.6, se efectia una
transformada de Fourier como sigue

F(s)=Y_(2|®')y VN In*(N)e*™?,

N

en donde, puesto que N = 1/27h, la variable conjugada s tiene unidades de accién y varia
en el rango 0 < s < 1. La figura 3.7 muestra un grafico de F(s), en el cual se pueden apreciar
ocho picos principales y ocho secundarios. De acuerdo al analisis semiclasico descripto sobre
el final del capitulo anterior, y que concluye con la derivacion de las formulas (2.73) y (2.84),
cada uno de estos picos corresponde a un cruce heteroclinico, cuya ubicacién en el espectro
sc discutird a continuacioén.

Llamando o, a la accién clasica (medida en unidades de £) entre los dos puntos fijos,
en el sentido del flujo y por el camino que pasa por el punto heteroclinico ¢;, y o a la
correspondiente al camino que pasa por ¢, a partir de la figura 3.8 es posible deducir que

.41—A3+A1—2A2+A3
2 2

041:‘41—142: =1/8+Ah/2,
Al—A3+A1—~2A2+A3

—ay = Ayt Ay = - >

=—1/8+ A,/2.
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200 T T I ! T | T
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Figura 3.7: Transformada de Fourier del ovevlap entre funciones de scar centradas en los puntos
fijos del mapa del gato de Berry.

Estos resultados predicen un par de frecuencias en la posiciones o; = 0.1972 y ap =
0.0528, que en el espectro vienen representadas por el segundo y el primer pico, respectiva-
mente. Este patron de frecuencias, desplazadas en +A;/2 = 0.0722 respecto de s = 1/8, sc
repite tres veces mas por efecto de la periodizacion. Las diferentes contribuciones pueden
obtenerse si se efectiian las correspondientes traslaciones de la funcion de scar centrada en
el origen. Para ejemplificar, se considerara el angulo superior izquierdo, y se adaptard a los
nuevos cruces el esquema utilizado anteriormente (figura 3.9).

En este caso, las correspondientes acciones valen

AI—A3+A1—2A2+A3

C¥1:1/2—A2+A3:1/2— 5 5

:3/8+Ah/2,

Al — Az A —24,+ A;
2 + 2
y se corresponden con el segundo par de picos principales, desplazados en Ap/2 respecto
de s = 3/8.
Procediendo del mismo modo para las otras dos posibles translaciones del punto fijo

a (esquematizadas en la figura 3.5) se obtienen los cuatro picos restantes, ubicados en
5/8+ Ap/2 y en 7/8 + Ay /2, respectivamente.

—ap=—1/24+ A — Ay =-1/2 + = —3/8 + An/2,
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Figura 3.8: Areas y cruces heteroclinicos. En la parte superior, las semiareas utilizadas para
calcular las acciones a; y ag. Ay = A] — 245 + As.

a

Figura 3.9: Ejemplo de cruces y areas heteroclinicos inducidos por la periodicidad del mapa.
Ap = A1 — 245 + As.
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Estos resultados permiten explicar la primera observacién realizada anteriormente. a
saber, que los elementos de matriz son no nulos tinicamente para N = 0 (mod 4). Para ello
debe apelarse a la formulas (2.71) y (2.72) deducidas en el capitulo anterior. De acuerdo a
estas, los cruces heteroclinicos en ¢; y en ¢y aportaran respectivamente las contribuciones

_ o neon |82 (q0)0® (o) ., ¢ (go) ™ (po) ,
(alb),, = e v27rh§(—1) h? [ 2n)] — ik on+ 11 } (3.43)

o2 /o7, nyon |97 ()% (po) | . 6D (g0)81" D (o)

que sumadas arrojan el resultado

nh2n ¢(2n) (q0)¢(2n) (pO)
(2n)!

n=0

(alb),, + {(alb),, = e™*™92v/2rh {cos (ApmN) S (=1)

+ hisin (ApmN) Y (—1)

n=0

nh2n ¢(2n+1) (q0)¢(2n+1) (pO)
(2n + 1)! ’

con s; = 1/8 para el primer par de picos, s, = 3/8 para el segundo, s3 = 5/8 para el
tercero, y s4 = 7/8 para el cuarto. De este modo, las contribuciones provenientes de las
cuatro traslaciones del punto fijo a difieren tinicamente en los factores e'*7, de cuya sumna
se obtiene

eiN7r/4 + ei3N7r/4 + ei.5N7r/4 + ei7N7r/4 -9 {COS (N7T/4) + oS (3N7T/4)} ,

una cantidad que vale 4(—1)"/* toda vez que N sea multiplo de 4 y cero en cualquier otro
caso. Teniendo en cuenta Gnicamente estos ocho cruces heterclinicos, la prediccién teérica
del overlap estaria dada entonces por la féormula

n _ | Fn(qo,po) N =0 (mod4) v
(@]¢) = { 0 en otro caso ’ (3.44)

con

Fx(go, po) = 8(—1)V/*v/2rh {cos (ApmN) S (1) ¢(2")(‘1(02)3)‘;"”)(po) (3.45)

n=0

+ hsin (4,7 N) Z(—l)

n=0

nh2n ¢(2n+l) (qo)¢(2n+1) (po)
(2n + 1)! '

Antes de estudiar las discrepancias entre esta formula y los resultados numeéricos del
overlap expuestos en la figura 3.6, se completara el analisis de su transformada de Fou-
rier. Como ya se ha mencionado, en la figura 3.7 se aprecian, ademas de los ocho picos
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Figura 3.10: Cruces y areas heteroclinicos asociados al cuarto y séptimo pico secundario del
espectro del overlap.

va discutidos, ocho picos de menor tamano. Estos tltimos estdn relacionados con cruces
heteroclinicos asociados a traslaciones méas alejadas del punto fijo a. Considérese la fi-
gura 3.10, en la que se representan los cruces entre las variedades del punto fijo b y los
correspondientes al punto fijo a trasladado dos unidades en la direccién p.

Con un area heteroclinica que en este caso triplica el valor del area principal (4, =
0.43301h), de la figura 3.10 se puede deducir que estos cruces estaran asociados a las
acciones clasicas

Ai— A3 A —24+ As

—(1’1:-14-142—.43:‘“1‘*' 9 2

= —5/8+Ah/2a

3 Al —As Ay —2A5 + A —5/8+ Ay/2,

2 2
(ue en el espectro estan representadas por el cuarto (s = 0.4085) y el séptimo (s = 0.8415)
picos secundarios, respectivamente. Al igual que antes, para obtener las posiciones restantes
se debe proceder trasladando el punto fijo a a las ubicaciones del espacio de fases que
inducen areas heteroclinicas equivalentes (figura 3.11).

Cualitativamente, el resultado que se observa es exactamente el mismo que antes, esto
es, existen contribuciones tnicamente para N multiplo de 4. Sin embargo, como la geome-
tria del paralelogramo subtendido por las variedades de a y b es diferente de la que tiene
lugar al considerar los primeros cruces heteroclinios, esta vez difieren las coordenadas g
y po provenientes de la transformacion (3.42)°. De este modo, no solo las frecuencias de

a2:1~‘41+‘42:1

9Recuérdese que el punto ¢} es, lo mismo que ¢y, el equivalente simpléctico de (go,0), mientras que c;
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Capitulo 3. El mapa del gato

Figura 3.11: Cruces y 4reas heteroclinicos de segundo orden.

oscilacion deben ser distintas, sino también los términos de la serie (3.45), al evaluar Fy
en las coordenadas gy y po asociadas a ¢} y c.

Una vez comprendida la estructura general del espectro del overlap entre funciones de
scar centradas en los puntos fijos, se estudiaran las contribuciones de los sucesivos cruces
heteroclinicos. El esquema que se utilizard es el siguiente: en primer lugar, se calculara
la transformada de Fourier como ya se hizo anteriormente. A posteriori, se le sustracran
al overlap las oscilaciones provenientes de las ocho frecuencias principales. Obtenidas las
frecuencias secundarias a partir de una nueva transformada de Fourier, se repetira el proce-
dimiento de sustraccién empleando las oscilaciones correspondientes a estas, para obtener
las frecuencias asociadas a los cruces siguientes. Y asi siguiendo. En la figura 3.12 se exhiben
las sucesivas transformadas en la region que comprende al primer pico principal.

Como puede advertirse en la figura 3.12, proximo al pico principal (s; = 0.0528). sc¢
localiza un pico secundario (s; = 0.0918). Los picos mas lejanos se ponen en evidencia
en los sucesivos pasos de sustraccién y reconstruccién del espectro. En la figura 3.13 se
esquematizan los diversos cruces correspondientes a proyecciones del punto fijo b 1%, que dan
lugar a los diferentes picos de la jerarquia establecida en las curvas de la figura 3.12. Pueden
distinguirse: el primer cruce (z;) correspondiente al pico principal, cuya manifestacion en

y ¢4 lo son de (0,po). En este caso, los valores de las coordenadas en el toro extendido por periodicidad
son (gqi,p}) = (—0.183013,1.683010) para ¢} y (g5, p5) = (0.683013,0.816987) para c;. Conociendo estos
valores, se procede como se ha explicado al comienzo de esta seccién, y se obtienen las correspondientes
coordenadas asociadas (go, po) = (—0.340625,1.271230).

10Dado que se estd trabajando sin perturbacién (k = 0), las traslaciones de uno u otro punto son
intercambiables, y en consecuencia se obtienen la mismas acciones y las mismas areas heteroclinicas al
hacer el analisis transladando a uno u otro punto.
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Figura 3.12: En escala logaritmica, la jerarquia picos asociados a los cruces heteroclinicos.
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Figura 3.13: Esquema de la jerarquia de cruces heteroclinicos que generan las diferentes contri-
buciones al espectro del overlap.

el espectro se aprecia anicamente en la transformada de Fourier original; el segundo cruce
(r2). que se asocia a una amplitud espectral un orden de magnitud por debajo de aquel; y
luego los tres cruces subsiguientes (x3, T4 ¥ z5), correspondientes a las frecuencias s3, 54 y
s5, con amplitudes dos 6rdenes de magnitud inferiores a la del principal, que pueden verse
con claridad recién en la segunda curva (segundo paso de sustraccién y resconstrucciéon del
espectro).

En relacién al estudio de las amplitudes de oscilacion obtenidas numéricamente, estas se
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Figura 3.14: Error relativo de la amplitud del overlap.

contrastaran con los resultados tedricos deducidos en el capitulo anterior y adaptados aqui
al caso del mapa del gato (férmula (3.44)). Concretamente, se analizara el error relativo
entre ambas cantidades como funcién del parametro N (y por consiguiente de h). En la
figura 3.14 se grafica este error para los distintos 6rdenes de aproximacion (potencias de
hi en la formula (2.73)). El procedimiento aqui involucrado consiste en extraer del overlap
numérico todas las oscilaciones, con excepcién de la correspondiente al pico principal, y en
graficar para esta ultima el error relativo

(I)I(I),>Num — <(I)|(I)’>Teo
F(N)

)

e-|!

en el rango 4 < N < 816, y tnicamente para los N miltiplos de 4. Cada curva introduce
un término mas en la expansién (3.43), correspondiente al cruce c; de la figura 3.8. Las
curvas solidas representan ajustes empiricos de las envolventes, dados por las funciones

tanh (2.2/z)]"
]

gn(x) = {

(donde n es el orden en A incluido en la aproximacién, y z corresponde a la variable N
en el continuo multiplicada por el factor 2A). Este error, que como puede apreciarse en la

68



3.6. Calculo semiclasico de elementos de matriz

figura converge a un valor de 107% al introducir el cuarto término en la expansién, puede
acotarse en el limite asintotico a través de la férmula

[tanh (2.27rh/A)] it _

2.2
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Capitulo 4

Conclusiones

A lo largo de la primera parte de esta Tesis, se han estudiado las propiedades asintoticas
de las funciones de scar sobre una secciéon de Poincaré; esto es, de funciones de onda con
estructura hiperbolica definidas sobre una regién finita del plano ¢ —p. A partir de estas, se
ha logrado luego obtener estimaciones asintéticas para los overlaps y elementos de matriz
de un Hamiltoniano hiperbélico, centrando para ello a las funciones en diferentes puntos del
espacio de fases. En base a ello, pueden enunciarse dos conclusiones importantes: la primera
tiene que ver con la dependencia de estos elementos de matriz con el area heteroclinica
definida por las variedades de los punto fijos donde se centran las funciones de scar, que
se manifiesta a través de la regla de cuantizacion de tipo Bohr-Sommerfield encontrada en
el capitulo 2 (ecuacion (2.52)); la segunda de estas conclusiones, por su parte, corresponde
a la cuasiortogonalidad de tales funciones reflejada en la ecuaciéon (2.56). Aqui, atn en el
peor de los casos correspondiente a tomar A ~ F, sigue siendo cierto que el overlap cae
asintoticamente al menos a orden 71, con T = | In /| el denominado tiempo de Ehrenfest.
Por lo demas, en todas las derivaciones involucradas se ha asumido que A > A, que es el
¢aso si solo se consideran orbitas cortas (de periodos inferiores al tiempo de Ehrenfest).

Paralelamente, a partir de la ecuacion (2.62) puede observarse que el producto del
clemento de un matriz tipico por la densidad de estados energéticos (de orden h~2 para
sistemas con dos grados de libertad) diverge en el limite semiclasico. Este hecho implica
que las funciones de scar no sélo conforman una base ortogonal en el limite semiclésico,
sino que ademas es esta una base que no puede ser conectada por medio de teoria de
perturbaciones con la base de autoestados del Hamiltoniano. Esta conclusion es central
a la hora de describir semiclasicamente autofunciones cadticas en términos de 6rbitas de
periodo corto, como puede apreciarse en [36], donde se emplea la base de funciones de scar
para construir una “onda aleatoria” en el marco de un modelo estadistico.

La dependencia de los elementos de matriz con el area heteroclinica exhibe dos carac-
teristicas fundamentales. En primer lugar, tanto para los overlaps como para los elementos
de matriz propiamente dichos se aprecia una dependencia del tipo 1/v/A, que indica que el
parametro A define un primer ordenamiento respecto a las interacciones entre érbitas pe-
riodicas. El otro aspecto destacable corresponde a la regla de cuantizacién ya mencionada,
que establece que los overlaps se anulan para valores de A = 2wfi(n+1/2) (nodos), en tanto
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que los elementos de matriz del Hamiltoniano alcanzan sus valores maximos (antinodos).
Mas aiin, el hecho de que los elementos de matriz del Hamiltoniano sean proporcionales a
sin(A/2h), implica que cada elemento de matriz no diagonal depende de una manera muy
sensible del valor particular de la correspondiente drea heteroclinica, lo que se traduce en
una pérdida de correlacién entre distintos elementos de matriz.

En el apéndice B se analizan las contribuciones a los elementos de matriz provenientes
de la dindmica en la direccion transversal a la superficie de seccién para dos funciones de
scar con la misma, energia media. Las formulas correspondientes a la inclusion de todas las
contribuciones involucradas toman la forma (en unidades arbitrarias):

(alb) ~ %\—f—/_?—r—-j_l_;;—;cos (5% %pdq) exp {— (%ﬁ—)} Noy (1.1)
- El b> N _hjm\ji"‘“»b sin (ij[pdq> {1 +sin [(7r/2T) In (A/R)]}
T2,/ A/2h
X exp [— (ﬁﬂ Ny, (4.2)

20’T

para el overlap y el elemento de matriz del Hamiltoniano, respectivamente (con T =
In (S/h)). El area S es una generalizacion de la cantidad @ x P utilizada en la defini-
cién del espacio de fases de la seccién 2.1 (figura 2.3), y corresponde a una estimacion
de la regién transversal a las érbitas periddicas donde la construccién semiclasica de la
funcién de scar funciona adecuadamente. Una forma razonable de definir S en términos
de invariantes clasicos es tomando el minimo (o el valor medio) de las areas homoclinicas
asociadas a las orbitas periédicas que intervienen en los calculos.

Debe sefialarse, asi mismo, que la tnica referencia a la superficie de seccioén en las
ecuaciones (4.1) y (4.2) esta dada a través de las cantidades oy 5, por medio de la convencion
de fases elegida para las funciones de scar en los puntos a y b. De este modo, puede concluirse
que estas expresiones son efectivamente invariantes candnicos.

Sobre el final del capitulo 2, se han deducido férmulas para el overlap y el elemento
de matriz del Hamiltoniano (ecuaciones (2.73) y (2.84)) convergentes asintoticamente a los
verdaderos elementos de matriz, que tienen la ventaja de que permiten obtener un mcjor
nivel de aproximacion para el caso en que las areas heteroclinicas se acercan al valor /. Estas
series, consecuentemente, pueden ser constrastadas con resultados numeéricos concernierntes
al sistema que se estudia en el capitulo siguiente.

En la seccién 3.5 se ha implementado semiclasicamente el esquema de la representacion
integral de la funcién de scar al sistema del mapa del gato (utilizando una receta semiclasica
para el operador evolucién aplicado a un paquete gaussiano), y se han calculado numeéri-
camente los overlaps y elementos de matriz del Hamiltoniano como funcién de A (para los
valores permitidos de este pardmetro de acuerdo a la condicion A = 1/27 N, con N entero).
La vinculacién entre ambos sistemas (el mapa del gato y el modelo genérico presentado en
el capitulo 2), se ha establecido introduciendo una transformaciéon simpléctica para pasar
de una representacién a la otra.
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Para realizar el andlisis de los elementos de matriz entre funciones de scar asociadas a
orbitas de periodo 1, se han estudiado primeramente las oscilaciones del overlap mediante
transformadas de Fourier, pudiendo observarse la aparicién de ocho frecuencias principales
en las posiciones correspondientes a los cruces heteroclinicos entre las variedades estables
e inestables de los dos puntos fijos del mapa del gato (¢ =p =0y ¢ = p = 1/2, res-
pectivamente). Esta repetitividad de picos en el espectro, que es atribuida a la geometria
toroidal del espacio de fases (traducida en la periodicidad de las funciones de onda en am-
bas direcciones (¢ vy p)), ha podido ser explicada calculando las acciones en configuraciones
periodizadas de los puntos fijos. Al observar los espectros de ambos elementos de matriz
(overlap y elemento de matriz del Hamiltoniano) en escala lineal, ya puede observarse la
presencia de contribuciones de menor peso que, en base al esquema general de periodi-
zacion de los puntos fijos y mediante el calculo de las correspondientes acciones, ha sido
posible asimilar satisfactoriamente a cruces heteroclinicos subsiguientes (cruces entre las
variedades de proyecciones méas distantes de los puntos fijos que definen 4eras heteroclinicas
de mayor tamafio). Finalmente, se ha dilucidado una jerarquia de contribuciones en base
a un procedimiento iterativo de transformaciones de Fourier y sustracciones de las osci-
laciones, destinado a revelar la presencia de las frecuencias correspondientes a los cruces
heteroclinicos sucesivos, que representa cabalmente los aspectos geométricos del sistema
estudiado. Estos aspectos pueden comprenderse con méas rigor mediante un cédlculo formal
de productos escalares entre funciones de onda en el toro, cuyo detalle puede seguirse en
el apéndice E. Alli puede observarse que la proyecciéon al toro, a los fines que implican de
este tipo de calculos, involucra tan sélo la traslacion de una de las dos funciones de onda
a todos los puntos definidos por la periodicidad, lo que da lugar a la infinidad de cruces
heteroclinicos estructurados de la manera que se ha explicado anteriormente.

En ultima instancia, y con el propdsito de establecer el grado de exactitud de las expan-
siones en potencias de A para los elementos de matriz, se han llevado a cabo comparaciones
entre estos resultados teéricos (adaptados al mapa del gato) y los calculos numeéricos efec-
tuados implementando las formulas semiclésicas obtenidas en la seccién 3.6. Con este fin,
se han graficado las discrepancias entre las respectivas amplitudes de oscilacién. Se han
eliminado todas las oscilaciones del overlap numérico con excepcién de la correspondiente
al pico principal de menor area heteroclinica, y se ha procedido a graficar el error relativo
entre este v el valor tedrico predicho por la formula (2.71) para los distintos 6rdenes de
aproximacion en el parametro k. En la figura 3.14 se exhibe esta discrepancia como funcién
de .V en el rango 4 < N < 816, observandose que en este rango la misma decae de acuerdo
con la expresion heuristica

2.2

gn(z) = [M]n

donde n corresponde al orden de aproximacion en % incluido en el expansion tedrica (2.71),
va=2NA=A/nh

Un resultado numérico que asi mismo ha sido explicado a partir de las simetrias de las
funciones de onda en el mapa del gato, corresponde al hecho de que el overlap es no nulo
tinicamente para N = 0 (mod4), circunstancia que, de igual modo que todo lo referido
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a las frecuencias de oscilacién observadas al transformar Fourier, se repite al efectuar el
analisis de los elementos de matriz del Hamiltoniano. Por este motivo, en el capitulo 3 se
presentan tnicamente los resultados correspondientes al overlap.

Como conclusién mas significativa, debe sefialarse que en este trabajo de Tesis doctoral
se ha logrado comprobar que los elementos de matriz entre funciones de scar pueden cva-
luarse semiclasicamente utilizando un nimero reducido de 6rbitas homo y heteroclinicas.
Cada una de estas orbitas, por otro lado, introduce una contribucién al elemento de matriz
caracterizada exclusivamente por invariantes canénicos.

En ultima instancia, debe destacarse que a partir de este trabajo surgen interrogantes
que plantean posibles lineas para futuras investigaciones. En primer lugar, seria interesante
utilizar una base de funciones de scar como punto de partida para la diagonalizacion
del propagador del mapa del gato, en reemplazo de la base de posicién empleada en la
construccion de Hannay y Berry (31} que se reproduce en la seccion 3.3. La ventaja de
este procedimiento de diagonalizacién estaria dada por el hecho de que, en la hase de
funciones de scar, los autoestados del gato estan concentrados en torno a la energia de
Bohr-Sommerfeld en un ancho og de orden 1/1n N. Esta circunstancia reduciria el tamano
de la matriz resultante, que de NV (en la base de posicion) pasaria a tener dimensiéon N/ In .

Paralelamente, todo el analisis semiclasico efectuado en relacién a estos elementos de
matriz podria extenderse al caso del mapa del gato perturbado. Aqui, el aspecto de ma-
yor interés estribaria en establecer con claridad hasta qué punto los invariantes canénicos
utilizados para caracterizar al sistema sin perturbar (areas y cruces heteroclinicos), se ade-
ciian de igual manera a la descripcion del sistema modificado, o si, por el contrario, se
hace preciso introducir nuevos invariantes asociados a las nolinealidades que presentan las
variedades en este caso. Finalmente, se podria trasladar la tecnologia desarrollada en el
capitulo 2 a casos mas “realistas” de sistemas dinamicos, y proceder como se ha hecho con
el mapa del gato emprendiendo el calculo semiclasico de elementos de matriz. Un ejemplo
muy atrayente tanto por su sencillez, la riqueza de sus propiedades dinamicas, y la vasta
literatura que existe reunida, es el billar-estadio de Bunimovich. Los aspectos clasicos de
este sistema se analizan con profundiad en [37]; con respecto a su mecéanica cuéntica. el
lector podra encontrar en [10] una implementacién muy optimizada de la formula de trazas
de Gutzwiller, y en [15] los primeros resultados concernientes a la construccién de funciones
de scar.
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Apéndice A
La aproximaciéon del Hamiltoniano local.

En este apéndice se discutird la construccién de la funcién de scar para un sistema
Hamiltoniano con dos grados de libertad, y la validez de la aproximaciéon de Hamiltoniano
local utilizada para la evaluaciéon de los elementos de matriz del Hamiltoniano.

Sea v una Orbita peridédica inestable con periodo T e indice de Maslov u, y sean z e y
las coordenadas curvilineas en el espacio de configuraciéon en las direcciones paralela y per-
pendicular a 7, respectivamente. En lo sucesivo se utilizara la aproximacién de movimiento
sincronizado (o aproximacion adiabatica), en la que la dindmica rdpida a lo largo de v
queda desacoplada de la dinadmica lenta en la otra direccién. En esta aproximacion, todas
las o6rbitas en la vecindad de v se mueven en el espacio de fases con los mismos valores de
x v de p,. Més aun, de acuerdo al teorema de Floquet, el movimiento transversal definido
por las variables y y p, se descompone en una parte periddica y otra hiperbolica. De este
modo, el Hamiltoniano puede separarse del siguiente modo:

Hsys (ﬂf,pz, yypy) = HH (x,pz) + Hp (y,pw ZL‘) + Hy (yapy, CL‘) ) (Al)

donde la variable z en H, y Hj hace las veces de un pardmetro que puede asimilarse al
tiempo, de manera tal que ambos Hamiltonianos transversales adquieren una dependencia
temporal periddica con periodo T'.

Debe senalarse que el Hamiltoniano del miembro derecho de (A.1) presenta una diné-
mica no confinada, pudiendo las variedades separarse de la orbita central indefinidamente.
En consecuencia, esta aproximacion describe correctamente la divergencia exponencial pero
elimina la propiedad de “mixing”. No obstante ello, el comportamiento de las variedades al
alejarse de 7 puede describirse con precisiéon arbitraria, bastando con una forma cuadratica
del Hamiltoniano transversal para describir correctamente el comportamiento lineal.

El Hamiltoniano restringido H) (z,p;) + Hp (y, py, ¢) incorpora la topologia de las 6r-
hitas en la vecindad de 7, y describe una dindmica neutra en la que las érbitas vecinas
son siempre periddicas. En el caso de un Maslov par, estas orbitas poseen periodo 7"y se
enroscan /2 veces alrededor de v, mientras que cuando este indice es impar, el periodo
pasa a ser 2T, y u, el nimero de vueltas que dan en torno a la ¢rbita central.

Por supuesto, estas orbitas cerradas del Hamiltoniano restringido no se corresponden
con las trayectorias clasicas de Hsys. Sin embargo, debe remarcarse que esta familia de
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érbitas es invariante respecto a la dindmica genuina, en el sentido de que la evolucion por
medio de Hy,s preserva su condicion de 6rbitas cerradas. Es por este motivo que su evolucion
temporal puede ser analizada via la evoluciéon de sus intersecciones con una superficie
de seccién definida en alguna posicion particular xy. En este caso, la evolucién de una
trayectoria cerrada queda incorporada exclusivamente por el Hamiltoniano Hy (y, py, xo).
No obstante, debe destacarse que esta evolucion es correcta dinicamente en las regiones
del espacio de fases donde las variedades de H); + H, + Hj determinan una aproximacion
aceptable a las variedades genuinas de 7.

Para esclarecer el esquema anterior, se considerard el Hamiltoniano H (z, ps, y. py) =
P2+ 22 + pf/ — 92, Es este un caso de Hamiltoniano no confinado que contiene una tnica
orbita periodica para cada valor de energia, definida por la condicién p, = y = 0. En la
medida en que la propiedad de “mixing” no esta aqui presente, la aproximacion establecida
por la ecuacion (A.1) es exacta. Concretamente, la descomposicioén involucrada estd dada
por H (z,ps) = p2+3% Hy(y,py, ) =0y Hy (z,p:) = p2—3> '. En este ejemplo, H, =0
dado que la topologia de las 6rbitas vecinas es esencialmente trivial; la variedad estable,
al observarse para algtn valor particular de xg, viene definida por la relacicéon p, = —y,
mientras que la inestable, por p, = y.

La dindmica del Hamiltoniano restringido H), + H, = z* + p? consiste en orbitas perio-
dicas equivalentes a las de la 6rbita central, pero donde las variables transversales se han
corrido a los valores p, = po y ¥ = yo (que determinan la érbita particular). El aspecto
que debe destacarse es que estas trayectorias cerradas, o equivalentemente, estas orbitas
periddicas del Hamiltoniano restringido, evolucionan en forma trivial bajo la accion del
Hamiltoniano completo. La dindmica en las variables « y p, queda inalterado por la inclu-
sion de Hj, de modo que una trayectoria cerrada evoluciona en forma de una traslacion a
lo largo de la direcciéon transversal. De esta manera, las 6rbitas periodicas de H), + H, se
conectan entre si a través de la dindmica gobernada por Hj,.

Estas trayectorias cerradas son precisamente los objetos clasicos sobre los cuales se
construyen semiclasicamente las funciones de scar [14]. Considérese por ejemplo un manojo
de trayectorias cerradas de ancho v/& en torno a . Cuando se observan en una supetficie
de seccién definida por x = x4, estas trayectorias cruzan la superficie en un conjunto de
puntos sobre el plano y — p,. Correspondientemente, la construccion semiclésica consiste
en (i) una aproximacion de onda plana a lo largo del manojo de 6rbitas cerradas con igual
energia a la de v (por tanto, las posibles energias de y deben satisfacer una condicion de
cuantizacion de tipo Bohr-Sommerfeld) y (ii) un paquete de onda transversal asociado a
los puntos de interseccién, de manera tal que su evolucién venga descripta por la version
cuantica (Hp) de Hy (y, py, ). En consecuencia, evolucionando el paquete transversal con
H,, el estado de scar, |¢), podra ser construido como se explica en el capitulo 2. Y mas
atn, la accion de Hj sobre |@) proveerd una buena aproximacion local para la accion del
Hamiltoniano del sistema

[:Ih |¢) ~ ([:Isys - E) 9) (A.2)

donde E es la energia de 7. Esta relacion se desprende del hecho de que |@) esta construido

'En el caso general, Hy, (como asi también H,) son polinomios con coeficientes dependientes de z.
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Figura A.1: Grado relativo de no hermiticidad, £, de los elementos de matriz del Hamiltoniano
de acuerdo a la ecuacion (A.3), como funcién de a = (27rh/A)1/2.

sobre Orbitas periodicas de Hy + Hp, de donde resulta (I:I” + I:Ip) |¢) ~ E|¢).

La ecuacion (A.2) es el punto de partida para la evaluacién de los elementos de matriz
del Hamiltoniano. Cuando dos funciones de onda estdn definidas en una regién comin
del espacio de fases, entonces existe una superficie de seccién adecuada donde la vecindad
de estas orbitas puede ser representada por un esquema similar al de la figura 2.3, una
circunstancia que justifica la descripcion efectuada al abordar el célculo de los elementos
de matriz en el capitulo 2.

No obstante, debe senalarse que esta aproximacion contiene un error esencial. La apli-
cacion de H), sobre |¢) asume el conocimiento de la posicién del correspondiente punto
fijo. informacién que desde un punto de vista estrictamente cudntico debiera estar restrin-
gida por el principio de incerteza. En consecuencia, la aproximacién de Hamiltoniano local
introduce un ingrediente clasico que destruye la hermiticidad del operador Hamiltoniano.
Este es el precio que debe pagarse para reducir la informacién dindmica a la vecindad de
una orbita periodica.

Una estimacién de este error puede obtenerse mediante argumentos relativamente sim-
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ples de mecéanica cuéntica. La incerteza del punto fijo (o, po) en la figura 2.3, es de apro-
ximadamente v/ en cada variable, lo que establece un error relativo de orden y/A/A en
la especificacion del area heteroclinica. Por tanto, conforme los elementos de inatriz del
Hamiltoniano dependen esencialmente de la cantidad A, debiera esperarse para estos un
error relativo proporcional a /f/A. Para verificar esta prediccion, podra emplearse el gra-
do de no hermiticidad de los elementos de matriz del Hamiltoniano como medida del error

relativo R )
c = \<{f¢1¢> - <¢|{I¢>
[(Agler) + (slf1e)

Teniendo en cuenta que el numerador y el denominador son funciones oscilatorias de .4/2h.
se consideraran valores medios en el rango [A/2h —7/2,[A/2h+7/2]. La figura A.1 exhibe
el comportamiento de £ como funcién de a = (27rh/A)1/2, para dos valores distintos de /.
Como puede apreciarse, la relaciéon £ = 0.3a establece un muy buen ajuste.

Vale la pena mencionar, en dltima instancia, que la receta introducida en la ecuacién
(2.59) impone la propiedad de hermiticidad a los elementos de matriz del Hamiltoniano.
Presumiblemente, esta correccién deberia reducir el error; estudios numéricos sobre billares
o mapas podrian arrojar luz sobre este punto. No obstante, debe senalarse que este error
no implica problemas serios en la evaluacién de elementos de matriz entre funciones de
scar de periodos cortos dado que, es en este caso justamente, que el area heteroclinica es
mayor que f.

medio (A.3)

medio
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Apéndice B

Validez del modelo Hamiltoniano
H = pq para sistemas genéricos.

En este apéndice se discutird la validez de la figura 2.3 para sistemas genéricos y la
generalizacion de la convencién de fases utilizada en el capitulo 4. Asi mismo, se discutiran
las contribuciones a los elementos de matriz provenientes de una interaccién en la direccion
transversal a la superficie de seccion, que no han sido tenidas en cuenta en los célculos
realizados en el texto principal.

Considérese primeramente, y a modo de ejemplo introductorio, las dos 6bitas periddicas
del estadio de Bunimovich que se esquematizan en la figura (B.1). Los puntos indicados
con las letras a, @/, b y b’ corresponden a puntos fijos del mapa P*, donde P representa
al mapa de retorno de Poincaré en coordenadas de Bihrkoff. El comportamiento de las
variedades estable e inestable de estas o6rbitas periddicas puede ser analizado en la vecindad
de los puntos fijos a y b, 0 equivalentemente de a’ y t'. Esta figura pone en evidencia que,
el escenario aparentemente complejo representado en la vecindad de los puntos a y b, se
convierte via la transformacion canénica P en uno mucho maés sencillo, a todas luces similar
al que se presenta en la figura 2.3.

En lo que sigue, se mostrard que la figura efectivamente describe la situacién mas
genérica. Para ello, sin embargo, debe recordarse que el espacio de fases no es un espacio
métrico: conceptos tales como el de distacia, curvatura, o angulo carecen de sentido. Las
unicas propiedades relevantes son los invariantes ante transformaciones canoénicas, entre
ellos: (i) las areas simplécticas definidas por curvas cerradas y (ii) las intersecciones entre
variedades de orbitas periddicas. Paralelamente, en sistemas cadticos hay dos tipos de
curvas invariantes temporales sobre secciones de Poincaré: las variedades estables y las
inestables. Las variedades de un mismo tipo nunca se intersectan, de modo que puede
asumirse que estas son paralelas.

Considerando los comentarios realizados hasta aqui, y a la luz de su estructura simpléc-
tica. la figura 2.3 resulta equivalente al esquema general. En consecuencia, ha de existir
una transformacion canénica que conecte ambas situaciones!.

'La esencia de este argumento se hace mas intuitiva vista en el espacio euclideo de tres dimensiones,
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-1 I ' T T T T T d T y T
-1 0 1 2 3 4
q

Figura B.1: Superficie de seccién del estadio de Bunimovich (en coordenadas de Bihrkoff). repre-
sentando el comportamiento de las variedades estable (— — — —) e inestable (——) en la vecindad
de diferentes puntos fijos () del mapa P%. Los puntos heteroclinicos est4n etiquetados con la letra
c. En el angulo inferior izquierdo, las correspondientes 6rbitas en el espacio de configuracion.

Comprendidas estas cuestiones, se procedera ahora a analizar el comportamiento de
los elementos de matriz bajo la accién de transformaciones canénicas. Por simplicidad. se
considerara la aproximacién que sigue para el overlaps

(8l8') = (l21) (21]8') + (l22) (2]} ,

donde |z1) y |22) representan estados coherentes centrados respectivamente en los puntos
heteroclinicos z; = (0,po) ¥ 22 = (g0, 0) de la figura 2.3 . De acuerdo a la discucion anterior.
existe una transformacién canoénica que conecta los puntos (0,0), (g, po), 21 ¥ 22 cou los
puntos a, b, ¢; y ¢3 de la figura B.1. Y atin mas, esta transformacién puede aproximarse en la
vecindad de z1y 2o por transformaciones simplécticas S; y Ss, respectivamente. Realizando
el calculo en representacién de coordenadas para los estados coherentes (v utilizando la
forma funcional aproximada ¢(q) = 1/+/|q| T para la funcion de scar) puede arribarse a la
relacion

(ale;) (cib)] = [{@le) (cjl@')| ~ 2 (xh/A)? /T para j=1,2, (B.1)

donde son las traslaciones y las rotaciones las tinicas transformaciones que mantienen invariante la orienta-
cién en el espacio. Los cuerpos rigidos representan aqui a los objetos invariantes, de manera tal que. para
que dos de estos sean equivalentes, debe existir alguna composicién de rotaciones y translaciones que los
conecten.
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donde |a;) = (JJ |2;), con Uj el operador cuantico asociado a las transformacion canénica
S;. que se obtiene de una combinacién de un operador de Heisemberg con otro metapléctico
[20].

De este modo, el overlap entre estados de scar centrados en los puntos fijos a y b adquiere
la forma (a menos de factores constantes irreleventes para esta discusion)

(alb) ~ (e + e°2) (h/A)?, (B.2)

en donde las fases a; corresponden a las diferencias entre las acciones clasicas de los estados
de scar en los puntos ¢;. Esto es,

1 c1 a a
v = < Sb+/ pdq>~— Sa—/pdq . Sb—5a+/qu
h b c h b
1 b c3 b
o= |(s- [ an) = (5% [Tpta)] =7 (8- [ paa).
’ c2 a a

Las fases S,/h y Sy/h son elegidas por convencion en los correspondientes puntos fijos,
en tanto que las integrales de linea se toman a lo largo de las variedades siguiendo la direc-
¢i6n determinada por el flujo; esto es, antihorariamente en todos los ejemplos considerados.
Estas ecuaciones, pueden ahora substituirse en (B.2) para obtener

~

{alb) ~ e cos (21_h j[pdq) (h/A? T, (B.3)

~1s s+1/a d—lfb d (B.4)
aa,b—h a bszq2aPQ- .

Esta expresion para el overlap es equivalente a la de la ecuacion (2.52). Recuérdese que
en el capitulo 2 se ha escogido una convencién de fase para obtener elementos de matriz
reales: del mismo modo, puede aqui elegirse S, — S, para que sea o, = 0. No obstante,
debe quedar en claro que no es posible que se verifique esta condicién de fase para todos los
elementos de matriz de una base de funciones de scar. En cambio, los overlaps y elementos
de matriz del Hamiltoniano deberan incluir en general la fase ¢y introducida en la ecuacion
(B.4).

A continuacion se considerara la posibilidad de encontrar una relaciéon sencilla entre
(ayp v la correspondiente fase o,y , definida en la vecindad de los puntos fijos a' y b'. Para
ello. téngase en cuenta en primer lugar que los puntos de interseccién c;y c| pertenecen a
la misma érbita heteroclinica. Supéngase que se tienen dos secuencias finitas de simbolos,
£, v &, asociadas respectivamente a las dos 6rbitas periddicas. De ser asi, los puntos ¢; y
¢} deberan pertenecer a la 6rbita etiquetada con &&,, en tanto que c; y c; a la de secuencia
£,.&. Consecuentemente, o y ap deben tomar valores constantes dado que los incrementos
de fase de las dos funciones de scar vienen dados por la misma integral de linea [pdq/h a

donde
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lo largo de la correspondiente 6rbita heteroclinica. En particular, a,p = (o) + @) /2 toma
también un valor constante, de donde agy = Q.

A partir de la discucién anterior, puede arribarse a la conclusién de que ambos térmi-
nos en el miembro derecho de (B.2) toman valores constantes. De modo que, si se trata
por ejemplo de evaluar la contribucién del primer término en la direccién transversal a la
superficie de seccion, puede realizarse una simple integracion de este valor constante a lo
largo de la correspondiente 6rbita heteroclinica. En este punto, surge la aparente complica-
cién de que, dada la no periodicidad de &&,, esta integral introduciria una divergencia. Un
problema cuyo origen debe atribuirse a la aproximacion uitilizada en la ecuacién (B.1). Las
formas funcionales ¢(q) y ¢(q)’ empleadas para obtener este resultado, son soluciones del
problema no confinado, en donde las variedades se extienden en ambas direcciones hasta
el infinito. No obstante, y como se ha visto en la ecuacién (2.56), cuando estas variedades
estan acotadas a una regién finita, el pardmetro 8 adquiere una relevancia crucial. Este
altimo, sin embargo, no es un invariante respecto a las transformaciones canénicas, cir-
cunstancia que atribuye al overlap una dependencia en relacién a la superficie de seccion
elegida para calcularlo.

La situacién puede ser esclarecida considerando una vez més la figura B.1 e introdu-
ciendo en el plano g — p la distancia euclidea d(, ). Por supuesto, las conclusiones no podran
depender del tipo particular de métrica uilizada. Si se tiene en cuenta que d(a, c;) ~ d(b, ¢;)
y que vd(a',c;) ~ d(V',c;)/v (con v ~ e* el factor de estiramiento asociado al exponente
de Lyapunov del mapa P), puede deducirse que, al evolucionarse via P el punto ¢, hasta
el ¢}, el parametro 3 de la ecuacién (2.56) se incrementa en un factor de aproximadamente
(\/’_y + 1/\/'_)/) (cosa que asi mismo ocurre al evolucionarse con P! el punto ¢} hasta el ¢y).
En este caso, el parametro toma su valor minimo, 8 = A4, y la contribucién de Poincaré
al primer término del overlap es maxima. Mas atn, toda vez que ¢, evolucione, tanto para
delante como para atras en el tiempo, S crece de acuerdo a la relacién

B (t) =~ AV (e/? + e2/2) /2 = AV cosh (At/2),

con A el exponente de Lyapunov por unidad de tiempo. En definitiva, la contribucion
transversal al primer término queda asi establecida por el factor

e—B( t)T/7r * exp [— (AY4T/7) cosh (At/2)]
\/T Tb V TaTb

donde T,y T, son respectivamente los periodos de las 6rbitas periédicas asociadas a los
puntos a y b. La contribucién transversal al segundo término de (B.2), resultado de la
integraciéon a lo largo de la otra o6rbita heteroclinica, se realiza obviamente de manera
analoga. La inclusién de las contribuciones correspondientes a la direccién transversal a la
superficie de seccién queda asi completada substituyenendo e i1 por No, en la ecuacion
(2.56).

En el caso del elemento de matriz del Hamiltoniano, el analisis es completamente equi-
valente reemplazando e ?7/™ por e~#, lo que conduce a un factor que habra que reemplazar

No, = dt, (1B.5)
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ahora en la ecuacion (2.62), de la forma

oo ,—B(t) 00 __Al/4 /2
NHE/ e [ exp] ( /)]dt

(B.6)

—dt
00 TaTb —00 V TaTb

Debe serialarse, en ultima instancia, que en los casos de interés, los factores anteriores
son muy poco sensibles a los pardmetros involucrados. En particular, si se consideran
Orbitas de periodo corto con periodos del orden del tiempo de Ehrenfest (esto es, tales que
T,, T, ~ lInh|/2), que es la situacién mas tipica), los factores de las ecuaciones (B.5) y
(B.6) resultan (al orden mas bajo) iguales a 2 para interacciones fuertes (A ~ h), y a 1
para interacciones de medio alcance (A ~ Vh).2

2Aqui se ha utilizado la aproximacién [*°_exp[—a cosh(z)] dz ~ In(1/a?), valida para 0 < a <« 1. Para
el caso en que a ~ 1, esta debe sustituirse por log(1 + 1.260947/a?), y por \/2m/ae™* para a > 1.
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Apéndice C

Elementos de matriz entre funciones de
scar con distinta energia media.

En este apéndice se calcularan los elementos de matriz entre las funciones de scar ¢ y ¢/,
con energias medias E'y E’ respectivamente (las denominadas energias de Bohr-Sommerfeld
[13]). Teniendo en cuenta que cada una de las funciones de scar vive en una determinada
superficie de energia constante, es razonable esperar que los correspondientes elementos
de matriz decrezcan en la medida que estas superficies se aparten entre si. Aunque esta
representacion del problema pudiera parecer bastante simple, los argumentos utilizados en
este apéndice son de naturaleza cudntica y se apoyan en un conocimiento profundo del
comportamiento espectral de las funciones de scar.

En el capitulo 2 de esta Tesis se utiliz6 el mismo indice de estabilidad A para los dos
puntos fijos (recuérdese que en todas las ecuaciones derivadas se emple6é como unidad de
tiempo A~!). Aqui, en cambio, se admitiran indices de estabilidad distintos A y A’ para las
orbitas asociadas respectivamente a ¢ y ¢'. Por lo tanto, las dispersiones energéticas de
cada una de estas funciones estaran dadas por o ~ Anh/|Ink| y o' ~ XNnh/|InA|.

Notese que, de acuerdo al significado de la dispersion energética, el overlap (@|¢') deberia
ser practicamente nulo para |AE| < o7, donde AF = E — E'y or = Vo?+ ¢"2. Por
supuesto, este tipo de situacion no es tenida en cuenta en los casos de las ecuaciones (2.56)
v (B3.5), dado que ambas fueron derivadas para AE = 0.

Es oportuno mencionar en este punto que las funciones de scar se construyen mediante
una aproximacion adiabatica para el movimiento en la vecindad de la érbita periddica,
donde la dinamica lenta en la direccion transversal se desacopla de la dindmica que tiene
lugar a lo largo de la drbita (véase apéndice A para una discusion detallada). En el marco
de esta aproximacion, el overlap se desacopla en dos factores provenientes de cada una
de las dinamicas. En consecuencia, el movimiento transversal lento viene dado por una
contribucion sobre la superficie de seccion (ecuacion (2.56)), con una energia de seccion
dada por E = (E + E")/2.}Por otro lado, es de esperar que el factor asociado a la dindmica

I'Notese que la representacion de las funciones de scar sobre la superficie de seccién es invariante frente
a variaciones en la energia del orden de la dispersién. De acuerdo con esta observacién, la evaluacién de la
ecuacion (2.56) da practicamente lo mismo para energias de seccion iguales a E, E' o E.
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rapida (transversal a la seccién) tenga una dependencia suave con AE. Puesto que la
contribucién transversal cuando AE = 0 viene caracterizada por la ecuacion (2.56), aqui
se analizaran tinicamente las contribuciones que introduce la separacién entre las superficies
energéticas, esto es, cuando AE # 0.

Teniendo en cuenta que en la base de autoestados de un sistema Hamiltoniano el over-
lap se escribe (p|¢) = 3_, (dloy) (4.¢), la dependencia suave con AE deberia estar
relacionada con las distribuciones de probabilidad suavizadas | (#,]@) |2 y | (8,]¢') |*.? Para
distribuciones que viven en la misma region energética, este factor es proximo a la unidad,
y tiende a cero en la medida que aquellas se apartan.

De acuerdo a la discucion precedente, se propone para el overlap la siguiente expresion:

(818) ar = exp [~ (AE/207)%] (4]4') .

Aqui, el factor AE/20r en la exponencial es la resultante del overlap entre dos distri-
buciones gaussianas con dispersién v/2¢ y v/20', que describen respectivamente a las dos
distribuciones suavizadas de probabilidad | (d,|¢) |* y | (d.]¢') |*.

Con el mismo espiritu, se propone una expresién analoga para el elemento de matriz
del Hamiltoniano entre funciones de scar con distinta energia media:

(s~ B18') = exp |~ (/200 (o100,
AE 2

ecuacion en cuyo miembro izquierdo se ha incluido E en lugar de E o E’' con el proposito

de imponer la propiedad de hermiticidad al operador ﬂsys. En cuanto al factor 1/2 dentro

de la exponencial del miembro derecho, su inclusion obedece al hecho de que la dispersion

de la funcién h¢ (aplicaciéon del Hamiltoniano a la funcion de scar ¢), es V3 veces la co-

rrespondiente a ¢ (lo mismo que en lo que respecta a h¢' y ¢'). Como tltima consideracion,

debe aclararse que el factor <¢|I:Ih|¢’> corresponde a un elemento de matriz entre funciones

de scar con AE = 0, pero con un indice de estabilidad modificado A = (A + X')/2.

2Las fuerte correlacién entre las amplitudes se incorpora en las contribuciones sobre la seccion trans-
versal.
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Apéndice D

Transformada de Fourier de la funciéon

ho(q).

En este apéndice se demostrara la propiedad (2.76) del capitulo 2, esto es, que la
transformada de Fourier de la funciéon h¢ (correspondiente a la aplicacién del operador
Hamiltoniano H = %(di)%—ﬁé) a la funcién de scar), es la propia funcién h¢ evaluada en la
variable conjugada y con el signo cambiado. El calculo es ligeramente més complejo que el
desarrollado en el texto para probar la propiedad (2.67) relacionada a la funcién de scar
¢. aunque al igual que ese caso, corresponde a la evaluacién de la transformada de Fourier
de la forma explicita de la funcién en cuestion

; T/2
ho(q) = ——-\/——W-E—(ZI)T/—L‘/ dt cos (nt/T) (1/2 — (¢*/R) e™*) exp [ (¢*/2h) e — t/2] .

-T/2
(D.1)
De acuerdo a la convencién para cambiar de representacion, esta transformada de Fou-
rier adopta la forma'

o in T/2 eU? 1 P P
/?,(9(1)) = —W ‘/-—T/Q dt cos (ﬂ't/T) ﬁ {510 (Ee > - 2[1 (\/—Ee ) } y (D2)

on

—~( 2n ) (=2%)"*(2k - D!t (D.3)

L(z)= / dz 2" exp(—2°—i2 2 1) = /mexp(—2?) < ok o

k=0

A partir de (D.3) se desprende que Iy(z) = /mexp(—22) y I1(z) = /mexp(—2%)(1/2 -
2*), que ahora pueden introducirse en (D.2) (luego de evaluarse en el argumento corres-

'Para verificar la validez de estas relaciones basta tomar la definicién de los I,, (miembros derecho e
intermedio de (D.3)) y realizar el cambio de variable ¢ = z e’ /v/2h. La manipulaci6n algebraica subsiguiente
conduce a (D.2) que, como lo sefiala el texto, es la transformada de Fourier de (D.1).
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pondiente). Esto transforma a (D.2) en

9 ih e 2 2t 2 2
he(p) = _W/—Tﬂ dt cos (nt/T) (=1/2 + (p*/h) *) exp [~ (p*/2h) €* +1/2],

que tras el cambio de variable de integracién ¢ — —t se convierte en

- ih /2 .
hé(p) = —————/ dt cos (nt/T) (1/2 — (p?/h) ™) exp [~ (p*/2h) e — t/2].
57 o, (1/2 - (#/R) &) exp [ (/2) ¢ =172
Como puede advertirse, esta tiltima expresion es precisamente la misma que la de la
funcién h¢, aunque evaluada en la variable conjugada p, y con el signo invertido, tal como
se queria demostrar.
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Apéndice E

Funciones de scar asociadas a o6rbitas de
periodo mayor que 1.

En este apéndice se discutira la construccién de las funciones de scar asociadas a 6rbitas
de perfodos mayores que 1 (esto es, la generalizacién de lo hecho en el capitulo 3 para puntos
fijos). Para ejemplificar se considerard primeramente el caso orbitas de periodo 2, y luego
se extenderan los resultados a érbitas méas largas.

La construcciéon de los estados de scar sobre 6rbitas periédicas se realiza partiendo de
combinaciones lineales de estados del tipo (3.23), a las que se les impone la condicién de que,
al aplicarles el mapa, los tubos heteroclinicos correspondientes se cierren sobre si mismos.
Esto equivale a decir que, al menos en una primera aproximacién, tales combinaciones
lincales resulten autoestados del operador metapléctico asocioado a M,

M |g) ~ ¥ |g) . (E.1)

Dados dos estados coherentes |xo) v |x1), centrados respectivamente en xo y x; (los dos
puntos de la 6rbita periodica),
x1) = e Ty, |0)

|x0) = €T, 0) (E.2)

(con dy = —Nmgp), la combinacion lineal en cuestion debera escribirse incluyendo una fase
relativa entre ambos, esto es,

[9) = Ix0) + €% |x1), (E.3)

cuva determinacion serd el objeto de los proximos parrafos. Antes de desarrollar el calculo,
se mencionaran tres propiedades que resultaran de utilidad en adelante. Primeramente, la
que atane al overlap entre estados coherentes,

1

0| D10) = ——,
(01 D10) vcosh A
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con A el Lyapunov del mapa M, y D la version cuantica de su mapa diagonal asociado. En
segundo lugar, la relacién de composicion para los operadores de Heisenberg,

j’v T _ T —iN 7XqAXp
XatXp — xa-{-xbe 9

y por ultimo una propiedad que vincula a estos con la aplicacién del mapa [26],
NTy V1 = Togy,.

Para obtener la fase a, ahora si, se procede insertando (E.3) en (E.1) y teniendo en
cuenta que, a menos de una pequena deformacién, el estado |xo) es evolucionado via M
hasta el |x1) (y el |x1) hacia el |xo)). Matematicamente, esto corresponde a escribir

M |x0) = e |x1)

M |x1) =~ €10 ). (E.4)

Bajo esta altima consideracion, el procedimiento anteriormente mencionado da lugar a
la siguiente igualdad:
el |yg) + o1 Jx,) =

e |xo) + Pt |y},

de la que, comparando las fases, se obtienen las siguientes ecuaciones para o y f3,
o= —f10+ﬁ+2k'7r

—a=—fo + B+ 2k"T,
de donde resulta

a = (for — fio)/2+km

B = (for + fu)/2+mm ,

con k y m enteros. El problema, de ahora en maés, consiste en establecer cuanto valen las
fases fo1 v fio, que de acuerdo a (E.4) debieran poder obtenerse de manera sencilla cal-
culando, respectivamente, los elementos de matriz (x| M |xo) ¥ (xo| M |x1). No obstante,
estos estados viven en un espacio de Hilbert con geometria toroidal, y por lo tanto deben
estar adaptados a esta ultima. Ello se efectia por medio del proyector

P() — E e—-10.n+16nTm
nez?

en donde § = (6,, 0,) corresponde a los angulos de Floquet (que a los fines aqui considerados
se podran tomar nulos). En adelante se distinguira con un supraindice T" a los estados en
el espacio de Hilbert toroidal, reservando la notacién por omisiéon para los estados en el
plano. Con esta convencién, podra escribirse

IX2) = Plxa)-
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A fin de calcular los elementos de matriz mencionados entre estados en el toro, la estra-
tegia consistird en retener la contribucién més importante a estos altimos, que corresponde
a realizar la aproximacion

{x{

Como se puede advertir, de todos los elementos de matriz posibles en el plano aqui se
est4 rescatando solamente uno, aquel que proviene de la accién del mapa sobre el estado
|xq) situado en el dominio elemental. La aplicacion de M a estados mas apartados del
origen da lugar a paquetes mucho més estirados que casi no contribuyen al overlap.

Utilizando las definiciones (E.2) para los estados coherentes apartados del origen, la
ecuacion anterior se podra reescribir

(xi

donde @, = dx, — Ox, — Opx.—x,- El Ultimo paso consiste en operar algebraicamente sobre
esta ecuacion utilizando las tres propiedades indicadas anteriormente, procedimiento que
da lugar a la siguiente relacion para el elemento de matriz:

~

M

XDY = O | M Ixa) = (6] Thre,—x, M IXa) -

~

M

X(’I;> = eiq)ab <0| T}IbTan—beTxa |O> ’ (E‘5)

—iINTXpAMXq+1Pgp
b
vcosh A

de donde, de acuerdo a los comentarios hechos parrafos atrés, se deducen los valores de las
fases:

(xF| M |xT) =~

for = —Nmxy A Mx + @ (mod 27)
fio = =Nmxg A Mxy + @19 (mod 27). (E.6)

Si se considera, a modo de ejemplo, la érbita del mapa sin perturbar compuesta por los
puntos xo = (1/3,0) y x; = (2/3,0), mediante la aplicacion de la férmula (E.6) se obtiene

2
for = fuo = ~§N7T (mod 27)

de donde resulta
a=km

2
8= —§N7r + mar.
En cambio, para la orbita definida por los puntos xo = (1/2,0) y x; = (0,1/2), es

Joo=fio=—4Nn (mod 27),

de modo que
a=km

B =—-Nn/2+ mn.
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Apéndice E. Funciones de scar asociadas a 6rbitas de periodo mayor que 1.

Para construir el estado de scar correspondiente a una 6rbita de perfodo n., se pucde
emplear un procedimiento equivalente al utilizado anteriormente. Como ahora se trata de
un conjunto de n estados coherentes, la combinacion lineal involucrara n—1 fases relativas,

9) = |xg ) + € [x1) +e*|x3) + ... + glon-1 |XZ—1> .

A diferencia de lo que sucedia antes, esta vez debe tenerse en cuenta el orden en que los
distintos puntos de una 6rbita son recorridos. Esto corresponde a escribir, para la evolucion
de los paquetes,

7|+ ifor | T
M|xg) =efor|xT)

M |xT) ~ el |xT)

W) = oo ).

Con esta apreciacion, ahora si, puede introducirse el estado |@) en la ecuacion de auto-
valores (E.1), lo que tras un reacomodamiento conduce a la ignaldad

ei(an—1+fn—1,o) ‘Xg"> + eif01 IX{> + ei(a1+f12) ’X;> + .+ ei(an_2+fn—2,n—1) lerL_]> —

e |xg) + et [x) + 0o [xT) 4 e0rend [y ).

De esta ultima, igualando los términos corresespondientes de cada miembro, se obtienc
el siguiente conjunto de ecuaciones:

—Op_1 = fn——l,O - ,6 + 2k'm

a1 = for — B+ 2k"n
ay — a1 = fio — B+2k"n

Qn_p — Qp_1 = fnopn-1— B+ 2k™r,
cuya solucién, definiendo frot = fr-1,0 + for + fiz + fas + ... + fa1,n—2, resulta
i1
a; = > fi1— jfree/n+25ki/n,  j=1,...,n—-1
1=0

B = frot/n+2mn/n

Las fqu, al igual que antes, se calculan usando la férmula (E.5), con ayuda de las
relaciones subsiguientes.
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Apéndice F

Calculo de elementos de matriz en el
toro.

Sean ¥(q) and ¢(g) dos funciones de onda definidas en el eje real, con ¥(k/N) y &(k/N)
sus correspondientes proyecciones en el toro de acuerdo a la ecuacién (3.22). En este apén-
dice se mostrara la validez de la siguiente relacion:

N-1

1 Z Y(k/N)* (k/N)=/_oo ¥(q)" Po(q) dg, (F.1)
Pota) = 32 e=ng(g -1 F2)

Debe notarse que el factor e'*™¥79¢(g—1) en la ecuacién (F.1) corresponde a la traslacion
de o(g) en [ unidades segiin la direccién ¢, y en j unidades segiin la direccion p. Esto significa
que la ecuacion (F.1) expresa lo siguiente: el overlap en el toro puede ser evaluado en el
plano si una de las funciones de onda es reemplazada por la suma de todas sus traslaciones
enteras.

Utilizando la ecuacién (F.2) y la identidad [ =372 f:H, resulta

/ w(g)* Po(q) dq—Z/ e {iemmfm(q—l)}dq.

- n=-—00 j=—00 l=—00

De este modo, con el cambio de variables ¢ = ¢ + n (y teniendo en cuenta que
S olg — 1) es periddica con periodo unidad), puede arribarse a

o0

/w ) Pé(q) dg /L_qu—"}ze“"”” [_Zm—l]

j=—00
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Apéndice F. Calculo de elementos de matriz en el toro.

Finalmente, utilizando la formula de suma de Poisson

o0

3 o127 :% i 6(q" — J/N),

j:—oo j:—OO

se obtiene inmediatamente la ecuacion (F.1). Por supuesto, la extension del calculo prece-
dente al elemento de matriz del Hamiltoniano es inmediata.
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