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El objeto de este curso es repasar algunos conceptos de
Matemdticas. No es un curso académico, formal sino una simple re-
visidén préctica con el objeto de refrescar algunas nociones en par

ticular aquellas que son instrumento en la '"teoria de reactores'.

Sabemos ya que las Matemdticas son de imprescindible uti
lidad en las otras ciencias para formular las leyes que rigen los
fendmenos que estudia esa ciencia en particular.

En nuestro caso, los problemas que se describen en la teo
ria de reactores exigen del preciso lenguaje matemdtico que ofrecen
las ecuaciones diferenciales.

Ordinarias: con una variable independiente y derivadas con respec-
to a ellas.

Parciales: con mds de una variable independiente y por lo tanto
con derivadas parciales.

3
2
di + l/.ﬁ%l- + xy: ©  ordinaria de 2°orden y 3cer.
d/xz d_z grado

(9___2__ + 3 ;%t‘l"jrt =© ;g)argial de 3cer. orden y 2°
253t3 x rado

Orden: el de 1la qErivada de mayor orden

Grado: el exponente de la derivada de mayor grdeﬁ

1.- Ecuaciones diferenciales ordinarias

La solucién de una ecuacién de orden n (expresién final
para la variable dependiente) contendrid n constantes arbitrarias
*que se evalfian con las condiciones de contorno para el problema
fisico particular que se estudia.

La solucién completa o general es la que contiene 1las
constantes arbitrarias independientes son independientes si dos
mias no pueden reemplazarse por una, Si o.x+¢‘.+f_f.) es una solu-
cidn, qu ¢,, 0 son independientes ¢ .La solucidn
¢ .‘e¥*%se puede escribir g g*
1

n
6

/..
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Una solucidn particular se obtiene fijando las constan-

tes.

Si una ecuacidén diferencial es de primer grado en la
variable dependiente y en todas sus derivadas es lineal

1.1 Ecuaciones de primer orden lineales

a) A vafiables separables

Ejm: _691 +y Conx =0

dz _q%____,c‘,-we,dc

cuya solucidn /3“ ? +4mx = O (ecuacién que define y como

s . - rd - -~ —S'Mlx s o,
funcién implicita de x) & :I: e (una funcién
explicita de x).

La sustitucidén en el primer miembro de la ecuacidén de
e 3 ;, a partir de cualquiera de ellas, la convierten en una
expresidén identicamente nula)
- Semx

3’: e (—-mx')

. _denx _Jdenx
. —-¢Me €odx = O

Una sustancia o isbétopo radiactivo en el que sufre cam-
bio espontidneos por desintegracidn radioactiva (decaimiento radio
activo). : ,

Si N es el n°de atomo radioactivo presentes en un cierto
instante t, la velocidad de decaimiento estid dada por

ol NV _ _
5 = AN

/( es la constante de decaimiento o desintegracidén de la -
sustancia radioactiva y es caractetistica de cada sustancia radio-
activa. Mide la velocidad de decaimiento por cada &atomo.

Esta ecuacién describe pues el decaimiento radioactivo.

/..
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AN 4 dt
o P Mo f£4C
NM<Ce

para }3 O es /M,-" C (n°de dtomos al t cero)
At
NN ¢

b) Ecuacidn diferencial exacta

La ecuacidén diferencial /4 dx + 8 01‘4 =0 donde

A y B son funciones de x e y es exacta si Advl-f- 6 es una
diferencial exacta. La condicidn necesaria y suficiewte es que
cumpla la relacidn de Cauchy: QA 93

At

9? 2T
(Si /4’=[Q‘) 7 B-‘](ﬁ)) L. _,é--.:é_@.:o que es el
caso de variables separables) 33 oL

Ejm: (Zx-g) o{,x:+(33-2- x) a(AJ =0 es exacta.
Solucidn : 42 z-? 4 ?3.—/ C

Si una ecuacidn no es exacta, puede hacerse para lo cual
se multiplica por un factor, conocido como el factor integrante.

Ejm: 0_(:3_ + _';E - —§—>doc = 0 no es exacta

Se hace exactd multiplicando por X.y
/
' OL( I.j - 3'._3);0 .cuya solucién
« - 3

3
€es JCJ - X
3
c) Para la ecuacidén lineal de la forma
4y 4 Jooy =96
dx J
el factor integrante es . f‘f'd"' F

c =€e
d(a'er) - (x).eF —
Ax ! jzéF[IeFj&)O‘x+ C’l«(")
e /

/..

» L]
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Como aplicacidn tenemos el decaimiento radioactivo de

sustancias madre e hija.
Sea A el n°de atomogsde la sustancia madre y B el n°de
dtomogde la sustancia hija en el tiempo t, Ao es el valor original

de A al t= o A
3& 3 ) constantes de decaimiento

Las sustancias satisfacen las ecuaciones diferenciales
AA ~..,{A o(B-—-}.B-{-AA
At At &t

La solucibén de la primera es /L /@ e
y sustituyendo en la segunda -wl £

AR +.48 As B _ AAA,e

Ecuacidén que puede resolverse por la formula (1)

B.e - St Uﬁﬁ ) A€ o +C]
cB. e—k'g\’)t [AA A, /e('\““ ‘)tioU: +‘CJ
A - ('\s"lA)t -

1?)::816 LAAAO%—T 'FCJ

4 A

//..
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d) Ecuacidén de Bernoulli como ejemplo de ecuacidn no lineal que

se puede reducir a lineal
A + Y- (Qcc)g

si 4-Mm , 6£ _ )
el = ey %
reemplazando: _A__, L % + PQ‘ QQ‘) *’3
M

= Qoo (/'-/")

/p que es lineal

J .
AU < e—} (c_.. /e.fgfolz)

si puede sustituir por el desarrollo en serie

(6 ~ﬂ1+L+X~B poeo)

Uu

%

H
L

de El 2 e 1ntegrar cada termlno
3// 2
oy e (e )
32
1.2 Ecuaciones diferenciales de orden n

Una ecuacidn diferencial lineal es aquella en la cual
la variable dependiente y su derivada aparecen s6lo a ler. grado
y no hay término que contienen productos de la variable depen-
diente y sus derivadas.

m-!
g{i/:ng +Q d 4 4,,___.-.;&.“49% +a«g=poe)
d%rvA

ol ™
Las a pueden ser constantes o funciones de x pero no
de y .

/..
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Una ecuacidén lineal es homogénea cuando el miembro de-
recho es o

g S‘Id‘}_’a ) ﬂtrd’ Tt iim conﬁn solu:l?:.r,xes linealmente .
independientes de
P 4’ +a‘ #’l + - + Q,..Jso
™

cada una con una constante arbitraria, la solucidn general es la

suma
(7‘-— 9,*3;’“ SRR /%
La condicidén necesaria y suficiente para que un conjunto
dado de soluciones jh:’bi""/ l“ de una ecuacidén diferencial

de orden n sea linealmente independiente es que el determinante:
(Wronskiano)

\j‘ yL s 3‘“\
1 | u!
W = a4y o v“‘ i#: ()
; . At M-
j‘(.\.‘)yt . 3‘.‘

Ejm: La ecuacibn ? _
A oYy rda —y=0
dc® d«t
tiene como soluciones: lj .;__wa_ &
[
“z,‘-' Cont ,
AX
Yy = e
3 x|
Ay O r e )
* % -
| GLoyx ~mz 4€ |= O
it i

. . . LI . :
ngson linealmente independientes. Una de las soluciones por

/..
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lo menos, podra expresarse como combinacidén lineal de las otras
dos.

En efecto, es sabido que: e X

= c0S X + 1 sen Xx

Se verifica facilmente que un conjunto de soluciones lineal
menté independiente es

f’,'r.' Mx

:L=: Cors X
x

Jaz €

Y la solucidén completa o general

. 5
‘y = (ﬁ S&”1:4'(ﬁ Ce1x +4 ea e

Consideramos las soluciones de la ecuacidén lineal homogénea
cuando los coeficientes son constantes. La solucidn puede expre
sagrse en la forma y=£ff‘y sustituyendo en (1) y dividiendo por

de la ecuacidn auxiliar:

neA
e, r™ % L+ Q,  T+@=o
Esta ecuacidén algebraica tiene n raices (r1,'r2, «e.Th)

7 az X
]:—C,c" +Cet 4+ . +Ce"

la solucidén general de la ecuacidén diferencial homogénea (1)
(Habria que analizar los casos en que la ecuacidén auxiliar
tiene raices mGltiples o*complejas).

* :ﬂ
EJ: Ecuacidn del movimiento armdénico simple
&

2 G
" d X(’) + 'AZX(r)-,: 0
77 .

La ecuacibén auxiliar caracteristica

bl

iy b= )
te o RE
=zl k .
T ;&x €% Coax + i doun
Xe) = €, e*&"c+cz‘e— . Gmo | ¢*% Con X 4 deme

Ky = Aenht sBumbx  / Az tiey y 6-(04-4)<
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n X KXo

¢’)‘)\Z: /R . x
2 i QHA L+ Snax =€
N = .4-' . :
'V ¢ '}{I C oy ‘ ) . -¥
>\ = (",e +C € : sn?y— Seiraxr = £
I ' \.
ﬁfoblema

Sea un fuente plana infinita que emite neutrones en un me
dio homogeneo infinito, Emite uniformemente a la velocidad de
un neutrdn por cada cm2 y por segundo.

El sistema de coordenadas se elige de modo que la fuente
coincida con el plano para el cual x=0 en todos los puntos.

O sea todos los puntos de la fuente tienen x=0

Como la fuente es infinita, el flujo de neutrones en cual
quier punto del medio seria independiente de las coordenadas
Y y Z.

Entonces la ecuacidén de difusidn que se debe resolver para
hallar el flujo de neutrones es:

cuya solucidén es: ' M&?‘

Condiciones de contorno :

1) E1 flujo debe ser finito.

2) En la fuente plana la densidad de corriente es 0,5 neutrones
por cmé y por segundo.

13

Comé]:-[)éﬁ por definicidn
x

D es la constante propia del medio donde se difunden los neu
trones ( constante de difusidn del nedio)

b Dsdi - DJ:M
X—3 O X=>0 '
Aplicando la condicidn (1) 2ebe ser C=0 y con la (2) como

b | J» b ADACTE DA 4

X—>0 rs_»o
€5 A - )
. 510 " A
resulta: - 5

x es el valar absoluto de 1a coordenada X poruqe hay simetria
del flujo con respecto al plano x=0
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La difusidn es aproximadamente la
misma en ambas direcciones no hay

| contribucidn a la corriente.

|
— o BN
< P
P . - - —
o —

A

={uen£P

Existen ecuaciones con coeficientes no
posible transformarlas con el cambio de

Lo veremos en un caso particular:

neutrones que vienen de la fuente
en direccidn positiva de x

plano prdximo a la fuente.

constantes pero que es
variable x=¢€

< Ay o Yy
Ot it - wiy= 0 ()
La transformamos en una ecuacidn de coeficientes constantes
aplicando el cambio de variable x= .
ES -, }mx \J O(_? -~ _A— — e" ~
ax -
%" oy dr  dy o
di (:(..)\- d‘.?‘ ' [ A
2 22 . ~-22
oy _ A /eiz)+ dy  dz . dy o ad [g
a0 o dz dx ~ d2* Az
Reemplazamos en
? /
(/{/.LJ e \" J___ — Lb’ O
dzl g 0\‘7

que es a coeficientes constantes , cuya

ca es
24 W=
} [7b\2
como 1T = .8 +1/b J
9 4(@)"
o. ‘r——/i"l‘-“/’__."i“z

ecuacidn caracteristi

Si ry y r, son las dos soluciones, se verifica’

,(;‘}.“""2 = -0 ::--/1

Por lo tanto si una vale k , la otra vale - (k= 1) y la

J’QZ &/

eneral de (1) es
s Y=0Ce +Ce

y de acuerdo al cambio de variable

R
Y-ex +C %

(R4

=

solucidn

s
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La solucidon general de una ecuacidn diferencial lineal
inhomogénea es la suma de una funcidn comnlementaria vy de
una integral particular. La funcidn complementaria es la solu
cidn general de la homogénea (obtenida reemplazando el miembro
derecho por 0) y que se expresa como suma de las n soluciones
linealmente independientes , cada una con constante arbitraria.
La solucidn general de la inhomogénea es pues:

V = +
4 ch Qifno contiene constantes arbitrarias

At e . .

. con sus constantes arbitrarias.
.g,.ﬁ‘;g
‘ Antes de obtener la integral particular definimos el opera
dor diferencial Y) d.

dx
que aplicando u operando sobre y: D)/___ ay

Puede ser tratado como una cantidad algebrdica y las potencias
de D como derivadas sucesivas.

D(_V-FZ ) = D}‘f‘ D.Z o sea distributivo
:) CJ/ C D‘(n donde ¢ es una constante

->+53 4/\ \/ __(DH /].7()\'0 sea se factorea

Haciendo uso del operador diferencial expresamos la ecuacidn

homogénea. _ , ,
(D4 0™+ +a, Dra, v

Si los coeficientes son constantes puede factorearse
(D-4)(D-+)- - (D- “’7“) =0 () " LT
,/D_ J d’_j“—'{‘v__(ﬁ .p.j:QGe
y la solucibn general de (2) es entonces
1 x 'm L L4
Y=@e " 4...+Unt |
que concuerda con lo anterior (funcién complementaria).

Para definir la integral particular consideramos:

dﬁ v Prm

De modo que el simbolo 1 puede interpretarse como integra

cidén respecto de x. El significado de un simbolo mas complicado
puede ser obtenido considerando
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dy

o AV = ) 3 ecuacibén inhomogénea linealde 1°orden
AL D
D3y =
! V-

4{) :\'.

Qs

solucidén simbdlica

Pero sabemos que la solucidn general de (3) ( pag3(1) es

_ax ~dL
_y:: C.e +¢
-3z

aﬂ—ﬂ ]
e ’,(1‘) d x
Como C. € por si sola no satisface a (3) (es la funcidén complemen
taria solucidén de la homogénea)

-ax / AQx si satisface a (3)
Y si C=0 ) e /r@ &) dx ;
i
asociar:

Es conveniente dar a la solucidn simbdlica una interpreta
cidén compatible con la solucidn efectiva,

entonces conviene
-aXx Y
jﬁ‘_ 2 (x) = e e ]f ) dx
-, S
. S e e N
JF solucidn simbdlica
4 de (3)
*

solucidén particular
(cuando c¢=0) que

satisface a (3)

* La integral particular no lleva constante pues esta puede
considerarse nula o 1nvolucrarse en la complementaria.
Ej:

4z

xz 5JT 4&V (<
(1 - 5Dse)y=e
(D‘3)(D“2)J\/ — e,Q ©

'f'

L3

) S
Voo ¢
J. -2)(D-9;

]

La integral simbdlica que conduce a la integral particular es




) - RS / Y yx J 7
\'s._____/.___‘ @ / * e/ x [
) e g
N _‘! -2 - eflr A
A 7\{) 2x // 21’, l \lr "‘Z’C, !
.*f} L L g
G 930.
4@
LA _ . wa
o 3 ' dy 1
v = . 9{__ —~~ G_W_ |
~ Teo, —’_2 ’ integral particular

. 3 X
La funcidén complementaria : @l AR (_’le

Br 2x Y
Solucién General Y= C’l e + Cl e ;L

T T
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2-. Resolucidn aproximada de ecuaciones diferenciales.
Método de desarrollo en serie

2.1-.Sea una serie infinita de funciones
62

A\ 79N
2 n (K" = &o(x) +/L(/1[X) 4 - - e + X’(/Mlx)' ‘(‘ - s -
Mz o
La prlmera cuestidén que surge, cada vez que se utiliza.una
serie de funciones, es la relativa a la determinacidén de dos
valores de la varlablepara los cuales converge la serie, con es
te objeto se aplica el criterio del cociente .

Lo | <]

M .---——} )
En particular uno de los tipos mids importantes por su utili
dad, como veremos es la serie de potencias

eE——

= M M
l\/' er - Q. Q2,0 ,.{._,,,.!_QME $.. -
h: o :
Para analizar para que valores de X converge
' Qs Fot d
AA_ - a—— 1.4 PR G <‘ i .
0. ) , ' S1 €s convergente

X- ~ o (7

Por consiguiente la serie serd convergente para aquellos valores

de X tales que IXL} «(luw fl&tﬁ,l

< ey @0 Qay |
R L |
¥ M~900 ey 1

la serie’es convergente cuando X
pertenece al intervalo (-r,r) llamado intervalo de convergencia
r*es el radio de convergenc1a

.o 54 23 m
Elvt  La serie A4 X 4~ 0~ N . . N F
# ., . o ¥ ¢ 3 L m

.,/&’W’ ¢ [ Am-i é {évlbu. [ m* .I..z._ /IE

" Ma00 ﬁn, TM=Pe0 Mgl e e

La serie converge para —A<re <4 g diverge para ] x>/
En el extremo X=-1 14 serie, se cor¥v1erte end-A+ 4 +;§+:L- e
que es convergente (las series. alternadas conv-%gen si cada tér
m1no €s menor que el anterlor)’ ot
En el extremo X‘1 se obtlene la serie armonlca que es diver
genteé A+ V4.4 R ,44 - ,
?’ ' (4.4 A% 4 .l. \
(‘(s /4+:L>7i 3(74,-.4?,74— 74——--{7_£,> ete.

Por consiguiente la serie de thenc1as dada es convergente
para, ~/< x, £ 4
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Veremos la serie de potencias TAYLOR. .

TEOREMA DE TAYLOR: Toda funcidn f(x) que posea hasta la n-
sima derivada continua en el intervalo (a,b) puede desarrollar
se para todo valor de x del intervalo (a,b) en la forma

] Z ’;"/‘ (-4
{:)(‘0 = f(aﬂ (z-2) f(a) +Q£,°‘!l f(m 4 -- —4—(%‘. f(a\ +£\\m\

resto de o7denn
que es la fdérmula de TAYLOR -

Rn representa la diferencia entre la funcién f(x) y el polinomio
de grado n-1 en x-4a.

La forma especial que asume la férmula de TAYLOR cuando se
pone a=0 se conoce con el nombre de férmula de MAC LAURIN.

1—A\
N ! Al 9 i (i\ m-A
s 2t fox+ o z + ) r e y fior x 2+ R

Puede ocurrir que f(x) admita derivadas continuas de todos
los drdenes y el resto Rn— 0 cuando n-e independientemente de
la eleccidn de x. En tal caso la serie,es 1nf1n1ta

F(q)+f(a)(ta F(AL__T).+-—~-+ p\“\ (x-a) -
es convergente y tiene por valor a £f(x) (tleéﬁe a f(x) )
La serie se 1llama el desarrollo de la funcidén o la represen

tacidn por serie de TAYLOR de la funcidén f(x) alrededor del pun
to x=a. Cuando a =0 se tiene la serie de MAC LAURIN

EJ.
Desarrq%}ar cos x por serie de TAYLOR seglin las potencias
de x -

2
l Q{) ~ Cosxe F(-—’ i =0

| F'(i;.):-/f |
LA

m

gf('i)-_ —Sem Y

,(x).. Sent . {"&’%): 4
?‘xx) = Ctosx ' ]C:(";‘Q): Q&
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. Si desarrollamos por MAC LAURIN
e .
Cose - A- X 4 S ST
| 2! !l o gl

Analogamente, obtener las series de potencias que representan a
x
fenz ¥y €
Sen = * — X
3

Se puede efectuar el calculo de funciones por ej.
Calcular el sen de 10°

g
Sen E: T _(.ﬁ: \3. A, | /& A __;'/EIL_ rL Cen €170V
) I R O D R S O A< S T
me noi QIU& (‘— \:q. .J
AL al

En efecto, la formula de LAGRANGE para el resto Rn es:

R (x) ____ng\ 0L & <&/

En nuestro caso
T’M / T 3

R = gen bz +0l

m 2.

= | ,,
" 4 1 ﬁf*\
W _ (1T N I T) A cectl TN A
*Q‘1 “\3% *GH 'Aff' sé’n(b U <18 a1 A5 | /5’,} al

2.2-.Resoluc16n aproximada de ecuaciones diferenciales.

Existen metodos de resolucidn ,aproximada que expresan la so
lucién en forma de serie y dan, en ocasiones la solucién exacta
si la serie se corta, o se ve que es la de una funcibn conocida.

El desarrollo en serie resulta Gitil si es rdpidamente con
vergente

Se escribe la solucidn en forma de serie de TAYLOR y se cal
culan los coeficientes (derivadas) a partir de la ecuacidn dife
rencial en Xo.

A

foo —-—a Yy



// 16

" 3
_ LN Ty SV (0=XoY + 109 5-y,)
j‘ y(xo)_+ :{(Yo\ ,\X —XO';,“’.QQ;Z-" ( 0, -—""T : ox’l‘." -t

W

Ejm. ¢
Resolver %2; )ny con la condicibn y=1 cuando x50
. % ;
Y= 2-Y ey,
j": .-U' y": 2

" Ys fex XX X
-3 1%

-X 2 3 _

Comp € = /-E -I-I_-_x_..:ré Feu-
2! 3t 4!

o o3 LY

Leqe~J= A-x+r 27 LxXT 4. -
3 42

j = ,?.‘G—x +2 -4

que es la solucidén exacta que
se obtiene resolviendo directamente por las fbérmulas (1) depag.3

”"U@f“%m <
[etcx‘-—[ﬁ de + C

-
y: x=4 +Ce
- 2

N~

por las condiciones dadas
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Resolver (’(\[ - '>/‘Z + X

con la condicidén y=0 cuando

dx
Xo= 0

A e (1)-0
N_ 2yy’ "r) =4

Y'= 2yy'td
\/“'=- 2y\{"+2 Y’Z \/“L:O
yr-o
Y’ =6

Yw: 2>/ \/“l+6 yryn
7V=2YYW+3\/’7/”‘+4Y"2’
: 1 )(2' +)§ Xb-‘f.....
o o Vs 7,
/"2 e

Si se consideran valores en un intervalo de 0.1
el error cometido al adoptar .como solucidn aproximada el arco

es ¢ 40”
6

de pardbola [ x2
2
5 ‘ -6 -
01 . A .40 '<'/0
o0 ~

Ecuaciones de BESSEL

3-.
3.1-.La funcidén GAMMA
Que serd necesaria para expresar las funciones de BESSEL

Se define
o9
— , Mm%
= x .€ o[t,

(M) =
n entero positivo o nulo
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Aplicando 1la formula de Lntegrac1on por partes

n -x| A X |
m .
/x d(@ —-I e +M/UC e dx . TZ”\*")‘;M'WM)
x R — e
Y .e —70 r7(/1'1) poOT Jefi—nic{ofn
X- 700 i {
Reiterando el procedimiento
[ (Mth) = M r(m) = m{m-n)F’m-,f): S
-y
[ (MH) = m(m-2)(8-2) __. LA, ")
Como

wx
[t < foe' dt =

o 'F(/)H/ﬂ = mm-)(m-2) < oA = m

"

!’YM+Q :-rn!

Si en lugar de n entero , positivo o nulo, con51deramos n
como valor real, se generaliza 1la def1n1c1on r%g)._ ﬁx-A)'
dando valores a la funcidén para cualquier o

Asi l (.L /:r, 8 dz integral que se resuelve por 1la

sustitucidn 1’.;2 A c!lc =22 ClZ | )/ es
_2_2 -
rfi,' -3 |e dz 2N
2 ) Y
g__\,———_/

Infe%‘ra! le’ Poissom
M(4)= V¥
r‘(?.):ﬁ: pues I() F ):

2

Se verifica

)= -2VT pues [(rara)=[(4)=-4 [

]



yo D =- 4= 0%

Woing

En particular si d= o resulta

i:n/ﬂ: O,r(lO)

A '
debe adoptarse como valor de I(o‘} el valor ®&°

Lo mismo sucede con los valores enteros y negativos de oL
Asi siol = -1 '
=D 2 T = (A e

——-\//\_/’
CO

** debe adoptarse para P(—1) el valoreey asi sucesivamen

\
A
Ar(ﬂ - \OL

te.

]
! | . =y
i
i
i

<)
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3.2-.Ecuaciones de BESSEL.

El astrdénomo y matemdtico BESSEL (1784-1846) al considerar
el estudio del movimiento planetario, en el estudio de las 6r
bitas de los planetas y sus perturbac1ones por el movimiento del
sol, planted una importante ecuacidn diferencial.

La enorme trscendencia de las funciones que aparecen al re
solver esta ecuacidn se pone en evidencia por el hecho que esas
funciones son 1nd1spensab1es en el estudio de la propagacidn de
la corriente eléctrica en conductores c111ndr1cos, en los pro
blemas vinculados con el fluJo de calor a través de un cilindro
y en el estudio de la difusidn de neutrones y criticidad de reac
tores nucleares.

La ecuacidn diferencial de BESSEL es de la forma
. .
x_t/J,Xj '"")ﬂ O (1)

donde n es una constante. .No puede resolverse por ninguna combi
nacién de funciones elementales: pollnomlos, exponenciales, 1o
garitmicas, trigonométricas etc.

Busquemos la solucidn expresando la funcidén y como un desa
rrollo en serie de potenC1as

j:. X iq I (1)

donde m es una constante que habra que determinar y agpuede
considerarse distinto de cero .

Reemplazamos en la ecuacidén (1), calculando las derivadas

1° y 2° y formando los té&rminos
m 44 -9, “""IL
_mzn..-mo(r, mQ’x ,,__-mahr, .-
M4, mw-% 1m-a+h
l‘j Q, * 0,0 4,_._,4,@&.21 Fooo-

m mid] m
f—g: (W\QOT +(/m-3,1)c242 .].——»-{-QP\(MI'{"R.) e _"_
dx
m w44 w2
2 Y _omea) QX ¢ m meaj@, X spa+ e a,X 4o.oc 4

’ 1 +
153 + {nM.ﬂJ\\)(M\«{)A-A) ka X'M +--- "



/1 21

i ant A
O’:[ ( -/04— m M“:: A% VM\M ot A ﬂa P SR
"v ek

R (S -t fr-,:fi;};ﬁ_)-—-(\'\ﬁ jQ/P\* Xpoo 0T 4

e

La suma de los primeros miembros es cero por (1) como por
hipétesis, (2) es una solucién, la suma de los segundos miembros
también debe anularse para lo cual deben anularse los coeficien
tes de cada una de las potencias de X .

Dicho de otra forma : Para que la 1gua1dad a cero sea satis
fecha para todo X, deben anularse los coeficientes de las suce
sivas potencias de X.

((W\ m) | wo&euw@. de X )
o agae ()

r -
- e e o e e "= v

[(‘m+&)"— m"] o+ 2_"0 ( . ’ " xm-k)

El coeficiente del término general da la férmula de recu
rrencia para los coeficientes

Qa
Qa k-2

ko ('ma-k)’:-

La ecuacibn que resulta de igualar a cero el coeficiente de

menor grado en X (en este caso se conoce como ecuacifn indi
cial.

Como hemos considerado ao# 0 para satlsfacer la ecuacién
indicial elijamos mg*¥ n y entonces la segunda condicidn re
quiere a,= 0 '

AY
Poniendo m = n la férmula de recurrencia se transforma

a, - -
R & (2m+h )
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Entonces
Q":" ao
2 (m+2)
ay = o (gfafece, Q,:O)
e, -z %o = Ao
Y (dm+4) 2, 4 3mig) (2 y)
GS = 0

Si se reemplazan los coeficientes calculados en (2) se
obtiene la serie
y x*

31'.': Q, X'h E“ X + x -
2(2m+2) 2.9(2) ) 4. [2min ) dndur)(2mte)

Para m = n G,k: Z??f‘k)
Q, - %o
2 - T(am-2)

Y Y lam-4) T4 (2m-2)(2m)

0., = 6\5 :-Qs- p=JE =0
-Mm - 2 4y
‘?2: Q, X u‘!-__.}____.-} x e o= -
2(2m-2) 2.4 (1n-2) (dm-y )
x©
— + A Feo---
2.4 (Im-2) (2m-4) (Am~ ¢)

para n # de un entero positivo

4o
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Ambas series resultan idénticas para n=0 , para nZ 0 y ente
ro resulta sin sentido o una o la otra puesto que algunos de 1los
denominadores se anulan y entonces hay una finica solucién median
te series de potencias.

Para n # 0 y distinto de un nimero entero las dos series re

presentan dos soluciones distintas y una combinacidén lineal de™
ambas series, da la solucidn de la ecuacidén de BESSEL.

A yeo + 13 ym=0 (3

CUANDO n # 0 y ndentero

La determinacidén de la 2° solucidn particular de (1) cuan
do n es entero no la consideraremos en el curso. Basta con men
cionar que es de la forma.:

Cﬁ. y(x) Kn X - serie de. potencias de X
)

Funcidon con un infinito logaritmo cuando X—3 0

3.3-.Funciones de BESSEL

Consideramos la solucidn particular cuando

4
a“.z"’.m!
En este caso 1la serie se convierte en :
_ m me R mizhk
Jme X Xy X ek
™ ’"*"'(m,n)r 9™ L H k)

M(x) pog Z(“) o TR ] n positivo

Con la funcidn r‘se generallza la férmula para el caso que n
tenga valores cualesqulera ( no s6la entero ).

jmoo-.— 2 o (%)Mzk

= ! [ (mehea)




L4
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Funcidn de BESSEL de 1*especie y orden n

Para la otra raiz 1nd1v1dua1 -n se o tiene

]_4‘ (x) = 2 (%) ) (4)

k=0 !l [ (miha)
Cuando n no es entero 1la solucibén completa de acuerdo con

(3) es j A j (®) + 6.‘3 (’-’

Veremos que cuando n es entero estas soluciones no son 1i
nealmente independientes.

Para n entero (4) tiene sentido desde k = n siendo nulos
los términos correspondientes a k = 0,1,2,....... (n-1) porque
en ellof® se hace infinita . -M%ﬁl\ '

0 = &0 X
j-m" é A! n-m-kM) (‘2)

o bien pongo k = 0 pero corro los 1nd1ces pasando de k a k+n

P
b (-’l) s ) x
) é (AM)! r‘(k-m) > - &) i r‘m‘\n)/k’ (
m
& e

lo cual prueba que son linealmente independientes cuando n
es entero .

Esta funcifén es solucidén de la ecuacibén de BESSEL pero es
escencialmente la misma I, (X).

Esta relacidén (5) permite definir la funcidén de BESSEL de
1° especie de orden entero negativo.

La solucién completa cuando n es entero es:

y=¢ J@se, J®

Y, (X) func1on de BESSEL de 2° especie orden n
W tlene la forma que se indic6 con un infinito logaritmico y
para n n°entero se dejan mediante una expresidén que es comblna

cién Tineal de I,y I.,)




// 25

El comportamiento de las funciones de BESSEL resulta anilo
go al de las funciones trigonométricas

1 | 1o @ of T4 @

°H"’
AN VTN AV
ol NS WA

| ' - 04
0.5 J  einites Pory 220
/

0 N

~031}

/ Infinifas Pora X370

A

Todas tienen aspecto de sinusoide amortlguada o sea los ma
ximos y minimos - 0 cuando X —=°

Para valores grandes de X se verifica que

o Je=Z e (=T-F)

b) las raices de I (X) = 0 y L(X) =0 (o sea los ceros de estas
funciones) estdn separados en aproximadamente]] . Asi el 6°cero
18.071 de Iy difiere del 7° cero 21.212 en 3.147. '

y & 2
2 9 X
para n=0 ]@):A- . $oeeon ) -~ -
. 9 1 2':' (2!)2.. i)h(h!)z
kA
3 5 R’
para n=1 &) = x__X + X ____“_’_(-I) I R
Jé 2 39 %33 2™ 41 (k4!
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+4
k 2k

oo

1 Z o) pa

para n=y ]1 (xy < (E)
| 1 . RI[ake

Con esta férmula y sabiendo que [ﬁ( ) V%ry que la serie es
aproximadamente la de MAC LAURIN para sen X, luego de transfor
maciones

se demuestra: :]. (x) = 2. Az
3 T

X VI—- CeAx
Andlogamente 1" 2 Tx

:]% r ( gk _ (oAx)

o< [ (e - 22)

Relaciones de recufrencia

E1 wm 2 h-4

[ I} Z hu'd)ﬂm s X

s ["J“ﬂ x ] o
o(r,E ]""QC)J - ](U para n=0 ']o:”UA

Como - [x ]M(’O_\ T 3 L&) + M xMhA @c) m ]mgo

. )] = ]m A_' f_‘% jm S;-resépmosjj +] 9”‘ jm
. !
1]' = (-% ]M."jm«m S‘\‘ SQMD'T)QE). :)M-r jm/t: ’2 ‘)M

Las Integrales correspondientes a (1)

3 T dr= 2 L
_ -
"/X-M ]mMa{T = X ‘JM
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3.3-.Ecuacibén de BESSEL modificada
x?2“+x32(t%m%3=0 M)

Verificaremos que si y (1) es solucidn de la ecuacién de
BESSEL

AZH“‘}‘AAA‘*(ALmz)'A:O (l}

entonces Y (i x) es solucibén de la modificada pues haciendo
s=iX se tiene

duw - _dyun
ds - dx
dry - dPyun
de2 = L

y sustituyendo en (2)

i J{_.;&‘_;_"_)_ RS .,Oz g bx) - _ (.2”24-413)} =0
x“ X

luego Y (ix) es solucidén de 1la (1).
En consecuencia, se conocen dos soluciones independientes
de la ecuacidn (1) Pj

J.,@ .
-\ \] 1 " esenteso
y ]m‘(“} j ]m (i) 5 N esen

Pero estas funciones no son reales para X real por lo cual
es mas conveniente*utilizar la funcién M co
I(x)zx J(«c%

(Ak') S 7 e es Cn'\{&ro

que es la funcidn ‘de BESSEL modlfléada de 1°especie y orden n
M
es real para X real (‘L,‘)ﬂum 0 {‘EY

T ) =l = o
_Jn?d—- Z’ A T inehes) oo b T ki)

*
La funcidn Lm(X)=in.:Lm(ix) es también solucidén siendo su
desarrollo 2&_0\

- , oo r\
~;[ (2) = <;: (TZ;
- e A! fw(&~m4ﬂ)

=0
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La solucidén general de la ecuacidén de BESSEL modificada

y=a Iﬂ(x)'% b Ih(X) cuando n no entero puesto que cuando n es
entero (como vimos para I,) — es I-“ I, pues

| & V- o i

— . 'r —— .
T .< (5 _§ - LA
- . ‘] —— ‘

e /I - .p-- <,

k " Fz\ 43 ‘

La segunda soluc1on, cuando n es entero , es la funcibén de BESSEL
modificada de 2°especie y orden n

K (1) — &) ( '&3 £ 40513 )IM(x)+ Servede Po‘l’ena'as de X
c&Jk-Eka
(cuando n no es entero se define K, (X) mediante 1la expresitn

KM@) - ¥ I G)"Im(l)
4 2 Mm m ST

o3
éc ko

o4
oL

4 & % 4 |
Las Iyson positivas para X>0 y crecientes, tienden a infinito
para X-a o°,

Las Kptienen el mismo comportamiento que las Ywen el origen
se hacen infinitas pero al tender X-> < tienden a 0.
3.4.-.Ecuaciones de LEGENDRE.
. 2) Jd¥ _ax dy (Mm+4) y =
la ecuacidn Q ) f o Tx j

n es constante

Aparece cuando se resuelven problemas fisicos utlllzando.

coordenadas esféricas.
Considérese que V= €é3 es solucibn
l mrh-L
%_?‘l =  mmda, X + (i) om @, X . --+(m+&)(m+&-4)ak N Fooms
X M# 3
-xz%t;g ~m (ms) Q. Xt i (m1h-2)(m1h-3)a, X -
x‘ " OM-A—Z
“Qtﬁsimaax -.-.--~—.—2(M*&“2>Q’hz - meve s
Mt 3
m(mh)‘a M(n+a) @, x" $e---- -- + m(nt) Qg o * + -
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oA

O -A)a\,)ﬁ +(m+,1)fmav(, SRR |

s *& (m& (mrk-1) a; - (onth-2)(mth- 34 -Z(Mw%-zm m{w)%;l».

Cada coeficinete debe anularse
m (IM»A)Q.:O
Mm(m+a) 04=0

((:“’:& ”“:‘k"‘)aU KM'"\-A) (-m-ks2 ) pon (min)] Rfy.q =0

Para satisfacer la 1°ecuacidn, indicial, puede elegirse m =
0 1, si a; es arbitrario.
Si m = 0 por la 2ecuacidn a, puede ser arbitrario

o0 - (m-kﬂ)(fhf&—ﬂ a
T TR (R L2

V& =0, 0,2 - Mmf") ax?_ @-n(;«'m 433 +ﬁm+2)(m+;)fm+3) E

(m-2) L on43) a, <!

Pues = X
y= 9% l A_ m(m:u) 3Ly Ml z)(mr?(ma) < ] +
+0, [x-@ -A\ (m+2 2y (M—A)('k%)(m;z?(mw) xt oo

Como ay y aﬁson arbitrarios esta es 1la soluC1qa general
Con m=1 debe ser a3 = 0 entonces la solucidn es la 17 serie
y no nos conduce a una nueva solucidn .

3.5-.Polinomios de LEGENDRE.

Cuando n es un entero positivo o negativo, una de las dos
series termina convirtiéndose en un polinomio.

Si n es un entero positivo par, los coeficientes de todos
los términos de la primera,desde X“son cero y se convierte en
un polinomio de grado n y la otra permanece una serie infinita
y a la inversa para un entero positivo impar.

Estos polinomios con. coeficientes ‘ajustados pard tener un
valor unitario para X=1 son los polinomios de LEGENDRE
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()oQ‘) = A m=0 Qo =4

fos x Mz QX =Q,.(N=4 . Q=4

NOTA: si n es par , anulamos la segun
da serie con a;= 0, si n es im
par, elegimos a, = 0 para anu
lar la 1° serie, puesto que al
Yy a8, son arbitrarios.

Naturalmente, cada uno de esos polinomios es una solucién
particular de la ecuacidén de LEGENDRE con el respectivo n.

A los pollnomlos.de LEGENDRE, que estin tabulados para diver
sosigalores de X, a menudo se los representan por

(co3®) donde CosEzx, Asi: Qwn®): £ e~ 2 unp

Relaciones de recurrencia: (20»4) Bz Pty — B

(2w ) x By (i) (Tpan +m s
Funciones de LEGENDRE de segunda especie

Si n es un entero, entonces una de las dos soluciones es un
polinomio , mientras que la otra es una serie infinita. La se
rie infinita con coef1c1entes aJustados es la funcién de LEGEN
DRE de 2° especie Qn(X).”

o

3.6-.Ecuac%§n de LEGENDRE asociada. - w
Aax2) v _ 23 AW 4 [m(méa) - -’31- =0
-2 g CE [( ) R

tiene por solucidn
Wz -Z‘) d’ P @)

que es el polinomio de LEGEN RE asoc1ado .
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3.7-.Funciones ortogonales y normalizadas (ortonormales).

Consideramos dos conjuntos de funciones @,(X) y @..(X),
donde. m y n son enteros. Se dice que son ortogonales en el
intervalo a( X¢b si

f¢ @)95(1)&,( 0 SimEm

*o SSm=m

f [gbct)] ot = A

se d1ce que las funciones estdn normalizadas.

Las funciones trigonométricas mantienes relaciones de
ortogonalldad

4m L Aom mx d¥=0 S5 MzEm

=T % m= !
=T mo Ldem pare el cosend

Las funciones &% COS nXx y'%ﬁ sen nZ forman un conjunto nor
malizado de funciones con respecto a cualquier intervalo de
ancho 2§ .

Las funciones de BESSEL y los Polinomios de LEGENDRE forman

tambi&n un sistema ortogonal.
Si una funcidn puede desarrollarse en serie de funciones

ortogonales ce
f(") = 2 Qm 9{0\(’:)

M=o
los coeficientes se obtienen multiplicando ambos miembros por

¢n,e11ntegrando término a termlno Al apllcar las condiciones
de ortogonalldad se anulan todos los termlnos menos uno.

/¢m ﬁr) - O””‘/Bé (xf]

Suponiendo que puede representarse por serie de polinomios
de LEGENDRE. =%}

: feoo - Z a, P(x)

m-°

S P, = an [ o] =2, L

9+A

pvea /[Pma)]l: :9_2;_;;‘ B ; .
A

y
es Qpy = .?n;d / P(,,) f,';(x) dx h=0,4,2, - -- -
iy . |
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4.1-.E1 operador LAPLACIANO

vza— ) 9 4.9;

=
- = %

Puede expresarse en cgordenadas esféricas y cilindricas
depende de la eleccidn que se haga en el problema fisico a
resolver de acuerdo a las condiciones de simetria.

M2

(&g:h.ccﬁ\f44~\?7
En esféricas j:ﬂ,m\f/&m‘%

‘(Zz h L
e S B A p)
= = At 2. I
Vs Int Fawm Y NEAm® au( ao) 'z}dm’e 9‘("
2z
En cilidricas X=h Con¥ T )
‘3: n AmY q"""i'
2= '2
!
> e
- » e in-\. c.l
Y
Yy . z‘
P} A n AL 2%
V =-—-— + = — g
Lt nooan ¥ . 3y +f’~'a‘z

4.2-.Ecuaciones'diferenciales‘parciales *

* - - 4
L1} hY

La teoria.de las ecuaciones eanerlvadas parciales escapa
al fin de este curso y no se hara j rd

Nos 11m1taremos'a 1a€ecuac1on défondas y que puede ser re
suelta por el poderoso ‘método de sepdracidén de variables.

Con este método, una ecuéc1on diferencial parcial 'en n
variables 1ndepend1entes » 'fduce a‘n ecuaciones diferenciales
ordinarias. E1l producto'”, lds n func1ones” soluciones de las
ordinarias es la Solucidh *dg 1a parcial. .y

La solucién de una ecuf¢idén diferencialsparcial involucra
funciones arbltrarlas, en jkd aplicacidn ‘de Ta teoria a los pro
blemas concretos ella§ se €liminan-:determindndo una¥solucién par
ticular la cual satisface a la ecuacidn- d1ferenc1af?y\cump1e con
las condiciones de contorno del problema.

- v

AR
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La' ecuacidn diferencial no posee una representacién comple
ta de una situacidn fisica ya que la solucidn general incluye
constantes arbitrarias de integracidn.

Para determinar los valores adecuados de estas constantes
se imponen a la solucidn restricciones con las condiciones de
contorno obtenida de la naturaleza fisica del problema.

El n°® de esas condiciones de contorno debe ser suficiente
para proveer una solucidn fnica con constantes no arbitrarias.

4.3-.La forma general de la ecuacidn de ondas es:

2 ¢

V.¢=,& 3‘15 ,& J 49 (x,],zlé)
SRS 1

que es demasiado general para hallar la solucidn matemitica;

es necesario considerar casos especiales

V¢ =0 ewacio'n de Laplace
295 & ecvdcion de |3 transmision del eslov

Estas ecuac1ones se aplican a sistemas pasivos , aquellos
que no contienen fuentes de perturbacidn en la regidén considera
da o las fuentes serian externas a la reglon, o podrian haber
existido en un t1empo prescedente a aquél para el cual la solu
cidén de la ecuacidn se ap11ca

Las soluciones se obtendrian en coordenadas rectangulares,
cilindricas y esféricas aplicables a problemas de 1,2 & 3

dimensiones.

4.4-.La ecuacidn de ondas contiene derivadas parciales con res
pecto a las coordenadas de espacio y tiempo. Aplicando el méto
do de separacidén de variables representamos @ como producto de

2 funciones ¢(x,j .Z,JE)': W ('x,?‘,,':&) T‘:&) . (”)

donde E es una funcién del espaio solamente y T es funcién
del tiempo solamente. ( las inducidas son las.coordenadas rec
tangulares, pero el metodofpuede apllcarse a cualquler sistema
ortogonal) T

La sustitucidn de (1) cualqulera de das formas de la [
cuacidn de ondas nos lleviia- la separac16n dé 2 ecuaciones dI
ferenciales. Una que cont&éne T (t) y*la Qtra parcial con E
como variable dependlente;Esta, a su vez,'puede reducirse a tres
ecuacionés diferenciales ordinariis; haciendo E= X(x).Y(y).Z(z)
producto de funciones, cada una d @M las funcidén de Gnica coor’
denada espacial. Es, dec1r la ecuacifm diferencial parcial en E
puede resolverse con: 3 ecuacidbn diféTenciales ordinarias conte
niendo. cada wna de sdas:. funciones X(&J Y(y) vy 2(2)

Estas soluc1onés X,Y,Z y.T son™ %}amadas funcionés caracteris
ticas.
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Cada funcidn caracteristica contiene constantes, las c uales
quedardn determinadas por las condiciones de contorno del proble
ma partlcular . Sucede que una constante , en una funcidn carac
teristica, puede tomar mas de un valor y por ello cada funcidén
caracteristica es una suma donde cada término contiene un valor
diferente de la constante.

La solucibén de la ecuacién de LAPLACE puede ser obtenida de
la misma forma pero como no aparece la variable t seri
@ (x,y,z) = X (z) Y (y) Z(z)
La ecuacidén de ondas qé

Para resolverla aplicamos separacién de variables

¢=E-.T2E- olT./l:Xz
E "~ dt T

cada término puede igualarse a una constante ya que las varia
bles espaciales y el t son 1ndepend1entemente variables

dT - y? CT L ¥t
_z_t__-YT L A.e

2
VE = Y*E
forma espacial de la ecuacién

de ondas cuya solulidn de la funcidén espacial y conduce a la solu
cién de la é€cuacidén de LAPLACE, caso especial ¥=0

4.5-. Forma espacial de la ecuacidn de ondas, en coordenadas rec
tangulares y tres dimensiones

J2E =¥*E | Sea E(xy,1)e Xem). }’(;) Lz

Sustituyendo y d1v1d1endo por X.Y.Z. 2
A dX e dY Y sz Y
X At Ty Ayt Tz 43t
X,Y,Z varian independientemente una de la otra, cada término debe
ser igual a una constante y se obtne en tres ecuac1ones diferen
ciales ordinarias,del tipo ig; =0
cuya solucidén depende del s1gno

’ X=A mhz«t— P.)%wkt, o'bww paro -‘\1 es

- )< A &A& kx-+ sl R % '

La eleccidn del signo depende d% las condiciones de contorno
que caracterizan al problema f151c@’que se trate.
Las posibilidades de solucidn serian demasiado amplias , por eso
eligiremos un problema con sus condiciones de contorno para poder
limitar esas posibilidades.

La ecuacidn que descrlbe la distribucidén de neutrones en un

reactor critico es: V++ 624)_0 ‘ ¢,=E (Flulo) B--X
Qea #'3 Xy.z W W&M’

w‘M

Las condiciones de contorno son , que byc son las dimensiones

sia

2

el flujo de neutrones serd cero en a, b, y
2 2

~

r

N[O

L
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s
e / io&"pd&
x oyt~
A d . A
¢ Y dg‘l /4
e i

__ A

5

2

X
™

. . .—A-—- .
/ @ ¢

P
Como veremos, en este problema los signos de las constantes
estdn elegidos para obtener las soluciones apropiadas ( y eli
minar asi las otras posibilidades que no se adectian al problema).
. o{’-} 2 A" %) ecuacidén que relaciona las constantes
que aparecen eh las funciones caracteristicas (o autofunciones)
La solucidén X= A cos&k x + C & X la Ginica que satisface
es el cos, pues es simétrica y anula en los bordes ( con esto
queda claro que &* debe ser real y positiva).
Por la condicidn de contorno esol= M que es el mas bajo

—

autovalor J}:Qigf

o
pues cuando X3z & es X'—‘- A et ll - O
: 2 2

G
la aytofuncidén o funcidn caracteristica es,

- aT
X=AtsIz

~ 0D
la solucidén completa R . i
Y P Xz = A cosll
meA MA R 3
Anadlogamente para las otraé%dimencionesfg y gldebﬁrén ser reales

g 2 PR i T G A e
4 poszltlvas con A :(..L'I) “ %:Yz =(g)z Y. el mas 03)o avtovalor
deBies Bt (T[T 4{A

I}

J g
- c i
La distribucidn neutrénicars (X,Y,Z)Qen g%_reactor critico es
- 3z, s Ja,
,5(:,\3,2)_ C et = s T cos 22
y la solucidn complegasgde 1g ecuacidn de ondas espacial

Coe

.-¢(’Cl7'z) < Z 2- Cnn,m ) Mﬁ-—-—‘?x M",";&L‘ ot M %
Yol amar Mmsd g® ™3 a b c
(La deternminacién de¢"1a %onsfante C depende de la potencia del

reactor ).

e
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Si por las condiciones fisicas y de contorno del problema
debiera ampllazs por ejemplo, que&z+%‘>%z entonces seria ne
cesariod Eﬁ en cuyo casc la ecuacidén en z tendria por so

luciones senh y cosh ( o2 14 +A2__Ba)

4.6-.Ecuacibdn de ondas en coordenadas c11indricas

L4 € 1
;) +h1 gn+£z g?z 2;& = ¥°E ““E(“:\P:z)

se intenta la solucidn E « R('L) §(‘f’) Z(z)

Sustltuyendo y dividiendo por R, § 2

Abzﬂ AaR.4‘§4‘,z
oat - P RR P Dy‘+?'T’Y “)

n
Hacemos %Z, - ___/_J,"Z,
2t

!
y sus funciones caracteristicas Z(Z)'-: C;M/@z +C;m/2

La ecuacidn (1) en tal caso

e 'R n IR P & 2. 3
T 5+ TR an?‘z ap:-*{/&x)n @)

Hacemos 2
4 z-_of . P= c crav¥4C muf

Entonces la ecuac1on (2) .
ot G en LR [ptyt)n’ - ~>3R—° ()

(3) es la ecuacidén de BESSEL que pondremos en su forma comlin .

nt oR ,-LaU( _WMIR =0
dnt ' ¥ [“h’ J con o/ = "/‘)’l'- xz‘-lb:’{»'n

Como g_(,ﬁvalR daw _ %ﬁ %
Ao’ dn " ut AR ,u( 4.;4,““ [ut- -o‘]Rg-,-o

cuyas funciones caracterlstlcas son
)
Rin) = €T (-2) 4 Co Yy (h-7)

2 fe) .
La funcidén de BESSEL de 2° especie Yfkiene una singularidad

en el eje r=0 por 1o tanto debe descartarse en los problemas
donde R (r) debe permanecer fipita.

Cuando @ () es constante V=0 y R(r) se hace la func1on de
BESSEL de orden cero.

Debemos conocer las condiciones de contorno del problema
particular para saber cudles funciones caracteristicas elegir y
evaluar las constantes en estas funciones.
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Obtepidas las funciones caracteristicas apropiadas
para R, §/ y Z entonces

E (h,$,7) = R(n_)oé(‘f‘) .2 (2)

En el tratamiento de un reactor cilindrico, el LAPLACIANO
aparece en coordenadas cilindricas. Si al eje Z se lo hace coin
cidir con el eje vertical del cilindro, solamente las,goordena
das Z y r necesitan ser consideradas.

Zé L
9 +i,9¢+ D¢A+B:¢=O H r
ont  h 2n Jat -

@ es el flujo neutrénico en cada punto .*. @ es la funcién
especial @ (X,Y,Z) y B*es una constante relacionada a las dimen
siones y geometria del reactor . Respecto a la ecuacibn que aca
bamos de estudiar B* es -¥%*y como no aparece la dependencia de

la ecuacidn (3) es, en este caso, con U*=0

nzé’R +n.é§. + (-é’-g.e") ntR -0
n

dnt

y la ecuacidén de BESSEL de orden cero, cond=4J_.r

i, AR 4o LR 2R oo

Sma—

olu? dan
cuya solucidn general es A= AA j., (dn, fL)-i' A’_ yo (‘ln. h.)

Si el signo deol*se elige negativo se obtendria la ecuacidn
de BESSEL modificada y ' '
R.‘:AA I° +A2Ko

cas Y

3
i &

‘2 i-

La Gnica solucidn permitida de acuerdo a las condiciones de con
torno es J, oy NO SE HACE INFINITA EN NINGUN PUNTO.

R(r) = A, Jo (d .1) (¥ entoncesk’ es
i positivo)
r ) o Para determinar & tenemos en cuenta que
‘o cuando r = Ra (radio del reactor) 1la

K; funcibén debe anularse.
R(r) = A, Jo (d\.Ra) =0
v Jo ( .Ra) =0 son los ceros de

..' las funciones BESSEL. El1 mas bajo autova

?r- : lor de o2

} ° orresponde al 1° cero de la
Yo funcién de BESSEL J, que es 2405.




$ R0 AL (5 )

Para determinar la solucién respecto a z, que sea la adecuada a las
condiciones del problema tenemos en cuenta la distribucién simé
trica del flujo alrededor del origen en la direccién Z entonces

se elimina el sen ® z haciendo la constante correspondiente

igual a cero
=(2 Gvssz
A

Determinamos §> pues Z es igual a C,,cos Q> z =0
cuando z = H :

2

L ﬂ.ﬂ :"‘c”~

2

™

y el mas bajo autovalor

Z(z)- "‘”q- Z ]

2 ('*"
0 valqr propio es ./8 = ({%) Con m=¢ 3
=AY (2405 n).ces OL
e Qg sy
Pré) Biaspt -op (""55)?7:)

La constante A depende del nivel de potencia del reactor

»

——n o et

4,7-.Ecuacidn de ondas en coordenadas esféricésﬁ ’
4. 2 (228 ), (som ’as)+4 2E _¥E
on H-AW’O' 39’

n* 2n " sty 573
Considerando la solucidn de la forma
E(n,v,¢) = R(r). (). W)
reemplazando y d1V1d1endo por R. 9 4 1§ XZ 2
F A N
?% '%‘ (Q‘%—i) ""'—3-., me'as@) sevPe Q‘f
B ”E\'n“iﬁ+—”—zn dR~Y =t (1) ;,.

A Jf- tAme A 2 (sw&3€’>+,oézsm T=0
75 dyp? B 2w 0%



§ Ay
'S ctﬁa f‘e‘. 4 [*F S TR = gy
162. Adei’y
hacemos u=cos & como o (j - f{r@ _ ,/,«/11/1, E*)
d% &/&J./ ¢
26 . d'6 suie L AE (-
7;51 du? fu

2
A=l = e

(4989 - b el O

Esta ecuacidn que es la_asociada de LEGENDRE, 1la (1) que es una
forma de la ecuacidén de BESSEL :

a? dR 2n.olR (xzn i) R=0 [a) & ‘¢ -- m;ﬁ
dn} ), aer

forman el conJunto de las ecuaciones d1ferenc1a1es que poseean

las funciones caracteristicas para R,09, y @ (que son las funcio

nes dg BESSEL, los polindmios de LEGENDRE asociados y sen y cos

para @) _

En la mayoria de los problemas no hay dependencia del dngu
1oX y si se trata de la ecuacién de LAPLACE ¥:0

oo diR oLan dR . 2*R=o

dn. da, _ k -
cuya solucidn se vid que es A =¢ n + c:: (Fa'ga‘na %)

A
donde - gk “'tm h
Como no hay deFZ?denc1a de€es m =0 luego
Gp) & — 2 L8 4 h(hi)o =0 :

ecuacidén de LEGENDRE cuya solucidén particular es el polinomio
de LEGENDRE Pg (cos &)

En el tratamlento de un reactor esferlco se utlllzan coor
denadas esféricas. El orlgen se elige en el centro de la esfera
consideraciones de simetria €liminan la dependenc1a de los angu

los @ y % -
(Como no hay entonces dependencia deQ y ©® en el Vcorrespondlep_,

te se mu1t1p11caof ) v ;
% i{ T + B 4;—'0 ¢ es bfwc“v'n zs[oacia/ ?f(n)

=,



/1 40

-A -2 -3
&:%.ﬁ-_un y .’%‘im_Z 214"6

- -3
d2¢ dgu. R den : du n,'z.;,z,a,lz,
dnl T dn? dn A

reemplazando y dividiendo por r"l
“g“; 4—6"@:0
T () = AmBnA’Cmfw
_ tesbn , C Sm
B (n) = A 3br S

Como cos Br =¢* cuando r r=0, A=0, pues @ debe ser finito

b(a) = ( smBo

Si Re es el radio del reactor @ = C senB Ry, _ 0

en el origen

Re.
Sen éSRa.=C>
6 Ra::lﬂcﬁ‘ A
) 2 [
el autovalor mas bajo es 13 = —
Ra,

La autofuncidn correspondiente

C T n

Series de FOURIER.

(3]
1

, La teoria de las series de FOURIER constituye uno de los mas

hermosos desarrollos del andlisis y resulta un instrumento indis
pensable para el estudio de importantes problemas fisicos y me
cidnicos, tales como, las vibraciones sonoras y macinicas, la
conduccidn del calor y en particular , para nosotros, en proble
mas de la teoria de reactores.

5.1-.Condiciones de DIRICHLET. .
Dan una condicidn suflclente para la representacidn de

f(¢) en serie de F.
Sea f (U)una funcidn def1n1da ,arbitrariamente en el interva

loJY‘4?4 uqe, fuera de ese intervalo cumple la condicién

£ (VTZ Si £ (&) tiene un nﬁmero infinito de puntos de

dlscontln 1dades ordinarias y un n®infinito de ggntos de miaximo
e ser represen

inimo en el intervalo-W& &4 , entonces pu
fada’por fa serie trigonométrica:

20
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)[)(9)“ +“4C01‘°+0~ Mw#--.% Sm® +bsm2&+

')C%" L + Z(Q 0«9/.101‘5'-1-10 semmv) . maa entedo
2z =
- _.~ /fﬁv) g me A M=o, 42,
.
4{(&)4%0@ Ao N=AL3,-
Esta serie, en cada[punto del intervalo dado, ¥'=0%, conver

ge hacia el valor F(g*).;_ (b )

( uno de los puntos donde hay continuidad es la misma f(f)).

Donde

ﬂ&ﬁ vN\\\ Si £(¢) es continua en el interva
%,) . 10-Y<@{T 1as series de F conver
o /” T ;;;;9 gen absolutamente y uniformemente
| () dentro del intervalo.
Si'f (%) tiene discontinuidades,
! la serie converge absolutamente y
uniformemente a f(0) en regiones
, donde la funcidn es continua y en
ot v Ut 2y un punto de dlSCOI‘ltanldada‘

[rm i[f@u)-l»#@»cﬂ evando £ ?(’b*‘i)#’zﬂﬂm g(&»
LA F@:)a& £7)

Las integrales pueden expresarse como suma de integrales componen

tes para cada porc1on continua.
Por ejemplo, si (fue cumple las condiciones de DERICHLET

en un intervalo cl<e'< pero no estd definida fuera del interva
lo, puede desarrollarse en una serie de F en el intervalo.

Fuera del intervalo, la serie F es perib6dica aunque no hay re
lacibn entre la serie y f(®) pues f(¢) no estd definida fuera™
del intervalo.

5.2-.Las relaciones que siguen valen para cualquier intervalo
de ancho 2%, los limites de integracién pueden cambiarse a
A +2% donde ¢ es un angulo cualquiera.

a) f/.m\ mede=o m-.-O,V:-Z
fmm? de- = 0 6”\"4»2.3

" %1” dv = o
CAm® Av = I - M=o
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e = o
0 Jrmb smmT { m =042,

>ol6 G s
{1 ﬁ”&%m;ﬁ =0 mm )/ﬁfé’m& T Meho

En base a estas iltimas relaciones de ortogonalidad se calculan
los coeficientes de la serie. Supongamos que f (&) es una funcidn
continua periddica, teniendo un periddo fundamental ~W<{& K1V,

Se multiplica (1) por. cos nlv’cada término y se integra:

| ff@)wmei’&—d.‘]mzm%d&- Ta,,
7
Q= & j Iy crm®dy  m=0,4,2,...

°
LA

Analogamente

m""L#&)A‘W’”%’ d& fha/' 2‘ al..‘

En la serie de F el término que contiene n=1 es el fundamen
tal y los que contienen n»1 son los de orden mas alto.
Todos los términos de la serie son periddicos, excepto el
1° que es el valor promedio ao
2

a) Desarrollar f(x) en serie de F en el 1nte alo‘%TfTU

T <4
sier:é‘o ;(;)-..-.) ar para 02:::7 % [{“L"*j qr"*}

. Qum [ﬂ'mmxdx o
: b=t mxde s 4 A- Co1aiT)
K——J.O‘ ..*..o-—'ooo)% /(“—M (
Si n es par el paréntesis se anula, si es ‘impar vale 2.

f(x>~ L+2 (’WNW“ y R

Para x=0 la serie se reduce a\\ y todas 1las curvas aproxi

foo -‘-‘

%) - £_+.250nx:
-2

ecuaciones de las curvas ' Jl

de aproximaci6bn , '
G JmIX
ooz T 42 (s +322% )

madas pasan por alli.

v
L3

Cuando x = tTrla serie se reduce a W y todas las curvas a
2

proximadas también pasan por alli.



Si £(%)es par - T

f@?). +:EL_Q. Cim®

(pues sen es impar y la integral Sif de una funcién impar
es nula )

Si £ (Y) es impar F@: ,-.ZT b,, Sm m &

(pues cos es par y la integral jlﬂ de una funcibén impar es cero).

La serie de los cosenos puede ser usada para representar una
funcidén par y la serie del seno para la impar.

Si-una funcidén f(e¢)esta por ejemplo, solo definida en 049 <Y
entonces, o bien la serie del sen o la del cos puede ser usada
para representar la funcidén en el intervalo.

Dentro del intervalo ambas series convergeran a £, fuera
de este intervalo, las series representarin funciones perlédicas
de fuentes. Nos interesan solo los valores de la serie dentro
del intervalo en el cual la funcidén estd definida (pag.29.30

oo
b) Desarrollo d(_e’f(_).() =X ] = 2 bﬁ o T

que es una funcidén impar
i} Mmay
Jx sommx. da

fx (—hmmx)dpc-— -2 Ec Cosme ~ /,. mmut:_}
= e =, onmT 4 mmmz] -2 _2 )

il A
. ¢ mc—"“(‘
Reemplazando
x o8 (A . A2 AL )
- 2
c) Obtener la serie de F para el pulso de alturaly ancho angu
lar 2 . Puede consistir de un Gnico pulso definido en el inter

valo‘—W < o¢Y o puede ser un pulso periédico de periodo 2W,
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o
. A La serie de F serd la misma para cualquie
“{ra de los dos casos. Si a este pulso se
lo convierte a serie del t puede represen
tar una fuerza de 1mpulso actuando sobre
& un sistema vibrante mecdnico a un impulso
- & %aﬁ de voltaje aplicado a un circuito eléctrico.
Como es una funcidn par puede representarse por una serie
de cos. A -9, 4047,
@) = 5 MY <~ Do
- g‘bour <
Yo
Qo= 2 /Codmcero&-.—. 2 Am 0 Y,
T /4 re
Yo N
ao: 2 d_a—_;’-;;ﬁ.
” 17} 't

La serie del coseno.
,(’(,,), Bey 2 2 (4ond, wg-kg’i&u.?i 0 Gt 20 4 4in 3T, o304

- %4 & S [2mmelensan

Un caso partlcular es el de la onda cuadrada Do = 1B

r\.
2 4 esdsd 44 col § ) 2
») = ced 30 & ----
f(b)— +<rr (28 g 3c3 +5

solo términos armdénicos impares, y en los puntos de discontinui

dad 9’,«:11'_ , la funcidén f(¥)=1
2 2

Cuando el pulso reduce el ancho 2 % el n° de términos sig
nificativos crece rapidamente y a causa de la convergencia len
ta de la serie se requ1eren muchos términos para aprox1marse a
la forma del pulso.

S.2-.0Observaciones sobre la serie de FOURIER.

Es sabido que por medio de la serie de TAYLOR es posible,:
bajo ciertas restricciones, representar la funcidén f(x) por
medio de una serie de potencias de x, andlogamente por una serie
trigonométrica. El1 desarrollo en serie de TAYLOR exige que ella
sea indefinidamente derivable, y esta es una condicidn restric
tiva mientras que la expresidn por medio de una serie trigono
métrica es posible para un grupo de funciones mucho mas amplio.

En efecto, puede aplicarse a muchas funciones periddicas que,
en el intervalo de un periodo , tengan un nGmero finito de
dicontinuidades finitas. Discontinuidad finita en un punto Xs
significa que existen dos limites finitos distintos de la funcidn
seglin que X tienda a Xo por la derecha o por la izquierda.

Debido a que cada término de la serie es de perlodo ZQTsera
necesario limitar la discusidn de la representacidén de funciones
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medinante esas series, a funciones de periodo 2.

Se considera f(x) en el intervalo (~W,N) y fuera de €1 la funcién
quedari definida por f(x+2¥) =f(x) . Naturalmente serid vilido
cualquier otro intervalo (a,a+2W) . Tratindose de representar
funciones no peribédicas podrd hacerse estudiindolas en un inter
valo de amplitud 2W . Lo importante es que puede ser utilizada
para cualquier funcidén arbitraria que satisfaga las condiciones
de D!IRICHLET.

Las series de F , dobles o triples, son necesarias, a veces,
para representar funciones en 2 y 3 dimensiones espaciales.

Pueden ser escritas en forma exponencial con coeficientes
complejos pues cos n wt =17 (emwt re "

Lmwk _AMwdty
y sen n wt=1 (6 - € "
2i

£

Las series de F se usan para representar ya sea funciones
del t o funciones de coordenadas espaciales.

Si la variable es el t, es ¢:2%% donde T es el periodo de
una funcidn periddica o_la duracidh de una funcién no periddica.
En el intervalo ‘;l,(‘t <%. los coeficientes a n, por €j.:

%
Q, - —%:_.{1: F(k)m%@;#

Si la serie de F es para representar una funcidén de la dis
tancia x en el intervalo -¢x< £ a.-"“"x y los

. e L
coeficientes p.ej. Qp = _4_]7@(,0.'&4 o[z olx
AP AN A

5.3-. Aplicacidn en la resolucidn de ecuaciones diferenciales.

Para hallar el flujo de calor en una placa sb6lida limitada
por dos superficies planas paralelas con temperatura cero

il wlbtes P Eeo  pnd el
1 | dist ribueien inreial

x,io I=0.
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hay que resolver la ecuacibdn Q{M’ 4 o
gs(z- A 2

Por separacidn de variables se encuentra:
-a2t "
a(x k)= Z (cc«sax+c SWQ)C) 1)

por las cond1c1ones de contorno Cl=o vy a-mMT m=4,2,....

"“”“It 7f-
,u(x:é)- ZC’ e L e
L
Como ,q_(x 0) - Zcﬂ\ Aem T Jue es vnd senede Foorver
~ me t ¢
cuyos coeficientes C:: 2 fu(t,o}Mﬁéhdt
=T 4

queda determinada la constante.
5.4-. INTEGRAL de FOURIER

Aunque @ma funcién arbitraria que satisface las condiciones
de DERICHLET puede ser desarrollada en serie de F, la utilidad
practica de las series depende, a veces, de cuin rapldo converge.

Los calculos de los términos significativos de una serie
convergente hasta pueden ser laboriosos.

La integral de F es una extensidn de las series de F en la
cual el intervalo fundamental se extiende a infinito, lo cual
es benef1c1oso en problemas donde la serie de F converge lenta
mente.

Si f(x) es absolutamente integrable en. ( - y+%) y satisfa
ce en este intervalo las condiciones de DERICHLET se verifica

f(%):%f (F@")-M/\(I-—I')"w d A (1) -§<x<oo

| 0 —o2

La sumatoria de los términos discretos armbénicos en la serie, se

se reemplazd por la integracidn sobre un espectro continuo

en la integral de FOURIER. Representa la funcidn en (-o°¢ += )

asi como la serie representa una funcidn sobre un periodo finito.
La derivacidén de 1la 1ntegra1 de FOURIER puede hacerse a par

tir de la serlepw Q".;.Z.(Q wmgx.'_ by Sem m‘ﬁ'x)

mz
En esta serie se sustltuyen los coeficientes de FOURIER

previo reemplazo de X por x' para distinguir entre la variable
x' en la expresién para los coeficientes y la variable x en la
serie, ¢

Cos WX oLy’ - b . s mﬂtdx
Q_..f,() ? y ___,;(;)ena

m
L4
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A d f (Mmut &.mﬁz mmﬁt /w.,,-n[h}X
foo - 2e/x)z+l_, fe T |

-2
ﬁ(x) - :) dy! + ,i /I(’(-:c’) eo1 Ol (JC-ﬁ’} dx’
& )
z m=A ze
Se hace tender QAC"’ y AK: el 1° término se anula formal

mente poniendo la sumatorla como integral en

f(”- 4 S AR [F(x’)m m AL (e-x)) dx’

K m=
e {x) - A [ dK ) oss £ (g-x') A’
Como [ /[:&) (
Cor K (x~ x}mum;x +.sem(xw.,\,{x w @)
donde ‘:o‘) = f[a,@)mbt + b(K)am K'ﬁ] al-ﬂ

& (A)= ﬁ(x')mu dx' (3) y b(A)~ /,ax')m Ax'dx’ (3)
Si f(x) es una funcién par, la (3) es nula .
Lee) wfmxt/,‘l’ﬁc')cﬂ“ dx’ dk
integral del coseno de F
Si f(x) es una funcién impar , la (2) es nula

ﬁ(ﬂ -—-/MAI/F@') Ao Kx! dx' ok

integral seno de F

La integralde de F puede expresarse en forma ex onenc1a1 sus
tituyendo en (1) 4£{x-z) -A[ x-!'
coﬁ,([x—x) -

{f@):ﬁ%l o< [pe) o d‘] b

y recordando que

P LAhx © Lhx
/ e = (o

o oo
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5.5-. A partir de (4) se definen las transformadas de FOURIER.

00

. -ikz

j“):-—’!« /f(x') £ oy’ transformada de FOURIER
2T Zo

& .
F(x) / 3(,() e“‘x ol K férmula de inversién
27

5.6-. La solucibén de la ecuacidén unidimensional del flujo de
calor para un sdlido infinito, es decir? <X <&z, puede expre
sarse por la 1ntegra& de FOURIER. En la pdginal4 vimos la solu
cién de la ecuacidn g M,_i_ 24 para la placa de espesor f

dF 4w
y en ese caso a=n TV . Si Rﬂ”‘“’, a serda,una funcién continua
tomando valores ¥ R VR (cuando } crece, los valores

discretos de a se aproximan entre si.).

Por lo tanto para construir la solucibén integral de F reemplaza
mos a por la variable Y reemplazamos la sumatoria por la inte
gral en (1) , pag.34.

(7] i
[:ck) e““‘t(C’wa+C" Le)el L
ﬂ(xo)_ cuA£x+CAm£t o L )
) (

La integral de FOURIER para el (x,0) es
Ju,(r,c)__ & f f,u,(t o) Mklx-z) dx’ d &
¢’

p —~——1

/"'""“M
A (x,0) < / /x x;0) (Mx’,(m.(xl-.ma.(r, Semfx ) elx’ el £
mﬁ P

Comparando (4)3 @)

oo
"a 4, [ a(re) gmixds’ oLt /xc(z:o)mxz’dx'
¢ f’,[, ’ / T
co ot K24 b , .
o.o ﬂ'(xl-'t) - -f:",_—- /8- /A{l:a)MK(x-X70Lz'dﬁ
[
| A %o

Coincide la distribucién inicial, intercambiando el érden
de integracidn, con el uso de tablas de integracidén es posible
la resolucidn.
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No se han considerado ejemplos de aplicacidn relacionados
con la teoria de Reactores, pues los conceptos fundamentales
de la fisica y teoria de Reactores no se han adquirido afn,
pero se tienen todas las herramientas necesarias desde el punto
de vista matemdtico. Asi se podrd resolver la ecuacidn de la
Edad de FERMI que se puede ver en la pag. 177 del libro de
GLASSTONE EDLUND,. " NUCLEAR REACTOR THEORY ", asi como la medi
cidn de 1la longltud de difusidén de los neutrones , en la pag.
177 del mismo 11bro, etc.

Sera Jecesario recordar, tambiefi, la "funcidén impropia" delta

E4 :_j é(x\ dx = y S(*) =0 para x:f-'o eon [3 ,aro/o:eJaJ
e /. by 5 @) = ¥e)

6-. Transformada de LAPLACE

6.1-.La transformada de LAPLACE ofrece un método directo para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.

Esta transformacidén es una operacidn integral que transforma

la ecuacidn diferencial en una algebraica. La transformacién
inversa de esta ecuacidn-conduce a la solucidén de la eclacién
diferencial. La transformacidon de LAPLACE sirve para transformar
una ecuacidén diferencial de un dominio funcional , digamos un
dominio de tiempo, en otro dominio funcional representado por

la ecuacidén transformada. La transformacién inversa vuelve la
funcién al dominio t.

La transformada de LAPLACE es uno de los posibles métodos
operacionales para resolver ecuaciones diferenciales lineales.
La integral de FOURIER es otra, aunque con la misma operacién
en condiciones especiales.

Extensas tablas de transformadas de LAPLACE se han construi
do y asi la soluc1on de Eroblemas por este método es expeditiva.

P ) = /f(t)e dt
Fey - [ e

transformada de f(t) donde t3$0 , $ en general es complejo
(puede ser real)

Asi, las siguientes funciones tienen sus transformadas
a) Funcidn salto unidad U (t): Ut =o C;t(o j ,u(t)- : (t>o)

(=] .
A - AL . ~At
)0(4) =/ e D‘t - -4 e [
C) A °
La integral emerge para valores reales de 8 cuando;
/S?O - .1
fwy=4

by et feey = A (t 70)
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oy [ edt = et

o

-_-..’.’..

Q-4 0 a/

Zﬁ [:at _;i_. “)

Si s y a son ambos reales, converge cuando s> a

(£) = Co4 at ([ A£o)

o
- ~(4-a) £ /°°

J -
v aliiey wyoum R DYPL

. . o .o
.-ke (‘A‘h"“}é (‘4'%4;*] ~ 4 J Y
o~ 2

L Ziwsaﬂ gy
Convergencia: Si y a, en(1)por ejemplo, son reales esta inte
gral converge para todo S¥ a pero disverge para s¢a .
Esto provee un test de comparacidén itil para determinar la con
vergencia de la integral de LAPLACE. Entonces una condicidn
suficiente para la convergenc1a de la integral de LAPLACE es que

ettt me ™t (4o

donde M es una constante arbitraria. E(E) satisface esta con
dicibén, o sea no crece mas rapido que M cuando t.aoe es de
orden exponencial. La transformada de LAPLACE existe para cual
quier funcidn f(t), contlnﬁa a trozos, y de orden exponencial
para todo t2 0.

a) Linealidad de las_ transformadas

L [‘;ct)+[!,_<t> ] = [i[;.oé)] +.CEF;(‘=)]

b) Transformadas de la derivadas de una funcidn

L [Hie)s [T € ot

Ak /
Si se entrega por partes poniendo u= € , dv = F(l:)o&

FEIRY f?(t) e dt

for 4 A Fw
Andlogamente : C t? (4:)] /‘f ) e’AL olt N
:e*’ef(t) *4[?1*)3 olt

z-Jlo) - b Loy + A p(u
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(1)

En general: Lf (Jt)j 1&&) 0)" Am*l’ﬁ‘”’" e T O

Si f(t) y todas sus derivadas hasta la (n-1) son continuas y de
orden exponencial cuando t-2=° y fN(t) es continua en trozos.

6.2-.Resolucidn de ecuaciones diferenciales.
a) j%)+¥)w=°
con condiciones iniciales : ‘}@): a j'(o)-’ b
{ [yw] +K{ryw]=o0
)szj(A)- AYe)- Yo WAKTS

AJ(M Ao - ]9+Kg?5)—-
o = aA+b - o0& 4, b
Jo e T P

Consultando una tabla, la transformada inversa

4) = @ et Rt 4 b e ki
Y b

Aclaracidn sobre l1la transformacidn inversa sobre la cual
nos detenemos luego.

Si [[F(t)] mc(&) , entonces la transformacidn inversa de f(s)
es f(t) que se escribe

[:A [ fn]=fw

Ejemplos:
[° a& Z 1: cesa t
A’-J-Q, .
b) R 1 : -a
) Reso Ver. y"(ﬁ)+k)’&)=€
para las condiciones iniciales Ye)zo , Y=o

Ll w LLy]- Lce®T o
3(&)- Agfv) 3@”1&/&2(&) —h;j“) - ,’

con las condiciones iniciales

+o

-

(A A
J ) A(M—’&)[osm,)
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Para buscar en tablas es necesario reorganizar separando
en fracciones parciales . Si las raices del denominador son
distintas

A A, B, C
),(/“,k)(&&,a_} A F N Atov

AlGsb) (A 4a) + B 4(A+0) 4 Ca (ath)
Alarh YA 4a)

A(A1B+C) + A (Aa +Ak+ Ba+Ch )¢ Ao
ACs+h) (v 4a)
A+B+(C =0 ;A&-}Ak-} Ba+Ch=o ; Aha = A

-

1

Resolvemos el sistema es A':-E%i sustituyendo en la .22
es: -é'?-} +Ba +(-A-B) k=0
o A
v }3 [ ® a-r
en consecuencia Pz 41 y C_"(ki a,h.-i—o;D: A
R-aR Rt (k- a) a(h-a)
N 4 A A
(A) g -i—. . —Lo 4 ,i_,.. ¢ o e .
De 13 capla R A R AR a(k-a)  sta
- J y -kt ; -ak
j @) o k(k-a) a(h-2)

El proced1m1ento general para resolver ecuaciones diferen
ciales por el método de LAPLACE es obtener 1la transformada de
ambos lados de la ecuacidn .

Esto conduce a una ecuacidén algebraica que es una funcién
de y(s8) . Las condiciones iniciales y(0) , y'(0) etc._son
entonces sustraidas y se resuelve para y(s) , Aveces y(s) esti
en una forma no identificada en la tabla de transformadas.
Entonces y(s) se separa en fracciones parc1a1es para obtener tér
minos para las cuales las transformadas inversas han sido tabu
ladas.

En el cap. 6, pag. 160 del libro ' NUCLEAR REACTOR PHYSICS"
de R.L. MURRAY se resuelve un sistema de ecuaciones diferencia
les relacionadas al comportamiento con el tiempo del reactor
utilizando la transformada de LAPLACE.

6.3-.Transformada inversa

El par de transformadas de FOURIER
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&}0 :;-{;?gﬁu) eFuLkdu) ()
oo "'U-)£, :
) L /p@’) U At @)

Una funcidén del t puede ser transformada al dominio frecuencia
usando (2) y la funcién frecuencia puede transformarse al domi
nio t usando (1) (Voltaje impuesto a un sistema eléctrico o
uan fuerza aplicada a un sistema mecinico).

Por comparacidn con el par de FOURIER podemos anticipar una
expresion 1ntegr3} inversa de la transformada de LAPLACE

;@) g@}g: dt (3) con lo cual seria posible evaluar
f(t) si f(%) es conocida. La integral que cumple esto es la
integral de inversidn de FOURIER-MELLIN.

Y+ doo
- 1. )y € d$ 4)
F ® = = ) P (

En ciertas condiciones, si se puede elegir ¥ =0 , con la
sustitucidén s=iu en la (4) se hace similar a la (1)
La transformada de F(2) se hace similar a la transformada de
LAPLACE (3) f£(t)=0 para t£ 0.

Luego para condiciones especiales son escencialmente 1la
misma operacidn.
La integracidn de (4) se realiza a lo largo de la paralela

al eje imaginario a distanciad.a la derecha del eje.
v 3 wasle

e d ?(—\x“ﬂl‘ﬁ’it

7 recel
K'Jis’-;A

El 2°teorema de la integral de CAUCHY o teorema de los residuos
da el mé€todo para calcular integrales sobre caminos cerrados
que encierran polos

A . é’@) dz = i'g
AL (2.2,)(2-3). .. 2-20)
residuos para los polos encerrados por.¢c .
- M¢
i | d ) e
(0! T d 2™ Jus2|

siendo Ra

Residuo para un polo de orden m

Resjduo para un polo simple

D (2-%2) ¢l2)

’2"“7 20
@(Z) es la funcién integrando
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El método mas simple para evaluar la (4) es a lo largo del
contorno de integracion formado por el semicirculo de radio A
cuando A==

‘,2?. f‘ﬁ() e ods= zresmuos

Y-H.A

- <esidvos
f {i(&)e“ok-a-w f@)e ol - 2 €
2Wa :
Y-—;A ' C,
La 2°integral en los problemas fisicos satisface las condi
ciones para que sea nula cuando Ar®©O?

Y4ioo

A / [ (A) ed ols Z id

,__ - residuos

R -

,A,O>

Determlnar la transformada inversa de:

*)

;P @‘”@z“) = sk e&f

coo¥8) e = (u)(m)@—k)

Por el método de los residuos
los polos en s=2, lk -1

o i At Ly i &
4 Am>a (B S 27 gk (Li) (4-1 = 4o

12(4 1 %A— ____ﬁ_bf__.___- - .:.!:_2-‘.2_. eie
3 Ayl (2D T do

[ [} 5
Por este método de los residuos es muy simple tomar la tabla
e ir comprobando:

3
) Qf(k):ie:-%wt—imt
5

Por ej:
. (1) "y
a)%h . con polo de orden n . _4 eﬁ_/ - 4 )6
- e-n! ds™ lazo ()]
b) 1 con polo de orden 2 A¢
s-a)? 4 de £ &

@A ds }Aﬁf
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Amplaicidn sobre los residuos

Una funcidn f(z) de una variable compleja Z es analitica
en una regidén R si la derivada de f(z) existe en cada punto de R.
Si una funcidn f(z) es analitica en una regidn R excepto en
un punto Z. es un punto singular.

SR

f(z) representarid una funcidén analitica y @ (Z) una funcidén con
polos. .
Cuando Z*¥ Zo, la funcidén @ (Z)« & 7y la singularidad en
Zo es un polo simple

Una funcién f(z) la cual es analitica en un circulo C de
radio a con centro en Zo

HOE -_§_ —-_£_—*°> ( mo
serie de TAYLOR

Si @(Z) es analitica en cada punto de una regidn entre dos cir
culos ¢ y ¢, ,con centrd en Zo y radios r y r, , donde r,< r;
entonces en cada puntoentre estos circulos, @(Z) puede represen
tarse por la serie de LAURENTY

T e (}S(z) ia (2—2.) i (m(ll-%\an.)
c .

Mzo ___.J .
Wu}wﬂ» ot

> parte principal(que contie
ne las singularidades)

&

Si no hay singularidad dentro de c se demuestra que los
coeficientes h se anulan y se convierte en la serie de TAYLOR.
Si la parte principal contiene el término by

Z-Zs

LA SINGULARIDAD EN Zo.es un polo simple, si contiene un término

%? 7o )Mm> donde m> 1 es el exponente mas alto , entonces Zoe€s

un polo de orden m . Si m es infinitamente grande m Yoy
entonces el punto 2. es una singularidad escencial

J 4 4 —L'*-—z-—"*""" P°,°JQOV’Jeb\q
%‘; 2 T tarm tare Ty T EI
bzt gt R T A i
¢ /H"E"'uz‘ 3! pd miam
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i3
e!
tiene una singularidad escencial en el origen

El coeficiente by de_1 en la serie de LAURENT se designa como
residuo de @ (Z)1 E Zor

Evaluacidn de residuos
Sea )< su desarrollo de LAURENT
€ é() G;O)M Y Mtm
(2-3)™. § @)= bmtba., (B2 ub, (»z),; Z Qu (%-29)
pero este es el desarrollo de TAYLOR de f(Z) mse
mhl
. b e 90
ceohr A med
fn)! ,,L % 1 22,

Que nos da el residuo en un polo de orden m

si m=4 b, D (2-%). @)« L9

22,

en el punto singular Z,

——e e

Se demuestra que =2 f ¢(£> dr= F@@ = L‘
2.'”—# c .

Si (: es un contorno cerrado que encierra al Polo Zo

= 4
Y]

-

2422 2 dz - 32
fTA

e
i
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