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D I F U S I O N  DE C A L O R  A P A R T I R  DE UNA F U E N T E  P L A N A  

R E C T A N G U L A R  F I N I T A

F e r r e r i ,  J.C.; C a b a l l e r o ,  C.H.

R E S U M E N

Se p r e s e n t a n  r e s u l t a d o s  a d i m e n s i o n a l e s  pa ra  el c a m p o  de t e m ­
p e r a t u r a  o r i g i n a d o  po r u n a  f u e n t e  pl ana, de p l a n t a  r e c t a n g u l a r  
de d i m e n s i o n e s  f i n i t a s  y de e s p e s o r  i n f i n i t e s i m a l .  La f u e n t e  
d e c a e  en el t i e m p o  en f o r m a  e x p o n e n c i a l ,  s i e n d o  el caso de f u e n ­
te c o n s t a n t e  u n  cas o p a r t i c u l a r .  Los r e s u l t a d o s  son ú t i l e s  p a r a  
o b t e n e r  u n a  a p r o x i m a c i ó n  de la t e m p e r a t u r a  m á x i m a  de un s i s t e m a  
que  t i e n e  u n a  f u e n t e  i n t e r n a  y el r a n g o  e l e g i d o  p a r a  los p a r a -  
m e t r o s  es e s p e c i a l m e n t e  ú t i l  en el caso de un r e p o s i t o r i o  de 
r e s i d u o s  r a d i o a c t i v o s .  La e x t e n s i ó n  al caso de d i f u s i ó n  de m a s a  
se h a c e  por a n a l o g í a .

1 . I N T R O D U C C I O N

El m o d e l a d o  n u m é r i c o  de un r e p o s i t o r i o  de r e s i d u o s  r a d i o a c t i ­
v os  de a l t o  n i v e l  p r e s e n t a  a l g u n a  c o m p l e j i d a d  d e s d e  el p u n t o  
de v i s t a  n u m é r i c o  y ell o fue d i s c u t i d o  p or  F e r r e r i  y V e n t u r a  
(1 984). En e s t a  r e f e r e n c i a  se m u e s t r a  que p a r a  c a l c u l a r  m e ­
d i a n t e  d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  en f o r m a  e f i c i e n t e  y p r e c i s a  la 
d i s t r i b u c i ó n  de t e m p e r a t u r a  en un m e d i o  g e o l o g i c o  s o m e t i d o  a 
c a r g a s  t é r m i c a s ,  es c o n v e n i e n t e  c o n t a r  con d e s c r i p c i o n e s  a n a ­
l í t i c a s  o s e m i a n a 1 íti cas del c a m p o  de t e m p e r a t u r a  en las i n ­
m e d i a c i o n e s  de la fu e nt e.  E s t a s  son o b t e n i b l e s  en el caso  de 
c o n f i g u r a c i o n e s  s i m p l e s  de la f u e n t e  y en la l i t e r a t u r a  r e ­
l a c i o n a d a  con r e p o s i t o r i o s  (ver H o d k i n s o n  et al. (1983) pa ra  
u n a  r e v i s i ó n  s o b r e  el tema) a b u n d a n  los r e s u l t a d o s  p a r a  los 
c a s o s  a n a l i z a d o s  en f o r m a  t e ó r i c a ,  p e r o  p a r t i c u l a r ,  por 
C a r s l a w  y J a e g e r  (1959)* En g e n e r a l ,  p a r t e  de la d i f i c u l t a d  
e s t a  a s o c i a d a  co n la f o r m a  de v a r i a c i ó n  t e m p o r a l  de la 
f u e n t e .

No e x i s t e n  en la l i t e r a t u r a ,  al m e n o s  en n u e s t r o  c o n o c i ­
m i e n t o ,  r e s u l t a d o s  p a r a  un a f u e n t e  f i n i t a  de p l a n t a  r e c ­
t a n g u l a r  c o n s i d e r a d a  como u n a  f u e n t e  a i s l a d a .  C o m o  es 
c o n v e n i e n t e  c o n t a r  con e s t o s  r e s u l t a d o s  en f o r m a  r á p i d a  p a r a  
e f e c t u a r  c á l c u l o s  a s o c i a d o s  con el i m p a c t o  t é r m i c o  l o c a l  (del 
o r d e n  de los km) de un r e p o s i t o r i o ,  h e m o s  c r e í d o  i n t e r e s a n t e  
p r e s e n t a r  a l g u n o s  de n u e s t r o s  r e s u l t a d o s  en form a o r d e n a d a .  
E s t o s  son, por o t r a  p ar te , u t i l i z a b l e s  en ca sos  a n á l o g o s  en 
o t r a s  a p l i c a c i o n e s .

En lo que s i g u e  se i n d i c a  el aná’lis i s  e f e c t u a d o  y se m u e s t r a n  
los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  en f o r m a  a d e c u a d a  p a r a  su u t i l i z a -  
c i on prá”c t i ca .



AN_A_LI_SIS

C o n s i d e r e m o s  u n a  f u e n t e  p l a n a  fi n it a,  de p l a n t a  r e c t a n g u l a r ,  
p a r a l e l a  al p l a n o  z=0 u b i c a d a  en la p o s i c i o n  z = z ' , en un m e ­
dio i n f i n i t o ,  tal com o i l u s t r a  la f i g u r a  1 . La f u e n t e  tiene 
e s p e s o r  d e s p r e c i a b l e  y u na  p o t e n c i a  QP W / m 2 }.
La s o l u c i o n  de la e c u a c i ó n :

a 3t k ’ ( 1 >

d o n d e :

T
a

Q
t

V 2

k

t e m p e r a t u r a  
d i f u s i v i d a d  t é r m i c a  
p o t e n c i a  de la f u e n t e  
t i e m p o
o p e r a d o r  l a p l a c i a n o  
c o n d u c t i v i d a d  t é r m i c a
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s i e n d o  Q u na f u n c i ó n  c o n t i n u a  del ti em po , es:

VT = 1  
k

( r ’f )  G (r ,

con:

G =

( r-r ' ) 2 

4 «T t- t ' )

{a( t - t ' ) } T f 2
H ( t , t ' ) (3)

d o n d e  H = 0 si t < t '
= 1 si t >t ' ,

ve r C a r s l a w  y J a e g e r  (1959) o M o r s e  y F e r n s b a c h  (195 7) -

En la (2) y (3) con t y r se i n d i c a n  el t i e m p o  y la d i s t a n c i a  
d e s d e  el p u n t o  c o n s i d e r a d o  en el e s p a c i o  y la fuente, y con 
t' el i n s t a n t e  en que se p r o d u j o  la l i b e r a c i ó n  de c a l o r  o r i ­

g ina l.

Si la fu e nt e  p l a n a  t i e n e  d i m e n s i o n e s  2M s e g ú n  x y 2N s e g ú n  y, 
el i n c r e m e n t o  de t e m p e r a t u r a  d e b i d o  a e l l a  es:



AT ( x , y , z , t ) = ----— 2
8k( alt ) 3/ ¿

^ ' Q p (t ' )

„  ( t - T T ^ 2

M _ 4^Tt - t ' )
e d x '

(,y-y' ) 2 
N - 4 alt - r r

e
'-M '-N

dy'V. (4)

d o n d e  h e m o s  s u p u e s t o ,  sin p e r d e r  g e n e r a l i d a d ,  que z'-O. 

Como:

( u - u 1) 

4 au

' 2

du ' = a y I e r f ^ L b_ - e r f
u -b

-b
2 \ f a \ i 2 v / á y

e n t o n c e s ,  d e f i n i e n d o  con:

y = t - t ' , (5)

la (4) resulta:

A T ( x , y , z , t )  = a / \ v í± Lül Fl F 2 e" 4 a P  d y  ,

8k r r  7° y

(6 )

si en d o :

F i = e r f jül-
2 /"ay

erf
x-M 

2 /ay
( 7 1

F 2 = er f Í Ü  - erf ^  (7b)
2 yay 2 j/óTy

Si se i n t r o d u c e n  las s i g u i e n t e s  v a r i a b l e s  a d i m e n s i o n a 1 es

x * , y * , z *  * -  ’ ^  ’ ■-
L L L

t t a ya
-  = ---- . y*  + ------
T L 2 L 2



Qp*

AT*

e n t o n c e s ,  si L r e p r e s e n t a  u n a  d i m e n s i ó n  c a r a c t e r í s t i c a  de la 
p l a n t a  de la f u e n t e  ( c o n s i d e r a m o s  que L =  J M N ), las (6) - (7) 
r e s u l t a n :

AT ( x , y , z , t ) =

con F i y F 2 d a d o s  por:

F 1 = erf X + ^ - ftrf x ^ (9a)

Qp
(t-u)

F 1 F 2 e
4 y d y

(8 )

AT
~— con To = ^
To 8 fík

y

F 2 = erf ZJlZ - er f Z__I (9b)
2 J T  2 J V

d o n d e  h e m o s  e l i m i n a d o  los a s t e r i s c o s  p o r  c o m o d i d a d ,  siendo;

T  = N / M  , B = M / N  = y~  1

los p a r á m e t r o s  que m a r c a n  el e f e c t o  de la r e l a c i ó n  de a s p e c t o  
de la f u e n t e .
N ó t e s e  que h e m o s  o p t a d o  p or m a n t e n e r  un  a r e a  c o n s t a n t e  para  
la p l a n t a  de la p la ca ,  p a r a  v e r i f i c a r  el e f e c t o  de la r e l a ­
c i ó n  de e s b e l t e z  de la mi sma .

E n  la (8) d e be  c o n s i d e r a r s e  un p a r á m e t r o  a d i c i o n a l  c u a n d o  se 
t r a t a  de f u e n t e s  que d e c a e n  en el tie mp o.  C u a n d o  la e x p r e s i ó n  
p a r a  la p o t e n c i a  es de la forma:

Q = Q 0 . exp (-A.t),

d o n d e  X £ s e g - 1 3 es c o n s t a n t e  de d e c a i m i e n t o ,  e n t o n c e s ,  en
t é r m i n o s  a d i m e n s i o n a l e s  es:

Q* = Q / Q 0 = exp (- X t .t * ) , (10)

s i e n d o  X t  un n u e v o  p a r á m e t r o  c a r a c t e r í s t i c o  del p r o b l e m a .  Si 
X = 0 el d e c a i m i e n t o  es nulo. E s t e  p a r á m e t r o  v i n c u l a  las pro -



p i e d a d e s  del m e d i o  d o n d e  se d i f u n d e  el c a l o r  y las c a r a c ­
t e r í s t i c a s  de d e c a i m i e n t o  de la fuente..

La s (8), (9) y ( 10) c o n s t i t u y e n ,  e n t o n c e s ,  las e x p r e s i o n e s  
p a r a  la f u n d i c i ó n  de la t e m p e r a t u r a  ( p o d r í a  t r a t a r s e  de la 
c o n c e n t r a c i ó n )  en un  m e d i o  i n f i n i t o  o r i g i n a d o  en u n a  f u e n t e  
f i n i t a ,  de p l a n t a  r e c t a n g u l a r  y p o t e n c i a  u n i f o r m e m e n t e  

d i s t r i b u i d a .

3. R E S U L T A D O S  Y D I S C U S I O N

La i n t e g r a c i ó n  de las e x p r e s i o n e s  (8) y (9 ) se e f e c t u ó  a p a r ­
ti r  de un p r o g r a m a  s i m p l e  que e m p l e a b a  la r u t i n a  Q 0 5 A D  de la 
b i b l i o t e c a  de s u b r u t i n a s  H a r w e l l  (Hoo fe r,  1980), tal como 
e s t a  i m p l e m e n t a d a  en n u e s t r o  c e n t r o  de c o m p u t o s .
E s t a  r u t i n a  p e r m i t e  el c o n t r o l  del e r r o r  en la i n t e g r a c i ó n .

Los r e s u l t a d o s  f u e r o n  o b t e n i d o s  p a r a  v a l o r e s  a i s l a d o s  del 
t i e m p o  t y de la a l t u r a  z, p a r a  c o n j u n t o s  de v a l o r e s  de los 
p a r á m e t r o s  (Xx, y ) en v e r t i c a l e s  que p a s a b a n  po r  p u n t o s  de 
Í n t e r e s .  Las c u r v a s  se g e n e r a r o n  a p a r t i r  de u n  a j u s t e  s u a v e  
qu e p a s a  p or to do s los p u n t o s  c a l c u l a d o s  en u n  c o m p u t a d o r  

f u e r a  de línea.

El r a n g o  de las v a r i a b l e s  y p a r á m e t r o s  p a r a  los que se o b t u ­
v i e r o n  r e s u l t a d o s  fue:

1 0 _l+< t < 1 0 3 , 0 < z < 2, 0 <Xx < 150 y 0.5 <Y < 1

Se c o n s i d e r a r o n  tres p u n t o s  c a r a c t e r í s t i c o s  p a r a  z=0 (el p l a ­
no de la f u e n t e  p l a n a  f i n i t a ) ,  tal como  i n d i c a  la f i g u r a  1 . 
E l l o  p e r m i t i ó  v e r i f i c a r  la i n f l u e n c i a  de la r e l a c i ó n  de 
e s b e l t e z  de la p l a c a  s o b r e  los r e s u l t a d o s .  N a t u r a l m e n t e  no es 
p o s i b l e  p r e s e n t a r  a q u í  t o d o s  los r e s u l t a d o s ,  p or  lo qu e se 
s u m i n i s t r a r a n  l i s t a d o s  y g r á f i c o s  a p e d i d o  y solo  m o s t r a r e m o s  
a l g u n o s  c o n s i d e r a d o s  de p a r t i c u l a r  Ín te re s.

U n  ca so  de i m p o r t a n c i a  es el c o r r e s p o n d i e n t e  a u n a  p l a c a  c u a ­
d r a d a  ( Y= 1 ) • La f i g u r a  2 m u e s t r a  la v a r i a c i ó n  de la t e m ­
p e r a t u r a ,  en f o r m a  i n c r e m e n t a l  y c o n s i d e r a n d o  un v a l o r  de r e ­
f e r e n c i a  nulo, p a r a  el p u n t o  A ( x = y = z = 0 )  como  una  f u n c i ó n  del 
t i e m p o  y con Xx co mo  p a r a m e t r o .

I g u a l m e n t e  i m p o r t a n t e s  son las v a r i a c i o n e s  de AT a lo larg o 
de l eje z, que c o r r e s p o n d e  a la v e r t i c a l  que p a s a  po r  el 
c e n t r o  de la fuente.

La f i g u r a  3 m u e s t r a  e s t a  v a r i a c i ó n ,  t o m a n d o  t com o p a r a m e t r o ,  
Y = 1 y para  tres v a l o r e s  de Xx a saber: 0, 2 y 30.

E s t o s  v a l o r e s  c o r r e s p o n d e n ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  a d e c a i m i e n t o  
n u l o  y a dos r a d i o n u c 1 e i d o s  t í p i c o s  de r e s i d u o s  de r e p r o c e s a ­
m i e n t o  de u r a n i o ,  c o n f i n a d o s  en g r a n i t o .

Las  f i g u r a s  p r e c e d e n t e s  m u e s t r a n  que el d e c a i m i e n t o  de las 
f u e n t e s  lim it a,  n a t u r a l m e n t e ,  el v a l o r  m á x i m o  de la tei-



p e r a t u r a  a l c a n z a d a .  El r a n g o  de X t c o n s i d e r a d o  i n c l u y e  o t r o s  

m e d i o s  t a l e s  co m o  e s q u i s t o s .

Los r e s u l t a d o s  m o s t r a d o s  aquí* han sido u t i l i z a d o s  en c o n j u n t o  
con una t é c n i c a  d i s c r e t a  para la p r e d i c c i ó n  global de la e v o ­
l u c i ó n  de la t e m p e r a t u r a  en un m e d i o  g r a n f t i c o .
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