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RESUMEN

Este trabajo es una introduccién al método de
Cohen para calcular las dimensiones de la celda elemental
mediante un diagrama de polvo de difraccién de rayos X.
Se analiza el método de extrapolacién grdfica para el ca-
so de cristales cibicos y se muestra que el ajuste de los
puntos experimentales por el método de cuadrados minimos
no es directamente aplicable en este caso, Estas dificul-
tades han.sido eliminadas en el metodo de Cohen que permi-
te el cdlculo del pardmetro de red ajustando los valores
del senze correspondiente a las lineas de difraccidn en
reflexién. Se calcula el error del pardmetro en funcién de
la varianza del senze y se aplican estos resultados a la
determinacion del parametro de red de la Ag.



I. Introduccion

Sabemos que para cristales del sistema cubico el
parametro de red 'a' viene dado por la expresion siguiente

+2 (1)

donde dhkl es el espaciado entre planos sucesivos de la familia de
indices de Miller (h,k,2). Esto significa entonces que midiendo

el angulo de difraccion 28 correspondiente a una 17nea (hkg) de un
diagrama de polvo puede calcularse dhkz a traves de la ley de Bragg

2d senf=X\

y a partir de este determinar el valor del parametro de red 'a'. En
principio, este parametro podrfa calcularse directamente a partir de
cualquier valor dhk£ mediante la ecuacion (1). Sin embargo la
sucesion de valores dhkl obtenidos experimentalmente no estan afecta
dos del mismo error. En efecto, diferenciando la ley de Bragg se ob-

tiene:
Ad . _pe cotagb
d
y teniendo en cuenta que
ba _ Ad
a d

podemos expresar el error relativo del parémetro de red en la forma:

>

& _ _A0 cotagh (2)

®|

Esto significa que el error Aa/a debido a un error A0 en la determi-
nacion del angulo de difraccion tiende teoricamente a cero cuando €
se aproxima a m /2. Este resultado no es nada mas que una concecuen-
cia de la forma de la ley de Bragg. Vemos entonces que la determina-
cion precisa del parametro de red debe realizarse utilizando solo
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aquellas l1ineas correspondiente los angulos altos, esto es por ejemplo
para 26>120 grados. De esta manera los sucesivos valores experimenta-
Tes

ae' se aproximam al valor verdadero 'a '

en principio podemos encontrar el valor mas preciso del parametro

a medida que 26 crece y

a
extrapolado para 26=2nm. ,

En este trabajo se analiza el metodo de extrapola -
cion grafica aplicado a la medicion del parametro de red de la plata.
Posteriormente se explica el metodo de Cohen y se muestra como algunas
limitaciones del calculo por extrapolacion se ven satisfactoriamente
superadas. Finalmente se desarrolla un metodo que permite expresar el
error del parimetro en funcion de los errores casuales de observacion.

II. Metodo por Extrapolacion

Para que el calculo por extrapolacion sea posible
es necesario conocer la forma explicita de la ecuacion (2), esto es la
dependencia de A6 con el angulo de difraccion. Un estudio detallado de
los errores sistematicos asociados a las distintas tecnicas experimen-
tales nos muestra que el error A8 varia con el angulo 6 en la forma:

A6= Kg (o) (3)
donde X es una constante cuyo valor depende de 1a magnitud de los e -

rrores sistematicos y g(6) es una funcion cuya expresion es distinta
para cada tecnica experimental. Reemplazando (3) en (2) se obtiene:

ba | -K cotag6.g(8)
a
0 bien
ba _ g f(e) (4)
a

A la funcion f(8) se la 1lama funcion de extrapola-
cion y en general, exceptuando el caso del difractometro de polvo,
cumple con la condicion:

Tim £(8) = 0
0> /2
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la cual sianifica quc como nabiamos dicho los efectos de los errores
sistematicos instrumentales tienden a anularse cuando & se aproxima a

n/2. Ahora bien, el valor verdadero ‘'a, del parametro esta acotado
dentro de una franja determinada por el error sistematico Aa,, esto
es
-Aa <a <a +A
a, Aae a, <a tha,
y si consideramos el 1imite superior, podemos escribir esta ecuacion

en la forma:

Si tenemos en cuenta que

Aae = aeK f(e) -~ a, K f(8)
finalmente obtenemos
a_ =a,6 - a, K f(8) (5)

e v v

_ Por 1o tanto si los valores experimentales a, del
parametro, correspondientes a valores de 6>60 grados, se llevan a un
grafico a, versus f(8), la extrapolacion lineal de estos puntos para
8= n/2 permite obtener directamente el valor verdadero a, .

E1 analisis puede hacerse graficamente trazando la
recta que mejor ajusta los puntos experimentales. También es posible,
al menos en principio, hacer un ajuste por cuadrados minimos evitando
asi errores personales de apreciacion. Sin embargo el metodo no resul-
ta aplicable directamente aqui en suforma corriente, puesto que este
esta basado en la hipotesis de que todos los puntos experimentales
tienen el mismo peso estadistico, hipotesis que en el caso presente no
se cumple pues el error Aaeasociado a cada punto varia con el angulo
de acuerdo a la formula (4). Ademas el error de la abcisa f(8) no es
despreciable frente al valor de la ordenada a, como habitualmente se
supone, lo cual complica aun mas la aplicacion del metodo. Lo que se
hace habitualmente entonces es trazar graficamente una recta, dandole
mas importancia o mas "peso" a los puntos correspondientes a valores
de 6 proximos a n/2.
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La aplicacion de este metodo resulta bastante prac
tica para hacer una determinacion rapida del parametro de red y en
general la precision es razonable para muchas aplicaciones corrientes.
En los casos donde se requiere mayor precision de la medida debe uti-
lizarse el metodo de Cohen, que veremos a continuacion, con el cual
quedan eliminados los errores personales de apreciacion y ademas tiene
la ventaje que el calculo puede extenderse a casos de sistemas no cu-
bicos.

III. Metodo Cohen

fetr rétodo, 1o ricmo aue el anterior,se aplica
cuando existe una expresion matematica simple de la funcion de extra-
polacion f(8), que tiene en cuenta como hemos dicho los errores sis-
tematicos asociados con el metodo experimental.

Si elevamos al cuadrado los terminos de la ley de
Bragg y diferenciamos, resulta:

2 2
2 A 2 by 3
sen"6 = — Alsen™8) = — (-2d)~ Ad
4d 4
Agsenzez - -2 Ad
sen 6 d
y como Ad _ £(8)
d
se obtiene
2
A(sen"8) _ -2K £(8)
sen eexp
Finalmente:
A(senze) =D f(6) sen26 (6)
exp °
con -2K=D.
Si expresamos ahora 1la variacion del sen26 en la
forma

2, 2 2
Asen~6= sen eexp - sen 9,..4. (7)



siendo

2 _ 2,.,2,,2
sen everd. = (h"+k"+2

>

) (8)

"

y reemplazando (6) y (8) en (7) resulta:

2
sen264__ = —Aw— (h2+k2+12)+D f(o) senzeexp. (9)
y podemos escribir esta expresion de la siguiente manera:
sen?e = Ca, + AS (10)
exp k k
donde hemos 1lamado:
c =2 A=D/10
_‘74 ’
a
v
(11)

2,,2,,2 2
(h=+k"+2%) § = 10 f(ek) sen~0,

%k

indicando el subindice k la 17nea correspondiente del diagrama. E1l
hecho de haber introducido un factor 10 en dk se debe a la convenien-
cia de trabajar con cantidades comparables con a, en los calculos

que siguen.

La determinacion de las constantes C y A puede rea
lTiarse resolviendo la ecuacion (10) simultaneamente para un par de
1ineas del diagrama o para todos los pares posibles y calculando el
promedio de los valores obtenidos. Sin embargo un procedimiento mucho
mas apropiado y que permite reducir al minimo el efecto de los errores
casuales de observacion consiste en aplicar a la expresion (10) el
principio de cuadrados minimos. De acuerdo con este metodo la ecuacion
(10) no se satisfase exactamente sino que debe escribirse en la forma

2 -
(Cak + Ask - sen ek) = Ek
donde Ek es una cantidad asociada al error de observacion de la linea
k, y los valores A y C que mejor ajustan los puntos experimentales
son aquellos que hacen minima la suma de los cuadrados de dicha

cantidad. Esto es, debe cumplirse la condicion:

2 2 v .
E Ek = E /Cak+A6k-sen ek)2 = minimo.
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Derivando respecto de C y A e igualando a cero, se obtienen las ecua-
ciones normales que permiten el calculo de dichos coeficientes:

2 2
CZfa, +A 7% o =T a, sen"8
K k " k' k K k k
(12)
Cz: akdk + AT Si = 26k senzek
k k k

Ahora bien, en este calculo se ha considerado que la longitud de onda
A de la radiacion es una constante, hipotesis que en realidad no es

valida pues X puede tomar distintos va1oreskd » A

L oy Ag etc. de acuer

do a la linea de difraccion que corresponda. Por este mo-
tivo es necesario normalizar la ecuacion (9) respecto de un valor pro
medio de la longitud de onda
. Zxa]+ka2
3

De esta manera para una linea correspondiente a

Aa por ejemplo la expresion (9) queda
1

LNRY- 2. x

)" sen by = 7 a, A(;——

o ' 0y

>

(

A

e
[o1]

y para lineas correspondientes a A,

quivalentes reemplazando el factor ga = (T/Aa
1

y AB se obt;enen expresiones e-
)" por B, =(7/Aa Yy

88=(T/AB)2, respectivamente. ! 2 2

En resumen vemos que en lugar de aplicar el metodo
de minimos cuadrados al grafico a, Vs f(8) con las dificultades ya
mencionadas, el calculo de Cohen consiste en aplicar cuadrados mini-
mos a los valores obserbados de senze. Esto permite calcular el para-
metro de red a traves del coeficiente C, eliminando el error sistema-
tico y reduciendo al minimo el efecto de los errores casuales de ob-
servacion.

Sin embargo, la influencia de estos errores sobre
la precision del valor obtenido no es conocida. De este problema nos

ocuparemos pues en el paragrafo siguiente.



IV. Estimacion del error del parametro

Aqui desarrollaremos un metodo que permita expresar
el error del parametro en funcion de los errores casuales de observa-
cion. Como hemos visto la ley de Bragg puede expresarse:

2
a = 4av sen26 (13)
;?—

y si existe un error sistematico tal que

22 -k f(s)
a

podemos escribir de acuerdo a la ecuacion (9)
4a$ 2
@, = 7 sen ek|1 - D f(9)]

Por comparacion con la ec.(13) podemos 1lamar

2

(sen = sen?6, [1-D f(0)]

ek)correnido

y entonces sera:
2

a, = ——zl (sen2
A

8 (14)

k)cnrreqido
que establece el cumplimiento de la ley de Bragg para los valores ex
perimentales corregidos.

Los valores experimentales Xk=(sen26

_ K)torr. y Yk=
= ay pueden ser ajustados por una funcion lineal del tipo yk=b X
aplicando el principio de cuadrados minimos, esto es haciendo minima

la expresion:

. 2
siendo uk=Var(sen ek) y vk=Var(ak)=O.

corr.

Procediendo como siempre, esto es hacieno 3S/3b=0
se obtiene:
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Ahora bien, teniendo en cuenta Xk’ Yk son variables
experimentales independientes entre si, se demuestra que

(22)

Var(b) = Kt E " Y=Y Vi

k

con v, =0 para nuestro caso. En base a estas dos ultimas ecuaciones,
un calculo simple muestra que

—_ = = -~ = donde ob = (Varb)]/z

(z Yi / uk)”2
ra K
ba _ (16)
a 2 L XkYk /uk

Con 1o cual hemos logrado expresar el error relativo del parametro de
red en funcion de las variables experimentales (Senze)corr o Y

) _ 2 '
de la varianza uk—Var(sen 8) corr.

V. Experiencia

Para determinar el parametro de red de la plata se
utilizo una muestra de alta pureza, Ag 99,999%. Las limaduras de 40y
de tamano aproximadamente fueron recocidas durante dos minutos a 100°C
para evitar efectos de ensanchamiento de linea por distorsion de la
red cristalina. E1 diagrama de polvo que obtenido con una camara de
Debye-Scherrer de 57,3mm de diametro utilizando radiacion de Cu no
filtrada. La posicion de las lineas fueron determinadas repitiendo
diez veces cada medida, con un visor que tiene una apreciacion de
0,05mm. Para el calculo del parametro fueron utilizadas las seis ul-
timas 1ineas a saber:

1Tnea (333, 511) Kg, K,y Ky

1 2



1Tnea (422) Ka] y Kaz

17nea (440)KB

V.l. Procedimiento

Llamaremos: 26k: valor angular del anillo k

Zekj: valor angular de la medicion
j-esima de la serie de medidas
del anillo k.

19) Medicion de zekj y calculo de 26k .

20) Calculo de a y f(§;). Para el caso de la ca

mara de Debye-Scherrer es f(§;)=coszﬁk

30) Calculo de a, y D mediante el metodo de
Cohen utilizando los valores a, Yy 20

k
- 2 2
40) Calculo de sen ekj/corr. y sen ek/corr.
50 | (sen?
50) Calculo de u,= — & (sen®6, .)
k 10 j=1 kj’corr.
2
(senzek)corr.l

V.2. Metodo por extrapolacion

En 1a tabla I se muestran los valores obtenidos
para el calculo del parametro de red de la plata por extrapolacion
grafica:

TABLA I
A 20 a cos B a (R)
k k K k
K8 124.61 27 0.216 4.08496
Ka 135.03 0.1463 4.08394
| 24
Ka 135.65 0.1425 4.08502
2
KB 149,23 32 0.0704 4,08402
Ka 156.87 0.0402 4,.08531
1 27
Kaz 158.25 0.0356 4.08563
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Llevando estos resultados a un grafico a, versus
c0526 (fig.1) el valor extrapolado resulta

a, = (4,08580,0008) R

El gratico rna sido trazado dandole mas peso a los
puntos de angulos majores y el error ha sido estimado a partir de las
rectas de maxima y minima pendiente.

Es conveniente agregar que el calculo puede ser
refinado si en el grafico de la fig.1 se incluyen también los errores
Aak de cada punto experimental. Estos se pueden calcular mediante la
formula (4) utilizando un primer valor de K obtenido de la pendiente
del mismo grafico. Trazando nuevamente la recta e iterando este pro-
cedimiento dos o tres veces puede obtenerse un mejor ajuste de los
puntos experimentales y unacota mas precisa del error.

V.3. Aplicacion del metodo de Cohen y calculo del error

Con los valores de ZF; y o, que figuran en la table

I se obtuvieron los siguientes valores de C y A:

C = 0,0356056
A = 9,66x10"°
de donde: _
a, = X - 4,08539 R
2vC

D = 9,66x10" 4

Para el calculo del error se utilizaron los si -
guientes valores que se muestran en la tabla II, y se obtuvo

n(a,) = 0,905x10"4

con lo cual podemos poner finalmente:

a, = (4,0854+0,0004) A
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TABLA I1I

Z 7

O (sen e)corr. ukXIO
27 0.783829 3.632
24 0.853611 2.329
0.857399 1.102

32 0.929543 0.813
27 0.959767 1.069
0.964384 0.171

Vemos pues que si bien los valores obtenidos por
los dos metodos son coincidentes dentro del error de cada medida, el
metodo de Cohen proporciona un valor mas preciso, que es independien-
te de los errores personales de apreciacion asociados a la construc-
cion grafica.

Conclusién

Utilizando una cémara de Debye-Scherrer de
57.3 mm de difmetro y midiendo 1a posicién de las 1ineas de di-
fraccién con un visor que aprecia 0.05 mm, se puede determinar
el valor del parfmetro de red de 1a Ag mediante el método de
Cohen con un error de una parte en 10.000. Este error se ha cal-
culado en funcién de 1la var(senze )"y esta cantidad se puede
determinar o bien repitiendo diez veces 1a lectura de cada linea,
como en el caso presente, o en funcién del valor absoluto del
error A0 de cada linea del diagrama. Naturalmente para aumentar
la precisién de 1a medida debe utilizarse una cimara de mayor
difmetro. También es posible mejorar la lectura de las lineasg
de difraccién utilizando un visor mas preciso o un foto-densi-
témetro.
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APENDICE A

AJUSTE POR CUADRADOS MINIMOS

Supongamos que se tiene un cojunto de puntos ex-
perimentales (XkYk) que en principio siguen una ley del tipo y=f(x),
siendo f(x) la funcion de ajuste. La aplicacion mas simple del prin-
cTpio de cuadrados mTnimos consiste en imponer la condicion

2

S = (y,-Y,)° = MTnimo (A1)

L
k
Esto significa hacer minima la suma de los cuadrados de las diferen-
cias de las ordenadas entre los valores experimentales y 1la funcion
de ajuste, Fig.Al.

v ¢ y = f{x)

'*—(yk-Yk)

(xk{‘vk)

Y

Fig.Al

Sin embargo, nosotros no conocemos 10s valores
teoricos Yy Para solucionar este problema se toma como variable in-
dependiente X; a los valores experimentales Xi’ 1o que es equivalente
a decir que el error en la abcisa es despreciable frente al error en
la ordenada. Se tiene entonces que la expresion anterior se calcula
en la forma

s =5 ef (A2)

En cambio, si ambas variables tienen errores comparables debemos es-
cribir entonces



Es decir, ahora hacemos minima la suma cuadratica de las distancias
perpendiculares a la curva de ajuste, fig.A2.

Y,A

\-— [ yk -Yk)2+(xk-xk) ]

>

Fig.A2

Lo que se hace en este caso es remplazer Y =
=f(xk) Y luego hacer minima la expresion S con respecto a X

3S

32 _ -0

Bxk

Ahora bien, consideremos el caso en que cada me-
dida experimental esta afectada de errores casuales diferentes.
Entonces, es necesario modificar las expresiones Al y A2, teniendo
en cuenta el peso estadistico correspondiente a cada dato experimental,
En general 1lamaremos

Peso de Y, = W - s v.,=Var(Y.): varianza (Y.)
k Yk i i i
v
k
- - -
Peso de Xk = ka T —, ui—Var(Xi)
Yk
p N 2 _
Ve = = L (Yk-Vk) N: numero de veces que se
A mide la variable Yk‘
N
1 2
u, = — % (X, :-%X.)
i N ki "k

En los casos en que no es posible calcular Vi o
u, por la imposibilidad de realizar varias mediciones de cada variable,
puede tomarse



A-T1T
2
u = (8% ve=(aY,)°

donde AXi y AYi son los errores absolutos correspondientes. La ecua-
cion A2 se escribe en este caso como

2
(Y, -y,) (X, =x,)
g = 5 K k& bk kT
k vk uk

En el caso de que, o bien vk=0, lo que es equiva-
lente a yk=Yk, ) uk=0, 1o que significa xk=Xk, entonces la ecuacion
anterior se escribe

2
(X, -%,) (Y, -y,)
k™ "k o 5 -3 KK

S =12
k Uy k

Yk
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APENDICE B

CALCULO DEL PARAMETRO DE RED
PROGRAMA PARA LA CALCULADORA HEWLETT PACKARD 91008

E1 programa resuelve el sistema de ecuaciones
normales (12) cuya solucibén es :

T e Sw 2o DK Seh Ok

C 3 S 3 otk sen Ok
= - 2 2
qu Z Su - QZ‘M& 5“)

Z::;Z'ZS o Se%iah - ZLJKQ.‘ie%t%;Ei-XQT>h
Z';Z\C }-‘-»<>’£ - LZ,T X Sh)z

A=

donde las cantidades indicadas son las siguientes:

D = iC sﬁwxbk% C 2 A
4oy
X = o ke o A- D/ic
D --2K
*  Soacwlt HU Fpw) =« Ui - Terge S

Iy



INSTRUCCIONES

fmpresor: variable Y on.
---G0 TO (-#0)

Entrar programa en memoria.
---G0 TO (+a0).

Entrar subrutina.

--<60 TO (-90)

CONTINUE

—= Pantalla

0 z
0 Y
k X

Ingresar datos
fbk + registro (+7)
Yk* Y
Xk-+ X
---CONTINUE

|

e T

—

sr
--=SET FLAG
--=-CONTINUE

Imprime C y A.



APENDICE C

CALCULO DEL ERROR DEL PARAMETRO
PROGRAMA PARA LA CALCULADORA HEWLETT PACKARD 91008

El programa calcula la ecuacién (16).

INSTRUCCIONES

~---G0 TO (+00)

Entrar programa en memoria
---END

~---CONTINUE

————» Pantalla

; 0 Z
0 Y
k X

Ingresar los datos

vy - Y4

2
sen‘s|  xX

a -+ Y

k

---CONTINUE
1

Titima e:::;;;z\

|
si

no

---SET FLAG
---CONTINUE

Pantalla:  (a) aparece en el registro Y



CALCHLO DEL PARAMFTRN DF RED
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