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NOTA PRELIMINAR

Esto pretende ser una revision de la descomposici6n espinodal conside-
rando algunos de los aspectos te6ricos estudiados hasta la actualidad y las experiencias
tendientes a verificarlos. Esencialmente transcribo aquf lo que ya he expuesto en varios
seminarios. Quizi lo méis parecido a este texto sea el informe que presenté en la 1ra.
Reunién Conjunta Asociacién Ffsica Argentina-Sociedad Chilena de Ffsica, San Luis,
Argentina, mayo de 1971.

A mi conocimiento, ya se han publicado tres revisiones: una por J.W. Cahn,
otra por J. E. Hilliard y la tercera por D. de Fontaine. El primero es quien ha formulado
la teorfa con la participacién activa del segundo; posteriormente, de Fontaine hizo muy
significativos aportes. Serfa ridfculo, en estas condiciones, que alguien como yo, que no
ha tenido participaci6n alguna en la creacién ni posterior desarrolio de esa teorfa, preten-
da escribir dentro del marco de erudici6n y vivencia que encuadra a las revisiones anterio-
res. Puedo exponer, eso sf, como ffsico experimental @ habiendo reconocido la importan-
cia de una teorfa, busca cotejarla con los resultados de sus experiencias; desde este punto
de vista, mi falta de participacién en el desarrollo te6rico no deja de ser ventajosa pues
ante la realidad de un resultado experimental "yo, argentino'. He orientado entonces mi
exposici6n hacia los aspectos verificables mediante las experiencias que,, independiente-
mente de la descomposicién espinodal, hemos venido realizando en el curso de la dltima
década; sin que alguien lo haya buscado expresamente, ellas resultan particularmente
bien adaptadas al estudio de esa transformaci6én. Dentro de los aspectos teéricos propia-
mente dichos he inclufdo, sin embargo, algunos célculos ilustrativos que, por su simpleza,
suelen omitirse. Unos cuantos afios de préictica docente me hicieron ver que, con incom-
prensible frecuencia,se aceptan més facilmente los resultados de un célculo complejo que
los del anilisis de las direcciones m4is compactas en un cristal ctibico.

Debo mi més sincero agradecimiento al Doctor Rodolfo Acufia con quien he
podido clarificar tantas ideas durante varios afios de trabajo en com@n. A través de las
experiencias inclufdas en su tesis doctoral -algunas de las cuales se mencionan aquf- he
podido acrecentar mi entendimiento de los procesos involucrados en la descomposicién
espinodal. Deseo agradecer asimismo a los doctores Harry Cook y Didier de Fontaine a
quienes hemos tenido el gusto de contar entre nosotros por un breve tiempo. Sin el va-
lioso aporte de ideas que ellos hicieran nuestro trabajo habrfa quedado seriamente resen-
tido.

Alberto Bonfiglioli

Buenos Aires, marzo de 1972



I. INTRODUCCION

La existencia de distintas fases y las transformaciones que entre ellas se pro
ducen constituyen, sin lugar a dudas, uno de los aspectos mé4s salientes de la materia. Ya
en el siglo pasado, €so habfa sido tratado por los ffsicos m4s brillantes de la época:
Maxwell, Gibbs, Boltzman, van der Waals. Puede decirse que desde un punto de vista feno
menolégico, las ideas fundamentales acerca de los cambios de fase ya habfan sido explicita
das al comenzar el siglo XX, Se produce en ese momento el advenimiento de la mecénica
cuintica, que permite tratar, al menos en principio, el comportamiento de los 4tomos in-
dividuales y de las partfculas que los integran. En ellos se focaliz6 la atencién de la ffsica,
y fen6menos como los cambios de fase, que resultan demasiado complejos para ser trata-
dos en términos de esos componentes elementales, quedaron en un plano secundario hasta
no hace muchos afios.

Pero mientras en el terreno de la ffsica el estudio de las transformaciones de
fase sufrfa una especie de letargo, ellas cobraban particular interés para otras disciplinas
relacionadas con la utilizaci6n préictica de los materiales. Este es el caso de la metalurgia:
en numerosos sistemas de aleaciones las propiedades que interesan para su utilizaci6n
estén estrechamente ligadas a ciertas fases cuya presencia o desaparicién puede provocar-
se mediante un tratamiento ffsico adecuado. Un caso particularmente impoxrtante lo cons-
tituyen las transformaciones que pueden operarse en las soluciones s6lidas metélicas
cuando los 4tomos del metal soluto tienden a segregarse y a constituir una nueva fase, lo
que produce profundas alteraciones en las propiedades ffsicas deuns solucién s6lida. Cam-
bios de este tipo son de una gran importancia tecnolégica: basta recordar que las propieda-
des del duraluminio estén ligadas a la segregaci6n de los 4tomos de cobre en una aleaci6n
de aluminio con pequefios porcentajes de aquél metal. Sin embargo, la complejidad de este
tipo de fen6menos impide en la hora actual formular una teorfa que permita predecir cuan-
titativamente el tipo y la estructura de la fase que podrfa formarse bajo determinadas con-
diciones ffsicas (temperatura y presién, por ejemplo). Menos alin puede esperarse una
prediccién cuantitativa del cambio de propiedades ffsicas (dureza, resistencia a la traccién,
resistividad eléctrica) debido a la presencia de cierta fase. En el mejor de los casos se
puede esperar la formulacién de una teorfa fenomenolégica que sin penetrar en las accio-
nes Intimas que ejercen los 4tomos entre si, permita relacionar ciertas variables en tér-
mino de las cuales pueda describirse una transformacién de fases. Una teorfa de esta na-
turaleza estari esencialmente basada en principios ya establecidos desde la época de Gibbs
(por lo menos ?); al no intervenir explfcitamente las caracterfsticas fntimas de los dtomos
del material no se requiere recurrir a la mecénica cuéntica. La teorfa espinodal formula-
da a principios de la década del 60, es justamente una teorfa termodindmica de ese tipo:
ella permite describir la aparicién de una nueva fase en el seno de una solucibn s6lida en
base a la funcién c(f, t), la composicién local en un dado punto del material en funcién del
tiempo a una cierta temperatura.

Los fundamentos de la teorfa fueron establecidos por John Cahn y John Hilliard
(1)(2){3)*. Independientemente, M. Hillert traté el caso esquemitico de una red unidimen-

* Salvo en los casos en que resulte imprescindible hacer referencia a un trabajo en parti-
cular, para toda bibliograffa anterior a 1969 remitimos a los artfculos generales de J . W.
Cahn (1), J. E. Hilliard (2) y D. de Fontaine (3).



sional e inmediatamente después J. Cahn publicé un articulo donde por vez primera apa-
rece el nombre de ""descomposicién espinodal' (1961) para designar una separacién de fa-
ses que puede ser descripta a través de la solucibn analitica de una ecuacién de difusion
en el caso de un cuerpo continuo. Posteriormente, el tratamiento de Cahn fue extendido
para posibilitar la descripcién de fendmenos de ordenamiento de corto alcance (4)(5)(6),

a la vez que se tomd en consideracion el efecto de las fluctuaciones al azar,lo que consti-
tuye un paso importante hacia una teoria unificada de la nucleacién (7)(8). El cuerpo tebri-
co es hoy satisfactorio y ha sido enmarcado dentro de un esquema orgénico autoconsistente

(9).

Desde el punto de vista de las verificaciones experimentales la situacién es
menos satisfactoria. No existe, ante todo, una justa valoracién de los métodos utilizados
y con frecuencia se sobreestiman tanto los resultados favorables como 10s desfavorables
a la teorfa. En este marco de relativa confusién hay ciertos hechos que parecen ajustarse
a las previsiones teéricas pero simultdneamente aparecen otros hechos en franca contra-
diccidén con los mismos.

Nos proponemos resumir aquf los aspectos te6ricos mis salientes y relacio-
narlo con resultados experimentales recientes discutiendo la validez y los alcances de
los mismos como base de verificacién de la teorfa.

II. ASPECTOS TEORICOS

II.1 De los sistemas a considerar

Consideremos un sistema binario cuyos componentes sean las especies A y B
tal que su diagrama de equilibrio en un plano composicién-temperatura pueda esquemati-
zarse en la forma de la Fig.1 (a): a una temperatura como To se separan dos fases cuyas
composiciones, expresadas en fraccién atémica o molar de la especie B, son c'y ¢'". En
lo sucesivo -salvo mencibén expresa en sentido contrario- nos limitaremos a considerar
sistemas en los cuales las fases que se separan solo difieren entre si y de la fase madre
en la concentraci6én de la especie B pero no se produce cambio alguno de simetria respec-
to de esta dltima fase. De este modo es posible admitir, sin demasiada arbitrariedad, la
continuidad de las funciones termodindmicas entre las fases (10). Una transformacién de
de este tipo es la transicion vapor-liquido; el diagrama de equilibrio en este caso puede
representarse en un plano densidad-temperatura y puede admitirse una continuidad de la
densidad entre los valores m4s pequeifios correspondientes al vapor y los m4s grandes
correspondientes al liquido. Es decir, s6lo hay una diferencia cuantitativa entre las fa-
ses que se separan: una es mis densa que la otra. Obviamente la transicién liquido-
s6lido no es de este tipo ya que ella involucra un cambio cualitativo en la simetria.

Aunque en la préictica no existen sistemas sélidos en los que una separacién
de fases se lleve a cabo de acuerdo a los requerimientos de continuidad pueden encontrar-
se siempre fases metastables en cuya separacién sea posible admitir -quizds imaginativa
mente- que esos requerimientos estin satisfechos. La existencia de esas fases es bien



conocida en sistemas metélicos,

Sea una aleacién binaria constituida por los metales A y B. Si la concentra-
cién de uno de ellos -B por ejemplo- es suficientemente pequefia, por encima de cierta
temperatura la aleacidén se encontrard bajo la forma de solucién sélida estadisticamen-
te homogénea. Esto es: los 4tomos del metal soluto estdn dispersos en la red del metal
solvente constituyendo defectos locales en esa red. Si este estado de solucidn sélida
estadisticamente homogénea es una configuracién de equilibrio a la temperatura consi-
derada, la energla libre de la solucién sélida a esa temperatura es menor que la de los
componentes separados. Esto quiere decir que el término de entropia ha aumentado de-
bido al desorden originado en la mezcla y su incremento alcanza a superar el aumento
de energia interna debido a las perturbaciones locales del metal solvente en la red d-l
metal soluto. La preponderancia del término de entropia seri tanto méis grande cuanto
mis elevada sea la temperatura y en consecuencia, la solubili dad de un metal en el otro
aumentari con la temperatura,. Si la aleacidn se enfria lentamente, de manera que ella
alcance el estado de equilibrio a cada temperatura, por debajo de un cierto valor de ésta
el término de energla interna prevalece sobre el de entropfa y la energfia libre de la
solucién sélida pasa a ser mayor que la de una mezcla de fases. Ocurre entonces el
bien conocido fenémeno de precipitacién, consistente en la separacién de dos fases las
cuales difieren, en general, en la composicién y en la estructura cristalina, Esto evi-
dentemente, no satisface la suposicidn inicial: la estructura de la nueva fase es diferente
de la estructura de la solucién sé6lida madre,

Otra situacidn puede presentarse cuando la solucién s6lida homogénea a alta
temperatura es templada a una temperatura francamente inferior al valor para el cual
el diagrama de equilibrio prevé la separaci6én en dos fases. En efecto, la formacidn de
una nueva fase cuya estructura difiera de la de la solucidén s6lida madre requiere el
vencimiento de una barrera de energia asociada con el trabajo que debe realizarse
para que los niicleos de la nueva fase puedan crecer en el seno de una matriz cristalo-
grdficamente diferente. Ese trabajo se realiza a expensas de la energia térmica que
tiene la solucibén sélida a determinada temperatura. Cuando se templa a una temperatura
considerablemente mis baja puede ocurrir que la barrera de energla asociada con la
formaci6n de la nueva fase no llegue a sobrepasarse, con lo que la solucién sélida per -
manece sobresaturada en un estado metastable.

Puede tener lugar entonces la formacién de una fase, diferente de la de
equilibrio, cuya energia de formacién sea suficientemente pequefia para que ella se
desarrolle a temperaturas bajas. Las bien conocidas zonas de Guinier-Preston (11)
son justamente fases de ese tipo: ellas tienen la misma estructura cristalina que la de
la solucidn sélida madre (eventualmente con distorsiones) de la cual difieren solamente
en una mayor concentracién de soluto y, en consecuencia, tienen una pequefia energia
de formacién. Las zonas de Guihier-Preston més simples que se conocen son las esfé-
ricas; ellas se forman en sistemas cuyos d4tomos componentes tienen tamafios muy pa-
recidos y, por lo tanto, no se producen grandes distorsiones en la red cristalina (las
aleaciones ricas en aluminio de plata y de zinc son los ejemplos més notables). En este



caso tendriamos, como se requerfa més arriba, una separacién en dos fases que solo
tienen entre sf una diferencia cuantitativa: 1a concentracién de soluto. La red cristalina
de ambas fases es la misma y diremos que ellas son coherentes entre si.

En los sucesivo nos referiremos solamente a la separacién de fases del tipo
que acabamos de ejemplificar,

I1.2 La espinodal

Con las limitaciones que acabamos a puntar, retomemos el diagrama de equi
librio de la Fig.1(a). El puede explicarse en términos de la variacién de la energia libre
de Helmholtz del sistema en funcién de la composici6én a cada temperatura. A To, por
ejemplo, la forma de la energla libre por mol f, en funcién de la concentracién de soluto
expresada en fraccidén atémica del soluto c, estd esquematizada en la Fig.1(b). La curva
presenta dos minimos cuyas posiciones en el eje de abcisas define las composiciones c!

y c'" de las fases que se separan. Se notan ademis dos puntos de inflexién en los cuales
= bzf/ Dc2 =0; cuando en el plano ¢, T del diagrama de equilibrio se representa el
lugar de los puntos en que f'' = 0 se tiene definida en ese plano la llamada curva espinodal .
Aunque este nombre es reciente (para su origen ver referencia (1) ), la importancia de
esa curva ya habia sido reconocida por Gibbs,

Para poner en evidencia el significado fisico de la espinodal, consideremos
la funcién f(c) y calculemos su variacion 8 f cuando se produce en el sistema una va-
riacién infinitesimal de composicién 8 c. Se puede demostrar ficilmente (2) que si

el sistema no intercambia materia con el exterior, la variacién f puede expresarse,
en primera aproximacion:
6t =382+ .. M

De esta expresion resulta evidente que en regiones del diagrama de equilibrio
para las cuales f'" » 0, toda variacién infinitesimal de composicién provocars un incre-
mento positivo en la energia libre y, en consecuencia, el sistema es estable respecto de
pequefias variaciones de composicién. Dado que f'' 3» 0 en las regiones en que la curva
f(c) es céncava hacia arriba, puede decirse que el sistema seri estable fuera del dominio
definido por la curva espinodal (ver Fig.1). Para que en este caso se produzca separa-
cién de fases seri necesario el vencimiento de una barrera de energla asociada con la
formacién de un nficleo de la nueva fase que sea capaz de crecer. Es el fenémeno cono-
cido como nucleacidén y crecimiento (12)(13). Si consideramos ahora al sistema dentro
del dominio definido por la curva espinodal (zona III del diagrama de equilibrio de la
Fig.1), la concavidad de la curva f(c) es tal que f' £ 0. Por lo tanto, de acuerdo a (1)
una variacién de composicién cualquiera ¢ producirs una disminucién de la energla
libre del sistema. Este es, pues, inestable respecto de variaciones infinitesimales de
composicién y tiende a descomponerse espontineamente en dos fases. Esta separacion
de fases estd controlada solamente por el proceso de difusidén por el cual los 4tomos
migran para constituir la nueva fase. En consecuencia, para describir la separacidén de



fases bastari con plantear una ecuacidn de difusidén (12)(13)(14) y encontrar su solucién,
Esta ser§ la funcién c(®t) que define la composicién local del material en funci6én del
tiempo a la temperatura T,. Dado que, como hip6tesis bdsica, hemos supuesto que las
fases que se separan sblo difieren en la concentracién de 4tomos B, el conocimiento de
la funcién c(f,t) define completamente la separacién de fases en cada instante t y en
cada punto del material identificado por el vector posicién ¥ .

Dado un sistema binario cuyo diagrama de equilibrio sea de la forma esque-
matizada en la Fig.1(a). Llamaremos descomposicién espinodal al proceso de separa-
cidén de fases controlado solamente por difusién que tiene lugar cuando el punto represen
tativo del sistema particular considerado en el diagrama de equilibrio se halla dentro
de la curva espinodal.

Mé4s adelante discutiremos la validez y los alcances de esta definicién,

II.3 La teorifa de Cahn

Esta teoria consiste esencialmente en el planteo y resolucién de una ecuaci6n
de difusién adecuada. La ecuacidn de difusién, por lo deméis, no es sino una forma de la
ecuacidén de continuidad usual en la mecédnica del continuo.

Consideremos una solucién sdlida binaria compuesta de 4tomos A y B. La
composicién en un punto cualquiera de la solucién sélida, definida por un cierto vector
posicién? , queda caracterizada por la funcién c(i’, t) que representa la fraccién atémi-
ca de Atomos B en el entorno de ese punto, La composicién variari en general en el
transcurso del tiempo y la ecuacién de continuidad nos dice que si en un dado elemento
de volumen de la solucidn sé6lida no existe creacién ni sumideros de 4tomos B, la varia-
cién de composicién en ese elemento de volumen es igual a la divergencia negativa del
flujo T de esos dtomos en dicho volumen, es decir*:

D = - VvV 3 @)
ot
Puede admitirse que este flujo es proporcional a una fuerza que deriva del
potencial quimico o energfla libre parcial molar del componente B en la solucién sélida
(12)(13)(14). En lugar del potencial quimico corriente, utilizaremos una funcién @, a
modo de un potencial quimico generalizado, la cual nos permitird tomar en cuenta con-

tribuciones a la energfa libre del sistema que serdn discutidas més adelante. En estas
condiciones, el flujo resulta:

3 =-Mm/9 (3)

* Para recordar las definiciones y significado ffsico de las operaciones diferenciales
divergencia, gradiente, laplaciano, remitimos a cualquier libro de flsica general,
por ejemplo, The Feynman Lectures on Physics, vol.II, Addison-Wesley 1964.
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donde M es una constante de proporcionalidad positiva que recibe el nombre de movili-
dad y a la cual supondremos en lo sucesivo solo dependiente de la temperatura. La ecua-
ci6n de difusi6n buscada es obtiene reemplazando esta expresi6n del flujo en la ecuacién
de continuidad (1),

9. -mV 2¢g (4)

Ot

Todas las caracteristicas de la ecuacién de difusidén quedarin establecidas
por la eleccién de la funcién @ = 'D F/ a c,que deriva de la energia libre F del sis-
tema. De ella depender4 la utilidad de la ecuacidn para el tratamiento de un dado pro-
ceso, .. y las dificultades para resolverla,

Para definir la energra libre a ser introducida a través de la funcién @ en
la ecuacidén de difusién, Cahn ha considerado en la solucién sélida la existencia de mo-
dulaciones de pequeiia amplitud y ha demostrado que ellas contribuyen a la energia libre
de dos momentos:

1) Las modulaciones de composicién entre sus miximos y sus minimos originan una
especie de interfase difusa entre dos fases poco diferenciadas. Estas interfases dan una
contribucioén a la energia libre que ya habia sido evaluada por Cahn y Hilliard (2) en el
caso de sistemas fluidos y, en primera aproximacién, puede expresarse:

xV e . (5)

dondeXrecibe el nombre de coeficiente del gradiente y puede estimarse a partir de un
modelo en el que solo intervienen las interacciones entre 4tomos vecinos inmediatos,
a través de la expresibn:

M
=2 hy, 13 (57

donde héws es el calor de mezcla por unidad de volumen a la composiciénc =0,5y

r, es la distancia entre 4tomos vecinos inmediatos. En realidad, es un tensor de
segundo orden, por lo tanto es un escalar en el caso de cristales cibicos. Para siste-
mas con tendencia a la separacién de fases)C es siempre positivo y, en todos los casos,
puede considerarse aproximadamente independiente de 1a composicién y de la posici6n.

2) En general, los 4tomos que componen una solucién sé6lida tienen distintos radios
atémicos por lo que las modulaciones en la composicién producen deformaciones en la
red cristalina de la solucién sé6lida: ésta se deforma de manera que esas modulaciones
no destruyan la simetrfa de la red y, por lo tanto, zonas enriquecidas y empobrecidas
en soluto pueden mantenerse coherentes entre sf. Mantener esta coherencia exige un
trabajo de las fuerzas eldsticas que afecta a la energfa libre del sistema. Cahn ha
evaluado esta contribucién eldstica a la energfa libre para el caso de un cuerpo con-
tinuo en funcién de sus constantes eldsticas. Se trata pues de una contribucién



esencialmente anisotrépica, atin para cristales cibicos,y vale

’7"'}/[0 @b - oo |2 (6)

donde co es la composicién promedio de la solucién sélida; llamando a al pardmetro de la

red
1+
a dc ¢=cq (7)

es la variacién del pardmetro de la red con la composicién, evaluada a la composicién cq
y expresada en unidades de pardmetro a esa composicién, es funcién de las constantes
eldasticas del material y por lo tanto depende de las direcciones cristalograficas que en
particular se consideren. En el caso de un cuerpo continuo e is6tropo:

Y = E (8)
1 -y

siendo E el mdédulo de Young del material y \) su relacién de Poisson. Lo importante a
retener es que en el caso de un cuerpo continuo, la contribucién elastica a la energla libre
es de acuerdo a la ecuacién (6), funcién de la amplitud de las modulaciones de composicién,
proporcional al factor eldstico Y y a la variacién del pardmetro de la red. La contri-
bucidn eldstica serd por lo tanto, menos significativa para las soluciones sélidas en las
cuales los componentes tengan radios atémicos parecidos.

Teniendo en cuenta las contribuciones mencionadas, la energfa libre de Helmholtz
del sistema, de acuerdo a Cahn, estd dada por la expresioén:

F = J ﬂf(c) + “'ZzY [c(?, t) - 00]2 + XY }dv (9)
)\

donde f(c) es la energia libre por unidad de volumen, entendida en la forma convencional
que tiene en cuenta las interacciones del tipo quimico; los otros términos ya han sido
definidos.

D. deFontaine (15) ha demostrado que la funcién més simple por la que puede
aproximarse una curva de la forma de la energla libre a la temperatura como Tg (Fig.1(a) )
es un polinomio de cuarto grado en la composicién. En estas condiciones, la funcién f(c)
puede representarse por un desarrollo en serie alrededor de la composicién media ¢, en
la forma:

£ (c-co) = f(Co) + (¢ ~co) £1(co) +11 (c-co)? f'(co) + 1_(c-cq)3 £111(co) +
ar 3!
+71_(e = co)® 1" (co) (10)
4!



. -
donde por brevedad hemos escrito ¢ en lugar de c(r,t) y f'(co) = &a £/ o c) o=c
=Co

£ (90) =(bzf/ acz)c:co’ e

Teniendo en cuenta las expresiones (9) y (10) puede demostrarse (3) que el
potencial quimico generalizado toma la forma:

P

f1(cg) + (¢ - cy) £ (co) +V2(c - cg)2 1! (co) + 1/6 (c - 00)3 frer (co) +

+2 I?ZY(c—co)-z I_Vzc

y también

S
il

£t (co) + £'"(co) [(c-co> +12(c-co)2 £1'' (cg)  + 1/6 (c-co)® i gco]z +
fH (cO) tt (co)

+2 r?zy (c-%)?.?z XVic Can

Supongamos ahora que las variaciones locales de composicién c(i'", t) - ¢co
sean muy pequefias. En este caso, los términos de orden superior al primero pueden
despreciarse si el cociente f'''/f'' es pequefio. Un cdlculo sencillo (3) muestra que
f'"" «» 0 cuando cq se acerca a la composicién correspondiente al maximo de la curva
de equilibrio en un diagrama del tipo esquematizado en la Fig.1(a), es decir, cuando el
punto representativo del sistema a una dada temperatura se halla francamente dentro de
la espinodal.

Entonces, en una solucién s6lida en condiciones de temperatura y composicion
tales que se halle bien adentro de la espind@al, si las variaciones locales de la composi-
cién son pequeiias la expresién (11) se reduce a:

P = f'(cy) + E’f" (co) + 2 C? 2 Y] (c-cg) - vazc (12)

Esta aproximaci6én en la que se desprecian todos los términos del potencial
cuyo orden en la composicibén sea superior al primero, se conoce como aproximacién
parabdlica. Despreciar los términos de orden superior en (11) equivale a suponer que las
derivadas f''* y f'''* son nulas o, lo que es lo mismo, que f''(c-cp) = constante. Pero
ésto, a su vez implica que f(c) es una pardbola en lugar de un polinomio de 40. grado.

La Fig.2 muestra la curva f(c) y la aproximacibn parabdlica; se aprecia bien allf que la
aproximacidn es aceptable para variaciones de composicién pequefias. Sin embargo, la
pardbola que representa en esta aproximacién a la energia libre quimica, al no tener mi-
nimos no permitird prever la separacién fases; es bien notorio que los estados finales de
ésta quedan determinados por los minimos de la curva energfa libre-composicién. En
cambio, la aproximacidn parabélica, cuando se la introduce en la ecuacién de continuidad
a través de @, permitiria prever las etapas incipientes de la separacién de fases en el
caso de una solucién sé6lida cuyo punto representativo esté bien adentro de la espinodal.
En esas etapas las fases que se separan estin ain poco diferenciadas y se satisface el
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requerimiento de que las variaciones locales de composicién sean pequefias.

Conviene insistir en la validez y alcances de las expresiones usadas: la ecua-
cién de difusién (4), como un caso mis de la ecuacién de continuidad tiene validez general;
cuando se introduce un potencial quimico generalizado derivado de una energia libre de
Helmholtz dada por la ecuacién (9), la ecuacibén (4) es apta para describir la difusi6én en
presencia de modulaciones en la composicidn ya que tiene en cuenta los efectos interfacia-
les y los efectos eldsticos debido a las mismas. Hasta aqui, n6tese bien, no interviene para
nada el concepto de espinodal y, por lo tanto, la ecuacién (4) es independiente de él. Las
limitaciones en la generalidad surgen cuando se impone una condicién fisicamente arbitraria:
reemplazar la energfa libre, polinomio de cuarto grado, por una paribola. Es esta aproxi-
macién -cuya utilidad veremos enseguida- lo que asocia la ecuacién (4)al concepto de des-
composicién dentro de la espinodal. En efecto, esa ecuacifn ; con un potencial quimico
generalizado evaluado por la aproximacién parébolica solo permite describir un proceso de
difusién en una solucién sélida, bien adentro de la espinodal, cuando las variaciones locales
de composicidén son pequeifias.

Con un potencial @ dado en la aproximaci6n parabdlica por la ecuacién (12) es
posible dar a la ecuacidn (4) la forma siguiente (2)(3):

Dc-m™ [(f“+ 2 (yzzY)Vzc—sz‘ch (13)

Dt N

donde N es el nimero de 4tomos del material por unidad de volumen, También:

D ='5[(1 +2M2%y, V 2¢-2 X V‘ﬂ (131
'bt f11 £

V 4c representa las derivadas cuartas de la composicién respecto de las coordenadas
espaciales y, de acuerdo a la definici6n usual (12)(13)(14):

~
D=M fn (14)

Ny

es el coeficiente de interdifusién., Por brevedad hemos llamado f'' a f'*(co).

Las ecuaciones (13) o (13!) suelen llamarse ecuacidén de difusién de Cahn.
Ellas difieren de la ecuaci6én de difusién usual:

Ve =D Vzc (15)

en dos términos adicionales: uno que corresponde a la contribucién eldstica 2 2 Y,
yelotro 2 20 V 4e que corresponde a la contribucién interfacial. Estos términos
son importantes cuando se consideran modulaciones en la composicién que se extiendan
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sobre distancias del orden de un centenar de espaciados interatémicos. En las experien-
cias corrientes de difusiéh cuando se estudia, por ejemplo, la penetracién de un metal en
otro, las distancias de penetracién suelen ser mucho més grandes y, en consecuencia, los
gradientes de composicién son suficientemente pequefios para que solo sea importante el
término V 2¢, En el caso de la difusién corriente, por lo tanto, los términos introduci-
dos por Cahn pueden despreciarse. Ellos desempeiian, por el contrario, un papel muy im-
portante cuando se consideran distancias de difusién pequefias.

I.3.1 Resolucion de 1a_ecuacidn de Cahn

El haber adoptado la aproximacién parabélica posibilita la resolucién analitica
de la ecuacién (13). Ella es una ecuacién diferencial en derivadas parciales lineal, es
decir, los coeficientes no dependen de la composicién. Esto es cierto para JC , puede
aceptarse para 2y pero solamente es cierto para f'' si admitimos que f(c) es una
pardbola. Sin esta aproximacién, el potencia @ estaria dado por la expresién (11) e
intervendrfan en la ecuaci6én de difusién términos no lineales, lo que en la hora actual
hace impensable un intento de resolverla analfticamente. Si la ecuacién es lineal, ella
puede resolverse, pero debe tenerse permanentemente presente que la solucién seré
vélida en tanto y en cuanto sea vélida la aproximacién parabélica. Vale decir, las solu-
ciones que encontremos permitirdn describir las etapas iniciales -pequefias variaciones
locales de composicién- de la separacién de fases en una solucién sélida francamente
dentro de la espinodal.

Considerando entonces lineal a la ecuacién (13) o (13') ella puede resolverse
por el método de Fourier. Este consiste en considerar a la variacién local de composi-
cién c(f‘: t) - ¢o, como una suma de ondas sinusoidales de amplitud A(E: t) y vector de
onda kK de la forma:

o(T, t) - ¢ =f A (K, t) exp (ik . T) dk (16)
Vk

-y
Las amplitudes A(k, t) estdn dadas por la transformada inversa de (16)

AR = 1 [c(i’, t) - coJ exp (-if. T) ar Qan
2 v

Si podemos encontrar una solucién para las amplitudes A(-l:, t), la linealidad de la ecua-
cién permite hallar la soluci6én para c('r", t) - ¢, mediante la suma (16). Calculemos en-
tonces la transformada de Fourier de ambos miembros de (13'). Utilizando (17) y te-
niendo en cuenta la relacion:

Vnc = | (0™ AR exp (k. T) dk (18)

con su inversa

(k" A (K t)= 1 jvnc . exp (-ik.T)dF (18")
2m
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resulta fnalmente que la transformada de la ecuacién (13') vale:

3%('1'2 t) =—5k2E1 + 22 12 T Ak vy (19)
t fll fll

y poniendo R(k) = —T)E1+2 'VzY + 2 XK2 )]k2 (20)
f'l f!'

-
resulta finalmente que A(k.t) satisface a la ecuacién diferencial ordinaria:

Qa® ot -RMAE Y (21)
a t
cuya solucidn es
A ) =4 o) exp[ Rt (22)

Vale decir, a temperatura constante dentro de la espinodal, las variaciones
locales de composicién son una superposicién de ondas sinusoidales de longitud de onda
I\ talquelk| =2 Tl /. , cuyas amplitudes varfan en funci6n del tiempo de acuerdo
a la ley (22) determinada por el factor de amplificacién R(k). Este, de acuerdo a (14),
puede escribirse también:

R(k)= -M  (f''+ 2 [?2Y+2 L k2) k2 (22"
Ny

Toda onda para la cual R(k) sea positivo, su amplitud creceri en funcién del
tiempo; por el contrario, aquéllas ondas para las cuales R(k) sea negativo decaen y termi-
nan por desaparecer del espectro; R(k) = 0 corresponde a una onda cuya amplitud es cons-
tante en el tiempo. En la Fig.3 hemos representado al factor de amplificacién R en fun-
cién del vector de onda k y queremos discutir ahora sus principales caracteristicas.

De acuerdo a la ecuacidn (22') la condicidén para que las amplitudes crezcan
en funcién del tiempo estd dada por:

fre +2 fYZzY+z:.ck2 <0 (23)

En los sistemas en que se produce la segregacién de una fase, X es
positivo (2), por lo tanto la desigualdad (23) solo puede verificarse si se satisfacen las
condiciones:

frr + 2 tYZZY < 0 (24)
f"+2/Yl2Y >2 X2 (24")
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Figura 3 (a)

El factor de amplificacidn R (k) en funci8n del nimero de
onda. El mdximo corrésponde a la onda privilegiada cuya ampl i
tud crece con tiempo m8s rdpido que la de las demBs. R (kc) = 0
corresponde a la onda de ampl.itud constante en el tiempo.

- e2n* Y/F]
o BLic2q

I~

T ———— Pandiente =:%5
K
'/\R"
Fig} 3 (b)

Varitci6n del coeficiente de difusidn D (k) asociado con
cada componente de Fourier, en funcidn del cuadrado del nime
ro de onda. El valor extrapolado al origen (k = 0; A =) coin

cide, a menos del té&rmino ellstico, con el coeficiente de in-
. « &P
terdifusidn.
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En consecuencia, supuesta satisfecha la desigualdad (24), solamente crecerdn
las amplitudes de las ondas cuyo vector de onda sea menor que un cierto valor k,, al que
llamaremos valor critico tal que:

kzc =+ 292y (25)
pd

Todas las ondas con vector de onda k > k¢ tendrdn amplitudes decrecientes en
funci6n del tiempo, mientras que a la onda para la cual k = k, corresponderd R(k) = 0 y,
en consecuencia, su amplitud serd constante en el tiempo (cf. Fig.3a.

Si la desigualdad (23) no se satisface sino que

frt + 2 crzzY)o (26)

no podri existir ninguna onda cuya amplitud crezca con el tiempo: toda variacién de com-~
posicién tender4 a atenuarse, y la solucién sélida permanecerd homogénea. Vale decir que
la condicién

f"+2‘1’(2Y=0 (27)

es la que separa las dos situaciones posibles: descomposicién espontinea y permanencia
en el estado homogéneo metastable. Luego, la condicién (27) reemplaza ahora a la condi-
cién espinodal f'' = 0, El lugar de los puntos definidos por la ecuacién (27) en un diagrama
de equilibrio (¢, T) se conoce como espinodal coherente reservdndose para la curva espi-
nodal definida anteriormente el nombre de espinodal quimica.

Si se calcula la derivada b R(k)/ B k se halla facilmente que existe un
valor kpy = kg /\/-5 para el cual R(k) es miximo, Esto significa que existird una onda
"privilegiada" cuya amplitud en funcién del tiempo creceri més ripidamente que la de
todas las otras ondas.

En la Fig.3b hemos representado la cantidad D¢k) = R (k)/kz, a la que en lo
sucesivo llamaremos coeficiente de difusién de la componente de nimero de onda k, en
funcién de k2, De acuerdo a la expresién (20 ) es una recta cuya ordenada al dff’g“en vale
-D1 +2 2 Y/ £'') y cuya pendiente es -23C /f'', Para k = 0 (longitud de onda infinita),
D(k) coincide con el coeficiente de interdifusién a menos del término-eldstico; ésta es una
manera de decir que cuando las distancias de difusién se hacen muy grandes, el efecto de
la contribucidn interfacial es despreciable.

Por razones que se haridn evidentes méis adelante, conviene definir la cantidad
(cf. ecuacién@2))

1(€t>=\A<Et)‘2=I(f<”?o>exp[2R(k)t1 (28)

a la que llamaremos intensidad de la componente de vector de onda K. En la Fig.4 se
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ha representado esquemiticamente la distribucién de intensidades en funcién de los ntme-
ros de onda k para distintos tiempos de envejecimiento a una cierta temperatura, La curva
I (k, 0) corresponde al estado inicial. El m4ximo de las curvas, en el valor k,, del ntmero
de onda, donde se observa la méxima velocidad de crecimiento de la intensidad con el tiem-
po, corresponde obviamente al valor méiximo de R(k). En el valor k. del nimero de onda
todas las curvas se cortan, es decir, a ese valor corresponde un valor de la intensidad
independiente del tiempo; en ese punto R(k,) = 0. Obviamente pudo hacerse esta discusién
en términos de amplitudes pero hemos preferido utilizar las intensidades para facilitar la
comparacion con la experiencia (parrafo III) y con la teoria de Cook que veremos enseguida.

Antes de terminar con esta revisién de la teoria de Cahn, conviene insistir en
que esa teorfa ha sido formulada para un medio continuo, Esto es perfectamente admisible
en los sistemas que presentan separacién de fases pues X es positivo y, de acuerdo a
las expresiones (24)(24')(25) toda onda cuyo nimero de onda sea tal que k > k. decrece con
el tiempo; es decir, las ondas con grandes vectores de onda que corresponden a longitudes
de ondas pequefias (del orden del espaciado interatémico), tienden a desaparecer del espec-
tro. Cuando JC es negativo, lo que ocurre en sistemas con tendencia al ordenamiento de
corto alcance, ésto no es méis cierto y es necesario utilizar una teorfa que haga intervenir
la naturaleza discreta de las redes cristalinas. Este problema ser4 tratado en el parrafo
1.6,

II.4 Descomposicién espinodal y nucleacién y crecimiento

Consideremos nuevamente la expresién (1) que da, en primera aproximacién, la
variacién S f de la energfia libre cuando en el sistema se produce una variacién infinitesimal
de composicién, Para una solucién sélida a una temperatura Ty (Fig.1) que se halla den-
tro de la curva de equilibrio pero fuera de la espinodal f'' 3» 0; por lo tanto, toda variacidn
infinitesimal de composicidn tiende a atenuarse ya que ella provoca un aumento en la ener-
gla libre. Sin embargo, cuando la variacién de composicién es suficientemente grande, la
primera aproximacién (1) ya no es més vilida y, considerando ulteriores aproximaciones,
puede ocurrir que variaciones suficientemente grandes de la composicién produzcan una
disminucioén de la energia libre. La energla libre de la mezcla de fases es entonces infe~
rior a la de la solucién sélida homogénea y asl el sistema se descompone en dos fases de
composicién c' y otra de composicién c'! (Fig.1). Ambas composiciones estidn definidas
por la posicién de los minimos de la curva f(c). Vale decir, dentro de la curva de equili-
brio, pero fuera de la espinodal, el sistema es estable respecto de pequefias variaciones
de composicién, pero es inestable y se descompone en dos fases cuando las variaciones
son suficientemente grandes. Este es el bien conocido mecanismo de nucleacion y creci-
miento (12)(13).

La ecuacién de difusién de Cahn no puede en modo alguno prever una descom-
posicidn por nucleacién y crecimiento ya que un proceso de este tipo no satisface a las dos
condiciones esenciales que hacen posible utilizar la aproximacién parabdlica y, en conse-
cuencia, tener una ecuacién diferencial lineal. Esas dos condiciones son: a)las variaciones
de composicién deben ser pequefias (la descomposicién por nucleacidn y crecimiente se
lleva a cabo sélo si las variaciones de composicién son suficientemente grandes); b) que
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Intensidad de las componentss de Fourier en funcidn del nimero de onda
para distintos tiempos de envejecimiento isotermo tal como lo prevé la
teoria de Cahn. Debe notarse que la intensidad del miximo crece mids ré
pidamente que las que corresponden a otros nUmeros de onda; el punto de
entrecruzamiento para k = k_ corresponde al R(k) = 0, es decir, una in
tensidad que no varfa en elctiempo.
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(a) (b) (c)
Figura 5
El pasaje de la posicidn (a) a la posicibn mds estable (c) requie

re una perturbacibén suficientemente grande para pasar la posicidn
intermedia (b)

/
) (b)

Figura 6

(a

El pasaje de la posicidn (a) a la posicidn (c) exige, como en el
caso de la figura 5, una perturbacibn que haga pasar al cuerpo

. . ) i
por la posicibn (b); esta vez, sin embargo, la magnitud de la per
turbacidn es menor.

(a)

Figura 7

El sistema es aqul totalmente inestable y pasa de la posicidn (a)
a la (c) con una perturbacidn infinitamente pequefia. Esto no es si
no un caso limite del de la figura 6.
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el sistema se encuentre francamente dentro de la espinodal (la nucleacién y crecimiento

se produce fuera de la espinodal) No es de extrafiar entonces que las previsiones de la
teorfa de Cahn para la nucleacién y crecimiento no sean realistas. Fuera de la espinodal
coherente dada por la ecuacién (27), lo Gnico que prevé esa teorfa es que cualquier compo-
nente de Fourier de la composicién tiende a decaer y por lo tanto la solucién sélida perma-
nece homogénea.

La imposibilidad de describir la nucleacién y crecimiento con la teoria de
Cahn, sin embargo, deriva de algo mucho mis profundo desde el punto de vista fIsico que
la mera aproximacién matemética que ha permitido encontrar una solucién analitica de la
ecuacion de difusién. Si consideramos, en lugar de la ecuacién lineal (13), la ecuacién de
continuidad (4), con toda su generalidad y suponiendo que pudiésemos resolverla, tampoco
podriamos describir con su solucién una separacién de fases por nucleacién y crecimiento.
Esta dltima afirmacién, que justificaremos en un momento, méis todo el tratamiento espe-
cial (incluyendo una definicién !) que hemos dado a la descomposicidén espinodal parece
conducir a la idea de que estamos en presencia de un nuevo tipo de transformacién de fase,
distinto de todo lo conocido. Apresurémonos a decir que ésto no es cierto. Lo particular
es el tratamiento matemaéitico de la transformacién., Olvidemos entonces por un momento
la matemaitica y concentremos nuestra atencién en el proceso fisico de la descomposicién
a través de una analogia mecédnica utilizada por Cahn (1). Nosotros usaremos esa analogla
para encontrar los elementos comunes entre la descomposicién espinodal y una separacién
de fases por nucleacién y crecimiento.

El cuerpo de la Fig.5(a) estd en un estado de equilibrio metastable; para que
él pase a la posicién de equilibrio 5(c), de menor energia que 5(a), se requiere una pertur-
bacidén suficientemente grande para que  pase por una posicién tal como 5(b). De lo con-
trario, el cuerpo tiende a volver a la posicién metastable 5(a). Consideremos ahora un
cuerpo como el de la Fig.6: para llevarlo de la posicién metastable 6(a) a la posicién méis
estable 6(c) se requiere, como en el caso anterior, una perturbacién que lo haga pasar
por la posicién 6(b). Esta perturbacién, necesaria para llevar el cuerpo de la posicién
6(a) a la 6(c) es mis pequeiia que en el caso de la Fig.4, simplemente debido a las carac-
teristicas del cuerpo que hemos representado. Podemos imaginar ahora un caso limite
en el cual la base de apoyo del cuerpo de la Fig.6 se transforma en un punto (Fig.7). En
este caso, el cuerpo en la posicién 7(a) es completamente inestable y ante una perturba-
cidén infinitamente pequeiia pasa a la posicién estable 7(b). Las situaciones que hemos
esquematizado difieren esencialmente en la forma de pasaje de un estado metastable a un
estado de menor energfa: en la Fig.5 se requiere una perturbaci6n de cierta magnitud;
en la Fig.6 la magnitud de la perturbacidon requerida es menor y en el caso limite de la
Fig.7 dicha magnitud tiende a cero. Es decir, que entre la situacién de la Fig.4 y la de
la Fig.6 no hay una diferencia cualitativa: la diferencia es esencialmente cuantitativa.

No es diffcil encontrar la analogia entre los casos que acabamos de analizar
con la descomposicion en dos fases de una solucién sélida. La situacién de la Fig.5 es
" la contraparte de una descomposicién por nucleacién y crecimiento: en ambos casos se
requiere una perturbacidén de cierta magnitud para pasar de un estado metastable a otro
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de menor energia, La Fig.7 corresponde al caso de la descomposicién espinodal: el
sistema es inestable ante perturbaciones infinitamente pequefias. Como en el caso de
los cuerpos, la diferencia entre ambos tipos de descomposicién es esencialmente la
magnitud de la variacién de composicién necesaria para provocar la separacién endos
fases.

La descomposicién espinodal aparece asi como un caso Iimite de la nuclea
cién y crecimiento, En otras palabras ambos son casos extremos de la misma cosa: no
hay una diferencia cualitativa franca entre las dos maneras de descomposicién en dos
fases. Dada las caracteristicas del caso limite al que hemos llamadn descomposicién
espinodal. él se presta para ser descripto por una formulacién matemédtica sencilla: la
ecuacion diferencial lineal de Cahn,

Sin embargo, la aparentemente tan franca diferenciacién entre descompo-
sici6n espinodal y descomposicién por nucleacién y crecimiento tiene su origen no solo
en una descripcién matemaitica diferente., Hay en la teorfa, ademis, una falencia de
orden fisico: permanentemente se ha considerado a la solucién sélida como un sistema
inicialmente estitico al cual introducfamos en alguna forma una variacién de composi-
cidn; a partir de ésta el sistema se descomponia en dos fases sea por nucleaci6én y cre-
cimiento sea por un mecanismo espinodal. Esto obviamente no configura una situacién
real. Es bien sabido que los dtomos que componen el material estin en continuo movi-
miento debido a la energfa térmica. Como consecuencia de esos movimientos permanen-
temente se forman y se destruyen agrupaciones de dtomos soluto constituyendo fluctua-
ciones locales en la composicidén. Dentro de la espinodal, esas fluctuaciones son mis
que suficientes para producir la descomposicién., Fuera de la espinodal ellas pueden
llegar a tener la magnitud necesaria para constituir nicleos de la nueva fase, que sean
capaces de crecer. La existencia de estas fluctuaciones, que constituyen en general un
elemento fundamental de la fisica de las transiciones de fase, no ha sido tenido en cuen-
ta en ninglin momento y nos ocuparemos en el parrafo siguiente de introducirlo en la
ecuacidén de continuidad.

m4.1 Efectos de las fluctuaciones

Sea la solucién sélida binaria que hemos venido considerando hasta ahora,
A una temperatura suficientemente alta, en equilibrio, el gradiente del potencial quimi-
co generalizado es nulo y en consecuencia (ecuacidn (3) ) resulta

J=-M{Y 9 =0 (29)

Es decir, el flujo de 4tomos soluto es nulo. En realidad, ésto no es cierto sino que
permanentemente existe un flujo fluctuante debido a la energla térmica mediante el
cual se producen las fluctuaciones locales de composicién. Cook ha tenido en cuenta
este flujo fluctuante incorporindolo a la ecuacién de continuidad a través de un término
suplementario. En la expresion corriente de esa ecuacién de continuidad, un término
suplementario a los ya escritos en (2) aparece como un "término de fuente'". Para
introducir este término se ha considerado que el flujo' tOtal?vale
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T-MmMVo2+7 (30)

-
donde j es el flujo fluctuante al cual puede considerarse como derivando de un potencial
g(?, t) tal que -j°= - v g(i’, t). En esas condiciones la ecuacién de continuidad (4) se es-
cribe:

Qc -m {20+ (2¢ (31)
ot

Esta ecuaci6n (31) puede describir tanto la nucleacién como la descomposi-
ci6n espinodal, pues, a diferencia de la ecuacidén de continuidad (4) planteada anterior-
mente, ella contiene el término que tiene en cuenta las fluctuaciones sin las cuales no
es posible explicar la nucleacién. Esta ecuaci6én unifica pues la idea de descomposici6én
espinodal y descomposicién por nucleacién y crecimiento. Si pudiera hallarse una solu-
ci6n de la ecuacibn (31) podrfamos encontrar una funcién que describiera analfticamente la
separacién de fases independientemente de la zona del diagrama de equilibrio en que se
encuentre el sistema. Lamentablemente no es posible encontrar esa soluci6n. Para con-
siderar cualquier tipo de variaci6n de composicién debiéramos utilizar una expresién para
el potencial qufmico generalizado del tipo de (11) la cual contiene términos cuadraticos
y clbicos en la composicién . Esto de por si imposibilita el tratamiento de la ecuacién
diferencial en el estado actual de la matemética. Ademé4s es necesario evaluar el poten-
cial fluctuante el cual no es conocido. En estas condiciones, el hecho de haber encontrado
una ecuacién que, en principio, permitirfa tratar la descomposici6én en dos fases no sirve
para mucho. Puede intentarse, sin embargo, como antes, una simplificacién que conduz-
ca a una solucibn analftica.

Cook (7) ha considerado el caso de la descomposicién espinodal el cual puede
ser tratado con la aproximaci6n parabélica. Si se introduce en la ecuaci6n (31) el poten-
cial calculado en esa aproximacibén (ecuacién (11) ), se llega, obviamente, a la ecuacién
de Cahn, solo que ahora hay un término suplementario que tiene en cuenta las fluctuacio-
nes:

Do ='f;[(1+2 Mm2y) vzc—zx 4 +V2g (32)
Dt ft frt -

m——
~.,

obtenerse,de la manera que ya se hizo con la ecuacuacién de Cahn, la expresién SLgulente. ~

AR, ) = R(E&A®, t)- k2G (K, t) (33)
ot

E,)sta ecuacibn solo difiere de la (21), solucién de la ecuaci6én de Cahn sen el térmlno

k G(k t) donde G(R, t) es la transformada de Fourier del potencial fluctuante g (r 1),
el cual no es conocido. Sin embargo, Cook hizo notar que la teorfa de Landau para las
fluctuaciones alrededor del punto critico (10) permite evaluar el cuadrado de las compo-
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nentes de Fourier de las fluctuaciones en funci6n de la temperatura absoluta del sistema
y de su energfa libre. Para introducir este resultado de la teorfa de Landau es necesario
entonces utilizar en nuestras expresiones no ya las amplitudes A(R, t) de las componentes
de Fourier de la composiddn sino las intensidades I (1?, t)y= A (k, t) en términos de
las cuales, Cook ha podido deducir la siguiente ecuacién (7)(8)

al(k,t) = D k> [I(i:,t)(f'wz'?(Zwa, kz) - kg T ] (34)
Dt 1t L)L cg(l-cp)

donde kp es la constante de Boltzman, .{) es el volumen atémico medio de los componen-
tes de la solucién s6lida y el resto de las cantidades ya ha sido definido.

Consideremos en el diagrama de la Fig. 1(a) una solucién s6lida en equilibrio
a una temperatura T, por arriba de la curva de separaci6n de fases. En ese caso la curva
f (c) es una "U" c6ncava hacia arriba (16) con lo que f*! } 0. Entonces, de acuerdo a (26)
y (23) R(k) es negativo y en consecuencia, I (k,t)=» 0 para todo k.

Para un estado de equilibrio en el que no hay variaciones en el sistema:

’h Ik, t) =0 (35)
B t
en consecuencia, la ecuacién de Cook para ese estado de equilibrio a la temperatura Ty
conduce a:

{Qeoi-eg [1+2 ¢72Y+ 2 ¢ k?] {0

Vale decir, cuando la ecuaci6n de Cahn prevé homogeneidad total, I (k,t)= 0, la ecuacibn
de Cook, al tener en cuenta las fluctuaciones al azar debidas a la energfa térmica, prevé
una intensidad que sigue una ley de la forma kBT/(a + bk?‘) a la que suele denominarse ley
de Ornstein-Zernicke.

I(k, equilibrio) = L (k) = (36)

Si consideramos ahora a la misma solucién s6lida a una temperatura T9 més
baja que T pero manteniéndonos siempre en la misma zona del diagrama, en el equilibrio
se tendré una intensidad Ly(k) de la misma forma que L (k) (Fig.8). Si enfriamos muy r4-
pidamente de Ty a Ty, la ecuacién (34 ) permite calcular como variar4 la intensidad para
pasar de la intensidad de equilibrio Lq(k) a la intensidad de equilibrio Ly(k). El resultado
de ese cilculo esti representado en la Fig.8 y las principales caracterfsticas de la varia-
ci6n de intensidades son las siguientes: 1) existe un valor de la intensidad que no varfa en
el tiempo; 2) hay un valor ky, para el cual la variaciénde intensidad es méxima. Este valor
se desplaza hacia los pequeiios valores del vector de onda hasta que, finalmente, el miximo
esti en el origen, es decir, se ha alcanzado el equilibrio eI (k,t) = Lg (k). Vale decir, al
pasar de una a otra temperatura, la consideraci6n de las fluctuaciones por la ecuacién de
Cook hace prever una variacién de intensidad para los distintos vectores de onda, cuyas
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(adaptada de la referencia (8))

Variacidn de la intensidad de las componentes de las fluctuacio~
nes fuera de la espinodal tal como puede evaluarse a partir de la
ccuacidn (34). Cuando el sistema pasa r8pidamente de la temperatu
ra Ty a otra temperatura m8s baja Ty Ly (k) tiende a L2 (k) siguien
do el comportamiento indicado por las cuatro curvas intermedias en
tre esas dos funciones. El comportamiento es parecido al que prevé
la teorfa de Cahn dentro de la espinodal (cf. figura 4).
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caracterfsticas son muy parecidas a las nrevistas por la teorfa de Cahn para la variacién
de intensidades dentro de la espinodal (cf. pdrrafo II.3. 1). En la regi6n del diagrama de

equilibrio que estamos considerando (por arriba del Ifmite de fases) R(k) es siempre nega~
tivo y la teorfa de Cahn solo prevé intensidad nula para todo k.

Consideremos ahora el pasaje desde una temperatura T; a una temperatura
Tg4, dentro del lfmite de fases pero fuera de la espinodal. La intensidad L, tiende a pasar
a la intensidad L3 de la misma manera que pasaba de L; a L,. Sin embargo ahora las
fluctuaciones se acentian y pueden formarse nficleos de la fase que se separa; y esta des-
cripci6n deja de ser vilida cuando las intensidades son considerables y empieza el fenéme
no de coalescencia de los nicleos pues para ese caso la aproximacién parab6blica no es su-
ficiente sino que se requiere la consideracifn de términos no lineales en el potencial. De
todos modos, lo que resulta importante es que la ecuacién de Cook prevé para la descompo
sici6n fuera de la espinodal un comportamiento de las intensidades parecido al de las in-
tensidades dentro de la espinodal. Este resultado fundamental de Cook estd de acuerdo
con nuestro razonamiento acerca de la similitud cualitativa entre la descomposicién espi-
nodal y la descomposicién por nucleacién y crecimiento. Dicho resultado, por otra parte,
era imprevisible a partir de la teorfa de Cahn.

Queda por analizar, finalmente, cdmo se modifican las previsiones de la
teorfa de Cahn para la descomposicién dentro de la espinodal cuando se toman en cuenta
las fluctuaciones. Consideremos para &sto una solucién s6lida a la temperatura T, tal que
al enfriarse "caiga" dentro de la espinodal. Cuando se produce el enfriamiento, por répido
que éste sea, la solucién s6lida empezari a descomponerse en el mismo momento que ella
atraviesa la espinodal y 1lega a la temperaiura To, a la cual se observari el envejecimien
to, con una distribucién de intensidades I (k, 0): esta distribucién esti prevista por la teorfa
de Cahn y ha sido estimada por Houston, Cahn y Hilliard (17) como lo veremos enseguida.
Pero si se consideran las fluctuaciones, a I (k, 0) se le superpone otro efecto, no previsto
por Cahn: existird un transitorio en el cual la intensidad originada en las fluctuaciones
variaré desde el valor Lj(k) que corresponde a la temperatura T, hasta el valor que corres
ponde a la temperatura de envejecimiento T,; esta vez, sin embargo, la funcién L(k) tiene
una forma mA4s complicada que en los casos analizados anteriormente. En éstos, el deno-
minador de L(k) era siempre positivo, pero dentro de la espinodal, ese denominador es
negativo para valores de k £ k., es nulo cuando k =k _ y es positivo para k > kg (cf.
ecuaciones (24)(24')(25) ). Vale decir, L(k) tiene una rama negativa que tiende a -
para k =k; en este mismo punto nace , por otra parte, una rama positiva desde + © a
cual se extiende hacia los grandes valores del nfimero de onda. En la Fig.9 se ha repre-
sentado la funcién L(k). Ella es constante en el tiempo y, en consecuencia, dentro de la
espinodal la variaci6n de las intensidades en funcién del tiempo de envejecimiento isoter-
mo no es ya la prevista por la teorfa de Cahn (ecuacidn (28) ) sino:

N [1(1?, 0) - L(k) _\ eXpL 2 R(t| + L(k) (37)

esta funci6n es solucibén de la ecuacién ( 34 ). Resulta, pues, que la ley de variacién de
las intensidades de las ondas de composicién prevista por la teorfa de Cahn (ecuacién (28))
es una aproximacién de la ecuaci6n (37) cuando L(k) (( I(k,0). Llegamos asf a una



situacién un tanto contradictoria: la teorfa de Cahn es véilida en las primeras etapas de la
descomposicién porque las amplitudes de las ondas son pequefias y, por lo tanto, se justifica
la aproximaci6n parab6lica; sin embargo, si esas amplitudes son pequefias no puede des-
preciarse el efecto de las fluctuaciones que esti siempre presente y las leyes deducidas
por Cahn no son aplicables, al menos en su forma original.

La Fig.9 muestra esqueméticamente un conjunto de curvas de intensidad en
funci6n del ndmero de ondas para varios tiempos de envejecimiento. Esta figura y la
ecuacibn (37) permiten establecer que el efecto de las fluctuaciones no es francamente per
ceptible en una mera inspeccién de las curvas de intensidad: éstas presentan un méximo
para un cierto valor ky, del nimero de onda en el cual se observa la méxima velocidad de
crecimiento; se observa un punto de entrecruzamiento de las curvas en el cual la intensi-
dad no varfa con el tiempo. Vale decir, hay un comportamiento muy semejante al previsto
por la teorfa de Cahn. Las diferencias se manifiestan cuando se hace un anilisis mé4s de-
tallado. De acuerdo a la teorfa de Cahn, en efecto, la intensidad de cada componente de
Fourier crece exponencialmente con el tiempo; al considerar las fluctuaciones, lo que
crece exponencialmente es la diferencial I(k, t) - L(kﬁ. En la teorfa de Cahn se prevé un
ndmero de onda ky, para el cual la intensidad crece con mixima velocidad y un ndmero de
onda k, para el que la intensidad no depende del tiempo (es el punto de entrecruzamiento
de las curvas de la Fig. 4), existiendo la relaci6n kc/km = \/9_2; si se consideran las
fluctuaciones se mantiene todo lo relativo a 12 onda de mixima velocidad de crecimiento,
pero no hay un punto de entrecruzamiento definido para k = kc pues cuando k —» kc’ cier-
tamente R(k)-»> 0 pero L(k) tiende ripidamente a + QO con lo que la superposici6n de
los efectos de la descomposicién y de las fluctuaciones no presenta un punto Gnico de en-
trecruzamiento en k,. Existe, en cambio, un ndmero de onda kot > Kk, en el cual la in-
tensidad es constante: para ese valor I (k ,, 0) = L(k.) y, en consecuencia desaparece
de la ecuaci6n (37) el término con dependencia temporal. Esta vez kct/km >V 2.

11.5 Descomposici6én a temperatura variable

En el parrafo II.1 hidmos una larga discusi6én para ejemplificar el tipo de
fases metastables de cuya existencia depende la validez de todo el tratamiento que estamos
presentando. La retencién del sistema es un estado metastable para el desarrollo de esas
fases se hace por un proceso de templado entre una temperatura inicial suficientemente
alta y la temperatura a la que se observari la descomposicién. Las caracterfsticas del
estado retenido se4 la consecuencia de las transformaciones ocurridas durante el enfria-
miento que siempre toma un tiempo finito.

Dado que los resultados presentados hasta ahora se han obtenido consideran-
do constante la temperatura del sistema, ellos no pueden ser usado directamente para des-
cribir las transformaciones ocurridas a temperatura variable. Esta, sin embargo, debe
considerarse para lograr cierto entendimiento del estado retenido, el cual constituye el
estado inicial de la descomposicién isoterma que hemos tratado hasta ahora. Trataremos
entonces de extender los resultados de la teorfa, para el caso de la descomposicién a tem-
peratura variable. Procederemos en dos pasos: primero indicaremos los resultados de
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Efectos de las fluctuaciones dentro de la espinodal. La funcin
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Houston, Cahn y Hilliard (17), que no son sino una extensién de la teorfa de Cahn y, poste-
riormente, analizaremos los efectos de las fluctuaciones de acuerdo a la teorfa de Cook

(71(8).

II.5.1 Descomposicién espinodal a temperatura a temperatura variable segtn
Houston, Cahn y Hilliard (17)

Para describir la descomposicién espinodal a temperatura variable con la
ecuacién de Cahn (13) es necesario tener en cuenta que los coeficientes constantes de dicha
ecuaci6n pasan a ser ahora variables con la temperatura. Houston, Cahn y Hilliard demos-
traron que esa dependencia no altera las caracteristicas esenciales de las soluciones de
dicha ecuaci6n y, en consecuencia, la descomposicién puede describirse por el crecimien-
to de ondas sinusoidales de composicién. Esta vez, sin embargo, las amplitudes vienen
dadas por la expresién:

T
Ak,T) = A(k,Tk) exp - M(T) k2 [f"(T) + 2 rlzzY + 2% kz] dT } (38)
Ty N (dT/dt)

donde dT/dt es la velocidad de enfriamiento y Ty es la temperatura a la cual la onda de
vector de onda k se hace inestable y, en consecuencia su amplitud comienza a variar. Por
lo tanto Ty es la temperatura a la cual se verifica:

£1(Ty) + 2 'YLZY+ 2 C k2= 0 (39)

Para calcular la integral de (38) es necesario, ante todo, establecer las leyes
de variaci6n de los pardmetros que en ella intervienen con la temperatura. Houston, Cahn
y Hilliard admitieron que 2Y y A son constantes con la temperatura o al menos que
esa variaci6n es despreciable frente a la de f''(T) y M(T). Para f'* se supuso que la varia-
ci6n puede representarse por los dos primeros términos de un desarrollo en serie de Taylor
alrededor de T) de la forma:

PYTIRS £Y(Ty) - (T - Ty) 8" (Ty) (40)
donde s'' es la derivada segunda de la soluci6n sélida por unidad de volumen.

Para M(T) vale la expresi6n:

M(T) = co (1 - co) { coDg + (1 - co) D3 ] (41)
kpT

donde los D* son los coeficientes de autodifusién de los componentes de la solucién sélida.
Para una composicién dada y un rango de temperaturas no demasiado extendido vale la ex-
presibn

cD} + (1-c) DX = D% exp [_ ~(Ef+ Em) / kBTl (42)



donde D§ es el promedio pesado de los factores de frecuencia de los coeficientes de auto
difusi6én, Ef y Ey, las energfas de formacién de una vacancia y de movimiento de las
mismas respectivamente en la soluci6n s6lida considerada (12)(13)(14). Cabe aclarar que
la ecuacibn anterior es vilida solamente si las vacancias estfn en equilibrio. Si el enfria
miento es un templado suficientemente rapido desde una cierta temperatura Ty, a la tem-
peratura T, puede admitirse que se han retenido todas las vacancias en equilibrio a la
temperatura T}, y en lugar de (42) se debe escribir:

CDE + (1-¢)D} = D* exp (-Ef/kpTy) exp ( (-Em/kBT) (42"

Es necesario, finalmente, establecer la ley de enfriamiento para poder eva-
luar la velocidad dT/dt. Para ésta se ha supuesto una ley de la forma:

AT/Th) = Q(T/Typ)" (43)
dt

donde n y Q son constantes empfricas que se determinan a partir de la curva de enfria-
miento.

Con las leyes de variaci6én de los pardémetros (40)(41)(43), reemplazadas
(38) y un cambio de variables adecuado es posible expresar las amplitudes en la forma:

Ak, ) = Ak, By exp .\_ﬂ kz] (44)
Q
6 m [ Ax,®) 7= HI K2 (44")
En estas expresiones:
0 - xpr O = kaTy (45)
E E
con E = Em + Ef cuando la concentracién de vacancias sea siempre la que correspon-

de al equilibrio.

vy E=Em cuando se retiene durante el templado la concentracién de vacancias
en equilibrio a la temperatura Th

H = -cg(l-cg) D% s'" exp L-E*/kBT } (46)
NV kp
E*x=0 si la concentraci6n de vacancias es la que corresponde al equilibrio.
E* = Ef si la concentracién de vacancias a la temperatura Th se retiene

durante el templado.
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La integral (47) cuya evaluacién es imprescindible para estimar la variaci6n de
las distintas componentes de Fourier, puede calcularse en dos casos extremos:

a) el templado es suficientemente répido para que solo exista una descomposicién parcial
al final del mismo. En este caso el vector de onda k,,, que recibe la méxima amplificacién
estd dado por la expresibn:

k2 = - B3Es"/2kg X (1- By (48)

donde 9 g es el valor de la variable G definida en (45) que corresponde a la espinodal
coherente, es decir

MOy + 2 ’leY=0 (49)

y el resto de los parimetros ya ha sido definido. Lo importante a notar en la expresi6én
(48) es que la onda que experimenta la mixima amplificacién es independiente de los pari-
metros Q y n que definen la velocidad de enfriamiento (cf. ecuacién (43) ). Por otra parte,
puede demostrarse que dentro de esta aproximacién de templado r4pido la longitud de onda
que recibe mixima amplificacién es siempre pequeiia (inferior a la centena de espaciados
interatémicos); es decir la estructura que se genera por descomposicién espinodal durante
un templado répido es de pequefias dimensiones;

b) el templado es suficientemente lento para que toda la descomposicidn de la solucién s6-
lida se haya completado antes que el enfriamiento haya llegado a su fin. Evidentemente, no
deben en ninglin momento superarse las miximas variaciones de intensidad admisibles para
que la aproximacién parabblica siga siendo valida. En estas condiciones, puede hallarse
una aproximacién conveniente para la integral (47) y resulta que el nGmero de onda k., al
que corresponde la maxima amplificacién puede expresarse:

k, = CQl/6 (50)

donde C, en primera aproximacién, puede considerarse como una constante. Vale decir,
que el nGmero de onda al que corresponde mAxima amplificacién depende de la veloci-
dad inicial de enfriamiento Q como potencia 1/6, lo que significa que para velocidades de
enfriamiento pequefias, ese nimero de onda no tiene una dependencia muy marcada de la
velocidad de enfriamiento.

La Fig.10 resume los resultados encontrados: del lado izquierdo de la figura,
que corresponde a las pequefias velocidades de enfriamiento el logaritmo de k,,, es una
recta de pendiente 1/6. Las dos rectas han sido estimadas en dos situaciones: 1) en el curso
del enfriamiento ha existido permanentemente una concentracién de vacancias en equilibrio;
2) se han retenido a lo largo del enfriamiento todas las vacancias en equilibrio a la tempera-
tura de homogeneizacién Ty. En la porcién derecha de dicha figura, correspondiente a las
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altas velodicades de enfriamiento, se observa que k,, no varfa, de acuerdo con lo previsto
por la ecuaci6n (48). Las lineas punteadas corresponden a interpolacion entre los dos casos
extremos considerados.

En conclusién: la descomposicién espinodal durante el enfriamiento continuo
conduce a una distribuci6én de ondas de composicién cuyas caracterfsticas son similares a
las encontradas para la descomposicién a temperatura constante: existe una onda que expe-
rimenta una amplificacién mayor que las demés; el nitmero de onda que la caracteriza no
depende de la velocidad de enfriamiento si éste es muy répido y solo varfa lentamente con
dicha velocidad para los casos en que ella es pequeiia.

II.5.2 Efectos de las fluctuaciones

En realidad, los hechos principales que pueden deducirse de la consideracién
de las fluctuaciones en el curso de un enfriamiento ya han sido enumerados al tratar la
teorfa de Cook ( 7 ). La ecuacién a utilizar para describir el proceso de enfriamiento es
directamente (34) solo que es necesario introducir, como en el caso tratado por Houston,
Cahn y Hilliard, las leyes de variaci6n de los coeficientes M(T), f'' y la ley de enfriamiento
T(t):

2T * co(l-cp)

Esta ecuacién no puede resolverse en general. Recientemente Acuifia (18) ha encontrado una
solucién numérica particular en el caso de una aleacién Al-15%at. Zn templada con dos
velocidades de enfriamiento diferentes pero ambas lo suficientemente grandes para consi-

derar que todas las vacancias en equilibrio a altas temperaturas han sido retenidas durante

el templado. Acufia ha usado para D(T) la ley definida porlas ecuaciones (41) y (42') en las cuales
introdujo los datos deducidos de experiencias resistométricas para las energlas de formas

cibn y las energfas de movimiento de las vacancias y utilizahdo para f'* una ley lineal del

tipo (4).

0 Ik,T) =.2k2 D (T) {(f" + 2 "7ZY +2 X k%) I(k,T) - kBT ](dT/dt)"l (51)

Se ha podido obtener entonces, para el caso particular considerado, las funcio-
nes I (k) que representan la distribucién de intensidades de las distintas componentes de
Fourier en funcién del ntmero de onda en los estados retenidos por templado con dos leyes
de enfriamiento distintas. Las principales caracterfsticas de I (k) pueden resumirse en los
siguientes puntos:

1) existe un valor k,, del nmero de onda para el cual I (k) es méxima, es decir, existe
un valor del nidmero de onda para el cual la componente de Fourier correspondiente recibe
méxima amplificacién durante el enfriamiento

2) el valor final I(k,,)) de la intensidad de la componente que ha recibido méixima amplifica-
cién tiene una marcada dependencia de la ley de enfriamiento, aumentando cuando la veloci-
dad disminuye; k,,, por su parte, no se ve sensiblemente afectado.
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Variacibdn logarftmica del nGmero de onda correspondiente al mlxi

mo de amplificacidn en funcidn del logaritmo de la velocidad de ep
friamiento.

Para velocidades pequefias se ottiene una recta de pendiente [/6 ya
sea que se suponga un permanente equilibrio de vacancias durante el
enfriamiento, o bien que todas las vacancias en equilibrio a alta
temperatura han sido retenidas. Para grandes velocidades de enfria
miento km es constante de acuerdo a la ecuacidn 48. Las |Tneas pun-

teadas corresponden a una interpolacidn esquemdtica.



Estos resultados concuerdan en lo esencial con las previsiones de Houston,
Cahn y Hilliard. Acufia sefiala, sin embargo, que al tomar en cuenta las fluctuaciones apa-
rece un hecho no previsto por esos autores: existirfa un nGmero de onda para el cual la in-
tensidad correspondiente no depende de la temperatura.

e Difusién en un medio discreto

Hasta ahora hemos considerado una solucibén sSlida como un cuerpo continuo.
Ya se ha dicho en el parrafo II. 3. 2 que ésto es una excelente aproximacién en el caso de
sistemas con tendencia a la separaci6n de fases ya que s6lo entran en consideraci6n nGme-
ros de onda pequefios, es decir, '1ongitudes de onda considerablemente mayores que los es-
paciados interatémicos. ' ' i

El esquema continuo, sin embargo, deja de ser valido al considerar sistemas
con tendencia al orden de corto alcance. En este caso - suponiendo siempre una soluci6n
sb6lida binaria- los Atomos de ambos componentes tienden a distribuirse alternadamente en
sitios vecinos de la red cristalina. La probabilidad de encontrar 4tomos de uno de los com~-
ponentes en sitios sucesivos de la red, determinados a partir de un origen arbitrario, o
puede considerarse como parte positiva y negativa de la variacién de composicién respecto
de la composicién media. La periodicidad aproximada de esa variacién corresponde a lon-
gitudes de onda del orden del espaciado interatémico. En consecuencia, si se quiere des-
cribir un proceso de orden de corto alcance por una ecuacién de difusién, ésta debe tomar
en cuenta la naturaleza discreta del sélido.

No es prop6sito del presente artfculo tratar los fen6menos de orden de corto
alcance y, en principio, se pudo haber omitido el tratamiento de la difusién en un sélido
discreto. Cuando se consideran las fluctuaciones, sin embargo, es necesario tomar en
cuenta nimeros de onda relativamente grandes y la aproximaci6n del sélido por un continuo
puede perder parcialmente su validez.

El primer tratamiento en el cual se consider6 la red cristalina del sé6lido es
debido a M. Hillert (2)(3) quien, antes alin que Cahn publicara su primer trabajo sobre la
teorfa espinodal, habrfa analizado todos los fen6menos que pueden tener lugar por difusién
en una red monodimensional. El caricter esquemitico del tratamiento y la necesidad de
introducir un modelo de solucién regular como base termodinidmica del mismo resultaron
fuertemente limitativos. Recientemente, Cook, de Fontaine y Hilliard (4) combinaron el
esquema de Hillert con la teorfa de Cahn obteniendo una descripci6én analftica para las pri-
meras etapas de transformaciones de ordenamiento. El nuevo esquema, sin embargo, no
ha considerado las contribuciones elisticas a la energla libre, las cuales resultan mis
diffciles de evaluar en un modelo discreto

II.6.1 La teorfa de Cook, de Fontaine y Hilliard (4)

_ "Consideremos una solucién s6lida binaria cuyos 4tomos A y B ocupan los nodos
de una red ctbica cualquiera (cGbica simple, fcc, bee). Un nodo cualquiera de la red queda
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determinado por el vector Ty 1P9P3 al que brevemente designaremos por rp.
- -> —n b d b
r, = r = ag + a, + 52
p Py Py Pg P121 * Pgag * P3ag (52)

donde los vectores‘a‘l, = , ?E; definen los ejes de referencia cuyas direcciones coinciden
con la de los ejes de la celda. La composicién en el punto determinado por el vector T, se
define como c(p), la probabilidad de encontrar un 4tomo de uno de los componentes, B por
ejemplo, en el sitio definido por dicho vector.

Cook, de Fontaine y Hilliard plantearon una ecuacién de diferencias anéloga
a la ecuacibn diferencial de Cahn (13) la cual puede suponerse lineal en el caso en que las
variaciones de composicién sean pequefias. La solucién de esa composicién es de la forma:

e(p) ~cop= Z A(l?h) exp[iclzh . ?p] (53)
donde &, ;T{’lllhth =hz‘f7'(h1 By + hgby + hgb,) (54)
es un vector de la red reciproca de la red considerada definiéndose por las relaciones
== b, (55)
donde S jj es el sfmbolo de Kronecker 6 i = 0 para i ¥ j

6ij = 1l parai = j

A(T{’h,t) es solucién de una ecuacibén diferencial ordinaria de primer orden y tiene por ex-
presiodn:

- —
AR o = AfG, 0 ow | o 0w 1] (56)
donde A(k*h, 0) es la amplitud inicial de 1a evolucién y
D((kh) =- M [ 1t + 2 C K2 (k‘hﬂ K2(i5) (57)
Ny

M, Ny, f''y OC ya han sido definidos.

y Kz(kh) = __a}é__Zé[ 1 - cos (T{?l . F;ﬂ (58)

siendo a el parimetro de la red, y la suma sobre p se extiende a todos los 4tomos vecinos
inmediatos del ftomo origen.

Las expresiones que acabamos de enumerar son totalmente anflogas a las de-
ducidas por Cahn para el caso continuo. La ecuacién (53) es la contraparte de la (16); la
(56) de la (22); la (57) de la (22') ¥ Kz(kh) desempeiia ahora el papel de k2 en el caso
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continuo. En ninguna de las expresiones de Cook, de Fontaine y Hilliard aparecen términos
el4sticos; ya se ha dicho al principio que esa clase de efectos no han sido tenidos en cuenta.

Es de notar.que en la teorfa de Cahn solo interviene la direcci6én cristalina a
través de los términos el4sticos que son anisotr6picos por naturaleza. Aunque esos térmi-
nos no se consideren, los resultados que acabamos de enumerar para un medio discreto
dependen explicitamente de las direcciones cristalinas a través de K(f{’h). Queremos encon-
trar ahora algunas expresiones explicitas de esta cantidad.

K? (12;1) puede escribirse:

K2(ky,) = 1 > {1 - cos {(hl'ﬁl + hoby + hgbg) . (p1E + pyag + p§53)]} (59)
a

En una red bece las posiciones correspondientes a los 8 4tomos vecinos inmediatos que rodean
a un 4tomo cualquiera elegido como origen se obtienen haciendo todas las combinaciones de
signos en las coordenadas cristalinas +3 +3 +4. Recordando la condici6n (55) que sirve de
definici6n de la red recfproca, la expresion (59) resulta:

-y
Kz(kh) = _1 \ 8 —[cos"ﬂ' (hy + hg + hg) + cos \T (hy + hg - hg) +
a2
+ cosTl (-hy + hy + hg) + cosTT (hy -hy + hg) + cosTT (-hy - hg + hg) +
+ cosTI' (hy -hy - h3) + cosTI‘ (-hy + hg - hg) + cosTf(—hl -hy - h3)] }
aplicando ahora en forma sucesiva la bien conocida relacién trigonométrica:

cos(x + y) = cOSX cosy + senxseny

se obtiene finalmente:

Kz(f{:l) = _%_ [1 - cos-ﬂ h1 co;\-\— hy cosTY h3] (60)
a

Esta es la forma de Kz(l';h) para el caso de una red bcc.
En una red fcc un 4tomo esti rodeado de 12 vecinos inmediatos en las posicio-

nes +3, i-%, 0 (haciendo todas las combinaciones de signos y coordenadas). Un célculo an4lo-
go al que se hizo para la red bce conduce a

Kz(lth) = _@2_{ 3 - ‘cos‘ﬂ' hy cos]T hy + cos T hy cos ]Th3 + cos '[Thl cos rrh?]}(Gl)

a

(61) es pues la expresi6n de Kz(kh) para una red fcc.
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Resulta Gtil expresar K2 (kp) para ciertas direcciones importantes. En el
apéndice I se demuestra que para las direcciones £ 100} y < 110) en una red bec y para
las direcciones { 100> y ( 111) en una red fcc vale la expresitn:

Kz(kh) = 22 [1-005 2 T d J (62)
d

donde d es el espaciado interplanar correspondientg‘ a los planos considerados y x es la
longitud de onda que corresponde al vector de onda kh'

Para comparar la teorfa de Cahn con los resultados de Cook, de Fontaine y

Hllhard conviene multiplicar al cuadrado del nGimero de onda por el cuadrado del espacia-
do d% con lo que k2d2 = 2TT &/ A )2. Podemos representar ahora las funciones k2d2 (caso
continuo) y K# (ky,)d2 (caso discreto, ecuacién (62) ), en funcién de d/ A . Esta representa-
ci6bn se muestra en la Fig.11. Se ve claramente alll que ambas funciones coinciden para
valores pequeiios de d/)\ es decir, cuando A >> d, que es justamente lo que debla
esperarse. Cuantitativamente, la relaci6én entre k y K(k},) se halla simplemente poniendo

)7 d en (62) lo que permite desarrollar en serie de Taylor al coseno y tomar solamente
hasta el tercer término:

2 - 2 4
K(ky)= 2 "1 @TTd/ -1 (2TTd/ Q)
0T [LOTVAY - Lemia )]

factoreando k2d2/2 = () 2T &/ 7\ )2 resulta:

K2 (i) = k2 g - (d/,\)z] (63)

para longitudes de onda del orden de 10d que son usuales en los procesos de descomposgicién
espinodal hay una diferencia del orden del 3% entre K2 y k2. Si en estos procesos se consi-
deran longitudes de onda menores ser4 pues necesario utilizar la aproximacién de Cook,

de Fontaine y Hilliard.

Frecuentemente, la descomposicién espinodal se estudia en sistemas donde
no existe una marcada anisotropfa lo que facilita el trabajo experimental; basta trabajar
con policristales sin que ello represente una pérdida sustanciad de informacién. En este
caso se debe considerar un promedio de K2 (l?h) seglin todas las direcciones posibles (se
supone, evidentemente, que los cristales elementales que componen el policristal estén
orlentados al azar). Es necesario entonces calcular el promedio del término trigonométri-
co cos rp Eh que aparece en | la expresién (58) de K2 (kp) para todas las orientaciones re-
lativas de los vectores rp y kh El cdlculo de ese promedio se hace en el apéndice Il y
resulta finalmente:

cos [ p klﬂ sen Tp ky (64)
p IEh
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o) 0.5 1.0
(d/X\)

Figura |1
(Adaptada de la referencia (4))

Comparacidn de kzdz (madelo continuo) con Kz(kh) d2

(modelo discreto). Ambos coinciden cuando la longi -
tud de onda de las componentes de Fourier son gran-
des respecto del espaciado interatdmico.
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donde, obviamente, rp y kn son los m6dulos de los vectores ?p y Eh'

En el caso isotr6pico resulta pues:

73.2_ ‘Tp_‘ [1 - se:prghkh ] (65)

que no es sino la expresi6n (58) transformada para el caso isotrépico.

K2 (kp) =

Dado que para una red el médulo del vector T, es el mismo para todos los
vecinos, resulta en el caso bec:

K2 (k) = 1 - senr ky | (66)
= p
a2 Tp Rh .
yenelfcc K2 (kp) = 12 l'l - sen rE ki, ] (67)
Para valores pequefios de k, es posible desarrollar en serie el término trigonométrico y
tomar solo los primeros términos. Teniendo en cuenta que T \/"3/ 2)a enla red bce
y ( {'é/z) a en la red fcc, se halla facilmente que para pequenos valores de k,_, K(kh) o k2

Vale decir, que si no se toman en cuenta los términos el4sticos la formulacién para la di-
fusién en redes de Cook, de Fontaine y Hilliard coincide en un todo con la de Cahn, inde-
pendientemente que se consideren direcciones particulares o una aproximacién isotrépica.

Con esta formulacién puede tenerse en cuenta los efectos de las fluctuaclones de manera
totalmente anfloga a la puntualizada en II. 4.1 utilizando K? (k ) en lugar de k2. En realidad,
Cook (8) ya ha utilizado la ecuacién (34) para describir las prlmeras etapas del ordena-
miento y de la separaci6n de fases en equilibrio.

I1.6.2 Las contribuciones eldsticas a la energfa libre

Hasta ahora la.finica contribuci6n eldstica a la energfa libre que hemos con-
siderado ha sido el término introducido por Cahn en base a la teorfa de la elasticidad de
los medios continuos cuya expresién estd dada por la ecuacién (6). Obviemente, cuando se
analiza al s6lido como un cuerpo discreto esa expresién no es mis vilida. La estimacién
de la contribucidn eldstica para este caso es considerablemente méis complicada y la teorfa
correspondiente ha sido desarrollada por Cook y de Fontaine (5)(6). Puesto que no utilizare-
mos en los sucesivo los resultados de esta teorfa nos limitaremos aqul a describir cualita-
tivamente su desarrollo y conclusiones al solo efecto de completar el panorama general
que venimos exponiendo.

Cook y de Fontaine consideran la energfa libre eldstica de una red en la
aproximacién armoénica de acuerdo a la teorfa cldsica de Born y Huang. Esta aproximaci6n
es véilida para el caso de pequeiios desplazamientos at6micos y cuando las interacciones
entre los 4tomos es independieénte de la composicién local. Dentro de estas limitaciones,
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la energfa libre eléstica puede expresarse como una forma cuadratica en las componentes
cartesianas de los desplazamientos de los 4tomos debidos a las diferencias de radio atémi

co de los elementos que constituyen la solucién sélida)y en las composiciones locales c(p) -
Co; en esa forma cuadritica intervienen ademés las fuerzas ejercidas sobre cada tomo como
consecuencia de las. alteraciones locales en otros puntos de la red cristalina. En estas con-
diciones, con una representacién de Fourier adecuada para la composici6n, las coordena-
das de los ftomos y los parimetros determinados por las interacciones entre ellos, se
puede obtener para la energfa libre eldstica una representacién diagonal de la forma:

F=N > Fy I (68)
2 h

- — 2
donde I (k) = ‘ A (kh)l es la intensidad de la componente de vector de onda l?h, y F(E;l)
es la energfla libre elistica por unidad de intensidad y por 4tomo correspondiente a ese
vector de onda. N representa el nlmero de 4tomos en el volumen de material considerado.

La cantidad F(kh) es funcién de la direcci6n y del médulo del vector de onda
kh, lo que constituye una diferencia esencial con la contribucién calculada en el modelo
continuo. Esta contribuci6n, en efecto depende de la amplitud de las modulaciones y de la
direcci6n de las mismas a través de la anisotropfa del factor elastico Yk, al cual nosotros
habfamos considerado isotrépico en II. 3.1 (cf. ecuaciones (6) y (8) ): sin embargo, no
habfa dependencia del m6dulo del vector de onda.

Cook y de Fontaine demostraron que, como consecuencia del hecho de que
las componentes de la energla libre elistica dependan del médulo del vector de onda,
aparece, para la energfa libre elistica, un "coeficiente del gradiente'’, anflogo al coefi-
ciente del gradiente de Cahn y Hilliard (cf. parrafo II. 3. 1) pero a diferencia de éste, el
coeficiente del gradiente de la energla el4stica es anisotrépico atn en cristales cdbicos
en los cuales el coeficiente de Cahn y Hilliard es un escalar.

El empalme de la teorfa microscépica con la teorfa del continuo se hace
siguiendo un procedimiento debido a Born y Huang que consiste en encontrar las llamadas
'relaciones para ondas largas", esto es, relaciones en las que las modulaciones de la
composicién y de las coordenadas de los 4tomos se extienden a lo largo de distancias
grandes comparadas con el espaciado interatdbmico. Para esas "ondas largas' es posible
hacer coincidir las previsiones de la teorfa microscépica con las de la teorfa del continuo.
Es posible establecer asf que en el caso continuo la componente F(Eh) vale:

F (kp) = 25)_'72 2y, =_2 (Z 2y (69)

Ny

donde --(L es, como ya es usual, el volumen atémico medio de los componentes de la
soluci6én sélida. Del tratamiento de Cook y de Fontaine surge que si no se consideran
modulaciones cuyas longitudes de onda sean inferiores a 10 6 20 espaciados interatémicos
la aproximaci6n continua puede aceptarse. Eventualmente puede mejorarse con los prime-
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ros términos de un desarrollo en serie.

Obviamente, la importancia de la contribuci6n eléstica disminuye cuando los
radios atémicos de los componentes de la solucibén s6lida son muy parecidos. Esto seri
justamente el caso que trataremos en lo sucesivo. Por esta razén, y teniendo en cuenta
los vectores de onda pequefios corrientemente considerados en la descomposicién espino-
dal, tomaremos siempre a la expresién (69) como la contribucién el4stica a la energfa
libre.

I1.7 Unificacién de los resultados tebricos

Recientemente, de Fontaine y Cook (9) presentaron una reformulacién de los
resultados teb6ricos que hemos enumerado hasta ahora (teorfa espinodal seg@n Cahn, con-
tribuci6n de las fluctuaciones y teorfa de la difusi6én en un cuerpo discreto), englobédndolos
con los célculos de las contribuciones elisticas de esos mismos autores. Esta nueva for-
mulacién tiene la ventaja de permitir el tratamiento de la descomposicién espinodal y el
orden de corto alcance dentro del mismo esquema te6rico, lo que resulta fundamental
cuando se consideran sistemas multicomponentes. Al mismo tiempo esta formulacién uni-
ficada facilita ciertasverificaciones experimentales como se har4 evidente en el parrafo
ITI. Debe destacarse, sin embargo, que se trata de una reformulacién de los resultados
anteriores en la que se explicita las ventajas del método de Fourier, pero no agrega nada
esencialmente nuevo.

Se define la energfa libre de Helmholtz del sistema como:
F, = F + G (70)

donde F es la energfa libre elédstica dada por la teorfa microscépica de Cook y de Fontaine
y G corresponde a las interacciones qufmicas entre los 4tomos componentes.

Como ya se dijo en II. 6.2, s6lo nos ocuparemos de sistemas en los que la
contribucién elistica a la energfa libre sea pequefia respecto de la contribuci6én debida a
las interacciones del tipo qufmico. Concentraremos entonces nuestra atencién en esta
Gltima contribuci6én G. Ella puede escribirse como una forma cuadréitica en las compo-
siciones:

G=2Z 2 g®-p) [em -co]fecw@) -cg (1)
p P

donde g(p-p') son coeficientes fenomenoldgicos que representan la energfa de interaccién
entre los 4tomos que se hallan en las posiciones definidas por p y p* (el significado de p
ya se ha especificado en II.6.1).

Es posible introducir una representacién de Fourier para G reemplazando
c(p) - co por su desarrollo (53) y aceptando adem4s para los g(p) una representacién de
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la forma:
> T -
g(p) =%’ G(ky) exp [- ik, . rp] (71%)
con lo que (70) resulta:
G =N > Gl Ik (72)
L3 R

donde, obviamente I (ky,) =1 A(ky) \ 2 | Esta expresi6n diagonal para la energfa libre
qufmica es totalmente anfloga a la introducida para la energfa libre el4stica (ecuacién

(68) ).
Llamando \P(E’h) -a®) + F(&) (73)

la energfa libre total dada por (70) puede escribirse en forma condensada:

Fy = Zj \V(khmkh) (74)

Se puede plantear ahora una ecuacién de diferencias como en la teorfa de la difusi6n para
un cuerpo discreto pero tomando en cuenta la energfa libre eldstica. La soluci6n de esa
ecuacién es de la misma forma que (56) pero esta vez el factor de amplificaci6én vale:

Q((l?h) = - MK?2 (fcil)’\V&'{l)_ (75)

donde M es una cantidad positiva relagionada con la movilidad atémica y, para cristales
clbicos de parimetro de la red a,Kz(kh) est4d dado por la expresién (58).

Expresando las componentes de Fourier en términos de sus intensidades se
tiene entonces:

1y, ) = 1(&, 0) exp [ 2 O Ry ¢] (76)

La contribucién de las fluctuaciones puede expresarse en términos de las
componentes de Fourier de la energfa libre directamente por la teorfa de Landau (cf.
pirrafo II.4.1). Una mera sustitucién de nomenclatura en la f6rmula (119. 6) de Landau
y Lifschitz (referencia (10) ), que expresa el cuadrado de las componentes de Fourier de
las fluctuaciones en funci6én de 1a temperatura conduce a la relacién (cf. p4rrafo II.4. 1):

L (k) = kg T (77)
N \V(kh)

con lo que puede escribirse una expresi6n de la intensidad equivalente a la (37)



33

10, t) = [I(T{h, - kpT ] exp |2 O((T;L) t:\ + _KBT (78)
NY (ky) N (kp)

Para la descomposicién espinodal, en la cual solo se consideran pequefios
vectores de onda ~longitudes de onda relativamente grandes- la nueva formulacién em-
palma con la teorfa de Cahn. Este empalme se hace a través de las relaciones para
ondas largas. Ya hicimos mencién de este tipo de relaciones cuando nos hemos referido
a la energfa libre eldstica en el parrafo II.6. 2,

Queremos deternos ahora a analizar con cierto detalle esas relaciones
para la energfa libre qufmica: ellas debieran conducirnos a una relaci6n entre los para-
metros fenomenol6gicos g con las cantidades f'', 2 , yﬂﬁ que aparecen en la teorfa de
Cahn. :

Es posible expresar las relaciones para ondas largas de la manera si-

guiente:
1) Ei gp) = L1 - g(o) (79a)
Pfo .
con g(o) = kg T (79b)
| Co (1 - cp)
?) /25 %) x5 g = -2 0Xx Sij (80)
: P
3) 1/2 Ll f E xi(® %@ =D& i (81)
a-‘: P (vecinos méis cercanos) Y

Las relaciones (80) y (81) han sido expresadas por de Fontaine y Cook en
una forma mé4s general. Aquf las hemos escrito para cristales cGbicos. En esas expre-
siones, x;y Xj son las componentes cartesianas del vector?p y, como es usual, 6 ij s
el sfmbolo de Krénecker. Esas relaciones son en realidad ecuaciones tensoriales; a
cada una de ellas corresponde un sistema de tres ecuaciones.

Para la relaci6n (80):

1/2 % g(p) x> = -2 N x (82)
(i=1,2,3)

Para la relacién (81):

/2 LM E x> = D (83)
: D

a“ 0S. vecinos)
(i=1,273
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Sumando miembro a miembro las tres ecuaciones del sistema (82) y las tres
del (83) resultan las siguientes expresiones vélidas para cristales cGbicos:

1/22 g(p)|rp‘2‘= -6 L)L X (84)
P

172 Ll g rp | 2. 3D (85)
e 2

vecinos mis cercanos)

Las ecuaciones (79a) y (79b) forman, junto con (84) y (85) , el conjunto de
relaciones para ondas largas.. Para hallar expresiones mas explicitas de esas relaciones
es necesario especificar el tipo de red clbica y el conjunto de interacciones que se consi-
deran. Hallaremos aqul las expresiones correspondientes a redes bce y fcc suponiendo
que un dado 4tomo interact@a solamente con las tres primeras capas de Atomos vecinos.
Vale decir, si llamamos g; al parimetro g(p) correspondiente a la interacci6n con los
vecinos m4s cercanos,. g al correspondiente a los segundos vecinos, etc.) consideraremos
nulos a todos los g; con i > 3.

1. caso de una red bee: si el pardmetro de la red es a, el volumen atémico LL = a3/2)°
un dado 4tomo tiene 8 vecinos inmediatos en los puntos de coordenadas
+{1/%a, t.[l/ga, _t\_l/aa; 6 segundos vecinos en los puntos + a, 0, 0, y 12
terceros vecinos en los puntos + a, + a, 0 (haciendo en cada caso todas las
combinaciones de coordenadas y signos). En estas condiciones (79a) resulta:

8g, + 6g, + 1255 = L1 -g (o) (86)
Para evaluar (84) hay que tener en cuenta que el mbdulo del vector ?;) vale:
r| 2 = 3/4a2 1 i i
I PI a“ para los primeros vecinos
2
|7}

Y 2

reemplazando en (84) y teniendo en cuenta el nimero de vecinos resulta:

a2 para los segundos vecinos

1

2 a2 para los terceros vecinos

g + gy t 485 = -all (87)

y (85) resulta: QM fr = ’f)’

~
o sea: M= D . 1 = D NV (88)
ik L) r

que es la expresi6n de la movilidad dada al comienzo (ecuaci6n (14) ).



35

2. caso de una red fcc: si el pardmetro de la red es a, Q= a3/4
Un dado 4tomo tiene 12 vecinos inmediatos en los puntos 4_-_[1/2]3, i’[l/zja, 0
6 segundos vecinos en los puntos + a, 0, 0 y 24 terceros vecinos en los puntos
+ a, +_-[1/2]a, t[l/Z]a (haciendo en cada caso todas las combinaciones de coor-
denadas y sigmos). En estas condiciones (79a) resulta:

12g + 6gy + 24gy = SLI - go) (89)

El mé6dulo del vector ?p vale:

lrp |2 =[’_1/2]a2 para los primeros vecinos

2

Irp Iz = a para los segundos vecinos

| Th '2 = [3/2]a2 para los terceros vecinos
con lo que (84) resulta:
281 + 289 + 12g3 = - X a (90)
De (85) resulta una expresién idéntica a (88):
Mt =D

Si se consideran solamente las interacciones hasta los vecinos inmediatos
(gj = 0 para todo i ) 1), tanto en las redes bcc como en las fce, f'' y )¢ aparecen ligadas
a un Gnico parimetro fenomenol6gico gy, el cual puede hallarse, como se veri en III,
a partir de resultados experimentales. Podemos adelantar, de todos modos, que no es
posible comparar el valor experimental de g, con valores obtenidos a partir de una teorfa
independiente. El célculo te6rico de g; requiere un entendimiento cudntico de las inter-
acciones atémicas del que no se dispone actualmente.

Tenemos ahora todos los elementos para expresar los resultados de la teorfa
de Cahn y el efecto de las fluctuaciones previsto por Cook en este nuevo formalismo unifi-
cado. Vamos a hallar la equivalencia entre las dos formulaciones para el caso de una red
fce considerando solamente interaccién hasta los vecinos inmediatos. Vale decir, en las
relaciones para ondas largas solo consideraremos los términos en g(o) y gy- En estas
condiciones, G(kj), obtenida de la transformada inversa de (71') se reduce a

GRp) = go) + 81> e [ iR . ) (91)
p

Como lo hemos venido haciendo hasta ahora, concentramos nuestra aten-
cién en los vectores de onda pequefios -longitudes de onda grandes- ¥ podemos reemplazar
el término exponencial por su promedio para todas las orientaciones relativas de los
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vectores —r';, yii. Ese promedio ya ha sido calculado en el apéndice II y resulta para las
distancias r; entre los primeros vecinos

G(ky) = g(o)+ 12 g; senkp r; (92)
kh i

Recordando el valor de la energfa libre eldstica deducido por Cook y de
Fontaine a partir de las relaciones para ondas largas (p4rrafo II.6.2, f6rmula (69 ) ), se
obtiene, cuando solo se considera la interacci6n entre 4tomos primeros vecinos

’\{)(kh) = G (kp) + F (k) = g(o) + 12 g senkp 11+ 2 _Qﬁ]z Y (93)
kh r1 ’

Consideremos nuevamente ahora la ecuacién (37') que prevé la distribucién de
intensidades durante la descomposicién espinodal en presencia de fluctuaciones y tratemos
de evaluar la contribucién de éstas, L(k) en términos del nuevo formalismo. Teniendo en cuenta
la relacién para onda larga (79b), L(k) puede escribirse para la red fcc (L) = a3/4).

L (k) = £(0) (94)
f'*'+ X a.12 [1-senkg ] + F(k)
2 k r

donde hemos reemplazado K2 por K2 (kh) cuya expresibn estd dada por (65) . Despejando
) 'y (2C a)/2 de las relaciones para ondas largas (79a) y (84) vélidas para una red
fcec y reordenando:

L (k) = g(o) (95)
g(o) + 12g; sen kry + F(k)
krl

y, de acuerdo a (93)

L(k) = __g(0) = kg T (96)

'\p (k) ¢, (1-co) \y (k)

La cual solo difiere de la (77) en el factor co(l—co)/N que depende de las unidades en que
se expresan las intensidades.

El factor de amplificacién dado por la expresi6n (22') puede escribirse, con
K2(kh) en lugar de k2 y en lugar de 1/N_, en la forma:

R(k) = -MK*(k,) \g,f" + Xa .12 [1—sen kT ] + F(k) }(97)
2 kr
1

Si, como antes, reemplazamos ._Q f*y 2( a/2 por sus expresiones obtenidas a partir
de las relaciones para ondas largas y tenemos en cuenta (93) resulta:
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Rk = -MK2 (k) "V (k) (99
que es idéntica a (75).

II.8 Conclusiones

Cuando en una soluci6n sélida se quiere considerar la difusién a lo largo de
distancias pequefias respecto de las dimensiones macroscépicas del cuerpo pero conside-
rablemente mayores que las distancias interat6micas, puede plantearse una ecuacién de
difusién considerando a la solucién sélida como un continuo y tomando en cuenta dos efec-
tos que no son considerados en las experiencias corrientes de difusién a lo largo de dis-
tancias macroscépicas:

- las contribuciones energéticas debidas a las interfases incipientes originadas en modu-~
laciones de composicién y a las tensiones eldsticas que ellas provocan como consecuen-
cia de una diferencia entre los radios atomicos de los componentes;

- las fluctuaciones de composicién al azar originadas en el movimiento térmico de los
4tomos.

La solucién de esa ecuacién de difusién permitirfa en principio describir en
1a soluci6n s6lida una separacién de fases que no involucre cambios en la simetrfa, ya
sea que ella se lleve a cabo fuera de la espinodal con vencimiento de una barrera de ener-
gla asociada a la formacién de nfcleos de la nueva fase, o fuera de la espinodal donde esa
barrera es inexistente. Sin embargo,la ecuacién de difusién cuya solucién permitirfa des-
cribir esos procesos es una ecuacién diferencial no lineal en derivadas parciales que no
puede resolverse analfticamente. Esto solo es posible si se desprecian los términos no
lineales, lo que equivale a reemplazar a la funcién energfa-libre composicién, cuya apro-
ximacién mis simple es un polinomio de cuarto grado, por una paribola. Esta aproxima-
cién es ffsicamente arbitraria e impone una fuerte limitacién a la generalidad de la ecua-
cién. En efecto, la solucién de la ecuacién lineal solo puede describir etapas incipicentes
de la separacibén de fases en las cuales las variaciones locales de composicién son de pe-
quefia amplitud. En esas etapas las variaciones de composicién respecto de la composicitn
promedio puede considerarse como suma de ondas sinusoidales cuyas respectivas amplitu-
des, o sus intensidades, varfan en funcién del tiempo a una cierta temperatura. Las leyes
de variacién son, en principio, distintas dentro y fuera de la espinodal, pero el aspecto
formal de la distribucién de intensidades de las ondas en funci6én del nGimero de onda y sus
variaciones en el tiempo presenta un conjunto de elementos comunes: en ambos casos hay
una onda componente cuya intensidad crece con el tiempo m4s ripido que la de las demés
y otra componente cuya amplitud no varfa con el tiempo. Las etapas finales de la separa-
ci6én de fases sin embargo, no pueden ser previstas en ningtin caso por la ecuacién de difu-
8i6n lineal.

Un tratamiento matemaético andlogo al utilizado para describir las primeras
etapas de la separacién de fases puede utilizarse para describir las primeras etapas del



38

ordenamiento de corto alcance. En este caso, sin embargo, intervienen ondas cuyas longi-
tudes de onda son comparables al espaciado interatémico por lo que no puede tratarse a la
solucibén s6lida como un continuo. Es necesario establecer entonces una ecuacién de difusién
en diferencias finitas, y las contribuciones eldsticas deben evaluarse a partir de una teorfa
microscopica lo que, obviamente, es mis complicado que la aplicacién de los resultados de
la elasticidad para medios continuos.

El tratamiento para los medios continuos y el correspondiente a 1os medios
discretos coinciden cuando se consideran componentes cuyas longitudes de onda son consi-
derablemente mayores que el espaciado interatémico.

w
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III. ASPECTOS EXPERIMENTALES

II1. 1 Morfologla de las fases coherentes

Los primeros intentos de asociar los resultados de la teorfa de la descom-
posicién espinodal con observaciones experimentales se basaron en la morfologia de las
fases que se separaban coherentemente en distintos sistemas (1)(3).

En este sentido, el sistema ternario Cu-Ni-Fe ha desempefiado un papel
histérico importante ya que fué el elemento desencadenante de un conjunto de especula-
ciones que culminaron con el modelo unidireccional de Hillert (19) y en Gltima instancia,
con la teorfa de Cahn.

Los diagramas de difraccién de rayos X obtenidos con esa aleacién por el
método de Debye~Scherrer (20)(21) mostraron que en ciertas condiciones las lineas de
ese diagrama aparecfan flanqueadas por lineas mé4s anchas y menos intensas (11). Las
ideas corrientes en la teorfa de las redes de difraccién (22) llevaron a suponer que las
bandas laterales observadas en los diagramas de Debye-Scherrer eran consecuencia de
un "defecto periédico" superpuesto a la estructura de la aleaci6én. Ese defecto peri6dico
no fue diffcil de imaginar. La descomposicién de la aleacién, en efecto, consiste en la
separaci6n de dos fases coherentes: una enriquecida y la otra empobrecida en cobre.
Consideraciones cristalogrificas muy simples permiten establecer a partir de los datos
de difraccién que esa separacién de fases provoca una variacién periédica, aproximada-
mente sinusoidal, del espaciado de los planos (100); aunque la longitud de onda de esa
modulacién depende del tratamiento térmico, puede darse 100A como valor significativo.
Las bandas laterales fueron explicadas posteriormente también por un modelo no perfo-
dico (11), sin embargo, Hillert (19) con su modelo unidimensional logré justificar termo-
dinifmicamente la estructura periédica. De acuerdo a su esquema las modulaciones pe-
ri6dicas pueden formarse a partir de modulaciones aleatorias de la composicién algunas
de cuyas componentes se desarrollan preferencialmente. En esencia, €sto no es sino un
caso particular de los previsto por la teorfa de Cahn de la descomposicién espinodal en
el caso tridimensional.

La explicacién satisfactoria de las modulaciones periédicas unidireccionales
por el esquema de Hillert impuso cierta tendencia a considerar que toda frase coherente
cuya distribucién en la matriz fuera aproximadamente peri6édica, era consecuencia de una
descomposicién espinodal (p.ej. (23) ). Evidentemente, esa extrapolacién dista de ser
lcita: si una descomposicién del tipo espinodal puede conducir a una estructura periédica
unidimensional, en general esto no es cierto. Un proceso de descomposicién espinodal
no es ni necesario ni suficiente para que una fase coherente se distribuya periédicamente.
Se ha sefialado, en efecto, que un proceso de nucleaci6n y crecimiento entendido en el
sentido corriente puede dar lugar a precipitados periédicos (24). Cahn por su parte (1)(2),
simul6 en una computadora la descomposicién en un sistema isotrépico sumando 100 ondas
sinusoidales al azar de una cierta longitud de onda; el resultado del c4lculo es que una
descomposicién espinodal en esas condiciones conduce a una estructura no periédica cuya
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caracteristica esencial es la interconexién de los dominios de la fase precipitada. Podrfa-
mos agregar, para hacer més realista el panorama, que no es diffcil imaginar que tales
dominios interconectados se obtengan también por coalescencia de los precipitados.

De acuerdo a lo expuesto, la morfologfa de las fases coherentes no resulta
ser un elemento concluyente en la verificacién de las previsiones te6ricas para la descom~
posicién espinodal. Esto no es sorprendente. Cuando se observa la morfologfa de una dada
fase nadie puede decir si ella se encuentra en estados de evolucién incipiente como lo exige
la teorfa basada en una ecuaci6én de difusi6n lineal. Sin lugar a dudas los estados incipientes
tienen un efecto fundamental en la morfologla pero ese efecto es de diffcil evaluacién y no
hay, en general, medios para decidir si las previsiones de la teorfa estdn o no satisfechas
por un examen morfolégico de las fases coherentes precipitadas. Por otra parte, aGn en
las etapas incipientes,. la teorfa no prevé una diferenciacién muy franca entre descomposi-
ci6n espinodal y descomposici6n por nucleacibén y crecimiento (parrafo II.4.1); las diferen-
cias existentes se atenfian atin méis en las etapas ulteriores de la evolucién (1). En conse-
cuencia, los intentos de verificar las previsiones de la teorfa tratando de distinguir una
""morfologfa tfpicamente espinodal' puede resultar estéril por la sencilla razén que esa
morfologfa tipica en general no existe. Esto no invalida que en ciertos casos muy particu-
lares puedan sacarse algunas conclusiones de interés (1)(2)(3).

En realidad lo que permitirfa una verificaci6én concluyente de la teorfa espino-
dal y sus modificaciones es la observaci6n directa de las componentes de Fourier de la
composicion. Si las leyes de variaci6n de las respectivas amplitudes (o intensidades) de-
terminadas experimentalmente coinciden con las previstas por la teorfa y si los valores
de los pardmetros que puedan determinarse apartir de dichas leyes, son consistentes con
los valores determinados en base a otros principios, la teorfa puede darse por probada. La
difraccién de rayos X ofrece justamente la posibilidad de determinar las intensidades de las
componentes de Fourier en funcién del vector de onda. Es bien sabido, en efecto, que ese
método no hace sino un anflisis de Fourier de la distribucién atémica en la materia.

Dada la importancia que tendri el método de difracci6n en todo lo que sigue,
haremos un breve resumen de los fundamentos generales y las relaciones con las leyes

tebricas deducidas a lo largo de todo el parrafo II.

III. 2 Relaciones fundamentales de la difraccién de Rayos X

Consideremos un cuerpo cualquiera de volumen V y definamos un sistema de
coordenadas respecto del cual un punto del espacio queda identificado por el vector T. Den-
tro del cuerpo la materia se caracteriza por una funcién (T) a la que llamaremos densi-
dad electrénica (nGmero de electrones por unidad de volimen) cuyo valor medio en todo el
cuerpo es [y . Supongamos ahora que sobre ese cuerpo incide un haz paralelo de rayos X
monocromiticos de longitud de onda )\ seglin una cierta direccién identificada por el
vector unitario_s'o.

En esta situaci6én podemos imaginar a los electrones del cuerpo como cargas
elementales que, frente al campo eléctrico oscilante de la radiaci6n incidente, oscilan
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también y, en consecuencia, emiten ondas electromagnéticas de igual longitud de onda que
la radiaci6én incidente *(21)(22). Diremos entonces que los electrones han difundido coheren
temente a dicha radiacién. El efecto cooperativo de la difusién por los electrones se traduce
en haces difundidos en distintas direcciones, por ejemplo, en la direccién identificada por el
vector un1tar10§, que forma un angulo 2 e con_é' La amplitud de las ondasg dlfundldas en
esa d1re0016n,§ se expresan convenientemente en térmmos del vector § = (S So) //\ ,
cuyo médulo vale (2 sen B ) /}\ y, Si se toma como unidad la amplitud difundida por un
electrén libre, la teorfa de la difracci6n brinda la relacién:

- - iy
A = -2mwir. d 99
(s) JVP(r)exp[_ 1rsl r (99)

En las experiencias de difraccién, sin embargo, lo que realmente se mide son las intensida
des, es decir la energfa que transporta por segundo y por unidad de secci6én cada haz de ra-
diaci6n difundida. Estas intensidades se expresan en términos de una funcién IV('§) la que
llamaremos poder difusor y que se define como la relacién entre la intensidad difundida

por el cuerpo considerado y la intensidad difundida por un electrén libre en las mismas
condiciones experimentales. Representa entonces un nimero ficticio de electrones que
difunden libremente la radiacién en las condiciones de la experiencia. La energfa que
transportan las ondas son proporcionales al cuadrado de sus amplitudes (22) y resulta,

con la definicién que hemos dado:

13 = | a®|? (99')

La relaci6n entre las intensidades y la distribuci6én de materia en el cuerpo
dista de ser tan directa como la que se desprende de la ecuacién (99). Sin embargo, la
verificaci6n de las previsiones teb6ricas del parrafo II es uno de los pocos casos en que
pueden tratarse indistintamente las amplitudes y las intensidades. Por tal motivo, cuando
debamos referirnos a las experiencias lo haremos en términos de intensidades pero nos
referiremos a las amplitudes toda vez que ello signifique una simplificaci6én en el trata-
miento.

Volvamos ahora a la expresidn (99). Ella puede escribirse también:

A() =fv[f (¥ - PO] exp [2T1 £.§ ] dr+ fg 5@ (100

donde 6 (3) es la funcién de Dirac que vale siempre cero salvo en s = 0. Vale decir que
si en lugar de considerar (99), consideramos solamente el primer término de (100), no
existe diferencia alguna desde el punto de vista experimental ya que el término proporcio-
nal a_ 8 (8) corresponde a una energia que se propaga en la direccién del haz incidente
(§= So) ¥, por lo tanto, resulta inaccesible a la experiencia.

* Consideraremos siempre que la difusién de la radiacién se hace de acuerdo a la teorfa
electromagnética clésica y, en consecuencia, no tomaremos en cuenta el efecto Compton.
Esta aproximaci6n estd justificada con 1as energfas de las radiaciones a que haremos re-
ferencia en este trabajo y con los rangos angulares a los que limitaremos nuestro anélisis.
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Si el material considerado estd compuesto por 4tomos A y B cuyas fracciones
at6micas en funcién de la posicién y del tiempo son c¢(x, t) y 1 - c¢(r, t), respectivamente,
y si los volGmenes atémicos de ambos componentes son aproximadamente iguales, puede

escribirse:
f('r’ t) - f [e(®, ) - cO][P (T-T0) - ﬁ3 (F- ro)] (101)

donde A (r - ro) y fB (r -To) son las den31dades electrénicas de los 4tomos compo-
nentes medidas a partir de sus centros de carga r . En estas condiciones:

A(é‘,t)=fE:(?,t) —co] [ﬂ (r-T,) - )OB(F-?O)] exp [2TTiT.§] I (102)

Vale decir, de acuerdo a (102), la amplitud d1fund1da aparece como la transformacién de
Fourier del producto de las funciones [c(? t) - c0 y [ (T- FO) B(r T )

teorema del producto de convolucién (21) dlce que la trans rmada de Fourier 8el producto
de dos funciones es igual a la convolucién de sus respectjvas transformadas. Pero las trans-
formadas de Fourier de las densidades electrénicas F B o son sino los respectivos
factores atémicos de difusién* (21). Resulta entonces:

A®-= (fA(s) - fB(sj *fvl:c(?,t) -co) e [-2 111?.‘51 ar  (103)

siendo fy y fp los factores atémicos de difusién de A y de B. Esos factores varfan lentamen
te con s y si nos limitamos a estudiar las amplitudes difundidas en un rango restringido de
s la diferencia de factores atémicos puede considerarse constante **. En este caso, la
convolucién pasa a ser un producto simple:

A(R) = (f4 - fp) j[c(r t) - eo_] exp [ -ik.T] dr (104)
El factor atémlco de difusi6én de un dado elemento se define como la relaci6n entre la
amplitud de rayos X difundida por un 4tomo de ese elemento y la difundida por un electrén
libre en las mismas condicimn es experimentales. Es, por lo tanto, un factor que mide la
eficiencia de un 4tomo en el proceso de difusién de los rayos X. Si todos los electrones
del 4tomo difunden en acuerdo de fase, el factor atémico debe ser igual al nimero de
electrones que contiene dicho 4tomo; es decir debe valer su nGmero atémico Z. Al pro-
ducirse desfasajes entre las ondas difundidas por los distintos electrones del 4tomo, el
factor atémico de difusién disminuye cuando aumenta el 4ngulo entre la direccién de in-
cidencia las direcciones de difusi6én debido a los desfasajes que se producen entre las
ondas difundidas por cada uno de los electrones del 4tomo.

*

**  Suponer que el factor atémico f es constante con s equivale a suponer que toda la
carga del dtomo esté concentrada en su centro definido por el vector ro y esto es Ifcito
si las distancias T a lo largo de las cuales varfa la composicién son grandes respecto de
las dimensiones atémicas.
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donde hemos puesto—l?= 21T 8. Comparando (104) con (17) se ve claramente que las ampli-
tudes difundidas en una experiencia de difraccién son directamente proporcionales a las
amplitudes de las componentes de Fourier de las variaciones de composicién previstas por
la teorfa de Cahn. De acuerdo a esta teorfa, por lo tanto, las amplitudes difundidas deberfan
variar en el curso de una descomposicién espinodal en la forma prevista por la ecuacién (22)
En las experiencias de difraccién lo que efectivamente se determina son las intensidades

1= !A |2; entonces una verificaci6n de la teorfa debe consistir en determinar intensidades
difundidas por el material en estudio para distintos tiempos de envejecimiento a una cierta
temepratura y cotejar si las leyes de variacién observadas experimentalmente coinciden con
la ley (28) deducida de la teorfa de Cahn. Si las fluctuaciones desempeifian un papel impor-
tante y su contribucién L(k) no es despreciable frente a I(k,) (cf. parrafo II.4.1) la fé6rmula
(37) permite, en principio, separar los efectos de las fluctuaciones de los de la descompo-
sici6én propiamente dichos.

Vale decir, las experiencias de difusién de rayos X en las que se miden las
intensidades difundidas por un dado material en funcién vector k \ k | =(4 Trsene) I\,
permiten obtener directamente las intensidades de las componentes de Fourier I(k t),de la
composicién brindando un camino directo para verificar las previsiones de la teorfa espino-
dal.

Esta relaci6n tan directa no debe llevar a la confusién de ligar la teorfa de
la descomposicién espinodal indisolublemente a la teorfa de la difraccién. Ambas son
independientes y una cualquiera de ellas existe sin importar para nada la existencia de la
otra. La relaci6n entre ellas es, esencialmente,del tipo funcional: la teorfa de la difracci6n
-basada en principios muy clisicos de la 6ptica- da las amplitudes difundidas en cierta
direccién como componentes de Fourier de la densidad electr6nica del material; la teorfa de
Cahn, gracias a una aproximaci6én convenientement e elegida, puede expresar a la compo-
sici6én de un material como una suma de componentes de Fourier para cuyas amplitudes
prevé ciertas leyes de variacibén en funci6n del tiempo. Esa relacién funcional hace que
un método experimental como la difraccién de rayos X brinde la posibilidad de verificar
si las previsiones que derivan de la aproximacién utilizada por Cahn se satisfacen o no.

III. 2.1 La difusi6én a pequefios fngulos de rayos X (21)(25(26)(27)

Ya se ha sefialado en repetidas oportunidades a lo largo del parrafo II que los
nimeros de onda considerados en los fen6menos de separacién de fases son pequeiios.
Quiere decir que las medidas de intensidad tendientes a la verificacién que nos ocupa
deberin realizarse en regiones del espectro de difraccién en las cuales el médulo del
vector k sea pequefio. Lo mé4s indicado para el estudio de esas regiones es el método
conocido como difusi6n a pequefios 4ngulos. Este método ideado por Guinier en 1939,
permite poner en evidencia heterogen‘gidades en la materia cuyas dimensiones oscilen
entre la decena y varias centenas de A, independientemente del estado de agregaci6n
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(s6lido o flufdo).

Sobre la muestra a estudiar, li-
mitada por caras paralelas (Fig.
12), se hace incidir un haz de Plano de observacién
rayos X monocromiticos . Parte

del haz incidente es transmitido

y otra parte origina en el mate-

rial procesos de difusi6n de la muestra
radiaci6n a nivel at6mico lo que

a su vez produce haces difundidos)' -1?0
&stos se detectan en un plano de
observaci6n perpendicular al haz
incidente a lo largo de un rango an

e

Haz de Rayos X

. incidente
gular que frecuentemente, oscila
entre 10' y 100, )
Una aplicaci6n aproximada de Figura 12
la ley de difraccién, permite En la difusibén de rayos X a pequeﬁo+
asociar a la intensidad medida dngulos se detectan las intenidades
para un cierto valor del vector difundidas para pequefios valores de
k = (4Trsen9 y/ )\ , una k correspondientes a &ngulos 2 ge~-
distancia r entre centros difuso- neralmente comprendidos entre 107 y
res de la radiaci6n tal que (21): 10°.

2r sen@ /,\\J) >\'

donde >\ es, obviamente, la
longitud de onda de la radiaci6n
difundida .

Con la longitud de onda correspondiente a la lfnea K o{ del cobre ()\ =1,54 2)
frecuentemente usada en exp eriencias de difraccién de rayos X, la relaci6n anterior indica
que las intensidades observadas en el rango angular mencionado més arriba corresponden
a un rango de distancias r entre centros difusores comprendido, aproximadamente, entre
10 y 500 A. En ese rango encajan justamente la periodicidad estimada para las modulaciones
de composici6én en los procesos de separaci6n de fases.

Las leyes que ligan las intensidades difundidas por un dado material a los paré-
metros que caracterizan su estructura microscépica derivan de la expresién general (99)
que es vilida en cualquier rango angular. Esas leyes pueden tomar formas muy variadas
dependiendo del modelo de estructura considerado y,entre otras cosas, del rango angular
en el que se determinen las intensidades. Existen asf leyes vilidas cuando el angulo de
difusi6n es pequefio, pero &ésto no quiere decir que exista una teorfa especial para la difusi6n
a pequefios ngulos. Se trata siempre de formas particulares de la intensidad calculada a
partir de la ecuacién (99).
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Resulta importante analizar ahora como se presentan las intensidades difun-
didas en una experiencia real. Desde luego, no hay que esperar que éstas,definidas hasta
ahora como el cuadrado de las amplitudes, puedan observarse directamente. Existen efec~
tos instrumentales que introducen modificaciones las cuales deben evaluarse cuidadosamen-
te para que un cotejo entre las previsiones te6ricas y los resultados experimentales tenga
sentido.

II1.2.1.1 Efectos instrumentales en la difusién a pequefios 4ngulos

Los efectos son de dos tipos francamente diferenciados. Uno de ellos no in-
troduce deformaciones geométricas en el poder difusor; es simplemente un factor de nor-
malizaci6n que transforma la funcién media experimentalmente en una funcién que no depen
de ' las condiciones de la experiencia. . El otro tipo, conocido como
error de colimaci6n, consiste en las aberraciones geométricas que afectan al poder difusor
como consecuencia de que el haz de Rayos X incidente no es de secci6n infinitamente pequeiia
como Se supone permanentemente en la teorfa de la difraccién. Los dos tipos de efectos
pueden tratarse separadamente.

II1.2.1.1.1 Cié4lculo del factor de normalizaci6én

Antes de calcular el factor de normalizaci6én que liga al poder difusor con la
funci6én determinada experimentalmente, debemos hacer algunas aclaraciones
de orden general en lo referente a las unidades en 1as que se suele expresar
el poder difusor. En el parrafo III. 2.1 lo hemos definido como la relacién en-
tre la intensidad difundida por un cuerpo dado y la difundida por un electrén
libre en las mismas condiciones experimentales. Es decir, es un nGmero
abstracto que corresponderfia al nGmero de electrones del cuerpo que difunden
la radiaci6n incidente como si fueran electrones libres. Por esta razén suele
hacerse referencia al poder difusor expresafidolo en la unidad ficticia "'nGmero
de electrones". Esta funcién, sin embargo, depende del volumen del cuerpo
considerado; para independizarla conviene definir el poder difusor por unidad
de volumen, el cual solo depende de la estructura interna del cuerpo, siendo
sus unidades ficticias "nGmero de electrones nor unidad de volumen"; debe
notarse bien sin embargo, que son unidades ficticias y no deben ser confundi-
das con las unidades reales de la densidad electr6nica. Por razones de orden
préictico se suelen usar otras expresiones del poder difusor con unidades fic-
ticias también. Resumiremos aquf las m4s usuales: '

Sea Iv(l?) el poder difusor de un cuerpo de volumen V. Definiremos:

1. Poder difusor por unidad de volumen

i® = 5, ®

v (105a)
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2. Poder difusor por dtomo

ia(k) = Iy (k) =_i(k) (105b)

Vfa fa

donde fa es la densidad at6mica media del cuerpo, la cual se evaltGa
facilmente.

3. Poder difusor por electrén

je(k) = (@ = i (W (105c)
VPo  fo

donde P o es la densidad electrénica del cuerpo la cual se evalGa con igual
facilidad que la densidad at6mica

4, . Poder difusor en unidades Laue

Para una soluci6én s6lida binaria, cuyos 4tomos estin distribufdos en la
red cristalina completamente al azar, Laue ha deducido la siguiente expre-
si6n del poder difusor por adtomo (21):

co (1-co) (fa - fp)? (105d)

donde co es la composicién media de uno de los componentes expresada en
fracci6n atémica del mismo y fp y fg son los factores atémicos de difusién.

Se dice que el poder difusor esti expresado en unidades Laue cuando toma
como unidad el poder difusor correspondiente a una soluci6n sélida comple-
tamente desordenada. Resulta entonces:

I (l:) [en unidades Laue] = ia (T{) (105¢)
co (1-co) (fA - B)?

El cilculo del factor de normalizaci6n puede hacerse indistintamente con
cualquiera de las formas en que hemos expresado el poder difusor; las ex-
presiones (105) permiten hallar las equivalencias entre ellas. Para hacer
ese cilculo nosotros elegiremos -sin ninguna razén en especial- el poder
difusor por electr6n. Este es la relaci6n entre la intensidad difundida por
"un electrén medio" del cuerpo y la intensidad difundida por un electrén li-
bre en las mismas condiciones experimentales. Si llamamos I¢ a la intensi-
dad difundida por un electrén libre, teniendo presente que el cuerno conside-
rado, de volumen V y densidad electronica media o contiene V o elec-
trones, resulta que la intensidad difundida por dicho cuerpo vale:
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Q® = v P i (106

La intensidad difundida por un electrén libre se calcula por la teorfa clésica
de Thomson (21) y vale*:

1 =7,9x%x1026 E, 40~ (107)
e 2 —Tp

donde E, es la energfa que transporta por segundo el haz de rayos X inciden
te cuya secc16n transversal es 2. . d G  es un elemento de srea del
plano de observaci6n situado a dlstancia p del electrén que difunde y O /p2
definen el sngulo s6lido bajo el cual se observa la radiaci6n difundida.

Para calcular el elemento de 4rea d & , consideremos al plano de observa-
ci6n definido por dos direcciones, ortogonales entre sf, identificadas por
los vectores by yfz; el haz de rayos X incide segfu}’otra direccién, ortogo-
nal a las dos anteriores, identificada por el vector b,. El elemento de irea
dC §uede expresarse como el producto de dos elementos de longitud dl;
segln by y dl 5 segln by. Esos elementos de longitud pueden escribirse en
funcién de los 4ngulos elementales d(2® ) y d(2@ ) utilizando la aproxi-
macién tgd(2Q )& d(2© ) con lo que

dG =p2d(28 a8y

pero k = 47T sen © ) oIl 26
A A

con lo que los valores d(2 91) y d(2 Q ) pueden expresarse en términos de
los valores elementales del mé6dulo del vector k dk; =2 T 2 47 d(2 81),

dko = 20 d(2 9) yasf

A 2
dQ =p2 _A dky dk,

47T 2
con lo que el dngulo s6lido bajo el cual se observa la difusi6n vale:
T - N ek (108)
—_— 172

p2

donde hemos reemplazado las diferenciales por valores pequefios pero
finitos. kyy k2 quedan definidos en la prictica por el ancho 1, y el alto L,

* En realidad la expresi6n dada por la teorfa de Thomson incluye un factor en el que
interviene el 4ngulo de difusi6n, pero en la regi6n de pequefios 4ngulos a la que limita-
remos nuestro anilisis ese factor angular puede considerarse igual a la unidad.
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de la ranura a través de la cual se mide la radiaci6n difundida en el plano
de observaci6n a distancia p del cuerpo que difunde. R2/4 TV 2 aparece
asf como el 4ngulo s6lido correspondiente a un elemento de 4rea unitario
en el plano de observacién.

Teniendo presente que el volumen irradiado del cuerpo es el producto
de su espesor por la superficie irradiada Z la expresi6n (106) puede
escribirse, en virtud de (108)

S(k) = \)N% Ej ky kg . ig (k) (109)

donde:

\> =17,9 x10-26 ;\ 2/4‘”" 2 corresponde a la energfa recibida por
unidad de elemento de 4rea en el plano de observacién, debida a un elec-
trén libre bafiado por un haz de rdyos X monocrométicas de longitud de
onda 7\ e intensidad unitaria. Las unidades del factor numérico que
deriva de la teorfa de Thomson son,en el sistema C.G. S.) cm?2 con lo que
las unidades de \) resultan cm4.

es el producto e x P os del espesor de la muestra en estudio por
la densidad electrénica media ﬁ o+ Sus unidades son:
[nGmero de electrones 1. em-2.

E, es la energfa total transportada por segundo por el haz de rayos X in-
cidente. Sus unidades son arbitrarias, pero deben ser las mismas que

las de (k) (cuentas por segundo, por ejemplo).

ki y kg son las longitudes a lo largo de los ejes b1 y by del plano de obser-
vacibn que definen el 4ngulo s6lido bajo el cual se observa la difusién. En
la préctica ky corresponde al ancho y kg a la altura de la ranura utilizada
para la detecci6én de las intensidades. Las unidades de ki y kg son em™1.

Experimentalmente se determina la funcién g (k) la cual esta conec
tada al poder difusor ie(k) por el factor de normalizacién ? E kqko.
Si lo que interesa es la forma de las leyes a que obedece el poder difusor
basta determinar la funcibén (¥ que le es proporcional, en unidades ar-
bitrarias. Se dice entonces que se efectia una medida en escala relativa.
Si por el contrario, la naturaleza del problema exige el conocimiento del
poder difusor, deben determinarse, ademéis de la funcibn 3 (k), todos
los factores englobados en el factor de normalizaci6én. Se dice entonces
que se hace una medida en escala absoluta.
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La medida absoluta es considerablemente m4s compleja y menos pre-
cisa que las medidas en escala relativa pues se agregan a los errores de
ésta, los errores cometidos en la determinacién del factor de normaliza~
ci6n que son, en general, muy grandes. E, suele ser del orden de 109, o
aGn 106 veces mis grande que las intensidades difundidas; no hay en la hora
actual un sistema que permita medir con precisién ese tremendo rango de
intensidades. Es necesario recurrir entonces a algunas determinaciones
indirectas pasado por un factor de atenuaci6én que no puede conocerse, en
general, con un error menor que el 5% (28)(29). Tampoco puede determi-
narse con demasiada precision el espesor de la muestra especialmente
cuando se trata de delgadas ldminas metélicas: si el espesor es del orden
de algunas centésimas de milimetros los deterioros inevitables en el mani-
puleo (templado, manipuleo con pinzas a baja temperatura, etc.) son muy
importantes. La medida del espesor por determinacién de la transmisién
de los rayos X tampoco es preciso ya que no sSe conocen con precisién
suficiente los coeficientes de absorcién que intervienen en una exponencial.

En estas condiciones, pueden darse por buenas medidas absolutas en
las que el error total no supere el 10%. Este valor puede llegar a ser muy
optimista cuando se considera el error de colimacién al cual nos referire-
mos enseguida.

El error de colimaci6n

Se da este nombre 2 las aberraciones introducidas en l3s intensidades
difundidas como consecuencia de que el haz incidente tiene una seccién
transversal que no es infinitamente pequefia como se supone 3l definir las
funciones de intensidad en términos del solo paridmetro k.

En general, el haz de rayos X incidente tiene una seccié6n finita en la
cual su intensidad varfa punto a punto.

La Fig. 13 muestra esqueméticamente la secci6n del haz sobre el
plano de observacién.
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Qb
&

Figura 13

Efectos de la seccidn finita del haz en el plano de ob-
servacidn.

—>
Si llamamos € * la componente del vector k en ese plano, la dis-
tribucién de intensidades del haz incidente puede representarse por una
funcién i, ( }; cada elemento de superficie de 1a seccién del haz

d (3—; dar& una contribucién en cada punto 3 de dicho
plano.

La ecuacién (109) debe escribirse entonces:

* Cuando el angulo de difusién es pequeiio, el vector K esth pricticamente contenido

en el plano de observacién con lo que es, en principio, indistinto considerar k o su com-
ponente en ese plano
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d3(’3)=?? kik, iO(E)ie(g-E)dO_g (110)

La distribucién de energfas en el plano de observaci6n, se obtendr4 integran
do (110) sobre toda la seccién Q' del haz:

(;S (%) = W)?-klkzj i, (©) ie(E-G)d% (111)
5

Si la secci6n del haz es muy pequgfia, el poder difusor i ( E ) es prictica-~
mente independiente del vector & y (111) resulta idénfica a (109):

3 ) = VY % kqk, io(k) E;
donde hemos puesto: E_ = J; in (&) doz

Vale decir, la expresién (111) se reduce a (109) solamente si la secci6n del
haz es muy pequefia. Esta condicién no es f4cil de satisfacer sin pérdidas
prohibitivas de intensidades y entonces vale en general, la ecuaci6n (111).
Debe notarse bien que la funcién medida experimentalmente no guarda ya una
mera relacién de proporcionalidad con el poder difusor; dicha funci6én es un
producto de convolucién de la distribuci6én de energfas en el haz incidente con
el poder difusor; por lo tanto de su determinacién experimental. nada puede
deducirse, en generalJ respecto a este dltimo.

La situaci6n es considerablemente mis compleja que la que deriva del cono-
cimiento o no del factor de normalizaci6én. Aunque éste no se conozca la re-
laci6n de proporcionalidad existente entre el poder difusor y la funcién experi
mental determinada con un haz de secci6n pequefia permite siempre obtener
informaciones muy valiosas. Las distorsiones introducidas en el poder difu-
sor por la distribucién de energfas en el haz incidente, por el contrario, son
diffciles de estimar y si no hay medios de prever sus efectos, los resultados
de una experiencia pueden llegar a ser de muy dudosa interpretaci6én. La
soluci6n mas general de este problema consistirfa en la determinaci6n expe-
rimental de las funciones iy )y 8 ( &) y de allf obtener el poder difusor
resolviendo la ecuaci6n integral (111). Matem4ticamente, esto no reviste
dificultades: basta con tomar la transformada de Fourier de ambos miembros
de esa ecuaci6n; el teorema del producto de convolucién (21) permite trans-
formar a esa ecuaci6n en el producto simple de las transformadas; se puede
despeiar entonces }a transformada del poder difusor, la cual, antitransfor-
mando, rinde la funcién buscada. Esto, sin embargo, involucra el cilculo

de transformadas de Fourier en dos dimensiones, lo que de por si es un pro-
blema de computacién de resoluci6n larga y tediosa; pero lo que constituye

la dificultad méis seria es que el grado de precisi6én con que pueden conocer-
se las funciones experimentales e i, no justifican la realizaci6n de
semejante proceso de cllculo. La Gnica via adecuada para tener en cuenta
las aberraciones debidas a la estructura del haz consiste en trabajar con
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formas de haces particularmente bien elegidas para que la convoluci6n (111)
tome una forma simple. Esto sin embargo, no responde a un esquema general:
las condiciones a elegir dependen de las caracterfsticas del poder difusor

que se quiere observar. Por ejemplo, un célculo reciente (30) ha permitido
demostrar la influencia de distintas formas de haz incidente cuando el poder
difusor es fuertemente anisotrépico y el resultado es que, para ese caso,
solamente puede obtenerse una informacién confiable si se usa un haz de
secci6n muy pequeiia lo que no solamente complica los montajes experimen-
tales sino que reduce fuertemente la resolucién alcanzable.

Una situacién més favorable se tiene, sin lugar a dudas, cuando el poder
difusor es isotr6pico, vale decir cuando depende del solo m6dulo del vector
> . .

k en el plano de observaci6én. En este caso es posible adoptar formas para
el haz incidente que no son diffciles de realizar a la vez que ellas no impli-
can un sacrificio considerable de intensidad y de resolucién. Guinier y
Fournet, y Dumond, independientemente, trataron el caso que después se
Illamé "colimacién lineal e infinita™ (25), al que consideraremos con cierto
detalle.

La Fig. 14(a) muestra un poder difusor isotr6pico, esquematizado por un
anillo en el plano de observaci6n, el cual ha sido obtenido con un haz inci-
dente de secci6n infinitamente pequefia cuyo punto de incidencia sobre dicho
plano es 0. La Fig. 14(b) esquematiza al mismo poder difusor cuando se lo
obtiene con un haz incidente muy alto, cuya seccién en el plano de observa-
ci6n estl representada por el segmento 0'0''. Cada punto de la muestra
tocado por el haz de su propio anillo y lo que se observa es la superposici6n
de-tedos esos anillos. En el caso de la Fig.14(a}, la ecuacién (111) o su
versién para haces de muy pequefia secci6n (109) se reduce a: J( & )=

(k) = Qig(k), donde hemos llamado Q al factor de normalizacién, y la me-
dida de la intensidad Y{k) puede hacerse segln un didmetro cualquiera del
anillo. En el caso de 1a Fig. 14(b), por el contrario, la funcién experimen-
talg no conserva la isotropfa de i(k); se tiene ahora una figura simétrica
respecto de 0'0'* pero la medida de intensidad no puede hacerse segin
cualquier direccién del plano de observaci6én. Si la distribucién de intensi-
dades es constante a lo largo de 0'0'" y si la medida se efectd lo largo
del eje k, en lugar del poder difusor se obtiene la funci6én die [(k2+u2)%j du.
La aproximacién de haz lineal e infinito consiste en considerar que los limi-
tes de integraci6n 0" y 0' son + Q0 lo que es vilido si la altura 0'0' es
mucho mayor que la expensién de la distribucién de intensidades en el plano
de observacib6n: en nuestro caso esquemitico, debiera ser mucho mayor
que el didmetro del anillo; adem4s, para que la aproximacién sea vélida la
ranura que sirva de detecci6n de las intensidades desplazindose sobre el
eje k, debe tener una altura muy pequefia comparada con la del haz.

En estas condiciones la ecuaci6n (111) vale:
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Figura 14

Esquema en el plano de observaci8n de un poder difusor isotrdpico
(a), cuando se observa con un haz alto.y de ancho despreciable (b).

El poder difusor isotr8pico est8 esquematizado por un anillo de
difracci8n centrado en el punto 0 que representa la secci8n in-
finitamente pequefia del haz incidente en el plano de observaci8n.

La distribuci8n de intensidades depende del solo m8dulo del vector
k.
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Con un haz incidente cuya seccidn puede representarse por el seg-
mento 00*, cada punto de ‘{a mdestra tocado por dicho haz origina

su propio anitlo dando lugar a una figura simétrica respecto de 00’.
Si la distribuci8n de intensidades segln 00’ es constante, o gau-
ssiana centrada sobre el eje k, ‘conviene medir las intensidades di
fundidas sobre dicho eje con una ranurd de altura mucho menor que
00’. La funcidn as! determinada’debe ser -procesada (por ejemplo por
el m8todo de Schmidt) para obtener el:poder difysor cuya forma es-
t& esquematizada en (a). -
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Joo = 9§k1k2 o (k)fio(k) dk (112)
+O°
1
donde  j, (k) = f ig (k% +u?)Z du
— OO
e iy(k), la energfa-por unidad de longitud del haz incidente; esa longitud est4
expresada en unidades de k, es decir cm~1.

La funci6n jg(k) puede utilizarse directamente para obtener un conjunto de
parimetros caracterfsticos de la estructura del cuerpo en estudio como si
fuera el poder difusor propiamente dicho. Sin embargo, la conexi6n entre
je(k) y la estructura es més complicada que la de ig(k). En el caso particu-
lar que nos ocupa, cuando estamos interesados en las componentes de Fourier
de la densidad electrénica (o de la composicién) no podemos servirnos de la
funcibn j sino que seri necesario btener, a partir de los datos experimentales
la funci6n i. En principio, esto es posible a través de la relaci6én de Guinier
y Fournet: e
1
ig(k) = ~(1/7T ©) it [ 2+ u2)z] du
[(kZ + u2)z 1

o]
donde c es una constante proporcional a la energfa por unidad de longitud del
haz y jb = die / dk; vale decir, la transformaci6n de je en ig, involucra la
determinaci6n de la derivada de una curva experimental, lo cual, en general,
no puede hacerse con una precisién satisfactoria.

P.W. Schmidt ha desarrollado un método para determinar el poder difusor
-supuesto isotr6pico- a partir de la funcién medida experimentalmente cuando
el haz incidente es de ancho despreciable y la distribuci6n de intensidades a lo
alto sigue una ley gaussiana; cuando la gaussiana es infinitamente extendida
este caso se reduce al de la colimacién lineal e infinita. El método, con el
programa de computacién suministrado por el autor es de aplicaci6n sencilla
y, en principio, los errores se mantienen dentro de Ifmites satisfactorios
salvo para grandes valores de k. Por lo tanto, si se satisfacen esas condicio-
nes de colimaci6n, con dicho programa puede obtenerse el poder difusor sin
mayores dificultades. Si ellas no se encuentran satisfechas conviene que el
perfil vertical del haz se aproxime lo més posible a una gaussiana. Esto puede
lograrse absorbiendo al haz con un conjunto de espesores met4licos adecuada-
mente distribufdos en la direcci6n vertical del mismo, de manera que los
extremos sean m4s absorbidos que la parte central (32); obviamente esto im-
plica una pérdida de intensidad que puede llegar a ser prohibitiva. Si no puede
lograrse experimentalmente un perfil gaussiano satisfactorio es 4un posible
utilizar el programa de Schmidt con la funci6n gaussiana que mejor se aproxi-
me al perfil real pero es necesario hacer un examen muy cuidadoso de los erro-
res para cada forma particular de poder difusor. Un estudio reciente (33), ha
permitido demostrar que cuando el perfil vertical del haz no es una gaussiana
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casi perfecta, el poder difusor estd afectado por errores que pueden
llegar a ser muy grandes en determinados rangos de valores en k, los
cuales dependen de la forma particular del poder difusor considerado.

1II.2.1.2 Las medidas de difusi6n a petjuefios 4ngulos

Diversos sistemas han sido propues’os para efectuar observaciones o me-
didas de difnsi6n a pequefios 4ngulos. Detalle de los mismos pueden encontrarse en las
referencias apuntadas al comienzo del parrafo III.2.1. La adopci6n de un sistema cual-
quiera depende obviamente de las caracterfsticas del problema a estudiar pero juega en
buena medida un conjunto de elementos subjetivos propiv de cada experimentador. Nos
limitaremos a enumerar aquf las condiciones que hacen a la calidad de un sistema para
medidas de difusi6n a pequefios ingulos describiendo de que manera ellas fueron logra-
das en el equipo corrientemente utilizado en el laboratorio del autor (20).

La Fig.15 muestra un corte esquemsitico del montaje; este puede adaptarse
en general a cualquier equipo de difraccién comercial con tubos de foco fino, siempre que
la fuente de rayos X esté bien estabilizada.

1. Pureza espectral de la radiaci6n:

Esta condici6n puede satisfacerse muy bien mediante el uso combinado de un
cristal monocromador y de un contador proporcional seguido por un dispositivo electr6-
nico convencional que permita separar pulsos de tamafio diferente. El monocromador M,
Fig.15, es una l4mina de cuarzo del tipo Johann-Guinier (21) que permite separar sin
dificultades la lfnea KX del cobre; con l4minas de cuarzo de muy buena calidad y dispo-
sitivos de reglaje convenientes puede aislarse la componente Kd{ys del doblete K o
Ademis de la longitud de onda deseada, la radiacién emergente del monocromador contie-
ne también sus arménicos A /2, 7\, /3, ....(21), los cuales se eliminan de la medida
con un discriminador de impulsos asociado al contador proporcional.

2. Definici6n del haz incidente y limitacién de las difusiones parisitas

El haz emergente del monocromador estd bastante bien definido: es convergente en
el plano horizontal y focaliza en el punto F en forma de una linea, de ancho despreciable,
perpendicular al plano de la Fig.15. Es necesario, sin embargo, introducir en el sistema
dos ranuras Ry y Ry para limitar la zona Moscurecida™ por la difusién parisita. Los la-
bios de R1 cortan al haz, delimitdndolo, miesntras que los de R9 se acercan lo méis posi-
ble al mismo pero sin tocarlo. Los labios de ambas ranuras son de tantalio cuidadosamen-
te pulidos y colocados con una inclinacién de 100 respecto del haz; empiricamente se ha
encontrado con esta disposicién una excelente eficiencia en la reduccién de la zona de
penumbra.

El sistema contiene otras dos ranuras: Rg y R4; ambas estin situadas sobre el brazo
de un goniémetro y giran alrededor del punto 0 donde se encuentra la muestra en estudio.
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PO
Figura 15

"Esquema de un dispositivo para medidas de difusi8n a pequefios &ngulos
con un gonibmetro y contador. ’

El monocromador M es una 18mina de cuarzo curvada, las ranuras R, y R
.delimitan la zona de penumbra’ PP*. La muestra est8 situada 'en €l centro .
0 del goni8metro alrededor del cual gira el brazo Yue sostiéne 4 Tas ra
nuras R, ¥y R,, y al contador proporcional C. La altura y el ancho de R
definen“et 8ngulo s8lido bajo el cual se observa la difusibn mientras
que R4,lbmita el volumen de aire.irradiado que “ve” el contador (zona ra
yada). : -
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La altura dl, y el ancho dl1 de R, definen el 4ngulo sélido dkjdky bajo el cual se observa
la radiacién difundida. R4, por su parte, limita el volumen de aire irradiado "visto' por
el contador C (area sombreada de la Fig.15) y, en consecuencia, disminuye la difusién
parésita debida al aire.

3. Condiciones de colimaci6n:

Con un cristal de cuarzo de buena calidad se obtiene un haz suficientemente alto y ho-
mogeneo en toda su altura para que se justifique el tratamiento por haz lineal e infinito.
Sin embargo, ésto s6lo es vélido si el poder difusor que se observa tiende a cero para éngu-
los mayores de 4 6 5°; los sngulos m4ximos medibles dentro de esta aproximaci6én dependen
también de la altura de la ranura R3 (18). Un haz cuyo perfil en la direcci6én perpendicular
al plano de la Fig.15 sea aproximadamente gaussiano puede lograrse cortando al haz en la
mencionada direcci6n a la altura de R1 6 Rg.

4. Energfa del haz incidente :

Su determinacién es indispensable para efectuar las medidas en escala absoluta. Se
dispone entre Rg y R4 varios paquetes de hojas de nfquel. Cada uno de ellos atenda el haz
incidente en un factor medible. Se pude entonces calibrar esos paquetes y conocer el factor
de atenuacién correspondiente a cada uno de ellos con un error aproximado del 1%. Cuando
se efectta la medida de la energfa transportada por el haz incidente en una dada experiencia
se usan tantos paquetes como Sea necesario para que ella tome un valor medible (con un
contador proporcional corriente conviene mantener la tasa de contaje bien por debajo de
1000 cuentas/segundo para evitar efectos de tiempo muerto). La energfa real del haz se
obtiene después multiplicando por la atenuaci6én de todos los paquetes utilizados. Un valor
representativo del factor de atenuaci6n en experiencias corrientes se sitGa alrededor de
104, Este tipo de medida solo tiene sentido si la radiaci6n que se detecta es estrictamente
monocromitica.

Con el instrumento cuyas caracterfsticas acabamos de describir, las medidas
se llevan a cabo por contaje directo de la radiaci6n difundida situando el brazo del goniéme-
tro que sostiene a las ranuras Rg y R4 y al contador C (Fig.15) en posiciones correspondien-
tes a los distintos valores del 4ngulo de difusi6én 28 ; el origen de medida de estos 4ngulos
es el punto de focalizacién F del haz incidente sobre el plano de observaci6én. Se obtiene a&i
una curva de energfas difundidas en funcién del 4ngulo 2 & , la cual puede expresarse en
funci6n de k = (4 T[ sen 8] )/)\ . La funcién Y(k) determinada de esta manera consta de
varios componentes:

Y(k) =3(k) + [ Jp(k) - b ]T + b
donde:
(k) es la energfa difundida por la muestra para distintos valores de k.

Jp(k) es la intensidad parésita (penumbra mas difusién por el aire) que se mide sin la
muestra por lo cual debe ser multiplicada por la transmisién T de la misma

b es el contaje de fondo del contador



56

T se determina experimentalmente por la relacién:

T = Intensidad del haz incidente que atraviesa la muestra
Intensidad del haz incidente sin muestra

La funci6n & (k) que se despeja de la ecuacibén anterior, es la funcién que
aparece en la ecuaci6n (112).

Si para la informacién que se desea obtener de la experiencia basta una
medida en escala relativa y si se satisfacen las condiciones de colimacién lineal e infini-
ta, J(k) puede utilizarse directamente para obtener todo un conjunto de parimetros carac-
terfsticos de la estructura del material en estudio. Si se requiere en cambio obtener una
funcién proporcional al poder difusor, libre del error de colimacién, seri necesario pro-
cesar a la funcién J(k), por ejemplo con el programa de Schmidt. Esto requiere que el
haz satisfaga las condiciones del haz lineal infinito o bien que tenga un perfil vertical
aproximadamente gaussiano; en todo caso debe determinarse experimentalmente ese perfil.

En el caso en que sea necesario una medida en escala absoluta, hay que calcu
lar el factor de normalizaci6n. E se obtiene sin dificultades si se logra medir
bien el espesor. En el caso de 14minas delgadas de material lo m4s conveniente es calcu-
lar el espesor a partir de la transmisién T por la ley de Lambert (T = I/I, = exp (- X),
siendo /(/ el coeficiente de absorcién y x el espesor); la dificultad esencial es que los
coeficientes de absorcién no son conocidos con una precisién deseable y pueden cometerse
errores considerables en el espesor, de todos modos ese error siempre es menor que el
que se comete midiendo el espesor con un micrémetro. Queda por analizar la medida de
la energfa del haz incidente. Esta se mide siempre después que dicho haz atraveso6 la
muestra. Los haces de radiacién difundidos a pequefios 4ngulos tienen un recorrido dentro
de la muestra que es aproximadamente el mismo que el recorrido del haz incidente, que
no sufre desviacién, por lo que éste se atenda en la misma proporcién que los haces difun-
didos. En consecuencia, si se mide la energfa del haz incidente una vez que éste ha atra-
vesado la muestra no es necesario introducir correcciones por la absorcién en la misma.

Esa energfa, previa atenuacién del haz con el conjunto de hojas de niquel
como se ha indicado m4s arriba, puede medirse utilizando uno de los tres procedimientos
siguientes (34):

1. Siigy(k) es la energfa por unidad de longitud de haz,

I, = Skzio (k) dk e

es la energfa del haz incidente medida con una ranura cuya altura (en unidades k) es kz.
Entonces (112) puede escribirse:

o = o) \ikllojem



57

I, se mide colocando el brazo del goniémetro en el 4ngulo 0, es decir con Rg en el punto
indicado con F en la Fig.15 y abriendo completamente esta ranura para permitir el pasaje
de todo el haz; kq se determina a partir de la relacién k; = (4'\7/7\ ) (ll/p) donde 14 es el
ancho de la ranura y p la distancia muestra-plano de observacién. Ambas pueden conocer-
se con una buena precision.

2. E, = f kykoio(k) dk

es la energfa recibida por el contador por unidad de tiempo a través de la ranura cuyo
ancho es ky y cuyo alto es kg (ambos medidos en unidades de k). Si se determina entonces
el perfil del haz con usa ranura se obtiene una curva que encierra un 4rea igual a Eg, la
cual puede medirse con un planimetro por ejemplo.

3. Si el goniébmetro, como es usual, puede efectuar un barrido a velocidad angular

constante LY , d(ze)/l =% dt

de = W at
A _
con lo que E, = j klkzio(k)dk = -7: S\ klkzio(k)dt

La velocidad angular “UJ esti, en general, bien determinada y la integral se mide c6mo-
damente como el ndmero total de cuentas acumulado en un escalfmetro al efectuar un barrido
a lo ancho del haz.

III. 2.3 Los errores

Resumiremos aquf los errores que afectan las medidas de difusién a pequé-'-
fios fngulos de rayos X. Estos pueden dividirse en dos tipos:

1) errores que afectan a las medidas de intensidad en escala relativa (sin determinar el
factor de normalizaci6n).

a) error estadfstico: suponiendo que no interviene efecto alguno debido al
tiempo muerto del contador, el error estadfstico relativo que afecta a la
funménJ(k) puede expresarse ( 20

€ = ,675 RR+1

donde N es el nﬁmero total de cuentas acumulado en el escalimetro para un
dado valor de k al cabo de cierto tiempo y

R = nfimero total de cuentas medido para Y (k)
ndmero de cuentas correspondiente a Jp(k)T

Se ve claram ente que cuando R AJ 1, el error relativo es muy grande. Esto
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puede ocurrir para ingulos muy pequefios en los cuales la intensidad paré4sita
es importante o bien para fngulos relativamente grandes, cuando J(k) ha dis-
minufdo hasta valores comparables a los de la difusién por el aire. En esas
porciones de la curva de intensidad el error, atin cuando se totalice un gran
ndmero de cuentas (lo que requiere largos tiempos de contaje) puede superar
el 5%. Para la generalidad de los puntos medidos, sin embargo, el error
suele ser aproximadamente 2%. Rara vez puede conseguirse, por otra parte,
errores inferiores a este valor valor debido a la estabilidad del sistema.
Aunque los modernos equipos de difraccién estdn satisfactoriamente estabili-
zados desde el punto de vista eléctrico, la estabilidal de todo el sistema estd
considerablemente limitada por factores como la temperatura ambiente y la
presién atmosférica.

b) error de colimaci6én: ya hemos dicho que es muy diffcil estimar los erro-
res en el caso en que el perfil del haz no sea estrictamente gaussiano o no
satisfaga ka aproximaci6n lineal e infinita. Puede decirse, sin embargo, que
para 4ngulos intermedios ese error puede mantenerse lo suficientemente
acotado para no introducir deformaciones importantes en las curvas de difu-
sion (18)(33).

2) errores en la medida absoluta: estos derivan de la energfa transportada por el haz
incidente y de la medida del espesor de la muestra. La precisi6én en ambas es pobre y no
es pesimista atribuir al factor de normalizacién un error del orden del 10% (18)(34).
Resulta, en resumen, que el error de una medida de difusién a pequefios 4ngulos de

rayos X no es inferior al 5% en escala relativa y puede superar el 10% en escala absoluta.
Estos valores pueden considerarse optimistas ya que cada punto de la curva esti afectado,
en general, de un error diferente a los de los otros puntos y pueden existir deformaciones
en las curvas muy diffciles de estimar.

II1. 3 Aspectos te6ricos a verificar

En el parrafoDll. 2.1 hemos descripto con cierto detalle las experiencias de
difusi6n a pequefios ingulos de rayos X. Queremos referirnos ahora, de manera especi-
fica, a las experiencias destinadas a verificar la teorfa de la descomposicién espinodal
y sus extensiones. -~

En todos los casos que consideraremos se supondré que la separaci6n de
fases se lleva a cabo isotrépicamente. En principio, esta situaci6én se encuentra en sis-
temas vitreos y en soluciones s6lidas metélicas cuyos componentes no difieren sensible-
mente en el tamafio atémico. Debido a la isotropfa del proceso, todas las funciones te6~
ricas seran funciones del s6lo mé6dulo del vector k (al menos en el rango de valores que
ser4 considerado aquf). La muestra a estudiar estari siempre constitufda por una I4mi-
na de material suficientemente delgada para permitir una transmisién adecuada de los
rayos X.
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Cualquier experiencia destinada a la verificacién mencionada deber4 comen-
zar con una homogeneizaci6n a temperatura suficientemente elevada, en la zona I del dia-
grama de equilibrio de la Fig.1(a) y posterior retencién por templado en un estado metas-
table. Ya se ha dicho, en efecto, que la validez de los resultados teéricos esti limitada a
la separaci6n de fases que no involucre cambios respecto de la estructura cristalina de la
soluci6n s6lida madre (cf. parrafos II.1 y II. 5). Se determina entonces, una curva de in-
tensidades inmediatamente después del templado y después de sucesivos tiempos de enveje-
cimiento a una cierta temperatura. Es necesario procesar las curvas experimentales para
corregir el error de colimaci6én obteniéndose asf el poder difusor o una funcién proporcio-
nal al mismo. De este modo se dispone de una familia de curvas de intensidades: I(k,0)
para inmediatamente después del templado e I(k, t) para los sucesivos tiempos de enveje-
cimiento. Si el material en estudio evoluciona en el curso de las medidas de intensidad
difundida es imprescindible enfriar la muestra durante las mismas a una temperatura tal
que la evolucién sea despreciable.

Si la teorfa de Cahn para la descomposicién espinodal se satisface, deberfa
obtenerse una familia de curvas de intensidad del tipo indicado en la Fig. 4 satisfaciéndose
especificamente las siguientes condiciones para el envejecimicnto isotermo:

1) Para cada valor de k, I(k,t) varfa exponencialmente con el tiempo
(ecuacibn (28) ).

2) Existe un valor I(k,) que es constante en el tiempo (R(k) = 0)

3) Existe un valor I(k,,,t) que crece en el tiempo méis répido que la
intensidad correspondiente a otros valores de k, verificAndose
adem4s ko/km =\|’2'(R(km es miximo, cf. Fig. 3a).

4) Los valores de R(k) determinados experimentalmente son tales que
D(k) = R(k)/k? = (1/2k2t) In I(k,t) / I(k,0), varfa linealmente con k2 y
el valor extrapolado para k = 0 es consistente con los valores del coe-
ficiente de difusi6n obtenido a partir de experiencias macroscépicas
(ecuacibn (20) y Fig. 3b).

A efectos de verificar el cumplimiento de estas condiciones no es necesario
Trecurrir a la determinaci6n absoluta del poder difusor, sino que basta con determinar una
funcibn que le sea proporcional. Resulta necesario, en cambio, corregir el error de coli-
macibn.

Para tomar en cuenta el efecto de las fluctuaciones (p4rrafo II.4.1) son
imprescindibles las medidas en escala absoluta. Como antes, es necesario determinar la
familia de curvas I(k,t). En el punto de entrecruzamiento kgt : I(kc., 0) = L(k,1) (ecuacién
(37) ). Con este valor experimental puede obtenerse el coeficiente del gradiente 3C  si se
evalGa por otros medios el término eldstico y la derivada segunda de la energla libre. De
este modo L(k) resulta conocida para todo k, puede evaluarse entonces la diferencia
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I(k,t) - L(k) expresando ambas en unidades Laue (cf. parrafo III.2.1.1.1). Esta diferencia,
de acuerdo a la teorfa de Cook debiera variar esponencialmente con el tiempo para cada
valor de k. Resulta ahora D(k) =R(k) = 1 M[_I(k,t)-L(k)_] /[I(k,O)—L(k)]
k2 2kt

En el caso en que se quiera tomar en cuenta la naturaleza discontinua de la
red cristalina, conviene utilizar la expresién (78) con la funcién L(k) dada por la ecuacién
(95) que se limita a la contribucién de las interacciones entre 4tomos vecinos inmediatos.
En el punto de entrecruzamiento, puede determinarse experimentalmente para este caso
el pardmetro fenomenolégico g1. Este Gnico parimetro permite determinar f*'y 2C a
través de las relaciones para ondas largas.

III. 4 Conclusiones

La difracci6én de rayos X, particularmente la difusién a pequefios 4ngulos,
constituye le método més directo para la verificacién experimental de la teorfa de Cahn
1 de la descomposicién espinodal, incluyendo sus extensiones. Esto deriva del hecho que
la linealidad de la ecuaci6n de difusién permite considerar a las variaciones locales de
composicién como suma de ondas sinusoidales; a la vez y de manera independiente, la teo-
rfa de la difraccién permite obtener experimentalmente los médulos de las amplitudes de
las ondas componentes de la densidad electrénica. '

Sin embargo, la relaci6n entre las observaciones experimentales y las previ-
siones tebricas son en realidad menos directas que lo previsible a partir de las relaciones
funcionales mencionadas. Ya hemos sefialado en efecto los errores que pueden afectar a
las curvas de intensidad experimentales ain en escala relativa y la incerteza de las correc
ciones por la estructura del haz incidente; las medidas en escala absoluta incrementan
alin mis el error. Es,en consecuencia, riesgoso todo intento de extraer conclusiones ter-
minantes de la observacién de ciertos detalles m4s o menos sutiles como la relaci6n entre
la posicién de un méximo y la de un punto de entrecruzamiento, la linealidad del gréfico
D(k) en funci6én de k“, o del célculo del efecto de las fluctuaciones obteniendo L(k) a partir
de los datos experimentales (35)(36).

Por lo tanto, si las experiencias de difusi6én de rayos X constituyen el método
mAis directo para la verificacién de las previsiones de la teoxrfa espinodal, ello no dispensa
de una extrema cautela en la interpretacién de los resultados.
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v. REVISION DE ALGUNOS RESULTADOS

Iv.1 La experiencia de Rundman y Hilliard (37)

Estos autores (RH en lo sucesivo) fueron los primeros en intentar un anilisis
de las curvas de difusi6n a pequefios 4ngulos con miras a verificar los puntos enumerados
en el parrafo III. 3, utilizando una aleaci6én de aluminio con 22% atémico de zinc, homoge-
neizado a alta temperatura y templada en agua. Dado que la evoluci6n de la aleaci6n a
temperatura ambiente es despreciable las medidas pueden efectuarse sin tomar precaucio-
nes especiales para evitar la evolucién durante las mismas.

Las curvas de difusi6én, determinadas por contaje directo en escala relativa
inmediatamente después del templado y después de sucesivos tiempos de envejecimiento a
65° fueron corregidas por el método de Schmidt para liberarlas del error de colimaci6n
(cf.pérrafo III. 2.1). Se pudo poner en evidencia que habfa habido una evoluci6n considera-
ble durante el enfriamiento y que posteriormente, en el curso del envejecimiento, las
variaciones de intensidad segufan los lineamientos previstos por la teorfa de Cahn. La
Fig.16 muestra una familia de curvas de intensidad corregidas: se nota claramente un
méximo en el cual las intensidades crecen en funci6n del tiempo méis rdpidamente que pa-
ra otros valores del nimero de onda; se observa también un entrecruzamiento de curvas
alrededor de un rango muy estrecho de valores de k. Estos hechos son justamente los pre-
vistos por Cahn (cf. Fig. 4), pero una verificacibn més precisa exige la determinaci6n de
las leyes cinéticas que siguen las intensidades observadas.

RH hicieron el anilisis de esas leyes en el caso de la aleaci6n templada des-
de 4000C y envejecida a 650C por tiempos no mayores de 5 minutos.

De este modo
dichos autores tratan de ubicar ese an4lisis en las primeras etapas de la descomposicién
que son las Gnicas para las cuales la teorfa de Cahn es vilida. Aunque las curvas mostra-
das en la Fig. 16 corresponden a la aleaci6n templada desde 425°C podemos visualizar que
el andlisis de RH esti basado en variaciones de intensidades comprendidas entre las cur-
vas 1 y 2 de dicha figura.

La Tabla I muestra los 5 valores experimentales de la intensidad que sirvieron
para el trazado de la curva de difusién correspondiente a cada tiempo de envejeciimiento.
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TABLA I
(extrafda de la referencia (37))

0 6 3.000 2. 600 2.20° 1.900 1.600
k(107 cm~1) 2.16 1.85 1.56 1.35 1.13
)\(A) 29.0 34.0 40.2 46.6 55.17

0 seg 17.0 23.2 26.2 25. 6 23.8
45 seg 16.2 22.3 25.8 26.1 24.0
90 seg 15.4 22,2 25.8 26.8 24.5

135 seg 15,9 22. 4 26.5 27.2 25.2
180 seg 15.2 22.6 26.7 27.1 25.4
225 seg 15.1 22.6 27.8 28.2 26.1
270 seg 15.2 22.8 27.17 28. 4 26.3
315 seg 15.0 23.6 28.5 29.4 26.5

Las curvas trazadas por esos puntos, con el error de colimacién debidamente
corregido, muestra un méximo en el valor k,,, = 1,5 x 107¢cm~1 y se cortan en una valor
ke = 2,07 x 107 em-1 1o que conduce a una relamén keo/km = 1, 36 que difiere en menos de
un 4% del valor \1—5 previsto por la teorfa de Cahn.

A partir de dichas curvas corregidas se construyeron los gréificos logarftmi-
cos de la Fig.17. El logaritmo de las intensidades correspondientes a distintos valores del
nmero de onda, varfa linealmente con el tiempo dentro del error experimental. Esto im-
plica que las intensidades satisfacen una ley como dada por la ecuacién (28) la cual ha sido
directamente deducida de la teorfa de Cahn. De la pendiente de las rectas de la Fig.17 se
ha podido calcular un factor de amplificacién R(k) a partir del cual se ha construfdo el
grafico R(k)/k2 = D(k) en funcibén de k2. Puede verse en la Fig.18 que en la aproximaci6n
permitida por el error experimental, ese gréfico es lineal , lo que est4 de acuerdo con la
ecuacibén (20) prev1sta por Cahn. Si la teorra se satisface, fmalmente la pendiente debie-
ra valer -2 JCD/f' y la ordenada al origen —D(l +2 M2 Y/f") (cf. Fig. 3b). Pero la veri-
ficaci6n de ésto requiere evaluar esas cantidades a partir de otro esquema y controlar si
hay consistencia entre los valores obtenidos y los deducidos de la Fig.18.

RH calcularon f'' a partir de valores experimentales de la energia libre de
las aleaciones Al-Zn a altas temperaturas, extrapoldndolos a la temperatura de la expe-
riencia. Asfmismo, D se obtuvo extrapolando valores del coeficiente de difusién determina
dos experimentalmente a altas temperaturas. El coeficiente del gradiente 22 se calculd
con la ecuacién (5') considerando interacciones entre 4tomos primeros vecinos solamente
y también a partir de un potencial de Lennard-Jones; los valores obtenidos de estas dos
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maneras son dispares pero del mismo orden de magnitud. El término "’Z se obtuvo
extrapolando valores experimentales a altas temperaturas del paridmetro de la red. En
cuanto al factor eldstico Y s6lo pudo estimarse groseramente debido a la carencia de
datos acerca de las constantes eldsticas para aleaciones Al-Zn; éstas se obtuvieron ha-
ciendo un promedio de los valores de las constantes eldsticas del aluminio en la direc-
cién [110] y de los valores de las del zinc en la direcci6n Y_ZﬁO} (esta direccibn
es equivalente a la direcci6n [_110} en la red cdbica de caras centradas). Se admitié,
ademis que las constantes varfan con la temperatura siguiendo una ley determinada por
Késter para el m6dulo de Young.

La Tabla II resume los resultados de la experiencia de RH y los valores
calculados por esos autores para los distintos parimetros, v la Fig. 19 muestra esque-
méiticamente la espinodal coherente y la espinodal quimica por ellos calculadas.

TABLA II
(adaptada de la referencia (37) )

Parimetro Obtenido de Valor Unidades
~J
1D [1+-2'7L2 /1] Figura 18 ~(2.4+0.2) x 10-18 cm2seg-1
2 D/f' Figura 18 (2.9+0.3) x 10733 cm4seg-1
3 ' extrapolacién desde
altas temperaturas  -(1,17+0.05) x 1010 erg cm—3
4 ’le Y extrapolacién y
promedio (0.09+0.05) x 1010 erg cm™3
~d
5 D Filas 1, 3, 4 -(2.6+0.4) x 10-18 cm2geg-1
~
6 D extrapolacién desde
altas temperaturas - 5 x 10718%0.6 cm2seg-l
7 X Filas 2, 3, 5 (16+3) x 10-6 erg cm~1
8 X ecuacibén ( 5' ) y po

tencial Lennard-
Jones (1.8 - 8.5) x 10~6 erg cm-1
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Se ve claramente en la Tabla II que hay una consistencia aceptable entre los
valores obtenidos por RH y los calculados a partir de otros esquemas independientes de la
teorfa de 1a descomposicién espinodal.

En conclusién, los resultados de la experiencia de RH estén en un todo de acuer
do con las previsiones de la teorfa, al menos dentro de la aproximacién que permiten los

errores experimentales y las estimaciones de los distintos parimetros que intervienen.

VI.1.1 Crfticas a la experiencia de RH

La experiencia de RH tiene el mérito indiscutible de haber sido la primera
especificamente disefiada para verificar las previsiones de la teorfa espinodal abriendo
nuevas vias de anilisis, no ya en base a una teorfa ~que por su rigor y elegancia no deja
de ser solo una teorfa- sino en base a un conjunto de hechos realmente observados. Esa
experiencia, sin embargo, justamente por su importancia, debe ser crfticamente revisada.

Considerando los errores que afectan a las medidas de difusién a pequefios
4ngulos, a los cuales nos hemos referido en el parrafo III. 2. 3, la principal critica es que,
curvas trazadas a través de solamente cinco puntos, a las cuales se corrige por el efecto
de colimaci6n, no son la base de una verificacién concluyente sobre todo teniendo presente
que las variaciones de intensidad entre una curva y otra subsiguiente es muy pequefia (cf.
Tabal I) y que las medidas se hicieron en escala relativa. Pequefias variaciones del haz
incidente entre curva y curva o ligeros corrimientos del 4rea de la muestra explorada por
dicho haz, o Infimas variaciones en la difusién par4sita pueden dar lugar a variaciones de
intensidad del orden de las indicadas en la Tabla I. Lo Gnico que puede decirse entonces,
es que hay un conjunto de hechos que no contradicen las previsiones de la teorfa de Cahn.
Esta no contradicciftn no tiene caricter cuantitativo: los distintos paridmetros calculados
a partir de otros esquemas que se han utilizado para una verificacién cuantitativa han sido
evaluados mediante extrapolaciones o modelos cuya validez es diffcil justipreciar. En es-
tas condiciones, no es de extrafiar que inmediatamente después que RH publicaran sus
resultados comenzaran a aparecer trabajos que los cuestionaran.

Gerold y Merz (38) sefialaron que los estados de evolucién observados por
aquellos autores no correspondfan a etapas de la separaci6én de fases susceptibles de ser
descriptas por una ecuacién diferencial lineal, ofreciendo en vambio una explicacién cohe
rente en términos del gap de miscibilidad que de acuerdo a Gerold (39), gobierna la sepa-
racion de fases en las aleaciones Al-Zn. Por otra parte, Gerold y Merz repitieron la ex-
periencia de RH y no encontraron un Gnico punto de entrecruzamiento de las curvas. Re-
cientemente (18) Acufia hizo un nuevo intento de repetir esa experiencia realizando medi-
das muy precisas de difusién a pequefios ingulos. El resultado de este intento fue que dos
series de medidas exactamente en las mismas condiciones daba resultados netamente dis-
pares: una serie mostrd un crecimiento de las intensidades en la zona del méximo de las
curvas de difusi6n para valores mé4s grandes del nimero de onda, donde debiera situarse
el punto de entrecruzamiento, la variacién es demasiado pequefia y resulta incierto sacar
conclusiones valederas; en la otra serie de medidas se obtuvo primero un crecimiento del
méiximo de difusi6n y después un decrecimiento. Acufia ha explicado este comportamiento
en base a la formaci6én de precipitados incoherentes de zinc cuya existencia logr6 probar
mediante diagramas de Debye Scherrer. La formacién de dichos precipitados parece pro-
ducirse bajo condiciones muy diffciles de controlar.



1021y

D(K) =O((K)/K2 (cmZseg™! x

D(k)= R(k)/KZ (cm?2 seg ! x 1016

.
— i —— S e Sinn ——

*HH

1 1
8 {2 IG 20 24 28
K2(cm=2 x 10 iy
30 .
w -

P

0 —_—
Q
[e]
‘% 0To] o0z

?igura‘ZO

(extrafda de la referencia (2))

. CoeFtc:ente de difusidn para una a-

leacidn Al - 20% at Ag obtenida por
evapOraC|6n y envejecida a 75°C.

y K estén dados por las ecuacione
(57) Y (62) respecttvamente.

Figura 21
(extratda de la referencia (2))
Coeficiente de difusibn deducido a

partir de datos experimentales de
NeilSen para un vidrio

-12, 6% mol. NaZO, enve jecido
a 608



64 bis

D(k) = R(k)/k2 (cm2seg~1) x 1019

D(k)=R(k)/k2 (cm2seg~1)x1016

Figura 22"
(extrafda de la referencia (2))

1 Coeficiente de difusidn en fun

cidn del ndmero de onda para
un vidrio B,0,-14,5% mol.
'Pb0-3,5% md% 31203 enve jecido
a 350° ¢ ‘

) Figura 23
(extrafda de la refer.(4i))

| Coeficiente de difusibn
| para una aleacibn Al-22%
| at. Zn envejecido a 65°C.

i 2 -
k2 (om=2) x 1014



65

En otros sistemas, Hilliard (2) hace una enumeraci6n de discrepancias entre

las previsiones tebricas y los resultados experimentales *. La Fig. 20 muestra el gréfico

N} (k)/K2 en funcién de K2, donde QY (k) y K2 estén dados por las ecuaciones (57) y (62),
para una aleaciétn Al-zo%At.Ag obtenida por evaporacibén y envejecida a 750C de acuerdo a
Erb y Hilliard (2). Esos autores explican el apartamiento de la linealidad para pequefios va-
lores del nGmero de onda en base a la doble difraccién de Bragg (40). Este es un efecto
parésito que depende esencialmente de la distribucién de los cristalitos componentes de la
muestra policristalina y no varfa en funcién del tiempo de envejecimiento isotermo lo que
conducirfa a un factor de amplificacién més pequefio que el real. Los apartamientos de la
linealidad para grandes valores del nmero de onda se atribuy6 cualitativamente a las fluc-
tuaciones al.azar (debe notarse que el trabajo de Erb y Hilliard es anterior a los célculos
de Cook detallados en II. 4.1).

La Fig.21 muestra el gréifico D(k) en funcién de k2 deducido por Hilliard (2)
a partir de los datos de difusién a pequefios 4ngulos de Neilsen en el caso de un vidrio
$i09-12, 6% molar NagO envejecido a 6000C. Se nota claramente un apartamiento de la
linealidad prevista por la teorfa cuando k7 ke. Un efecto muy parecido puede observarse
en la Fig.22 donde se muestra el coeficiente de difusién obtenido, Zarzycki y Naudin (2)
para un vidrio B5Og-14, 5%molar PbO-3,5% molar Al,Og, envejecido a 350°C. En ésta enu-
meracién no debe omitirse las observaciones de Rundman (41) en la ya referida aleacién
A1-22%at, Zn: la Fig.23 muestra el grafico de D(k) obtenido por ese autor para una mues-
tra templada desde 4000C y envejecida a 650C; puede apreciarse perfectamente un efecto
anflogo a los puestos en evidencia en las Fig. 21 y 22.

A este conjunto de discrepancias con las previsiones tebricas debe agregarse
las observaciones de Bonfiglioli v Guinier (23) en el caso de la aleacién Al-4%at. Zn enveje-
cida a -450C (Fig.24) . Esa aleacién se encuentra fuera de la espinodal coherente determi-
nada por RH; de acuerdo a la teorfa de Cahn deberfa obtenerse intensidad nula (cf. parrafo
II. 3. 2,. ecuaciones (23) a (28)), sin embargo se observa un comportamiento parecido a la
descomposicién dentro de la espinodal.

H. Cook ha explicado todas esas discrepancias en base a su teorfa de las
fluctuaciones al azar cuyos principales resultados hemos resumido en II.4.1. En la Fig.9
se ve claramente que la funci6n L(k), debida a las fluctuaciones, contribuye notoriamente
para grandes valores del nimero de onda. Es decir, las intensidades decaen més lenta-
mente que lo previsto por la ley (28) cuando k > k. y el ntmero de onda k.t realmente
observado es mayor que el k, previsto por la teorfa de Cahn. Esto provoca obviamente
que D(k) en funci6n de k2, para grandes valores del nimero de onda decaiga més_lenta—
mente que lo previsto por la ley lineal. '

La Fig. 8, por su parte, construida en base a la soluci6n de la ecuaci6n (34)
fuera de la espinodal, muestra un comportamiento muy parecido al de la aleaci6n A1-4%
at.Zn que se indica en la Fig. 24.

* Nos limitaremos a sefialar aquf solamente las discrepancias méis francas.
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Vale decir, la teorfa de Cook permite explicar las discrepancias entre los
resultados experimentales y las previsiones de la teorfa de Cahn. Sin embargo, esa ex-
plicacién es de caricter eminentemente cualitativo. La Gnica explicacién cuantitativa fe-
haciente consistirfa en medir intensidades en escala absoluta y separar los efectos de las
fluctuaciones en base a la f6rmula (37). Esta verificacién ha sido intentada recientemente
por Acufia en un prolijo estudio de la aleacién Al1-15%at. Zn que detallamos a continuacién.

Iv.2 La experiencia de Acuifia (18)

Acuiia eligi6 para su estudio la aleaci6bn Al-15%at.Zn. La utilizacién del
mismo sistema que RH permite un cotejo directo de resultados a la vez que las variacio-
nes de intensidad en las primeras etapas de evolucién son considerablemente m4s marca-
das que en la aleacién A1-22%at. Zn utilizada por aquellos autores. La aleacién més diluf-
da, sin embargo, implica dificultades de orden experimental: ella evoluciona muy ripida-
mente a temperatura ambiente y para que las medidas tengan sentido es necesario conge-
lar la muestra durante las experiencias, debiendo manipularse permanentemente a bajas
temperaturas. Estas dificultades fueron resueltas por Bonfiglioli y Testard (42) quienes
disefiaron un dispositivo que permite efectuar medidas de difusién a pequefios 4ngulos a
bajas temperaturas en el cual la muestra puede introducirse y centrarse en el equipo de
medicién bajo nitrégeno lfquido. Con este problema resuelto, la aleacién Al-15%at. Zn
tiene ventajas evidentes respecto de la A1-22%at. Zn:

- puede retenerse por templado en etapas de evolucién mucho més incipientes
lo que permite situarse en condiciones mas favorables para la descripci6n
del sistema mediante una ecuacién diferencial lineal y, al mismo tiempo,
facilitar la puesta en evidencia del efecto de las fluctuaciones;

- dado que la evoluci6én de esta aleaci6én es considerable afin a temperaturas
més bajas que la temperatura ambiente, es posible situarse "*bien adentro"
de la espinodal bajando la temperatura de envejecimiento, minimizando,
ademdés, cualquier posibilidad de precipitacién incoherente.

Las medidas de Acufia se realizaron en escala absoluta con colimacién
gaussiana y fueron corregidas por el método de Schmidt (cf. pdrrafo II1.2.1.1.2).

La Fig. 25 muestra una familia de curvas experimentales obtenida para la
aleacién homogeneizada a 400°C y templada en una mezcla eutéctica de Cl,Ca y agua a
~550C; inmediatamente después del templado las muestras pasan muy répidamente por
bafios de alcohol y acetona a esa temperatura y finalmente se transfiere al nitrégeno 1i-
quido. Los envejecimientos se hicieron en un bafio termostatizado de acetona a -45°C.
El permanente mantenimiento de la muestra a bajas temperaturas asegura que la Gnica
evolucién que se observa es la que se lleva a cabo durante los envejecimientos. Puede
verse claramente que las cuatro primeras curvas se cortan con un pequeiio intervalo de
valores de k; el entrecruzamiento de la quinta curva (120 segundos de envejecimiento)
se desplaza, en cambio, francamente hacia valores de k pequefios. Se ha estimado
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entonces que la evolucién correspondiente a las cuatro primeras curvas puede ser descrip-
ta por la ecuacibn lineal. La Fig. 26 muestra las curvas de difusién corregidas por el error
- de colimacibén, expresando las intensidades en unidades Laue, U.L. (cf.p4rrafo III.2.1.1.1)
Otra familia de curvas ha sido obtenida con una muestra templada desde 300°C siendo su
aspecto general totalmente andlogo al de las curvas correspondientes al templado desde
4000C con la finica diferencia que la evolucibén en este Gltimo caso es méis rApida.

La Tabla IIT muestra algunos datos numéricos extraldos de las curvas.

TABLA III
(extrafda de la referencia (18))

Temperatura de Posici6n ket del punto I (ket) Posicién k,, del
homogeneizacién de entrecruzamiento (U.L.) mAximo ko/km
(°C) de curvas (x 107 cm~1)
(x 107 ecm-1)
400 4,84 4,6 2,2 2,2
. 300 4,67 4,2 2,1 2,2

La Fig. 27 muestra la variaci6n logarfimica de las intensidades en funci6n del
tiempo para distintos valores del ntmero de onda. De la pendiente al origen de esas curvas
se ha calculado un factor de amplificaci6n R(k}, el cual se ha representado en funcién de k
en la Fig.27' nientras que la Fig. 28 muestra la variacién de D(k). en funcién de k2. Tanto
en la Fig. 27'como en la 28 se consignan adem4s los resultados correspondientes a la ex-
periencia en la cual la homogeneizaci6én se hizo a 300°C.

Pese a que la aleaci6n Al-15%at. Zn a -45°C se encontrarfa ""adentro' de la
espinodal coherente calculada por RH, ninguno de los resultadosexperimentales de Acuifia
esté de acuerdo con las previsiones de la teorfa de Cahn: la relacién kc!/km es considerable-
mente mayor que | 2; los gréaficos logarfltinicos no son lineales como tampoco es lineal el
gréifico D(k) en funcién de kz, por el contrario, éste muestra un comportamiento parecido
al de los casos indicados en las Fig.20,21 y 22. De todos modos se ha intentado una evalua-
ci6én de algunos parimetros en base a la mencionada teorfa a los efectos de verificar la va-
lidez de las comparaciones con valores de los mismos parimetros obtenidos a partir de otros
esquemas.

El gréifico de la Fig.28 puede considerarse lineal para valores del nmero de
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onda tales que k2 < 10 x 1014 ¢cm~2. Con la pendiente y la ordenada al origen es posible
obtener un coeficiente del gradiente T y un coeficiente de difusién ﬁ'(Fig. 3b), si se esti-
man a partir de datos independientes f'' y 2 Y. Estos parimetros fueron estimados por
Acufia extrapolando datos desde altas temperaturas de una manera totalmente anéloga a la

utilizada por RH. Los valores estimados se detallan en la Tabla IV,

TABLA IV
(extrafda de la referencia (18) )

a (parfmetro de la red) 4,027 x 107° cm

Y 1,21 x 1012 ergcm-l
(? 0,023 (fraccién at6mica)~1
? qle 1,28 x 109 erg em™3

£ -1,72 x 1030 erg cm-3

Acufia ha calculado dos valores del coeficiente de difusi6n: uno, Deq, es el
que corresponde a la difusién a -45°C, obtenido por extrapolacién de valores a altas tempe-
raturas determinados por Hilliard, Averbach y Cohen; el otro D, se ha obtenido consideran-
do separadamente la energfa de formacién y la energfa de movimiento de las vacancias.
Como estas energlas no son conocidas en la aleaci6n estudiada, se ha supuesto que ambas
componen la energla de activacién para la difusién en la misma proporcién que en la alea-
ci6n Al-4,2% at. Zn para la cual las energfas de formacién y de movimiento de las vacan-
cias se conocen separadamente. De este modo pudo calcularse el valor Dq del coeficiente
de difusi6n a la temperatura de envejecimiento suponiendo que se ha retenido la totalidad
de las vacancias en equilibrio a la temperatura de homogeneizacién. La Tabla V muestra
los valores del coeficiente del gradiente y de los coeficientes de difusién obtenidos a partir
de los resultados experimentales y de las estimaciones que acabamos de detallar.
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TABLA V
(extrafda de la referencia (18) )

L 4
Temperatura de X D (determinado a Dy - Deq
homogeneizaci6n erg cm~1 x 106 partir de la porci6n
Th (°C) lineal de la Fig. 28)

( cm seg’l )

400 8,6 5,4x10-17 4,5x10-16
4,4x%10-26

300 8,8 2,8x10-17 5,7x10~17

Se ve en la Tabla V que el coeficiente de difusién obtenido a partir de la porecién
lineal de la Fig.28 es 9 6rdenes de magnitud superior al valor obtenido por extrapolacién
desde altas temperaturas. Sin embargo, difiere relativamente poco de los valores Dq calcu
lados suponiendo que se han retenido por templado lagv vacancias en equilibrio a la tempe-
ratura de homogeneizacién. Los valores observados D son un poco menores que los de D
calculados; esto podrfa explicarse admitiendo que durante el templado ha habido un cierto
decaimiento de vacancias el cual ha sido mayor en el caso de la aleaci6n templada desde
400°C. Vale decir el coeficiente de difusi6n obtenido por aplicacién directa de la teorfa de
Cahn es consistente con los valores calculados en base a la hip6tesis de vacancias retenidas.

En lo que concierne al coeficiente del gradiente D2 no se encuentran contradic
ciones entre el valor determinado a partir de la porcién lineal de la Fig. 28 y las estimacio-
nes tebricas de RH. Ya se ha mencionado que esos autores han estimado los valoreés de
entre 1,8 y 8,5 x 1076 erg cm=3.

En consecuencia, aunque las leyes cinéticas determinadas experimentalmente
para la aleacién Al-15%at. Zn a -450C difieren las leyes previstas por la teorfa de Cahn,.
es posible hallar una coincidencia para pequefios valores del ntmero de onda a partir de la
cual se calculan parimetros que son consistentes con otras estimaciones independientes de
dicha teorfa y del tipo de experiencia realizada. Esta situacién, m4s el hecho que la rela-
ci6n kc'/km sea considerablemente mayor que \[‘2 hace suponer que las discrepancias
entre la teorfa y las observaciones experimentales se acentGan para grandes valores del
ndmero de onda. Este es justamente el efecto que prevé Cook en su teorfa de las fluctuacio
nes. Cabe agregar que la curvatura en los gréficos de la Fig.26 es también un efecto pre-
visto por esta teorfa.

Dado que en la experiencia de Acufia las intensidades est4n expresadas en
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escala absoluta la ecuacibn (37) se aplica inmediatamente,

vV.2.1 Anilisis del efecto de las fluctuaciones

De acuerdo a (37) en el punto de entrecruzamiento debe verificarse:
I(ket) = Liket) (113)

Se ha calculado L(k,t) a -459C de acuerdo a la ecuacién (36) en el caso de
la aleaci6n templada desde 4000C: el valor de k1 est4 indicado en la Tabla III; para '
y 2 M 2 Y se han utilizado los valores especificados en la Tabla IV y JC se ha extrafdo
de la porcibn lineal de la Fig. 28 (Tabla V). Se obtuvo asf L(k,1) = 0,6 U.L. lo que no es-
t4 de acuerdo con la expresién (113) y el valor experimental I(kqt) = 4,6 U.L. (Tabla III).

Si se impone ahora la condicién (113), con el valor de I(kc:) obtenido de la
experiencia y los valores de los parimetros de la Tabla IV, se obtiene un valor de
X =4,09x 10-6 erg cm~3, dentro del rango estimado por RH (1,8 - 8,5 x 10~6 erg
cm'3); con este valor se puede calcular L(k) para todo k.

Con la funcién L(k) asf encontrada y la ecuaci6n (37) pudo determinarse un
nuevo factor de amplificacién R(k) el cual se muestra en la Fig.29. La relacién ko/km
obtenida de ese grafico es del orden de 2; vale decir, el efecto de las fluctuaciones esti-
mado por la teorfa de Cook no basta para explicar la discrepancia entre el valor tebrico
para dicha relacién ( \[_2) y los valores encontrados en la experiencia.

Una inconsistencia adicional surge cuando se calcula la derivada a R(k)/d k
a los efectos de evaluar la posicién del méximo k,,, introduciendo en la expresi6n (20)
los pardmetros dados en Tabla IV y el valor de & deducido de la condicién (113). En
efecto, este cllculo da para el méximo kyy, = 3,1 x 107 em~1 cuando el valor experimental
es 2,2x10" em™1. :

Puede afirmarse, en conclusién, que la teorfa de Cook aplicada en su forma
original no mejora fundamentalmente los acuerdos entre la experiencia y la teorfa de la
descomposicién espinodal. En cambio su aplicacién hace surgir inconsistencias que no son
faciles de explicar de una manera precisa porque concurren demasiadas incertezas entre
las cuales los errores experimentales solo son una Infima parte.

Esas incertezas estin contenidas en la funcién L(k). Ella ha sido deducida
por Cook en.base a la teorfa de Landau para las fluctuaciones alrededor del punto critico,
en equilibrio. En el caso presente se la est4 utilizando en estados fuera del equilibrio, lo
que es de una validez por lo menos dudosa. f'*, por su parte, ha sido evaluada por una
extrapolacién dudosa también, (el término elistico 2 '/2 2 Y no desempeiia en este siste-
ma un papel primordial). Esa funcién L(k), calculada con un valor extrapolado de f'*,
sirve de base para la determinacién de X_ . Este, a su vez no puede controlarse sobre
la base de otras estimaciones ya que la evaluaci6n te6rica es solo un orden de magnitud.
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(extrafda de la referencia (18))

Variacidn del coeficiente de difusibn a -45°C
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Para completar este panorama incierto no hay que olvidar que el an4lisis -
de las curvas de difusién se extiende para ndmeros de onda grandes y es bien ponble
que la aproximaci6n continua cese de ser vilida.

v.2.2 Interpretaci6n de los resultados en términos de la teorfa de de Fontaine
¥y Cook -

Acuiia ha reinterpretado sus resultados en base a la formulaci6n de
de Fontaine y Cook que hemos detallado en el parrafo II.7. Ella reviste algunas ventajas
evidentes: ante todo permite tener en cuenta la naturaleza discreta de la red cristalina
lo cual es importante al considerar valores del nmero de onda relativamente grandes.
Por otra parte, si se consideran interacciones hasta los 4tomos vecinos inmedijatos, la
determinacién experimental de un Gnico parimetro fenomenolégico permite calcular si-
multdneamente f'' y 3C a través de las relaciones para ondas largas (cf.II.7). '

En esta formulaci6n la intensidad est4 dada por la ecuacibn (78). Si se con-
sidera solo interaccién hasta los 4tomos vecinos inmediatos, L(k) y el factor de amplifi-
caci6én R(k) quedan expresados por las ecuaciones (95) y (97) respectivamente. En estas
condiciones la expresi6én (113) permite calcular ahora gj de una manera aniloga a la que
anteriormente habfa permitido alcanzar el pardmetro 2 . En el caso de la aleacién tem-
plada desde 4000C se ha obtenido de este modo gy = -0,025 x 10 -12 erg.

Por otra parte, el valor g puede calcularse también, sin recurrir a medi-
das en escala absoluta. En efecto, de la condici6n:

J k

y del valor experimental k,,, se obtiene:

9 R(k) = 0
k km

g, = -0,0256 x 10712 erg

que es coincidente con el valor de g; obtenido de la igualaci6n de intensidades (113). Este
es un hecho importante ya que ambos valores han sido calculados por relamones indepen-
dientes entre si.

A partir del valor de g, determinado experimentalmente, es posible calcu-
lar JC y f** a través de las relaciones para ondas largas (89) y (90) si se limita la inter-
acci6n a los 4tomos primeros vecinos. Se obtiene en estas condiciones:

f*( ¢ =0,15, T = -45°C) = -0,33 x 1010 erg cm3
X = 1,24 x 1076 erg cm1

Estos valores son considerablemente diferentes del valor de f'' obtenido por
extrapolacién (tabla IV) y del valor del coeficiente del gradiente JC obtenido de la porci6n
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lineal de la Fig.28 (Tabla V). La interpretacién de los resultados experimentales en térmi-
nos del formalismo de de Fontaine y Cook llevarfan entonces a la conclusién que las incon-
sistencias que surgen al tomar en cuenta el efecto de las fluctuaciones de acuerdo a la teorfa
de Cook son debidas a que la derivada segunda de la energla libre en los estados que se
observan no puede obtenerse por mera extrapolacién de datos experimentales obtenidos en
estados de equilibrio a altas temperaturas. Esta conclusién no es f4cil de verificar ya que
serfa necesario evaluar g; a partir de otra teorfa independiente para controlar el valor
obtenido de 1 a presente experiencia; ya se ha sefialado en II.7 que no existe hoy en dfa un
entendimiento suficiente de las interacciones atémicas para tal evaluaci6n.

De todos modos, es posible controlar la consistencia de estos resultados con
los resultados anteriores de RH, calculando g81» L y f'* a partir de la posicién del méximo
de las curvas determinadas por estos autores. El resultado de esta verificaci6bn se detalla
en la Tabla VI. ‘

TABLA VI
(extrafda de la referencia (18) )

Extraido por aplicaci6n del

Parimetro formalismo de de Fontaine Calculado por RH
y Cook a los resultados de
RH
g1 -0,027 x 10712 erg
f'* (c=0,22; T= 650C) -0,30 x 1010 erg cm-3 -1,16x1010 ergems
X 1,33 x10-6 erg cm-1 16 x 10-6 ergem-?

Se nota que los valores de <L y f'* calculados por esos autores son distintos
que los evaluados a partir del formalismo de de Fontaine y Cook. Estos Gltimos son consis~
tentes con los hallados en la aleacién Al-15%at. Zn: QC deberfa ser pricticamente constan-
te con la composicién y se ve claramente que los valores hallados para la aleaci6én estudiada
por Acuiia y la estudiada por RH no difieren sensiblemente si se tiene en cuenta el error
experimental; el valor m4s negativo de f'' para la aleaci6n Al-15%at. Zn a -450C, se inter-

preta simplemente como que ella se encuentra "m4s adentro" de la espinodal coherente
que la aleaci6n Al1-22%at. Zn a 650C.

.Con el valor hallado de g1 es posible calcular L(k) para todos los valores de
k. Esta funci6n estd representada en la Fig. 25 junto a las curvas de difusi6n corregidas
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por el error de colimacién. La funcién L(k)’ asf conoclda puede descontarse ahora utilizando
la ecuacién (37) o su equivalente (78), con lo que se obtiene un ‘huevo factor de amphflcamén
R(k) el cual esté representado en la Fig.30. En este caso la relaci6n k(\/km vale 1,5 lo que
es una aproximaci6én aceptable del valor nrevisto por la teorfia de Cahn. Del mismo modo
pudo.calcularse el factor D(k) corregido por el efecto de las fluctuaciones el cual se halla
representado en funcién de K2 en la Fig.31. Se ve claramente en esta figura que hay una
mayor tendencia a la linealidad que la que se manifiesta en la Fig.28. Sin embargo, Acufia
ha determinado la ley de propagaci6én de errores y ha demostrado que ellos llegan a ser méis
grandes que el efecto de las fluctuaciones que se quiere tener en cuenta.

Los resultados de Acufia, en conclusi6én, no pueden explicarse en conjunto con
la teorfa de la descomposicién espinodal formulada por Cahn. Aunque algunos hechos obser-
vados tienen el aspecto cualitativo de los efectos de las fluctuaciones previstos por la teorfa
de Cook,. la aplicaci6én directa de ésta conduce a inconsistencias que pueden atribuirse a
evaluaciones incorrectos de parimetros termodindmicos, las cuales desaparecen si los re-
sultados se reinterpretan dentro del esquema unificado de de Fontaine y Cook. Esto, sin
embargo, no puede darse como una prueba definitiva de la teorfa en su estado actual: el
parimetro fundamental g; no puede verificarse de una manera independiente; por otra parte,
la propagaci6n de los errores deja un margen de incerteza en cuanto al cumplimiento de
ciertas leyes.

No obstante este panorama incierto, los resultados obtenidos por Acufia, cuya
calidad parece irreprochable, pone de manifiesto un conjunto de hechos que de ninguna ma-
nera pueden atribuirse hoy a otra cosa que al cumplimiento de aspectos fundamentales del
esquema tedrico.

VI. CONCLUSIONES GENERALES

Existe hoy un cuerpo teb6rico satisfactorio que permite describir analfticamen
te las primeras etapas de la separacibén de fases coherentes y de transiciones de ordena~-
miento en base a las componentes de Fourier de las variaciones locales de composici6n.
Esta descripci6én encuent ra una manera directa de verificacién de su validez en la difrac-
ci6n de rayos X con la cual se observan directamente las distintas componentes de Fourier.
Pese a esta situaci6n particularmente favorable los errores experimentales, a veces muy
diffciles de evaluar, complican la verificaci6n de la teorfa.

Sin embargo, la principal dificultad para un cotejo cuantitativo concluyente
entre las previsiones te6ricas y los resultados experimentales estriba en las dudas acerca
de la aplicabilidad de ciertas leyes en los estados susceptibles de ser observados y en el
desconocimiento de algunos parimetros termodinidmicos que intervienen en las expresio-
nes a verificar. Resulta asf muy diffcil decidir si las inconsistencias entre la teorfa y la
experiencia se deben a fallas de principio en la teorfa o sencillamente a estimaciones més
0 menos arbitrarias que se usan en el cotejo con los resuitados experimentales.



74

De todas maneras, existe hoy un conjunto de hechos probados cuyos acuerdos
y disparidades con las previsiones de la teorfa pueden explicarse, al menos cualitativamente,
en base a todo el cuerpo tedrico disponible.
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APENDICE |

Queremos calcular K (kh) cuya expresidn general es (58), pérra

fo 11.6.1, para algunas direcciones principales del sistema cibico,
relaciundndolo con los espaciados
segln esas direcciones. Para esto
empecemos por establecer l|la ecua-
cidn de un plano reticular cuyos
fndices de Miller son h|, h2, h3.
Si =7

p plpzp3 es un vector cual-

quiera de la red que corte a ese
-plano, la ecuacibn de éste es:

*.7 =d
p

h|h2h3

donde ™ es un vector unitario y

dh h,h, es el éSpaciado, o distan

17273

cia al origen del plano.
. o
® puéede expresarse en términos del

vector de la red reciproca

-l

? + "
hl h2 h3 = kh }‘R = T;;T

Perolkhl es el nimero de ondade la componente de Fourier de longi

tud de onda 7\ , por lo que

Luego -7 =k, .r =2T dh

Calculemos, por otra parte, el producto escalar a partir de (52) y

(54)



- - —t ——t -» —r —r —t -
kh..«p- 2'|T(hI b, + hy by + h3 b3). (pl 3, + Py 3y + Py a3)

=z’l'|'(hl P, + hy Py + h

2 3 P3 )

—r . . . - . . .
El vector rp se dirige hacia los &tomos primeros vecinos del ori-
genl

En la red bcc

> 4+ | -+ 54+ 1 >

r = = a,— a,— a

P 2 2 2

- - + + +
Luego kh rp— (- hl - h2 - h3)

para la dir‘eccic’m(h , 0, 0)
e (A | I
h p ;&

Reemplazando h en la expresidn (60), escrita para h|=h, h2= h.,=0

3
K2 (k,) = 8 Il - cosTT h| = 8 - cos‘Zthg
h 2 2
a a A
En la direccidnll00Dde una red bcc los planos més prdéximos al
origen son los (200) cuyo espaciado es dé:@ luego
2

2 2 d
K (kh) == I - cos (ZUTX—)]
d
que es la expresidn (62).

Anidlogamente, en las direcciones(h h 0>

2 8 | 2 8
K(kh) —az E - cos ﬂ h‘]= 32

sen TTh = -35‘] - coélﬂhl

(220) cuyo espaciado es =

En las direcciones(hh0> los planos m&s prdoximos al origen son los
2 a
2

con lo que finalmente se tiene también

2 2 =
K (kh) =.j§[f - cos ZTT_Q_
d - A
Para las redes fcc es necesario utilizar la ecuacidn (61) y Puede
obtenerse una expresidn idéntica a la anterior con los espaciados co

rrespondientes a las direcciones(lOO)y(llt) .



APENDICE II

Sea

Cos ?,?

donde k y r son dos vectores cuyos médulos son k y r, y cuyas direcciones for-
man entre si un dngulo (P

Queremos calcular el promedio

—_——
cos kK. r _ cosi krcos(E

Cuando ambos vectores toman todas las orientaciones relativas posibles. Ese
promedio vale:

T
cos R T =Jcos kr cos CPP((P)CJ(P

donde P(?)df es la probabilidad que el 4ngulo (P tome un valor comprendido en-
tre y +c| . Es necesario pues conocer, ante todo, la funciénP((?),
Para evaluarla consideremos una esfera de radio P (figura A.1)

Los éngulosq) y(p‘l"ckp definen dos conos
cuyas interacciones con la esfera forman
un cuerpo de forma aprgximadamente ci
lindrica cuya altura es fgd y la circun
ferencia de cuya base es 2 Fsen(f

Resulta entonces que:

La probabilidad de que el 4ngulo (P tome
un valor comprendido entre (gy q>+<:l({)
es la relaci6n entre el 4rea de ese cuer-
po aproximadamente cilindrico y el 4rea
de toda la esfera.

O sea : ___‘2]1'?2‘59 d
By dr = P”S(P ! o

Entonces: _ cg- br co d y ﬂ/ 2

Cos E.r: /; S[ COSCF] -;T&) CP‘-'-“’ COSEWDS(?_]CJ['\YLQS?]

y finalmente: RY
o

COSE; - semkr
L3




