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RESUMEN

En esta tesis estudiamos la ecuacidn de Boltzmann no
lineal. Para ello introducimos una transformacion integral
de la funcié6n distribucién en el caso espacialmente homo-
géneo e isotropico en velocidad. Esta transformacion puede
interpretarse como wuna superposicion lineal de estados de
equilibrio con temperaturas variables. Mostramos que las
caracterigticas de la evolucidon temporal de la funcidn
distribucion quedan determinadas por las sinqularidades de
dicha transformada en temperatura. Aplicamos este método a
los modelos de interaccion de Maxwell y al modelo de parti-
cula muy dura. Para este Ultimo comparamos las socluciones
de la ecuacidon de Boltzmann con aquellas que se obtienen
linealizdndola, encontrando varias discrepancias bdsicas
debidas a efectos no lineales. Esto nos conduce a la defi-
nicién de un aproximante racional de la funcidn distribucidn
con un claro significado fisico., Con esta técnica analiza-
mos la evolucion temporal del modo BKW, encontrando un
contraejemplo concluyente a la conjetura de Krook y Wu.

Resolvemos la ecuacidn de Boltzmann anisotrdpica para
modelos de Maxwell en la forma de un desarrollo en términos
de las autofunciones del operador linealizado de colisién,
observando interesantes fenomenos transitorios de sobre-
poblacién y subpoblaciodn a energias de orden térmico, como
asi también un nuevo efecto que denominamos de ‘expansion
preferencial . Establecemos un criterio para deducir a
partir de la condicion inicial las caracteristicas generales
del acercamiento final al equilibrio. Finalmente indicamos
como generalizar el desarrollo en autofunciones para poder
tratar numeéricamente condiciones iniciales despobladas a
altas energfas,.

Como una aplicacidn de la teoria desarrollada investiga-
mos la validez de la suposicion de linealidad en el modelo
de cascadas de <colisiones atdmicas para el proceso de
sguttering. Encontramos que varias de las discrepancias
observadas experimentalmente respecto de dicho modelo son
debidas a efectos no lineales no considerados anteriormente.



ABSTRACT

We study the nonlinear Boltzmann equation by defining an
integral transform of the energy distribution function for
an 1isotropic and homogeneous gas. It provides a solution
which may be interpreted as a linear superposition of
equilibrium states with variable temperatures. We show that
the temporal evolution features of the distribution function
are determined by the singularities of this integral
transform. We analize the relaxation to equilibrium process
for Maxwell and Very Hard Particle interaction models. We
compare the solution of the Boltzmann equation with the
solution of its linearized version, finding out many basic
discrepancies and non linear effects. This gives us a hint
to propose a new rational aqproximation method with a clear
physica meaning. Finally we discuss the relaxation
features of the BKW mode, finding a conclusive counter-
examgle for the Krook and Wu conjecture.

urthermore we solve the anisotropic Boltzmann equation
for Maxwell models., The solution is Eiven by an expansion
in terms of the -eigenfunctions o the correspondin
linearized collision operator. We find transien
overpopulation and underpopulation effects at thermal
energies and a new ‘preferential spreading' effect. We
analize the features of the final approach to equilibrium
and its dependence on the initial condition. We show how to
improve the convergence of the eigenfunction expansion for
initially high energy underpopulated distribution functions.

As an aplication of these results we analize the
linear cascade model for sputtering, finding out that many
important differences between the results of this model and
experimental data are due to non-linear effects.
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1 — INTRODUCCION

La teoria cinetica es cominmente definida como la rama
de la mecanica estadistica que estudia la evolucion temporal
de la funcioén densidad en el espacio de las fases asociado a
un sistema dado. Ejemplos tipicos de tales ecuaciones de
evolucion son la ecuacidn de Vlasov, la ecuacidn de trans—
porte de neutrones y la ecuacion de Boltzmann (Duderstand y
Martin 1979). De esta tltima nos ocuparemos en el presente
trabajo: Se trata de una ecuacidn integro-diferencial no
lineal en derivadas parciales que describe la evolucion
temporal de un gas. El gas se considera lo suficientemente
diluido como para que s6lo sea necesario incluir colisiones
binarias entre particulas. La ecuacién de Boltzmann no s6lo
constituye 1la base de 1la teoria cinética de gases, sino que
ha demostrado su utilidad en temas tales como el transporte
de electrones en stlidos y plasmas, el transporte de neutro-
nes en reactores nucleares o la transferencia radiativa en
atmésferas planetarias o estelares. La principal dificultad
que presenta la ecuacitdn de Boltzmann radica en su complica-
da estructura matematica, que ha impedido hasta el presente
su resolucidn exacta para interacciones moleculares vy

condiciones iniciales arbitrarias.

El desarrollo perturbativo de la funcion distribucidn
constituye uno de los métodos mas eficaces de resolucidn
aproximada, al permitir una descripciédn hidrodinamica del
sistema (Cercignani 1983%) . Debemos aclarar que existe una
diferencia bastante clara entre 1los niveles cinético e
hidrodinamico de descripcion. Para la ecuacion de Boltzmann

el estado de un sistema estd definido por su funciodn



distribucion. En la dinamica de fluidos, en cambio, el
estado queda completamente determinado por so6lo los primeros
cinco momentos de la funciétn distribucién, o variables
hidrodinamicas: la densidad ni(r,t), las tres componentes de
la velocidad media v(r,t) y la temperatura local T(r,t).
Esta clase de soluciones de 1la ecuacidn de Boltzmann
asociadas biunivocamente con estados hidrodinamicos se
denomina clase de Hilbert o conjunto de soluciones normales.
él pasaje del nivel cinético al hidrodinamico esta intima-—
mente relacionado con uno de los métodos perturbativos mas
conocidos para resolver la ecuaciédn de Boltzmann: el método
de Chapman — Enskog — Hilbert (Hilbert 1912, Enskog 19217,
Chapman 1917). FPara poder desarrollar perturbativamente la
solucidn necesitamos disponer de un parametro que podamos
considerar peqguefio en ciertas situaciones. En una descrip-—
cidon hidrodinamica se supone que el camino libre medio es
una cantidad macroscodpicamente pequefia. En este sentido
resulta razonable desarrollar formalmente la solucidbn de la
ecuacion de Boltzmann en potencias del numero de Knudsen.
En general uno esperarla poder aproximar todas las solu-
ciones de la ecuacitdon de Boltzmann por un desarrollo de este
tipo. Lo sorprendente es que, en virtud del teorema de
unicidad de Hilbert (1912), aquellas soluciones que sean
desarrollables en la forma propuesta estaran univocamente
determinadas por su estado hidrodinamico. En otras palabras
el desarrollo formal de Hilbert se refiere a las soluciones
normales de 1la ecuacidn de Boltzmann. Motivado por dicho
teorema de unicidad el método de Chapman - Enskog supone
desde un principio que l1la funcion distribucidn depende de la
posicion vy del tiempo s6lo a través de sus variables
hidrodinamicas. Esta suposicion permite obtener un sistema

de ecuaciones para n, v y T a diferentes 6rdenes del numero

de kKnudsen. Al orden cero el método de Chapman — Enskog da
origen a la ecuaciédn de Euler para un medio no viscoso. Al
primer orden se obtiene la ecuacidn de MNavier — Stokes. En

este punto se podria suponer gue las ecuaciones obtenidas a

Ordenes superiores, denominadas ecuaciones de Burnett,



deberian dar un refinamiento progresivo de las ecuaciones
hidrodinamicas. Este es aun un tema de controversias pues,
ademas de una gran complejidad matematica (o quizas debido a
ella), las ecuaciones de Burnett no han permitidoc obtener
hasta ahora ninguna descripcidn aceptable de los apartamien—
tos respecto de la ecuaciédn de Navier — Stokes (Cercignani
1975). Mas audn, algunos estudios recientes (Hobylev 1982)
parecen indicar que la aproximacion de Burnett, no sdlo no
mejora 1los resultados de la ecuacién de Navier - Stokes,
sino que los empeora de manera catastrédfica, introduciendo

inestabilidades en la solucidn.

Otro método de resolucidn aproximada es la denominada
ecuaci1on linealizada, que se obtiene despreciando términos
cuadraticos en la desviacidn respecto del equilibrio en la
ecuacion de Boltzmann no lineal. Usualmente esta ecuaciodn
linealizada permite obtener una buena aproximacion para la
evolucidon temporal de la funciodn distribucidn. Sin embargo,
s1 en el instante inicial la separacion respecto del estado
de equilibrioc es importante, puede ocurrir gue la solucidn
linealizada no describa adecuadamente el procesoc en estudio.
En tal casoc debe atacarse el problema de Cauchy planteado
por la ecuacidon de Boltzmann no 1lineal general. LLa
principal dificultad gue se presenta al intentar resolver
dicho problema es la estructura matematica sumamente
éompleja del término de colisidn, cuya forma detallada
depende de l1la naturaleza precisa de 1las fuerzas inter—
molecul ares. La solucidén exacta de la ecuacidén de Boltzmann
para fuerzas 1intermoleculares generales vy condiciones
iniciales arbitrarias no se conoce. Es por ello de gran
importancia estudiar modelos simplificados para los cuales
sea posible obtener soluciones particulares, o prefe—
rentemente la solucidtn general para condiciones iniciales
arbitrarias. Al formular tales modelos se buscan secciones
eticaces de colisidn que tengan una dependencia simple con
las energias de 1las particulas y el angulo de dispersion.

El ejemplo mas conocido es el modelo de moléculas de Maxwell



(Chapman vy Cowling 1958). Recientemente Bobylev (1976b) e
independientemente kKrook vy Wu (1976, 1977a) obtuvieron una
solucidn exacta particular de la ecuacidn de Boltzmann para
moléculas de Maxwell en el caso espacialmente homogeneo e
isotréopico en impulso. Esta solucidon particular, llamada
modo BKW, ha renovado el interés en 1la busgqueda de

soluciones exactas de la ecuaciédn de Boltzmann (Ernst 1981).

Una gran cantidad de fendmenos fisicos, como por ejemplo
la penetracidon de particulas en 1la materia, presentan
caracteristicas de anisotropia en el impulso e inhomogenei-
dad espacial. Sin embargo el tratamiento de la ecuacidn de
Boltzmann no lineal en dichas condiciones ha sido relegado
debido a su dificultad. Salvo los primeros trabajos de Grad
(1949) y Nikol ‘skii (1964) poco se habia hecho para
resolverlo. Recién en los ultimos seis affos este problema
ha experimentado un nuevo impulso (Caflish 1980, Truesdell vy
Muncaster 1980, Vedenyapin 1981). Este interés fue motivado
también por consideraciones de orden practico, especialmente
en conexidtn con la fusidn termonuclear controlada (kKrook vy
Wu 19276): Inmediatamente después de haber sido calentado el
plasma, su funcidon distribucidn es no—-maxwelliana y la zona
de altas energias esta muy despoblada. Dado que las
reacciones nucleares ocurren basicamente por interacciones
de alta energla, el proceso de establecimiento de 1la
distribucidn maxwelliana en dicha zona es un problema de
crucial importancia. Tal como veremos dicho proceso de
relajacion es basicamente un fendmeno no lineal. Estos
efectos no lineales ocurren también en ciertas reacciones
quimicas (Brey et al. 1984a), especialmente en reacciones
rapidas que involucran altas energias de activacion; y han
sido sugeridos como una explicacidn para las discrepancias
entre los flujos observados y predichos de neutrinos solares

{Bahcall y Davis 1976, Clayton et al. 1975).

En este trabajo atacamos el problema de la resolucién

exacta de la ecuacidn de Boltzmann no lineal. En el



siguiente capitulo establecemos la notacidn e introducimos
los conceptos béasicos. En 1a literatura reciente se han
estudiado transformaciones i1integrales que permiten obtener
versiones mas simples de 1a ecuacidén de Boltzmann. Al
respecto definimos en el capitulo III una transformada
integral para el caso espacialmente homogeneo e isotrdpico
en 1mpulso. Mostramos que 1las singularidades de dicha
transformada determinan completamente la evolucidn temporal
de 1la funcidn distribucidn. El caso anisotrdpico es
resuelto en el capitulo IV para modelos de interaccidn de
Maxwell en 1la forma de un desarrollo en autofunciones del
operador linealizado de colisién. Estos resultados son
aplicados en el capitulo V al fendmeno de sputtering por
bombardeo 1id¢nico, desarrollando un modelo de cascadas no
lineales. Este modelo nos permite explicar varias dis-—
crepancias observadas experimentalmente respecto de las
predicciones de teorias lineales anteriores. Finalmente

concluimos con una discusion de los resultados obtenidos.



2 — CONCEPTOS BASICOS Y NOTACION

En este trabajo consideramos un gas clasico de particu -
las sin grados de libertad internos. No estamos interesados
en el movimiento detallado de cada particula, sino en la
funcidn distribucidn f(r,p,t), funcidn de la posicién 7, el
impulso lineal P v el tiempo t; definida de forma tal que
f(F,p,t).dfF.dp represente el numero de particulas cuyos
puntos representativos se encuentran situados al tiempo t en
un elemento de volumen dr.dp alrededor del punto (r,p) en el
espacio de las fases.

El propdsito de la teoria cinética de gases es encontrar
la funcidn distribucién f(r,p,t) para una dada forma de
interaccidon entre particulas. En tal sentido nuestro primer
objetivo es derivar una ecuacién de evolucién para f(rF,p,t):
La ecuacitn de Boltzmann. Para ello suponemos que no hay
una agregacion fuerte y permanente entre las particulas del
sistema, v.g. el gas esta lo suficientemente diluido como
para que sea posible considerar s6lo colisiones binarias
entre particulas. Analicemos el balance de particulas en un
elemento de volumen que evoluciona dinamicamente en el
espacio de las fases. De hecho el numero de particulas en
dicho volumen puede variar en virtud de las colisiones entre
ellas: Farticulas que inicialmente tenian posicién e impul-
so fuera del elementoc de volumen considerado, pueden ser
dispersadas hacia "dentro" de él; y reciprocamente, particu-—
las que i1nicialmente estaban en ese volumen, pueden salir de
€l como resultado de una colisidn. Traduciendo esta idea al

lenguaje matematico tenemos (Ernst 1981)



DfFEpt - J[W(P BB POE(RFt) S(Fput) -

- (P Pilp, PO (R ) £(F,put) ] dp dp'd By (2. 1)

donde, en virtud de estar realizando una descripcidn
Euleriana del sistema, hemos introducido el concepto de
derivada material:

—’% = a%+£—-vuf + Fe. Vg (2.2)
El primer término se denomina variacion local y el segundo,
variacion convectiva. El tercero es la variacidn impulsiva
gue incluye la fuerza externa neta gque actua sobre el siste-—
ma.

Con N(B',EI/E',H;) hemos representado la probabilidad de
transicidn por unidad de tiempo para que dos particulas con
impulsos 1iniciales B \'% E; sean dispersadas hacia impulsos

finales p° vy 5;. Esta probabilidad es proporcional a la

seccion eficaz diferencial. Explicitamente:
WP, BB, Py = 3 0(9.9.0) d(P+p-F-F)
d(1p-pI=-1p=F 1) (2.3)

donde (T(g,a.a) depende s6lo del angulo de dispersidon y del
médulo del impulso relativo inicial @ = p - p, - n es un ver-
sor en la direccién del momento relativo final g'= p - B, .
Ambas funciones delta sdélo permiten transiciones en las
cuales se satisfagan las leyes microscéplicas de conservacidn
del impulso y la energla. Reemplazando en la expresion
(2.1) obtenemos 1la ecuacitn de Boltzmann no lineal para la
funciotn distribucidn de un gas diluido de particulas sin

grados de libertad internos (Cercignani 1973) :

[;’t P Vet R % IF(RB) -

3

J?%_ (9.4.M I FEROIEFO-LEBOIR A IdAE, 29



En vista de las posibles aplicaciones a sistemas de una, dos
vy tres dimensiones es conveniente considerar el impulso p vy

la posicidn F como vectores de dimensidn arbitraria 2V.

En lo que sigue nos restringiremos a considerar el caso

de un gas espacialmente homogéneo f(r,p,t) = f(p,t), y en
ausencia de fuerzas externas. La ecuacion de Boltzmann se
escribe:

%f(ﬁ,t) = Blf.{] (2.5)

con BLf,f]l el operador bilineal de colisidn

BU££1-[ L 0@ 4MEEnEEH -fEDEFE IR 2o

Esta ecuacidn tiene ciertas propiedades fundamentales. En
primer lugar debemos mencionar las leyes macroscopicas de
conservacion del numero de particulas, el impulso vy la

energia
Jf(ﬁ,t)df?’:q (2.7a)
J‘f( pt)ypdp =0 (2.7b)

2
Jf(;‘:‘,t)a%dp'= kaT (2.7¢)

donde n es 1la densidad de particulas en el gas y k la
constante de Boltzmann. La temperatura T puede considerarse
como una medida de la energia media por grado de libertad:
<p2/2m> =ykT. La segunda ley de conservacion nos indica que
observamos 1l1la evolucidn del gas desde su sistema centro de
masa, <p> = 0 .

El teorema H de Boltzmann establece que el funcional

H(t)-Jf(Pt)en ffft))dp (2.8
olP



con f,¢(p), la funcidn distribucion de Maxwell-Boltzmann,
p2
n T 2mkT
fo(pp=-—-"T—_ ¢ (2.9)
P (2TTmkT)Y

es una funcidn no creciente en el tiempo (Huang 1263),

dH ¢ ¢ (2.10)

Q.

donde 11la igualdad se satisface sdélo para f(g,t)=f,(p).

Luego bajo condiciones iniciales arbitrarias
f(ﬁ,t)—-———»fo(P) (2.11)
t — o0

Debemos mencionar también el teorema de positividad gue
establece que si f(p,0) > 0 en el instante inicial, entonces

f{p,t) > O en todo instante posterior (Simons 19278).

Para terminar esta seccién debemos considerar la exis -
tencia y unicidad de soluciones de la ecuacitn de Boltzmann.
El procedimiento wusual para probar teoremas de existencia
para ecuaciones no lineales consiste en convertir la ecua -
cion en una ecuacidén integral, diseffar un esquema iterativo
y demostrar su convergencia. lLa existencia de un limite
tiinico para el esquema iterativo garantiza que existe una
solucidén de la ecuacidn integral. Tal solucion se denomina
comtnmente "solucidn débil"” de la ecuacidn original. Si
puede demostrarse que la "solucidn débil” es diferenciable
respecto de t, se sigue que es también una "solucidn fuer -
te"; es decir, una solucién de la ecuacidn original. Es
necesario aclarar en este punto que la existencia de solu -
ciones de la ecuacidn de Boltzmann no ha sido demostrada en
general (Zweifel 1984). En el caso espacialmente inhomogé -
neo se han establecido unicamente los asi llamados teoremas
de existencia "local" en el espacio de funciones esencial -
mente acotadas Ff(R"”) (Grad 1958, 1965, Morgenstern 1955,
Pao 1967, Ukai 1974, Palczewski 1981, 1982, Shizuta 1983,
Elmroth 1983, Illner y Shinbrot 1984). Con existencia local
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nos referimos a verificaciones para muy cortos intervalos de
tiempo. Los intentos para desplazar esta demostracién a lo
largo de intervalos de tiempos consecutivos, usando la
solucidn del primer intervalo como dato para el segundo vy
asl sucesivamente, no tienen eéxito en tanto que no es
posible asequrar que la solucidn permanezca adecuadamente
acotada (Zweifel 1984).

En el caso espacialmente homogéneo y en ausencia de
fuerzas externas 1los intentos de encontrar teoremas de
existencia fuertes han sido mucho mas afortunados (Carleman
1957, Wild 1951): Analicemos la existencia de soluciones en
el espacio de Banach ﬂ}(Rw) al problema de valores iniciales
planteado por 1la Ecuacion (2.5). FPara ello es conveniente
descomponer el operador bilineal de colisiéon (2.6) en dos

partes:

[a%+}l(f)]f(§,t)=6(f,f) (2.12)

donde
}J(f)sznS— 0(9,§~3)f(§,t)dﬁdﬁi (2.13)

6e6)- [ L0amEED f(F b dAdA, 2. 14

De hecho Arkeryd (1972, 1981) ha demostrado la existencia vy
unicidad de soluciones del problema de Cauchy planteado
cuando ambos operadores p y G son acotados. La demostracion
es muy larga y técnica. Aqul desarrollaremos un resultado
mas débil que nos serada de mucha utilidad mas adelante.
Supondremos que la probabilidad de colision depende Unica -
mente del angulo de dispersidn 6.3 y no del impulso relativo
entre particulas g ( modelo de interaccidn de Maxwell ):
(g/m).0(g,g.n) = X(g.n). La probabilidad total de colisién
(2.13) resulta ser una constante que supondremos finita
B <o . Bajo estas condiciones el operador GLf,f] es una

forma bilineal acotada



11

IIGIII=JG(f,f)dE= nHM <™ (2.15)

Siguiendo el procedimiento usual transformamos la ecuacidn

de Boltzmann en la denominada ecuacidn integral de Wild

. . =Mt . - p(t-T)
f(P,t)=£(p,O)e}J +IG(5,T)e)u d7r (2.16)
0
y definimos el esquema iterativo
f(o)
) Cout " _u(t-T)
£ fgore +J G (g7 e d7 (2.17)
0
con
A A m tn)
G"’(’;sit)=I«(s-ﬂ)f(ﬁ;wE(ﬁrt)dﬁdpj 2. 18

Este esquema iterativo converge a una funcidn E(ﬁkRzy) que
es entonces una sclucion deébil de la Eq. (2.16). En efecto,
por induccidn se demuestra facilmente que la iteracidn es
monédtona vy que todos los drdenes de la densidad estan uni -

formemente acotados

* (n}
£m = f (2.19)
{n) -
’]W\t) = Jf (p.t) dp < n (2.20)

Debido al teorema de convergencia mondtona de Lebesque (Reed
y Simon 1972) concluimos que £ converge a una funcidn
f(p,t). De hecho es facil demostrar que f(p,t) es diferen -
ciable en t, con lo cual f{(p,t) es una solucién fuerte en el

espacio de Banach de la ecuacidn original.

En el siguiente capitulo hemos de simplificar aun mas la
teoria, restringiéndola al caso de funciones distribucidn

isotropicas en impulso f(p,t) = f(p,t) con p = Ipi. En este
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contexto introducimos 1la representacidn de energia de la
funcidn distribucidén, a 1la cual haremos referencia muy a me-—
nudo en lo qQue sigue. Definimos dicha funcidn distribucidn

por (Ernst 1981):

Fe.t) = (S(E-————) f(p,f)dp (2.21)
0O sea
Fe.t)= N, m(2me )u-if(\/2m€,'t) (2.22)

donde hemos anotado con ()1, el angulo sdlido total en el
espacio de 2V dimensiones:f1y==2ﬂy/TWy) . Las leyes de

conservacion son ahora:

o0

F(e.t)de =n (2.23a)
0

“F(e.t) e de = yn kT (2.23b)

0
En el equilibrio la funcidn distribucidn es la distribucion

Gamma:

F (€)=

9 KT
T“(y)kT (kT) (2-28)

La ecuacidn de Boltzmann en representacidn de energia se

anota en términos del nicleo o kernel de transicidn:
-~ = A 5 A

dp dp, dn 9 0-(9.9-n)

m3.n3 [4mle(E-€)1¥!

d(e—_)J(G--E—)J(E-E—P—) (2.25)

2m 2m

K(QLG;E)=

que caracteriza la probabilidad de transiciédn en la colisidn
(e ,E—€) — (€' ,E~€e’), donde € y E—-e representan las energlas
de las particulas entrantes y €'y E~e’ las de las particu -
las salientes. En la colisidn se conserva la energia total
E por 1lo cual 1los kernels son no nulos s6lo en la regidn

e, "{E. Tenemos finalmente:
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w B

5% Flet)= |dE |de' [k(e e-E)F(e t)F(E-€'T) -

K(ehe EDF (e, t) F(E-€.1) ] (2.26)

El kernel de transicidn presenta dos simetrias fundamenta -
les: la simetria de interaccidén de particulas idénticas y la

propiedad de balance detallado (Ernst 1981):
K(e €, E) = K(E-€,E-€,E) (2.27)
Klg, e, E)Fo(€) FolE-€) = K(€.e’,E)Fo ()R (E-€7) (2.28)

Estas simetrias son suficientes para garantizar la validez
del teorema H y con él, el acercamiento al equilibrio. Lta
ecuacitn cinetica de tipo Boltzmann (2.26) puede aplicarse a
una gran variedad de sistemas fisicos y a diferentes modelas
de interaccidn, con el unico requisito de que el correspon-—
diente kernel de transiciéon satisfaga ambas propiedades de
simetria. En este sentido la constante positiva ¥ caracte-
riza al sistema bajo consideracidn: Puede referirse a un
gas de particulas con 2V = 1,2,3,... grados de libertad
translacionales; o a un sistema de particulas interactuantes
con VYV = 1, 2,354 grados de libertad internos (Ernst vy

Hendriks 1981 ).
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3 — TRANSFORMADA EN TEMPERATURA DE LA ECUACION DE BOLTZIMANN

La ecuaci6tn de Boltzmann es una ecuacion integro -
diferencial con una estructura matematica muy complicada.
Con el objeto de simplificar dicha estructura se han
estudiado una gran variedad de modelos. El modelo real mas
simple es el que se obtiene al considerar una distribucidén
espacialmente homogénea e isotrdopica en impulso. En los
ultimos afifos se ha logrado un progreso muy significativo en
el estudio de las soluciones exactas de la ecuacidn de
Boltzmann homogénea e isotrdpica. En la literatura mas
reciente (Ernst 1984) se han introducido transformaciones
integrales que permiten obtener versiones mas simples de la
ecuacion de Boltzmann, especialmente en el caso de modelos
de interaccion tipo Maxwell. En 1976 Bobylev, utilizando
una transformacion de Fourier respecto del impulso p ,
encontré una solucidn exacta no trivial (de hecho la unica
conocida hasta el presente) 1lamada modo BKW (Bobylev 197&4a,
b). Sin embargo para el caso de modelos no maxwellianos,
este método de transformaciédn no ofrece ninguna ventaja
puesto que el término no lineal de colisiédn no resulta ser
separable en 4angulo vy energia (Hauge y Fraestgaard 1981).
Otra técnica de transformacion para modelos de Maxwell es la
introducida por Alexanian (1979). Aun cuando se logra una
excelente descripcidn acerca de las caracteristicas del
proceso de relajacion al equilibrio, esta transformada
integral presenta una gran complejidad matematica, debido a
que la solucidon se expresa como una combinacion lineal de
funciones delta y sus derivadas. Una tercera transformacion
integral es la  transformacién de Laplace en energia que,

aplicada por Krook y Wu (1974, 1977a) a modelos de Maxwell
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tridimensionales con dispersidén isotrédpica, 1les permitid
obtener el modo BKW de manera simultadnea con Bobylev. Mas
recientemente esta transformacidn integral fue generalizada
a una clase mas amplia de modelos de Maxwell (Ernst 1979,
Cornille y Gervois 1980a). A pesar de no ser aplicable a
todos 1los modelos de Maxwell, la transformada de lLaplace no
estd estrictamente restringida a ellos. Tal como veremos
permite la resolucidn general del problema de Cauchy para un
modelo bidimensional de particula muy dura (Hendriks y Ernst
1983). Sin embargo es necesario un enfoque alternativo que
permita generalizar el uso de este método para otros modelos
de 1nteraccidn. En el presente capitulo definimos una

transformacion integral que hace posible tal generalizacién.

En la siguiente seccidn introducimos nuestro método que
ha de dar origen a una funcidn distribucion transformada en
temperatura G(s,t) con una estructura analitica sumamente
simple. En la seccion 3.2 demostramos que las caracteristi-
cas de 1la evolucion temporal de F(e,t) estan dadas princi-—
palmente por el comportamiento de las singularidades de
G(s,t). Utilizando esta técnica analizamos el proceso de
relajacidn al equilibrio para diferentes modelos de
interaccidn: el modelo de particula muy dura en 3.3 y los
modelos de Maxwell en 3.5. En la seccidn 3.4 comparamos la
solucidn de la ecuacidn de Boltzmann con la soluciéon de la
correspondiente version 1linealizada, encontrando varias
discrepancias basicas e interesantes fendmenos no lineales.
Por daltimo en la seccidon 3.6 mostramos que la transformada
en temperatura conduce a 1la definicion de un aproximante

tipo Padé con un claro significado fisico.
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3.1 TRANSFORMADA EN TEMPERATURA

Introducimos la transformada en temperatura G(s,t) de la
funcion distribucidn en representacidn de energia F(e,t) en

base a la siguiente expresion
F(e,t):ﬁéame(s,uds (3. 13
Lip

donde ' es wuna curva cerrada simple que rodea a las
singularidades de G{(s,t) en sentido positivo, y FR(g) es la
distribucion Gamma de equilibrio (2.24), pero de temperatura
modificada (1-s)T,

3
FS(€) - Q € ¥-1 e kT(1-5) (3.2)
T(v)kT(1-9)  KkT({-5) N

Las condiciones de conservacion del numero de particulas
y la energla, como asi tambieén la distribuciéon de equilibrio
para G(s,t), se obtienen inmediatamente por simple observa-

cion de (3.1), resultando

LJEG(S,t)dS: 211 (3.3a)

I

éy@(s,t)sdts: 0 (3.3b)

T

Gols) = L (3.4)
S

En la bibliografia se estudia un cierto numero de trans-
formaciones 1integrales de la funcidn distribucidén, como por
ejemplo, la transformada de Fourier introducida por EBobylev
(1976a):

B(rR.t) (3.5a)

0
N
[
Rt
ot
‘—’.
N
T,
—d
-
=
c
-

frpty). JQS(F‘,E,t)e dR (3.5b)
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Cuando la funcién distribucidn f(r,p,t) es espacialmente
homogeénea e isotrdpica en 1impulso conviene expresar su
transformada de Fourier en términos de la funciodn distribu-—
cion en representacidn de energia F(e,t). 51 anotamos

BR,t) =r)u1(%-kaR2,t) resulta

(e o]
= 4 _Z€ =
W(z,t) = n o (v, kT) Fle,t)de (3. 6a)
0 [e 0]
Y-l
Fet) = D/KT | (ZEY 7 F(y _ZEy\W(z t)dz (2. 6b)
(€ T2(v) (kT v kT)W(

o}
Las condiciones de contorno para z pequefio impuestas por las
leyes de conservacion del numero de particulas y la energia,

resul tan ser:

1V(Qf)=4~ (3.7a)

dv -_1 (3.7b)
dz|o

y el valor en el equilibrio es Ué(z) con

-(i-9)z
We(z) = € (3.8)

En la teoria cinética (Ernst 1981) se requiere comun-—
mente que la funcidn distribucidn pertenezca al espacio de
Hilbert f ,(0,0), de funciones de cuadrado sumable en el

intervalo Ogego , con norma

* 2 de
PJ(t)z.f IFe,)I'—=_ < o (3.9)
0 Fo(€)

Esta es una condicidn suficiente para la existencia de la
transformada de Fourier; y nos restringiremos a trabajar en
este espacio de funciones, salvo que indiquemos explicita-
mente lo contrario. Debe destacarse, sin embargo, que no
exlste ninguna razon fisica para desechar otras soluciones
que no pertenezcan a dicho espacio de Hilbertjlzﬂbﬁb)

(Uhlenbeck vy Ford 1963) . La +fisica sdlo impone que se
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conserven y sean +finitas 1la densidad de particulas y la

energla total.

Supondremos que la serie de Mc Laurin

(e 5}
Wizt = Y(z) 2 S zn (3.10)

n=0 n!
representa el apartamiento del equilibrio de la funcidn
caracteristica LV(z,t) para todo =z y todo tiempo t>O0. En
otras palabras supondremos que\y(z,t) es una funciodn entera§
es decir, definida vy analitica en todo el planoc complejo.
Mas aun, pedimos que Y(z,t) sea de tipo exponencial, o sea
que exista un numero &« tal que Egé lW(z)l <lﬂu(z) para todo
? > 0 suficientemente grande. L.l amaremos parametro de cre-
cimiento ¥ (t) al infimo de todos los posibles exponentes
a un dado tiempo t. Si Y(z,t) pertenece a este espacio fly
de funciones enteras de tipo exponencial con pardmetro de
crecimiento X(t), entonces la transformada de Laplace de la

funcion Wiz ,t) /\Y,tz) que anotamos

(o8]
Gls,t) = f Y(z,t)/ \VS(Z) dz (3.11)

0

es definida y analitica, al menos para Re(s) > ¥ .
El teorema de Hardy (Henrici 1977) nos indica como cal-
cular esta transformada integrando término a término el

desarrollo en serie (3.10}

[0 @]
Gs.t)y=2_ Lalt) (3.12)

4o gntl

Fara todo 0 » 0, anotaremos con Wy, la clase de todas las
funciones f(s) que se anulan en o y son analiticas fuera del
circulo Ist = O (y fuera de ningun circulo menor). Se
demuestra al respecto gque para cada by 2 0 1la transformada de
Léplace define una aplicacidn uno a uno del conjunto {lx en
el conjunto Wx (Henrici 1977). En otras palabras cada fun-—

cidén caracteristica WY(z,t) de pardmetro de crecimiento ¥ (t)
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posee una transformada de Laplace que puede ser extendida a
una funcidon G(s,t) en Wy . Y viceversa: cada funcidn G(s,t)
en Wy es la continuacidn analitica de la transformada de

Laplace de alguna funcidén caracteristica \V(z,t) en {1y .

En principio podriamos utilizar la fé6rmula de inversion
usual para la transformada de Laplace; sin embargo, el
teorema de FPincherle (Henrici 1977) nos provee de otra
antitransformada que es mas conveniente, en tanto gue el
camino de integracion es de longitud finita y, en contraste
con la formula usual de inversiédn, no da el valor cero para
z < Q. En efecto, sea | una curva cerrada simple gue rodea

al conjunto Isl g 5 en el sentido positivo

W(z,t):é%é)rws(z)ﬁw(s,t)ds (3.13)

Esta expresion puede verificarse facilmente integrando
término a término el desarrollo (3.12) y comparandoc con
(Z.10). Es facil demostrar, aplicando la transformada (3.6)
a la expresion anterior y comparando con (3.1), que G(s,t)
es ni mas ni menos que la transformada en temperatura
definida al comienzo de esta seccién. Finalmente de (3.11)
Y (3.6) obtenemos la formula de inversién para la transfor-—

mada en temperatura (Erdély 1953):

o0

Glstys——— | F(1,7, =€ ) F(et)de (3.14)
N (s-1) OH kT(1-5)

Un caso particular de mucho interés es el caso bidimen-

sional vV =1, en el cual la aplicacidon F(e,t) — Gi(s,t) es

ella misma una transformada de Laplace. En efecto, de la

expresion anterior resulta:

w €
— { klU-S)F d
T — | e (E,t) € =
G(S[t) (S-i)J; (3.1%)

Es decir que

G(s,t)z-s—_‘TS(E—}—i—,Jﬁ) (3.16)
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con gi(x,t) la transformada de Laplace de 1la funcidn

distribucion en representacidn de energia

© _€X
g(x,t)=o€F=# e KT F(et)de (3.17)

Debemos destacar también la relacidn con otra transfor-
macion integral, la transformada A(9,t) de Alexanian (1979),

definida por:

t
F(et):{%(e)A(eﬂc)dQ (3.18)

con las siguientes leyes de conservacidn y condicion

asintdtica:
t

Alo,t)d6

3

A(e,t)Bd6

A(B, ) = d(e) (3.20)

i
P

(3.19a)

1]
O

(3.19b)

Asl definida la transformada de Alexanian puede ser conside—
rada formalmente como otra funcidn de distribucidn en
temperatura. Sin embargo, y a diferencia de la transformada
en temperatura aqui introducida, la presencia de singulari-
dades tipo delta hace de ella una herramienta matematica de
muy dificil implementacion. En cambio, la transformada en
temperatura, relacionada con A(G,t) por la siguiente

transformada integral

1
G(s.t)= wde (3.21)
L0 5-6

reemplaza las singularidades tipo delta de A(8,t) por polos
en el plano complejo, bhaciendo posible la utilizacion de

métodos matematicos tales como el teorema de expansion de
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Heaviside (Henrici 1977) o las técnicas de aproximantes

racionales (Baker 1975).
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3.2 SINGULARIDADES DE LA TRANSFORMADA EN TEMPERATURA

lLa expresién (3.1) indica claramente que las caracteris-—
ticas de la evolucidn de 1la funcidn distribucidn F(e,t)
estaran dadas principalmente por el comportamiento de las
singularidades de su funcién transformada en temperatura.
En esta seccidn estudiaremos algunas caracteristicas de
estas singularidades.

FPara comenzar recordemos un resultado conocido: Por la

formula de Cauchy—Hadamard 1la serie de Laurent (3.12) es

analitica fuera de un circulo Ist = ¥ de radio minimo, con
. 1/n . )

= 1im sup lc, | - En la secciédn anterior hemos supuesto

’ N —s w0

que el parametro de crecimiento es finito; consecuentemente
las unicas singularidades posibles son polos en el plano
complejo. En efecto, un corte excederia el circulo Isl = X
fuera del cual la funcidn transformada en temperatura es
analitica. Ademas es facil verificar que un corte ramal
daria origen a contribuciones de decaimiento de tipo
potencial a altas energias en 1la funcidn distribucion
Fle,t); y por ende esta dejaria de pertenecer al espacio de
Hilbertciz(o,a» de funciones de cuadrado sumable.

El analisis de la seccidn anterior nos sugiere gque la
localizacidon de las singularidades de la funcidn transforma—
da en temperatura debe estar relacionada con el comporta-—
miento asintédtico de la funcidn caracteristica (3.6a). En
este sentido introducimos el concepto de funcidn indicatriz
X(¢,t) de la funcidn caracteristica uﬂz,t), como una medida
de su crecimiento en direcciones particulares. Para ¢ real
definimos X(¢,t) como el infimo de todos los numeros reales
oL tales que en el instante t y para todo [ > 0 suficiente-—
mente grande satisfacen

P

el t) /e Perl < e (3.22)
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Se tiene claramente que X(¢) < ¥ . En particular la teoria
de 1la transformada de Laplace nos dice que G(s,t) es
analitica para Re(s) > X(O,t); con lo cual las posibles
singul aridades de G(s,t) deben encontrarse en el interior de
la zona indicada en 1la figura 1. Es importante destacar que

G(s,t) no puede ser continuada analiticamente en ningun

semiplano Re(s) > o,y coOn &< g . En otras palabras
G(s,t) debe tener un punto singular en el segmento
Re(s) = &(0), Isi ¢ X . LLa condiciédn de que la funciodn

distribucidn pertenezca al espacio de Hilbert‘ﬁq(o,m) de
funciones de cuadrado sumable restringe los posibles valores
de 1la funcidn generatriz en ¢g = 0 al intervalo | Yt < 1,
tal como indicamos en la figura 1. En otra palabras no
puede haber singularidades de 1la funcidon distribucidn
transformada en temperatura en el semiplano Re(s) > 1.

El mismo andlisis puede realizarse para la funcidn
wkz,t) = U(é¢z,t). Luego G(s,t) no serda continuable anali -
ticamente dentro de wuna zona C, gque llamaremos envoltura
convexa, contenida en el disco Is| < X (y por ende acotada)
que es la interseccidn de todos los semiplanos cerrados que
contienen “todas" las singularidades de G(s,t) al instante
t. Fuede demostrarse que la funcidn generatriz z§(¢,t) esta
completamente determinada por la envoltura convexa (Henrici
1977). Ademads, siendo F(e,t) real, la funcidn caracteristi-
ca verifica \Vﬂiﬂt) = U(z,t): Luego S (p,t) es par, y con
ello la envoltura convexa resulta ser simétrica respecto del
eje real. 0 sea que las singularidades de la funciodn
distribucion en temperatura G(s,t) se encuentran, o bien

X
sobre el eje real, o bien de a pares conjugados s,= S,.

Tal como indicamos en un comienzo las caracteristicas y
evoluciéon de la funcidn distribucidn F(e,t) estan dadas
principalmente por el comportamiento de las singularidades
de 1la funcidn transformada en temperatura G(s,t) que, para

el caso de N polos simples, puede escribirse en la forma:

Gl(s,4)= i (t) (1) . n(t) (3.23)
) S-0:(t)  S-05(0) S-0y(t)
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SINGULARIDADES
Figura 1. Localizacion de las singularidades de la funcidn

transformada en temperatura G(s,t).
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con las condiciones de conservacion del numero de particulas

y la energia total:
O+ X 4+ Xy = 4 (3.24a)
oGO0 + o0 4+ X0 =0 (3.24b)

El teorema de expansion de Heaviside (Henrici 1977) nos
permite expresar la funcidn distribucion en representacion
de energia F(e,t) en términos de las singularidades de su
transformada en temperatura. En efecto, antitransformando

segun la ecuacidn (3.1) obtenemos:
Flet) =X () Foq (E)+--- + 0 (1) B gy (€) (3.25)

Este es un desarrollo de la funcidn distribucidn original en
términos de distribuciones Gamma de equilibrio, pero de
temperaturas modificadas, dadas por la ubicacidon de los
polos de 1la correspondiente transformada G(s,t); y cuyas
densidades estan ¥1 jadas por los residuos respectivos. En
este sentido el estudio de las singularidades de la funcidn
transformada en temperatura nos permitird obtener una mejor
y mas clara comprension acerca de la evolucion de la funcidn
distribucidn propiamente dicha. Hasta ahora en esta seccidn
hemos estado analizando la ubicacion y algunas caracteristi-
cas de las singularidades de la transformada en temperatura
en el plano complejo. En 1o que sigue veremos que es lo que

podemos decir a priori" acerca de la evolucion de dichas

singul aridades.

En (3.1) la contribucidn dominante a la funcidn distri-
bucidn proviene de 1las singularidades de G(s,t) de menor
parte real, mas hacia la izquierda. Fara valores del tiempo
suficientemente grandes, todas las singularidades deberian
dirigirse hacia 1la derecha, mas especificamente hacia el

punto caracteristico s = 1, que denominaremos punto de
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escape, volviéndose asi menos importantes. Sin embargo en
el equilibrio tenemos que G(s,0) = 1/s, por lo cual de entre
los polos que caracterizan a la funcidn distribucidn debe
haber al menos uno que evolucione hacia el valor de equili-
brio s = 0. A este polo lo llamaremos polo de Maxwell,
puesto que da origen asintdticamente a la distribucidn de
Maxwell de equilibrio. La expresiton (3.2) nos indica clara-—
mente que para altos valores de la energla el acercamiento
a2l equilibrio sera por arriba o por debajo dependiendo de
que el polo de Maxwell tienda al punto de equilibrio por la
izquierda o por la derecha respectivamente. En este sentido
el estudio de la evolucidtn temporal del polo de Maxwell dara
mucha informacion acerca de como es alcanzado el equilibrio.
Naturalmente no hay ninguna razéon fisica por la cual el
namero de polos deba conservarse al transcurrir el tiempo.
De hecho, vy excepto para ciertos modelos de interaccidn
particulares, ello no sucedera, dandose el caso de la apari-
cion de nuevos polos. Debe tenerse en cuenta ademas la
posible presencia de polos de orden superior , como asi
también de sinqularidades esenciales; sin embargo posterga-—

remos el analisis correspondiente.

Por ultimo debemos seffalar un interesante fendmeno obser-—
vado por Tijon (1979): El valor de la funcidn distribucidn
en la zona de altas energias puede tender al estado de equi-
librio en forma monédtona, o0 también presentar un efecto
transitorio de sobrepoblacidn o subpoblacidén. Es claro que
este efecto esta relacionado con el pasaje del polo de
Maxwell a través del eje imaginario antes de tender al punto
de equilibrio. Mas aitin, el polo de Maxwell puede realizar
varios cruces del eje 1imaginario, dando origen a un

acercamiento oscilatorio al equilibrio.
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3.3 MODELO DE PARTICULA MUY DURA

Consideraremos ahora un modelo de interaccidn para el
cual es posible resolver en forma exacta la ecuacion de
Boltzmann no 1lineal con condiciones iniciales arbitrarias.
Tales soluciones analiticas son de 1la mayor importancia
puesto que nos permitirdan dar una confirmacion explicita a
mychas de las afirmaciones hechas en las secciones ante-—
riores, como asi también mostrar nuevas propiedades de la
funciédn distribucidn transformada en temperatura.

Una desventaja de este modelo de interaccidn radica en
que la probabilidad de colisidn es proporcional a la energia
relativa, g.UXg,a.a)AJ 92_ Obviamente esta probabilidad no
se corresponde con ninguna ley de interaccidn realista. De
hecho la interaccidn real mas "fuerte" posible corresponde a
la colision de particulas "duras”, donde la probabilidad de
colisiéon aumenta con la raiz cuadrada de la energia relati-
va. Luego la interaccidn aqui considerada es mas fuerte que
la interaccidon de particulas duras; y de alli su denomina-
cion { VHF : Very Hard Particles ). En particular, y dado
que €1 mecanismo de interaccion es muy eficiente a altas
energias, es de esperar que los tiempos caracteristicos de

relajacion a altas energias sean muy pequeflos.

La ecuacitn de Boltzmann en representacidn de energia
para un modelo bidimensional O(g,g.n)~ g V1-(§.A)? resulta
(Hendriks y Ernst 1983):

£

19, € =L w[ Flet)F(E-¢
L)u at+kT+UF(€'-t) qm_LdEode Feet)F(E-€'1) (3.26)

donde u es la frecuencia de colision dada por:

/uzqkTI O‘(g,g.ﬁ)dﬁ (3.27)

RS
9
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La estructura de convolucidn del término integral sugiere
intentar una transformacién de Laplace del tipo (3.17),
relacionada con la transformada integral en temperatura por
un simple cambio de variables, dado en (3.16). Aplicando
esta transformacidn a (3.26) resulta una ecuacion de primer

orden no lineal en derivadas parciales;

2
( Sét— +S +(5-4)2—a%]G(5,‘§:) = 1-(5-D°GYs.t) (3.28)

4
M
que, con el cambio de variables (s,t) — (s,r), siendo

P(S,‘c)=_5ﬁ_t(_s"i)_ (3.29)

{+put (s-14)

puede reducirse a wuna ecuacion diferencial ordinaria tipo

Ricatti exactamente resoluble
2
[s+<5-4)2f§36(s,t)= i (5-1)2G(s,t) (3.30)

Obtenemos finalmente:

Mt
(S-DLs@Cr] ~(s-1)e~H#t]

G(S,t):—é—[‘*‘ ] (3.31)

donde 1la funcion arbitraria(p[r] queda determinada por la

distribucion inicial 6(s,0) en la forma:

1

(3.32)
(r—4)[rG(r,o)-4]]

(Irl= _:_[(r-4)+

Esta expresidn nos permitird verificar para este modelo
varias de las afirmaciones hechas en la seccion anterior:
Para tiempos suficientemente largos todas las singularidades
se dirigen hacia el punto de escape s = 1, volvieéendose cada
vez menos importantes. Hay sin embargo un polo de primer

orden, el polo de Maxwell s correspondiente a una solucidn

4 ?
de la ecuacidn

-ut
S(QEr]-(S-i)e/U =0 (3.33)
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que se mueve hacia el punto de equilibrio s = 0 en la forma
Mt - 2pt
Sl(£)=——L—-—+G(e p) /u't——>00 (3.34)
i+ 41
Mt
y cuyo residuo en G(s,t) puede anotarse
Pt - 2ut
rf4+ L]
Mt
Luego el acercamiento final al equilibrio esta descripto por
F AN (
(e,t)= (1- 27 (€) exp___.____ ) 4
QL1+ 1] ) @ri+-L] kT
/Jt Mt
+o(e (“ )J) ; /ut—»oo (3.36)

Vemos que el acercamiento al equilibrio no es uniforme. De
hecho para altas energias el tiempo de decaimiento es
proporcional a T(eg) =1 1In(e/kT). Esta falta de uniformidad
es una caracteristiéﬁ general de 1las soluciones de la
ecuacion de Boltzmann no lineal, a la que puede darsele una
muy simple explicacion fisica (Krook y WU 1977a): Para que
una particula pueda adquirir una energia alta, son precisas
mads vy mads colisiones favorables, lo cual naturalmente

requiere mas y mas tiempo.

En 1la seccidn anterior indicamos que el acercamiento al
equilibrio a altas energias estaba caracterizado por la
evoluciéon temporal del polo de Maxwell. La expresion
anterior nos dice algo mas para este modelo particular:
Esto es que el acercamiento al equilibrio serd por arriba o
por debajo dependiendo del signo de la funcidn Y(s) para s
tendiendo al punto de escape por el semiplano de analitici-
dad. De hecho la funcidn 1/@Q(s) < s6(s,0)—1 puede llegar a
tener muchos ceros cercanos al punto de escape, con lo cual
es posible que se produzca un acercamiento oscilatorio al
equilibrio ( efecto Tjon ).

De 1la expresion (3.15) 1lim G(s,0) = j%; F(0,0), con lo

S+
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cual, reemplazando en (3.32) resulta

W[4+L] th_ ] /u‘t__..oo (3.37)

Mt kT F(0,00-N ’
lLuego, para un valor +fijo de 1la energia y para grandes
valores del tiempo, el acercamiento al equilibrio sera por
arriba o por debajo dependiendo del signo del apartamiento
inicial del equilibrio a energia cero: (F(0,0)-n/kT)y de gue
la energia sea mayor o menor que dos unidades térmicas 2Z2kT.

En efecto reempl azando (3.37) en (3.364) obtenemos

ut
N KTF(0,0)-Ny( e-2kTy &
Fle,t) = Fo(e) [1+( 5 ) ( = )/ut +.

‘/J.t——v-m

-] (3.38)

Consideremos algunas distribuciones iniciales particula-
res con el objeto de investigar mas en detalle este proceso
de relajacidtn al equilibrio. Como un primer ejemplo estu-

diaremos la superposicion de dos maxwellianas:
F(e,0) = &, FO‘(G) + ¢, Fo, (€) (3.39)

que, como sabemos, es equivalente a la presencia de dos

polos simples en la correspondiente funciédn transformada en

temperatura
G(s,0) = & & (3.40)
s—0, = S-03
con O, < 0< 1. Las 1leyes de conservacitn del numero de

particulas y la energia imponen qgue:
Ky + Xy = A (3.41a)
oy Oy +¢0% =0 (3.41b)

For otra parte la condiciédn de positividad requiere que

020 vy O,+0, { 1. Hay dos casos cualitativamente distin-
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tos: Si 0, > 0 1a cola de altas energias esta inicialmente

despobl ada. Cuando ¥, < 0, en cambio, estd sobrepoblada.

Un resultado notable es que en este modelo VHP la fun-—
cion distribucidén original mantiene su estructura , es decir
que permanece como una suma de dos maxwellianas al trans-
currir el tiempo: el polo de Maxwell 0; tiende mondtonamente
hacia el punto de equilibrio s = 0, mientras que(E se dirige
hacia el punto de escape; tal como mostramos en las figuras
2 a 5 para 1los caso J;(t=0) < 0 y ((t=0) > 0 . Hemos
representado también la evolucidn temporal de la desviacidn

respecto del equilibrio R(e,t), definida por:

Fle,t)= Fole) L4+ R(e,t)] (3.42)

Es interesante advertir en las figuras 3 y S5 cédmo el acerca—
miento al equilibrio depende del signo de R(0,0) y de que la
energia sea mayor o menor que 2kT. ( confrontar con la

ecuacion (3.38) )

Una condicién inicial mucho mas interesante esta dada
por la superposicidn de tres distribuciones maxwellianas,
equivalente a 1la presencia de tres polos simples en la
correspondiente funcidn transformada en temperatura. La
presencia de tres polos nos permite elegir dos de ellos
fuera del eje real sin por ello violar la positividad de lé
funcibdn distribucidn. Evidentemente la presencia de polos
complejos se manifiesta en la forma de oscilaciones de la

funcidn distribucion. Tal es el caso de:

_S¢€
F(€ 0)= An e XT £1

_ be
T cos—kTr.] (3.43)

La conservacion del numero de particulas y 1la energia

imponen que los parametros a,b y 8 estén relacionados por:

b=a,/3=2 (3.44a)
a-{
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Figura 2. Evolucidédn temporal de los polos (a) y residuos
(b de la funcion transformada en temperatura G{(s,t) para
una condicidén inicial dada por (3.40) con o.{(0) = -1 vy

0:{0) = 1/4 en el modelo de particula muy dura (VHP),
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Figura 3. Desviacion del eqguilibrio R(e,t) para el caso
descripto en la figura 2.
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Figura 5. Desviacion del equilibrio R(e,t) para el caso
descripto en la figura 4.
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/3 - _23 (3.44b)
3-4a

Esta funcion distribucidn oscilante da origen a una funcidn

transformada en temperatura G(s,t) con tres polos S;s SoY Sx

ubicados inicialmente en

S, = (3.45a)
a

Sa= Sz = 4. 1 (3.45b)
a-ib

En 1las figuras 6 y 7 mostramos imagenes estroboscépicas de
la evolucion temporal en el plano complejo de los polos y
los correspondientes residuos para dos casos particulares
a=1.4 y a=2.0. Vemos que el polo real s, es, de hecho,
el polo de Maxwell y tiende mondtonamente hacia el punto de
equilibrio, mientras que los dos polos complejos se dirigen
hacia el punto de escape. En 1a figura 8 hemos representado
también la evolucidn temporal de la desviaciéon respecto del

equilibrio R{e,t) para el caso particular a = 1.4.
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Figura 6. Ima?enes estroboscopicas en el plano complejo s
de los polos {(a) y residuos (b) de la funcién transformada
en temperatura 6G(s,t) en el modelo de garticula muy dura
paraluga condicion inicial (+) dada por (3.43) y (3.44) con
a = 1.4 .
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Figura 8. Desviacion del equilibrio R(e,t) para el caso
descripto en la fiqgura 6.
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3.4 ECUACION DE BOLTZMANN LINEALIZADA

Debido a la naturaleza no lineal del término de colision
la ecuacion de Boltzmann es muy dificil de resolver y anali-
zar. En este sentido la aproximacidon linealizada, que se
obtiene al despreciar términos cuadrdaticos en la desviacion
respecto del equilibrio, constituye una razonable simplifi-—
cacion. El estudio de esta ecuacidn de Boltzmann linealiza-
da es importante, no sbdlo por su comprobada utilidad en la
descripcitdon de situaciones fisicas reales, sino por el hecho
de que, presentando una estructura similar a la de la ecua-
cion de Boltzmann no lineal, permite obtener una descripcidn
cualitativamente correcta acerca de sus caracteristicas
esenciales. Naturalmente esta descripcién no incluye los
efectos no lineales debidos al termino de colision. Al
hespecto estamos interesados en estudiar la soluciéon linea-—
lizada de la ecuacion de Boltzmann en términos de la trans-—
formada en temperatura, analizando en detalle las discre-

pancias que presente respecto del caso no lineal general.

S1 reemplazamos la expresion (3.42) en la ecuacidn de

Boltzmann (2.26) obtenemos:
Flet) = Fer [1+ R(e, )] (3.46)

%R(e,t) = L(R)+N(R.R) (3.47)

donde L es el denominado operador linealizado de colisién
(Cercignani 1983):
w E
L(R)= JdE de'K(ee; E) Fo(E-€).
€ ‘0

I REeDYHRE-€4)-R (6,1)-R(E-€,1) ] (3.48)
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y N es el operador bilineal de colisién

w | E
N(R R) = IdE ‘de* K(e e. E) Fo(E-€)
S JO
AR RE-€1)-RE.E)R(E-€.1) ] (3.49)

En el espacio de Hilbertéﬂz(o,w) de funciones de cuadrado

sumable, el operador L es autoadjunto,
<R LIR)Y> = < L(RY Ra2 > (3.50)
con <f,g> el producto interno:
W
<f g>=|de Fe) t(e) ge) (3.51)
v

Ademas es definido no negativo <R,L(R)> > O. Las autofun-—
ciones de autovalor nulo R(ey =1 vy Rte) = e/kT—-y estan
relacionadas con la conservaciédn del numero de particulas vy
la energia total. Cualquier solucidn R{e,t) de la ecuacidn
de Boltzmann compatible con dichas condiciones debe satisfa-

cer <R,R;> = <R,R, > = 0 en todo instante.

Es comun que s6lo se quiera calcular una solucion
aproximada de la ecuacion de Boltzmann. For ejemplo, si la
desviacion del equilibrio es pequefra, podemos despreciar los
términos cuadraticos en K, obteniendo 1la ecuaciédn de

Boltzmann linealizada:

5_’2“)= L (R"™) (3.52)

ot

En general esta solucion linealizada constituye una muy
buena aproximacidn. Sin embargo no describe adecuadamente
el proceso bajo estudio cuando la desviacion respecto del
equilibrio es inicialmente importante. En este caso podemos
calcular un segundo orden de aproximacion de la ecuacion de
Boltzmann teniendo en cuenta parcialmente el operador bili-

neal de colision. En otras palabras estamos sugiriendo un
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método iterativo para resolver la ecuacidon de Boltzmann

(02

R =0 (3.53a)

)

AR L(R™y+ N (R™ R
ot

(n-9)

) (3.53b)

Este meéetodo resulta ser muy eficaz para estudiar 1la
relajacién al equilibrio a tiempos grandes y, a diferencia
del método iterativo de Wild (1951), presenta la evidente
ventaja de respetar 1las condiciones de conservacidon del
numero de particulas y 1la energla (2.23) y 1la condicidn
asintética (2.24) en cada orden de iteracion. En general, vy
a medida que crece el tiempo, los diferentes drdenes de
;proximacibn tienden rapidamente hacia la funcidédn distribu-—

cion exacta del problema en cuestidén (Shizuta 1983).

Estamos interesados en estudiar la solucidn linealizada
de 1la ecuaciédn de Boltzmann en términos de la transformada
integral en temperatura introducida en el presente trabajo.
Para ello usaremos en primer lugar el modelo de particula
muy dura, para el cual conocemos la solucidn exacta para
condiciones iniciales arbitrarias. En dicho modelo el

operador linealizado de colisidn se escribe:

€

L(R) = 2HM | rFR(e)-F(e)1R(e't)de -

[ ]
kT o Fo(€)

- £ ) € ‘
/1(14—H_)R(,1:) (3.54)
Fara este modelo de interaccidn la ecuacidn de Boltzmann
linealizada puede resolverse empleando exactamente el mismo
metodo que utilizamos en la seccion anterior para el caso no
lineal general. Obtenemos:
_./u‘t

i+ -5 B ] (3.55)

(1)
G (st)= L
S S(5-1)

donde r(s,t) esta dado por (3.29) y la funcidn arbitraria

B{rl gqueda determinada por la condicién inicial G(s,0) en 1la
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forma:

B(r)y =r(r-1)ILr G(r.o)- 1] (3.56)

Advertimos inmediatamente que la solucidn linealizada (3.595)
es equivalente a mantener 1los dos primeros términos del
desarrollo formal de 1la expresion (3.31) en potencias de

1/(Cr1. 0 sea:

i LS et o

G(S,t)z—-—-i-i- ___5‘ -

S L (s-1)2 nZ-_l'( S (.?(r) ) ] (3.957)
Nt

De hecho el desarrollo truncado al orden 2 se corresponde

con el orden N de iteracidn en la ecuacitdn (3.53). Es decir

) ! I ' w s-yett o
G(s,t)=?[4+(s_”2nz_; B"(r)(_s_’—') ] (3.58)

™) .. R L. .
donde B, queda fijado por la condiciédn inicial, mientras que
} {w) . .
el resto de las funciones B, se determina a partir de las
. IN-1) . . - .
funciones B, correspondientes al orden iterativo anterior

<~ (N-1) (N--1)
B, = . By, B, (3.59)

Fara tiempos suficientemente grandes todas las singula-
ridades de la transformada en temperatura linealizada (3.55)
se dirigen hacia el punto de escape s = 1, volviéndose cada
vez menos importantes. Sin embargo ahora no hay ningun polo
de Maxwell que tienda asintédticamente hacia el punto de

equilibrio, sino que en el instante inicial aparece un polo

doble en s = 0, que permanece alli indefinidamente. Tenemos
() -pt ;
GestrxLiri+-" _Bli+1)] |, pt—o o (3.60)
S s(s-1) Mt

con lo cual el acercamiento final al equilibrio esta

descripto por:

! it
F'”(e:,t)gl-_o(e)[1+eﬂ(£_;2_2‘_*k1—)8(1+;‘t—)] cHt—a (3l
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expresion que, tal como era de esperar, es equivalente al

primer orden de aproximacion de (3.36) en potencias de 1/4p.

Nuevamente, tal como ocurria en el caso no lineal, el
acercamiento al equilibrio a altas energlas estAd caracteri-
zado por el signo de la funcidn (Pls] para s tendiendo al
punto de escape por el semiplano de analiticidad. Por este
motivo el acercamiento oscilatorio al equilibrio (efecto
Tion (1979)) es un fendmeno que también puede ocurrir en la
ecuacion de Boltzmann linealizada con precisamente la misma
funcion distribucidn inicial. La no linealidad juega, sin
embargo, un rol importante en la determinacion precisa de
las caracteristicas de 1la relajacidn al equilibrio. Para
analizar con mids detalle las diferencias entre el caso no
lineal vy 1la solucidn linealizada, consideraremos algunas
distribuciones iniciales particulares. Sea, por ejemplo, la
superposicion de N maxwellianas (3.25), equivalente a la
presencia de N polos simples en la correspondiente funciodn
transformada en temperatura (3.23). El caracter algebraico
de 1la solucidn general (3.31) nos asegura que en el caso no
lineal, la funcidn distribucidn original mantiene su estruc-
tura, es decir que permanece como una suma de N maxwellianas
al transcurrir el tiempo. El polo real mas hacia la
izquierda se mueve hacia el punto de equilibrio, mientra que
el resto tiende hacia el punto de escape. En el caso
linealizado 1la situacitn es distinta: La expresidn (3.55)
nos indica que todos los polos (, se dirigen hacia el punto

de escape segun la relacion

On(0) - (On(0)- 1) ut
1 - (Gal0)-1)ut

0n(1) = (3.62)

y aparece un polo doble estacionario en s = 0, Luego para
tiempos distintos de cero la evolucidn de la Ffuncién

distribucion (3.23) est4d dada por

G sty =@ . owt) B . B2t) (3.63;
5-0, () 5-0%(1) S S2
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donde todos 1los residuos tienden a cero, excepto/Bﬁt) que
tiende hacia 1. En el instante inicial B(0) =/3(0) = 0.

Evidentemente el surgimiento de un polo doble en el pun-
to de equilibrio s = O, debe ir acompaflado por la aparicidén
de un cero doble en dicho punto. Al transcurrir el tiempo
éste se separa en dos ceros simples, uno de los cuales luego
de alejarse retorna asintéticamente al punto de equilibrio,
mientras que el otro cero tiende al punto de escape s = 1.
Estas caracteristicas de la evolucidn temporal de la solu-—
cién linealizada en el modelo de particula muy dura se mues-—
tran en las Ffiguras 9 a 13 para las mismas condiciones

iniciales estudiadas en el pardgrafo anterior.
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Figura 9. Evolucién temporal de los polos de la solucion

linealizada transformada en temperatura G™(s,t) para el caso
descripto en la figura 2,
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Figura 10, Evolucién temporal de la parte real e imaginaria
de los ceros de la solucidén linealizada transformada en
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temperatura G6%(s,t) para el caso descripto en la figura 2.
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Figura 11. Evolucidn temporal de los polos y los residuos
de  la solucion linealizada transformada en temperatura
6"(s,t) para el casgo descripto en la figura 4.
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Figura 12. Evolucion temporal de los ceros de la solucion
linealizada transformada en temperatura G (s,t) para el
caso descripto en la figura 4.
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Figura 13. Imégenes estroboscopicas en el plano complejo
s de los polos de la solucibn linealizada transformada en
temperatura G6"(s,t) en el modelo de particula muy dura
con una condicidén inicial (+) dada por (3.43) y (3.44)
para dos valores distintos de a.
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3.9 MODELOS DE MAXWELL

Con el objeto de simplificar la complicada estructura
matemiatica del término de colisidn (2.6), se buscan modelos
matematicos de la seccion eficaz que tengan una dependencia
simple con el impulso relativo y/o el angulo de dispersion.
Los modelos de Maxwell proveen una notable simplificacion a
la ecuacion de Boltzmann, en tanto que la probabilidad de
colisiétn depende udnicamente del angulo de dispersiéon y no

del impulso relativo (Cercignani 1969):

A

_rg_(l‘(g,é\.n) = o (§.n) (3.64)

Una secciotn eficaz con las caracteristicas mencionadas
se obtiene al considerar un potencial de interaccioén
V(r) = a.r° con s = 2(2V-1) en un sistema de dimension 2v;
siendo o<(a.ﬁ) una funcidn muy complicada de su argumento
(Cecignani 19735) . Podemos obtener modelos mas generales
eligiendo convenientemente esta funcion O((a.ﬁ), en cuyo
caso la seccitn eficaz puede resultar no ser derivable de un
potencial. La caracteristica mas importante de estos
modelos de interaccidn es que permiten una resolucidn
completa de 1la ecuacién de Boltzmann dentro del espacio de
Hilbert jLQ(OﬂD) en la forma de un desarrollo en polinomios

de Laguerre (Ernst 1981):
w0 Yol
Fle.t)= Fole) Zo Calt) Ln (€/KT) (3.65)
N=

Transformando esta expresidn término a término vemos que es
equivalente al desarrollo de Mc Laurin (3.10) de la funciodn
transformada de Fourier y al desarrollo de Laurent (3.12) de
la funcién transformada en temperatura.

Los polinomios de Laguerre son las autofunciones del

problema de autovalores generado por el operador linealizado
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de colisiotn (3.48).
v-l V-1
L{Ln)==-Anln (3. 66)

Estas funciones forman un conjunto completo en el espacio de
Hilbert iqto,mn de funciones de cuadrado sumable, y son

ortogonales en en siguiente sentido
low

J}-‘o(e) Ly;‘(f—.r—) L (%)de = n dom (3.67)

0

de esta manera los coeficientes cnh(t) son momentos generali-

zados de la funcidn distribucién F(e,t):

o v c
C.(t)= | Fiet) La(-=) de (3. 68)
N KT
0
Estos momentos c, (t) tienen una forma asintédtica muy simple

para tiempos grandes

Calt) — Jdno (3.69)

- 0

Por G4ltimo las leyes de conservacion (3.23) imponen sobre

los momentos c,(t) las siguientes restricciones:

Co(t)= (3.70a)

Citty= 0 (3.70b)

Reemplazando el desarrollo (3.65) en la ecuacidn de
Bol tzmann obtenemos el siguiente conjunto infinito de

ecuaciones para los momentos c,(t)
n-d .
[ﬁ +An] Calt) = Z:‘ Mam Cm(t) Ca-m (1) (3.71)
m=

donde los coeficientes reales u,, estan dados en términos de

la seccitn eficaz de colisidén (3.64) por:
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2(n-m)

n 2r
Mnam =N (m) o((cose)(cosg_) (sen_g.) "dn (3.72)

y Ap son los autovalores del operador linealizado de

colisién:

Na

1]

Moo (1+dno) = Mno - Mnn =

2n I 2n
qjo((cose)[1+(fno-(cos_g_)-(sen?) l1dn (3.73)

Naturalmente 1la caracteristica mas importante de la
ecuacion (3.71) es el que cada momento c,(t) pueda ser
hallado en forma secuencial dados los valores iniciales de
todos ellos, v.g. dada 1la funciédn distribucidn inicial.
Cuando c,(t),..., c (t) han sido determinados, la ecuacidn
para c, (t) se reduce a una ecuacion diferencial lineal
inhomogénea de primer orden. Su solucidn para N # 0 es una
suma de términos transitorios exponenciales, cuyos coefi-
cientes reales dependen de los valores iniciales c,(0). E1
que no existan terminos constantes en cy,(t) para N # 0 es
algo muy importante en tanto que, no sélo la distribucidn de
equilibrio queda determinada por el hecho de que c, (o) =0y,
sino que el acercamiento al equilibrio resulta evidente. E1
nimero de términos en c,(t) crece muy rapidamente (exponen—
cialmente) con N, por lo cual, mientras que los momentos de
orden bajo pueden ser evaluados explicitamente con relativa
facilidad, el proceso se vuelve dificil y tedioso al
aumentar N.

Formalmente la solucidn de la ecuacioén de momentos esta

dada por:

Coltr= | (3.74a)
C;it)=0 (3.74b)
-/\nt tAnT n-t R .
Calt)= € [Calo)+ ]| € Z)unmcm(T)cn.m(T)dT] (3.74c)
ma={
[¢]

Esta expresidn, junto con el desarrollo en momentos (3.65),
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representa 1la solucidn general de la ecuacidn de Boltzmann
para modelos de Maxwell con condiciones iniciales F(e,0)

pertenecientes al espacio de Hilbert(ﬁq(o,m).

Varios autores (Bobylev 1976a, 1980, Barnsley y Cornille
1980, Ernst 1981, Hendriks y Nieuwenhuizen 1982) han inves-—
tigado aspectos del problema de la existencia de tales solu-
ciones desarrollables en series generalizadas de iaguerre, y
han dado condiciones suficientes sobre los valores iniciales
de 1los momentos c,(t) de forma tal que la serie correspon-
diente converja en forma absoluta, y tenga norma {IFIll acotada
para todo tiempo t 3 O. Es decir que la solucidn F(e,t)
permanezca en el espacio de HIlberttﬁ1(0¢D) para todo t 3 O.
Estas condiciones de convergencia son sdlo suficientes, mos-—
trando que al menos existe una clase no vacia de soluciones.
Debemos destacar que muy pocos problemas no lineales pueden
ﬁesolverse por un desarrollo en un conjunto de funciones
ortogonales. lLuego es sorprendente que para una gran clase
de modelos de Maxwell, la solucién general pueda darse en
forma de un desarrollo en polinomios de Laguerre para condi-

ciones iniciales muy generales.

Las caracteristicas propias de cada modelo de interac-—
cidvn de Maxwell estan resumidas en el correspondiente con-—
Junto de coeficientes {)Jmn} - Una interesante clase de

modelos esta dada por la eleccidn (Ernst 1979):

z(p-y)+i
x(cosB) ~ (sen8) (3.75)
que, cuando p = (2V-1)/2 conduce a un modelo con seccién
eficaz isotrépica. Para esta clase de modelos los coefi-

cientes u,n pueden calcularse facilmente, resultando:

(3.76)

(ﬂ) (P)n (P)a-m
m {(2p)n

/lnm =/u

con u la frecuencia promedio de colisién, y donde (p),=

T(p+n) /T(p) es el simbolo de FPochhammer (Abramowitz y Stegun
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1972). Si p =1 tenemos el denominado modelo de Tjon y Wu
(1979) para el cual la expresion de u, se simplifica de una

manera notable:

am = M (3.77)

n+1{

También podemos concebir interacciones en las cuales las
particulas sean dispersadas en 4&angulos rectos, tal como
ocurre en el modelo Wind-Tree de Ehrenfest (Klein 1939), o
en el modelo de Hardy, Pomeau y de Pazzis (1973). En tales
casos la probabilidad de colisién X (cos{(B)) es no nula

stlo para cos{(8) = 0. 0 sea
X (cos €) ~ d(cose) (3.78)

En tal caso los coeficientes j,,estan dados por

n

Mam = éuf‘ () (3.79)

Para algunos modelos de Maxwell y en particular para el

modelo de moléculas de Maxwell la frecuencia promedio de

colisidon
/4 = N o (cosB) dN (3.80)

diverge en tanto que la seccidn eficaz total es infinita
para potenciales de rango infinito. Los coeficientes u,, vy
Han tambien divergen. Sin embargo en la ecuacién de momen—
tos so6lo aparecen coeficientes pupn con 1 ¢ m ¢ n—-1 y auto-—
valores An . Estos autovalores son finitos para todos los
modelos de Maxwell, en tanto que las contribuciones diver-
gentes que aparecen en la expresion (3.73) se restan entre
si. Vemos entonces que estas complicaciones no afectan el
resultado final. Puede advertirse también que es posible

evitar cualquier término divergente en los pasos interme-

dios.
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Durante 1los ultimos ocho afios ha habido un enorme
resurgimiento de interés en 1la ecuacion de Boltzmann no
lineal (Ernst 1984), debido en parte al descubrimiento de
una solucidn exacta no trivial para el caso de modelos de
Maxwell. Tal solucitn fué encontrada por Bobylev (1276b), e
independientemente por Krook vy Wu (1976, 1977a); y suele

denominarse modo BKW.

Flet) = Fped[ - O (v_ &KT 1] (3.81)
1-0 1-G

con

- Nt/ 2
0(t)= 0(0) e (3.82)

Vemos que el modo BKW constituye toda una familia de
soluciones particulares, seguin sea el valor de la constante
J0(0), con unpa Unica restricciédn impuesta por la positividad

de la solucién

0< 0(0) < i+‘>’ (3.83)

El modelo de Maxwell elegido queda +ijado por el valor
asignado al autovalor A,. tLos momentos del correspondiente

desarrollo de Laguerre son
Calt) = (L-n) [OW)1" (3.84)

Reemplazando en (3.12) obtenemos la funcidn transformada en

temperatura:

S"t): S‘_ZO:
G( (502 (3.85)

Vemos que presenta un polo doble real que decae exponencial-
mente hacia el punto de equilibrio segun la ley (3.82)
(Cornille y Gervois 1982b).

Siendo muy raras las soluciones exactas de la ecuacion

de Boltzmann no lineal, es comprensible el interés desperta-—
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do por una solucién particular, como es el modo BKW. Su
posible importancia fué sobrestimada por la siguiente
conjetura formulada por Krook vy Wu (19277a): * Un estado

inicial arbitrario tiende primero a relajarse hacia el modo
BKW. El subsiguiente acercamiento hacia el equilibrio
estara representado esencialmente por dicha solucidn
particular con una fase 0 adecuada ". La primera evidencia
contra esta conjetura fué encontrada por Tjon (1979), quien
obtuvo soluciones numéricas para una gran clase de estados
iniciales que tienden hacia el equilibrio de una manera
cualitativamente diferente respecto de la solucidon BKW. De
hecho é1 encontréd gque para ciertos estados iniciales la cola
de altas energias, vacia inicialmente, podia sobrepoblarsé
rapidamente, para luego tender al equilibrio por arriba.
Este efecto Tjon, al que hicimos referencia en un paragrafo
anterior, no se presenta en el modo BKW, el cual muestra un
acercamiento monédtono al equilibrio por debajo. Puede de-—
mostrarse (criterio de Hauge (197%) y Alexanian (127%)) que
cualquier funciodn distribucidn con segundo momento positivo
c,(0) > O tendera al equilibrio por arriba, constituyeéndose
en un evidente contraejemplo a la conjetura de Krook y Wu.
Sin embargo para el caso c,(0) < O no se ha podido demostrar
en forma rigurosa la validez o falsedad de dicha conjetura.
La transformada en temperatura introducida en este trabajo
permite aportar una importante conclusiédn sobre dicho punto:
El comportamiento totalmente distinto del polo doble (3.82)
del modo BKW respecto de los polos simples de los ejemplos
yvya estudiados vy por estudiar en las siguientes secciones
constituye un contraejemplo concluyente a la conjetura de

Krook y Wu.
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3.6 APROXIMANTES MULTIPOLARES

La evolucidn temporal de la funcidn distribucion F(e,t)
estA dominada principalmente por el comportamiento de las
singularidades de su transformada en temperatura G(s,t).
Supongamos que en el instante inicial esta funcidn trans-—
formada estA caracterizada por N polos simples. En un
paragrafo anterior vimos como, para el modelo de particula
muy dura, el estudio de 1la evolucidn temporal de dichas
sinqgularidades nos permitia obtener una mayor y mas clara
comprension acerca de la evolucidn de la funcidn distribu-—
cidn propiamente dicha. Para dicho modelo de interaccidn el
numero de polos de la funcidén transformada en temperatura se
conserva al transcurrir el tiempo. De hecho, y excepto para
ciertos modelos particulares, ello no sucedera, dandose el
caso de la aparicidon de nuevos polos en el puntos de
equilibrio. Esto ocurre, por ejemplo, para los modelos de
interaccitin de Maxwell que hemos estudiado en el dltimo
pardgrafo. Supongamos, sin embargo, que aun en dicho caso
la funcion distribucidn transformada en temperatura puede
ser aproximada adecuadamente por una combinacién lineal de N

polos simples:

o(t) Xa(t) Xnlt)
+ .4_ BRI

5,t) = ———
Gu (5.1 S- 0(t) 5-0, (1) S-0uit)

(3.86)
Naturalmente eésta sera udnicamente una aproximacidén de la
funcidn transformada en temperatura. Pedimos que este
aproximante racional sea igual a la funcidn transformada en
temperatura Gi(s,t) hasta el orden 2N en 1/s. Comparando
(3.86) con el desarrollo de Laurent (3.12) e igualando laos
coeficiente de iguales potencias de la variable obtenemos el

siguiente sistema de ecuaciones acopladas:

N
Z ™y (G-,)n= Cnlt) 0O £n<2N (3.87)
J:l
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que en principio nos permitira evaluar los polos o; y los
residuos o¢; del aproximante racional (3.86) en términos de
los momentos (3.68): Debe aclararse que el método usual de
resolucidn del sistema (3.87): el algoritmo Producto -
Diferencia de Gordon (1968), no puede aplicarse en este
caso. En efecto, en virtud de los teoremas de conservacidn
del numero de particulas y la energia tenemos que c,= 1 y
c,= 0, con 1lo cual el algoritmo falla. De todas maneras
puede demostrarse que los polos O son las raices del

J
polinomio caracteristico (Baker 1975):

( Co C; A oo CN
C; Ca
P(x) = det | . (3.88)
CN‘[ e e e . C?N'l
{ x - .oxM

Una wvez que se han obtenido estos polos, los respectivos

residuos se obtienen como solucidn del sistema lineal de

Vandermonde:
J I x| Co
OL ....... O\N > @) Ci
: : : = : (3.89)
. - ) ' ;
O“ ....... O-N oy } Cn

Este método resulta adecuado para valores pequeflos de N,
digamos N £ 10. Para valores de N mayores se hacen
necesarias tecnicas mas refinadas de calculo, como ser
alguna version modificada del algoritmo (Q-D de Ruttishauser

(1957) .

La utilizacidn del aproximante racional (3.86) es
equivalente a aproximar la funcidn distribucidén F(e,t) por
una combinacion lineal de distribuciones de equilibrio, pero

de temperaturas y densidades modificadas

Fle.ty=oG Fa(e) + + o Fg(€) (3.90)
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Vemos que el desarrollo (3.86) tiene un claro sentido
fisico. Sin embargo surge la pregunta de porqué utilizar
este aproximante en lugar del desarrollo de Laurent (3.12):

En primer 1lugar debemos tener en cuenta que estamos
interesados en estudiar el comportamiento de las singu-
laridades de 1l1la funcion transformada en temperatura. En
este sentido mientras que, independientemente de las
caracteristicas de G6G(s,t), el desarrollo de Laurent (3.12)
truncado en n = N presenta un polo de orden N +1 en el
origen, los aproximantes racionales permiten lograr una muy
buena simulacidn de casi todas sus sinqularidades.

En segundo lugar si bien para una dada condicién inicial
la correspondiente solucidn de 1la ecuacién de Boltzmann
puede calcularse resolviendo analiticamente el sistema de
ecuaciones (3.74) para los momentos c,(t) hasta cierto orden

n < N y sumando la serie truncada (3.65S) resultante, resulta
A
n!
procedimiento esta necesariamente restringido a valores

claro que, siendo ﬁ:(E/kT)~ (—e/ka para € >» kT, este
pequebfios de la energia € < E(N,t), donde E es una funcidn
creciente del orden de truncamiento N vy del tiempo t
(Barnesley vy Turchetti 197%a, b). Es obviamente deseable
mejorar la convergencia numérica, especialmente para tiempos
pequefios, para 1o cual el aproximante (3.90) resulta ser
sumamente adecuado. Sin embargo en esta seccidn no estamos
interesados en estudiar su convergencia, sino en investigar
las caracteristicas de la evolucidn temporal de los polos y
residuos de la correspondiente transformada en temperatura

(3.86).

Un caso particularmente simple lo constituye el aproxi-—
mante bipolar Gés,t). En efecto el correspondiente poli-
nomio caracteristico se anota:

10 ¢,
P(x>=detlo Cz Cz
|1 x x?

2
- CoxX’- CyX-Ca =0 (3.91)

J
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Ahora bien, sabemos que el espectro de autovalores (3.73)

tiene una degeneracion 3A,= 2As (Ernst 1981)3; con lo cual,

A2t/2
haciendo el cambio de variables vy = x e 2 resulta

2 2
C2(0)y"- Gy - C2(0)" =0 (3.92)

0 sea que la dependencia temporal de los polos esta dada

. ] -A2t/2
simplemente por el factor exponencial e y V.Qg.
-Nxt/2
ity = Guco) e (3.93a)
- Apt/2
0, (= 0,(0) € (3.93b)

Los correspondientes residuos se calculan a partir del
sistema lineal de Vandermonde (3.89), resultando ser

independientes del tiempo:

02 (0)
o{t) s ———==1
i 02(0) - O4(0) (3.94a)
o(g(t)z_ﬂi)__ (3.94b)
0,(0)- 0%(0)

Este es un resultado sorprendente ya que muestra un
comportamiento netamente distinto al encontrado para el
modelo de particula muy dura. En aquel caso todas las
singularidades se dirigian hacia el punto de escape, excepto
una, que denominamos polo de Maxwell, y que tendia hacia el
punto de equilibrio. Ahora, en cambio, ambas singularidades
se comportan como polos de Maxwell relajandose exponencial-—
mente hacia el punto de equilibrio. Este comportamiento es
mostrado en 1las figuras 14 a 17 para los mismos casos

estudiados en el paragrafo 3.3 .
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Figura 14, Evolucidén temporal de los polos de la funcion
transformada en temperatura G(s,t) para la condicion inicial
descripta en la figura 4 en el modelo de Maxwell,
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Figura 15, Desviacion del equilibrio para el caso descripto
en la figura 14,
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Figura 16. Imagenes estroboscdpicas en el plano complejo s
de los polos de G(s,t) para el modelo de Tjon y Wu con una
condicion inicial dada por (3.43) y (3.44) para dos valores
distintos de a. La posicidn inicial estd indicada con +.
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4 —~ ECUACION DE BOLTZMANN ANISOTROFICA

Tanto 1l1las aplicaciones 1indicadas en la introduccidn,
como 1la importancia intrinseca y el interés matematico del
fema, explican el auge que en 1los ultimos ocho affos ha
alcanzado el estudio de la resoluciéon exacta de la ecuacidn
de Boltzmann. Este estudio se ha desarrollado basicamente
para el caso de distribuciones isotrdépicas en impulso y
espacialmente homogéneas. El1 caso inhomogéneo y/o anisotrd-
pico se ha visto relegado debido a su dificultad. Es asi
como un problema aparentemente simple, como es la inyeccidn
de un haz de particulas monoenergetico y de seccidon trans-
versal estrecha en un gas diluido, no puede ser resuelto en
base a dichos desarrollos recientes. En este caso las
particulas que atraviesan el gas son las de mayor energia, y
por ende son muy importantes los términos no lineales de la
ecuacidn de Boltzmann. Este proceso, que puede considerarse
como una primera aproximacion al problema de la penetracioh
de un haz de particulas en la materia, lleva a generalizar
el estudioco de 1la resoclucidn exacta de 1la ecuacidén de
Boltzmann para situaciones anisotrdpicas e inhomogéneas. Al
respecto mostraremos en este capitulo que el desarrollo de
Laguerre (3.63) puede ser generalizado para incluir
condiciones iniciales anisotrdépicas en impulso (Hendriks vy
Nieuwenhuizen 1983). Este formalismo esta intimamente
relacionado con el método de momentos ordinarios (relevantes
en la hidrodinamica) de Ikenberry y Truesdell (195&) y con
el método de 1los momentos polinomiales de Hermite desa—
rrollado por Grad (1949) . En este capitulo estudiamos la
relajaciédn al equilibrio de distribuciones inicialmente

anisotrdpicas para modelos de interaccidn de Maxwell. Nos
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restringiremos al caso bidimensional en tanto que, ademas de
ser mas simple, es de esperar que presente casi todas (si no
todas) las caracteristicas peculiares del caso tridimensio-

nal general.

En el pardgrafo 4.1 resolvemos la ecuacidn de Boltzmann
linealizada, calculando las correspondientes autofunciones,
en términos de las cuales hemos de desarrollar la funcion
distribucidén. lLos coeficientes de dicho desarrollo son
funciones del tiempo a ser determinadas de un conjunto de
ecuaciones diferenciales no lineales. En 4.2 elaboramos un
método numérico para resolver dicha familia de ecuaciones.
En la siguiente secciodn utilizamos este método para calcular
la evolucion temporal de 1la funciédn distribuciédtn para
diferentes condiciones iniciales y modelos de interaccion;
demostrando que el formalismo desarrollado en este capitulo
es adecuadao para el estudio numérico de la ecuacion de
Boltzmann a no muy altas energias. En especial observamos,
junto con el vya descripto fenédmeno de Tjon, interesantes
fendmenos transitorios a energlias de orden térmico. Final-—
mente en 4.4 utilizamos la denominada simetria de Bobylev
para generalizar el desarrollo introducido en el pardgrafo

4.1 .
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4.1 RESOLUCION DE LA ECUACION DE BOLTZMANN ANISOTROFPICA

Consideremos la ecuacidn de Boltzmann transformada
Fourier para modelos de Maxwell . Anotamos
o (Rt) = ¢(R) [ 1+ G(R1)] 4. 1)

Si suponemos que la desviacion respecto del equilibrio es
pequefa podemos eliminar términos cuadraticos en (p(ﬁ,t)

resultando la denominada ecuaciétn de Boltzmann linealizada

oA

%Q)(Efc): DR Q(ER+PE)+ (B-(R-Ayt)-
~(p( Et)-(p(ot)J (4.2)

Si1 escribimos Q(E}t) = é Q(E) obtenemos el correspondiente

problema de autovalores:

AQRY=-0|x(RAL @ (R (k +M) + (B (R-1)) -
—((R)- (p(0) ] dn (4.3)

En el caso bidimensional (V = 1), al cual nos restringiremos
de aqui en adelante, la solucidn de este problema de auto-

valores esta dada por

2 g -i(n-2q)pB

(paq (R)= (- - mKTk?) (4.4a)
am

Anq=n| (cs6) [ 1+dho-
0 i(q-n
_el(ci 2)e(cosn_§_4r 1(q+2)sen”9)] de (4.4b)

donde &8 es el angulo polar de R. Debido a las leyes de

conservacidon del numero de particulas, el impulso y la
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energla, los pardmetros complejos n vy g deben verificar

alguna de estas dos condiciones:

Real(n)> 2 (4.5a)
n=2 q=0,2 (4.5b)

Antitransformando Fourier la expresion (4.4a) obtenemos para

la funciodn distribucidn

2
fp.t)=fop [1+Re0. )] , e-_F_ (a.6)

2m
las siguientes autofunciones
.|2q_n|+n ™ I2Q-n|+ﬂ+l 129-n]
an(e,e) =1 ( 2 ) (i) 2,
T(129-nl+1) ‘KT
CF(129=01-0 oq niet. €y o1(29-M)6 (4.7)
] l( 2 ; q ’, kT ) e

donde € es el angulo polar del impulso bidimensional p.

-

Cuando 0 < g < n, q vy n enteros, las autofunciones RW pueden
expresarse en términos de los polinomios generalizados de

LLaguerre
n+129-nl 129-nl :
T 2 2 129-nl 1(29-mB
R,(€,8)= (=) & (n-129-nl, ( € <
nq ( > ) (kT) - 2anl KT e (4.8)
2

Estas autofunciones Rnq dan origen a soluciones de la ecua-
cidn de Boltzmann linealizada que decrecen exponencialmente
cuando € >> kT y que, por ende, pertenecen al espacio de
Hilbert‘ﬁq(Rz) de norma (3.9). Cuando no se da la situacidn
anterior, el comportamiento de las soluciones para € >> kT
es de decaimiento potencial
129-n) ~(3+1)
£o(p) Rag(€.8) = ne) L (&) ? euzq-n)é (4.9)

2mTmkT T‘(IZQ-nl-n) kT
2

con lo cual se encuentran fuera del espacio de Hilbert

Lo tr%).
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Supondremos gque la solucidn general de la ecuacion de
Bol tzmann linealizada es una guia adecuada para la
resolucion del problema no lineal. Nos restringiremos a
buscar la soluciédn general perteneciente al espacio de

Hilbert jlz(Rz), para 1o cual escribimos formalmente:

¢(E,t)=¢o(R)[i+iZ Cnq () ({an(a)] (4.10)

Nzl q:o

f(ﬁ‘t):fo(P)[i+an§ Caq (t) an(e.e)] (4.11)

donde Q%éh) Y Rm(e,e) son las autofunciones del problema de
autovalores correspondiente a 1la ecuacidn de Boltzmann
linealizada:

- nf2 i(29-mB
(pnq(h)=(-—é-kah2) e (4.12)

Nn+1249-nj 129-nl

- 1(29-m86
R (G,e)z' (") 2 _n__I—Zj;ﬂl_ ' < 2 t2q nl c 1 .
2

Las funciones Rg(e,©) forman un conjunto completo en el
espacio de Hilbertjlz(Rz), y son ortogonales en el siguiente

sentido:

[fo(p) Rnq(€6) Rnq(€,0)dP = 0 (”*'qu‘”')!(”""éq‘”' )! dan'dyq- (4. 14)

de manera tal que 1los coeficientes Cw(t) son momentos

generalizados de la funciédn distribucion f(g,t).

i - - :
C"qﬁ:)z(nﬂzmnl)] (0=123-nTy) r‘z Jf(P"t) Rnq(€,0)dp (4-15)
2

2

Estos momentos Cm(t) tienen una forma asintéotica muy simple

Coq (1) " dno (4.16)

Y en tanto que la funcion distribucion f(p,t) es real

Caqg (1) = Canqlt) 4.17)
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FPor ultimo las leyes de conservacion del numero de particu-
las, el impulso y la energia imponen sobre los momentos Cnét)

las siguientes restricciones

Ciolt)= Ciu(t) = Cos(t)= 0 (4.18)

Reemplazando el desarrollo (4.10) de la funcidon dis-
tribucién transformada Fourier ¢(§,t) en la ecuacidn de
Boltzmann obtenemos el siguiente conjunto infinito de

ecuaciones para los momentos Che(t).

N-t ql
: 4 Na
[_g. +Ana] Cnal(t) = Z Z (')/Un qu(f) CN—na-q(‘t’) (4.19)
dt n={ 4=q,
9, = max (0, Q-N+n) (4.20a)
9, = min(n Q) (4.20b)
donde los coeficientes reales ‘p:G estan dados por:

2m
w

NQ N-N n
A - (2] S B8 C s N o B
/un = N Jocxhone.) [ cos ?] Lsm-?:-] exp{1[(Q-3)e+n > ]} 46 (4.21)

y Ang son los autovalores correspondientes a la ecuacit6n de

Boltzmann linealizada

00 NQ N
Ana = Mo (1+'JNO)"/UO - (-)Q/.ANQ:

< ile-Ye i@+
=N 2

a(cos@)[1+c&o—e (c0;%-+e saﬁg‘)]de (4.22)
0

El sistema de ecuaciones (4.19) puede ser resuelto en forma

secuencial dados 1los valores iniciales CN(O) de todos los

momentos. Formalmente su solucitn esta dada por:
Ciolt) = Cy(t)r= O (4.2Za)
-Asat

Cogit)= Coalo) @ Ca(t)=0C (4.23b)
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-Asqt
Caqlt)=Csql0) € (4.23c)
—/\Nat
Cna(t)= Cna (0) € +
t
-Ang(t-T)H-2 A
+J e 2.2, (-)q/u':,a qu(T) Cn-ng-q(T)d7T (4.23d)
0] n=2 Q=9

Esta expresiéon, junto con el desarrollo en momentos (4.11),
representa la solucién general de la ecuacion de Boltzmann
para modelos de Maxwell con condiciones 1nicirales no

isotropicas f(p,0) pertenecientes al espacia de Hilbert

LR,

Para condiciones iniciales isotrépicas en impulso el
desarrollo (4.11) se reduce a la bien conocida serie de

Laguerre (3.65) del caso bidimensional

<0

- p?
Fpty=totpyli+ 20 Catt) La(5E2)3 4.24)

donde 1los momentos Ch(t) satisfacen el conjunto infinito de

ecuaciones (3.71) con

n
Calt)= (;ni'—)— Conn(t) (4.25)
An = Aonn (4.26)
HMNn = (‘1)n(:)/*2:N (4.27)

Comparando las ecuaciones (4.21) y (3.72) advertimos que los
coeficientes anisotrdpicos,p:,(1 pueden calcularse a partir de
los correspondientes coeficientes u,, del caso isotrdpico en

base a la siguiente relaciodn:

NQ n <4 rl2@-N1y NH2QNIx- o m
Mn =Lsq(2@-N)] 2. (Zm-n ) 2 ) ) MyrizaN gy (4.28a)
m=mg —7
my = [ ”;i] (4.28b)
my =[~E¥kﬁﬂiﬂj

q.
5 (4.28c)
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La importancia de esta ecuacién radica en que nos permite
.. NQ . L.

calcular los coeficientes p, a partir de los coeficientes pan

del caso isotropico, los cuales son conocidos explicitamente

para un gran numero de modelos de Maxwell.

De 1la expresiédn (4.21) obtenemos la siguiente propiedad

de simetria:

n N N-Q

/u:Q_—. (-)/u n (4.29)

Ademas, si1 la seccion eficaz de colisidn presenta una
simetria especial del tipo X (cos(B)) =X (-cos(B8)), lo cual
efectivamente ocurre para los modelos de Maxwell estudiados
en la seccion 3.5 , entonces los coeficientes P:Q presentan

otra simetria

Ma =) Uy, (4.30)

Utilizando la propiedad de simetria (4.29) se puede demos-—
trar, en base a la expresion (4.22), gue los autovalores Ana

satisfacen la siguiente relacién
NAnag = An N (4.31)

Estos autovalores pueden escribirse en términos de los
polinomios de Chebyshev de primera especie (Abramowitz vy
Stegun 1972)
21
J N
Ana=n | x(cos8) [ 1+dno- (cos _92.) T|2Q-N|(COS%-)‘

—(sen_g_)N lea-m(sen_g_)] d6 (4.32)

Utilizando 1la expresidon explicita de 1los polinomios de

Chebyshev (Abramowitz y Stegun 1972)
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[n/2]

n-2m
Th(x)= 2 anm X (4.33a)
m=Q
- Nn-2m-i
dnm = (_)mM 2 (4.33b)
m! (n-2m)l

es posible relacionar los autovalores Ang con los correspon-

dientes autovalores del caso i1sotrdpico An

Clza-N1/21]
Ana = r.r>‘____:o A ha-Nt m A |2Q-;I+N_m (4.34)

A partir de esta relacion es ftacil demostrar que:
N Ny = A N+ 1= A\ [N+ (3.35)
N [ — N — | = —_— .30
I:.2] [ 2 ] [ 2 ]

Ademas, utilizando 1la relacidn de recurrencia para los
polinomios de Chebyshev, obtenemos la siguiente relacion de

recurrencia para los autovalores

2 Anwia = /\NQ+/\NQ—| ; Q # O, N+l (4.36)

Estas dos ultimas ecuaciones son de gran 1mportancia ya que
nos proveen de un método para calcular los coeficientes ANQ
por recurrencia a partir de los coeficientes /An del caso

isotropico.

Fara el modelo de Tjon y Wu (3.77), usamos la relacidn
de recurrencia anterior para calcular los primeros auto-
valores del caso anisotropico obteniendo los resultados que

se 1indican en la tabla I. Observando esta tabla, l1lama la

atencidon que

3A3= 3N32=3A42=2As52:=2N53=2/\s3 (4.37)

Esta relacion es independiente del modelo de Maxwell gue

estemos considerando, y por ende no es accidental. En
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efecto, puede verificarse que es equivalente a la i1mportante

degeneracion 2A. = 3N\, del caso 1sotrdpico.
LS 2



0 0

1 0 0

2 2/3 0 2/3

3 1 1/3 1/3 1

4 17/15 2/3 1/3 2/3 17713

b 116 9/10 112 172 9/10 116

6 1 81/70  31/30 7/10 1/2 7710 31730 BL/70

7 17/115  23/2 13715 315 3/5 1315 23/21 17/15

B | 349/315 39/35 103/105 11715 375 11718 103/105  39/35  349/313

9 | 38/35  10/9 22/21 18/21 213 2/3 18/21 22/21 10/9 387335
10 | 740/693 344/315 349/315  20/21 16/21 2/3 16/21 20/21  349/315 346/315 740/693

N/@ 0 1 2 3 4 S b 7 8 9 10

Tabla I. Autovalores Awe /u del operador linealizado
de colision para el modelo de Tjon y Wu.
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4.2 RESOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE BOLTZMANN
ANISOTROPICA

La importancia practica del desarrollo de Laguerre (4.11)
parece ser algo limitada: En principio todos los momentos
Cnq Pueden ser evaluados para valores arbitrariamente grandes
de N, 1o que permite obtener una aproximacién para f(p,t) en
la forma de una serie truncada en cierto orden No. 8Sin
embargo, al iqual que en el caso isotrdpico, el numero dé
términos en Cu(t) crece muy rapidamente con N, por lo cual,
mientras 1los momentos de orden bajo pueden ser evaluados
explicitamente con relativa facilidad, el proceso se vuelve
dificil vy tedioso al aumentar N. Esta imposibilidad
practica de lograr altos 6rdenes de truncamiento impide
obtener una descripcion razonablemente precisa de 1la
relajaciétn a altas enerqgias, ya que RM{V(E/ka para € >> kT.
Por otra parte, aunque nos limitemos al rango de bajas
energias, debemos tener en cuenta otra dificultad relacio-
nada con la resolucidn de las ecuaciones (4.23): Cada una
de ellas incluye una integracidn temporal que, estando
acoplada con otras integrales en las restantes ecuaciones,
resulta ser de muy dificil evaluacidn numerica (Turchetti y
Paolilli 1982). Este problema puede ser evitado por medio
de un algoritmo que permite operar con los momentos Cyg (t)
como expresiones algebraicas. La clave de este método
radica en que estos momentos pueden ser escritos en la forma

- X5t
Cuglt)=2_ane " (4.38)

con lo cual es posible definir formalmente

Ay Aal o Ag

Chg(t) = 3. a,.. 4. (4.39)
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donde, sin pérdida de generalidad, exigimos que Xn<kn“.
Luego 1las diferentes operaciones entre 1los momentos Cyg
pueden hacerse corresponder con operaciones entre las
matrices asociadas. Por ejemplo, la integracidn se reduce a

una simple operaciéon algebraica

t 0 A Ay
ChgMdr = | & a, _a  a (4.40)
Y J= AJ >\' >\5

Este sencillo pero poderoso formalismo permite la resolucidn
numérica de las ecuaciones de momentos y con ello el calculo
de la correspondiente serie truncada para f(p,t), alcanzando
ordenes No= 30 o mayores ( lo cual es equivalente a un total

de mas de S00 términos en el desarrollo (4.11)).

El modo BKW corresponde a una funcion distribucidn
homogénea e isotrdpica, pero, vya que es la udnica solucion
exacta no trivial que conocemos, hemos de utilizarla para
examinar la precision de los resultados numéricos obtenidos.
Como primer paso evaluamos el error relativo C( en el
cdlculo de 1los momentos C,, (t) para una solucidn BKW con
0 =0.25 en el modelo de Tjon vy Wu. Obtuvimos valores
menores que écg ldm 7, siendo atribuibles a errores de
redondeo. A continuacion calculamos el error relativo de la
soluciédn numérica para varios valores de energia y tiempo.
En las figuras 18 y 19 mostramos los resultados obtenidos
para un orden de truncamiento No = 12, valor muy por debajo
de las posibilidades del método numérico. Vemos que aun
para uput = 0 el error es menor que 1 %Z para energlas por
debajo de c = 20 kT. Notamos ademas que el rango de valores
de energia dentro del cual es posible obtener una dada
precision aumenta al aumentar el tiempo, alcanzando energias
del ordeh de € = 100 kT con errores menores al 1 7% para
tiempos superiores a ut = 20. Estos resultados son de suma

importancia, vya que muestran que el rango de energias donde
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en la evaluacion numérica del

12.
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Como en la figura 1B para una energia fija
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se puede lograr una precision aceptable alcanza valores que
estdn uno o dos dordenes de magnitud por encima de las
energias teérmicas € ~ kT, aumentando casi linealmente al
aumentar el tiempo. Por supuesto que esta unica comparacidn
con una solucidn isotrdpica no basta para dar un certificado
de validez al método numérico, pero lamentablemente no
disponemos de otras soluciones exactas no triviales con las
cuales comparar nuestros resultados. Estos calculos fueron
repetidos para otros modelos de Maxwell y otros valores de

la constante 0 (U= 0.1y 0 = 0.4) con similares resultados.

Intentemos realizar una estimaciédn del error cometido al
truncar el desarrollo de Laguerre en cierto orden No.

Despreciando errores de redondeo tenemos que:

]

Ay = | Ree.1)- Rylen.t)]=

lZ Z qu(t) ‘}\ﬂq(E,Q)' (4.41)
AzNorl =0

Supondremos que el acercamiento al equilibrio es suficiente-
mente uniforme como para que sea valida una aproximacion

linealizada de los momentos Cnét). l.uego

[29]

N a J -Angt
Al 52 37 Caglo) e Raq(€.6)] (4.42)
N=Notl (=0

. . . §
Si para pequefios angulos de dispersion x(cos(@)) ~ lsen(8)|
con § > 0, entonces los autovalores tienden ra&pidamente a un
limite bien definido 1/F cuando n tiende a infinito (Ernst
1981). A dicho factor 7 lo denominamos tiempo caracteristi-

co de relajacion. Obtenemos finalmente

-t/7
Ax € | R(e,0.0)- R, (€.0.0)] (4.43)

Vemos que, tal como habiamos observado con anterioridad, el
error de truncamiento decae exponencialmente con el tiempo.
Sin embargo en muchas situaciones el acercamiento al equi-

librio es no uniforme, en cuyo caso el razonamiento anterior
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no es aplicable. El1 modo BKW presenta tal caracteristica.
Aun asi es factible suponer que la expresitn anterior da una
aproximacion razonable para el error de truncamiento. Natu-

ralmente que su aplicabilidad practica quedara limitada por

la existencia de algun criterio para la eleccidn del tiempo

de relajaciéon J en funcidén de la energia y el orden de

truncamiento.
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4.3 SOLUCIONES ANISOTROPICAS SIMPLES

Barnsley y Cornille (1980) introdujeron una clase de
soluciones isotrdpicas, que denominaron soluciones positivas
fundamentales, caracterizadas por la propiedad de que en el
instante inicial uno s6lo de los momentos del desarrollo de
Laguerre fuese no nulo. La motivacidn de Barnsley y
Cornille para elegir esta clase de condiciones iniciales es,
ademas de 1la obvia simplificacidn que introduce en las
ecuaciones de momentos, el que su positividad fuese facil-—
mente controlable. Como veremos es posible definir un tipo

similar de soluciones en el caso anisotrodpico bidimensional.

El principal problema que se presenta al definir una
distribucidn inicial dada por un desarrollo en momentos

truncado

Riee.00= 2. 2, Caq(0) Raq(€,0) (4.44)

n=1{ q:O

es controlar que dicho desarrollo dé origen a una funcidn
distribucidn positiva, es decir tal que la desviacidn

respecto del equilibrio R(,8,0) sea mayor o igual que -1
R(e,0,0) > -1 (4.45)

Tal como vimos en un principio si la solucién de la ecuacion
de Boltzmann es positiva en el instante inicial, permanecera
positiva para todo tiempo t posterior. En la cola de altas
energias y en tanto que RW(E,B)rv (e/kT)" tenemos que:

N N i(29-N)e
R(e,0,0) ~ (-—-—k.ET)[Z: Cnglo) e ] . €>KT (4.46)
q=0

Para que esta soluciéon verifique la condicién de positividad

(4.45) es necesario que el término entre corchetes en (4.46)
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sea positivo, lo cual es posible s6lo si

N es par | (4.47)
|

En ese caso hay un término independiente del angulo que debe
Qerificar
N
CN_&(O)Z—‘Z— ‘CNq(O)l (4.48)
2 q=0
Estas dos ultimas restricciones aseguran dnicamente que
la cola de altas energlias de la funcidén distribucion sera
positiva. Pero, en tanto que Rnée,t) tiene como funcidén de
la energia (n-12q—-nl1)/2 ceros, no nos dicen nada acerca de
la positividad de 1la funcidn distribucidn a energias mas
bajas. En otras palabras, las dos condiciones anteriores
son necesarias pero no suficientes para que la funcidn
distribucidn sea positiva. Sin embargo sabemos que en un
principio "siempre" podremos elegir valores de Coq tales que
f(,B8,0) > 0O para toda energia € > 0. En efecto, cuandb
todos los momentos qu son nulos R(g,8,0) se reduce a cero y
por lo tanto siempre sera posible encontrar valores de qu
suficientemente chicos como para que se cumpla la condicidn

(4.45). El caso mas simple es aquel donde, ademas del

término Cyn existe un dnico momento Chq no nulo con n & N.
2
x
R(e.e.0)= CN%(O) RN%(E)-F Cnq(0)[Ragq(€,0)+Rnq(€,8)]1  (4.49)

Arbitrariamente hemos elegido a CmﬁO) real y positivo. Esto
no quita generalidad a la condicidn inicial anterior pues se
trata a 1lo sumo de una fase eliminable con una nueva
eleccidn del origen del 4angqulo ©. La restriccion (4.48)

sobre los momentos se anota ahora

CN%(O) > 2 Can qu(o) (4.50)

La funcidn distribucién anterior, que presenta gran simili-

tud con la soluciéon positiva fundamental del caso isotrdpico
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(a 1la cual se reduce si CnJO) = 0), es la condicidbn inicial
anisotrdpica mas sencilla. La denominaremos "solucidn
anisotrdapica simple". La restriccidn (4.50) sobre los

momentos Nos indica que en las soluciones anisotrdpicas
simples 1la cola de altas energlias esta inicialmente sobre-—
pobl ada. Vemos ademds que esta solucidn posee un eje de
simetria de rotacidn de orden 12qg—nl en el origen, v.g.
la simetria de la funciodn exp [1(2qg-n)B] correspondiente al
término an(E,B). Ahora bien, la evolucidn temporal de la
funcidn distribucidn debe ser tal que conserve su simetria
al +transcurrir el tiempo, por lo cual s6lo podran poblarse
momentos CN¢(t) tales que I29°'-n’| sea nulo o miltiplo de
12g-—nl. La ecuacidn de momentos nos dice también que, en
tanto que en el instante inicial todos los momentos de la
solucidn anisotrépica simple son reales, permaneceran reales
al transcurrir el tiempo. Esta propiedad esta intimamente
relacionada con el hecho de que la funcidn distribucidn
conserve una simetria de reflexidn respecto de una linea por

el origen al transcurrir el tiempo.

Para N = 2 no existe tal tipo de soluciones en tanto que
Cott) = O. Para N = 4, en cambio, es posible hallar varias

de estas soluciones. Por ejemplo la dada por

R (€,6,0) =2 (42(0) Lg(%) _2CuoL’ (%) EQ_[: c0s(20) (4.51)
que es un polinomio de segundo grado en la energla. Para
asegurarnos de su positividad pedimos, junto con 1la
restriccidn (4.50), que el discriminante de 1+R(e,8,0) como
funcion de € sea negativo para todo angulo ©. Un conjunto
de valores 1iniciales para los momentos que verifica estas

condiciones es, por ejemplo,
Cai(0Y= 0.04 Cyx(0)= 0.16 (4.52)

que da origen a 1la distribucién inicial mostrada en la

figura 20. Esta distribucidn anisotrépica simnle presenta
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un anillo subpoblado en 1 < €/kT <4. 5Su evoluciton temporal
fue calculada para el modelo de Tijon y Wu en base al
desarrollo en serie de Laguerre truncado en No= 32.
Pequefas variaciones del indice de corte Ny no alteran en
forma perceptible 1los resultados obtenidos, lo cual indica
due la convergencia de la serie de lLaguerre es muy buena en
este caso particular. Para & = 0°1a funcién distribucién
muestra un acercamiento mondtono al equilibrio. Sin embargo
un interesante fendmeno de relajacidn ocurre para @ = 90°.
A medida que transcurre el tiempo las particulas de la zona
de altas energias invaden la regién subpoblada dando lugar a
un efecto de sobrepoblacidn transitoria a energias de orden
térmico. Este "efecto de proximidad" (Brey et al. 1984b)
fue observado inicialmente por Barnsley y Cornille (1980)
para una soluciédn positiva fundamental isotrédpica. Este
efecto parece ser de un interés fisico muy limitado en vista
de su pequefia magnitud vy su localizacidon en energia
(Barnsley vy Turchetti 1981). Sin embargo es importante
destacar que desde un punto de vista practico este efecto dé
proximidad involucra ~104 mas particulas y una energia neta

~102 mayor que el efecto Tjon.

{as soluciones anisotrépicas simples son, en virtud de
su sencillez, sumamente adecuadas para analizar numérica-
mente la relajacién al equilibrio de la solucidn de la
ecuacion de Boltzmann no lineal. El valor de la funcidn
distribucién a un dado a&ngulo y una dada energia puede ten-—
der al estado de equilibrio en forma monédtona, o tambieén
presentar oscilaciones alrededor del mismo. Estos procesos
de relajacion monédtona, subpoblaciédn y sobrepoblacién
transitoria pueden ocurrir simultaneamente para una dada
funcidn distribucidn inicial, e inclusive para una misma
energia a diferentes 4ngulos, tal como puede verse en la

figura 22 para una condicidn inicial

: .2 0 ey (€YY e € 1 2e .
R(€.6,0)= 73[6L3(ﬁ—)—(—ﬁ) L'(L—f)COS(e)+ﬁL'(kT)LOS(ze)] (4.53)



DESVIACION DEL EQUILIBRIO

Figura 20. Desviacion del equilibrio en el instante
inicial R(p,0) para la solucién anisotrdpica simple
dada por (4.51) y (4,52). El impulso se ha representado
en unidades reducidas P / VmkT .
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Figura 21. Desviacion del equilibrio R(e,0,t) para el caso
descripto en la figqura 20 en el modelo de Tjon y Wu,
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Para € = 6.2 kT y © = 125° el valor de la funcidn distribu-
cion inicialmente por debajo del valor de equilibrio crece
rapidamente generando una sobrepoblacién transitoria, para
finalmente tender a la distribucitén de Maxwell por arriba.
En cambio PFara © = 0° observamos el efecto opuesto: la
funcidn distribucidn se vuelve mads pequefia que el valor de
equilibrio para tender a ¢él1 por debajo. Por ultimo se
observan procesos de relajacion mondtona por abajo y por
arriba para © = 20° y 6 = 180° respectivamente.

Estos efectos simultianeos de decaimiento mondtono y de
transitorios subpoblados vy sobrepoblados hablan claramente
de l1la complejidad c¢reciente de las caracteristicas de los
procesos de relajacitn en el caso anisotrépico respecto del
relativamente simple caso isotrépico. Vemos ademds que no
es necesario ir a valores de energia muy altos para observar
estos fenétmenos transitorios. En los casos indicados en las
figuras tales efectos se observan a energlas en el rango

térmico.

Es muy 1mportante tratar de entender como es que estos
efectos transitorios dependen de 1la preparacion de 1la
distribucidon 1inicial. Este problema puede ser analizado en
base al desarrollo de Lagquerre de la funcion distribucidn.
Qonsideremos valores fijos de 1la energia vy del angulo.
Luego de un tiempo suficientemente 1largo los teérminos
dominantes en dicho desarrollo son los de menor autovalor; o

sea, en virtud de la deqgeneracion (4.37),

Asit .
R(e,B,t) = e [2 CualodLo(E)+

] %X -18 W, '
F (G (€4 o t0e ) (&) L, (&) (4.54)

vVemos asi que el estado inicial determina el acercamiento al
equilibrio dependiendo del signo de 1la funcion entre
corchetes para 1los valores indicados de energia y angulo.
Cuando el valor de energia que estamos analizando esta muy

por encima del orden térmico € >> kT
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Figura 22, Evolucion temporal de la desviacidn del
equilibrio R{e,8,t) Yara una energlia € = 4.2 kT vy

distintos valores del anqgulo en el modelo de Tjon y
Wu. La condicion inicial esta dada por (4.33),.
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) —Aan‘t € 2
R(ept)~ € Cu2(0) () (1.55)

vy obtenemos el conocido criterio de Hauge (1979) y Alexanian
(1979) del caso isotrdpico. A grandes valores de la energia
las caracteristicas del acercamiento al equilibrio, y é
diferencia de lo que ocurre a energlas del orden termico, no
depende del valor del angulo siempre que C,,{(0) sea distinto
de cero. De hecho la distribucidn anisotropica simple de la
figura 20 esta caracterizada por un momento C,,(0) positivo y
por ende el acercamiento al equilibrio es monotono por
arriba. En general la condicion de positividad (4.48) para
las soluciones anisotrépicas simples con momentos C,,(0) no
nulos conduce inevitablemente a un proceso de relajaciédn por
arriba en la cola de altas energias. Si el momento C,,(0) es
nulo, el criterio debe ser extendido hasta incluir al
término no nulo de decaimiento mas lento. Por ejemplo el
acercamiento final al equilibrio de la condicidn inicial
caracterizada por C;(0) = Cj3(0) = Cx(0) = 1/30 esta contro-
lado por el momento C;(0). Esto es consistente con el com-
portamiento que se muestra en la figura 23. Para 8 = 0°el
tercer cero de R(e,8,t) evoluciona moviéndose hacia la dere-—
cha, dando origen asi a un efecto transitorio de sub-
poblacién. Por otra parte la cola de alta energia muestra
un acercamiento monédtono al equilibrio por arriba para
e = 180°. Para © = 90° el término n = &6, g = 3 domina la
evolucion mondtona en vista de que los términos conn = 3

son nulos en dicha direccién.

Digamos por uUltimo que no hay dificultad en extender
estos calculos a otros modelos de Maxwell. Sin embargo las
caracteristicas cualitativas de los procesos de relajacién
permanecen inalteradas, cambiando unicamente las escalas de

tiempo.



6:0° ut=0.0

! 6:=90°

-1 |
0 5
E/kT —>
Figura 23. Desviacién del equilibrio R(e,9,t) en el model
de Tjon y Wu para una condicion inicial (4.44) caracterizad
0) = C,,00) = Cg,(0)

por los siguientes momentos no nulos C,(
= 1/30
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4.4 SERIE MODIFICADA DE LAGUERRE

En la seccion 4.2 mostramos que el desarrollo (4.11)
de 1la funcion distribucidén f(p,t) converge numéricamente en
un amplio rango de energias € < E, donde E crece con el
orden de truncamiento No y el tiempo t. Sin embargo seria
deseable poder aumentar este rango de convergencia, espe-
cialmente para tiempos chicos. Un método para lograrlo es
el descripto en el paragrafo 3.5 para el caso isotrépico.
Otro procedimiento alternativo es sugerido por la forma
explicita (3.81) del modo BKW: Es obvio que podria lograrse
una mejor descripcidn de una funcidn distribucidn inicial-
mente despoblada a altas energlas si se multiplica el
desarrollo de Laguerre (4.11) por una funcidn de peso
exp(—- ce/kT), suponiendo que fuese posible formular un
criterio para una adecuada eleccidn del parametro 0 . Si
bien un desarrollo de este tipo es adecuado en el instante
inicial, el factor de peso podria llegar a representar un
estorbo para la convergencia de 1la serie cerca del
equilibrio. En principio esta dificultad puede evitarse
permitiendo que el parametro 0 sea funcion del tiempo. Una
eleccidon afortunada del comportamiento asintético de 0 ()
podria dar origen a una descripcion aproximadamente correcta
de 1la relajacion al equilibrio a altas energilas. Varios

autores (Alexanian 1979, Cornille vy BGervois 1980a, Ernst

1981) han empleado recientemente un desarrollo modificado
para f(p,t) con estas caracteristicas, pero laimitado
exclusivamente al caso ilisotrédpico en impulso. Nuestro

proposito es plantear un desarrollo similar para el caso

anisotropico.

Al igual qgque en el caso isotrdpico 1la simetria de
Babylev (1976a) sugiere 1la posibilidad de obtener un

desarrollo alternativo de 1la solucidn general. Esta si-
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metria indica que si Q)(h,t) es una solucion transformada

Fourier de la ecuacitn de Boltzmann, entonces

- cr%kahz

PRt)=e B (R1) (4.56)

también 1lo es. Sin embargo ¢f no satisface las leyes de

conservacion y tiende asintédticamente hacia una distribucidn
D., (R) donde

.(l-s)—z'nr\k'l'h2 .

Ps(R)=ne (4.57)

es una distribucidén de equilibrio de temperatura modificada
T=T(1-S ). Desarrollando ¢f(E,t) en términos de las auto-
funciones (4.12) del problema de autovalores correspondiente
a la ecuacidn de Boltzmann linealizada, e invirtiendo la
relacidn (4.56) obtenemos el siguiente desarrocllo para

Q)(E,t):

qﬁ(ﬁ,t):(bo_m(h) [1+2_2° Snqt) Ynq(R) ] (4.58)

Nn=1 Q=0

Las leyes de conservacion del numero de particulas, el
impulso y 1la energia aplicadas al desarrollo anterior nos

indican que

g, = @) =0 (4.59)
Y ademas

o) = &, (4.60)
Si elegimos 1-0 positivo, o sea

$a ) < 1 (4.61)

podemos aplicar 1l1la transformada inversa de Fourier a cada

término de la serie por separado y obtener asi un
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desarrollo de Laguerre modificado para la solucién general

de la ecuacién de Boltzmann en el espacio <ﬁ,Z(Rz),
__Zak) p?
1= (1) 2mkT
flpt)= ——¢ fo(p) L1+
P ) 1- &2|t) °
. Faq ) R. (PY2m g (4.62)
nZ: qzo [1-25 (1)1 na =% (0 )]
con
n+129-n| |2q nl
— 2 A I2q-m 1'(2q-n)6
an(€,6)= (=) (—'giﬂ)' (£ ) L no129- ”'(:T) e (4.63)
2

LLos coeficientes ‘&W(t) son momentos generalizados de la

funcioén distribucién f(p,t)

n/2
[1-%2 )] pY2m =
X"q(t)-'(n+|2q-n|)1(n-|zq-nl)| 0 Jf(pt)an( X’ ©)dp (4.64)
2 ' 2
con el siguiente comportamiento asintotico
(a1 (e0)]
8nq ——q—T—— (4. 69)
Siendo f(ﬁ,t) real, tenemos que
X
an H._) = an n-q (-t) (4.66)

Reemplazando el desarrollo (4.62) en la ecuacidon de
Boltzmann obtenemos un conjunto infinito de ecuaciones para

los momentos generalizados &w(t).

(4 4 AvadSa) = Svezanslt dxz.

dt
N-1 Y
+> > (= )q/u:Q an (t) ¥n-naq H:) (4.67a)
n=zi 939 !
Qo = max (0, Q-N+n) ; gy = min(n Q) (4.67b)

donde mn= 0 si no se verifica O { g £ n.
Cada momento &q(t) puede ser hallado en forma secuencial

dado Xh(t) y 1los valores iniciales mm(O) de todos los
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momentos. Dicha solucion estd dada formalmente por:
Joo(t) = 1 ,  Jett)=0 (4.68a)
‘/\ZQt
C{QQ (t)= 52(2(0) e ; Sat) <1 arbitrario (4.68b)
-Asqt
B3q(t) = X3q(0) € . (4.68c)
-Angl —ANQ(t-7).
Ena (t) = XNQ(O) e + e L 55 (7) XN—Z Q-1{7) +
0
N-2 4
Y22 (-)q/-l':Q Eaq (1) Sung-q(7) 1 d7 (4.68d)

n:2 Qq=4o

Estas ecuaciones, junto con el desarrollo modificado (4.62),
representan una expresion alternativa de la solucidn general
en ‘jLZ(RZ) de la ecuacidn de Boltzmann para modelos de
Maxwell. Si1 elegimos &N= O recuperamos el desarrollo usual
(4.11) para la funcion distribucidn.

El desarrollo modificado (4.62) constituye una represen-—
tacidn diferente de la funcidn distribucidn que puede llegar
a resultar muy conveniente cuando es posible formular un
criterio para una buena eleccidn de Xh(t) < 1. Asi, por
ejemplo, si elegimos 6%(t) = O'éAﬂt/z la solucidn particular
&m(t) = 0 es una solucidn exacta muy simple, v.g. el modo

BKW descripto con anterioridad.

La serie modificada (4.62) representa una reordenacidn
de 1l1la serie de Laguerre original. La conexidn entre los
coeficientes X}qy Cnq puede ser hallada facilmente comparando

ambos desarrollos

n-12q-ni
2 m
Chrglt) = 2_ [-Za)] Xn-2m g-m (1) (4.69)
9 mz=0 m!
n-129-ni m
2
<!"\"‘q('t) = Z: Lb:?-n;(,{—)] Cn-qu-m (t) (4.70)
mzo .

En lo que sigue estudiaremos la evolucidn temporal de

una funcidn distribucidn caracterizada inicialmente por un
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desarrollo modificado de Laguerre con s6lo dos momentos no
nulos. Una condiciédn inicial con estas caracteristicas es
sumamente adecuada para aplicar 1los conceptos previos.
Elegimos 22&, =—4 K20= 1, es decir
_E
kT €
R(e,8,0)= 4 € ﬁ__.[1—cos(28)]-i (4.71)

Esta distribuciédn inicial presenta dos picos sobrepoblados
para € = kT con 6 = 20° y @ = 270° respectivamente, tal como
muestra 1la figura 24. En contraste con las distribuciones
anisotrédpicas simples de la seccidn anterior, esta condicidn
inicial esta subpoblada a altas energias. Mas aun, en vista
de que C,(0) = —-1/8, el criterio de Hauge (1979) y Alexanian
(1979) asequra que la zona de altas energias ha de tender al
equilibrio mondtonamente por debajo. Calculamos numérica-
mente 1la evoluéién temporal de esta distribucidn en base al
desarrollo de Laguerre usual (4.11) truncado en No= 16. En
la figura 25 mostramos el error absoluto de dicha evaluacidn
numérica para 1la condicidn inicial (4.71). Este error es
pequefio en la regidn de interés € < 4kT. Dado que el rango
de energlas donde es posible lograr una buena aproximacidn
aumenta con el tiempo, la validez de las conclusiones que
hemos de obtener queda asegurada.

Las figuras 26 a 29 muestran la distribucién (4.71) en
cuatro instantes diferentes ut = 0, 1, 2 v 4. Se observa
claramente un nuevo e interesante fendmeno de relajacidén:
Los picos sobrepoblados presentan una expansiédn preferencial
en la direcci6n angular, dando lugar a un anillo de maxima
poblacibén para € = kT. Este efecto puede interpretarse de
la siguiente manera: Inicialmente una gran proporcién de
particulas estd restringida a una pequefla region del espacio
de impulsos con € = kT. En instantes posteriores las leyes
de conservacidn del impulso y la energia en cada colisidn
bbinaria tienden a forzar una relajaciédn muy lenta en energia

y rapida en angulo para estas particulas.
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S — CASCADAS NO LINEALES DE COLISIONES ATOMICAS EN LOS
FENOMENOS DE SPUTTERING

El fenotmeno de Sputtering, v.g. la emisidn de Atomos
superficiales debido al bombardeo con particulas energéti-
cas, es causado por las colisiones entre dichos proyectiles
y los Atomos de las capas superficiales del solido. Si bien
este fendmeno es conocido desde hace mas de 125 affos (Grove
1853, OGassiot 1858, Plucker 1858), recién en los udltimos 25
afios comenzd a desarrollarse una descripcidn cuantitativa
del mismo (Thompson 1268, Sigmund 1969). En la actualidad
el fendmeno de sputtering ya no es visto sdlamente como un
efecto indeseable que destruye catodos y grillas, o conta-
mina un plasma vy las paredes que lo raodean. De hecho es
utilizado para muchas aplicaciones y se ha transformada en
un proceso indispensable en la tecnologia moderna, relacio-
nandose con tdpicos tales como fisica de vacio, fisica de
superficies, andlisis de superficies, laminas delgadas,
microscopia electrédnica, colisiones atdmicas, dafMos por
radiacion, implantacion de iones y fisica de plasma (Behrish
1982). Tanto la remocidn de atomos de una superficie en una
escala casi atédmica, como el flujo de dichos atomos, son
efecto utilizados con eéxito en el perfilado de laminas
delgadas, en 1la 1limpieza de superficies o en el disefio de
fuentes de iones por pulverizacioén. Sin embargo una de las
aplicaciones mas usuales es el depdsito de laminas delgadas
sobre una gran variedad de sustratos, pudiendo alcanzarse
areas de varios m? © sumamente pequeflas, utiles en
microelectronica (Behrish 1981b). Debemos mencionar,
ademas, que el proceso de sputtering ha sido observado en

distintos fendmenos naturales, como ser en la superficie de
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la Luna vy de otros cuerpos celestes debido al impacto del

viento solar (Wehner et al. 1963).

Durante 1los udltimos 25 afflos se han propuesto una gran
variedad de mecanismos de erosion. En la actualidad, sin
embargo, el consenso general es que no hay un sédlo mecanismo
de erosidn que explique todas las observaciones. Por el
contrario, la mayoria de 1los mecanismos propuestos opera
bajo condiciones especlificas (Sigmund 1981). Por razones
histdricas vy de interés practico la erosion de metales por
bombardeo idnico ha sido el tdédpico mas investigado. Se cree
que el proceso dominante en dicho caso es el que se conoce
como ‘knock-on sputtering’ (Keywell 1955). El evento
elemental es una ‘cascada de colisiones atdmicas’ donde se
produce una transferencia de energla cinética del proyectil
a los A&atomos del sdlido. Estos Atomos se mueven por el
material, produciendo nuevas colisiones y causando eventualf
mente 1la eyeccidn de algun Atomo a través de la superficie
del bl anco. Esta imagen intuitiva del fendtmeno de
sputtering fue formulada por Almén (1961), Rol (1960) vy
Pease (1960).

Tanto en la Teoria de Sputtering de Sigmund (19269, 1972,
1981) como en la mayoria de los modelos desarrollados hasta
el presente (Thompson 1968, Robinson 19468) se supone que los
Atomos en movimiento sédlo pueden interactuar con Atomos en
reposo, dando origen asi a un proceso de ‘cascadas lineales
A pesar de algunas obvias simplificaciones este tratamiento
ha sido utilizado con éxito en 1los ttltimos afios en la
evaluacidn de eficiencias y espectros de energia cuando la
energia del proyectil es tal que el frenamiento nuclear es
dominante (Andersen y Bay 1981). Sin embargo este modelo de
cascadas lineales no es aplicable en todos los casos: Se
han observado discrepancias entre las predicciones de este
modelo y 1los resultados experimentales cuando la masa del
proyectil o la de los atomos del blanco es grande (Andersen

y Bay 1972, 1973, 1975), o0 cuando el haz incidente esta



106

constituido por iones moleculares (Andersen y Bay 1973). E1
modelo lineal falla también en la descripcidn del proceso de

Sputtering Explosivo’ propuesto por Haff (Haff 1976), donde
como resultado de un fendmeno de frenamiento electrénico del
proyectil en un blanco aislante, se produce una muy alta
densidad de Atomos en movimiento de baja energia. Ademas
debemos tener en cuenta que la teoria de cascadas lineales
no es aplicable a ningdn proceso de sputtering en su dltima
etapa, dado gue en dicho instante hay una densidad muy alta

de atomos en movimiento.

El propésito de este capitulo es investigar la validez
de 1la suposicién de linealidad en la teoria de cascadas,
utilizando para ello 1la ecuacidn de Boltzmann no lineal
desarrollada en el presente trabajo. Evaluamos los espec-—
tros de energia vy la eficiencia del proceso de sputtering
para el caso no lineal general, en los modelos de interac-—
cion de Maxwell y de Particula muy Dura, comparando dichas
expresiones con 1los resultados de 1la teoria de cascadas
lineal. Con anterioridad este problema fué estudiado
numéricamente para el modelo de esferas duras por Weller vy

Weller (1982), vy mas recientemente por Williams (1984).

Como en la gran mayoria de los modelos relacionados con
los procesos de sputtering, supondremos que los atomos del
blanco se comportan como particulas de un gas ideal. Antes
de 1la irradacion de 1la superficie, la correspondiente
funciéon distribucion es la distribucidn Gamma de equilibrio
F&(e), caracterizada por una temperatura inicial (1-g5,)T.
Inmediatamente después del pasaje del proyectil, y como
resultado de una transferencia de energia a una fraccién «
de 1los Atomos del blanco, la funcidn distribucidn inicial
esta dada por la superposicion (3.39) de dos distribuciones

Gamma

F(e,0)= (1-x) Fs(e)+x Fs,(€) (5. 1)
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S1 suponemos (Thompson, 1968) que la superficie del sdélido
puede ser aproximada por una superficie imaginaria dentro de
un medio isotrépico infinito, entonces para tiempos t > O la
funcion distribucidn de los Atomos del blanco sera F(e,t),
solucion de 1la ecuaciédn de Boltzmann no lineal (2.26).
Resulta claro que 1la suposicion de interacciones binarias
entre particulas aplicada a un s6lido no ha de dar una
descripcion fisica tan satisfactoria como la que se obtiene
en gases diluidos. Sin embargo suponemos que los resultados
que obtendremos seran indicativos de las caracteristicas
generales del proceso (Williams 1984). Todo aAtomo cuya
energia sea suficiente como para superar la barrera de
potencial Eyp de la superficie del s6lido podra escapar del
mismo. Luego el espectro de energia S(e) de las particulas
emitidas en el proceso de sputtering resulta ser proporcio—

nal a

[eo]

€ [ Fle+€pt)-Fole+€b) ] dt (5.2)

VE +€p 0

donde el término €/V e€+e, estd relacionado con la proporcién

S(e) ~

de atomos de energia e€+e, gQue efectivamente son emitidos a
través de la superficie: Cuando la componente normal a la
superficie de la velocidad del atomo es menor que V—EE:7FT,
se produce un efecto de refraccion total y el atomo no puede
escapar del material.
Anotamos finalmente (Thompson 19&68)
_€E+€p @

S(e) = € e kU R(e+€b,t) dt (5.3)
g/Ju:r)Q o

donde KR(e,t) es la desviaciodn del equilibrio definida en
(3.42), vy § es una factor que depende del flujo de
particulas incidentes y que de aquli en adelante supondremos

normalizado a la unidad.

En primer lugar evaluamos esta cantidad para el caso
particular de 1los modelos de interacciédn de Maxwell estu-

diados en el paragrafo 3.5 . Reempl azando el desarrollo de
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Laguerre (3.63) en (5.3) resulta

_E+Ey o V-1
€ kT > ™ €
S(E):(—ﬁ_—)'ze :Z) n Ln(kT) (5.4)

o0

r; :/U Cn(t)dt (5.5)
c

Integrando (5.4) respecto de la energia obtenemos la

siguiente exrresion para la eficiencia total de sputtering

oo
Y = [ S(e) de =
0 € & v-i, €,
= e kT Z (rn.’.z'ZTn.;,[’*"‘rn) Ln(ﬁ_} (5.6)
n=zQ
-Ant
En el caso linealizado C,(t) = Ch(0) e con lo cual
o= O
n .
T = [(1-) S, + X S5 J/U//\n (5.7)

En el caso no lineal, en cambio, cada momento C,{(t) puede
ser hallado en forma secuencial en base a la ecuacion
(3.74) . Dado que todos los momentos Ch(t) para n # O son
sumas de términos transitorios exponenciales, los corres—
pondientes coeficientes Th pueden calcularse facilmente.
Conocidos estos coeficientes tanto el espectro de energia
(5.4) como la eficiencia de sputtering (5.6) pueden ser
evaluados en la forma de un desarrollo de Laguerre truncado

en cualqguier orden No arbitrario.

En la figura 30 mostramos 1la eficiencia total de
sputtering en funci6tn de la barrera de potencial g€, en el
caso no lineal para el modelo de interacciotn de Tjon y Wu

con o = 0,01, 5, = 0.5 y s5,= —49.5 . Vemos que la eficiencia
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Figura 30. Eficiencia de Sputtering en el modelo de
Tjon y Wu para el caso no lineal con 5,= 0.5 y S,= -49.5.
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total de sputtering no verifica la ley 1/&, predicha por
resultados numéricos anteriores (Weller y Weller 1982). Con
el oabjeto de acelerar la lenta convergencia del desarrollo
de Laguerre (5.6) empleamos un aproximante generalizado de
FPadé {2/3} (Baker 1975). Lamentablemente la utilizacidn de
este aproximante racional enmascara las posibles diferencias
entre el caso lineal y no 1lineal, tornando imposible

cualquier comparaciton entre ambos resul tados.

Analicemos ahora el modelo de interaccion de particula
muy dura (VHP) introducido en el paragrafo 3.3, calculando
los espectros de energia de las particulas emitidas en el
proceso de sputtering para el caso 1lineal vy no lineal

respectivamente (Williams 1984).

__E+€o __E+€b
c [ (1-«) (1-S)KT o (1-S2)KT
€)= ‘+—_
SL( ) € +€L+KT 1(|-s.>kT (1-5)kT *
__E+€b
2 [ (-0)(€+Ep-SKT) @ (mSOKT
(€+€b+KTF €E+E€b
+ X (€ +€p-5,kT)E ("52)”]} (5.8)
€+Chb _ Gki¥(e+en)
T TRT (-G KT
Suler= S e “Tul [ _e +
(kT)? 1-00) — gt)(eren
o2 (t) (1- G, (t))KT
Lt e -1]dt (5.9a)
-0z ()
donde J; ) son raices de 1la ecuaciédon cuadratica
T S
[(S.S2-1)-(1-s0a-S2)ut-s5,e” 107+
—ut -ut
+0255, e’ -(SiS2-1) - (1-51)(1-52)(l-y4{)]cr- 552 =0 (5.9b)
y los coeficientes dét) estan dados por
J2(t) git)
o (t) = 22220 ot ()= —1= (5.9c)
! 02() - G (1) 2 0,(4)-02(1) c

Ambas expresiones son comparadas en la figura 31 para
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€, =2 kT, s,=0.3 y s,= —12 . Si bien ambos resultados
muestran el mismo comportamiento cualitativo, el espectro de
energia del caso linealizado es aproximadamente un 50 Z
menor que en el caso no lineal, produciéndose ademas una
sobreestimacion de la posicidn del maximo. En la figura 32
observamos claramente que S(e) muestra, tanto en el caso
lineal como en el no lineal, un decaimiento exponencial con
la energia. Este ultimo resultado no contradice, sin
embargo, las conclusiones obtenidas numéricamente en
trabajos anteriores (Thompson 1968, Sigmund 196%9) que
predicen un comportamiento del tipo 1/c2. En efecto, de 1la
expresion {(5.8) vemos que S, (eg) presenta un comportamiento
del tipo 1/€? en el rango de energias g€, << € <{ (1-s5,)kT.
En la situacién indicada en 1la figura 31 este rango de
energias es muy estrecho y por ende tal comportamiento no es
observable. Esta conclusién es aplicable muy especialmente
en el proceso de Sputtering explosivo propuesto por Haff,
donde 1la condicidn inicial esta& caracterizada por una muy
alta densidad o de Atomos en movimiento de baja energia
media (1-s,)kT . En la figura 33, en cambio, mostramos el
espectro de energia en el caso lineal S(eg) para €,= 9KT,
s,= 0.5 y s5,= —9999.5, verificando claramente la ley 1/€? en
el rango €, << € << (1-s,)kT . Para € >> (1-s5,)kT , en
cambio, la expresion (5.8) predice un comportamiento de tipo
exponencial para S.(e), el cual se manifiesta en la figura
33 como un apartamiento de la ley 1/€? a altas energilas.
En la figura 32 vemos ademas que tal comportamiento de
decaimiento exponencial esta presente tanto en el caso
lineal como en el no lineal. En la figura 34 mostramos el
espectro de energia de los a&tomos emitidos en el proceso de
sputtering por bombardeo con Xe* a 45 keV sobre Au
policristalino (Thompson 1968), observando claramente el
comportamiento indicado anteriormente y representado en la

figura 33.

Integrando las expresiones (5.8) y (5.9) obtenemos las

eficiencias totales de sputtering en los casos lineal y no
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Figura 31. Espectro de energia S(e) de los atomos emitidos
en el proceso de Sputtering para el modelo de particula mu
dura con €s= 9 kT, S/ = 0.5 y S2= -12 en el caso lineal (L
y no lineal (NL).
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lineal respectivamente.

E+€b
” +E€b-SKT) o _ (=-SOKT
Y o= | —54€ __ l(-o0[ ‘ 2(€ —Je +
€ +€p+kT (1-50)kT (€ +€p+kT)2
© ( _ _€+€p
) 2(€+€b-52kT) (-52)kT
+ & [
(50K " (eveprkm? 16 (5.10
.00 _ €b
YN=J [ o) (1-0,(8)) @ (FO@IKT
’ €& &
+ oG )(1-0a(t) @ (F0IKT _ o KT 74+ (5.11)
En la figura 35 vemos nuevamente que el resultado

linealizado es un 50 % menor que el resultado no lineal
general; y que, tal como habiamos verificado para el modelo
de Maxwell, ninguna de ambas expresiones verifica la ley

1/€b.

Concluimos entonces que varias de las discrepancias
observadas experimentalmente respecto de las predicciones
del modelo 1lineal pueden ser debidas a efectos no lineales
no considerados en dicho modelo. Entendemos que seria
deseable poder lograr ciertas mejoras en el modelo no lineal
desarrollado en este capitulo. En primer lugar deberiamos
tener en cuenta 1la dependencia espacial de la cascada de
colisiones, cuya importancia en la descripcidn del fendmeno
de sputtering ha sido puesta claramente de manifiesto en
recientes modelos hidrodinamicos (Hiraoka et al. 1981).
Ademas la suposicién de isotropia en el impulso deberia ser
evitada, dado que en general la condicidn inicial (5.1) ha
de presentar una muy importante anisotropia en la direccidn
de 1incidencia del proyectil. Esta anisotropla en 1la
velocidad, al estar dirigida hacia adentro del solido,
deberia manifestarse en una disminuciéon de la eficiencia
total de sputtering. Al respecto los resultados presentados
en el capitulo 4 pueden constituir una forma de atacar el

problema general.
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& — CONCLUSIONES

En este trabajo hemos estudiado la ecuacidén de Boltzmann
no lineal, introduciendo para ello una transformacioén
integral de la funcidn distribucidn en el caso espacialmente
homogéneo e isotrdpico en el impulso. Mostramos la relacidn
de este método con otras técnicas destinadas a obtener
formas mas accesibles de 1la ecuacidn. Estas son a) la
transformada de Fourier empleada por Bobylev, b) 1la
transformada de Laplace aplicada por Krook y Wu, y ©) la
transformada de Alexanian. Obtenemos que la transformada en
temperatura G(s,t) propuesta en este trabajo es capaz de
incluir una variedad de modelos mucho mas amplia que los me-
todos mencionados. Su caracteristica mds importante radica
en que la evolucién temporal de la funcidn distribucidon esta
completamente determinada por el comportamiento de las
singularidades de la correspondiente funcidn transformada en
temperatura. La relajacion al equilibrio de estos puntos
singulares puede describirse bajo condiciones muy generales

y no depende tanto de la condicidn inicial impuesta a la

funcidn distribucién como del modelo de interaccion
especificado. Aplicamos este método a varios modelos
particulares: Para el modelo de particula muy dura el

proceso de relajacion estad determinado por un udnico polo
simple que evoluciona hacia el valor de equilibrio s = 0, vy
que denominamos polo de Maxwell. Para los modelos de
interacciétn de Maxwell, en cambio, todos los polos tienen un
comportamiento maxwelliano. La trayectoria de los polos da
una vision muy precisa acerca de la evolucién del sistema
hacia el equilibrio. En efecto, el acercamiento al

equilibrio a alta energias serd por arriba o por debajo
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dependiendo de que los polos de Maxwell tiendan al punto de
equilibrio por 1la izquierda o por la derecha respectiva-
mente. En este sentido debemos sefalar que el efecto Tjon,
segin el cual la zona de altas energias puede presentar una
O mas oscilaciones alrededor del valor de equilibrio, esta
relacionado con el hecho de que los polos de Maxwell crucen
el eje imaginario antes de tender al punto de equilibrio.
Estas propiedades de las singularidades de 1la funcidn
transformada en temperatura nos orientan a proponer un nuevo
método de aproximacidn, donde suponemos que la distribucion
transformada en temperatura tiene N polos simples. Esto es
equivalente a expresar la funcidn distribuciéon como una
superposicién de estados de equilibrio con densidades Yy
temperaturas dependientes del tiempo. Ademas de su
simplicidad encontramos que este método preserva las
propiedades de l1la evolucién temporal que son caracteristicas
de cada modelo de interaccion. Debemos mencionar que no

hemos estudiado el problema de 1la convergencia de estos

aproximantes. Esto se debe a que las unicas soluciones
exactas conocidas —-el modo BKW y las soluciones del modelo
de particula muy dura- son reproducidas fielmente pof
aproximantes racionales. En este sentido el estudio de la

convergencia de este método en los modelos de interaccion de
Maxwell constituye una posible 1linea de 1nvestigaciodn
futura. En 1los casos tratados la técnica de aproximantes
multipolares nos permitiéd mostrar que la relajacion al
equilibrio del modo BKW presenta peculiaridades que le son
exclusivas. En otra palabras la conjetura de Krook y Wu

resulta no ser cierta, ni siquiera de manera aproximada.

Teniendo en cuenta la complicada estructura matematica
del término no 1lineal de colisidon, la aproximacion linea-—
lizada que se obtiene al despreciar términos cuadraticos en
la desviacion respecto del equilibrio constituye una
simplificacién inmediata. Hemos visto que esta ecuacidn de
Boltzmann linealizada, al presentar una estructura similar a

la de 1a ecuaciéon de Boltzmann no lineal, permite obtener
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una descripciéon cualitativa acerca de sus caracteristicas,
pero que naturalmente no incluye los efectos no lineales
debidos al término de colisidn. Al respecto hemos
investigado 1la solucidén linealizada de 1la ecuaciéon de
Boltzmann para el modelo de particula muy dura en téerminos
de 1la transformada en temperatura, encontrando que el
correspondiente esquema de singularidades presenta dis-—
crepancias basicas con relaciédn al caso no lineal. En
este contexto hemos definido un método iterativo para
resolver 1la ecuacion de Boltzmann, el cual equivale a
incrementar paulatinamente 1la participacion de los efectos
no lineales. Este método resulta ser muy eficaz para
estudiar 1la relajaciéon al equilibrio a tiempos grandes y, a
diferencia del método iterativo de Wild, presenta 1la
evidente ventaja de respetar las leyes de conservacidn del
numero de particulas, el impulso vy la energia, como asi

tambien la condicidn asintédtica, en cada orden de iteracion.

En el capitulo IV generalizamos el estudio de la ecua-—
citdn de Boltzmann no lineal para incluir el caso anisotropi-
co en el impulso. Esta generalizacidn habia sido relegada
en los dltimos afios debido a su dificultad matematica. Es
por ello que un problema aparentemente simple, como es la
inyeccion de un haz monoenergético de particulas de seccidn
transversal estrecha en un gas diluido, no pudo ser resuelto
hasta el presente. Este proceso, que puede considerarse
como una primera aproximacion al problema de la penetracion
de un haz de particulas en 1la materia, nos motivd para
intentar resolver la ecuacién de Boltzmann anisotrdpica para
modelos de Maxwell en la forma de un desarrollo en términos
de las autofunciones del correspondiente operador linealiza-
do de colisidn. Estudiamos el caso bidimensional. §Sin
embargo debemos destacar que el mismo analisis puede ser
generalizado sin mayor dificultad para incluir a sistemas de
cualquier dimension. E1l desarrollo en autofunciones es
adecuado para el estudio numérico de la relajacion al

equilibrio a energias no muy altas. Diseffamos un algoritmo
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que, al permitir operar con 1los momentos 'Cyg(t} como
expresiones algebraicas, hace posible resolver la ecuacion
de Boltzmann anisotrépica en la forma de un desarrollo para
f(p,t) truncado en ordenes No= 30 O mayores. Para ciertas
condiciones iniciales simples observamos, ademas del
conocido efecto Tjon, interesantes fendtmenos de decaimiento
monédtono y de transitorios subpoblados y sobrepoblados a
energias de orden teérmico. Estos efectos pueden ocurrir
simul taneamente en un mismo valor de 1la energia para
distintos Angulos, lo cual habla de la complejidad creciente
de 1los procesos de relajacion en el caso anisotrdpico,
respecto del relativamente simple caso isotropico. Debemos
mencionar ademas el ‘efecto de proximidad’ el cual ocurre
cuando particulas de un zona muy poblada invaden una region

despoblada cercana dando 1lugar a un muy fuerte efecto de

sobrepoblacidn transitoria. Encontramos también un nuevo
fendmeno de relajacidon que denominamos de "expansi on
preferencial®”. En este fendmeno una gran proporcion de

particulas inicialmente restringidas a una estrecho rango de
energias puede llegar a presentar una relajacidn muy rapida
en la direcci6tn angular y lenta en la direccidn radial en el
espacio de los impulsos. Por ultimo establecimos un
criterio para deducir a partir de la condicion inicial las
caracteristicas generales del acercamiento final al
equilibrio a altas energlas. En general el acercamiento al
equilibrio no depende del valor del angulo siempre que el
momento C, = I ﬁ;(p2/2ka).f(6,0).dB sea distinto de cero.
El acercamiento al equilibrio sera por arriba o por debajo
dependiendo de que C,; sea positivo o negativo respecti-
vamente. Si el momento Cz es nulo el criterio debe ser
extendido hasta incluir al término no nulo de decaimiento
mas lento.

Hemos intentado aplicar estos uUltimos resultados al
problema de la inyeccién de un haz momenergetico de
particulas en un gas en equilibrio, modelando esta situacidn
con una distribucién inicial caracterizada por un pico muy

agudo centrado en el impulso del haz incidente. Sin
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embargo en este caso se han presentado serios problemas de
convergencia en el desarrollo de lLaguerre asociado. FPara
vencer estas dificultades hemos comenzado a investigar 1la
posibilidad de desarrollar una técnica de aproximantes
racionales de varias variables, de tipo similar a los

empleados en el caso isotrdpico.

En el daltimo capitulo investigamos 1la validez de la
suposiciétn de 1linealidad en el modelo de cascadas para el
proceso de Sputtering por bombardeo i6nico, aplicando para
ello los resultados obtenidos en los capitulos anteriores.
Evaluamos los espectros de energia S(e) de las particulas
emitidas y 1la eficiencia del proceso de Sputtering para el
caso no lineal en los modelos de interaccidn de Maxwell y
particula muy dura, comparando dichas expresiones con los
resultados de 1la teoria de cascadas 1lineales. §5i bien
encontramos el mismo comportamiento cualitativo, varias de
las discrepancias observadas experimentalmente respecto de
las predicciones tet6ricas podrian ser debidas a efectos no
lineales no considerados en dicho modelo: En general los
resultados obtenidos en el caso linealizado son aproximada-—
mente un 30 Z menores que en el caso no lineal. Encontramos
que en cierto rango de energias el espectro S{(e) muestra un
comportamiento del tipo 1/52, el cual ha sido ampliamente
verificado por 1la experiencia. Sin embargo en ciertos
casos, como ser en el proceso de ‘Sputtering Explosivo’
propuesto por Haff, dicho rango de energias es muy estrecho
y por ende tal comportamiento no es observable. En tales
situaciones el espectro de energia presenta un comportamien-—
to de tipo exponencial. En cuanto a la dependencia de la
eficiencia total de sputtering con respecto a la barrera de
potencial €p encontramos que no verifica la 1ley 1/g,
predicha en trabajos anteriores.

Ya hemos mencionado la necesidad de lograr algunas
mejoras en el modelo no lineal desarrollado en este trabajo.
Las suposiciones de isotropia y homogeneidad representan una

aproximaciéon a la descripcidn de la penetraciédon de particu-
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las en la materia. En particular la primera contradice el
hecho de que la condicidn inicial presenta una muy importan-—
te anisotropia en la direccidn de incidencia del proyectil.
En este sentido e1 anAlisis establecido en el capitulo 4
provee la técnica necesaria para atacar esta generalizacidn
del modelo. Sin embargo 1los problemas de convergencia
mencionados anteriormente deben ser resueltos para lograr el
desarrollo de esta linea de investigacidn. En cuanto a la
suposicion de homogeneidad es mucho mas dificil de evitar.
De hecho es muy poco lo que se ha estudiado hasta el presen-—
sente sobre la ecuacidn de Boltzmann no lineal inhomogenea.
La presencia simultanea de las variables espacio e impulso
plantea una formidable dificultad. Naturalmente seria una
linea de trabajo muy prometedora pero por el momento,

también, demasiado ambiciosa.
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