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CUANTIFICACION DE CAMPOS DE MASA NULA

PARTE I1
CAMPOS FERMIONICOS

Por C. G. BOLLINI

1. Introduccion

En el formalismo de Rarita-Schwinger (*) un campo fermidnico de
espin s ;este’m representado por un espinor tensorial ‘Fv' g que
posee s indices tensoriales completamente simétricos y un indice
espinorial que no sera escrito explicitamente.

Si este campo fermidnico corresponde a una particula de masa
nula, satisface entonces las ecuaciones (1)

i€

L, =0 (1.1)

v, B, =0 (1.2)
Las matrices v, satisfacen las relaciones usuales
Tt F e = 28, (1.3)

La ecuacion (1.1) es la ecnacién de campo propiamente dicha,
mientras que (1.2) es la condicién suplementaria que reduce el na-
mero de componentes independientes de W a 2s + 2, que es el na-
mero de orientaciones posibles de una particula de espin s + "

Nuestra intencién es considerar la (1.2) como vinculo entre las
componentes del tensor espinor de campo y cuantificar a este Gltimo
extrayendo previamente las coordenadas libres del mismo. La cuan-
tificacion resultante serd entonces compatible con las condiciones
suplementarias.

(") W. Rartra, J. SCHWINGER : Phys. Rer. 60, 61 (1941),
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Para conseguir el fin propuesto, utilizaremos un procedimiento
paralelo al ya seguido en la parte anterior. Parte ésta a la que en
adelante nos referiremos simplemente con I.

Multiplicando 1a (1.2) con +,2, y teniendo en cuenta (1.1) y (1.3)
deducimos

B ~ B
0 :‘.':Aa:;"»,“l B w, = (2 G, ™ .(-/l'\,’g) ay.‘l Yy e v

SN v, .
SEETIR RNIRE I
= 2N .
B
Por lo tanto
A, L, =0 (1.4)
Asi mismo, multiplicando por ~,, tendremos
= ~ . P — b — o~ F
O - &"z\t"x l o g T (2 O"l"z [ l/":) q‘ Vi Ty
=0V o= v, W
e g CTRtT SO
es decir
- _ =
.y = 0 (1.5)

Las ecuaciones (1.1) y (1.2) implican por lo tanto que el tensor
espinor de campo es de divergencia y traza nulas. (1.4) y (1.5) son
similares a las ecuaciones suplementarias que se presentan para espin
entero (cfr. 1(1.2) y 1(1.3)). No obstante, (1.2) es atin mas restrictiva
que el par (1.4) y (1.5), no pudiendo ser deducida de éstas.

Por ese motivo, si bien las lineas generales son aqui las mismas
que en I, existirin diferencias especificas que apareceran en el tra-
tamiento.

2. Descomposicion del espinor de campo

Partiendo del tensor espinor W, vy que satisface (1.1) y (1.2)
vamos a definir por recurrencia (cefr. 1(2.6), [ (2.7)) nuevos tensores
espinores

PO — [ 5y
ro=mn, ..n T, (2.1)
PO =3, L e (2.2)
Yy oo Yy 1 ‘N
r—1
) il — y I — ¥ gy DR
13 e "‘r—}—l ot n"s ( 1 e vy & I M .ws) (-“5)
; ! t=0

> () — N As—r) () 5] ($)
PO = e 2, WO sim, (2:4)
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Donde n, es cualquier vector unitario de tiempo n,n, = — 1.
2= n2,y d ! es el operador inverso de 2. «sim» significa términos
necesarios para hacer que el miembro de la derecha sea simétrico.

Es evidente que todos estos espinores satisfacen la (1.1) y, salvo
9 (que carece de indices tensoriales), también la (1.2).

Tenemos ademas lo siguiente :

n, ‘Fff’ =nmn, ..n (P, ., - ‘l"‘ff”_“ , )
y puesto que de (2.2) deducimos
Ry e W ‘F_f?’m Yy = o
mediante (2.1) encontrariamos que :
n, ‘ij) =0
Suponiendo ahora que también
n, W=D =0
—1 Fu ey
y maultiplicando (2.3) por n,, vemos que
r—2
w0 =, (T = TR v )

— U _ P _ (r—1)
M, e, W, o ., n, e, PED
t=0 ' & s

Pero de la (2.4) deducimos que

n, ..n, P = pe-h
r $ Uy eee Vg Yy e Ve

(los términos «sim» no contribuyen por la suposicién efectuada).
Y tomando ahora en cuenta la (2.3) para »—1 vemos que

n, PO = =D — Per-n = (2.5)
r Py een Vg Yy e Vp | Yy e Vp]
y por ello tenemos también
yem = \pm 2
n”r+1 ot n"s I Uy ees g - Pv| e (d'6)

Por ltimo si hacemos r=s en la (2.3) y despejamos el espinor de
campo

—
154
-1

~—~

8
P = hits)
Yy g t=20q’,. e vg



-4 —

que counstituye una descomposicion del tensor espinor de campo en
8 + 1 tenso-espinores del mismo rango que satisfacen (1.1) y (1.2)
ademas de (2.6) y (2.5).

3. Matrices de polarizacion transversal

Tomaremos ahora dos operadores de derivacion (ef. I (3.1)) tales
1
que

noa, = 0 w5, =0
2, = 0 39, =0 (3.1)
oax, = 1 3.8, =1

%3, =0

(estos « vectores de polarizacién » no son unicos). Mediante ellos
construiremos operadores matriciales definidos por

I,=oa, 4+ 2y 2.5 (3.2)
(En adelante pondremos por ej.: -2, = v . a)
R ] Al 0
L.,... =101, .01, (3.3)

Se cumplen las siguientes relaciones
e

n, = 0; AL, =0 y wIL,=0 (3.4)

La primera y la segunda surgen de las propiedades (3.1) de &, y 3..
La dltima se deduce de

- — B, =
reayea =gy i=1
y
~r - ’ _\Irll
[0 = [
ya que
N 17
v, =y.0 +vy.3v.2v.48
= . - Xy lj/f,
= 0

Ademas se tiene

LU =aa + afy o2y by 2y .p
=1 —v.av.xv.3v.¢
=0
Py, =0 (3.5)
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El vector I, conmuta consigo mismo y con v .2. En efecto
WL = (2 + Buy.2v.8) (% + By 27.8) (3.6)

=, + foay.ay. 8+ 38 v av.By.ay.8

= Pvau + Pvaxt veav.d

=I.I,
¥ por ser
v.ooy.? = —v.07.%
voby.? =—7.07.5
tenemos

Iy .d =v.2.0, (3.7)

B

Todas estas relaciones nos demuestran que los tensores matricia-
les I, ..., dados por la (3.3) son simétricos, de traza nula y perpen-
1 r

diculares a n., 3,y ..

8., T, =0
2,1 =0 /

n, D, .., =0 \ (3.8)
v T =0

Yy eer Upe

La matriz T, . serd denominada matriz de polarizacién trans-

versal de rango r.
Un vector cualquiera, X,, que sea perpendicular a =,y 2, puede
ser escrito del signiente modo :

Xp. = (auaz, + S#BV) X

puesto que o, y 8, son los vectores de base del espacio normal a »n, y
.. Si ademas es v, X, = 0, entonces:

Yoo =0=v.axa)X, +v.BAX
multiplicando por <.«
0 =v~v.av.xaX, + v.ay.38X
=aX, + v.av.3B. %
=0 .
e, =20 (3.9)
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Es decir que operando sobre un vector %,, perpendicular a n.,
2,y ., se tiene que

v 5%, = — a, (3.10)
Poniendo ahora
T=a 4+ 8. dy.a (3.11)
encontramos
PE, = (2, + 3.v.2v.8) (e, £ 3.v.8v.2) (3.12)

= a0, +a,pdv.bv.a 4+ g0y +

+ By o2y BBy

0

~
— I /AN o 9o S S . et
=Da, +a 3, v.oay. 04+ 3 v. 57 a0l vy

~

=L, =T,

Cuando se aplica a un vector %,, perpendicular a n,,?, y v., vale
(3.9) y por lo tanto

~
Al 7
U, =a0, +a,8,v.8v.a+ . v.oay. 5+ 5.6
= a,d, + &, % + 5.5, + 5.5,
= 2 (22 + P.2)

Ello significa que

MY = %, (3.13)

(Sl

Es decir que un espinor %, con las propiedades supnestas, puede
ser expresado en funcién de un espinor simple L definido por

A =11
y entonces
L =TX

Extendiendo alora la propiedad (3.12) para las matrices de pola-
rizacién de rango superior al primero, tenemos :

1 ~ . N .
ar Dy Do, Ko = Yy (3.14)
Donde

Lo, = 1~‘-,. o o (3.13)
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y %, ... satisface las mismas condicioues que I', ., en todos sus

indices.

Notese, por tltimo, que [, sigue siendo (como I,), perpendicular
a n,y ). Peroen contraposicion con la dltima de (3.4) tenemos ahora

Py, =0 (3.16)
4. Coordenadas del campo

La identidad (3.14) nos permite ahora expresar todos los espino-
res tensoriales dados por la (2.3) en funcién de un espinor simple
que extraemos mediante :

W — 9—r ﬁ R v
LR II' Y.... 'Ir
Siendo entonces
() — yro 9
WO =T, W (+.2)

‘e

De esta manera se ha consegunido que I’.,. - lleve sobre si la res-

ponsabilidad del cumplimiento de todas las condiciones auxiliares
impuestas sobre el tensor espinor ‘If'"’r Esto es: completa sime-
tria, nulidad de traza, ortogonalidad con relaciéna =,,9,y v,. Por
su parte, el espinor simple ¥ debe satisfacer solamente (cf. (3.6))
la ecuaciéon de campo

v AWe =0 (4.3)

sin condicion suplementaria alguna.

Hemos logrado entonces extraer s + 1 coordenadas (espinoriales)
libres, W', las que mediante (2.2), (2.4), (2.7) y (4.2) nos permiten
caracterizar completamente el estado del campo, de manera compa-
tible con las condiciones suplementarias.

5. Espinores adjuntos

Los espinores (4.1) son espinores simples de Dirac, y sus adjun-
tos se definen ()
P = Jor 4 (5.1)

Donde el asterisco indica el conjugado transpuesto. Convendre-
mos ahora que la operacién de conjugacion no afecta la unidad ima-

(*) J. M. JavcH Y F. RoHRLICH : The Theory of Photons and Electrons, Addin-
son-Wesley, pdg. 53, 1955.
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ginaria que aparece en la cuarta componente de los vectores a causa
de la métrica indefinida. Conjugando y transponiendo la ecuacion

(4.3) tenemos
Ty 3 =0

(5.2)

(En expresiones como la que antecede, se entiende que los vectores

de derivacion operan hacia la izquierda).
La matriz 4 estd ligada con . mediante

v = — Ay, A"l A=A

ta
Por lo tanto (5.2) se convierte en

— PO, Av A" = — PO o A1 =0

es decir

Wy ) =0

que es la ecuacion adjunta de la (4.3).
La matriz conjugada transpuesta de (3.2) es

M=a 4+ 5.8 a=0a + B, Ay . AT Ay a4t

v ‘

=, + B Av. G aAd=1 = A (x, + 37,5 . %) A~

y por la definicion (3.10)
M= Al A—1

Andlogamente tenemos

A
j>13
-t
=

M= (Pl =0 = AN A=14T, A= = AT, T, 4~

= AT, T,4-1 = AT, A1
y en general

" = Al, ., A~

Gy *r

Tomando ahora la conjugada transpuesta de (1.2)

WO TP el AT, A
INONIIE SRS B

Ve eee vy vty

y poniendo



Deducimos

wo e (5.7)

<

Este espinor satisface entonces la ecuaciéon adjunta

B e 3=0

El espinor adjunto de (2.4) es simplemente :

v = A (5.8)

e vg

i D—(u -7 a

oyl e Oy F 4 sim

r

Y la descomposicién adjunta de (2.7) queda expresada por

6. Transformaciones de Gauge (*)

Si un tensor espinor simétrico ¥, ..., satisface

v K,, L g =0
Yo, Koy, =0
entonces
B,y = 3 %o, oy, T 8im (6.1)
también las satistace.
La transformacion
W W+ W, (6.2)

es una transformacién de Gauge.
Si se efectiia la descompnsicion de ¥, 19 analoga a la (2.7)
tendremos

$—1
- — )
/-u RV N E Xv| pee
t=0

s —1

¥ por consiguiente

(*) Véase también : J. 8. D WerT : Phys. Rev. 58, 236 (1940).
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§y—1
= 1w,
t=0 vos

N S

1o s

Kl tensor espinor Y8, ., posee entonces sélo s espinores simples

como componentes libres, careciendo de una componente completa-
mente transversal :
P =0

Por ese motivo la transformacién (6.2) moditica s de los espinores
libres del tensor espinor de campo, dejando el espinor completa-
mente transversal 1'®, sin modificacion. Esto significa que si se im-
pone el requerimiento de la invariancia de gauge de la teoria, enton-
ces el tensor espinor de campo sélo posee un espinor realmente
libre y éste es el dado por

~
I

< Gy e g g oeee g

|

l[‘t.\') —_

.

-

t

7. Cuantificacion

Los s+1 espinores simples Y, son coordenadas libres del campo
que satisfacen la ecuacién de Dirac (para una particula sin masa).
Impondremos sobre ellas Ias relaciones de anti-conmutacién

Do) (o), WO (@) | = 57 D (e =) (7.1)
donde
g =0 st r=E
y

o,
fl
m

" (no necesariamente 1)

=" sera denominado el peso dela r-ésima coordenada libre*.
De (£.2), (5.7) y (7.1) deducimos

f lFfZ?... . (), q,f(ff.)” . (@)} = (T, . T (), R () F ]

e, PO (), ()T, L, =

»

e F,,

=gy T, D(@=-a)

~

e (@), W @) = e T T

2y '

v N3 D (—2') (7.2)

* El peso de una coordenada libre depende de la manera en que ésta aparece
en el Lagrangiano.
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Utilizando ahora (2.4) y (5.8)

(PO (@), (@)= v 3D (@—)  (7.3)
thy eor g Yy e iy T
Siendo
l‘ff:,...;t,.: b = (3—(;;-:*)3:1',4_1 i du, Uy, + sim) (7.4)

~

(3—(s—n 3_,1_+1 v, I ., + sim)

Por tltimo, segtin (2.7) y (5.8)

(W, . (@), W

vy ()} = '.‘P;L et v dD(x—2) (7.5)

Donde hemos puesto

Al . o [V - s
P g oo & P iy (7.6)

!
Sk

»

La (7.5) son las relaciones de anticonmutacion buscadas. Ellas son
compatibles con las condiciones suplementarias,

8. Ejemplo
Para espin 3, el campo est4 representado por un vector espinor
Y., cuya descomposicion (2.7) es
W, = PO 4 g
ql(l)) pu— a—l a».lI"‘(O)
PO = 2y,
P = gt

i =10 =,
Por lo tanto
Y, = 1, PO 4 g

es la expresién explicita que pone al vector espinor de campo en
funcién de las coordenadas libres @ y (1,
Las relaciones de anticonmutacién son:

[ WO (2), WO (') == i0v.d D(x—u)

FWY (@), WO (@) f = icl ) Dx -
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W lx), W, @ =1il,,,v.dD(z—2)
M., =«r0 420

aiv Wi v Wiy

T =272 ro =10

ws
Fi_ , és completamente independiente de la eleccion particular de
los vectores a, y £,. En efecto
11 _ o . e o
I B —(a}l+ﬁ}‘-n'a{'3)(a” Ij"n'“{'l'l‘)

Wi
a0, + Zu3, (@5, - wBa) -8y

!

= a2, + 3,5 + ;(%Bu —~ .3, (%3, + 0‘»{5@) at
Pero
(2,5, — ) (B, h,— %gd,) = 8,335+ %X u, — R S A
= o, (&%, + 3.3,) — 2,000 %, +
t Bu (2 B2 = BB R —
- apd,ﬁ,ﬁ?—a.,zg,'ﬂgﬁq
= (@0, + Buf) (X2, + 5.5,) — (@0, + 2,0,) -

(o0, + 3.3,)

3 5 0 )
Pl = (e + 38 + @, + 88 (e + 3.8.) 1o,

- ;(a.taﬂ + (jy..sfx) (avag + ﬁvtag) o'le

I

(Z',L“f + B;L\av) + ;(a‘:&“? + 3:‘.3?) (“nlq + 3736’) Vale —

- ;(OCFOC,, + 3:*‘»30) (OC,,OC? + 3739) (266'4 — 1eYs)

? ioi

2

_ 7 1y 7

= (apaw + H:A.jv) + 2—(1;,.1? + tgzuj?) (x%, + 336) Tole —

7 1
— (o2, + 2,%) + s, + 2.3.) (@, + 2.3,) Vs

= (“pa? + 3;}.3?) (“‘Laﬂ' + 13’!3!7) ‘.’0"{9

Y teniendo presente que puede ponerse (c¢f. [ ( . ))
@, + Pub, =0, — 37230, — 371 (Qum, + n2.)

Ademas, T‘i; , opera sobre v .3 ) (x—a’) y se cumple que

v v dD@—2) =233, D(x—x') =0
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Por ello podemos poner
(22, + BuBe) e = (Bue — 9722.9, — 3 (Qum, + n.2,)) e
=, — 3 1.0
[‘i; , =@ + BB Y. (v, — 1. m)
= (‘{v — -2, v, — 1 dyem — 3y D) (ve — -1 du o M)
= v = 07 Ay m — 30y 3y, + 3730050 m
— Ny my, — TR — My 3y, + 720y .y .
= Yt — T Quny e Ay my) — 2097220, + 207200, —
— 7R, — 207 m), + 297w,

M = VoVe — 2 2,9, — ! Qury-m 4+ v ondy,)

By '
Con esta expresién resulta

Paiv = (2= e)27200, + sl — <271 (v ndvy + 247 o 1)

i

[1

@

wr e =

20
1 Kg - 1) 7222, + v — I (v iy + Aeny o m)





