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CUANTIFICACION Dü CAJPOS IIE MASA MIA

PARTE II

CAMPOS FERMIONICOS

P o r  C. G. BOLLINI

1. I n t r o d u c c i ó n

En el formalismo de Rarita-Schwinger (*) un campo fermiónico de

espín s + l  está representado por un espinor tensorial *FV...... que

posee s índices tensoriales completamente simétricos y un índice 

espinorial que no será escrito explícitamente.

Si este campo fermiónico corresponde a una partícula de masa 

nula, satisface entonces las ecuaciones (1)

La ecuación (1.1) es la ecuación de campo propiamente dicha, 

mientras que (1.2) es la condición suplementaria que reduce el nú­

mero de componentes independientes de lP a 2.9 + 2, que es el nú­

mero de orientaciones posibles de una partícula de espín s  -f *.

^Nuestra intención es considerar la (1.2) como vínculo entre las 

componentes del tensor espinor de campo y cuantificar a este último 

extrayendo previamente las coordenadas libres del mismo. La cuan- 

tificación resultante será entonces compatible con las condiciones 

suplementarias.

(1.1)

( 1 .2 )

Las matrices satisfacen las relaciones usuales

( 1 . 3 )

( ' )  W .  K a r i t a ,  J .  S c h y v i x g h k  : Phys. Rev. 6 0 ,  61 (1941).
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Para conseguir el fin propuesto, utilizaremos un procedimiento 

paralelo al ya seguido en la parte anterior. Parte ésta a la que en 

adelante nos referiremos simplemente con I.

Multiplicando la (1.2) con yA  y teniendo en cuenta (1.1) y (1.3) 

deducimos

0  = y A y - . ,T - ,  ... % =  (2  5 , , ,  -  V l ‘- , ...

^  2 3,,vFVi... ,s -

=  2 3, U“, .
i • • *•

Por lo tanto
3, M",, ... v¡j — 0 (1.4)

Así mismo, multiplicando por -;,a tendremos

0 =  .. . , ,  =  (2 5v,3 -  ... ,s.

— < F ., v — v, »'v 'F, ... ,

es decir

' i ; v ,...,, =  o (i-5)

Las ecuaciones (1.1) y (1.2) implican por lo tanto que el tensor 

espinor de c a m p o  es de divergencia y traza nulas. (1.4) y (1.5) son 

similares a las ecuaciones suplementarias que se presentan para espín 

entero (cfr. I  (1.2) y 1(1.3)). No obstante, (1.2) es aún más restrictiva 

que el par (1.4) y (1.5), no pudiendo ser deducida de éstas.

Por ese motivo, si bien las líneas generales son aquí las mismas 

que en I, existirán diferencias específicas que aparecerán en el tra­

tamiento.

2. Dese ompos i c i ón  d e l  e s p i n o r  d e  c ampo

Partiendo del tensor espinor lFV|... ,,s que satisface (1.1) y (1.2) 

vamos a definir por recurrencia (cfr. I (2.C), I (2.7)) nuevos tensores 

espinores

>F<°> =  ... ’F, ... ,s (2.1)

»F<»)  ̂ =  3-» 3.,, ...3,„ (2.2)

lF =  « v+ l. . .« . ,( 'F ...... , - ] | V  (2.3)

'F (r) =  3 - <s-''»3, , ... 3. lF<r> +  s im . 
. . .  ■■■

(2 .4 )
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Donde ny es cualquier vector unitario de tiempo n„ n, =  — 1. 

3 =  «vJy y 3_1 es el operador inverso de 3. « sim » significa términos 

necesarios para hacer que el miembro de la derecha sea simétrico.

Es evidente que todos estos espinores satisfacen la (1.1) y, salvo 

lF<0> (que carece de índices tensoriales), también la (1.2).

Tenemos además lo siguiente :

u, 'F(1) =  n, n, ... n, ( lF., — 'l'10' )
'  2 *  .........*  ’

y puesto que de (2.2) deducimos

n, ... n, 'F(0) =  <F<°) 

mediante (2.1) encontraríamos que :

/¡Vi 'f ;1» =  o

Suponiendo ahora que también

«, =  0 
r ■■ v —i

y multiplicando (2.3) por n  vemos que

n, vF(r) = n ,  ... m, ( H - V iF < ‘> -  »F<r-^ \ 
r ..... . ' * l ....* ¿o v'-v*/

=  n., ... n, Í 'F, — Y 'F(í) ) — n, ... n, ijv|r— 
r s \ ’ ' s t-o '■ - ’* / ’’ * .....*

Pero de la (2.4) deducimos que

n, ... n ,F'r- 11 =  'F(r_1)
V '« V,  . . .  v „  » ,  . . .  Vr _ j

(los términos « s im»  no contribuyen por la suposición efectuada).

Y  tomando ahora en cuenta la (2.3) para r — 1 vemos que

«v 'F(r) =  ,F(r- 1) - ,F(r- I> =  0 (2.5)
r  V ,  . . .  Vr  V ,  . . .  Vr ---  J  V ,  . . .  V j . --- J

y por ello tenemos también

n., ^  ... n, lF<r> =  'F«r> (2.6)
r+1 s ....... * ». - v v ’

Por último si hacemos r  = ts en la (2.3) y despejamos el espinor de 

campo

'i\ - =  1 , (2-7) 
t=o 1 *
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que constituye una descomposición del tensor espinor de campo en 

s + 1 tenso-espinores del misino rango que satisfacen (1.1) y (1.2) 

además de (2.G) y (2.5).

3. Matri c e s  d e  -polar izac ión t r a n sv e r s a l

Tomaremos ahora dos operadores de derivación (cf. I (3.1)) tales 

que

a„ ¡3, =  0

(estos « vectores de polarización» no son únicos). Mediante ellos 

construiremos operadores matriciales definidos por

La primera y la segunda surgen de las propiedades (3.1) de a, y ¡3.,. 

La última se deduce de

n,<x, =  0 

avJv = 0

a,a, :- 1

(3.1)

T, =  a,, + ,V; • 3t •; .

(En adelante pondremos por e j.: =  y . a)

r v =  r , ... r ,V, . . .  V,  , ¡ .

Se cumplen las siguientes relaciones

n,r, =  o ; =  0 y y, í\ =  (t (3.4)

(3.3)

y

ya que

=  0

Además se tiene

(3.5)



El vector Pv conmuta consigo mismo y con y . 3. En efecto

T\r, =  [ctf. + ¡3* y . a v . ¡3) (av + y . a y . ¡J) (3.6)

=  «,P , + y • « y • 0 + y . a y . ¡5 y . a y . ¡J 

=  P.a,, + P ,^  y . a y .  ¡3

=  r .r *

y por ser

tenemos

a y . 3 =  — y . 3 y . a

¡3 y . 3 =  — y . 3 y . ¡3

lVy-3 =T-3-r\ (3.7)

Todas estas relaciones nos demuestran que los tensores matricia- 

les r , ( ..., dados por la (3.3) son simétricos, de traza nula y perpen­

diculares a n , ,  3V y y.,.

8,, P....... = 0

^ ....,- = o ¡

n,t P...... r =  « í  ^ 8>

y, r , , =  0» >\ ••• *r

La matriz r Vt...v será denominada matriz de polarización trans­

versal de rango r.
Un vector cualquiera, X^, que sea perpendicular a y 3̂  puede 

ser escrito del siguiente modo :

X, =  (a,a, +

puesto que y ¡3,* son los vectores de base del espacio normal a y

3,,. Si además es y^X^ =  0, entonces:

y^Xjx== 0 =  y . a a X  + y . p & X  

multiplicando por y . a

0 =  y . a y . a a,Xv + y . a y . ¡3 ¡3X 

=  ayX, + y . a y . 3 P , X.,

=  0

r x  =  o (3.9)
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Es decir que operando sobre un vector X.,, perpendicular a n.„
3., y v,, se tiene que

y . a 7 . 3 3-, =  — x., (3.10)

Poniendo ahora

T\, =  a., + 3 „y . 3y . a  (3.11)

encontramos

iy\ =  (*¡» + h  •; • a y • ?) (a, + 3, Y • 3 Y • *) (3.12)

=  a^a., + a;l 3., y . 3 Y • a + K  * - Y • a Y • ? +

+ 3i.3vY-a 7-3v-Pv-a

=  I1,a,,. + a., 3  ̂y • a y • 3 + 3. Y • £ Y • a ?>* Y •a Y • ?

= r^r, = r.rv

Cuando se aplica a un vector X^, perpendicular a 3̂  y y.,, vale 

(3.9) y por lo tanto

íy\, =  a^a., + a¡, 3-; y . 3 . a + 3  ̂a., y . a y ■ 3 + 3:* 3- 

=  a^a, + a, a., + 3  ̂3., + 3:. 3- 

=  2 (a;ia., + 3;i3v)

Ello significa que

i T.r.X, =  X;i (3.13)

Es decir que un espiuor X,* con las propiedades supuestas, puede 

ser expresado en función de un espinor simple X definido por

X =  ¿ f x
y entonces

x, =  r,x

Extendiendo ahora la propiedad (3.12) para las matrices de pola­

rización de rango superior al primero, tenemos :

.... ,1"..... ......... . - ...... (3-14)

Donde

r , ..... . =  r v, ... r ,  (3.15)
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y ... „ satisface las mismas condiciones que FVi... v en todos sus 

índices.

Nótese, por último, que F, sigue siendo (como Fv), perpendicular 

a ».,y 3.,. Pero en contraposición con la última de (3.4) tenemos ahora

r.,Y„ =  0 (3.16)

4. Coordenada# de l  c am p o

La identidad (3.14) nos permite ahora expresar todos los espino- 

res tensoriales dados por la (2.3) en función de un espinor simple 

que extraemos m ediante:

ij.'(i-) =  2 ~ r f\ lF(r) ( 4 . 1 )
i  • ”  /• v , . . .  tr

Siendo entonces

tj’(') =  f  v »[’('■) (4 ,2)
••• V 1 **’ r

De esta manera se ha conseguido que FV). . . lleve sobre sí la res­

ponsabilidad del cumplimiento de todas las condiciones auxiliares 

impuestas sobre el tensor espinor 1F (r) . Esto es: completa sime-v, vr

tría, nulidad de traza, ortogonalidad con relación a n.,, 3„ y yv. Por 

su parte, el espinor simple ^F1̂  debe satisfacer solamente (cf. (3.6)) 

la ecuación de campo

v . 3 lF «  - 0 (4.3)

sin condición suplementaria alguna.

Hemos logrado entonces extraer s  + 1 coordenadas (espinoriales) 

libres, *F,r), las que mediante (2.2), (2.4), (2.7) y (4.2) nos permiten 

caracterizar completamente el estado del campo, de manera compa­

tible con las condiciones suplementarias.

5. Espinor e s  ad jun to s

Los espinores (4.1) son espinores simples de Dirac, y sus adjun­

tos se definen (2)
Tp(r> =  ipn* A (5.1)

Donde el asterisco indica el conjugado transpuesto. Convendre­

mos ahora que la operación de conjugación no afecta la unidad ima-

(’ ) J .  M . J a x tc h  y  F . R o h r l i c h  : The Theory of Photons and Electron», A dd in - 

son -W es ley , pág . 53 , 1955.
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ginaria que aparece en la cuarta componente de los vectores a causa 

de la métrica indefinida. Conjugando y transponiendo la ecuación 

(4.3) tenemos

>!’"■> v . 3 =  0 (5.2)

(En expresiones como la que antecede, se entiende que los vectores 

de derivación operan hacia la izquierda).

La matriz .4. está ligada con medianteo i

y; =  -  Ay. A - 1; A‘ =  A (5.3)

Por lo tanto (5.2) se convierte en

-  '!’('■>* . A v . 3A-1 =  -  Y • 3 4 “ 1 =  ()

es decir

y • 3 =  0 (5.4)

que es la ecuación adjunta de la (4.3).

La matriz conjugada transpuesta de (3.2) es

T* =  a., +  ¡í., Y* ■ 3 Y* • a  =  a » +  3*Ay • 3 A - 1 A y  • a A “ 1 

=  a., + ¡3.,Ay . 3y • «A -1 =  A (av + • 3 7 • a)

y por la definición (3.10)

P =  AV., A - 1 (5.5)

Análogamente tenemos

r  =  (r,r.,)* =  r ; r  =  a í v i - u Tv a - 1 =  A r . r .A - 1 

=  A Í\ rvA-> =  a T,„ a - 1

y en general

r  v =  AV.,......(5.0)

Tomando ahora la conjugada transpuesta de (4.2)

ipw- r  ='F>')‘ A r v A - 1
V, . . .  ■ » ,  . . .  V,.  v . r

vp(r)* =  q- >) r',...... A ” 1
Vt ... >y 1 t

y poniendo
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^  xj (r, Á
v ,  . . .  ,r  V, . . .  >r

Deducimos

4 ‘(r' =  ip<rl f .  .... (5.7)
-r » l

Este espinor satisface entonces la ecuación adjunta 

ip(' ) v . 3 =  o
v ,  . . .  >y

El espinor adjunto de (2.4) es simplemente :

Tfw =  qc.r)* A (5.8)
v t . . .  V,  . . .  ; s

=  3-(''-r’ 3>r+1 ... 3,s T .’'' v + sim

Y  la descomposición adjunta de (2.7) queda expresada por

4\,... ,„ =  t  Wf' (5.9)
O v* ••• 'j

6. T ran s f o rm a c i o n e s  d e  t ía t ige  (3)

Si un tensor espinor simétrico y.., •'»_! satisface

V • 3X,.... ,_i = 0

entonces

>r,

también las satisface. 

La transformación

......-i =  0

, =  \ .X ,......+ sim (6.1)

Mr*.,. . . , ,  > <*\......... ,  +  ¥ \ , ... v, ( 6 . 2 )

es una transformación de Gauge.

Si se efectúa la descomposición de X » , a n á l o g a  a la (2.7) 

tendremos

x,..... = ’s V
(=0 ' *—1

y por consiguiente 

(3) Véase ta m b ié n  : J .  S. D e  W k t t  : Phys. Ilev. 5 8 , 236 ( 1940;.
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El tensor espinor í f  .,,... „ posee entonces sólo s espiuores simples 

como componentes libres, careciendo de vina componente completa­

mente transversal:

Por ese motivo la transformación (0.2) modifica s de los espinores 

libres del tensor espinor de campo, dejando el espinor completa­

mente transversal lFw, sin modificación. Esto significa que si se im ­

pone el requerimiento de la invariancia de gauge de la teoría, enton­

ces el tensor espinor de campo sólo posee un espinor realmente 

libre y éste es el dado por

7. Cuant i j i c a c i ón

Los .s + 1 espinores simples T <r), son coordenadas libres del campo 

que satisfacen la ecuación de Dirac (para una partícula sin masa). 

Impondremos sobre ellas las relaciones de anti-conmutación

Hy> =  o

V | V , t 1

! (.» ), T " " ’ ( O  j =  i5 r r  • ; .  3 l>(x — x') (7.1)

donde
o n" =  0 si r r'

y
r (no necesariamente 1)

será denominado el peso déla r-ésimacoordenada libre*. 

De (1.2), (ó.7) y (7.1) deducimos

-  r :1, .. . ;v  | y ( r ' )  ( y )  j P V|

=  i sn" r ¡ii ... 7 . 3 ... v  /) (x - as')

3/> (* - » ')  (7.2)

* E l  peso de uua  coordenada lib re  depeude de la  m anera  en que ésta aparece 

en el L a g ra n g ia n o .
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Utilizando aliora (2.4) y (5.8)

Siendo

0 - (*-r) K + i  -  3,, r v....... + sim)

Por último, según (2.7) y (5.8)

I ...(•*), v., = ;r . ^ D ( x - x ' )  (7.5)

Donde hemos puesto

X

(7 .ti)

La (7.5) son las relaciones de anticonmutación buscadas. Ellas son 

compatibles con las condiciones suplementarias.

8. Ejemplo

Para espín ®, el campo está representado por 1111 vector espinor 

'F,, cuya descomposición (2.7) es

es la expresión explícita que pone al vector espinor de campo en 

función de las coordenadas libres '}r(0) y T (1).

Las relaciones de anticonmutación son :

q»(«) _

(®) =  /f, vj[-

T '11 =  l  Í7F , =  a/i.

Por lo tanto

i ’, - 3~1 if(U) + r\*F(,)

j T (0) (a>), iFÍU) (*') j == i =<> . 3 1) (x -  x’)

I *F 11 (a?), »F,n (x’) j =  i •;. 3 I> (x • - x’\



| lF , (X), *F* {x') I =  i  V , . , Y • 3 D  (x -  x')

p _  -O ("O L ; i p i
¡* i v ~ ^ ; v •  |x ; v

r° = 3 - 2v > ;  r ‘ = ' V *¡a ; v r  / ja, , >

T1 es completamente independiente de la elección particular de 

los vectores a,t y En efecto

P ;  ̂ =  (a, + ¡V,' ?) (a., - • « Y • ¡3)

=  a^a., + ?.,¡3, + _ a>M *' • ? V • a 

=  a^ x , +  3nil, +  2 (a i*?' a »3|i) (a f?T +  Y*Vp

Pero

(a^„ -  a,y,) ( -  a,¿?) =- a âf?-ih  + -  * ,* •?&  -

=  a,a? +

+ («,a, + £.,£,) -

=  (a„af + ,3 ^) (a.,a„ + ̂ X) ~ K a» + ■ 

(a..,a., + gv0f)

F * . =  ( a ;ta ,  +  +  g ( a , * ? +  S ¡ ¿ ?) (<*.*» +  W . )  Y»Yf

-  J (a,.a, + ^3 ,) (a.,ae + ¡3.,¿f) y«Y«

= («¡.a. + 0̂3-.) + á (a**? + 3̂ *) (*.*, + v,'? ~

-  Jía^a, + ,%£„) (x.,a? + g,3f) (25,, -  y»Y»)

=  (a;jlav + ,3;,,3V) + '(a^x, + ¡3,M3;) (a.a„ + ¡5,3») y»Y? -

-  (a^a, + + J (a^a, + ¡í.,,3,) (a,a, + £.„3?) Y tY®

=  (a,*af + 3;x,3f)(a ,a , + 3,,3„) y*Y?

Y  teniendo presente que puede ponerse (cf. I ( . ))

a,a, -f =  3;1V — 3-2 3̂ 3., — 3 " 1 (3.¿i.. + n.J.,)

Además, F*. opera sobre . 3 7> ( x — x') y se cumple que

Y • 3 Y • 3 ^  ( *  — *0  ’ < 3̂.. I) (x  — .»') =  O

— 12 —
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Por ello podemos poner

( S a ? +  i3 A )  Ye =  ( 5m ~  3 2 3 ,A  -  3 1 ( 3 ^  +  n ^ ) )  y f 

— Yi* — 3 _ 1 3¡*Y • M

f ’í  ; , =  (“ ■'“ « +  W « )  Y" ÍYl*. ~  3_1 V .' • n)

=  (y . -  3~ 2 3V y  . 3 — 3 -1  3vy  . n —  3_1 n,~¡. 3) (y^ -  3_1 3^, . n)

- YvYn — 3—1 V i*  Y • n —  3 ~ 2 3,y  . 3y,, +  3_ 3 3n3-Y. 3 y  . n  —

— 3“ 1 3,y  . «Yi* — 3~ 2 3.3;1 — 3- 1  « , y . 3-^ +  3- 2  n,3^; .3  . y  . n 

=  YvYn -  3“ 1 (V í’vY • »  +  3-Y • MYi») -  2 • 3“ 2 3»3¡. + 2 3“ 2 3.,3, -

- 3 "2 3,3̂  -  23-1 n.,7>., + 23” 1 ?».,3„

v =  YvYl* ~  3 - 2  3¡*3' ~  3_1  (V.'*Y • n +  Y • «3vY;x)

Con esta expresión resulta

rV i  v =  (s° -  e1) 3—2 3 3̂., +  s'YvYpt -  s ‘ 3—1 (y  • +  V ' -Y  • n)

j -  1 3 2 3;jt3v +  y„Yn — 3 1 (y  . íij/ fr  +  V.">Y . n)




