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ARGENTINA

Resu me n.

Se obtiene urja solución aproximada del p r m j o m a  estacionar 1 o 
de conducción de calpr en una barra de sección poligonal resuil^r (I) 
en el caso do generación de calor m i • ;jm subdomlnio (II) de sección 
circular. A su vez esta región e.^tá rodeada por un cilindro circular 
(III) de características térmicas que:’d i rieren de Iíjs de (I) y (II).

La solución analítica brinda J/vy] ores que están en excelente, 
concordancia con resultados obtenidois? mediante. e] rrér.ndn de e] omen­
tos finitos.



Introducción

En un trabajo reciente /1/ se realizó una revisión de 

algunas metodologías analíticas aproximadas desarrolladas 

por los autores» y colaboradores para la resolución de la 

ecuación de coaducción de calor.naplicables a geometrías 

complejas que ge presentan comúnmente en algunos disposi­

tivos y componentes de reactores nucleares.

Tales metádologías analíticas están basadas en técnicas 

de transformación conforme.

En el presente trabajo, ex#ensión de /2/, se determina 

el campo término estacionario en una barra prismática c om ­

puesta, con generación de calojjeunifqrme en el núcleo cilín 

drico central estando éste rodeado por varias capas concén­

tricas de materiales de diversas conductividades. Las predi£ 

ciones analíticas son c o m p a r a d ^  con valores obtenidos median 

te el método dé elementos finitos existiendo muy buen acuerdo 

entre ambas metodologías.

Este problema presenta intferés en tecnología nuclear, en 

particular paija transferencia térmica en macroceldas constituí 

das por un elemento combijistiblü nuclear inmerso en un moderador 

en el caso e n q u e  éste es construido en varias capas. El modelo 

también es de -interés en ciertas situaciones de la bioingenie- 

ría III.

Consideremos el sistema tormomecánico que se muestra en 

la Figura 1 yjfionde el fenómend térmico de transferencia de 

caior es gobernado por las siguientes ecuaciones:

Subdominio I

k,V2T = -S ( 0<  R,) (1)

donde S constituye el calor generado por unidad de volumen y
í

tiempo.



Subdominio II

Subdominio III

k 2 V 2T = 0 (Ri^ R í  R2) (2 )

)

3̂ V 1 - U (R ^ R 2) (3)

T | L (x ,y ) = 0] = T 0 (4)

donde L(x,y)=jO es la relación funcional que define el p e r í ­

metro 1 del domjnio en cuestión.

En la segción siguiente §e presenta una solución analí­

tica aproximada del problema para el caso en que Rj/ap,

R 2 / 3 p  << 1 .

La solución puede ser extendida fácilmente si hay varias 

"capas" que rodean al núcleo . 1

Solución Analítica Aproximada

Sea el sistema mostrado el Figura 1. En el caso en 

que Ri<<ap, es razonable introducir la aproximación:

T ( R , * ) T i  ( 5 )

R=Ri

donde es una constante que (perá determinada posteriormente. 

En rigor se tj^ene que T(Ri,<j>)cf g(<j>), pero ha sido demostrado 

en la Referencia 2 que en el cpso en que el sistema termomecá- 

nico está constituido por dos .jnateriales, la aproximación (5) 

conduce a muyi buena precisión|fjen la determinación del campo 

térmico.

Por consiguiente, la solivión del sistema diferencial (1) 

y (5) está dajia por la expresión:

T l f -  T i  ♦ ( R j  -!■ .;»*) ( 6 )

y el flujo calórico, para R =; f.l, es:



qi - -*i aidT = (7)

R= Rt

¡¿ i
En los subdominios II y III el problema térmico es defi­

nido por las ecuaciones (2) y (3), las condiciones de borde 
y • m

simplificadas (5) y la aproximación:

' T(R|*j = T 2 (8)
R=R 2

donde T 2 es un parámetro constante a ser evaluado luego.

Ha sido demostrado en la Referencia 5 que la transforma­

ción aproximada de.los subdominios II y III en el plazo z en 

anillos circulares■en el plano £ (ver Figura 2) puede ser lo­

grada fácilmente si:

Ri/ap ; R 2 /ap <<í (9) ;

Dominios poligonales regulares son transformados en un 
:f: i; 

círculo unitario ep el plano 5 mediante la-relación funcio­

nal

z = aP-;^s jfo al+js : a 1 =l (10)

donde s es el ordep del polígono y los parámetrosAs y a ^+j¡

están tabulados en la literatura ¡V/.
, , i  i

Tomando |£|<<:1, uno tiene:

z - aD .As .£¡ (11)

¡i
y, por consiguiente:

z| !.j= Rj = ap .As .r, (12a)

1>  R, = an .Ao.i

JP-

|z| R 2 = ap .A s .r 2 (12b)

Suponiendo un!contacto térmico! perfecto entre los sub­

dominios I,II,y II-Í se tiene que el'; flujo térmico total está
*“í . I

dado por:



q = S ir Rj (13)

(14)

(15)

(16)

(17)

De las expresiones (15) y (17) se elimina T 2 resultando 

en definitiva:

T . - T . * 1 , 1  <F,," r 7 * í , ' n ? , ) °8)

Substituyendo (18) en (6) resulta, para el subdorninio I:

- f r * -  íl9)

Integrando la expresión (14) entre r t y r resulta, para 

el subdomiíiio IX:

q Jr p  = q in = - 2iik2 (T-Tl) (2 0 )

de la cual se llega fárilmente a:

En el plano £ se tiene:

. _ dT 
q = - lc2 .2ir.r. a?

y, por consiguiente:

q /2 |Z = - 2tí k 2 (T2 - Tj)
Ti

Por otra parté, en el subdorninio III resulta:

, , dT 
q = - k 3 . 2ir.r. ^

y se obtiene así: 

d
r " 3

1 dr
q ; SI = - 2ir k, (T, - T 2)

r2



k.
i

En forma similar, integrándola la expresión (16) entre 

r y 1, se obt Lene:

q ln I  = - 2 tt k 3 fT0- T) (22)

1
y efectuando las necesarias substituciones resulta:

T - Tp = 1 _Kj_ A l  (23)

S R¡ ^ ki r

^ 7

Es importante aclarar que en el caso de la expresión 

(23) no resulta posible utilizar la simplificación (11).

Resultados Numéricos

En el caso de una configuración cuadrada, tal como se 

muestra en la Figura 1, la función transformación aproximada 

es. /6/ :

z = (1.080?- 0.1104£5+ 0.04 70£ 9 - 0Í 027SS 13 + 0.0189£17-

0 . 0 1 4 1 £ 2 *+  0 ^ 0 1 1 1 £ 2 5 - ' 0 . 0 0 9 3 £ 2 9 + 0 . 0 0 7 9 £ 3 3 - 0 . 0 0 6 9 e a , f

0 . 0 0 6 4 £ * 1- 0 . 0 0 5 9 ? ** 5 + O . O O S S C 1’9 - 0 .005SfJ 5 3+ O.OOSSf;57 -
i

0 . 0 0 5 7 ^ 6 1 + 0 . 0 0 6 6 ¡ ; 6 S - 0 . 0 0 6 5 C 6 9 + 0 . 0 0 4 0 ? 7 3 - 0 . 0 0 1 0 C 7 7 ) a p

(24)
La Tábla 1 contiene valores de la variable (T-T0)/(SR*/k,) 

en función de U/a¡,. para 6 =0 , n/4 para el caso en que kj /k8 = I;

k,Aa- I ; r2/r," £ y ^  m 2 • 2
S ' 4  R 2 l



Los resultados analíticos son comparados con valores 

obtenidos mediante el método de elementos finitos (ver F i ­

gura 3) .

El acuerdo es excelente desde el punto de vista de las 

aplicaciones prácticas y aún en el caso en que ap/R2 es rela­

tivamente pequeño (ap/R2 = 2 en el caso en consideración) .

La concordancia es también muy buena en el caso de los 

resultados que se muestran en la Tabla 2.

Se concluye que nuevamente el método de transformación 

conforme, en una formulación aproximada, lia permitido la s o ­

lución de un problema relativamente complejo de una manera 

muy simple y precisa.



0 = 0 0 = ir/4

R/ap Expr.Anal.• E1 e m . F i ii . R/ap Expr.Anal. Elera . Fin.

0 0 46454 0 4657 0 0 .46454 0 4657

0 03,6360 ' 0 46247 i 0 4 6 34 0 036359 0.46247 0 4634
i
0 072730 0 45628 ! 0 4571 0 0 7 2 7 3 3 ■0.456 28 0 4571

i 0
10910 0 44594 0 4467 0 10909 0.44 594 0 4 4 67

! o 14550 0 43146 0 4 322 0 14 5 5 2 0.43146 0 4 321

0 18180 0 41290 0 4 1. 3 6 0 1818 7 0.41290 0 4135

0 2 1820 0 39015 0 3908 0 21821 0.39015 0 3 9 08

0 2 54 50 0 36334 0 3640 0 2 54 56 0.36334 0 3639

0 29090 0 33232 0 3 32 9 0 29090 0.33232 0 3329

0 327 30 0 2 9 7 i 6 0 2976 0 3 2 7 2 5 0.29716 0 2977

0 36360 9 25797 0 2582 0 363 59 9.25797 0 2584

0 40000 0 21454 0 214 1 0 39994 0.21454 0 2148

0 43330 0 20654 0 2060 0 4 3 3 31 0 .20654 0 2069

0 46670 0 19 9 i 2 0 198 3 0 4 6 6 6 9 0.19912 0 1995

0 50000 0 19 2 2 3 0 1912 0 50007 0.19223 0 1927

0 53570 0 17 3 7 4 0 17 38 0 5 6 5 2 6 ,0.1 6 3 7 7 0 1.629

0 57140 0 15 7 í 5 0 1573 0 63060 0.13747 0 1367

0 60710 0 14 14 5 0 141.5 0 6 9 5 9 3 0.11425 0 1136

0 64290 0 12 6 4 6 0 1. 2 6 5. 0 7 61 2 7 0 . 09 3687 0 09305

0 67860 0 11 2 i 7 0 112 1 0 8 2 6 4 7 0.075551 0 07493

0 714 30 0 098431 0 09837 0 89180 0.059563 0 05893

0 75000 0 085í7 0 0 08509 0 95 7.14 0.0456 32 0 .04498

0 78570 0 072308 0 07222 1 0225 0.033671 0 03297

0 82140 0 059778 0 05 968 1 0877 0.023653 0 02288

0 85710 0 04 751.7 0 04 74 3 1 1530 0.015515 0 014 6 3

0 89290 0 0 3 54 3 2 0 03536 1 2 183 0.00924 74 0 .00822

0 92860 0 023537 0 02349 1 2835 0.0046811 0 .00366

0 96430 0 01174 3 0 01172 1. 3489 0.0014187 0 00091

1 0
.

0 1 414 2 0 0

T A B L A  N° 1 - Val o r e s  de (T - T „ ) / ( S R , / k , )

Ai - I . ly . I • I . aj>_ 2,
Mc3 2 * k2 5 ’ l<¡ 4 ’ R2 ’



p = o e = ir/4

E x  p r .  A n a  1.1 E l e m . F i n .. R/ap

O

0 . 0 4 0 0 0 0  

0 . 0 8 0 0 0 0  

0 . 1 2 0 0 0  

0. 1 6 0 0 0  

0 . 2 0 0 0 0  

0 . 2 3 3 3 0  

0. 2 6 6 7 0  

0. 3 0 0 0 0  

0. 3 3 5 0 0  

O .37000 

0. 4 0 5 0 0  

0. 4 4 0 0 0  

O .47500 

O .51000 

0. 5 4 5 0 0  

0. 5 8 0 0 0  

0. 6 1 5 0 0  

0. 6 5 0 0 0  

0. 6 8 5 0 0

O  .72000 

0. 7 5 5 0 0  

O .79000 

O .82500 

0. 8 6 0 0 0  

0. 8 9 5 0 0  

0. 9 3 0 0 0  

O .96500 

1.0000

T A B L A  N°

p x p  r .A n a  1 .

1 .0820

1. 0 7 2 0

1.04 2 0

0 . 9 9 2 0 4

O .92204

0. 8 3 2 0 4

0 . 6 7 8 0 3

0 . 5 4 4 2 3

0 . 4 2 6 5 8

0. 3 8 9 8 8

0 . 3 5 6 6 0

0 .32627

0. 2 9 8 3 7  .

0 .27252

0 . 2 4 8 4 0

0. 2 2 5 7 6

0. 2 0 4 3 9

0 . 1 8 4 1 0

0 . 1 6 4 7 6 .

0. 1 4 6 2 2

0. 1 2 8 3 8

0 . 1 1 1 1 3

O .094377

0 . 0 7 8 0 4 1

0 . 0 6 2 0 4 1

O .046305

O . 0307  63

0. 0 1 5 3 5 1

O

E 1em .pin.

1. 0 8 1 6

1 .0 7 0 }

1.0398

0. 9 8 9 5

0 . 9 1 9 }.

O . 8 2 7 ¿|

; O . 67 5 ],

i 0.54 2 1 

¡ 0.4249 

| 0.3882

i 0.3551 

0 . 3 2 4 ^

O .2972

O . 2 7 1 

0.2474 

0.2 2 4 9  

0 . 2 0 3 ()

O . 1 8 3 ¿f 

0 . 1641 

0 . 1 4 5§ 

0. 1 2 7 9  

0.1107 

0 .0 9 3 9 ?

a.077fl

O . 06177 

O .04 6 i p  

0. 0 3 0 6 2  

0. 0 1 5 2 8

O

R / a p

O

O .039994 

0 . 0 8 0 0 0 2  

O  ..'12000

i 0 . 1 5 9 9 5  

! 0 . 1 9 9 9 7  

| 0 . 2 3 3 3 5  

j 0 . 2 6 6 7 2

i 0 . 2 9 9 9 5  

! 0 . 35567  

j 0 . 4 1 1 3 9

i 0 . 4 6 7 1 1  

¡ 0 . 5 2 2 8 3

i 0. 5 7 8 5 5  

I' 0 .6 34 27

i 0 . 6 8 9 9 9  

j 0.74571 

0 . 8 0 1 4 3

0 .85715 

0. 9 1 2 8 7  

0.96859

1 . 02 4 2 

1.0799

¡ 1..13 56 

1. 1 9 1 3  

1.2471 

1.3028 

1.3585 

1.41 42

1 .0820

1.0 7 2 0

1.04 2 0 ¡ 

0 . 9 9 2 0 4  ¡ 

O .92204 

O .83204
!

0 . 6 7 8 0 3  ! 

0 . 5 4 4 2 3  | 

0 . 4 2 6 5 8  

0 . 3 7 0 6 3  

O .32244 

0 . 2 8 0 5 7  

0 . 2 4 3 6 8  

0 . 2 1 0 8 6  

0 . 1 8 1 4 5  ■ 

0 . 1 5 4 9 9  | 

0 . 1 3 1 1 4  I 

0 . 1 0 9 6 6  

0 . 0 9 0 3 7 1  

0 . 0 7 3 1 3 4  

0 . 0 5 7 8 6 0  

O .044 515

0 . 0 3 2 9 9 &

O  . O 2 3 3 2 § 

0.01  5491 . 

0. 0 0 9  39 70 

0 . 0 0 4 8 0 5 1  

O . 0 0 1 3 6 4 6

O

1 .0816 

1 . 0 7 0 3  '

1. 0 3 9 8  

0 . 9 8 9 5  

0. 9 1 9 2  

O .8276 

0 . 6 7 5 0  

0 . 5 4 2 2  j

0 . 4 2 5 3  !
i

0 . 3 6 9 0  | 

0 . 3 2 1 0  1 

0 . 2 7 9 3  ' 

0 . 2 4 2 6  

0 . 2 0 9 9  

0 . 1 8 0 5  

O . í 5 41 

0 . 1 3 0 3  

O .1088 

0 . 0 8 9 5 5

0 . 0 7 2 3 0  ;
i

0 : 0 5 6 9 8  ! 

0 . 0 4 3 5 9  ‘ 

0 . 0 3 1 9 9  i 

0 . 0 2 2 2 0  

O .014 2 .0 

O .00799 

0 . 0 0 3 5 5

0 . 0 0 0 8 9  ;

2 - V a l o r e s  d e  ( T - T  ) / ( S  R * / k . )
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