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ARGENTINA
Resumen.

Se obtiene uqa solucidn aproximdﬁa dél proclema estacionario
de conduccidn de ca]or en una barra de seccidn polizonal resular (I)
en el caso do generagidn de calnr aon pn subdominio (II) de seccion
circular, A su vez egta re¢idn estd ;ndnada por un cilindro circulor
(III) de caracteristicas térmicas queidifieren de las de (1) y (1I).

La solucién #nalftica brinda: va]oros que ¢stAn on excelente
concordancia con rest lfddDS obtenidns m@di‘nte el métodn de elemen-
tos finitos.
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Introduccién

En un tralajo reciente /1/ se realiz6 una.revisibn de

_algunas metodologias analiticas. aproximadas desarrolladas

por los autoresiy colaboradores para la resolucibn de la
ecuacién de conduccibn de calonnaﬁlicables a geometrias
complejas que se presentan com@mmente en algunos disposi-
tivosiy componehtés de reactoreg nucleares.

Tales metgdologias analiticas estdn basadas en técnicas
de transformaci6én conforme.

En el presente trabaJo, ewnen516n de /2/, se determina
el campo térmigo estacionario en una barra prismitica com-
puesta, con geseracibn de caloﬁzuniforme en el nicleo cilin
drico central estando éste rodaado por varias capas concén-
tricas de matetlales de d1versas conduct1v1dades Las predic

‘ciones analithas son comparadae con valores obtenidos median

te el método de elementos f1n1tps existiendo muy buen acuerdo
entre ambas mefodologias. ‘ ' ‘

Este problema presenta 1nterés en tecnologfa nuclear, en
particular paxnp transferencia cermlca en macroceldas constitui
das por un elemento combust1b1¢ nuclear inmerso en un moderador
en el caso en Que éste es consaruido en varias capas. El modelo
también es de gnteres en.ciertas situaciones de la bioingenie-
ria /3/. , ’ ‘

Considerémos el sistema termomecfinico que se muestra en
la Figura 1 yﬂﬁonde el fenbmend térmico de transferencia de
calor es gobefnado por las siguientes ecunaciopes: ,

Subdominio I

-

k,V2T = =S (0<RgR) : (1)

donde S const;tuye el calor generado por unidad de volumen y

tiempo.
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Subdominio IT-

k,V2T = 0 " (RigRg Rz) (2)

Subdominio ITI
R )
kyV3T = 0 (R>Rz} -~ (3)
T[L(x,y) = 0] = T, : (4)

donde L(x,y)=;0 es la relaci6én funcional que define el peri-

metro' del dominio en cuestién,

En la segcidn siguiente §¢ presenta una solucién ana11-
tica aproximada del problema para el caso en que R, /ap,
Ra/ap <<1.. 4

La solucibn puede ser exténdida facilmente si hay varias

"capas" que nodean al nficleo.’

Solucién Anailtica Aproximada

Sea e1 s;stema mostrado el Flgura 1. En el caso en
5P
que R1<<ap, €s razonable - introducir 1la aprox1mac16n

T(R,¢) T1 _ (5)
R=R,
donde T, es una constante que(seré determinada posteriormente.
En rigor se qeene que T(R,,¢)hr g(¢), pero ha sido demostrado
en la Referencia 2 que en el caso en que el sistema termomecd-
nico esta constltuido por dos materlales la aproximacién (S)
conduce a_mux,buena precisibnen la determinacién del campo

térmico.
Por conﬁggu1ente, la solqplén del sistema diferencial (1)

y (S) esti dada por la expres16n
Tk T, + EET (R} -1R?) | (6)

i

y el flujo callérico, para R =R,, es:
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. daT S.R
@ s ok gy =T (7
. R:Rl

. K

En los subdoﬁinios IT y III el problema térmico es defi-
nido por las ecuaciones (2) vy (3), las condiciones de borde
simplificadas (5) } la aprox1mac16n

T(Ra¢] = T, (8)
R=R2

donde T, es un parimetro constante a ser evaluado luego.

Ha sido demoﬁ{rado en la Réfe;éncia 5 que la transforma-
cibn aproximada déilos subdominios 1T y III en el plazo z en
anillos c1rcu1ares en el plano E(ve% Figura 2) puede ser lo-
grada féc1lmente 51

g T
Ri/ap i Ry/ap <<i (9
Dominios polrgonaleg regulares son transformadoscn un

i
circulo unitario ep el plano ¢ medlante la-relaciébn funcio-

nal -
’ ; 1 j, .
= 3 +15 . =
z = angs j=0 a1+js F ) H a1-1 (10)
donde s es el orden del poligono y los pardmetrosAs y A14is
estan tabulados en “la literatura /4/
Tomando |£|<<1, uno tiene:
!i = ap-As.E (11)
y, por consiguienﬁ%:
Y
|z|§{ Ry = ap.Ag.1, ~ (12a)
|z| & R, = ap.As.T, (12b)

Suponiendo unfcontacto térmlco'perfecto entre los sub-
dominios I,II,y ILi se tiene que e1 flujo térm1co total esté

dado por:
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q = S @ Rf (13)

En el plano £ se tiene:

q= - k,.2m.r. 5t _ (14)

q [Z%I = - 2n X, (T, - T,) . (15)
Por otra parté, en el subdominio III resulta:

dT ’
q= - k,. 2nr.r. aF . . (16)

y se obtiene asi:

1 | -
q 98-k, (T- T (17)
T2

De Iaslexpresidnes (15) y'(17) se elimina T, rgsultando

en definitiva:

fn L2 (18)

. a . 2 S
Tohl gy Bl bped)] on
S R} : ? | '
ki
Integrando la expresibén (14) entre r, y r resulta, para

el subdominio II:

~|a

= qdn I = - 20k, (1-T)) ‘ (20)
1

T
. LY

de la cual se lléga facilmente a:
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T Tol Lok g4l ln, Kigy Re) Ll R 21
A s®, *k "R) TK "R, 21
1

H .
En forma similar, integrando ,a la expresién (16) entre

ry l, se obticne:

alnl- -2nk (1,-1 (22)

. . ! .
y efectuando las necesarias substituciones resulta:

T oTe . 1k g, 1 (23)
3 R: Z k, T
—FT

Es importante aclarar que en el caso de la expresién
(23) .no resulta posible utilizar 1a simplificacidn (11).

Resultados Numéricos

En el caso de una configuracién cuadrada, tal como se
muestra en la Figura 1, la funci6n transformacién aproximada
es. /6/: ‘

4

2 = (1.0806- 0.1104£5%+ 0.0470£%- 0.0275£'%+ 0.0189¢'7-
0.014152‘+‘o§0111525-10.009352?+ 0.0079£%%- 0.0069£%7+
0:0064E1- 0.00595%5+ 0.00556%%- 0.005565%+ 0.0055£57-

! - ,
0.0057561+ 0.0066£8%- 0.006556%+ 0.0040£77- 0.0010577)ap
(24)
La Tabla 1 contiene valores dé'la variable (T-To)/(éR:/kl)
en funcibn de R/apApara 0 =0, n/4 hhra el caso en que ky /ks = %;
, a :
k,/k,= 15 R /R;= g y 2o _ .
5 Rz
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Los resultados analiticos son comparados con valores
obtenidos mediante el método de¢ elementos finitos (ver Fi-
gura 3). . o

E1l acuerdo es cxcelente desde el punto de vista de las
aplicaciones pricticas y aGn en el caso en que ap/R2 ¢s rela-
tivamente pequeiio (up/R2 = 2 en ¢l caso ¢n considcracién).

La concordancia es también muy buena en cl caso de los
resultados que se muestran cn- la Tabla 2.

Se concluye que nuevamente el método de transformacién
conforme, en una formulacién nproximadg, ha permitido la so-
lucién de un problema relativamente complejo de una manera

muy simple'y precisa.
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8 =0 o = m/4

~ R/ap "Expr.Anal.: Elem.Fiu. ‘l WITA/Aap Expr.Anal. Elem.Fin.
0 0.46454 . 0.4657 -[ 0 0.46454 0.4657

10.036360 |* 0.46247 §0.4634 i! 0.036359 0.46247 0.4634 |
0.072730 | 0.45628 , 0.4571 I 0.072733 .0.45628 0.4571 |

|0.10910 0.44594° 0.4467 ©0.10909  0.44594 0.4467

' 0.14550 0.43146  0.4322 ©0.14552  0.43146 0.4321
0.18180 0.41290  0.413%6 L0.18187 i 0.41290 0.4135
0.21820 0.39015  0.3908 ii 0.21821 | 0.39015 0.3908 |
0.25450 0.36334  0.3640 11 0.25456 L 0.36334 0.3639
0.29090 0.33232 . 0.3329 1 0.29090 | 0.33232 0.3329
0.32730 0.29716 | 0.2976 0.32725 1 0.29716 0.2977
0.36360 9.25797 | 0.2582 !i 0.36359 | 9.25797 0.2584
0.40000 0.21454 | 0.2141 | 0.39094 | 0.21454 0.2148
0.43330 0.20654 | 0.2060 } 0.43331  0.20654 0.2069
0.46670 | 0.19912 |0.1983 ' 0.46669  0.19912 0.1995 |
0.50000 0.19223 | 0.1912 0.50007  0.19223 | 0.1927
0.53570 0.17374 | 0.1738 0.56526 0.16377 0.1629
0.57140 0.15745 | 0.1573 0.63060  0.13747 0.1367
0.60710 0.L4145 | 0.1415 ' 0.69593% i 0.11425 0.1136
0.64290 0.12646 | 0.1265 | 0.76127 ' 0.093667 | ©0.09305
0.67860 0.11217 | o0.1121 | 0.82647 , 0.075551 | 0.07493
0.71430 0.098431 | 0.09837 | 0.89180  0.059563 | 0.05893
0.75000 0.085170 | 0.08500  ~ © 0.95714  0.045632 | 0.04498
0:78570 0.072308 | 0.07222 | 1.0225 0.033671 | 0.03297
0.82140 0.059778 | 0.05968 f 1.0877 0.023653 | 0.02288 |
0.85710 0.047517 | 0.04743 i 1.1530 0.015515 | 0.01463
0.89290 0.033§32 0.03536 | 1.2183  0.0092474 0.00822
0.92860 0.023537 | 0.02349 1.2835 0.0046811] 0.00366
0.96430 0.011743 | 0.01172 1.3489 | 0.0014187 0.00091 |
1 b0 0 1.6142 0 0

L b o ]
TABLA N® 1 - Valores de (T-Tg)/(S.Rj/k))
kig L Eu%; B‘2=“§T P gy
2 Ry~ & R2

Ky 23
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p= 0 6 = un/4
. R/ap ! Expr.Anal.lElem . Fin. | Rfay, . ExPr.Anal.E Elem.Fin.
0 1.0820 1.081§ 0 1.0820 | 1.0816
0.040000 | 1.0720 |1.0703 | 0.039994] 1.0720 ! 1.0703
0.080000 | 1.0420 1.0398 ’ 0.080002| 1.0420 | 1.0398
0.12000 0.99204 |0.9895 | 0-12000 | 0.99204 | 0.9895
0.16000 0.92204 |0.9191 ; 0.15995 | 0.92204 | 0.9192
0.20000 0.83204 |0.8274 | 0.19997 | 0.83204 1 0.8276
0.23330 0.67803 ;0;675} E 0.23335 | 0.67803 | 0.6750
0.26670 0.54423 io.s&zl | 0.26672 | 0.54423 ' 0.5422
0.30000 0.42658 | 0.4249 | 0.29995 | 0.42658 0.4253
0.33500 0.38988 10.3882 ! 0.35567 | 0.37063 0.3690 |
0.37000 | 0.35660 0.3551 | 0.41139 | 0.32244 0.3210 |
0.40500 0.32627 |0.3249 i 0.46711 | 0.28057 0.2793
0.44000 0.29837 .10.2972 | 0.52283 | 0.24368 0.2426
0.47500 0.27252 [0.2714 © 0.57855 | 0.21086 0.2099
0:51000 0.24840 | 0.2474 " 0.63427 | 0.18145 . 0.1805
0.54500 0.22576 | 0.2249 | 0.68999 | 0.15499 - 0.1541
0.58000 0.20439 |0.203§ 0.74571 | 0.13114 0.1303
0.61500 0.18410 |0.1834 0.80143 | 0.10966 0.1088
0.65000 0.16476. |0.1641 0.85715 | 0.090371 | 0.08955
| 0.68500 0.14622 |0.145§ 0.91287 | 0.073134 | 0.07230 |
0.72000 0.12838 [0.1279 0.96859 | 0.057860 | 0:05698 !
0.75500 0.11113 | 0.1107 1.0242 0.044515 | 0.04359
0.79000 0.094377 | 0.09398 1.0799 0.032998% | 0.03199
'0.82500 0.078041 | 0.0777} [ 1.1356° | 0.023328 | 0.02220
0.86000 | 0.062041 |0.06177 | 1.1913 | 0.01549% | 0.01420
0.89500 0.046305 | 0.04610 1.2471 0.0093970| 0.00799
0.93000 0.030763 | 0.03062 1.3028 0.0048051| 0.00355
0.96500 0.015351 {0.01528 I 1.3585 0.0013646| 0.00089
1.0000 0 0 J 1.4142 | 0 0 o
- TABLA N° 2 - Valores de (T-T R2/k )
LT -3 Ze 10y
kKso 3 P k2 S Ry 2T OR 3
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