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INTRODUCCION

Habitualmente, se presenta la necesidad de ajustar un conjunto de pares de 
valores experimentales (x¿, y¿) mediante una cierta relación funcional en la que figuran 
las constantes que se desea determinar.

El caso más conocido es el de una relación lineal entre X e Y  llamada recta 
de regresión o recta de cuadrados mínimos. En casos más complejos, cuando la relación 
que liga las variables experimentales no es lineal, se intenta llevarla  a una form a'lineál 
mediante una transformación de variables adecuada , determinando asf nuevas constantes 
y, a partir de éstas, las originales.

Aún en los casos más sencillos de cuadrados mínimos suelen presentarse 
varias dificultades. La prim era de ellas, que es la más ampliamente tratada en la lite ra - r 
tura, es que no todos los pares de valores (x¿, y^) están afectados de errores  s im ilares, 
por lo tanto se hace necesario otorgar un ” peso" estadístico a cada medición. Cuando se 
trata de experiencias que pueden repetirse, el procedimiento es relativamente sencillo: 
se estima la varianza de este conjunto de mediciones en la forma habitual y se otorga a 
cada punto un peso inversamente proporcional a ésta.

Una segunda dificultad consiste en que en muchas experiencias las medidas 
de los pares (x j, y^) sólo se pueden efectuar una vez para cada caso porque se trata de 
ensayos destructivos o de experiencias muy d ifíc iles de repetir en igualdad de todas las 
condiciones. P o r  lo tanto, no se puede estimar la varianza de estas mediciones en forma 
estadística y para otorgarles un peso resulta necesario e leg ir  un criterio  que permita 
evaluarlo» En muchos casos este criter io  queda librado a la experiencia del observador, 
su conocimiento del sistema en estudio, del instrumental y su "buen sentido". C riterios 
todos fuertemente subjetivos.

En este trabajo se detalla un posible c riter io  de evaluación de pesos, razona­
ble en el sentido de que reduce la subjetividad de la estimación, aunque no se lo puede 
dem ostrar con r igor.

Se detalla su aplicación al caso de cálculo de rectas de regresión, cuando se 
cometen errores  significativos en las dos variables, y se dan varios casos de aplicación a 
problemas de utilidad en estudios de difusión en metales, con sus correspondientes progna 
mas en FORTRAN IV.

En todos ellos se hace uso de dos subrutinas fácilmente adaptables a cualquier 
tipo de cálculo de regresión de funciones reducibles a lineales: CUAMI,. subrutina que 
calcula los coeficientes de una recta de regresión y las varianzas de los parámetros y 
CURVA, subrutina que perm ite gra ficar mediante una impresora de línea la función ajusta 
da por CUAMI y los datos experimentales.
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La subrutina CUAMI, que calcula los parámetros de la recta de regresión, 
tiene en cuenta los errores  en ambas variables experimentales. Resuelve el problema 
iterando sobre una ecuación'lineal’ . Emplea el método propuesto por J.H . W illiam son (l), 
mucho más simple que la resolución de una ecuación "cúbica" propuesta por D. York  (2), 
y más rápidamente convergente. Tiene además la ventaja sobre este último de que no es 
necesario efectuar una estimación inicial de la pendiente pues el va lor de los parámetros 
que se obtiene en esta prim era aproximación (donde se supone la pendiente nula) correspon 
de al caso en que los errores  en la variab le independiente son despreciables. La subrutina 
itera hasta que dos valores consecutivos de la pendiente difieren en menos de la tolerancia 
que se fije , que en el presente caso es del 1%. El número de iteraciones que efectúe la sub 
rutina es un fndice de cuán importantes son los errores  en la variable X frente a los erro  
res en la variab le Y  .
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I . REGRESION LINEA L

1.1 Observaciones de pesos diferentes

En los casos en que cada observación está afectada de un e rro r  diferente hay 
que otorgarles un peso.. El problema de cuadrados mínimos se lim ita a m inim izar la expre­
sión (3):

U % - í ) / ¿  d - i )

f í  - 
donde 0¿ es un estimador de la varianza de la medida i-ésim a. La (1.1) puede reescn
b irse como:

-  \2

donde

H i d c v f  =  y )  ( i . 2)

u)i =  C 2/ s ;.2  (1 . 3)

y (T es una constante de proporcionalidad. Los c0¿ son los llamados "pesos estadísti­
cos”  de las observaciones. Los valores relativos de los u)¿ quedan determinados por 
los va lores relativos de los di pero sus valores absolutos dependen de la constante de 
proporcionalidad y pueden ser ajustados variando (T • De las^definiciones anteriores se 
puede v e r  que (T es la desviación standard de una medición de peso unitario.

El va lor estimado de y  por cuadrados mínimos está dado por:

H k ( r ? p o  y

donde y es conocida como la ” media pesada de y¿)n .

La varianza de la media pesada es:

U)¿ \£ rr.‘L

I. 2 Cálculo de la curva de regresión experimental

En la práctica el número de observaciones disponibles (x^, y )̂ es usualmente 
pequeño. Un método para estim ar la curva de regresión es aplicar e l c riter io  de cuadrados
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mínimos para determ inar la m ejor aproximación

( I - 6)

Con el criter io  de cuadrados mfnimos los valores de las constantes b ; se
0

de la curva de regresión  rea l Y  (x) (3, 4).

Con el c riter io  de cuadrados r 
determinan de manera de m in im izar la expresión

En el caso de que las mediciones tengan peso distinto, el criterio  de cuadra­
dos mfnimos es m inim izar la expresión

con

UJ -  C'// C72

I. 3 Cambio de variables

Es frecuente que la relación que se desea ajustar no sea lineal. En estos 
casos se hace un cambio de variab les adecuado de manera de llevar la relación a una fun­
ción lineal y luego aplicar cuadrados mínimos*,

P o r  ejemplo: una relación usada comúnmente es la que emplea logaritmos.
Sea:

y - A < H s - z c  (L 9 )

donde Y , H y Z son determinadas experimentalmente y las constantes A , B y C son las 
que se quiere determ inar. Tomando logaritm os en la (1.9) resulta

(1.10)

y ; = E S j X j  <L11)

donde

Xo =  1 ;  X i  =  H  • X 2
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B o  =  ic q  A \ .P*4 >’;■ * I b ,  := C* (L1 2 )

Las ecuaciones normales toman la forma usual:

* ./ 
pero los pesos (jj¿ deben ser los pesos de las variables transformadas lí¿ .

Si <¿> (y , z , -----) es una función arbitraria de las variables independientes
y, z, . . ,t entonces vale

^  =  B f - Í  T O r  Jf +  l1# - !  « r  z  +  . .  . ( I  - 14)

Aplicando la (1 .14) a la (1 .13), para calcular los pesos de las variables trans­
formadas, resulta

A  ~>y> ; ; ■' / i-.
, f , \

(1.15)

Donde Yí- son los valores verdaderos en la relación funcional dada y deben 
ser reemplazados en la práctica por los valores iredidos ,

"S * a ' 1 6 )

P o r  ejemplo, para la transformación logarítm ica resulta:

ti¿ =* U)¿ )/i (1.17)

En la práctica los va lores Vl son desconocidos y se deben usar los valores 
observados . A s í resulta para la transformación logarítm ica:

IV;' = U)¿ (1.18)

Se ve que incluso en el caso en que las variables observadas tengan igual peso, 
sus transformadas logarítm icas tienen pesos distintos

I- 4 Las dos variables están sujetas a e rro r

Si las variables X e Y están relacionadas mediante la función

F ( x ,  y . 3 < )  =  o  <i-19)\ . f
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donde las £>ic son constantes a determ inar, resulta (3) que la condición de cuadrados 
mfnimos es:

/ ~.\2
20)

donde

' j í  son âs mediciones experimentales correspondientes a la i-és im a experiencia. El 
peso 0 oJi se estima a partir de los pesos de las variables experimentales e UL.
mediante la expresión:

i ± - ( 3 £ $ (1.23)

I. 5 Estimación de los pesos de las variab les experimentales cuando no se pueden
repetir las experiencias en igualdad de condiciones

Tal como se ha señalado, éste es el caso de ensayos destructivos, en los cua 
les cada medición de un sistema está afectada de erro res  que no se pueden estim ar en fo r ­
ma estadística.

En estos casos, la experiencia personal del investigador, su conocimiento del 
sistema en estudio, del instrumental empleado y, fundamentalmente, su juicio personal 
determinan los criter ios  de estimación de pesos.

Para elim inar, dentro de lo posible, la subjetividad de estas apreciaciones 
se ha introducido una hipótesis que se considera razonable aunque no rigurosa desde el 
punto de vista matemático.

En los casos en que s f se puede calcular la varianza de una medición, el 
e rro r  absoluto o desviación standard del conjunto de mediciones es igual a la ra fz  cuadra­
da de ella . P o r  analogía, si de alguna manera áe puede estim ar un e rro r  absoluto en la 
medición experimental (e r ro r  de apreciación del instrumental, propagación de e rrores , 
por ejemplo) se adopta como c rite r io  que el cuadrado de éste es una estimación razonable 
de la varianza de la medición y, por lo tanto, su inversa es el "p eso '’’ .

Como no es correcto hablar de varianzas en estos casos, es p referib le
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enunciar este criter io  diciendo que: se toma como peso del va lo r  experimental la inversa 
del cuadrado del e rro r  absoluto . El método es riguroso en los casos de tener muestras 
suficientemente grandes como para calcular estimadores de la varianza.

Se dará un ejemplo de aplicación de lo expuesto hasta aquí utilizando la res£ 
lución de la ecuación de Fick para la difusión unidireccional en volumen en un par de difu­
sión de geometría sem i-infinita (v e r  II. 1). La solución correspondiente de la ecuación de 
difusión es:

2

donde es la concentración del elemento difundido al tiempo t y a la distancia j

de la interfase inicial; c0 es la concentración total de dicho elemento y D el coeficiente 
de difusión que se quiere determ inar. Los pares de valores (c^, x.) y t se determinan 
experimentalmente (II. 1). D se calcula a partir de la pendiente de la recta, obtenida por 
cuadrados mínimos,

V. =  A  +  B
donde ^

U _ !*, C.(x,.t\ • A = —
de - v •" ' )

’2 .. "R _ _ __ i___X ;  =  X¿ • h  =

Las fuentes de e rro r  son las siguientes:

4 D t

(1.25)

-  en la medición de t, totalmente despreciable, salvo que se trate de recocidos muy 
b reves :

-  en la medición del espesor, la apreciación del m icróm etro que se emplee, A x  .
-  en la determinación de la concentración -puesto que ésta es proporcional a la actividad 

específica del radiotrazador usado- los e rrores  provenientes de la medición de la acti­
vidad del trazador (s i N es el número de cuentas acumulado, su e rro r  es VÑj y de la 
pesada del m aterial, A  P«

Dado que la actividad específica es;

C¿ ■=- N / p  (1-26)

su e rro r  absoluto en función de los anteriores es,propagando errores ,
)

=  M -  +  J l A e  (i.27 )
p p z

Los pesos serán, de acuerdo al c riter io  formulado.:
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"71— \2 ^y. ^ 7~ \- (1-28)
X¿ ( & X L) ~

y los pesos de las variables transformadas:

-2.
« ;L .  -  U)c. ■ C < j ‘ =  7 - = - ,  (1.29)

J ,  C<- ‘  -f.

y el va lor de para aplicar la (1.20) se calcula haciendo uso de la (1.23) resultando:

-  , J L r . J v _ 1  ( Z X i f  d-30)
^ c , Ct  U)*¿

I
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II. APLICACIONES A PROBLEMAS DE DIFUSION

A continuación se darán como ejemplos de aplicación de lo desarrollado en 
la sección anterior, una serie  de problemas de cálculo de coeficientes de difusión. Las 
condiciones de contorno varían según los casos y los métodos experimentales empleados 
son algunos de los descritos en (5).

II. 1 Cálculo de coeficientes de difusión en volumen

La ecuación que se debe reso lver es:

j )  y '  C
V) *

2 ? ' -  D  y '  ( ii.  i )

con la condición inicial

C,(x,o) ~ Co (x) (I I2 )

donde £  es la "delta'* de Dirac.

Y  la condición de contorno:

=  0 Cfi Y  -  0 ■ C- = 0 (II. 3)

Desde el punto de vista experimental el problema está representado por una 
capa delgada del isótopo radioactivo del elemento a difundir depositado sobre una probe­
ta de espesor muy grande comparado con la profundidad de penetración que se va a obte 
ner (geom etría sem i-in fin ita ).

La solución es de la forma

o / x . t )  =  — fro ex O Í -  - * i ~ \  (II. 4)

I I . 1.1 M§í?_d o _de J? e c^ojmn^eiü.o_ d ir_e ct£

Este método experimental consiste en seccionar capas muy delgadas de 
la probeta (e l espesor de la capa dependerá de la técnica usada: algunas decenas de m i- 
crones si se emplea un tomo; algunos m icrones si se usa un micrótomo) y medir la con­
centración relativa del elemento difundido mediante algún análisis de trazas. General­
mente se usan radioisótopos y la actividad específica de cada capa resulta proporcional 
a la concentración del trazador.
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El análisis de e rrores , correspondiente a este caso, está descrito en 1.5. El 
programa de computadora que lo resuelve es DIREC ( ).

I I . 1. 2 Métod£_d£_Gruzin

Este método d ifiere  del anterior en el hecho de que el p erfil de concentración 
se obtiene midiendo la actividad residual de la probeta después de cada seccionamiento. La  
solución correspondiente de la ecuación (II. 1), es (5)

u.1 -  ¿ f -  =  k ~ ¡ M =  e x p i -  ( I I - 5)

donde ax* es el coeficiente de absorción de la radiación emitida por el trazador ;e I su 
actividad.

Esta solución presenta dos extremos de interés:

a) La irradiación se absorbe fuertemente en la probeta

U. Z  »  -2 1 --------- -*'< r  -  t f e  -  <¿- 6)

En este caso el programa de cálculo es sim ilar al de Seccionamiento D irecto, sólo cam­
bia la forma de determinación de la (se determina por diferencia de pesos de la pro­
beta) .

b) La radiación se absorbe débilmente en la probeta

U ( - % í - ) =  (n .7 )

Integrando esta expresión resulta:

~  t il-ei(ihé] (II-8)
Donde I0 es la actividad in icial. Este extremo está resuelto en el programa /KESIVIDA") 
T i^ r r u A L

La recta ajustada por cuadrados mínimos es:

-  A +  x ¿
donde *

y . =  Ccr-Jj J e  | L [ 4  - 4 (X ' ) ] J
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> > J | I

que, por definición, debe ser 0.

Si la ordenada al origen calculada por CUAMI d ifiere  de 0 en más de 1%, el 
programa itera los cálculos cambiando el va lor inicial de la actividad.

7® (neíw) = Q 'X o  fc.ffkncr) * .i— M f ( A ) }

Puede ocu rrir que por evaporación durante el recocido de difusión, p .e j. , 
la actividad inicial de la probeta no sea la correcta.

El programa imprime los va lores corregidos de actividad cuando ejecuta 
más de 1 iteración. Asim ism o imprime el número de iteraciones efectuadas por CUAMI.

En un caso intermedio, cuando ambos términos del prim er miembro en 
(II. 5) son del mismo orden, hay que reso lver dos problemas: a) conocer el coeficiente 

J.L que no siem pre se encuentra en tablais; b) se debe calcular la pendiente de la curva 
experimental X  -  j -  ( x )  ya sea en forma gráfica o ajustando la curva experimental 
numéricamente y calculando la derivada de la misma manera. El paso siguiente es apli­
car lo desarrollado en la sección I a la función lineal--

7 ; -  ,4 r  2>x,

con el cambio de variables:

I I . 2 Cálculo de coeficientes de difusión en lím ite de grano

En el caso de muestras metálicas policristalinas la contribución a la difu­
sión de un elemento depositado en la superficie de una probeta, por lím ite de grano puede 
ser comparable o superior a la contribución debida a difusión en volumen.

En el presente trabajo se aplican los métodos debidos a F isher (6) y Suzuoka 
(7) para calcular el coeficiente de difusión en lím ite de grano, siendo necesario para ello 
conocer el correspondiente coeficiente de difusión en volumen.
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II. 2.1 Método de Fisher

La solución de la ecuación de Fick, si se suponen superpuestos un proceso 
de difusión en volumen y uno en borde de grano, es:

* ■ (* > * )  =  4 ( n f r í / 2 c .  e * P [ -  <n - 10>

donde

C (x , t )  es la concentración media del trazador a una distancia X de la superficie 

C? representa la contribución por difusión en borde de grano 

Cj representa la contribución por difusión en volumen

Co es la concentración inicial en la superficie de la probeta y se supone que 
se mantiene constante durante todo el proceso de difusión.

XV vj son respectivamente los coeficientes de difusión en volumen y en lím ite de 
grano

£  es el ancho del lím ite de grano que se supone es constante a través de toda 
la probeta y pequeño comparado con las medidas macroscópicas de la m is­
ma

I

A partir de una dada penetración la contribución por lím ite de grano se hace 
preponderante y se ve  que es

■$/) O f'J

Del gráfico ^ y > c (x , í )  vsX  que para valores de X  grandes es lineal, 
se deduce el va lo r de D j S  . Conociendo el va lo r de se puede hallar el va lor de 

7V «

I I . 2.2 Método _d e j? u zuok a_

Si se aplifca el método de Suzuoka, en la forma simplificada sugerida por él 
mismo (8 ), se halla que JÍc^ C (V ,£ ) varía linealmente con

La pendiente de esta recta está dada por:

O.T73 ^ iu ( A - l )  = 6 , 5 (I L11>
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donde

¿ ■ - § " 3  <n - 12>

En esta relación se supuso que el lím ite de grano tiene un ancho £  =5x10"® cm. 
Los coeficientes calculados por este método pueden ser dos o tres veces superiores
a los calculados por el método de F isher (5).

Los dos métodos se aplican en el programa L IM IT  ( ).

II. 3 Cálculo de la energía de activación y del factor de frecuencia de un proceso
de difusión

Siendo la difusión de un metal en otro un proceso térmicamente activado, los 
va lores de los coeficientes de difusión están relacionados con la temperatura mediante la 
ley:

= IX, e*P ( -  Q/k t  ) i11-13»
conocida como ley de Arrhenius; en ella Q es la energía de activación del proceso de difu­
sión y Do es el factor de frecuencia que depende de: la estructura cristalina del metal, 
del mecanismo por el cual ocurre el p-rocesode difusión, del parámetro de red y de la fr e ­
cuencia de vibración del átomo en la red.

Si en la ecuación (H.i3) se toman logaritmos resulta:

Mn  2) =  4  2)0 -  Q / f t T  (11.14)

y efectuando el cambio de variables

^ = 4? D y. = 1/r (11.15)

queda una expresión lineal a la cual se le  puede aplicar el método de cuadrados mínimos 
explicado en la sección I.

El e rro r  en la temperatura se halla experimentalmente y el e rro r  en D se 
obtiene mediante alguno de los program as, aplicación de lo señalado en II. 1 y II. 2.

En el caso de que se trate de dos mecanismos superpuestos, cada uno con una 
energía de activación y factor de frecuencia distintos, predominante uno a altas, y el otro a 
bajas temperaturas, el coeficiente de difusión estará relacionado con la energía por una ley 
de la forma:
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D  -  Dcú (-
i k .
'"£T ) -|- & 09 - - j5 y ) (11.16)

Dqi y Q-̂  corresponden al mecanismo de altas temperaturas y Dq2 y Q2 de bajas. 
Para hallar los va lores de D qj y se divide la curva a estudiar en dos regiones, 
correspondientes a los dos mecanismos; se hallan los parámetros correspondientes al 
mecanismo de bajas temperaturas, se extrapolan los valores que tomarfan los coeficien­
tes de difusión de este mecanismo a altas temperaturas, se restan de los valores experi­
mentales y con estos valores corregidos se hallan los parámetros correspondientes al 
mecanismo de altas temperaturas.

El programa correspondiente es ENERG ( ).
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III. DESCRIPCION DE LAS SUBRUTINAS

III. 1 Subrutina CUAMI

Sean (  ̂ )/¿ ) los pares de puntos experimentales y

ver =■ l¿; . lfor(y¿) =  VI (III. 1)

las varianzas de las mediciones. Estos datos obedecen una ley lineal

A t B x ; (III. 2)

Como se ha visto en la sección I, el criterio de cuadrados mínimos se reduce 
a m inim izar la expresión

Es éste un sistema de (n + 2) ecuaciones con (n + 2) incógnitas: A  ̂B y los n 
va lores de .

De ( I I I .4. a) y ( I I I .4 .b) se tiene

H  ti;  ( a + B Y j - Y i ) ^ 0  (III. 5)
L

y de ( I I I .4. a) y ( I I I .4. c) se obtiene

(III. 3)

Lo que es equivalente a reso lver el siguiente sistema

(III. 4. a)

-  o (III. 4. b)

(III. 4. c)

donde es el peso de cada punto (ve r  I. 23).

«■"i

(AXc i- 2>X? -  V i )  -  L  t W ;  -  h f l  =  0 (III. 6)
l i

Los parámetros A y B se obtienen resolviendo las ecuaciones (III. 5) y
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(III. 6) simultáneamente. De la (III. 5) se deduce

A - 'i-bX ( I I I .7)

con
y  =  Z t J c X L  . v  -
A  ) ' X X -

lo que significa que la m ejor recta atraviesa el centro de gravedad del sistema de puntos 
experimentales.

Reemplazando A en (III. 6), York (2), obtiene una ecuación cübica en B, 
mientras que W illiamson (1) formula una expresión lineal, siendo respectivamente una

va lores consecutivos de la pendiente difieren en menos de una tolerancia otorgada p re ­
viamente. El va lor inicial de B (que se puede estimar gráficamente o calcular aplicando 
lo desarrollado en la Sección I, cuando en la recta de regresión  solo es apreciable el 
e rro r  en los ) es necesario en el caso de reso lver la ecuación cúbica (método de York) 
no asf en e l de la ecuación lineal, pues si se supone B = 0 para la prim era iteración, 
el va lor de la pendiente que se obtiene es el que corresponde al caso en que se ignoran 
los errores  en la variable X  •

vergencia. En el caso de York, como ya se dijo, es necesario introducir un va lor inicial 
de B y si éste d ifiere  mucho del correcto, la convergencia puede ser lenta o imposible.

P o r  otra parte, el número de iteraciones que rea lice  el programa en el 
método de W illiam son es un fndice de cuánto influyen los e rrores  en la variable X >

Las varianzas de los parámetros de la recta de regresión están dadas 
según Deming (9) por:

seudo-cúbica y una seudo-lineal dada la aparición de B en el denominador de <-y'¿ . 
Entonces

B E y ! ( in .8 )

donde

El método es iterativo repitiéndose los cálculos necesarios hasta que dos

Otra ventaja del método de W illiam ’son sobre el de York es su rápida con­

comparados con los de la variable y  , para la tolerancia asignada al va lo r de la 
pendiente.

(III. 9)
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La desviación standard, o e rro r  standard de los mismos están dados por:

< T (b ) =  [ v a r  ( - B ) ! '7'  ■ C ( a )  = W ^ l
' ¡ t

(III. 10)

El programa principal pasa a la subrutina CUAMI los va lores de Xi.N,',

III. 2 Subrutina CURVA

La subrutina perm ite gra ficar una función teórica dada =• / ( 'O  y los 
puntos experimentales ), provenientes de las mediciones. El usuario suministra
la función ^  teórica queaesea gra ficar en forma de subprograma de función. En los 
casos aquf citados la función es una recta y = A +: B x donde los coeficientes A y B 
son calculados en la subrutina CUAMI.
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