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RESUMEN

Se estudia el problema de la sintesis de sistemas lineales caracterizados
por su operador de scattering. Se considera resuelto este problema si se obtie-
ne una dilatacién adecuada del operador a partir de la que se efectiia la sintesis
siguiendo el procedimiento de Saeks (35) yLevan (19). En este trabajo se sis-
tematizan y generalizan resultados conocidos, obteniendo un método dnico de
sintesis para distintas categorias de operadores.

SUMMARY

Synthesis of general linear networks using causal and J-isometric. dilations

The probiem of the synthesis of linear systems caracterized by their
scattering operator is studied. This problem is considered solved once an
adequate dilation for the operator is obtained, from which the synthesis is
performed following the method of Saeks (35) and Levan (19). Known results
appear sistematized and generalized in this paper, obtaining an unique method
of synthesis for different categories of operators.



INTRODUCCION

Para sistemas lineales caracterizados por su operador de scattering el
problema dela sintesis se plantea de la siguiente manera: dado un espacio de
Hilbert H y un operador T lineal y acotado definido en H, construir un siste-
ma lineal cuyo operador sea T.

El problema, asi planteado, ha sido resuelto por Saeks [35] en el caso
en que " T < 1 (sistemas pasivos), y por Levan (19) en el caso en que valgan
si nulaneamente las dos desigualdades T*T -1 >0y TT* - 1 > 0 (sistemas
doblemente activos), v también en el caso mas general en que valga meramen-
te T > 1 (sistemas simplemente activos). Los métodos de sintesis utilizados
en los respectivos casos son distintos. En este trabajo se sistematizan y se
generalizan los resultados recién consignados, elaborando un método inico
de sintesis, valilo cuando el operador prefijado pertenece a una cualquiera
de las tres categorias.

Siguiendo a Saeks y a Levan consideramos el problema resuelto si logra-
mos obtener, en cada caso, una ‘‘dilatacién’’ adecuada del operador T. Esta
““dilatacién’’ es una matriz de operadores cuyo elemento correspondiente al
vértice superior de la izquierda es precisamente el operador T. (cf. Definicidon
3). Una vez construida la dilatacidn, la sintesis se efectia imitando, mutatis
mutandis, los procedimientes de Saeks v l.evan; los cuales consisten, esencial-
mente, en conectar en cascada la dilatacién construida con resistencias unita-

rias (idea original de Belevitch [3], bien conocida en la teoria clasica de cir-
cuitos (cf. (28), (2)).

YOTACION, DEFINICIONES Y CONCEPTOS SUNDAMENTALES

~ Con H designaremos el espacio de Hilbert al que pertenecen las excita-
ciones y las respuestas del sistema considerado, que se simbolizaran con las
letras x, y, ... . El sistema mismo se considerara caracterizado por un opera-
dor T lineal y acotado, definido en el espacio H. El producto intemo (para el
que usaremos la notacién <.,.>) tiene la interpretacién fisica de energia. Es-
to pemite clasificar energéticamente los operadores de acuerdo a como se com-

porte el sistema respecto del mundo exterior; es decir, absorbiendo, entregando
o conservando la energia (cf. [35, 36)).

DEFINICION 1

T es pasivo si

Ixi2 - §Tx? » 0 ¥xeH



Esta desigualdad es equivalente a cualquiera de las siguientes (cf. 19,
Prop. 1)).

Mgl 1T*gl, I-T*T20 vy 1 -TT*>0

DEFINICION 2
T es operador sin pérdidas si
Ixi? - 1Txy® = 0 ¥ x¢H
Esto significa que T es una isometria, o sea,

™T -1=0

DEFINICION 3
T es simplemente activo si

2 ! i -
xif - HTx? < 0 ¥ xeH

DEFINICION 4

T es doblemente activo si se verifican simultaneamente las dos desigual-
dades

Ixi? - ITxj2 <0,

) . 9
PxlC = 1T*xi< 0

o sea, en forma equivalente,

™TF -1 -0 v TT*-1-0
Esta definicién fue introducida por Levan [19].

].lamaremos al operador T doblemente activo en sentido débil, si las dos
[

desigualdades que preceden se verifican conel signo ‘3"’ en vez del signo

£l\)7!'

Para cada unode los operadores que acabamos de definir construiremos
una ‘‘dilatacién’’ conveniente. Damos a continuacién una definicion precisa
de este concepto.



DEFINICION 5

Supongamos que H es subespacio de otro espacio de Hilbert K, y que A
y B son operadores lineales y acotados definidos en H y K respectivamente.
Llamaremos P al provector de K sobre H. B es una dilatacién del operador A
si

AP - PBP

Una definicién equivalente es valida como consecuencia del hecho de que
K puede ser considerado como la suma directa de H y del complemento ortogo-
nal H! de H en K; si, de acuerdo con esto, cada elemento z perteneciente a
K se identifica conel par (x,y) donde x = Pz, y = (I - P) z, puede escribirse

o [2 ]

S -
TR
cf. el trabajo [13) de Halmos, que muestra la utilidad de esta interprepation
matricial de la dilatacién. En estetrabajo aparece por primera vez el concepto

de “‘unitary dilation’’.

Una nocidén que desempeiia papel principal en nuestro enfoque del problema de
la sintesis es la de funcién caracteristica de un operador no autoadjunto. Esta
nocién, introducida por Livsic (21, 22], ha demostrado ser ama poderosa para
el estudio de los operadores no autoadjuntos, y ha sido generalizada en distin-
tas direcciones [23, 5]. Otra definicién de funcién caracteristica, que ha mos-
trado ser especialmente adecuada para el estudio de los operadores contracti-
vos, ha sido introducida por Nagy y Foias {26, 23]. De la definicién de Nagy-
Foias se han hecho recientemente interesantes aplicaciones al problema de la
sintesis[14], (151, (161, (101, [19]1, (201, [29], [30].Una definicién mas general
de funcidn caracteristica, que comprende a las anteriores es la de Kuzel (18).
Reza como sigue.

DEFINICION 6

Sellama funcién caracteristica del operador lineal y acotado T la funcién
operatorial

N

o1 W) =TJ] - "‘QT**% (I = AT*)"! Q! (D

donde: 3‘1 ’[‘6) p(T); (designando con p(T) el conjunto resolvente del opera-
or T);



Qp = I-T*T (2)
Qs = I-TT* (3)

J es el operador hermitiano parcialmente isométrico que interviene en la repre-
sentacién polar del operador Q:

QT = J lQTI (4)
donde: |Q| es el operador positivo tal que su cuadrado es igual a QzT (12).

El operador J esta relacionado con el proyector P sobre el subespacio

Rg Q1 por la férmula

j2 - P (5)

Una caracteristica del presente trabajo es la utilizacién de la funcién ca-
racteristica de Kuzel. La generalidad de esta definicion (valida para un opera-
dor lineal y acotado arbitrario), nos ha permitido sistematizar v generalizar los
resultados conocidos sobre sintesis de los distintos tipos de operadores defi-
dos en Notacién, definiciones y conceptos fundamentales.

Antes de describir estos resultados recordaremos otra nocion que desempe-
na papel esencial en nuestras consideraciones: la de espacio de Hilbert con
nétrica indefinida. (17). Fstos espacios, que tienen aplicacion en variados
capitulos de la fisica clasica v la fisica cuantica (24}, fueron usados por prime-
ra vez, para atacar problemas de sintesis, por Levan (19).

DEFINICION 7

Una métrica indefinida se da en el espacio de Hilbert H si, ademas del
producto escalar <, >, se define otro, que indicamos con el simbolo (,), que
tiene las siguientes propiedades:

(x,v) = ly,%);

(,) eslineal con respecto al primer argumento;

(x, x) puede tener cual quier signo;

(x,y) es una funcién continua de las dos variables x e y en la
topologia definida por la métrica del espacio.

En todos los espacios que utilizaremos en este trabajo el producto interno
(,) estard definido por una involucién (es decir, por un operador J tal que

J* =1 yJ? -1, de la siguiente manera:
gu

(x,y) =<Jx,y> = <x, Jy> (6)



Estos espacios son los llamados ‘‘espacios de Krein”’ (4)

A partir de este nuevo producto interno se puede establecer una clasifica-
cién de los operadores analoga a la que figura en Yotacién, definiciones y concep-

tos fundamentales; enunciamos a continuacién sélo las definiciones que usare-
mos mas adelante.

DEFINICION 8

T es J-pasivo (o J-contractivo) si

J - T*JT >0

DEFINICION 9
T es J-activo si
J -T*JT <0 ;

v J-doblemente activo (o J-biexpansivo) si se verifican las desigualdades

J-T*JT <0 ,
J -TJT* <0

DEFINICION 10
T es J-sin perdidas si

TIT =]

es decir, el operador T es una J-isometria. Diremos que T es J-unitario si

T*JT = TIT* =]

Indicaremos conRg T el conjunto fy ¢ H/y = Tx}, con N(T) el nicleo del
operador T,y con o{T) su espectro.
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LOS OPERADORES DOBLEMENTE ACTIVOS

Comenzaremos estableciendo la forma que adquiere la funcién caracteris-
tica de Kuzel en el caso de ser el operador T doblemente activo.

TEOREMA 1
Hipétesis
T es doblemente activo.
Tesis ; , |
6T()\) e T-A{TT*=D7 Q2T (T*T-D? (6)
Demostracion

. 2 ., .
El operador Qr es autoadjunto, de manera que Q7 también lo es, y ademas
es positivo. Existe entonces un dnico operador autoadjunto y positivo B tal
que
2 2
B = Q S
es decir,

(ST

B = (Q9)7 = |Qql
Vamos a ver que es valida la formula
B - TT-L
Este operador tiene las siguientes propiedades:

a) B es positivo. En efecto,

<(T*T-Dx, x> =

<T*Tx, x> - <x,Xx> =

< Bx, x>

it

<Tx, Tx> - <x,x>>0

ya que T es activo;

b) B? = (T*T - D?= Q2

De esto se concluye inmediatamente que

QL = TT - 1 (7
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Consideremos ahora Q *; si ponemos
B, = TT* - L
no soélo resulta Bl2 = QZT. sino también que B; es positivo; en efecto

<Byx,x>=<(TT*-Dx, x> =
=<T*x, T*x> - <x, x>>0,

ya que T es doblemente activo.
Asi,

‘QT#‘ = TT* - l (8)

Con lo que precede hemos demostrado que los médulos de los operadores
Qr ¥ Qp+ que aparecen en la funcién caracteristica (1), estan dados por las
formulas (7) y (8). Demostraremos ahora que el operador J que aparece en la
formula (1), tiene en el presente caso el valor

J = -1
. 1 .. .
Como |Q 1| es autoadjunto, |Q ;|7 también lo es; en consecuencia

11QrlE x|

[]

<Qgf x,1QplF x> =
<IQT§x,x> =

AT*T-Dx, x> =

I Tx)? - 1x |2 (9)

It

De 1a (9) se concluye que
x eN(jQr| %)
si y sélo si
I T = el
Pero como T es doblemente activo, resulta
N(IQg %) = (0]

En consecuencia, como

Rg 10 F = N:(IQ %) (10)



1.

obtenemos
Re 0% = H (11)
Por otra parte, si
(T*T - Dx = 0 (12)
debe ser necesaramente

(T*T - D7 5 = 0 (13)

En efecto, admitamos, por reduccidn al absurde, que es valida la férmu-

.._.
o

(T*T = V% x = a # 0 (14)
. ) , s _
De aqui se concluye que 2 « Rg'Q 17 por lo tanto, en virtud de (10),

(T*T - D a = 0.

1
Apliquemos ahora el operador (T*T - D7 a ambos miembros de (14).

Obtendremos
(T*T = Dx = (T*T =7 a » 0
lo cual contradice la{12) y prueba la (13).

Ademas, de la formula

il
<

(T*T - D? x
se concluye
(T*T ~ Dx =0
Hemos demostrado que
NGQg ) = NGO )

De esta férmula, ia (10) v la (11}, concluimos

RglQy!? =« RgiQ. - RgQp ~ A (15)

Traigamos ahora a colacién la férmula de representacion polar (4). El pro-
yector P (5) se reduce a la identidad; por lo tanto (5) se escribe
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J2 2P = |
De (4) y (7) se concluye
Qpr=J(T*T - D
y por lo tanto, en virtud de (2)

J = -1 (16)

Las férmulas (7), (8), (16) y (1) demuestran el teorema.

\é6tese que en la demostracion de las férmulas (7) y (16) ha intervenido
solo la hipdtesis de ser el operador T simplemente activo (y no necesariamen-

te doblemente activo). Es atil, para futura referencia, registrar este hecho ba-
jo forma de lema, segin hacemos a continuacién.

LEMA !

Si T es operador simplemente activo, la representacién polar del opera-
dor Q1 {4) esta dada por la fémula

Qp = -1(T*T-D

En la dilataciéndel operador —~T definida por la férmula a continuacidn
consignada, aparecen los operadores que figuran en el segundo miembro de la
férmula (6).

[

-T ~(TT* - D
5 - , 17
(T*T - D2 T*

El sistema caracterizado por la dilatacién S puede esquematizarse de
la manera siguiente:

x
PUERTON. 1 Y2
X1 S Fig. 1
PUERTO N? 2 y2
——
X . . Y1
donde es el vector excitacién y es el vector respuesta,
x
2 Y



siende valida la formula

[Y ﬂ; g {X 1

lm‘" 1"2

De esta férmula concluimos
yy =-Tx, ~(TT* -D7 x, (18)
y, =(T*T - D% x, + T*x, (19)

Vamos a conectar en cascada el sistema S con el sistema extremadamen-
te simple caracterizade por el operador Al; el esquena representativo de esta
conexién en cascada es el siguiente:

X
31
< ..
% S Fig. 2
NI
valiendo la formula
De (19) y (20) obtenemos
I
Y, = (T*T = D% x;+ T*Ay,
o sea 1
ya2 = (I = AT®! (T*T - D% x; (21)

donde X1 ¢ p(T*).
Analogamente, de (20) y (18), obtenemos
y; =-Tx; - A(TT* - 1y Y,
o sea, teniendo en cuenta (21)
y, = (=T =MTT* =D% (1 - AT (T*T - D%1x,  (22)

ILlegamos, pues, a la conclusién interesante de que los vectores x;, y;
que constituyen respectivamente la excitacién y la salida que aparecen en
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el primer puerto del sistema esquematizado en la Figura 2 estan ligados por
la formula (22), donde el operador entre corchetes es precisamente la funcién

caracteristica (6).

En otros téminos: hemos fabricado, procediendo ‘‘a la Belevitch’” una
““extensién’’ del operador doblemente activo T, que, conectada en cascada
con cierto sistema simple, nos hace aparecer en el primer puerto la funcion
caracteristica (6).

\Vamos ahora a estudiar desde el punto de vista energético las propieda-
des de la dilatacién S que acabamos de construir. Para ello nos valdremos de
de la teoria de los espacios de Krein (Definicion 7).

TEOREHNA 2

Sea la matriz de operadores

(1 0]

L

donde con | se designa la identidad en H,y come 0 el operador nulo en H.

Tesis

El operador S definido por la férmula (17) es K-unitario (Definicién 9).

Demostracion

Tenemos
o ST —(TT* - D4 LI 0 ~T* (T*T - %
SKS* = L y 1 -
(T*T - D% T+ J 0 1| |«TT* - 1" T
[T ATT*-pH ~T* (T*T - D*
= ! . . =
% T AT - 1 T
“TT* « TT* - | TT*T - D%~ (TT*-D% T
© | (T*T - D% T* - T* (TT* - 1% T*T + 1+ T*T

) (23
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Esta claro que
(I-TTYT = TU- T*T)
de manera que si p(s) es un polinomio tenemos
p(l-TT*)T = Tpll - T*T)
y para cualquier funcién continua f(s) vale la féormula [17]
fO-TTHT = TfU-T*T)
en particular vale para f(s) = \’r—ls- , de manera que
TIQ¢|% = 1Qp. AT (24)
de donde resulta

0% T = THiQ L, P (25)

De (24), (25) y (26), obtenemos

1
SKS* - [ |- & (26)
L0 1]

Analogamente sellega a la formula

ST*T + T*T - 1 THTT*= DA+ (T*T - D% T*
S*KS = - K
S(TT* = D% T + T(T*T - )% “TT* + 1+ TT*

(27)

Las férmulas (26) y (27), en conjuncién con el hecho de que K es una
involucién, demuestran el teorema.

TEOREMA 3 [19]

Todo operador doblemente activo puede sintetizarse a partir de su dila-
tacion K-unitaria dada por la férmula (17), conectando esta dilatacién en cas-
cada con una resistencia unitaria.
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Demostracion

Pongamos A = 0 en el esquema de la Figura L. Ello significa, eléctrica-
mente, que el puerto 2 se ha cerrado en una resistencia unitaria. (Saeks [33]
utiliza esta misma idea en el casode operadores pasivos).

Poniendo A =0 en (6) se obtiene
-670) = T
es decir hemos sintetizado el operador T.

Observemos que nuestra demostracion difiere de la de Levan, donde no
aparece el concepto de funcién caracteristica. La idea esencial de nuestra
demostracién consiste precisamente en la utilizacién sistematica, para ia so-
lucién de problemas de sintesis, de la funcién caracteristica de Kuzel. Vere-
mos a continuacién que ella nos permite obtener, con un dnico método, los
resultados conocidos sobre sintesis operatorial, y otros nuevos.

En el teorema a continuacién consignado interviene también de manera
esencial la funcidn caracteristica de kuzel.

TEOREMA 4

La funcién caracteristica de un operador doblemente activo (6) es una fun-
cién cuyos valores son operadores doblemente activos en sentido débil (Defi-
nicién 4) si (Al < 1, y operadores pasivos si ‘A| » L.

Demostracidn

Comencemos por consignar cuatro desigualdades debidas a Kuzel [18]:

or (N T AT < ] si i< 1,
BN ] 8% (M) » ] Al o>,
el . (28)
5N J o+ (N <] sijAl <1,
ROV B VIR siiAl > 1L

Observemos que si T es doblemente activo, los operadores J y J que apa-
recen en las representaciones polares

QT =JOT



Qr* = ]Qr-l
Se reducen a -I. (Lema 1).

Este hecho, en conjuncién con las desigualdades de Kuzel, nos conduce
a las formulas siguientes:

eTm (/\) I,

(A 63 > 1, si A g 1
GT(A) GT(/\)g I,
6T (A) 81 (W) < 1, si Al > 1

Estas féimulas demuestran el teorema si se traen a colacién las defini-
ciones 1 y 4.

El teorema que precede mejora un teorema de Levan [19], Teorema I1%
La simplicidad de nuestra demostracién es otro ejemplo de la potencia de la
funcién caracteristica de Kuzel.

LOS OPERADORES PASIVOS

No esta de mas comprobar que el método utilizado en Operadores doblemen-
te activos permite también, mutatis mutandis, efectuar la sintesis de sistemas
pasivos.

Consideremos, pues, un operador pasivo T. En este caso la funcién carac-
teristica de Kuzel (férmula 1), se convierte en funcién caracteristica de Nagy-
Foias {18}, que es la siguiente:

&1 = T-AQ%, (I-a1o)! Q% (29)

RgQ 1
donde A1 ¢ p (T).

Traigamos a colacién la dilatacién unitaria S de una contraccién T* se-
gan la definicién de Halmos [13], [41]

[t . -o“ |
S=1 T (30)
CIEN.

() Levan no demuestra que, en el caso |A| <1, ¢l sistema es doblemente activo.
% £l operador T es por definicién una contraccién, si [|T] <
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Admitamos que esta matriz operatorial es la matriz § que aparece en el
esquema representativo de la conexién en cascada de la figura 2. Procedien-

do exactamente como lo hicimos en el parrafo siguiente al Lema [.comproba-
mos, en este caso, que en el primer puerto del mencionado esquema aparece
la funcién caracteristica (29). Utilizando este hecho puede demostrarse el

TEOREMA 5 [33)

Todo operador pasivo puede sintetizarse a partir de su dilatacién unita-
ria dada por la férmula (30), conectando esta dilatacion en cascada con una

resistencia unitaria.

Demostracion:

Es la misma que la del Teorema 3.

Si ponemos A = 0 en (29), es decir, si cerramos el puerto nimero dos en

una resistencia unitaria, obtenemos
or (0 =T
o sea, que hemos sintetizado el operador T.

La demostracién precedente difiere de la de Saeks, que no utiliza el

concepto de funcién caracteristica.

LOS OPERADORES SIMPLEMENTE ACTIVOS

La idea esencial del método de sintesis expuesto en lo que precede con-
siste en construir una dilatacién adecuada. Veremos que el método vale muta-
tis mutandis también para la categoria mas general de operadores simplemente
activos (Definicién 3). La diferencia consiste meramente en que en el presen-
te caso la dilatacién, que es la clave para la sintesis, es un operador K-sin
pérdidas (en el caso de operadores pasivos, la dilatacién es unitaria; en el de
operadores doblemente activos, K-unitaria). Veremos en efecto que vale el si-

guiente teorema.
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TEOREMA 6

Un operador simplemente activo puede sintetizarse por medio de una di-
latacién K-sin pérdidas (Definicidn 9) conectada con resistencias unitarias.
Demostracién

Existe un nimero k tal que
1 <||Tj <k < e

Definamos la dilatacién

T (k2] - TT* "
N = (3D
(k?1 - T*D% -T

Con el mismo método que nos condujo a mostrar la validez de las formu-
las (24) y (25) se prueba que son validas las igualdades siguientes:

Tk2] - T*T)% = (k21 - TT*% T,
(k21 - T*DAT* = T*(k2I1- TT®"

A base de estas férmulas, procediendo de manera completamente anélo-
ga a como lo hicimos para probar la férmula (26), se demuestra que el opera-
dor N es normal. El resultado a que se llega es el siguiente:

NN* = N*N = k21H2
donde

IH2 =

Ademas, N es operador simplemente activo. En efecto

<(Igz - N*N)z, z>

<(I2 - k2 1z, z> =
(1 -Kk)iz)|2 <0 ¥z

o sea,

Iyz - N*N < 0
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Definamos ahora la siguiente matriz de operadores:

N (NN = 1y
S = !
(N*N - Ig2) N* }
y consideremos la involucion

I 0

) -1
Por medio de calculos completamente analogos a los que figuran en la
demostracién del teorema 2 (y que por lo tanto omitimos), puede probarse que
vale la formula

S*KS = K

o sea, que S es operador K-sin pérdidas; con lo cual termina la demostracion
del teorema.

Los teoremas 3, 5 y 6 muestran, como habiamos anunciado, que la funcién
caracteristica de Kuzel nos permite resolver el problema de la siatesis con un
método dnico, aplicable a los operadores pasivos, doblemente activos y simple-
mente activos.

SISTEMAS CAUSALES

Nos ocuparemos ea lo que sigue de construir dilataciones ‘‘causales’’.
Esto exige como paso previo el definir lo que se entienda por ‘‘causalidad”’
y por ‘‘sistema causal’’ cuando se trata de sistemas definidos por operadores
en espacios de Hilbert abstractos. Es lo que hacemos a continuacién.

La definicién cldsica de causalidad es la siguiente [43]: un sistema se
llama causal si, dadas dos excitaciones arbitrarias iguales para los instantes
t <ty , las correspondientes respuestas son iguales parat < t, .

Esta definicidn es aplicable enel caso de sistemas caracterizados por o-
peradores, cuando los correspondientes espaciosde Hilbert son espacios fun-
cionales (v. gr. [? ,12); enefecto, la causalidad del sistema caracterizado
por el operador T significa en este caso que si

f (0 = £(0 t <t

o]
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entonces

(Tfl](t) = [sz] t < t’O (32)

Estas férmulas pueden escribirse equivalentemente en otra forma, més
adecuada para motivar la definicién de causalidad que daremos dentro de un
momento. Para ello introduzcamos los operadores E° definidos de la siguien-

te manera:

(Elo D0 (f(t) sit<ty
(o] t~_—ﬁ|

0 sit »to

Por medio de estos operadores las aserciones (32) pueden expresarse de

la manera siguiente:

si (E' f)) (1) = (E% £,) (0

entonces

(E' Tf) () = (E'© Tf) (1) (33)

Estas son las férmulas a las que queriamos llegar y que nos seran ftiles
dentro de muy poco.

Consideremos un sistema caracterizado por un operador definido en un
espacio de Hilbert general (es decir, no necesariamente funcional); en este
caso no resulta evidente lo que deba entenderse por sistema causal. Esto se
debe a que el concepto de causalidad estd intimamente ligado con el concep-
to de tiempo; y en un Hilbert abstracto el concepto de tiempo (o un concepto
equivalente) no figura para nada.

En el caso de ios espacios de Hilbert L2 y 12 el tiempo esta definido
en forma natural; pero no esta incluido dentro de los axiomas que caracten-
zan el espacio. Esto mueve a introducir un nuevo ente, el de “‘espacio de
Hilbert de resolucién’, que posee las propiedades usuales de un espacio de
Hilbert y en el que, ademéas, puede introducirse de manera natural un concep-

to de tiempo {9], [39], [33].

DEFINICION 11 [39]

Un espacio de Hilbert de resolucién es una terna (H,G,E), donde:

H es un espacio de Hilbert;
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G es un grupo abeliano ordenado munido de una topologia de Hausdorff local-
mente compacta;

E es una medida espectral definida sobre los conjuntos de Borel de G, cuyos
valores son proyectores definidos en H*)

La medida espectral E determina univocamente una resolucién de la iden-
tidad; es decir, una familia de proyectores {E'}(donde E* = E(- ~, t)) conti-
nuos por la derecha tal que

t t ; .
E1SE2 Slt1\<t2:

iim E*
t » -
limE"

{t » =

0 . &9

I

Utilizaremos las siguientes definiciones.

E{ = E([,j—aa) = I—Et’ y
Ht = RgE!,
He = Rg i

Se puede verificar [37], que H' y H; son complementos ortogonales y tam-
bién que valen las formulas

HY - H, _

Ht 0 S1t->

H - 0, .
Stt-»-—- %

Hy - H

La definicién de espacio de Hilbert de resolucién pemite introducir la
causalidad en el estudiode los operadores definidos en espacios de Hilbert
generales.

DEFINICION 12 [39]

Un operador lineal acotado T definido en un espacio de resolucién (H,E)
es causal si y sélo si, para todo par x,y perteneciente al espacio H, y todo
t perteneciente al grupo G tales que

E'x = Ety
se verifica que
E'Tx = E' Ty

(¥) En vez de (H,G,E) escribiremos mas brevemente (H,E); lo cual eslicito pues el
grupo G se mantiene fijo.

&% En sentido fuerte: "Efx" -0, t » - =, para cada x.
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Para el caso de que el dominio v el codominio del operador sean espacios
de resolucién distintos (que llamaremos (H,E} y (H; , E1)), definidos sobre un
mismo grupo G, conviene introducir una nueva definicién.

DEFINICION 13

El operador T es causal si y sbélo si, para todos los pares x,y pertene-
cientes al espacio H y todo t perteneciente al grupo G tales que

Evrx = Eyv,

se verifica que

EY Tx = EY Ty
donde con E; indicamos la resolucién de la identidad definida en el espacio H;.

Estas formulas constituyen una generalizacién, en el caso abstracto, de
las férmulas (33).

Definiciones equivalentes a las dos que acaban de consignarse son las
que figuran a continuacién.

DEFINICION 1¢

El operador T es causal si los subespacios Hy sorn subespacios invarian-
tes del operador T; o sea, si

T(Hy) ¢ Hy ¥t
Para el caso de que el dominio y el codominio del operador sean espacios
de resolucién distintos, vale la siguiente
DEFINICION 15
T es operador causal si

T(H, ) CH, ¥t
donde
Ht = Rg EI

I.a equivalencia de las definiciones 12 y 13 con las definiciones 14 y 15
ha sido demostrada por Porter [31], {32].
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Aclarando el concepto operatorial de causalidad y de sistema causal, nos
preguntamos ahora: ;seran causales las dilataciones en las paginas que ante-
ceden para sintetizar nuestros tres tipos de sistemas (pasivos, doblemente
activos o simplemente activos) ?. En conexién con este problema, el siguieate,

lema es importante [{0].

LEMA 2
Sean (H, E) y (H; , E ;) espaciosde Hilbert de resolucidn.

La matriz de operadores

S11 S12

w
1l

l
|

Sz21 Szz}

es causal con respecto al espacio de resolucién
(HeH, Ee B)®

siy sélo si los operadores S;,, S,; son causales en el espacio (H, E) y los
operadores S,, , S,, son causales en el espacio (H, , E,).

Esto nos dice que las dilataciones que antes hemos construido seran cau-
sales si cada uno de sus respectivos elementos lo son. Aqui aparece una difi-
cultad. En efecto, en las dilataciones que hemos construido aparece siempre
el adjunto del operador T (férmulas 17, 30, 31); el adjunto de un operador causal
sal puede no ser causal (351 Se plantea pues, en el caso de un espacio de
Hilbert donde la operacién de tomar adjunto no preserva la causalidad, el pro-
blema de establecer una solucién que sea causal. Este es el problema que re-
solveremos a continuacién®*¥

) :(E # E) (A) denota la proyeccion sobre el producto E(A) x E (A).

(+® : Cabe observar que en todo espacio donde el adjunto de un operador causal resul-
ta causal, la dificultad no aparece (de acuerdo con el Lema que precede). Tal es
el caso de los sistemas estudiados por Carlin {6] .

) : Para sistemas pasivos caracterizados por operadores, una solucién semejante
fue establecida por Saeks [40], utilizando sus espacios de resolucién.
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DILATACIONES CAUSALES

No hemos Jogrado demostrar que dado un operador simplemente activo
arbitrario puede siempre encontrarse una dilatacidén causal de ese sistema
(y tampoco sabemos si tal cosa es efectivamente posible). Pero si hemos
logrado dar una solucién parcial de este problema, determinando una familia
de operadores activos para todos cuyos miembros puede construirse siempre
una dilatacién causal. Esta es la familia de operadores que designaremos
con la letra C (Definicién 16).

A fin de estabiecer las propiedades de los operadores de la familia ¢
necesitamos algunos resultados que consignamos a continuacién en forma de
lemas. :

LEWA4 3
St N(Qye) £ {01
entonces
T (N(QT. ) = 10}
Demostracion

Supongamos, por reduccién al absurdo, que
™ (N(Q 1. )} = 10}

Sea y un elemento cualquiera de N(Q 1. )

Se concluye que
y = TT*y

Ademas, como y ¢ N(T*), resulia

lo que contradice la hipétesis.

LEMA 4

3i T es simplemente activo, entonces N(Qq.) = {0}
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Demostracion.
Admitamos, nuevamente por reduccién al absurdo, que
N(Qt») # {0}
de aqui concluimos que existeun y = 0 tal que
y € N(Q 1)
Del Lema 3 concluimos
T (N(QT+ ) » {0}
por lo tanto, existe un x # O tal que
xe T* (N(Qp.))

Concluimos pues que existe z # 0 perteneciente al conjunto N(Q 1)
tal que
x = T*z (34)

Pero

zeNQp.) = z = TT*z (35)
De (34) obtenemos las férmulas
Tx = TT*z (36)
<x,x> = <T*z, T*z> = <TT*z, z>
De esta formula, ea conjuncién con (33) y (36) obtenemos
<x,x> = < TT*z, TT*z> = <Tx, Tx>

En definitiva, de la hipétesis N(Q 1.) # 0 hemos concluido que vale la
férmula

ix)® = | Txj?

para x # 0; lo cual es absurdo, pues el operador T es por hipétesis simple-
mente activo; el Lema 4 queda, pues, demostrado.



LEMA S

Hipotesis

T es operador activo.

Testis
Existe una involucién J (# ~ D) tal que T es una J-contraccion.

Demostracion

Del Lema 4 concluimos

Rz QT* = NHQ..) = H (37)
Recordemos la representacién polar del operador Qs

Qre = 1 Q1!

De la formula (37) y de

concluimos que

J2 = 1
Como ademas J es autoadjunto [ 11 concluimos que ] es una involucion.

Sea 81 (A) la funcién caracteristica de Kuzel del operador T. Poniendo
A =0 en (28) y usando el Lema 1, obtenemos

T*J T < -I (38)
Llamemos ahora H, y H_ a los espacios propios correspondientes a los

dos puntos del espectro de J, +1 y -1, y llamemos P, , P_ alos proyectores
sobre cada uno de estos espacios, Pongamos por brevedad

P ox = x, ) P x=x_ ;
obtenemos

I =P -P_, - P 4+ P,
v

X,X> = <X, X, > + <X_,X_>
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Por consiguiente

<(j+l)x,x> - <Jx

JX> 4 <X, X> = 2<%, x> 3 0.

Concluimos que
J > -1
De esta férmula, en conjuncién con (38), obtenemos

T*jng

la cual muestra que T es una J-contraccién, con lo cual el Lema 5 queda
probado.

A continuacién damos un ejemplo simple de un operador activo enel cual
puede comprobarse a vista que es un operador J-contractivo. Sean T, y T,
dos operadores definidos en H, T, activo y T, isométrico.

p i bARY)

Definamos

. X
Si lamamos x = L;{, resulta

<x, 0 = <Tx, T = | x 12 « Ix 2= 1Ty x %= [ Tox,01% < O

es decir, que T es operador activo.

-1 0
J =
0 I
resulta
I, x]-1Tx, Tx} = ~<xp, xp+ <x3, x> + <T, %, Ty x>~

~-<T, x5 T, x> >0

es decir, que T es operador J-contractivo.

Estamos ahora en condiciones de consignar la definicidn de la familia



DEFINICION 16

C es la familia de operadores T, simplemente activos, para los que exis-
te un operador A, J-doblemente activo (definicién 9), que satisface para todo

x a la relacién.
[Ax,Ax) > [x,x} - [Tx, Txl (39)

El producto interno [,] que figura en esta formula es el definido por la
involucién ] cuya existencia afirma el Lema 5. Observemos que el segundo
miembro es no negativo en virtud del mismo lema.

Quizas no estd de mas expresar en términos de energia el sentido de la
definicién que precede: un operador simplemente activo pertenece a la familia

C si existe un sistema A, J-doblemente activo tal que para cada excitacién
x, la energia de la correspondiente respuesta es superior a la diferencia en-

tre la energia de x y la de la respuesta a x por el sistema T. Observemos
también que si consideramos los operadores pasivos con J = I, la condicién
(39) se cumple automaticamente.

El lema que figura a continuacién contiene una asercién importante acer-
ca de los operadores de la clase C. Su demostracién se basa en resultados
contenidos en una memoria de Smulian [42]. Comenzaremos por resefiar los re-
sultados de Smulian que luego utilizaremos.

DEFINICION 17 [29]

Un operador hermitiano H pertenece a la familia J-mayorante, o mas bre-
vemente a la familia J-m, si existe un nimero y tal que

H> pl

DEFINICION 18 [42)

Un operador H de la clase J-m se llama modular si existe un operador A,
maltiplo de un operador J-biexpansivo, tal que vale la formula

H= A* JA
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Hipdtesis
H; y H, son operadores J-m; H;<H;; U, es modular,
Tesis

H; es modular.

PROPOSICION 2 [42)

Si H es operador modular, el espectrodel operador JH es no negativo.

LEV4 6
Hipdtesis
TeC
Tesis
e (I-JT*JT) < [0,+ =]
Demostracion

De la desigualdad (39) obtenemos
A¥JA > J-THJT 3 0O

donde la Gltima desigualdad es consecuencia de ser el operador T J-contrac-
tivo (Lema 3). De esto se concluye (poniendo x = O en la definicién 17)
que los operadores

MJA y J-TJT {40)

pertenecen a la clase J-m. Pero el operador A es J-doblemente activo. Este
hecho, en conjuncién con el que acaba de demostrarse, muestra que A*JA
es un operador modular (definicién 18).

Aplicando la Proposicién 1 concluiimos que el operador J — T*J T tam-
bién es modular. Por altimo, trayendo a colacién la Proposicién 2, ¢n con-
juncién con la férmula (40), el lema queda demostrado.

Demostraremos ahora que todo operador T de la clase C admite una di-
latacién J-isométiica; y daremos reglas para construir esta dilatacion,

Antes de enunciar el respectivo teorema (Teorema 7) es conveniente e-
nunciar la definicién dada por Nagy [27].
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Dados dos operadores T y S definidos en los espacios H y ¥ respecti-
vamente, escribiremos

T =prS
si se cumplen las dos relaciones siguientes:

H es subespacio de H

<Tx,y> = <Sx,y> ¥ x,y e H
La segunda condicién es equivalente a esta otra’
Tx = PSx ¥xeH

donde con P indicamos el proyector sobre H.

DEFINICION 19 [27]
El operador S es una dilatacién de T si
T" = prS” , n = 1,2,3,... (40)

Ahora podemos enunciar nuestro teorema.

TEOREMA 7

Hipotesis

Te¢ C

Tesis
Existe un espacio X y un operador S definido en H tales cque

H es un subespacio de ¥ ;
™ = pr S® , n = 1,23 ...;

S es una J-isometria.

Demostracién

Definamos

o sea,



con hy eH vy

IR
hif” < =

oM 3

El producto intemo es este espacio esta definido por la férmula

(h,k) = S <h;,ki>
d

Definamos el operador G: K - X por la formula
Glhg,hy by vnenns ) = (Jhy,Jhy,Jhy,eeene.
Esta claro que el segundo miembro pertenece al espacio C, pues
S k2 = T b2 <=
0

1
0
El operador G tiene las siguientes propiedades:

et

0
G2 = [, donde 1 eslaidentidad en IC.

(Gh.K) = <Jhy Ki> = S <h;,Jk;> = (b, GR);
0

Estas dos propiedades permiten equipar el espacio H con una métrica

indefinida cuya involucién es G:
(h,kl = (Gh,k = I <Jh;, k>
0
Esta claro que el segundo miembro es convergente. En efecto,
by ki>l o< S bl kil <
0 o
> 2 1 20 2 L
T 7
B 1 0 1
N .n217 Nk:1212 o
[3 fhi |l “] [32 Tkif©1% <
Observemos que el operador
E=-1-JT*]JT,

es J-hermitiano; en efecto

JE=J1-T*JT,
E¥J=J-T*JT

El ser E J-hemmitiano, conjuntamente conel Lema 6, muestran que el
operador E cumple las condiciones de aplicabilidad de un teorema de



Ginzburg* [11} que reza: si A es operador J-hennitiano de espectro no ne-
gativo, existe un Gnico operador B, también J-hemitiano v de espectro no
negativo, tal que B? = A.

Este teorema, aplicado al caso del operador E. muestra que existe un
Gnico operador B con las propiedades enunciadas en el teorema de Ginz-
burg, tal que vale la féommula

B2 =1 -JT*JT (42)
Por lo tanto

JBZ = J-Tx]T
Como el operador B es J-hemmitiano, concluimos

JB2-(JB)B = B*]B;

de manera que

B*JB = J-T*JT

En particular, si hy ¢ 1, obtenemos

<B*JBhO y h0> <(J - T*JT)ho 1h0> =

<Jhg , hg> - <T*JThy , hg> (

]

o sea,

<JBhy , BH > = <Jhy ,Hy> - <JThy, Thy > (43)

Definamos ahora el operador S: H - H por la fé6rmula

Sthy,hy by eees) = (Thy ,Bhg by hy,eenn)  (44)

Demostraremos que S es la buscada dilatacidn J-isométrica del opera-

dor T.
Esta claro que se satisface la formula (40) y ademas que
{Sh,Sh] = <JThg , Thy> + <JBhy, Bhy> +
+<Jhy hy >+ <Jhy,hy> s (46)

El teorema de Ginzburg es generalizacién de un teorema de Potapov, valido cuando

H tiene dimensidn finita [34].
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De (44) y (46) obtenemos
(Sh,Sh]l = <JThg, Thg> + <Jhg, hg> -
- <JThg, Thg> + <Jhy,hy> +
+<Jhy,ha> + oot
= {h,h]

Este igualdad demuestra el teorema.

NOTA

£l teorema 7 es generalizacién de un tecrema de Nagy-Foias ([23], teore-
ma 1), segin el cual toda contraccion admite una dilatacién isométrica. Para
demostrar este hecho pengamos ea el teorema 7 J = [ v admitamos que T es
operador contractivo; en tal caso el operador E definido por (11) se reduce al
operador autoadjunto [ - T*T. Por lo tanto su espectro es real v esta conte-
nido en el intervalo [ m, M}, donde

m o= inf < -T"T)ix, x> , :x: =1

v para M vale una definicién analoga, con sup en vez de iaf.

Como m es no negativo {pues T es una contraccién), el espectro del
operador | - T*T esté contenido en el intervalo (), -=]. Este hecho es pre-
cisamente la hipotesis del teorema 7 (Lema 6): lo cual prueba que en el pre-
sente caso nuestra dilataciéon S coincide con ia dilatacidn cuva existencia
afirma el teorema de Nagy - Foias.

A los efectos de realizar la sintesis que tenemos en vista es importante
el que la dilatacién S que acabamos de construir { Teorema 7) puede escribir-
se en forma de matriz de operadores. Este hecho es casi inmediato pero quizas
convenga registrarlo en forma de teorema para futura referencia.

Pongamos

- = H 47N
1

y definamos los o peradores

U:H-"}C ) V’:J‘C—»K
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por las férmulas

Uhy) = (Bhg, 0,0, ...... ),

V) = (0,hy ,hy ,eeen.. )
donde

b= (hy,hyy connnnn. )

y B es el operador que figura en la féormula (42).

TEOREMA 8

La dilatacién del operador T construida en el teorema 7 admite la repre-
sentacién matricial

s = (48)

Demostracion

De las férmulas que preceden se concluye en seguida

{ho T 0] [h Thy ] Th,

P

- | = -
[E U vj B Cho =+ VhJ Bhg ,h; ,ha,....

Es decir, que de acuerdo con la férmula (44) la dilatacién 3 coincide
con la dilatacién J-isométrica definida en el teorema 7.

NOTA

La introduccién del espacio # (férmula 47) es artificiosa sélo en aparien-
cia. En efecto, la dimensién de H es el nimero cardinal « » X, ; de modo que
la dimensién de H es el niimero cardinal « N, = «. Como ambos espacios
tienen la misma dimensién es licito identificar X con H; en particular, ca-
da operador lineal y acotado definido en 7 puede considerarse de manera na-
tural como un operador definido en H.
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Probaremos finalmente que la dilatacién S que figura en los dos teore-
mas que preceden es causal con lo cual habremos dado cima al desideratum

enunciado al principio de DIL {TACIONES CAUSALES

TEOREMA9

Hipotesis

T es operador causal con respecto al espacio de resolucién (H, E).

Tesis

Existe un espacio de resolucién (H. &) tal que la dilatacion definida
por (48) es causal con respecto a este espacio.

Demostracion

Pongamos

o

H = ie B (H)

donde B es el operador definido en (42), y escribamos

S

He = 3 B(Hy) (49)

1
Sea &la proyeccién de ¥ sobre .
Los provectores
gt. 1 - &
definen una resolucion de la identidad en el espacio ¥ .

Llamenos & la medida espectral correspondiente a esta resolucién de

la identidad.

Probaremos que la dilatacién (47) es causal con respecto al espacio de
resolucién (K, & ).

Vamos a probar que los operadores U y V que figuran en la matriz (48)
son causales; con lo cual, de acuerdo con el Lema 2, nuestro teorema quedard
demostrado.

Probemos primero que U es causal. Tomemos para ello un elemento
hg ¢ H
t.
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Para cada t vale la férmula
Bho € B(”t)

de (49) concluimos que vale la férmula

Uho = (Bho ,0,0, ...... ) € —"(t
Por lo tanto
U(Hy) ¢ Xy

Esta inclusion demuestra que el operador U es causal (Definicién 15).

Probemos que también V es causal. Sea h un elemento de ¥; enton-
ces

h = (b, vhy e )
donde hj ¢ B(H,), para cada t.
En consecuencia
Vh = (O, hy, hy\rnnnt ) o€ 3,

por lo tanto, para cada t, es valida la féormula
V() c 3y

y esta inclusién demuestra el teorema.
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