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RESUMEN

EL presente trabajo tiene por objeto divulgar en La C.N.E.A.
un afgornitmo computacional para estudian £a cinética de procesos de
necocido de defectos puntuales, de acuerdo a un modelo que considera
migracibn Libre de un determinado tipo de defecto en presencia del
anti-defecto y de sumideros no satunables.

EL estudio se hace mediante el afuste de datos de recuvera-
cLdn (s0ténmica de La nesistivided eléctrica u el resultado del ajfus-
Te consiste en La obtencidn de valones optimizados de Los vardmetros
que Aincluye el modelo antedicho.

La finatidad def trabajo es baindar una herramienta dti
a quienes investigan en el tema de defectos puntuales mediante medi-
clones de recuperacibn de La nesistividad eléetrnica, esvecialmente
para el caso de metates de fonmados plasticamente.



A. INTRODUCCION

El estudio de la recuperaci6én de la resistividad eléctrica
residual en los metales es una técnica muy usual nara obtener in
formacidén sobre defectos puntuales [1,2]. En particular, el cono
cimiento de la cinética con que el exceso de concentracidn de €s
tos evoluciona hacia el equilibrio, permite especular sobre los
posibles mecanismos y tipos de defectos que intervienen en el pro
ceso [3].

Sin embargo, vemos que en algunos casos el ajuste de los
datos experimentales da lugar a discusi6n [4]. En particular en
etapas de recuperacién observadas después de deformacidn nlésti
ca, se ha encontrado que una misma curva isotérmica puede ser
ajustada por leyes cinéticas provenientes de diferentes modelos.
Tal es el caso de los datos de Cuddy [5] en hierro alfa, que
Stals y Nihoul [6] ajustan a la cinética de Waite [7] que ellos
hallan para el molibdeno.

Posteriormente Poldk [8] encuentra soluciones que pueden
ser aproximadas bien mediante la relacidén empirica llamada re-
lacidon de Harper [4], que es del tipo de las que satisface, en
tre otros, el hierro [5,9].

Recientes datos de la etapa III en tantalio deformado a
baja temperatura [10] admiten ser interpretados en términos de
migracidén libre de intersticiales en presencia de vacancias y
dislocaciones. L1 problema se tratd desde el nunto de vista de
la teoria de velocidad de reaccidén y, ontimizando los narédmetros
que entran en el modelo, se obtuvo un buen ajuste de las curvas
isotérmicas con la teoria.

Resultados no publicados [11] muestran que en forma simi-
lar también es posible obtener un buen ajuste de los datos de
Cuddy e¢n hierro alfa [5] de acuerdo a dicho modelo.

Dejando aqui de lado la discusidén e interpretacidn de es-
tos resultados [12] , se comprende la importancia de poder con-

tar con un modo practico y accesible de controlar si tales o



cuales datos experimentales son bien descriptos por el modelo en
cuestidn.

Podria pensarse entonces en un procedimiento grafico combi
nade con calculos "manuales™" nara ajustar los pardametros del mo-
delo propuesto a los datos exnerimentales. Ahora bien: general-
mente el nimero de dichos paridmetros es elevado (cuatro o cinco),
y ademds puede ocurrir que por dificultades experimentales no
sc puedan obtener mediciones a tiempos muy largos respeccto del
tiempo de decaimiento exponencial caracteristico de la ciné-
tica de primer orden a la cual se esnera que asintotice el mode-
lo propuesto.

En estos casos, dicha técnica de ajuste nuede requerir in-
numerables cadlculos tentativos, nara cada uno de los cuales de-
ben realizarse integraciones numéricas de funciones comnlicadas
y resoluciones numéricas de ciertas ecuaciones no lincales, y
el problema resulta por demds inabordable.

Es necesario entonces emnlear, en estas situaciones, algo-
ritmos numéricos de ontimizacidén imnlementados con un comnutador,
obteniéndose rapidamente la ontimizacidn de un cierto niimero de
narametros con la precisidn que se desee.

E1l objetivo de este trabajo es, precisamente, el de presen-
tar un algoritmo computacional de optimizacidn para el modelo
mencionado y mostrar diversos casos en que éste se ha anlicado

eficientemente.

B. EL PROBLEMA MATEMATICO

IiIn un experimento de recuperacidén isotérmica se tiene un
conjunto de N pares de valores (Ri,ti), donde Ri es la resisten-
cia de la muestra luego de recocida un tiempo t. a una dada tem-
peratura constante. Dichos datos se pueden representar como la
curva isoterma de la figura N 1. Los valores t, son tales que

0 <ts <ti+]< « y los correspondientes Ri anilogmente cump len:



RO > R, > Ri+1 > Rw .

Los valores RO y Rw , DOr razones experimentales, no son
conocidos, sino que se pueden acotar dentro de un cierto rango.

El tratamiento matemdtico aplicado al modelo [10,12], per
mite efectuar el ajuste partiendo desde tiemmos largos hacia
mas cortos, y no es necesario conocer R, ni tomarlo como para-
metro a optimizar. Esta es una caracteristica imnortante que
vale la pena destacar y que proviene de la siguiente: la infor
macidén de lo que ocurre a t = 0, es decir, las concentraciones
iniciales de los defectos tipo intersticial y vacancia, apare-
cen en una constante §, cuyo valor resulta de efectuar el em-
palme a tiempos largos de las curva tedrica y experimental. Es
ta constante no afecta la forma de la curva sino que su loga-
ritmo natural significa un corrimiento en el eje tiempo. Ade-
mis, como su valor resulta en funcidén de los demds pardmetros,
no representa un parametro indevendiente a optimizar.

Existe, en cambio, un pardmetro y que si afecta a la for
ma de la curva tedrica y es necesario ontimizar: este y tiene
que ver con la fisica del experimento isotérmico y representa
cudnto compiten asintdticamente los sumideros fijos en relacién
a las vacancias que quedan sin saturar.

Tenemos entonces, hasta ahora, un nardmetro imnortante a-
sociado a la cinética que hay que optimizar y que llamamos y y
que sale de la teoria.

Una hipdtesis bdsica es que la resistencia eléctrica que
se mide es proporcional a las concentraciones de defectos, de 1la
forma:

R -Rw o« %V+ %I
donde Pr Y OV son las resistividades especificas de los defectos
tipo intersticial y vacancia respectivamente; I y V son las co-
rrespondientes concentraciones y a través de ellas estid dada la
dependencia temporal de la resistencia medida.

Del modelo resulta que:



I -0

para t » = { A +Vw = const.

Y también nos dice que cuando es y >> 1, la cinética tien-
de asintdticamente a primer orden, es decir que el incremento de
resistencia AR = R-R_ es de la forma:

- T
AR -~ AROe t/

> o

donde ARO y T son constantes.

Quiere decir entonces que, si conociésemos el valor de R_,
graficando AR versus t en un grdfico semilogaritmico tendremos
una curva del tipo de la que aparece en la figura N° 2, donde
los puntos asintotizan a una recta que tiene ordenada al origen
ARO y pendiente negativd proporcional a la inversa del tiempo
de decaimiento T .

Ikln los casos en que sea ¥ > 1, el tiemno t dejarad de tener
el significado fisico antedicho, pero igualmente seri un pariame-
tro a considerar.

Definimos entonces, para cualquier tiemmo t, los valores
AR* como los correspondientes a la recta "asintdtica' para ese
valor de t. Esto es:

* -
AR = AR_e t/t

(M)

Del tratamiento matemidtico del modelo resulta que el ajus-
te entre teoria y experimento se puede hacer del siguiente modo:

Definimos una variable adimersional o tal que:

p = AR/AR? (2)

Y definimos también un tiempo adimensional experimental
@, dado por:

0 = t/t (3)

Ambas variables son de tipo experimental, es decir que pro-
vienen de datos experimentales de Ry t, y de suponer conocidos
los valores de R_,t y AR .

La teoria nos proporciona [10] un tiempo adimensional ted-

rico ©*, que es posible comparar con el otro, experimental, y



que estd dado por i1a expresidn:

o* = f(X,v) +1n [1 + Z—QYT:ilJ - 1ns (4)

donde: -
) 2
FOXy) = (v+1) |2(&-%1) -x ax (3)
x (eX- 1+ yx) [2(v+1) +x]
O+¢
con € >0
e 0

y la variable auxiliar X satisface la ecuacibn trascendente:

c-1_ 1

X 7 T+c

{(1+c+y)o -7} (6)

En esta Gltima expresidén aparece un nuevo pardmetro que
seglin la teoria estd definido por el cociente de resistividades
especificas de los defectos puntuales en juego:

c = pV/p1

El parametro c conviene tomarlo inicialmente constante e
igual a la unidad, y recién cuando se haya logrado una primera
optimizacidén de los demids parametros R, T, Y Y AR, dar 1la po-
sibilidad de relajar a c y optimizar los cinco pardmetros juntos,
tomando los valores obtenidos primeramente para aquéllos como
valores iniciales de esta optimizacidén general. Esto se debe a
que como el nGmero total de paridmetros es relativamente grande,
el algoritmo numrico de optimizacidn a usar puede resultar i-
nestable y conducir a valores de c carentes de sentido fisico.
Se ha comprobado que, fijando primeramente el valor de ¢, este
peligro se reduce apreciablemente.

Se ve en la expresidn (4) que la constante 15 representa,
como se dijo antes, un corrimiento en el tiempo y no afecta la
forma de la curva isotérmica. La relacidén con las condiciones
iniciales esti dada por:

5= (1. 2t 1y ef(XorY) (N
X

o



donde x  es el valor que toma en t = 0 la variable auxiliar X
cuyo significado fisico resulta de su definicién dada vor 1la
relacidn:
X =1n (V/V )

en ¢ta cual V es la concentracidn de defectos tipo vacancia a
un dado tiempo, y V es el valor asintdtico a tiempo infinito.

Con las fdrmulas (2) a (6) que nos proporciona la teoria,
vemos que es posible calcular para cada punto experimental
i-ésimo, 1los correspondlentes valores de p. ,Gi, X3 fix. ,Y)
y asi llegar finalmente al e para poder hacer la out1m12ac16n
de los pardmetros 1mpon1endo la condicidn:

_El(oi -O;)Z = minimo (8)

donde k es un entero tal que 1 <k<(N-6).
La eleccidon de k permite excluir si se desea los primeros

(k-1) puntos.

Para la evaluacidn de 1los e; vemos que efectivamente no
es necesario tomar como pardmetro tentativo a optimizar el valor
de Iné, sino que imponiendo la condicién de que las curvas ted-
rica y experlmental empalmen bien asintéticamente (por ej. que
sea 6, =0, donde N corresponde al mayor tiempo medido) aquel
valor queda automiticamente determinado.

C. ALGORITMO COMPUTACIONAL DE OPTIMIZACION

Se ha realizado un programa de computacidén para la deter-
minacidon numérica aproximada de los cinco nardmetros R, t AR5 Y
y ¢ del modelo bosquejado en B., para los cuales se verifica
la condicién de minimizacidén (8). Para tal finalidad este pro-
grama emplea una subrutina preelaborada que por el método de
optimizacidn de Huang resuelve dicho problema de minimizacién.

A continuacidn se resefia sintéticamente la secuencia de
operaciones que componen el algoritmo compufacional elaborado:

a) Lectura de los datos R, ¥y ts medidos de los N puntos

experimentales, ordenados de manera que sea tiig e Y de un



niimero entero k cuyo significado estid indicado en (8).

b) Lectura de los valores tentativos de partida para
los parametros R,, T, ARO y Y. Se fija ¢ = 1 desde este paso
hasta el 1i).

c) Para i = kx, k + 1,.... , N se repiten los pasos c.1)
ac.4): .

c.1) Se calculan Gi seglin (3); ARi segln (1), b segln
(2), vy finalmente ARi = Ri - R,

c.2) Con los pardmetros leidos en b), o bien obtenidos
en h), y con Py calculado en c.1), se resuelve la ecuacidn tras
cendente (6) obteniéndose X; -

c.3) Con el valor x; de c.2), y el de Y obtenido hasta el
momento, se calcula f(xi,Y) seglin (5) realizandose numéricamente
la integracidén, para lo cual se toma6como limite inferior de la

).

c.4) Con los resultados de c.2) y c.3) se calcula:

integral un nimero muy pequefio (V10"

X.
1

T&y, M = £&;0 + In [1 +-2—(Y-1Q—}

(Si para los valores de X; Y T el argumento del logaritmo
diese negativo, se cambia el signo de éste).
d) Se calcula:

= - 6
D="Ty - "\
f) Para i + k, k+1, ...., N, se obtienen respectivamente:
*
6. = T. - D
i i

g) Se calcula la funcién cuadrado minimo dada por:

N - % o
FCM =i§k( 6, - ©.) (9)

h) Se introduce este Gltimo valor, junto con los de 1los
parametros Re , T , ARO y ¥ (y ¢, seglin el caso) obtenidos hasta
€l momento, en la mencionada subrutina que empleando el método

de optimizacidén de Huang, devuelve nuevos valores de 1los para-



metros mencionados. Si los iniciales estaban dentro de los res-
pectivos radios de convergencia del algoritmo, los nuevos valo-
res seran una mejor aproximacién de los valores 6ptimos buscados
que minimizan a (9).

i) Con los nuevos valores de R, , T, ARO yYy(yc) se vuelve
al punto c) y el proceso se repite iterativamente hasta que, de
acuerdo con el valor que haya alcanzado la funcién FCM y/o la
velocidad de convergencia de las Gltimas iteraciones, se lo in-
terrumpa mediante una instruccién por la consola de la méaquina.

j) Se calcula la dispersién media cuadrdtica relativa en-
tre los valores experimentales % y los e: predichos nor 1la
teoria:

4]

N
" ={N-11+1iz=k[17(87%%{+)_e’{7}7 }1/2

k) Se calcula el parametro 8= exp (D).

1) Se deja ahora libre el varimetro c, y se lo opntimiza
junto con los otros cuatro restantes, tomando como valores ini-
ciales de estos Gltimos a los obtenidos hasta ahora. Para ello
se repite todo el ciclo desde c¢) a k).

m) Se imprimen y grafican todos los resultados obtenidos.

El programa fué implementado para una computadora IBM/360,
Mod.44, del Centro de Cébmputos del Centro Atémico Bariloche.

D. ALGUNOS CASOS RESUELTOS. COMENTARIOS

El algoritmo descripto fué aplicado al ajuste de curvas
de recuperacidn isotérmica de la resistividad eléctrica corres-
pondientes a la etapa III en tantalio después de deformaci6n
pldstica a baja temperatura [10]}

En las figuras N°s. 3,4 y 5 se pueden observar algunos
de los resultados obtenidos,en los que se muestran los puntos experi-

mentales superpuestos a las curvas tedricas.
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El nfimero de iteraciones requerido en estos ajustes estu-
vo en el orden de 50 y el criterio seguido para suspehder el
proceso consistid en considerar el momento en el cual al conti-
nuar iterando la dispersidén de los puntos mejoraba en forma in-
significante (por ejemplo menos de un uno por ciento).

En la figura N°6 se muestra una salida de programa que e-
fectGa las iltimas veinte iteraciones correspondientes al ajus-
te de la isoterma de la figura N°4.

Se comprobd que en algunos casos puede ocurrir que, se-
gin sea el valor del R_ tentativo inicial, el ajuste converja
hacia valores distintos de los pardmetros. Esto indicaria que
la funcidn cuadrados minimos presenta minimos relativos nrdxi-
mos y que, segln sean los valores iniciales, el proceso de a-
juste se encauza hacié uno u otro minimo. En estos casos hay
que elegir la solucibn teniendo en cuenta otros elementos, por
ejemplo, el sentido fisico de los pardmetros optimizados o la
comparacidn con otras isotermas.

También en algunos casos se observd que si se continfia
iterando indefinidamente, aunque la dispersidn entre los pun-
tos experimentales y tedricos disminuye en forma despreciable,
puede ocurrir que los paridmetros optimizados varien dentro de
un cierto entorno.

Un efecto tal presumiblemente pueda ocurrir cuando se
tienen pocos puntos a ajustar (baja estadistica) o mucho error
experimental (alta dispersidn standard).

En estos casos el conjunto de pardmetros optimizados
hay que elegirlos entre aquellos valores posibles que tienen
mis sentido desde el punto de vista fisico.

Entre los ejemplos que se ilustran se puede observar
que el error promedio entre los tiempos experimentales y ted-
ricos (que mide la dispersidn de los ajustes oscila entre el
3% y el 11% en la zona de ajuste. Esta zona, en el caso de la
figura N°3 abarca todos los puntos, mientras que en los demas

casos se excluyen los primeros cuatro puntos, ya que si se
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tienen en cuenta empeoran el ajuste. Esto significa que a tiem-
pos cortos la cinética no responde al modelo y se comnrobd
que efectivamente sigue otra ley, del tipo (R - Rm)'1 DTOpoT-

cional a t1/2.

E. CONCLUSIONES

Se concluve que el algoritmo descripto satisface los re
querimientos enunciados al comienzo del trabajo, pues propor-
ciona una herramienta que permite controlar rapidamente el a-
juste de curvas isotérmicas de acuerdo al modelo tedrico con-
siderado.

Dicho modelo describe la recuperacidn del incremento de
la resistividad eléctrica debido a un exceso en la concentra-
cién de defectos puntuales, en términos de la migracidén libre
de los de una especie (por ej. los intersticiales) y teniendo
lugar la recombinacién con los defectos contraparte (vacancias)
simultdneamente al encuentro de los defectos mbéviles con sumi-

deros no saturables (por ej. dislocaciones).
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RECUPERACION ISOTERMICA
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