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ELASTICIDAD

Todos Tos materiales estructurales poseen, en cier

to grado, la propiedad de elasticidad; esto es, si fuerzas

externas que producen deformacidn de una estructura no exce-

den un cierto 1fmite, la deformacion desaparece al retirar
las fuerzas., Supondremos para lo que sigue cuerpos perfec-

tamente eldsticos,esto es, retoman su forma inicial compieta

mente una vez que se han quitado las fuerzas. No considera-

remos la estructura molecular de tales cuerpos.

Supondremos que 1a materia de unse Cuerpo eldstico
es homogénea y ggnﬁjgﬂqmggjg_distribuida'SObre su volumen,
de modo que cualquier elemento de volumen del cuerpo, por pe
queno que sea, posee las mismas propiedades fisicas especifi
cas que el cuerpo. Para simplificar la discusidn se supon-
drd que el cuerpo es is6tropo, esto es, las propiedades elds

ticas son las mismas en todas las direcciones.

En general, los materiales estructurales no cumplen
estas condiciones. Por ejemplo, cuando el acero es estudiado
con un microscopio, 3e ve que consta de cristalitos diferentes
distribuidos con varias orientaciones, esto es, el material
dista de ser homogéneo. Sin embargo, la experiencia ensefia
que las soluciones de la teorfa de la elasticidad basadas en

las suposiciones de homogeneidad e isotropia pueden ser apli-



cadas a estructuras de aceros con gran exactitud, La expli-
cacibn de este‘hecho reside en el tamafio de los cristales;
éstos son muy pequefios, generalmente hay millones de ellos
en 1 cm3 de acero. Mientras las propiedades eldsticas de un
monocristal pueden ser muy distintas en diferentes direccio-
nes, los cristales estdn generalmente distribuidos al azar y
las propiedades eldsticas de grandes trozos de metal repre-
sentan promedios de las propiedades de los cristales. Por
lo tanto, si las dimensiones geométricas que definen la for-
ma de un cuerpo son grandes en comparacibébn con las dimensio-
nes de un monocristal, la suposicibn de homogeneidad puede
ser usada con gran exactitud y, si los cristales estdn orien

tados al azar, el material puede ser tratado como is6tropo.

Cuando, debido a ciertos procesos tecnolfgicos ta-
les como el laminado, una cierta orientacidn de los cristales
prevalece en un metal, las propiedades eldsticas de &ste son
diferentes en diferentes direcciones y se debe considerar la

condicifn de anisotropfa.
Tensiones

La Fig. 1 representa un cuerpo en equilibrio., Ba-
jo la accibn de fuerzas externas Fj, ...., Fg se originaran
fuerzas internas entre las partes del cuerpo. Para estudiar
ta magnitud de dichas fuerzas en cualquier punto 0, imagina-

mos al cuerpo dividido en dos partes, A y B, por una seccifn



mm que contenga al pun
to. Consideremos la
parte A: @&sta estd en

equilibrio bajo la

accidn de las fuerzas

externas Fl’ ...» Fg ¥
las fuerzas internas

distribuidas sobre la

secci6n mm, las que re

presentan las acciones

Fig. 1 del material de la par

te B sobre el material de Ta parte A. Se supondra que estas

fuerzas estdn continuamente distribuidas sobre el drea mm de

Ta misma mancra que fa presidn hidrostdtica estd continuamen

te dictribuida sobre 1a supceriicie sobre la cual acttGa. Las
magnitudes de tales fuerzas son definidas generalmente por

su "intensidad', esto es, por la cantidad de fuerza por uni

dad de drca de la superficie sobre la cual actda. La inten-

sidad de_las fucrzas interiores asf definidas es 1lamada
" t_gj}_s_j_()n" .

tn el caso general planteado en la Fig. 1 la ten-
si6n no estd distribuida uniformemente sobre mm, Para obte-
ner 1a magnitud de la tensi6n actuando sobre un drea pequeiia
J A contenida en la secci6bn mm en torno a "0", suponemos que

las fuerzas actuando sobre este drea elemental, debido a la



accidon del material de la parte B sobre el material de la
parte A, pueden ser reducidas a una resultante §F. Si se
contrae continuamente el drea elemental {A, el valor 1Tmite
de la relacion JF/§A da 1a magnitud de la tensién actuando
sobre la secci6bn mm en el punto "0". La direcci6n de la re-
sultante JF es la direccion de la tensi6n. En el caso geng
ral, la direccidn de la tension estd inclinada con respecto
al drea §A sobre la cual actda y generalmente es resuelta
con dos componentes: una "tensitn normal", perpendicular al
drea; yuna "tensidn de corte", actuante en el plano del area

SA.

Notaci6n para fuerzas y tensionas

Hay dos clases de fuerzas externas que pueden ac-
tuar sobre un cuerpo. Fuerzas distribuidas sobre la superfi
cie del cuerpo, tales como la presibn de un cuerpo sobre
otro por ejemplo, son llamadas "fuerzas de superficie".
Fuerzas distribuidas sobre ¢l volumen de un cuerpo, tales co
mo las gravitacionales, magnéticas, etc., son llamadas “fuer
zas de volumen". Las fuerzas de superficie por unidad de
drea, generalmente resueltas en tres componentes paralelas a
los ejes coordenados se indicardn con Fi, FS, FS Las fuer-

y z°

zas de volumen por unidad de volumen se indicaran con.FZ, F;,

v
F.

Se usard la letra @ para denotar tensiones norma-



les y & para tensiones de corte, Si se toma un cubo elemen-

tal en el punto "0", Fig. 1, con lados paralelos a los ejes

coordenados, las notaciones para las componentes de tensifn

actuando sobre Tos lados de este elemento y las direcciones
Yo O

tomadas como positivas son indicadasﬁen'la Fig. 2. Por ejem

plo, para las caras del cubo

5 - perpendicuiares 8l eje "y" las

1 33 cdmponentes normales de ten-
:jng:-£§3 ? sidn aﬁtuante sobre dichas

zi;LiS; i S] caras gon denotadas por G}w.
T2 - LS N SEE——— Las tensione§ normales son

. Cax 1’//// ! tomadas positivas cuando pro

ducen tensi6n y negativas
cuando producen compresidn.
En el ejemplo, el primer sub
fndice "y" indita due 1a tensibn actia sobre un plano normal
al eje y, el segundo subindice "y" indica la direccién de la

componente de la tensiobn,

La misma convencifn es adoptada para la tensidn de
corte actuante sobre cada cara, la que es resuelta en dos
componentes paralelas a los ejes coordenados. Esto es, el
primer subfndice indica la direcci6n de la normal al plano
bajo consideraci6n y el segundo la direccidn de la componen-
te de tensidn. Las direcciones positivas de las componentes
de tensiones de corte sobre cualquier lado del cubo elemen-

tal son tomadas como las direcciones positivas de los ejes



coordenados, si una tensi6n normal sobre el mismo lado tuvie
ra la direccifn positiva del eje correspondiente. Si la ten
si6n normal tiene la direcci6n opuesta al eje positivo, la
direccifn positiva de las tensiones de corte debe invertirse.
Siguiendo tal regla, las direcciones positivas de todas las
componentes de tensi6n actuantes sobre el lado derecho del
cubo elemental coincfden con las direcciones positivas de
los ejes coordenados. Las direcciones positivas son todas
invertidas si consideramos el lado izquierdo del cubo. Como
muestra la Fig. 3, lTas tensiones normales'tienden a producir
dilataciones o contracciones del cuerpo, mientras que las

tensiones de corte tienden a producir distorsiones angulares,
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Componentes de tensién

Para describir las tensiones actuantes sobre los
seis lados de un elemento cibico son necesarios tres simbolos

G—XX’G-yy’ G}z para las tensiones normales y s6lo tres de los



seis sfmbolos utilizados para las tensiones de corte, £Esta
reduccion es obtenida por una simple consideracién de equili

brio.

Si tomamos los momentos de las fuerzas actuantes
sobre el cubo en torno al ejex, por ejemplo, solamente nece-=
sitan ser consideradas las tensiones de superficie mostra-.

das en la Fig. 4. Fuerzas de

volumen, tales como el peso del

3 A
/ 2 elemento, pueden desprecgiarse
3

'——z en este caso, ya que al reducir
2 1 d3 Ig}g las dimensiones del elemento ta

13 91 > les fuerzas disminuyen como el

— g )| . .
51 cubo de 1a dimensidn lineal

Fig. 4 mientras que las fuerzas de su-

perficie disminuyen como el cuadrado de la dimensidn lineal.
hndlogamente, los momentos debidos a 1la no uniformidad de
distribuci6n de fuerzas normales son de orden superior a
aquellos debidos a fuerzas de corte y no necesitan ser consi
derados. Ademds, las fuerzas sobre cada lado pueden conside
rarse como el drea del lado por la tensién en el medio. De
notando las dimensiones del elemento con dx, dy, dz, la ecua
cibn de equi]ibriodé este elemento ,tomando momentos de fuer-

/
zas en torno al eje x, es;

Z = 2
2y dx dy dz vz dx dy dz



Las otras dos ecuaciones pueden ser obtenidas de
1a misma manera., Se halla asf:
2 =2 .Z :% .2:2 1
xy T 4= 2 xg I )3 3y (1)
Las seis cantidades G;X, G}y, 0,0 g;y, Oyz? G}z son.suf1-
cientes para describir las tensiones actuantes sobre los pla

nos coordgnados a trav8s de un punto y son las componentes

del tensor de tensiones en el punto.

DEFORMACIONES

Sea un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas ex-

teriores. Luego de la deformacién, un punto 0 se habrd des-
—

plazado a 0'. E1 vector wu = u (x, y, z) es el campo de des

plazamientos del cuerpo. En nuestro estudio nos limitaremos

al caso de pequefias deformaciones.

Consideremos dos puntos préximos 0 y A (Fig. 6).
E1 desplazamiento en la direccidn x de 0 seré§ ux(x; Yy 2);

el de A seri:
.u-_x (z-rdx;J;j) :.L; (;,17,5)_,_ 6); 4Xx

donde por tratarse de pequefias deformaciones conservamos

s6lo los té&rminos de primer orden del desarrollo.

Por lo tanto la variaci6n de longitud del segmento



0A serd:

Sy
'“’,C(z+lz;;,-5)__;z;([z,‘;,";): ™ 4

y 1a variacién de longitud del segmento por unidad de .longi-

tud serd:

o T o x (2.a)
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Andlogamente, las elongaciones por unidad de lon-

gitud en las direcciones y, z serdn:

E, - 2% , &£ _ 9my
9 = 5y 837 55 (2.b)(2.c)

Consideremos ahora la distorsifn del angulo entre
OA y OB. ET1 desplazamiento de 0 en la direccidén y es:

uy(x; y; z); el de A serd:

]
_f‘f_lx

u:}(z.,lx;;,‘é):l(;(l,'l;g)f 5

A su vez, el desplazamiento de 0 en la direccifn x es:

a, (=, f 3)
y el de B en la misma direccifn:
o x p
on (z,"}+4/,'g) =‘U3,(z’;’§.)+ 9‘; J

A
Debido a estos desplazamientos, el dngulo A'0'B' serd distin

A
to de AOB (que era recto). De la Fig. 6:

ou
vg docy 22 T A
>
drc
Iy
Av_ 4 dy .. 4
re day = = Cra— i 9:'*
4] ;

Debido a que estamos en el estudio de las pequefas
deformaciones, 3;1 y J;z seran pequefos, y su tangente pue-
de aproximarse al dngulo. O sea que el dngulo inicialmente

A
recto AOB se ha distorsionado en:

y =2, 24y (4)
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que es la distorsién angular x’xy entre los planos xz e yz.
De Ta misma forma se obtienen las distorsiones angulares Y,z
7’yz’ y quedan definidas las componentes de deformacidn en

términos del campo de desplazamientos EE

- aw" - & - i{fL - & . S«
g}’* - ax / J] a; Y] 35.. ?BL
Y7 '
Xx = X -+ o4y (5)
d %{ I x
Yké-’- *———t;#,x + ?i&_é
‘93 J
.- %%y, 3“3

TENSOR DE DEFORMACIONES

De la definici6n de deformaciones normales y distor
siones angulares surge que son necesarios dos subfndices
(igual que en el caso de las tensiones) para definir las de-
formaciones en un punto de un s6lido. Si se efect(ia una ro-
tacib6n del sistema de ejes coordenados, las componentes de
deformacion no se transformaran como las componentes de un
vector, pues es necesario definir dos direcciones (vectores)
para definir cada componente de deformaci6n. Por lo tanto,

las componentes de deformacién se transformardn como el pro-

ducto de las componentes de dos vectores, 1o cual define el

cardcter tensorial de la deformaci6n. Un breve repaso de

la definici6n de vectores y tensores se da en el Apéndice A.
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Pasaremos ahora a deducir de una forma mds riguro-

sa las componentes del tensor de deformaciones.

La Fig. 7 muestra un elemento de volumen dx,dy,dz,
en el punto P de radio vector r = (x,y,z), que debido a la
deformaci6n pasa a un punto P', de radio vector r + a. donde

-
u es el desplazamiento definido en la seccién anterior.

De 1a Fig. 7 se ve que:
(Tt dr 2 (n+dr ) rdi

dx’ = dn 42 (Red?) _2(T)

(6)

Escrito, por ejemplo, para la componente x, esto significa
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que la longitud dx' luego de T1a deformacibn es:
- -
dx' = dx +25 (T +dX) -2 (%) (7)

Hacemos notar,que si durante la deformacién ha
ocurrido una rotacifn dg? cuerpo (como se muestra en la figu
ra), dx' no serd mds la longitud de una de las aristas del
elemento de volumen deformado, sino la proyeccibn sobre el
eje x de Ta diagonal dr' del cubo elemental deformado. Ya
veremos c6mo eliminar el efecto de las rotaciones rfgidas,
que no deben incluirse en la definici6n dei]as deformaciones.

(7) queda, desarrollando en serie de Taylor y conservando 10"

1o el 1€r orden por ser pequefias deformaciones:

d*l: dx + u_&(x.,.d)r "J-fdy,' 31‘43 )_LU* (111/3)

‘ JaY 770 U
dx ¢ dy + 5 dx+-TL dr+ i d'g (8,a)

g 4 3
andlogamente:
puy ou e
dy/= dy+ dx + / oy
AP EP dy+ =3 Jés‘_ (8.b)
d5’=43+ 2% 4., %% 4 o (8.c)
que podemos escribir como:
— - —
dr' =, dn + dn .2 (9)

—-’
donde los vectores dr' tiene componentes dx', dy', dz';

_9
el dr componentes dx, dy, dz y el tensor e es:
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(D 4y 243
o A o X Qk
e = Jlex st 243
- O gy °f (10)
Y I DM:/ QL?
| -3 73 27 |
“-
e . 24
l.d - .
dx

> . .
En el caso que u sea una translacib6n rigida del
cuerpo (sin cambio de forma), es decir que las componentes
U s uy,
es evidentemente nulo.

u, sean independientes de la posicidn, el tensor e

Sin embargo, e no es nulo para rotaciones rigidas
del cuerpo, tal como adelantamos anteriormente. Como ejem-

plo, si el estado final surge de una rotacidn infinitesimal

d@ alrededor del eje z, sera:
> ,
;Z = (/é y/;) d’f

y desarrollando el producto vectorial:

es decir:



con 1o cual el tensor e resulta:

7

o d¢ ©
Q = ..d(" (2] [
B 1) o 19

es decir que no es nulo.

La necesidad de modificar e para lograr un tensor
que describa el estado de deformacib6n surge también si ana-
lizamos la relacidn entre las componentes de e y las deforma

ciones normales y distorsiones angulares.

Para considerar las deformaciones normales, consi-
,._’
deremos que dr en la eq.(9) tiene s6lo componente x igual a

dl:

.._) 72l
dr = d1 i

E1 producto E?ts serd entonces:

~» y’X r ~ A
dv.e . dR 2 7, dx 228 0 42 343 4
- Ix ox Hx

?
y las componentes x de dr' luego de Ta deformacidn sera:

d's dledl 2o (1, 22 ) g

P2 4
es decir que, tal como habiamos probado en la seccidn ante-
rior,d uyx/dx es la deformacidén por unidad de longitud en la

direccidn x:
£ = de’ di e,

rx ¢ RN

Para las distorsiones angulares consideremos dos
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—» » —
elementos dry = dli y drp = d1j segln los ejes x e y. Luego

de 1a deformacidn:

s P Sy, " D4
Ve Al 8y dl X L4 de S Ju A
ax, ! EYY o Y * o %

Ox

d';'-_- 421 e de PMx Ly g 2% 0 g dug 7
2 J* oy 2y J + ~3;i'é

ET coseno del dngulo 9, entre los dos elementos luego de la

y
deformacibn es:

- & PUx g1y QM ), DUy gy 2Uy ), QUZ 2
o d;; . dn, (de) X (1 Sx )* o (’fay /" ox ‘:;;
e = o
Ay ", d;// £
I‘i)'//l 2 (d2)

Bajo la hipb6tesis de pequefias deformaciones conservamos s6lo

términos de primer orden en componentes de e:

-

o
o2 O - By » Ly

Id’ ('QJ o >

Si Tlamamos r}y a la distorsib6n angular sufrida por
los elementos dr1 y dr2 que inicialmente estaban a 90° entre

si:

7
y ya que r;y es pequeifo:
& ALy oU
3’ s + - - (<4 - c

0 sea que las distorsiones angulares estdn dadas
por la suma de las componentes simétricas fuera de la diago-

nal del tensor e.

Definimos entonces al tensor de deformaciones .f



como aguel cuyos elementos édék son:

/

‘ - A4 3 r @
Eapp 2 («p

%%v) (11 )

Los elementos diagonales de son las deformaciones normales:

- 2 2
E,, =% (e, * e”); e, ,-Sz_fgz
X

é‘;;: ‘_’;i;—f (12 )

y los elementos fuera de la diagonal la mitad de las distor-

siones angulares:

éx? 5 "7467’):3, /ti_éu,faup/ j@'x

515: an

(SN

De su definicidén (11) resulta que el tensor de deformaciones
es simétrico.

Para terminar, calcularenmos la dilatacién o cambio de volumen
en términos de tensor de deformaciones. Para ello, volvemos a (6)
y calculamos el volumen V' Tuego de la deformacidn a partir del volu-
men V= dx d dg,antes de la deformacib6n. Usando las ecs. (8) y con-

serVando s61o los térménos en primer orden ent;,5 es facil ver que
Ve daodyody (18,4 Egy ¢53)

0 sea que el cambio relativo de volumen es:

Y [3 é
-~ SRSV IR Y (13)

’
v
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es decir que la traza del tensor de deformaciones da el cam-

bio de volumen.

ENERGIA DE DEFORMACION

Si una barra uniforme es cargada en simple tensidn,
las fuerzas sobre los extremos hacen una cierta cantidad de
trabajo a medida que la barra se alarga. Por 1o tanto, si el

elemento mostrado en Fig. 8a es sometido a tensiones norma-

n ‘Z;JJJ3 les V;X solamente,
i A
‘JI : una fuerza g;dydz
ok RIPEIEIRY B e
P P > realizard un tra-
é x © 8 £ dy
v bajo sobre una ex-
: €
(o) (&b) tensifén x d;.

La relacifn entre

estas dos cantidades durante la carga es representada por una
1inea recta tal como OA en Fig. 8 b, y el trabajo ng realiza
do durante la deformacib6n es dado por el drea del tridngulo
AB, ést : = e € . i
OAB, ésto es du6 1/72 . dx dy dz Cabe analizar en

XX
qué clase de energia es convertido este trabajo.

En el caso de un gas, una compresifn adiabdtica
eleva la temperatura. Cuando una barra de acero ordinario
es comprimida adiabdticamente hay también una elevacién de

temperatura aunque muy pequefa. La correspondiente cantidad
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de calor es, sin embargo, s6lo una pequena fraccidn del tra-
bajo realizado por las fuerzas compresivas y puede ser des-
preciada. Por lo tanto, todo el trabajo realizado es acumu-
lado dentro del elemento como "energia de deformacidn". EI
elemento permanece eldstico y no es desarrollada energfa ci-
nética. Las mismas consideraciones se aplican cuando el ele
mento tiene l1os seis componentes de tensidén actuando sobre

-

él.

Calcularemos el trabajo dwrealizado por las fuer-
zas exteriores que generan un estauwo de tensiones Ezgsobre
el elemento de volumen dVo para modificar su estado de defor
macidn en dé;@ . En é1 campo de la elasticidad dicho traba-
jo debe quedar almacenado en el cuerpo para que, si se 1o
descarga, el mismo pueda volver a su estado inicial no defor
mado. Es decir que, en el dominio de la Elasticidad, no pue

de haber disipaci6n del trabajo de las fuerzas exteriores en

forma de calor.

Consideremos un cuerpo sometido a fuerzas exterio-
res y analicemos en un cubo elemental dentro del cuerpo el
estado de tensiones inducidas en cada cara y el desplazamien
to sufrido, debido a las deformaciones inducidas, por cada

cara del cubo.
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E1 desplazamiento que sufre la cara x

1]
T3 debido al cambio depl por cambios en
o

el estado de deformaciones seréd:

T
CX

donde: dr

dr’ de

(dx, 0, 0)

por lo tanto:

—_ - -
dulcx-—(dexxdx, deyxdx, dezxdx)
= (dexx, deyx’ dezx)dx (14)
Las tensiones sobre la cara x son: T _: ¢.; ¢

Xx* "xy? “xz
El drea de la cara es: dy dz.

Por 1o tanto la fuerza soLre la cara x debido al estado de
tensiones es:

—% 4 d
F/CX-:{G;):/G;y,qg) J “3 (15)

E1 trabajo realizado sobre el cuerpo para modificar su esta-
do de deformacifn en d3% serd el producto escalar de la
fuerza por el desplazamiento:

= , . de )dv
?.du!"*:(o;,, ’ii* +6;; d;k +i’3 J;_)O(Va- ,,(Z“L q,x) o

Procediendo andlogamente para las caras y, z resulta:

=il |
i LI- .VZ (455 ) Ve
£ Az >
F ’*,c_g - ,;Z-(ga dg/g) dv

Sumando sobre las tres caras y dividiendo por el volumen re-

sulta el trabajo por unidad de volumen realizado por las fuerzas.
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exteriores:

oS

dw= 02;%(0[;« d’@ ) (16)

Para expresarlo en términos del tensor de deforma-

cion £; (teniendo en cuenta que ¥y ( son mudos):

¢ de +C de = 0, (de + de or simetrfa de ¢
pa ap 4P fa s { o6 ﬁd) P =
= 0‘ - . . o
» Zhiiﬁ) (por definicibn)
=Ga (dfp) + gq (ng)(por simetrfa de

Gy deé&)

- o 3
0‘“’—3 e 1€, (17)

Este trabajo almacenado es la densidad de energfa de deforma

por lo tanto

cibén eléstica.

Comparando las ecuaciones (16) y (17) vemos que,
para el cdlculo de la energia, se puede reemplazar el tensor
de deformaciones § por el tensor de derivadas de desplazamien

tos e.

Dado el tensor e, podemos siempre escribirlo como

suma de un tensor simétrico y otro antisimétrico:

=<
e = AL e e
¥R a/#",sq)*é(eqf,g“eﬂo()
donde, por la ec. (11), el primer sumando es el tensor de de

formaciones (simétrico):

€ o= Se 5 (% ™an)

Por 1o tanto, la componente antisimétrica 1/2(e - e ) del
v8  [fa
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tensor de derivadas de desplazamientos no contribuye al tra-
bajo. Puede probarse que dicha componente antisimétrica des
cribe las rotaciones rfgidas del cuerpo; todo el trabajo es
debido a las deformaciones y distorsiones y no a desplaza-

mientos y rotaciones rfigidas del cuerpo.

LEY DE HOOKE GENERALIZADA

Es un hecho experimental que, para pequefias defor-
maciones, existe una relacién lineal entre tensiones y defor
maciones. E1 rango de tensiones aplicadas para el cual esta
lTinealidad se mantiene depende del material, temperatura,

tratamientos térmicos, etc.

La linealidad entre tensiones y deformaciones se

escribe: |
i<§ﬁs=.L < s 5;#2
| By -4
¥4 (18)
que es la 1lamaaa ley de Hooke generalizada. E1 tensor
c de 49 orden es el tensor de constantes eldsticas. Las
a1

constantes eldsticas dependen del material, temperatura,

irradiacién, etc.

La simetria de l1os tensores de tensiones y defor-
maciones traen como consecuencia simetrias en el tensor de

constantes eldsticas.



-23-

Por ser: cc;/s‘%“
£
rJ"%r
deberd ser:
c - < = € = < ’
0'33’5"/5«)’6 By ﬁQJY (19)

E] trabajo por unidad de volumen dado por la ec.

(17) puede escribirse:

dwe 2. G d€é = 2 © 3 dﬁ;ﬂ

ap 9B AR afyd v6 18 ¥4 (20)

E1 cambio de energfa libre de Helmholtz para el

cambio de deformacién dé serd:
a/s
dagz-sd7+ 2 < E dE
whys YETE 1S s

Si la deformacidbn es reversible e isotérmica:

da= £ ¢ & d€
aBrd aB

a¥Brd 7o
0 sea que:
c - 2°A
BrS T 56 o (21)
> a8

A es una funcién de estado y dA un diferencial total exacto.

Por lo tanto (21) es independiente del orden de derivacibn,

es decir:
c - C
Las relaciones de simetrfa (19) y (22) hacen gue

de las 81 constantes eldstic c , s6lo 21 sean _indepen
e e ot }w& _/g.p" ~-—

dientes. Veremos mds adelante que ese nimero se reduce mds

a medida que aumenta la simetria del sé]idgj
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La ley de Hooke generalizada permite integrar la
densidad de energfa eldstica. Integrando la ecuacidén (20)

hasta un estado de deformaci6n € se tiene:

—-—
-

W = :6 Z < _ gﬂ. & =‘;’ Z— G
. assd LIRS VI B4

&
PR S (23)

que es la energfa de deformaci6n eldstica por unidad de vo-

Tumen de un s6lido que sometido a un estado de tensiones 2:

Y

alcanz6 un estado de deformaciones £

NOTACION DE VOIGT

La simetrfa de 1os tensores de tensiones, deforma-
ciones y constantes eldsticas permite pasar a una notacifn

mds compacta.

En la notacidon de Voigt, los tensores de tensiones
y deformaciones se escriben formalmente con un s¢lo subindi-
ce, con lo cual toman la apariencia de vectores, y el tensor
de 4° orden de constantes eldsticas se escrihe con dos suh-
indices, es decir, formalmente como un tensor de 2° orden.
Debe insistirse en que se trata de una notacién; 1las tensio
nes, por ej., son elementos de un tensor de 2° orden. Esto
significa que ante rotaci6n del sistema de coordenadas se
transforman como los productos de dos coordenadas; en un en
foque més simplista, una tensib6bn no queda definida por "inten

sidad y direcci6n", sino por "intensidad y dos direcciones:
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la direcci6n de la fuerza y la de 1a normal al plano sobre

el cual actda".

E1l cambio de notacién introducido por Voigt es el

siguiente:
XX — 1
yy — 2
zz 5 3
zy/yz —-» 4
xz/zx —>» 5
Xy/yx — b

De esta forma, el tensor de tensiones se convierte

en:
. - . 3 ’ ¢y
(Ca %<0 o G Oy 7
{
! 7.
Oy e —_— z
V ; ’f}xf‘\s o é G'z, v (q
&7 T
*54?- 73 J3 J L 5 0 T / 6!;
LY <& /

En Ta notacidn de Voigt se utiliza la distorsjon

E .
angular f;p en lugar _de R Es decir que para las deforma

ciones (recordar ecs. (12)):

’ Y » p Ny [ E’ . Ek‘y
&, z €, <€ . d

go\) 6.)'7 Cj ¢ s €2 E.fl

2E & 2 F, €3 | _ 13

Sy Crr frs |- “ N A I 26, | #
v

. . ; 2€. 2€, €3 J 2Eg :73

_ 23 73 35 J i L _Z'E'G J Xg
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E1 tensor de 4° de orden de constantes eldsticas
se escribe ahora formalmente como un tensor de 2° orden;
las relaciones de simetrfa (19) y (22) hacen que dicho ten-

sor sea simétrico.

En 1a notacion de Voigt la ley de Hooke generaliza

da, ec. (18), se escribe:

<~ £
i
- () -
- r o < . C;g C;q 18 C,( e
x x - ’]
6}} c/.z Cz’« Czs (iq Cae 2L
€
6’53 - C,3 23 33 Cé‘, Cay- Cig 33 (24)
0—;3 Ciy C24 €3¢ Cqq Cys5 Cyg Y73
64 pl)‘ C2 S— Ca s" C. & S‘ C. 5-5- C‘s~6 r
x3 . . - *3
Cig Cee ‘3¢ €46 Cve  Cec |
brg ] - Rt

REDUCCION DE CONSTANTES ELASTICAS POR SIMETRIA

En general, segln muestra la ec. (24), hay 21
constantes eldticas independientes. Ese nGmero se reduce

cuando el s61ido posee simetria.

Por ej., sea un cristal cGbico. Tomemos los ejes
cartesianos de modo que coincidan con los ejes cibicos. En
un cristal cGbico, las direcciones x -y -z son indistingui-

bles. Por 1o tanto:
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;- |

wy= S5 = %o NI M‘*‘vﬁ*&y&%
s> X, v F.

Cae G o P 0y, %

En una simetrfa cdbica, cambiar el signo de una de
las distorsiones angulares, por ej.4§5 , no puede cambiar el
valor de la correspondiente tensibn de corte 3]3 (recordar
que la simetrfa cidbica es invariante ante el cambio de signo
de una de las coordenadas, por ej. y — =-y). Por 1o tanto:

6}‘7:- c;s": (‘;6 = Cl/s‘ = C‘;(" ? - MM&/\-“‘
T < =° % , oLQ
WW Qa
:éal

E1 tensor de constantes elédsticas para un cri
cibico resulta entonces tener s6lo 3 elementos independien-

tes: Civ -~ Gy -—CL“_I

-
(;1 (qla €2 o © Q
Cio Cn Cie o 0 o
12 2 Ciy o @ o (25)
(&) O 2] (“,‘1 o ©
o e o O g ©

_ Q@ 1% o © o (',_,9)

Un sblido isb6tropo posee, ademds de todas las si-
metrfas del cibico, la invariancia ante cualquier rotacién

de coordenadas.

Consideremos un estado de deformacidn donde sélo

€ es no nulo. La ec.(25) 1leva a:

XX
G;K= C(" E*k (26)
T1= T3z G2 G,
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y todas las demds tensiones nulas.

Hagamos ahora una rotaci6én de coordenadas de 45°
alrededor del eje (Fig. 9). La matriz de transformacién de

coordenadas es (ver Apéndice):

V2,2 V2,2 0
R =| =272 V272 o
0 0 1
)
zEz'
a1
// Y
i
4’
J
\_)\
952
X v
X
Fig. 9

Las componentes de los tensores £ y __§_se transfor

man como los productos de coordenadas. Es decir:

pm—

%“Zﬂ £ & - g R ¢

PR A £ A A T

£

21 E’*’: 'fl £

E%y = R oy (27)

Para las tensiones:

‘T o~ R £ ¢ R., R G +0 K _ 0,

74 _.ﬂi R G g St g a7 Na G s s
y

n_/

vz K 5y %y * R Raz o:ly"/-r "Q/.B P 475,‘__),
g L 'Y

[2]
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(4 44 T sl CE bl £ =dfe )&,
Usando (26): G_,,aﬁ 2 k2 07] 2 1 xx T Y2 wxm2 2 ,,}

y usando (27) / . ¢
ny‘: (cy- (lz,) E,\v]
Pero en un sb6lido is6tropo nada debe cambiar ante
una rotacion de ejes. En particular, las constantes eldsti
cas deberfan ser las mismas, y escribiendo l1a ley de Hooke

generalizada en el sistema rotado deberfa ser:

/ /

T - 2cC £
xg = qy o (29)
Comparando (28) con (29): ¥§c44 = ¢y - Cyp (30)

—§

Es decir que enuncuerpo is6tropo hay s61o dos constantes

eldsticas independientes.

De (24), el tensor de constantes eldsticas resulta

para un s6lido is6tropo:

.,
<y Cra “ta @ o e
»
(,’2. (“ e(‘?‘ o [ o
Ciz, Ciz Cuy o 2 n
Cip—-C
0 @ o =12 o (31)
-
& o o o Coy=Cr2 o
P
L o o & o o) Cu=-cue2
2 )

y 1a ley de Hooke generalizada, escrita en componentes:
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el - ' fiad
Ux x v Gt 12 (cf.," 33 J
G-’ - C F\/, C

7= 7 + 12 (& ed

7f 7 (& + 33)
q - C £. . Ci2 3 -

Cu-Ci2

0;("= I — xf\,. (32

¢ 2 ¢ )
V. ‘Tlr—clz e
Yz = Xz

o 2 g
J., = C’“"(‘e ir\l
(57 —53— 7%

Las ecs. (32) pueden escribirse en términos de mé-

dulos eldsticos mds familiares.

Se define como mbédulo de Young a la relacidn entre

tensibn y deformacid6n en un ensayo uniaxial. De Fig. 10:
= 0 :
1 E zz/é%z (33)
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/o i

Fig. 10

La elongaci6n en la direcci6n axial producird una contraccion
en las direcciones transversales. Se define como_m6dulo de

Poisson a la relacién entre deformaci6n transversal y axial:

PSR (38)
33 £s 3

el signo negativo es a fin de que ¥ sea positivo, pues las

deformaciones axial y transversal tendrdn signos opuestos.

De las definiciones, y usando las ecs(32) se obtie-

ne la relaci6n entre las constantes eldsticas y los médulos

eldsticos:
P
c _ ‘2
r{ Cr a
— (35)
C, 2 ‘
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y las relaciones inversas:

£ 7
(-41 =
i+y -2y
pe
C’L =
(f4v ) i1-2y) (36)
(‘/q = Cu- e = £ ’
= 2¢(1+2)
Se define como m6dulo de corte G a la relaci6n en
tre la tensidon corte y la distorsidn ancgular correspondiente.

Por unidad de volumen realizado por las fuerzas.

6= G, o e (37)
Habfamos deducido que el cambio de volumen de un
s6lido estd dado por la traza & + & + & del tensor de
XX yy zz
deformaciones. De la ley de Hooke generalizada para un s6-
l1ido is6tropo (ecs.(32)), se ve que la traza de:g estd aso-

ciada a la traza del :

| ~ -] . ”
’J:, -+ u:,y"”(l—b:ﬁ = fﬁ(g/: ((,,42(/2)/ka+ (}74 (33) -(Cl/-f?(l?) f’(.f) (38)

~l

0 sca que los cambios de yolumen se producen por
la traza de & ; un estado de tensiones tal que la traza de

¢” sea nula no produce cambio de volumen en un cuerpo elds-

tico.

La presib6n hidrostatica p estd dada por la traza

del tensor de tensiones:

b= -4/ -
RERELE L (39)

[

El signo negativo es a fines de mantener la convencidn de
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que presiones positivas significan compresion. E1 1/3 surge

de la definici6n de presib6bn en un fluido; en tal caso:
=0 G~ -
O ¢7(,"=v3‘3: r

y 1a expresién (39) resulta consistente,

Se define como compresibilidad k a la relacidn en

tre el cambio relativo de volumen y la presifn:

b A
r (40)

donde el signo negativo es debido a que presiones positivas

(compresiones) producen disminucidén de volumen,

De (38) es:
-/ g,‘), ld 61/ t €évg) 3
ks L G - Ce2€C1 2 (41)
- 0-; r R o
9( x Ty * 33) Cir42c,

y usando (36):
4. 3(27) COMPRESIBIL\DAD.

4
Finalmente, se define como mfdulo de volumen B a

la inversa de la compresibilidad k:

Be _L €

2 3(1-27)

ACLARACION SOBRE OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS OR-
TOGONALES

Dependiendo de la simetrfa del problema, puede re

sultar conveniente usar otros sistemas de coordenadas ortogo
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nales que no sean el cartesiano.

No vamos a entrar en el problema de la transforma-
cib6n a otros sistemas de coordenadas. Sin embargo, queremos
recordar que, tal como lo indica su nombre, en todos los sis
temas ortogonales los versores son perpendiculares entre sf.
En Ta Fig. 11 se muestran los versores de los sistemas cilfn

drico y esférico.

- -»
. pl
3 "
> = 4
9" 7
M
h 7
e
LN -
\5/ | o°
,’ I
]
/*” \\ ‘
~ |
({ b
Cilindricas Esféricas

Fig. 11

La diferencia entre los sistemas curvilineos orto-
11

gonales y el cartesiano es que en 1os primeros los versores

son funciones de la posicidn.

Ley de Hooke para medios is6tropos

Resumiendo 1o visto, 1a ley de Hooke en término de

E y y)queda:
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ECr.? : v .
G;(.- = —{—')—— gx). + /cc] + € )]
(140 )(t-2) -7 £ 73
o, . EC1-¥) ¢ 0 p
ig: — 7¥T (Gext s )]

(14V)(1-2 y)

r— _/I—}). 4 F‘ ‘ c
ug—a,; 3 .) L 23+ Y /é’k" ¢ )]

(142)C -2 y) -7 77
0;'7 ) »i;-(f:h/»?) );?
T -8(614;7) g >
075: Z(FZH/ X/a
o bien:
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SOLUCION DE PROBLEMAS EN MECANICA DEL CONTINUO

Se debe notar que la ley de Hooke no basta para
resolver un problema en mecdnica del continuo. En un proble
ma se conoce, por ejemplo, el sistema de fuerzas actuantes
sobre un cuerpo de geometrfa y constantes eldsticas conoci-
das y se busca conocer el estado de tensibn-deformacidn del
cuerpo osea 1los tensoresrﬁ__"y ien cada punto del cuerpo.

Pero la ley de Hooke no es una ley fundamental de la Fisica

sino una ecuacibn consti
- LT LT ey T

Sirve para determinar € si¢ es conocido o viceversa.

e el

En realidad las leyes que describen un cuerpo en

mecdnica del continuo son las ecuaciones de equilibrio y

las relaciones de compatibilidad.

Las ecuaciones de equilibrio establecen que en ca
da elemento de volumen hay equilibrio entre las fuerzas ex-
teriores aplicadas y las fuerzas interiores debidas a la de
formaci6én (tensiones). Veamos c6mo se obtienen dichas ecua
ciones., Por el momento hemos considerado las tensiones en
un punto en un s6lido eldstico. Consideremos ahora la va-
riaci6n de las tensiones a medida que cambia la posici6n
del punto. Estudiaremos entonces las condiciones de equili
brio de un pequefo paralelepipedo rectangular con lados

Sx, 8y, §z; tomamos en cuenta los pequefios cambios de 1as
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| componentes de tensién debido
a un pequefio incremento §x, §y,

fz en las coordenadas. Si el

¥ punto medio en las caras x es

?x b/ 11amaqo 1y 2, debemos distin-

; JJ guir entre el valor de G;x en 1
¥ y su valor en 3. Para calcular
la fuerza que actua sobre el
elemento consideramos los lados
Fig. 12 muy pequefios y la fuerza es ob-
tenida multiplicando 1a tensi6én en el centro de una cara -por
el drea de 1a misma, Debemos considerar ademds la fuerza
que actda sobre el volumen del cuerpo, por ejemplo fuerzas
eléctricas o gravitatorias,(la que para los estudios anterio
res no fue considerada por ser una pequefia cantidad de 6r-

den superior) ya que es del mismo orden de magnitud que los

términos debidos a variaciones de las componentes de tensién,

Si fx, fy, fz denotan las componentes de esta fuerza por
unidad de volumen, la ecuaci6n de equilibrio obtenida suman-
do todas las fuerzas actuando sobre el elemento en la di-

reccibn x es:

[ -t ). Jb193 {500 A5 551505, 44 A6 G40

Las otras dos ecuaciones de equilibrio para las direcciones
y,z son obtenidas de manera andloga. Luego de dividir por

elelemento de volumen (§x §y §2) y de tomar el 1imite para
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una disminuci6n del mismo encontramos:
G, i , Y, f =0
M Je 23

?—G—X‘Z + 90_", + 30-53 + IJ:C’
o x :?J 93

. 257 203
?ﬁj + ._Jj_; + _§3 + fa ol 74
>« o7 I3 J

Estas ecuaciones deben ser satisfechos en todos los puntos

a través del volumen del cuerpo. Las tensiones varfan en el
volumen del cuerpo y muy cerca de la superficie ellas deben
estar en equilibrio con las fuerzas externas sobre la super-
ficie del cuerpo (é&sto se expresa matemdticamente mediante
tres ecuaciones que plantean el equilibrio en la superficie).
Si el problema es determinar el estado de tensiones en un
cuerpo sometido a la accifn de ciertas fuerzas es necesario
resolver las ;cuaciones(42) y la soluci6n debe ser tal que
satisfaga las condiciones de contorno. Sin embargo, proce-
diendo de dicha manera el problema queda indeterminado esté&-
ticamente ya que no se pueden determinar las 6 componentes
del tensor § a menos que se consideren también las deforma-

ciones eldsticas del cuerpo. Debe notarse que las seis com-

ponentes de deformaci6n en cada punto del cuerpo estédn deter

minadas completamente por las tres funciones Uys U u que

y’ Z’

representan las componentes de los desplazamientos. Por 1o

tanto, las componentes de la deformaci6n no pueden ser toma-

das arbitrariamente como funciones de x, y, z, sino que es-
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tdn sometidas a relaciones que se obtienen por derivaci6n de
las relaciones entre deformaciones y desplazamientos. Estas

relaciones son 1lamadas de compatibilidad, son 6 y se obtie-

nen utilizando el hecho que para funciones continuas Tas de-

rivadas cruzadas son iguales. Expresan matematicamente la

continuidad de los desplazamientos U = uW{x,y,z) 0, que en

un cuerpo deformado no puede haber agujeros.

2 s 42
3¢ 3% L 7 %3
2L 4 — ~c e
. ~ % .
93 3y Jy 93 L2
2z 2 '
92653 27 €xx D Ya
It 392/ - ’).,3 &
ey 2 12y
2 “' 4 2 é‘ﬁr - ‘).__{L
o7~ O * dx Iy
2¢ /
, Coex o ( ez 2% 3 V% 5
o o e - -+ ;.
57023 o 2 27 ’ 33

2 2 Cir_ 2‘(9_)}5_ Sy . 3%y

x @23 9 ox od 23
2 27
2 2933 _ 2 (243, %3 3%y
oa vy & I 34 >3

Las condicignes de equilibrio, con las de borda y

las de compatibilidad son generalmente suficientes para de-

“terminar las componentes.de tensignes sin _ambigledad.

Las condiciones de compatibilidad contienen sola-
Las condic
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mente derivadas segundas de las componentes de tensifn. Por

lo tanto, si las fuerzas externas son tales que las ecuacio-
nes de equilibrio junto a las condiciones de borde pueden
ser satisfechas tomando las componentes de tensidén ya sea
como constantes o0 como funciones lineales de las coordenadas
las ecuaciones de compatibilidad son satisfechas idéntica-

mente y este sistema de tensiones es la correcta solucidn

del problema.

Ondas eldsticas_en cristales cibicos

Explicitando la fuerza por unidad de volumen como

-

245  (e: densidad del cuerpo) la ecuacidon de equili-
J
brio en la direccifn x es:
¢ i PPV NN 20, 3
’ P = + -+
22 o of o3

habiendo ecuaciones similares para las direcciones y y z.
Utilizando la ley de Hooke generalizada para un cristal ci-

bico se obtienen las siguientes ecuaciones de equilibrio:

- + i

e :;_u’, - . PG« C (9".// . 3"33)
x> I I x

2, 4 3C
?"rq?['—_—"—‘i+ 9___3—'&

.)y ,;5
y utilizando las relaciones entre derivadas del desplazamien
to y deformacidn resulta:

7 2 2 P

) 4 . o4 P 72 .

C 2La o, X Lo (2 Sk ), (43)
o’{"”

~ = o
DE* o 232
’ . 2 2
+ 1 Cras (qq)( ) My + d A3

Px 2 Fr OF
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Existen otras dos ecuaciones de movimiento para
uy y u, que se encuentran a partir de la anterior por sime-
tria. Estas son ecuaciones de equilibrio dinamico, cuando
el término a la izquierda es nulo resultan las ecuaciones de

equilibrio estatico.

Buscamos ahora soluciones sencillas de estas ecua-

ciones.

Ondas en la direccion L100]

Una solucidn de (43) estd dada por una onda longi-
tudinal:
“w oz A oxpl (ks .. wt)]

” (44)
con u, componente x del desplazamiento de la particula.
Tanto el vector de onda como el movimiento de la particula
tienen la direcci6n de Ta arista g del cubo. Aqui k = 2E7;
es el vector de onda y w = 2T/ es la frecuencia angular.

Sustituyendo (44) en (43):

2 2
wf =5k

de modo que la velocidad w/k de una onda longitudinal en la
direccion [100]:
‘ 2
v=Vd=wijk ‘/(}///)

Si consideramos una onda transversal, con el vec-

tor de onda en la direccién de la arista x del cubo y con el
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desplazamiento de la partfcula en la direccién y, esto es:

) exrz lexowt ]
g~ d° ]

Sustituyendo en la ecuacién de equilibrio para la direccidn
y resulta la relaci6n de dispersi6n siguiente: wzf= c44k2
y la velocidad w/k de la onda transversal en direcciofn [}00]
es: v _ = (C44/P)1/2

Utilizando estas relaciones resulta claro cémo de-
terminar constantes eldsticas. El método mds utilizado es
el de impulsos ultrasénicos. En este método se transmite a
través del cristal bajo examen un impulso ultrasénico gene-
rado mediante un transductor de cuarzo tal que, reflejado
en la superficie opuesta del cristal vuelve al transductor.
E1 tiempo transcurrido entre la iniciaci6bn y la recepcién
del impulso se mide mediante métodos electrdnicos convencio
nales. La velocidad del sonido en la muestra se obtiene di
vidiendo la distancia recorrida por el intervalo de tiempo.
Las constantes eldsticas de un cristal pueden determinarse

asf a partir de Tas velocidades de las ondas, debiéndose

excitar la direcci6n deseada del movimiento de la particula.
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APENDTICE

ROTACIONES DE COORDENADAS, VECTORES Y TENSORES

Haremos primero un repaso de rotaciones de sistemas

de referencia cartesianos.

En la Fig. A-1 se muestra una rotacidn en dngulos

“1’;“2"“3 del sistema x,y,z para obtener el sistema x',y',

Z '

Fig. A-1

Las f6rmulas de transformacion de coordenadas son:

3
—9,' e . /o fe Coxt
n = £ r J X, = Z 4 J (A-l)
J=f
donde - ~
' Y r" X1
X ' iy
- ! ' . 7 = 7 =z Xe
n' = { = )'2_ /
3 / ] X3z
x3
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y la matriz de transformacién R es: -
[ 0ot (xx) cc;é/yl;’) cm('gi')
n 4 -
= | e (g eo(y% ) eo(g'y ) (A-2)
n ”
K RN N
i o (4% ) Co (3J/ /,o>(3/3)‘

La matriz R tiene una serie de propiedades, entre

t

ellas que su inversa R es igual a su transpuesta R". Re-

cordamos que la matriz transpuesta es la obtenida cambiando
t

filas por columnas, es decir R = R

ij la matriz inversa

ji’
es tal que multiplicada por 1la matriz da la matriz identidad,
R°IR = RR7Y = .

Se define como escalar a una magnitud que permane
ce invariante bajo una rotacidén del sistema de coordenadas.
Por ejemplo, la densidad de un cuerpo es un esca]ark(un “ni-
mero"). Sea la densidad de un cuerpo en el punto P (Fig. A-2)
de coordenadas (3;4;5) igual a b5 g/cm3; si ahora cambiamos
a un nuevo sistema de coordenadas x',y',z', donde las coor-
denadas del punto P (el mismo en el espacio) sean (-1;7:;2),

3

su densidad seguird valiendo 5 g/cm™; es invariante ante

un cambio de coordenadas.
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Se define como vector a un conjunto de 3 magnitu-
des (las componentes) tales que, ante una rotaci6n del sis-
tema de coordenadas, se transforman igual que las coordena-

das de los puntos.

Por ejemplo, sea la fuerza F'= (Fl’ F2) de éompo-
nentes F,, F, referidas al sistema de ejes x -y (Fig. A-3).
Si se rotan los ejes a los x' -y', las componentes de F se-
rdn distintas, y se obtienen usando las mismas expresiones
que dan las coordenadas x' -y' de los puntos. Recordemos
que solemos asociar el vector F con el punto P, y sus compo
nentes Fl’ F2 a las coordenadas de P en adecuadas unidades;
al rotar lo ejes, las nuevas componentes de F*seran las

coordenadas de P en 10s nuevos ejes.

Fig. A-3

De (A-1), la transformacidn de las componentes U,

— .. ..
de un vector v ante una. rotacién de coordenadas definida
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por una matriz R sera:

. J= 7 (A"3)

Se define como tensor de 2° orden a un conjunto de
9 componentes tij tales que, ante una rotacién del sistema

de ejes coordenados, se transforman como los productos de

pares de coordenadas.

Es decir, dado el tensor t de componentes ti" si
se efectda un cambio de coordenadas definido por la matriz

/ .
R, las componentes tij del tensor en el nuevo sistema de

coordenadas serdn:

3 3
I _ ﬂ tf
L«tJ‘éZ 5 /ng Ji &

(A-4)

Fisicamente, tendrdn cardcter tensorial aquellas
magnitudes que para su definicidn requierahdos direcciones.
Por ejemplo, los momentos de inercia, donde se requieren
dos ejes respecto de l1os cuales estdn definidos cada momen-
to de inercia. Ante una rotaci6n de ejes, los momentos de
inercia, que contienen los productos de pares de coordena-
das (distancias alos ejes), se transformardn como 10s pro-

ductos de las coordenadas; es decir, son las componentes

de un tensor 1lamado tensor de inercia.
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DEFECTOS PUNTUALES

Vacancias, modelos

Vimos en una secci6n anterior que el ndmero de va-
cancias en equilibrio en una red dependfa de la energfa po-
tencial de formaci6n de este defecto. Discutamos algunas
aproximaciones al cdlculo de ésta. Si el nidmero de coordina
ci6n del cristal es z una primera aproximaci6n va a estar da
da por la energfa necesaria para romper z uniones, separando
un dtomo de su ubicaci6n en la red y restablecer z/2 para

ubicarlo en la superficie del cristal. 0 sea:
v

U - aw_ 2w

¢ 2
donde w es la energfa por uni6n interatémica. Podemos obte-
ner una aproximaci6n de este valor a través del calor laten-
te de sublimacién por dtomo LS. Al sublimar un cristal se

rompe zN/2 uniones (si N es el nGmero de &tomos), la energfia

liberada va a ser:

S

Comparando las expresiones anteriores resulta: U¥ = LS
Este valor es un 1imite superior para la energfa de formacidn;
habrfa que considerar la energia de relajamiento, que incluye

la posibilidad que se formen nuevos vinculos en la red.

Otro modelo considera al cristal como un continuo
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rigiao, Alcrearse una vacancia se aumenta el yolumen porque
un atomo va a la superficie; é&sto implica un aumento del
drea superficial del s6lido. La energia de formacifn de es-
te defecto va a estar dada por el producto de 1a energia por

unidad de superficie por este aumento de superficie
¥ v
Y = (s-95)r

sV -5 superficie debida a un dtomo extra en la superficie,.

Un tercer modelo consiste en calcular 1a distor-
si6n provocada en un medio eldstico isotrfpico infinito por
un centro de dilataci6n en el origen. La vacancia es repre-
sentada por una cavidad de radio "o sobre 1a cual 1a tensidn
superficial produce un desplazamiento So . Este modelo per-
mite describir cualitativamente una vacancia con do negativo

0 una impureza con radio mayor que el pardmetro de la red,

al igual que un intersticial, con J$o positivo.

Si una superficie a distancia r del origen se des-
plaza radialmente una cantidad §(r), una ubicada en r+a va

a desplazarse:

dr+a) z8(r) + @ % i(r)

d

Por 1o tanto 1a distorsi6n radial va a estar dada por e S(f)
Para determinar la distorsi6n tangencial vemos que una super
ficie esférica en r se desplaza a la posicifn r-+Sr3 por 10

tanto l1a circunferencia varia su longitud en:
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AR = am (r4 §(r)) -<mr = 2md(r)

y la distorsio6n resulta:

M. 2mdlr) (P

£ 3 r

»alorsion

tamguudl ::::

Como la distorsi6n total implica un cambio de forma sin cam

bio de volumen obtenemos la relaci6n entre las distorsiones:
distorsi6n radial = - 2x distorsifn tangencial
Obteniéndose la ecuaci6n diferencial: d_ g(n) = -2 ()
dr r

Cuya soluci6n es: dGr) = Jo nﬁ/rz

do : distorsi6n a la distancia r . Segin el modelo do se
relaciona con la tensioﬂsuperficial o con las fuerzas gene-

radas por el defecto en sus vecinos cercanos en un modelo

discreto,.
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Modelos mds refinados se realizan en una aproxima-
ci6n discreta del cristal; entre estos gran cantidad de cdl
culos se han realizado en cobre utilizando un potencial de
interacci6n entre pares de dtomos. Estos cdlculos, atGn cuan
do mucho mds sofisticadas que los anteriores y proveen no s0
1o la energfa sino también la distorsidn provocada en los ve
cinos del defecto, no han podido hasta el momenta incluir la
contribucién de volumen a la energfa, aGn cuando publicacio-
nes recientes parecen probar que esta no es importante desde

el punto de vista configuracional.

Intersticiales, modelos

Los modelos del intersticial son similares a los
de la vacancia discutidos en la seccibén anterior. La dife-
rencia es que ahora asumimos que un dtomo es sacado de 1la
superficie y depositado en el interior del cristal. En el
caso de la vacancia la distorsi6n eldstica s6lo contribuye
del orden de .1 eV a la energia de formacién, Como la dis-
torsibn provocada por el intersticial es un orden de magni-
tud mayor que la de la vacancia la energfa acumulada va a
ser dos 6rdenes de magnitud en este modelo, 0 sea aproxima-
damente 10 eV. Este valor se demuestra experimental y tel-
ricamente que es exagerado, pero la principal contribucibn

a la energfa continGa proviniendo de este término.

AGn cuando se han realizado numerosos trabajos



-51-

te6ricos y experimentales en el tema aiin no se posee la cer-
teza de la confiquracidon de equilibrio del intersticial en
cobre (f.c.c.). Las configuraciones consideradas estables

son, ordenadas de supuesta mayor estabilidad a menor:

i) intersticialidad ("dumb bell interstitial") en la
direcci6n (100); el &dtomo extra se acomoda com-
partiendo espacio con otro de la red, el eje del
par se encuentra en la direcci6n (100).

ii) intersticial centrado en el cuerpo, ubicado en la
posici6n octaedral (1/2,0,0), que es el espacio
abierto mas grande en la red f.c.c.

iii) crowdion: 1la distorsién debida al dtomo extra es
compartida por un gran ndmero de dtomos en la di-

recci6n compacta (110) de la red.

Modelos para intersticiales

Para intersticiales 1os modelos son similares a
los de la vacancia. La diferencia radica en que ahora SupO-
nemos que un dtomo es sacado de la superficie y depositado
en el interior del cristal. En el caso de 1a vacancia, Ta
distorsi6n eldstica s6lo contribuye del orden de 0.1 eV a
la energia de formaci6bn. Asfi, en Cu,

Y =

¢ E

= (0.9+0Q.1) eV

vinculos * eldstica

¢sto es, en el caso de la vacancia la mayor parte de la ener-

gfia se consume en crear el agujero. Dicha energia de defor-
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macion eldstica se escrihe como: E =c¢€.¢

Eelastica= -
esto es, varfa como el cuadrado de la distorsién provocada

por el defecto. Como la distorsién que el intersticial pro

duce en la red es un orden de magnitud mayor que la vacancia,

la energfa eldstica de deformaci6n acumulada en la red serd

dos Ordenes de magnitud mayor para el intersticual que para

la vacancia, esto es 10 eV. Se demuestra tanto experimen-

tal como tef6ricamente que dicho valor es exagerado. Sin em-
i

bargo en: Ef = Eancu]os + Ee]astica la principal contribu

ci6én proviene del término de deformacifn.

Impurezas

Las impurezas son dtomos extrafios a la red que se
ubican en posiciones sustitucionales o intersticiales. Si
el tamano de la impureza es menor que el de los dtomos de Tla
red é€sta generalmente se ubica en una posicién intersticial.
La presencia de estos dtomos extrafios adln en cantidades fnfi
mas determina gran parte de las propiedades del material; pa
ra dar un ejemplo la presencia de carbono en la fase « del
hierro (b.c.c.) es fundamental para la existencia de las fa-

ses en que transforma a la aleaci6n y dan origen al aprove-

chamiento tecnolégico.

En una red ciabica centrada en el cuerpo existen

dos tipos de intersticios, los octaedros ubicados en la posi
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cion (1/2,0,0) y los tetraedros en la posici6n (1/2, 1/4,0).

Adn cuando el volumen correspondiente al segqgundo tipo de in-
tersticio es mayor que el primero existe la certeza que el

C en Fe se halla en la posicibn octaedral. Esto surge de la
composicién de mediciones de fricci6n interna y el pardmetro
de la red en la transformacidén martensftica. La distincidn
no es tan clara en otros sistemas similares como N y O en Fe,
Va, Nb y Ta. Ain cuando es creencia general que estos in-
tersticiales son octaedrales no existe evidencia experimen-
tal ni teb6rica suficiente para confirmar esta suposicidn, es

pecialmente para el caso del O.
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Produccidn de defectos puntuales

Vimos que el nGmero de defectos en equilibrio a
una dada temperatura depende crucialmente de la energia de
formacibn del defecto. ¢C6mo se crean defectos que sobrevi-
ven a una dada temperatura en ndmero mayor al equilibrio
térmico?. Una forma es por enfriamiento rdpido (templado) a
partir de una temperatura sensiblemente superior, en la cual
el nimero de defectos en equilibrio es mayor. La rapidez
del enfriamiento impide que se alcance el equilibrio a tempe
raturas intermedias, o sea no hay tiempo para que se produzca
una migracidn del defecto y éste se aniquile, ya sea interac
tuando con otro defecto puntual (intersticial vacancia) o al
ser absorbido por un sumidero mayor en la red como ser dislo
caciones, borde de grano, interfase de precipitado, superfi-

cie, etc.

Otra forma de generar defectos es por el trabajado

mecdnico, el cual discutiremos mds adelante.

Una tercera forma es el bombardeo del cristal con
partfculas y la separaci6n de los &tomos de su posicién de
equilibrio debido a Ta transferencia de energfa por las mis-

mas .

Otras fuentes d! vacancias son las desviaciones de

la estequiometrfa de cier ts compuestos intermetdlicos y
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por oxidacitn,

+
]

intersticial

vacancias

N 1

N,
~ /
ol
..

Partfcula incidente éigzgig:sta ™ \\\\, .
(neutrén, particula . gt
cargada, etc.) el primer J/ =

choque

Esquema de la cascada de colisifn

Deteccibn de defectos puntuales

Se describird la cldsica experiencia de Simmons y
Ballufi; é&sta permite detectar la presencia de defectos pun
tuales a través de mediciones de la variaci6n de las dimen-

siones macrosc6picas de la muestra y de 1a variacid6n del pa-

rdmetro de red.

Sea una muestra perfecta con N atomos;.z siendo

el volumen atémico, &6 volumen por sitio de la red.



E1 volumen de 1a muestra perfecta es: v_ = n~

0

Se crean n vacancias en la muestra: significa que
n &tomos son distribufdos sobre la superficie original va-
ridndose las dimensiones del cuerpo, la densidad, etc. Ello
aumentard el volumen Vo €en (nfY). Adem&s, dado que el sdlido
no es rfigido, debido a cada vacancia creada hay un cambio Av'
en el volumen total como consecuencia de la relajacidn que
se produce. E1 volumen final sera:

VeV, +mna 47 av’ (0)

Lz JVo e m(a +a8V7)

s
A C . AV
Ve T ‘v‘("r[z_)

(1)

(1) puede escribirse en términos medibles ya que, si Vo =13

(suponiendo un cubo para la forma exterior de la muestra):

7 2
Vo - 13 - _4(

Reemplazando en (1) resulta:

344 _ A
i 5-(“ e )

(2)

La relacién (2) puede escribirse en términos de la
variacién de pardmetro de red a fin de obtener una expresiodn
que permita determinar CV a partir de mediciones experimenta

les. Para ello: volviendo a (0), estd claro que el volumen
v A
por sitio de la red estd dado por — (ya que (N+n) es

N+n
el nimero total de sitios), esto es:




Vv -(M-rﬂ).ﬂ_+774t/;_m+c a0’
- - 4
R N+ n
(3)

Ademds, 1lamando S al volumen por sitio estd claro que:
)
S - . . Pero puede escribirse /¥ en términos de volu
N+n : -

men atémico s, ésto es:
Vi =L+ 4R (4)

donde 4.4 es la variacidn introducida en el volumen corres-

pondiente a cada sitio por la presencia de las vacancias.

Igualando (3) y (4) por ser la misma definicifbn:

AL = © ‘“’,
v

(5)

Pensando en una celda cibica con un dtomo por cel-

da, 6sto es, .= volumen atémico = volumen por sitio

n=-a . AL _ 3 40
o 0.
La variacion del parametro de red promedio es medible por
rayos X.

Dividiendo por ML en (5) resulta:

v
g4 c 4 (6)

Reemplazando (6) en (2) resulta:

. 2 @
C:‘s(d ’A )
v £ o
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Simmons y Ballufi midieron simultdneamente ambos pardmetros
en Al como funci6ébn de la temperatura. Ambos crecen debido
a la expansién térmica y coinciden dentro del error 4ifj-
riendo (del orden de 1/105) a bajas temperaturas,

a altas temperaturas y dando una medicion directa de

Cv como funcidn de T.
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CAMPOS DE TENSIONES Y DEFORMACIONES DE UNA DISLOCACION DE HELICE

[.os scveros tratamicntos o los cuales son sometidos los cristales
ceneran dislocaciones . A éstas se asocian tensiones y delor niaciones dentro
del eristal. Derivemos la auto-tension y los desplazamientos inducidos en el
medio por una dislocicién de hélice. Consideremos una dislocacion de hélice
(mano derecha) o lo largo del ¢je de un cilindro de radio R. El eje 2 es e-
legido de modo de coincidir con la ifnea de la dislocacién la cual correspon-
de aounat de tipo Volterra, pudiendo ser producida a phetie de un eilindro per
teclo por desplazamicuto de corte en Tadiveceton 0 a travin del plano sy,

Un circuito de Burgers
en torno a linea muestra
que 1a dislocacion tiene
un vector de DBurgers b

Como muestra la figura | v . Uy 0(1) y cl desplazamiento
Uz = Uz (x,y)(z) es discontinuo en la superficie de corte definida por

v 0, x> 0:

irm Y (x, - ”/ ) Yo x,'7 ) I)l‘7 '77 positivo

1= 0
X 5 0

Ademas , dado que la dislocacibén se extiende una distancia infinita segin la
direccién z , toda posicién a lo largo de la lfnea de la dislocacién es equi-
valente a cualquier otra; por ello todas las derivadas con respecto a 2 en
Ins ecuaciones de cquilibrio del continuo son nulas,

En el caso de la dislocacién de Volterra mostrada en la figura es
razonable suponer que en un medio isotrdpico el desplazamiento U, aumenta
uniformemente con el ingulo e para dar la discontinuidad:

hé h l/ vy
{) " s, e g7 [ 3
7 (r.e) 27 2T ( X ) e

Obviamente, si un circuito ¢s recorrido alrededor de la linea de
la dislocacién, 02 cambia cn b. Pucde observarse que dicha funcién trigo-
nométrica inversa satisface las ccuaciones de cquilibrio del medio, las cua-
les bajo las condiciones (1) y (2) se reducen a la forma siguiente:

2

7%, =0 @



Utilizando la expresién del campo de desplazamicnto debido a una
dislocacién dc hélice se obtienen las deformaciones elisticas correspondientes
oslo o8y

- au X d(}é - l) y r~
£, ] - (5.1)
XZ 22 3x 2T (x2 +y9)
. aly 9% _ b X '
Eve L. 'S, ET ER) ©-2)
= -2 { = . = r.
Exx © Eyy TG € xy 0 (5-3)

N - , -
En coordenadas cilindricas las deformaciones eldsticas toman las
cxpresiones siguicntes:

- b .1
c;e 2rr
=z £ = g = = (4‘- =
Err 6o 22 {6 r2 0 (5'5)

- Yy .1
TxeTrm ey @D

ah X

6.2
Cve 2 (xz ! \7‘3—)_ ( )

0

Txx Tyy Y, Oxy (6.3)

Las que expresadas en coordenadas cilindricas toman la forma:

g L .
R (6.4)
6~ = g~ = G ¢ = = ( (6,5)



donde, por cjemplo, ‘-',.;é es la tension en la direcei’n £ actuande sobre
un plano radial esto es, un plano normal & ¢g  (ver figura ). Las ox-
presiones ( 6-i) son debidas o la Iey de Ttooke siendo ¢ el mddulo de cor
te de elasticidad. Resulta asi que el campo de tensiones de una dislocacion
de bélice no tiene componentes dilatacionales sine_componentes de corte so-

lamente  , razén por la cual las dislocaciones de hélice solo interaccionan
con deformaciones de corte. Las cxpresiones en coordenadas cilindricas in-
dican que tanto las tcensiones como las deformaciones se hacen infinitas a
medida que r sc aproxima a cero. Puesto que la tcoria de elasticidad li-
neal (aplicada en cl desarrollo previo ) se basa en la suposicién que tensio-
nes y deformaciones son pequefias, las soluciones anteriores dejan de ser
vilidas en la regién cercana o la lfnea de dislocacién, esto es en el nicleo
de defecto, considerindose eomo til & una region cilindrici de radio r del
orvden de 2 ko2 bh,

CAMPOS DIS_TENSIONES Y DEFORMACIONES DE UNA DISLOCACION DE BORDE

Una dislocacién de borde rectilinea produce deformaci6én plana de-

finida por : VvV, =0 vy ;
: vi . . < L
£ ie = 0 siendo la linea de la dislocacién coinci-
dente con el eje 2 . En ¢l presente caso el vector de Burgers es paralelo

al ¢je x y el semiplano extra de dtomos yace, por lo tanto, en el plano x-:0.
Con ¢l propésito de hallar el campo de tensiones v el de defor maciones co-
vrespondiconies o nn continuo isoledopico en equilibrio eatitico en preaencia de
st dislocacion de borde se resuclven s ceouiciones de equilibrio estatico
del medio | (las que debido @ su complejidad no serfin desarrolladas aqgui )
wleniéndose:
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o .. €5 §(35%+ 1)
x® 27(¢-4) (x%y%)~
e . b _HxEgl

anoed) eyt

de una tensién G,

Es interesante notar la existencia
actuando en

direccién paralela a la de la linea
. _eb x(x 3‘73) o de la dislocacién pese a la ausen-

F 2,,2)%
d 2w fV) s +7 ) en dicha direccién.

0;20 ((‘t-‘ fc/‘/ - ""GA‘Y I
) Ten) (g D)
donde  es el mddulo de Poisson.
La expresién del campo de tensiones en coordenadas polares es:
L& . .m 6 sm@
re 20 T T
21 1-¥ )"
o - ¢b e
s =
a2t/ /0%) r
g - 05 wme
QQf (%Jg@'
™ (1-0)
G;z" @4 *e

cia J¢ desplazamiento y deformacion

’n la siguicnte figura sec muestra esquemditicamente la distribucién
de tensiones en torno a una dislocacién de borde, csto es las tensiones cjer-
cidas sobre un cubo elemental ubicado en diferentes posiciones relativas al

defecto.

Cabe destacar que, como cn ¢l caso de la dislocacién de hélice,
¢l campo de tensiones varfa inversamente con la distancia al defecto y a di-
ferencia de ella el campo de tensiones de la dislocaciéon de borde prescenta
ombicdh componentes dilatacionales . Por o tanto, L disloeaciones de boade

interaeloan con contros do detormaeion volumotricos asl como con deform

ciones de corte .
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FUERZA SOBRE UNA DISLOCACION

Cuando sce aplica un esfuerzo lo suflicientemente alto al c¢ristal, las
dislocaciones contenidas en 61 s¢ muceven y producen deformacién plastica por
desplazamiento. El esfuerzo aplicado hace trabajo sobre el metal y aquel se
traduce en el movimiento de dislocaciones habiendo, consecuentemente, una
fuerza sobre la dislocacién que hace que ésta se mueva.

Usaremos al principio de los trabajos virtuales para calcular la
fuerza T, por unidad de longitud de una dislocacién, como resultado de una
tensién de corte, 0 , que actia en la direccién del vector de Burgers. Co-
mo se muestra en la figura 19 , la dislocacién se mueve en la direccién de
W bajo la accién de la tensién. Aunque se mueve en la direccién de la tensién
y del vector de Burgers, es méis significativo.notar que se mueve en el plano
de deslizamiento y en la direccién normal a su longitud. Puesto que la fuerza
por unidad de longitud es T, la longitud L y la distancia rccorrida para atra-
vesar el cristal W, el trabajo efectuado es FLW. Este trabajo es hecho por
In tensién 67, actuando sobre el Area T.W, y Ia fip ran ¢~T,W nctin sobre
L dintanein b cuando In dislocuclén atraviesa ol eristal, por lo tunto,

I'LW CWLh 6

F =0bD | (2)

actuando normalmente a la lfnea de la dislocacién.

La fuerza actuante sobre una dislocacién de hélice puede determi-
narse por ¢l mismo procedimiento. Nuevamente sélo la componente de la ten
sion de corte, G~ | en la direccién del vector de Burgers causa deforma-
ciéon, como se muestra en la figura 21. La dislocacién de hélice sin embargo
se¢ mueve a fingulo recto respecto al vector de Burgers, esto es, normal a si
misma. Nuevamente sc obtiene la ecuacién (2). En consecuencia, la ec. (2) da,
en general, la fuerza actuante normal a una dislocacién forzando a ésta a mo-
verse en el plano de deslizamicento . Y, por lo tanto, en general, los segmen-
tos de dislocaciones sobre lod que actinn una tension de corte sobre ol plano
de deslizamiento en la direeci6n del veetor de Burgers, se mucven en su pla-
no de deslizamiento en unat direcceidn quo.c/Hnormnl a la Iea de dislocaci6n.

Dado que arriba se han descripto casos particulares , daremos a
continuacién una expresion general para la fuerza ejercida sobre una disloca-
cién en presencia de un campo de tensiones. Para ello, sea t un versor para
lelo a la linea de la dislocaci6én de vector de Burgers b el cual tienc una di-
reccién arbitraria. (Dicho vector de Burgers es definido por un circuito de
Burgers tomado en torno a la dislocacién en la direccién convencional ). Da-
do un sistema de coordenadas ortogonales x,y,2 , la fuerza F sobre la

dislocacién estd dada por la expresién siguiente derivada por Peac-ﬁ y Koehler:

F=1taAG ™

dondc G= G .b (*
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dicndo g el temior de tendione:s delb o medio en el cual e encoentea el detecto,
Advertir que ev {(4) hay un producto vectorud y en {(##) la coulraceion de un ten
sor de 2do. oeden con un vector.

La expresidn indica, debido al producto vectorial, que la fuerza sobre
una dislocacidén estd siempre dirigida normalmente a la linea del defecto.

REGLA DI I'RANK

De los efilealos que se han realizado para obtener la energly de una
dislocacion y cuyos resultados se han discutido méas arviba | se puede observar
quue asla dopende dooun nolo parimetro guo es ol vector do Bargort b Los dao
mas factores son constantes para un mismo material. Bs asi que Ia encergla de
las dislocaciones es proporcionil al cuidrado de sus vectores de Burgers respec
tivos . Esta regla se utiliza en todos los casos en que ¢s necesario conocer las
ErTé—fgfas de varias dislocaciones del cristal para deducir sus posibilidades de com
binacién o disociacién.

Aunque la energia de una lfnea de dislocaciéon larga, de gran radio de
curvaturda , pucdce psunlmente ser aproximada por el valor dado para 1o ce. 17,
la dislocacién pucde ocasionilmente tener energfas menores dependiendo de su
entorno, su longitud y su radio de curvatura. Cuando una dislocacién sc aproxi
ma a la superficie del cristal, su energia obviamentc decrece; por lo tanto dis
locaciones cercanas a la superficie son atrafdas por ésta.

Un anillo de dislocacién de radio r tiene un campo de tensiones des
preciable a distancias mayores que aproximadamente 2r del niicleo debido a la
cancobacion mutun de 1as tensiones originadas en los segmentos positivos v ne-
witivos do L disloencidon., Condocuenfomonto sa enovgfla on aproxtmadamontos

h G 2r |
2% r 2 17 e § In 22 + 2 20
Tt b r 2T b ( )

*

la cual e¢s apreciablemente menor que la dada por la ce. 17 para una disloca-

¢ién recta cunando r ¢ v,

Harcmos uso de las consideraciones energéticas arriba mencionadas
para estudiar la posibilidid de ocurrencia de ciertas rcacciones entre disloca-
ciones, tales como la disociacion de una dislocacién rectilinea de vector de

Burgers by en dos dislocaciones rectilineas de vectores de Burgers bg v bg
0 nversamente, la asoci acidn de estas Gltimas para dar lugar a la primera.

Parea ello, supongamos que las dislocaciones: con veclores by, v b

2 3
He uncen parciabmente dando In de vecior de Burgers I)I . bl dicha roaceion do-
be verificarse que ;b b + b.}
]
- 1 de {
_,P s st -
7 v
..._.7/_—-—— P - l ,
. i)



- bb -

S et mmy wns s

——
>
\_q \
/
/! /
_ /
\ \

S A
3 1 .
B
i ! !
) ! “

]
i } .
i ] }
| i !
{ I i
(] ; Y 4
] ! “
I ! !
! ! i
i ! i
] ! I

]
i “ “
' ! '
1
|
- !
<
i
)
|
|
1
I

7/, AN
7.
-7
64 /7
A&\
N
// A
N
N\
3
AN
N
N
~
N\

L



siendo b , b, ¥y by veclores de Burgers permisibles en una red cristalina

particular. Antes de la asociucic’né, Ia engrgfa de deformucién en el medio podia
. ~ . . . .

aproximarse por : E 4 = & ( bz, + b3 ) y luego de la asociacibn por :

: 2

E 1

L2 . P . 2 2
ol™ Gbl . Evidentemente sblo si b2 + b3 > b
el medio evoluciona favoreciendola asociacién debido a la reduccién de la ener-
gfa de deformacién elédstica, '

Se debe hacer notar que una expresién més eorrecta que la anterior
implicarfa la incorporacién del factor 1/(4 -V ) que figura en la expresién
de la auto-energfa de dislocaciones de borde., De manera aniloga g la descripta
puede analizarse la posibilidad de disociacién de una dislocacién desde el punto

de vista de energias.

TENSION DE LINEA

Si una dislocacién curvada es libre de moverse se enderezari, acor-
tindose de esa manera. Similarmente, un loop de dislocaciones tiende a dismi-
nuir su radio y finalmente a desaparecer. En ambos procesos la energfa de de
formacién asociada con la dislécacién disminuye, Este comportamiento es an4-
logo al de una burbuja de jabén que procura reducir el 4rea total de su super-
ficie y por lo tanto la energia superficial tanto como le sea posible. As{ como
se considera que la pelfcula de una burbuja de jgbén tiene una tensién superfi-
cial igual a su energfa de superficie: por unidad dc 4rea, puede considerarse
que la dislocacién tiene una tensién de linea igual a su auto-energia por unidad
do longitud . Dicha tensién de Ifnea T cstf dada por la expresién aproximada:

valida en ¢l caso en que el radio de curvatura de la lfnea es mayor que las di
mensiones del especimen. El concepto de tensién de linea resulta claro si se
piensa en el incremento en energfa del defecto por incremento unitario de la
longitud de la linea. )

Debido a la existencia de la tensién de lfnea cualquier segmento de
dislocacién curvada estd sometido a una fuerza. Consideremos el segmento de
una linea de dislocacién curvada mostrada en la figura.

3S
Vd \ / LN
T \ / T
\ //
\
\ /
\ Y //Z
\177
\/
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Il radio de curvatura del segmento es R y su longitud §S . Ya que la
tension de linea actia en una direccion tangencial a la Iinea de dislocacién, el
scgmento sufre ana fuerza Py hacia abajo (segian la dirceceidn negitiva de y)
dada por : Fy, = - 2 (T sine ) 2Te ; donde®es el dngulo entre la tangente
a un extremo del segymento y la direccién horizontal x.

Por otro iado, liu geometria indica que:

de modo que la fucrzie lotal sobre el segmento curvado, debido a la tension de
linea, es:

O £ %
ly R
giendo la fuerza por unidad de longitud ' igual a : ' = - T
ly ly R

A fin que la linea de la dislocacion esté en cquilibrio, debe actuar
unit fucrza adicional sobre el segmento en la direccion positiva de y. Por otro
lado y, a tftulo de cjemplo , como un resultado de la tensién de linea cada seg-
mento de un loop circular de dislocaciones de radio R experimenta una fuerza
dirigida radialmente hacia adentro del loop; a fin que el loop no colapse debe a-
plicarse una fuerza de igual magnitud a aquella pero dirigida radialmente hacia
afuera.

Utilizaindo conceptos anteriores sabemos que, si @7 es uni tensién
aplicada sobre la muestra conteniendo una dislocacién, puede aparecer sobre
Csta una fuerza dada por la expresiéon de” Peach y Kochler. Supongamos, a fin
de simplificar el desarrollo, que las tensiones aplicadas y el caricter de la
dislocacion scan tales que la fuerza sobre el defecto se encuentre en la direc-
cidbn positiva de y, siendo su magnitud Gb por unidad dc longitud de linea de
dislocacién, en cuyo caso sobre el segmento §S actuari una fuerza FZy da
da por:

F = Gb.- &85
2y

a la que sc opondri la fuerza debida a la tensién de linea. En tal estado la
condicion de equilibrio estard dada por:

I R O = (0 osto cs:

ly PAY

" 51} =Gh .55

Queda relacionada asi la tension de linea con 1la tension externa o esfuerzo a
scer wplicado para mantener curvada a la dislocacién con un radio de curva-
tura R:

b.R
6 bien: g7, ¢h habiendo utilizado la expresién de la tensién de linea deriva-

.,
da de su dckamcion
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Dislocaciones en redes reales

Debemos considerar dislocaciones en redes cristali
nas especfficas y determinar asi qué vectores de Burgers par
ticulares son permitidos en reacciones en dislocaciones. Ca
da cristal tiene sus propios vectores de Burgers permisibles
y sus propias reacciones de dislocaciones; por lo tanto los
resultados obtenidos para cada estructura no pueden aplicar-

se a otros sistemas cristalinos.

Cristales f.c.c.

‘Se observa experimentalmente que el deslizamineto
ocurre sobre 1os planos (111) a lo largo de las direcciones
[lld], direcciones de mayor compacidad. Por 1o tanto, si
nos restringimos a dislocaciones perfectas, 10s vectores de
Burgers posibles mds pequefios estdn segln direcciones [110];
siendo su longitud la distancia desde el centro de un dtomo
al centro del &tomo siguiente segln dicha direccibn, esto es:

——p

b = a/2 {110] y [bA = a/fZ.' E1 término dislocacidn perfec-

ta significa una dislocaci6én que, a medida que se mueve a lo
largo de su plano de deslizamiento, deja a los dtomos en po-
siciones equivalentes a las que ocupaban originalmente. En
la figura siguiente se muestra la formacifén de una disloca-
cion de borde perfecta y una imperfecta en una red cfbica

ssimple. En (a) se muestra el cristal perfecto original con



una superficie de corte; en (b) se

ha creado una dislocacidn perfecta

‘ ; ; - forzando a los atomos sobre un lado
[ t t (@) del corte a desplazarse en a respec
—ﬁ !

to de los otros; en (c) vemos una
dislocacidon imperfecta que resulta

(b) de un desplazamiento relativo a/2.

A medida que ésta se mueve hacia
la izquierda los &tomos no se ubi-

12 () can en una configuracifn equivalen

te a la original,

Se ha mostradoque.§=a/2ﬁld
es el vector de Burgers posible mds pequefio de una disloca-
cion perfecta en fcc. ET pr6ximo E’posib]e serfa Et=a|ﬁ0d .
Sin embargo, la cantidad de energfa acumulada asociada a tal
dislocacidon es el doble de la energia asociada a]lgza/zﬁld.
.epuede imaginar qhe dislocaciones cpn la menor auto-energfa
pueden ser introducidas en el cristal con mayor facilidad y
esto, efectivamente, ha sido observado por microscopia elec-

trénica.

Dislocaciones del tipo a/Z2 ﬁlo]que yacen en planos
(111) (los mds "suaves" y densos de la estructura, esto es,
1os que menos resistencia ofrecen al movimiento de disloca-
ciones) pueden disminuir su energfa combindndose entre si o

disocidndose en nuevas dislocaciones.



2_dislocaciones -obre un mismo plano (111)

i = o ¢ - P
“us vectores b posibles son: _ bl(bl =a/21911J);

CE (6 e (io)s TR (0 ase[itol _
Dby, (o, a/e (101 )5 Zhy (byoa/2[110)).  (Notar que

b n=0 - n: normal al plano - es la condicién para que
tos veciores de Burgers pertenczean a dicho plano). Entre

las varias comwbinaciones posibles de dos dislocaciones con

-
distintos b hay dos diferentes:

A~ T N A 2 - o
hlv by- alv f‘lQ’ h3 : bl +b2->b3 (posible)

oy s A S > 2 ? . .
b[— b? aj hl ] bR ; b14-bgrib§ (imposible)

Debe nolarse que cualquier combinacidn de disloca-

crones pericctas conduce a dislocaciones perfectas.

2 dislocaciones sobre planos (111) diferentes

supongamos dos dislocaciones sobre plancs (111)
diferentess  por cjemplo (111) y (111). Se supone que son
fos planas de deslizamiento de cada dislocaci6n, las que son
de bivo a/? filuj. Las dislocaciones pueden combinarse en
la interseccifn de los planos. La direcci6én de la intersec-
cion sc obtiene haciendo ¢l producto vectorial de las norma-
les a cada plano (ya que la interseccibn estd contenida en
ambos planos y o5 normal o ambas normales) resultando: [Oill
resultando obvio por cristalografia. Los vectores de Burgers

—

P
de una dislocacién movil perfecta sobre el (111) son bl’ b2



- jh-

-y . . -
0o b Los vectores de una dislocacidon movil perfecta sobre

[N

- -
~>

, ' 4 = S - -
el plano (111) son: - h4 (hz =a/? [lOlJ);f 5; (b5= a/2 [Oll]k

flw;(ﬁz = a/? []IUJ). Notar que 61 y E% son idénticos y tie-

nen ademds la direccion de la intersecciébn de l1os planos.

. . - g
Por 1o tanto, cuando las dislocaciones con b1 y b5 se encuen
tren en la dinterscecciGn, sue lincas deberdn ser paralelas a
ésta, esto es serdn de hélice puras. Si dichas dislocaciones
son de distinto signo se aniquilaridn al combinarse. Si son
de iqgual signo, la combinacion de las mismas producirfa un

incremenlto en la autoenergfo Lotal. TPor lo tanto, fuerzas

repulsivas  mutuas tenderdn o mantenerlas separadas.

>
Pov olro Tado, tomemos Ta combinacién de b3 con

4 - . . .
bg. Supongamns que cstlas dislocaciones se encuentran en la
intersecciOn de Tos planos; la asociaci6n de las mismas da-

ria una dislocacion resultante con vector 6;==6;-¥b; ‘a/ZIbllj;
asociacion tavorable encrgéticamente. (No intcresa analizar
el cardacter de cada dislocacibén cuando se encuentran‘en Ta

interseccidn;  en este caso son mixtas). La dislocacifn re-
sultante es de borde puro (su GE es perpendicular a la linea
de 1a dislocaci6én que lleva Ta direccién de la interseccifn).

1 plano de deslizamiento de esta dislocacion (dado por

‘\') ™ B3
Il\1 = L.

3 4 b) es del tipo (100). Dado que dicho plano (poco
denso) no es un plano de deslizamiento, la nueva disloca-
cibn es inm6vil y sirve como barrera a otras dislocaciones
que se mueven en los planos (111) y (111) hacia la intersec-

ci6n de los mismos. La dislocaci6n resultante descripta es



conocida como barrera de Lomer por ser Lomer quien la propu-
so. Cottrell senald que la dislocacid6n inmévil podrfa diso-
ciarse en dislocaciones imperfectas. Esta nueva barrera es

1lamada de Cottrell-Lomer. Ambas reacciones son importantes

debido_a su aplicacidén_en el endurecimiento por trabajado_de

cristales.

Dislocaciones sésiles de Frank

Es posible crear dislocaciones imperfectas esta-
bles en fcc; por ejemplo, las sésiles de Frank. Recordemos
que los apilamientos at6micos de mdaxima compacidad son el
ABABAB 6 ACACAC (el que da lugar a la estructura hcp) y el
ABCABCABC 6 ACBACBACB (el que origina la estructura fcc).

Una dislocacidn sésil de Frank puede originarse
quitando o insertando en la red una porcib6n de plano compac-

te. Por ejemplo:

A ) < <
- L 3 a
A
Y SOt | —— A
s
_ L —2 )

—
. -

—n | 3 B
¢ 8

# #
A A

— -

5- Frank b - Frank
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En (a) vemos que el quitado de una porcidon de un plano ha in
troducido dos dislocaciones de borde puras y de signo opues-
to. En (b) se¢ muestra el resultado de insertar una porcidn
de plano compacto; 5C generan  taphién dos dislocaciones de
borde de signos opuestos. Un examen de la secuencia de api-
lamiento de planos en la regidn entre dislocaciones muestra
que la red contiene ahora una falla de apilamiento. En (a)
la secuencia ae si.LibCh, leida desde abajo hacia arvriba, ha
cambiado a AGC/BCA; / indica d6nde se ha ubicado la falla
en la secuencia. &En (b) hay dos fallas de apilamiento en la
region enlre dislocaciones. La nueva secuenciaes: ABC/B/ABCA
y 5 una doble falla. Estd ubicada sobre el mismo lado de
lo, semiplanos extras de atomos en tanto que la falla simple
lo esta sobre el lado opuesin a los semiplanos extras. En
la literatura la falla simple es 1lamada falla intrinseca y
la coble extrinsece. Ya que un cristal que contiene una fa-
1ta es imperfecto, ¢s razonable esperar una energfa extra
asociada con ella. En una primera aproximaciébn dicha ener-
gia es ccro, ya que un dtomo en la regidn tallada tiene el
mismo nOmero de primeros vecinos que un dtomo en una regidn
perfecta. (Dado que en la regién fallada la estructura lo-
cal es hcp, la afirmacidén anterior proviene del hecho que
las estructuras hcp y fcc difieren solamente a partir de los
segundos vecinos). La energia asociada con una zona fallada
aparece recién en una segunda aproximacidén cuando se conside
ra el namero de los sequndos vecinos. El1 cambio en el nime-

ro de los sequndos vecinos ¢s ¢l mismo tanto si la falla es
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B A de planos ABCABCA (planos compac-

c tos (111)) se considera la regidn

IR p del cristal limitada por dos pla-

J .: ’7~(r' ;’ (Q) nos, cada uno de ellos normal a

( los compactos. Uno de los planos

; contiene la linea 0 y el otro la

- 0'. Puede pensarse que esta re-

’ gidn es dividida en una superior

y una inferior por un plano entre
0y 0'. Desplacemos todos los dtomos en la seccidn superior

relativamente a los de la secci6n inferior. En particular,
el desplazamiento es paralelo a los planos compactos de modo
tal que los atomos del plano inferior de la secci6n superior
son movidos desde sus posiciones en B a C. En la figura N (2°
divuy,0) se muestra la apariencia del plano siendo A el plano
supcrior de la regi6n inferior. A lo largo de la Linea 0 se
ha creado una fila de sitios B vacantes, 1os que son parte
de la dislocacién creada en 0 por el desplazamiento. EIT des
plazamiento también produjo una dislocacidn de signo opuesto
en 0'. Por cristalografia la linea de dislocacifn yace se-
gin la direccidn {110]. Su vector de Burgers apunta segfln
[115] y tiene longitud a/fET‘ por lo tanto b = a/ 6 [ilé]
(dislocacion parcial de Shockley). Notar que, ya que la dis
locaci6n y su vector de Burgers yacen en el plano (111), és-
te es el plano de deslizamiento de la dislocacién. Esto es,
parciales de Shockley son mbéviles sobre el grupo de planos

(111). Dicha dislocacidon es de borde pura. Sin embargo,
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simple o doble. Sin embargo, a un orden adn mayor de aproxi
macién aparece una diferencia en energfas de ambas fallas
pues cambia el ndmero de terceros vecinos. En general, la
falla simple es menos energética que la doble. Tipicos valo

res de fallas (presumiblemente simples) en fcc son:

‘krgs/cmzj E1 vector de Burgers de dislocaciones S y D
Au 10 de Frank es el mismo. Ya que las disloca-
Ag 29 ciones se generan agregando o quitando par-
Pb 24.5 te de un plano compacto, su vectorde Burgers
Cu 163 es normal a dicho plano (111) y su longitud
N1 300 es igual al espaciado entre planos (111) ad
Al 238 yacentes, esto es a/[?ﬁ Por lo tanto:

b = ——;-- [_111]

Se debe notar que serfa extremadamente dificil mo-
ver una dislocaci6n de Frank sobre su plano de deslizamiento,
normal al plano (111) y por lo tanto plano no denso. Por
ello, una dislocacién de Frank es conocida como $&sil  térmi
no que contrasta con ¢l comportamiento de una dislocacion mg
vil, que puede moverse fécilmente sobre un plano de desliza-

miento. Cabe notar que una dislocaci6n imperfecta no debe

ser sésil necesariamente.

Dislocaciones parciales de Shockley

Estudiaremos dislocaciones méviles imperfectas co-

nocidas como dislocaciones de Shockley. Dada la secuencia



una dislocaci6n de Shockley puede cambiar su orientacibn con
respecto a su vector de Burgers y alterar su cardcter de bor

de a mixta a hélice pura.

E1 desplazamiento que movié una porcidn de los
dtomos sobre un plamo desde posiciones B a C también éfectb
a los &tomos de todos los otros planos de la seccibn supe-
rior. En la regi6n entre dislocaciones atomos originalmente
¢en C pasan a A; y A pasa a B. Entre 0 y 0' la secuencia de
apilamiento es: ABCA/CABC. Entre las dislocaciones hay una
falla de apilamiento. HNo importa si las dislocaciones cam-
bian o no su orientaci6én o c6mo lo nhagan, pero siguen conec-
tadas a esta falla. Las generadas son dos parciales simples

de Shockley

A A
£ <
c 3
!’
OT/; _Lop
O
c c J
S. Schokley
J4) A
A P

Reacciones involucrando dislocaciones perfectas e

imperfectas

La reaccidn mds importante de este tipo es la diso
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ciaci6bn de una dislocacién perfecta en dos parciales de
Shockley. Por cristalograffa puede verse que una disloca-
cién perfecta con'€'= a/2 [iOIJ puede disociarse en dos de

Shockley con vectores E; y 33 tales que:

[ie:] - ;:*;; = %[514]4 2 [772]

—>

b, =

NI

E1 plano de deslizamiento de cada una de las dislocaciones
es el (111). Notar que en el caso anterior el par de dislo
caciones eran iguales y de signo opuesto, en tanto en el ca
so presente los vectores de Burgers difieren totalmente.

La diferencia proviene del hecho que en el caso anterior
los parciales eran creados en un cristal inicialmente per-
fecto, y en el presente nos referimos a dos parciales que

se originan en la disociacién de una dislocacifn perfecta

pre-existente (ver tercer diagrama para comprender fisica-

mente el producto de la reaccibn). E1 balance energético
2 2 < g <
indica: b = 2, b 4[7;’: -2
“ 3

Por 1o tanto, por 1la regla de Frank, la disociacién es favo
recida. E1 hecho que la energfia total disminuya implica que
las dos parciales se repelerdn mutuamente y tenderdn a apar-
tarse. Que las fuerzas entre las parciales son repulsivas
puede predecirse también a partir de consideraciones sobre
sus vectores de Burgers. Pero, por otro lado, a mayor sepa-
raci6n mayor serd el drea fallada y mayor serda la energia de
bida a la falla de apilamiento. Se genera asf una fuerza

(virtual) debida a la falla como consecuencia de la varia-
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cién de l1a energfa de zona fallada ante una variacitn del
drea de la zona fallada al alejarse las parciales sobre su
plano de deslizamiento. No obstante, se obtiene un espacia
do de equilibrio cuando la fuerza ejercida por la falla de
apilamiento sobre las parciales es balanceada por la fuerza
de interaccifn entre &stas. E1 espaciado depende invefsameﬂ
te de la energfa de falla de apilamiento y puede ser desde
¢ 050
pocos espaciadosY(Al) a 20 o 30 distancias at6micas (acero
inoxidable). Una dislocacidén perfecta podrfa también diso-
ciarse en una de Frank y una de Shockley:
a/? [01i]~e a/6 [éliJ + a/3 [ﬁli] . La suma de los cua-
drados de los vectores de Burgers es idéntica al cuadrado
del vector de Burgers original. Esta reaccién ni aumenta ni
disminuye la autoenergfa de las dislocaciones. Normalmente
la energfa adicional asociada a la falla hace que la diso-

ciacién sea imposible,

Dislocaciones stair-road

Supongamos dos dislocaciones de Shockley sobre
planos de deslizamiento diferentes, por ejemplo: en el (111)

la de vector de Burgers 5: = a/6 [iziJ y en el (111) la de

vector EZ = a/6 [112]; La dislocacifn que resulte de la aso
ciaci6bn de ambos tendrd vector Ez = a/6 [pllj y estard a lo
largo de la 1inea de intersecci6n de los planos, o sea: [Oill
Considerando el producto vectorial del vector tangente a la

1ifnea y del vector de Burgers, se obtiene que el plano de

deslizamiento de la dislocacibén resultante (de borde pura)
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es del tipo (100), ésto es, se trata de una dislocaci6n se-
sil, conocidas como stair-rod (nombre debido a Navarro).

Cuando dos parciales de Shockley sobre planos diferentes se
asocian, las fallas de apilamiento asociadas a las disloca-

ciones originales se unen en la interseccién de los planos.

Barra de Cottrell-Lomer:

Supongamos dos dislocaciones mbévyiles perfectas
en planos densos cada una de lasCuadles sedisocia en parciales

de Shockley:
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Las parciales m6viles de vectores EZ y'ﬁh pueden combinarse

en la intersecci6én formando wuna stair-rod (ver descripci6n
anterior). Se verifica que la energfa total de la stair-rod
mds l1as dos parciales remanentes es menor que la energfa de

una barrera de Lomer. La stair-rod ( $€511) m&s las dos par-
ciales son un 6bstdculo al movimiento de dislocaciones m6vi-
les en planos (111) y (111). Las tres dislocaciones (méds el

drea fallada) forman la 1lamada barrera de Cottrell-Lomer.
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Barrera de Homer
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