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Resumen

Se analiza el fenómeno de repulsión mediante modelos numéricos y 

analíticos de la interacción entre una interfase de solidificación y una partícula 

esférica, considerando un equilibrio dinámico entre las fuerzas de arrastre y las 

de repulsión.

Ambas fuerzas son calculadas por separado y luego combinadas para 

obtener el valor de equilibrio. La fuerza de arrastre sobre la partícula se 

calculó utilizando la dinámica de fluidos computacional en función de la 

velocidad de solidificación, el radio de la partícula y la separación partícula- 

interfase. La fuerza de repulsión se calculó utilizando la ecuación de Lifshitz 

van der Waals integrando numéricamente en función de la forma y la 

separación de la interfase.

El modelo es aplicado a materiales que solidifican conteniendo partículas 

metálicas con conductividades térmicas iguales, menores y mayores que la 

matriz, que resultan en interfases de solidificación planas, convexas y 

cóncavas respectivamente. El fenómeno de repulsión se analiza considerando 

diferentes velocidades de solidificación y tamaño de partículas.

Se comparan las fuerzas de arrastre obtenidas a partir de las interfases 

planas, convexas y cóncavas. La forma de las interfases convexas y cóncavas 

se obtiene a partir de las simulaciones del campo térmico. Los resultados 

muestran que una interfase cóncava genera fuerzas de arrastre, hasta un orden 

de magnitud mayor que una interfase plana a una misma separación 

partícula-interfase, mientras que una interfase convexa genera menores 

fuerzas de arrastre que una interfase plana.

A partir de los cálculos de las condiciones de equilibrio, se encontró que 

la velocidad crítica para una interfase cóncava es mayor que para una



interfase plana, mientras que una interfase convexa presenta menor velocidad 

crítica que una interfase plana a una misma distancia y un mismo radio de 

partícula.

De la comparación con los resultados experimentales se concluye que se 

puede predecir el rango de velocidades de solidificación en el cual se produce el 

estado estacionario de repulsión.
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Abstract

The interaction between the solidification front and a spherical particle 

was modeled and simulated in order to study the phenomenon of "pushing". 

This phenomenon is governed by a dynamic balance between drag and 

repulsión forces.

Both forces are calculated separately and then combined to obtain the 

equilibrium position. Using computational fluid dynamics, the drag forcé on 

the particle is calculated as a function of the solidification rate, the radius of 

the particle and the particle-interface separation. The repulsión forcé is 

calculated using the Lifshitz-van der Waals equation and numerically 

integrated in terms of the shape and separation of the interface.

The model is applied to a metallic matrix containing particles with 

similar, lower or higher therinal conductivities than the matrix, resulting in 

planar, convex and concave interfaces, respectively. For each case the process 

is simulated at different solidification rates and particle sizes.

Drag forces obtained from the planar interfaces, convex and concave 

were compared. The shape of the convex and concave interfaces is previously 

calculated from simulations o f the thermal field. The results show that a 

concave interface gives higher drag forces, about one order of magnitude 

larger, than those for a planar interface, while a convex interface give lower 

drag forces than those for a planar interface.

From the calculations of the equilibrium conditions, we found that the 

critical velocity for a concave interface is higher than for a fíat interface, while 

a convex interface has lower critical speed than a fíat interface at the same 

distance and the same particle radii.



The simulated results were compared with experiments and a good 

agreement was found. Then, it could be concluded that this model give 

satisfactory predictions o f the solidification speed in which the steady-state o f 

pushing occurs.
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Capítulo 1 Introducción

Durante la solidificación de materiales con partículas inmersas en el seno 

de un material fundido pueden ocurrir interacciones entre las partículas y el 

frente de solidificación. Se observó que para algunos sistemas partícula-sólido- 

líquido, las partículas pueden ser repelidas o atrapadas por una interfase que 

avanza. El fenómeno de repulsión ha sido estudiado tanto en forma 

experimental como teórica por diversos autores [1-5], Los modelos teóricos 

que predicen la repulsión de partículas en un sistema específico utilizan 

valores de energías superficiales entre la partícula sólida y la matriz sólida, en 

general disponibles en la literatura para casos limitados. Ya sea que se trate de 

repulsión o atrapado, se requiere incluir las fuerzas microscópicas que 

interactúan durante el proceso transitorio que conduce al estado estacionario 

de repulsión o atrapado. Estas fuerzas deben ser de corto alcance e involucrar 

tres elementos: la partícula, una película de fluido y el sólido. Si los efectos 

térmico fueran determinantes en la repulsión de partículas, óxidos o 

materiales cerámicos con una baja conductividad serán repelidos en casi 

cualquier metal y, por otro lado, cualquier partícula metálica tenderá a ser 

atrapada. Esto no ocurre en todos los sistemas.

El estudio de los aspectos que ocurren durante este fenómeno como el de 

la conductividad térmica de los constituyentes del sistema (partícula material 

base), y la forma de las partículas, permitirá aportar con conocimiento sobre el 

proceso y su utilización para aplicarlo en los diferentes procesos de 

solidificación y cristalización de materiales biológicos, compuestos o aleaciones 

industriales.

En esta investigación se modeló y simuló la interacción entre una 

interfase de solidificación y una partícula esférica, inmersa en el material 

fundido, teniendo en cuenta que este fenómeno está regido por un equilibrio
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dinámico entre fuerzas de arrastre y repulsión que se manifiestan sobre la 

partícula.

Existe más de un mecanismo o interacción que puede crear una fuerza de 

repulsión entre la partícula y el sólido que conduzcan a la repulsión. En la 

presente investigación, en el caso de un estado estacionario de repulsión, se 

consideran dos fuerzas principales; la de arrastre (Fa) y la de repulsión (Fr) 

que se encuentran en equilibrio. El fenómeno depende de las propiedades, la 

naturaleza y la morfología de la partícula, el fundido, el sólido y los campos 

externos.

Los modelos matemáticos desarrollados incluyen las condiciones en el 

sistema que puedan producir interfaces planas, cóncavas y convexas.

Los campos térmicos y de fluidos fueron desacoplados. El campo térmico 

y la morfología de la interfase están principalmente determinados por los 

valores de las conductividades térmicas de la partícula, el líquido y el sólido. 

Las fuerzas de arrastre y de repulsión, fueron calculadas por separado y luego 

combinadas para obtener el valor de equilibrio.

Los resultados incluyen el efecto de la conductividad térmica en la 

configuración geométrica del sistema partícula-interfase que modifican la 

velocidad de solidificación a partir de la cual la partícula es atrapada por el 

sólido y las condiciones de equilibrio responsables de la repulsión estacionaria 

de las partículas.

Referencias

1. M. V. Pikunov, The behavior o f suspended impurities during crystallization. Non 
ferous metáis, their treatinent and working (Moscow: Metallurgizdat, 1957), 56-67.

2. D. R. Uhlmann, B. Chalmers and K. A. Jackson, “ Interaction between particles and 
a solid-liquid interface” , J. Applied Physics, 35 (1964), 2986-2993

3. S.N. Omenyi, A.W. Neumann, "Thermodynamic Aspects o f  Particle Engulfment by 
Solidifying Melts", J. Appl. Phys, 47 (1976), 3956-3962.

4. A. A. Chernov, D. E. Temkin, S. M. Mel'nikova. “ Theory o f the capture o f solid 
inclusions during the growth o f  crystals from the melt” , Sov. Phys. Crystallogr., 
21(4) (1976), 369-379.

5. J. Cisse and G. F., Bolling, “A theory for the interaction of particles with a 
solidifying front” , J. of Crystal Growth, 10 (1971), 67-76.



Capítulo 2 Marco teórico y revisión bibliográfica

2.1 Definición del problema

La interacción entre una partícula y una interfase sólido-líquido es un 

fenómeno general que se produce durante la solidificación de materiales tales 

como: las aleaciones metálicas con partículas nativas, los materiales 

compuestos de matriz metálica con refuerzos cerámicos en forma particulada o 

fibrosa; y durante la cristalización de materiales semiconductores, ópticos, 

optoelectrónicos y biológicos. Cuando la interfase se aproxima a la partícula 

pueden ocurrir dos situaciones: que la interfase sea indiferente con respecto a 

la partícula o que la interfase empuje a la partícula delante de ella. Este 

último es el caso de un estado estacionario de repulsión. Estas interacciones 

afectan tanto la morfología de la interfase, como también la distribución de las 

partículas. En la Figura 2.1 se observa cómo cambia la forma de la interfase 

frente a la partícula: no se mantiene plana. También se observan partículas

Figura 2.1. Fotografía de una experiencia de solidificación de un material conteniendo
partículas sólidas [1].

~ 3 ~
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atrapadas en el sólido. El fenómeno de “ repulsión de la partícula por la 

interfase”  6e define como un estado estacionario en el cual la partícula y el 

frente de solidificación se mueven con la misma velocidad. En los sistemas 

donde se observa la repulsión se encontró que, si se incrementa la velocidad de 

solidificación, se alcanza una velocidad crítica Vc a partir de la cual la 

partícula es atrapada por el sólido [2-18]. Se han realizado diversos modelos 

[3, 4, 7] para determinar la velocidad crítica en función del radio de partícula 

para diferentes materiales. La velocidad crítica es el parámetro común 

utilizado en la literatura para cuantificar la transición de repulsión a atrapado 

de la partícula.

La repulsión de partículas depende de numerosos factores. Los modelos 

desarrollados consideran la situación más simple de partícula esférica e 

interfase plana y actualmente incluyen el flujo de fluidos. Entre los modelos se 

destaca el tratamiento y el origen de la fuerza de repulsión entre la interfase y 

la partícula.

Desde 1957 [2] numerosos estudios, tanto experimentales como teóricos, 

se han realizado sobre el fenómeno de repulsión y las fuerzas que actúan sobre 

la partícula al aproximarse la interfase de solidificación [3,4,19-25]. En la 

mayoría de los casos, el problema se simplifica al considerar una única 

partícula esférica delante de la interfase. En varios modelos [3,8,26-37] se 

introduce un refinamiento al considerar el efecto de interfases no planas, 

utilizando en algunos casos las soluciones numéricas.

2.2 Fuerzas que actúan sobre la partícula

El fenómeno de repulsión se puede describir en términos de un balance de 

fuerzas (ver ecuación 2.1) que están representadas en la Figura 2.2 donde:

FR+ F a + F p + F = m ^ ~  Ec. 2.1R o g o  dí
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Proyectando sobre la normal ñ a la superficie:

dV„
FR ~ Fa + Fg-" + Fo'”  = m dt

Ec. 2.2

F r es la fuerza de repulsión que resulta de la interacción partícula- 

interfase, Fa  es la fuerza de arrastre generada por el flujo de fluido alrededor

de la partícula, Fg es la fuerza gravitacional, F0 oc í p, R. dVe
di

[38-39] es la

fuerza necesaria para acelerar el fluido adherido a la partícula, m es la masa de 

la partícula, y dVp/dt es la aceleración de la partícula.

Asumiendo un estado estacionario la ecuación se simplifica a:

Fr -  Fa + Fg.ñ = 0 Ec. 2.3

Considerando que la fuerza de gravedad es despreciable frente a las otras 

fuerzas, la ecuación para calcular la velocidad de equilibrio torna la forma: 

FR- F a = 0 Ec. 2.4

Figura 2.2 Esquema representativo de las fuerzas que actúan sobre la partícula y en las
cercanías de la interfase sólido-líquida.
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Si bien se puede simplificar el efecto de la gravedad debido a la gran 

diferencia en órdenes de magnitud con las otras fuerzas, experimentos bajo 

microgravedad han sido realizados con el objetivo de reducir las corrientes de 

convección y así estudiar el fenómeno de repulsión de una forma más 

simplificada [38].

Por lo tanto, las teorías que se aplican al fenómeno de repulsión deben 

incluir al menos dos fuerzas: la fuerza de arrastre y la fuerza de repulsión.

La fuerza de arrastre o viscosa Fa: resulta del movimiento de la partícula 

a través del fluido, la cual resiste el movimiento ocasionado por la fuerza de 

repulsión que tiende a alejarla de la interfase. Se puede calcular resolviendo la 

ecuación de Navier-Stokes para fluidos viscosos.

Fuerza de repulsión Fh: está relacionada a la energía interfacial 

(aproximación macroscópica) o a la interacción interatómica (aproximación 

microscópica que resulta de las fuerzas de van der Waals). La principal 

diferencia entre las teorías es la forma en que la fuerza de repulsión es 

considerada.

En términos de la energía interfacial toma la forma de la Ec. 2.5 [28, 29,

39]:

Fr = I ítRA/q
'  i ^  

v /j0 +6
*

k Ec. 2.5

Donde R es el radio de la partícula, ho es la mínima distancia entre la 

partícula y la interfase, h es la distancia partícula-interfase situada sobre el eje 

perpendicular a la interfase que cruza por el centro de la partícula, k* el factor 

de forma de la interfase y A yo es el cambio de energía interfacial cuando la 

separación partícula interfase es mínima y que se define como:

Ar0 = res-(rPL+rsL) Ec. 2.6

~ 6 ~
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Donde yPS, yPL y ySL son las energías interfaciales entre la partícula y 

el sólido, entre la partícula y el líquido y entre el sólido y el líquido, 

respectivamente.

Cuando la interfase se encuentra a cierta distancia lejos de la partícula 

existen dos interfases: sólido-líquida y líquido-partícula. Cuando el sólido se 

aproxima a la partícula éstas dos interfases se convierten en una sola: sólido- 

partícula; el cambio termodinámico en esta nueva interfase está representado 

con Ay0 [2]

Si F r es formulada en términos de las fuerzas de van der Waals , 

originada por la presión de separación (disjoining pressure) debido al cambio 

de potencial químico en el líquido confinado en el canal partícula-interfase, 

toma la forma [7, 19, 21, 22,23, 25] :

*f rdr Ec- 2'7
Fr = 2nBl j — -

o h\r)

Donde r es la distancia desde el eje perpendicular a la interfase sólido- 

liquida hasta la interfase sólido-liquida como se muestra en la Figura 2.3, h(r) 

es la separación entre la interfase y la partícula y B3 es la constante efectiva de 

Haminaker entre la partícula y la interfase [7].
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La constante de Hamaker se define corno:

A = - 6;z#3 E c. 2.8

Los valores de A  fueron medidos y calculados para diferentes 

combinaciones partícula-líquido-sólido [7].

La distancia mínima que debe existir entre la partícula y la interfase 

para que se produzca el atrapado de la partícula fue medida por Chernov et al. 

[7], Ellos analizaron el movimiento de anillos de Newton al cambiar la 

longitud de onda de la luz en el canal partícula interfase y encontraron un

espesor de <10 7m. Sin embargo, la distancia que se considera en la mayoría 

de las teorías es de varios radios atómicos, pero no menor a 10'9 m. En caso 

contrario, el flujo entre partícula e interfase no es posible [7, 40-43].

2.3 Aproximaciones del modelo de repulsión

En los modelos desarrollados por Schvezov [44-45], se consideran 

interfases no-planas donde intervienen las fuerzas de Casimir-Lifshitz-van der 

Waals como la componente de repulsión y las fuerzas de arrastre como la 

componente de atracción. Se obtuvieron resultados que logran alcanzar un 

estado estacionario de repulsión e indican el caso límite donde se produce el 

atrapado de la partícula.

Numerosos trabajos se han publicado reportando la repulsión de 

partículas [2-18] proporcionando modelos para tratar de comprender el 

fenómeno. Los principales son descritos en detalle, a continuación:

Aproximaciones por tensión superficial; En la teoría de Ulhman et al. [3]

el modelo supone que el mecanismo que controla el transporte de fluido en el 

canal partícula-interfase es la difusión de masa. La fuerza de repulsión se 

atribuye al cambio de energía interfacial. El cambio termodinámico neto en la

~ 8 ~
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Omenyi y Neurnan [6] introducen el argumento termodinámico, 

sugiriendo que si el cambio en la energía interfacial es negativo, la partícula es 

atrapada, y en caso contrario ocurre la repulsión de la partícula. La validez de 

esta teoría es sólo para bajas velocidades.

Shanguan et al. [28] plantearon un modelo que utiliza como fuerza de 

repulsión la energía interfacial, y como fuerza de atracción la de arrastre de 

Stokes. Utilizan la fórmula de Uhlman (Ec. 2.9) pero varían el valor del 

exponente n entre 2 y 7 dependiendo del tipo de fuerza repulsiva que se 

considere. Se consideran las diferencias en las conductividades térmicas entre 

la partícula y el fluido para corregir la forma de la interfase. Las 

incertidumbres en este modelo se encuentran en la elección del exponente n 

que describe el tipo de fuerza de repulsión, y en la precisión para calcular el 

cambio en la energía interfacial.

Stefanescu et al. [20] calculan la velocidad de equilibrio al igualar la 

fuerza de arrastre y la de repulsión. Si se considera que la velocidad de 

equilibrio es la velocidad crítica, se obtiene la siguiente ecuación:

V, = &Y„ K í 2 _

kL
Ec. 2.11

6 f¿R

Donde ¡i es la viscosidad del líquido, kp la conductividad térmica de la 

partícula y fcz, la conductividad térmica del líquido. Además, el efecto de la 

curvatura de la interfase se lo incluye como una contribución a la energía libre 

total.

Aproximaciones por presión de separación: En la aproximación de 

Chernov et al. [7, 27] la fuerza de repulsión proviene de dos interacciones 

principales: dispersión o van der Waals y electrostática o de Debye. Ambas 

podrían conducir a fuerzas repulsivas o atractivas.

~ 10 ~
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energía libre relacionado con la separación partícula-interfase se describe 

como:

f h v  r*nA y = A /c Ec. 2.9

donde ho es la mínima distancia entre la partícula y la interfase, A/ 0 es la 

energía libre cuando la separación es mínima entre la partícula y la interfase: 

A/o = Yrs " 0 'p¡ 7  es energía debida a la tensión superficial; y “ P” ,

“ L”  y “ S”  se refieren a la partícula, al líquido y al sólido, respectivamente. El 

exponente n es un número positivo que adopta valores entre 4 y 5, aunque no 

está claro el criterio para la elección del mismo [3].

La expresión para la velocidad crítica Vc a partir de esta teoría resulta:

K =
n +1 La0QJD

v W /
4 < «  < 5 Ec. 2.102

Donde Q es el volumen atómico, D es el coeficiente de difusión para la 

región entre la partícula y el sólido, kh es la constante de Boltzman, T la 

temperatura, R el radio de la partícula, L es el calor latente por unidad de 

volumen y ao se define a partir de la relación modificada de Gibbs Thompson 

para el cambio de energía libre: L(aolpini), siendo 1/pint la curvatura de la 

interfase.

La concordancia con los resultados experimentales depende 

principalmente de la elección del coeficiente de difusión D. En la mayoría de 

los casos este modelo subestima el valor de la velocidad crítica Vc.

Bolling y Cissé [4] mejoran los resultados anteriores al tener en cuenta la 

forma de la interfase considerando para ello la temperatura de la interfase y la 

velocidad de solidificación. La fuerza de arrastre Fa es modificada por un 

factor 1/(1-a) donde a  es un coeficiente menor o igual a 1. Este factor es el que 

describe la curvatura de la interfase.



Marco teórico y revisión bibliográfica

El modelo considera partículas esféricas, e incluye el efecto de la 

diferencia en las conductividades térmicas entre la partícula y el fluido que 

resultan en interfases no planas, además del efecto de Gibbs-Thompson.

La forma de la interfase se aproximó combinado un paraboloide y un 

plano, derivando en la siguiente ecuación:

R
Fr = 7tB-, Ec. 2.12

h

donde el valor de la constante B3 adopta el valor universal de 10'21 J y £ 

es el factor de corrección por la curvatura de la interfase.

Pótschke y Rogge[22] consideran las fuerzas de van der Waals entre dos 

esferas. La velocidad crítica se resuelve numéricamente incorporando efectos 

de soluto y térmicos.

En la mayoría de estos modelos la ecuación de equilibrio toma la forma 

Veq oc 1jd eq donde Veq es la velocidad de equilibrio y deq es la distancia de

equilibrio partícula-interfase. Se puede encontrar que, a cualquier velocidad 

de interfase, la partícula puede alcanzar una distancia a la cual se produce el 

estado de repulsión estacionaria.

Kim y Rohatgi [46] utilizan la presión de separación como fuerza 

repulsiva y acoplan el efecto de la disolución de soluto. Ellos muestran que la 

partícula delante de la interfase impide la difusión de soluto en el canal, 

resultando en la formación de una interfase convexa, y que esto disminuye la 

velocidad crítica de la interfase.

Aproximación térmica: la presencia de una partícula delante del frente 

de solidificación con diferentes valores de las conductividades térmicas para la 

partícula y el sólido afectan el campo térmico en las proximidades de la 

partícula, con un efecto en la forma de la interfase. Cuando la partícula sólida 

y el fluido tienen la misma conductividad térmica no se registra ningún efecto,
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cuando la partícula tiene mayor conductividad que el sólido la interfase se 

vuelve cóncava, y cuando tiene menor conductividad que el fluido se vuelve 

convexa.

Ese efecto fue cualitativamente considerado por Bolling y Cissé [4] y por 

Zubko et al. [47] como criterio para el atrapado o repulsión de la partícula. En 

la Figura 2.3 se muestran los resultados de Bolling y Cissé presentados sólo en 

forma ilustrativa debido a que les resultaba difícil desarrollarlos en términos 

cuantitativos.

Heat Flow

Figura 2.3 Cambios esperados en la forma de la interfase para la misma extracción de 
calor y diferentes conductividades térmicas [4].

Zubko muestra cualitativamente las predicciones de la transición de 

repulsión a atrapado considerando la relación de las conductividades térmicas. 

En su análisis, si la relación de las conductividades térmicas partícula-líquido, 

kplki, es mayor a uno, se espera el atrapado de la partícula, y si es menor a 

uno se espera que la partícula sea empujada (repelida) por el frente. Sin 

embargo, este criterio falla en algunos casos. Surapa y Rohatgi [48] 

propusieron una alternativa empírica llamada el criterio de la difusividad 

térmica. De acuerdo con esto, la relación de difusividades térmicas de la 

partícula a la del medio debe ser mayor que la unidad para capturar a la 

partícula.
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[{^p cp Pp )/{^lclP l )\ Ec. 2.13

donde cp y y cL son el calor específico de la partícula y del liquido, y 

Pp Y P i son Ia densidad de la partícula y del líquido, respectivamente.

Shangguan et al. [28] incluyen el efecto de la curvatura de la interfase en 

un tratamiento dinámico del proceso de repulsión. Obtienen la siguiente 

expresión que relaciona la curvatura en términos de las conductividades 

térmicas de la partícula y del líquido:

R , kn
mt -  p Ec. 2.14

înt

donde i?mi indica el radio de curvatura de la interfase.

A su vez para el cálculo de velocidades críticas obtiene la siguiente 

expresión:

yc = ]h A n _  Ec. 2.15
12 /.laR

siendo a  = — —̂ —  Ec. 2.16
^int ~  R

Sin embargo, no encuentran evidencia experimental directa de la 

dependencia con kplki.

Se realizaron modelos para obtener la forma de la interfase,

desarrollando técnicas numéricas en dos dimensiones. En la mayoría de los•f

casos la partícula se considera estática mientras la interfase de solidificación 

avanza hacia ella. El primer trabajo presentado al respecto es de Sasikumar et 

al. [21], que realiza un modelo numérico considerando la curvatura de la 

interfase, es decir, incluyendo el efecto de la conductividad térmica. Ellos no 

pudieron dibujar la forma de la interfase debido a las complicaciones en el 

método numérico empleado.

Casses y Azouni [23] realizaron simulaciones numéricas considerando la 

presión de separación y los efectos de curvatura para determinar el cambio en
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la forma de la interfase para las sustancias puras, con diferentes 

conductividades térmicas. Bajo similares suposiciones Rempel y Worster [25] 

consideraron otro tipo de fuerzas intermoleculares, las interacciones de van 

der Waals. Hadji [49-50] analizó la estabilidad de la interfase sólido-líquido y 

demostró que la forma de la interfase no era afectada solamente por la 

conductividad térmica sino también por la presión de separación. Kim y 

Rohatgi [46] estudiaron el efecto del campo de difusión en el canal, pero no 

presentan ningún cálculo de la interfase.

2.4 Simulaciones numéricas del modelo de repulsión

Los modelos matemáticos y las simulaciones numéricas permiten calcular 

el campo de flujo de fluidos alrededor de la partícula y el comportamiento de 

la partícula en función de la velocidad de solidificación. El problema se ha 

abordado desglosándolo en etapas más simples, las cuales van introduciendo 

las interacciones de forma paulatina hasta llegar a modelos más complejos.

Catalina et. al en el 2000 [39] desarrollaron un modelo capaz de describir 

la evolución de la forma de la interfase en las proximidades de la partícula 

basado en un modelo numérico en 2D para el seguimiento de esta interfase. El 

modelo considera la influencia del gradiente de temperatura y el efecto de 

Gibbs-Thompson, además de los efectos de la presión de separación. La 

temperatura de la interfase es controlada por la concentración de soluto y la 

curvatura. Se ignora el fluido alrededor de la partícula. Este modelo demostró 

la formación de una perturbación en la forma de la interfase en la zona del 

canal partícula-interfase por la acumulación de soluto. Para sistemas 

caracterizados por kp<ki la presión de separación ocasiona un cambio en la 

curvatura de la interfase, y el incremento del gradiente de temperatura en el 

líquido disminuye el efecto de la presión de separación.
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Garvin et. al [32-35] realizan simulaciones numéricas de la interacción del 

frente de solidificación con la interfase, consideran el movimiento de la 

partícula bajo la influencia de las fuerzas repulsivas de van der Waals y 

atractivas debido a la viscosidad. En sus últimos trabajos (publicados en 2007) 

incluyen el efecto de la curvatura de la interfase debido a las conductividades 

térmicas. Consideran el proceso de solidificación en 2 dimensiones. Para el 

estudio dividen el dominio en dos sub-regiones, una es la región “ interna” 

correspondiente al canal partícula interfase de compleja resolución, y la otra 

región “ externa” correspondiente al total del sistema partícula-interfase. 

Resuelven cada sistema por separado, y luego los acoplan. Consideran que la 

curvatura de la interfase determina en gran medida el comportamiento de la 

partícula. En su análisis concluyen que si la interfase resulta cóncava el 

atrapado es inevitable y si es convexa la partícula resulta empujada por el 

frente.

Kao et al. [37], en trabajos publicados en 2009, analizan la interacción 

partícula-interfase en una sistema binario. La forma de la interfase la 

determinan haciendo coincidir la temperatura de la interfase con el campo 

lineal de temperatura. La velocidad cuasi-estática de la partícula la 

encuentran realizando un balance que involucra el arrastre viscoso, van der 

Waals o las fuerzas electrostáticas de Debye y la flotación. Estudiaron la 

influencia de los solutos calculando numéricamente el campo de 

concentraciones y la forma de la interfase. Sus cálculos sugieren que el efecto 

de la cinética de sobreenfriamiento y la doble capa electrostática son 

insignificantes en los sistemas normales. Ellos muestran que la presencia de 

solutos reduce la velocidad crítica en un orden de magnitud, además de hacer 

mucho más fácil la captura de partículas. Aunque su modelo no fue validado 

con resultados experimentales.
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2.5 Comparación con resultados experimentales

Interacción de partículas con una interfase plana:

Las medidas de las velocidades críticas reportadas en la literatura fueron 

comparadas con la predicción de las principales teorías. Los principales 

autores que obtuvieron las medidas experimentales de repulsión en agua se 

citan a continuación.

PARTICLE DIAMETER IN (MM)

Figura 2.4 Velocidades críticas de solidificación en agua requeridas para partículas de 
mica, shale y cuarzo de diferentes diámetros (1962)[51 J.

Corte en 1962 [51] realiza estudios experimentales de la interacción entre 

partículas con interfases de hielo-agua para diferentes tamaños formas y 

velocidades de solidificación. En la Figura 2.4 se muestran los resultados

~ 16 ~
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experimentales obtenidos de repulsión en agua para partículas de mica, 

“ s/ia/e”  y cuarzo. Demuestra que las partículas de mayor tamaño requieren de 

una velocidad de solidificación más lenta para que se pueda producir la 

repulsión de las mismas.

Iloekstra et al. en 1967 [52] realizan estudios experimentales de la 

repulsión de las partículas impulsadas por las interfases hielo-agua. 

Consideran el efecto del gradiente térmico en el líquido y de la fuerza de 

gravedad. En la Figura 2.5 se muestran los resultados experimentales de la 

repulsión de partículas de Pirex en agua. Llegan a la misma conclusión que 

Corte; que la velocidad para atrapado de las partículas depende del tamaño de 

las mismas.

Figura 2.5 \ elocidades críticas de solidificación de agua para partículas de pircx de
diferentes diámetros (1% 7) [52].

Cissé y Bolling en 1971 [53], realizan estudios experimentales del 

atrapado de las partículas insolubles en el agua durante la solidificación del 

agua. En la Figura 2.6 se muestran los resultados experimentales que 

obtuvieron de tungsteno y cobre en agua. Demuestran la importancia de la

~ 17 ~
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rugosidad de las partículas, su tamaño, la viscosidad del fluido y la fuerza de 

gravedad. Cuanto mayor sea el diámetro de las partículas, sin importar el tipo 

de partículas, menor es la velocidad crítica, y llegan a la conclusión de que la 

velocidad de captura crítica es menor cuando la viscosidad del líquido es 

mavor.

Figura 2.6 elocidades críticas de solidificación de agua para partículas de Cu v ^  de 
diferentes diámetros [53] v un gradiente de temperatura de 10° C/cm. Las curvas 

provienen de cálculos teóricos para y Cu.(1971)

Korbor pt al. en 198ñ [54] determinan la velocidad crítica de partículas 

realizando estudios experimentales. Encuentran que la velocidad crítica es 

inversamente proporcional al radio de la partícula, como se sugiere en la 

teoría, suponiendo que la interfase es plana. En la Figura 2.7 se muestran los 

resultados experimentales que obtuvieron de látex en agua. Se puede ver que 

la velocidad crítica disminuye con el incremento del diámetro, con una 

dependencia que sugiere que la interfase sigue siendo plana. El efecto de la

~ 18 ~
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concentración de soluto y los gradientes térmicos indican que los modelos 

teóricos para determinar las velocidades críticas deben considerar un criterio 

de estabilidad de la interfase, debido a que la repulsión de partícidas parece ser 

afectado por la morfología de la interfase sólido-líquida.

Figura 2.7 Velocidades críticas de solidificación de agua con partículas de látex de
diferentes diámetros (1985) [54],

Al comparar los resultados experimentales con los teóricos empleando 

partículas de alúmina con tamaños que abarcan un intervalo de tres órdenes 

de magnitud, se puede observar que las teorías de Shangguan et al. [28] para 

alúmina y la teoría electrostática de Chernov et al. [7, 27] subestiman y 

sobreestiman los valores experimentales, respectivamente, tal como se 

muestra en la Figura 2.8 extraída del trabajo de Schvezov [45] y los cálculos 

que emplea se citan a continuación:

De la teoría de Shanguan et al.

(para alúmina en agua) Vc  = —-——  = ----- fun^s  ̂ Ec. 2.1712 jLiaR R 

hüA /0 23 2 -i(para cobre en agua) Vc  = ------------= — /Mti s12 /.m R R

De la teoría de Chernov para partículas pequeñas

~  19 ~
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Vc  =0 .14 //_V ^ 1/35 32/3/?o4/3 =18.95í?'4/3/ ^ 7/V 1 Ec. 2.18

De la teoría electrostática de Chernov

Vc  =1.6x10 - 7 — 17 
R

[Kf]=cm.s Ec. 2.19

De la teoría de Bolling y Cissé

¿t2 V¿R} = 4 '¥kTySLh0 /9 7 r Vc  - 16-59*10 10̂  m cm5lls 1 Ec 2  2Q

[Vcj^cm.s*1 [R]=cm, siendo T  una constante adimensional que es función de 

la curvatura de la interfase [4]

De la teoría de Chernov para partículas tamaño >200 fj.in

S^1/4
Q

Ec. 2.21Vc  = 2.192x1 O ^ /T 'c m V  '
v J

[Vc]=cm .8 1 [R]=cm, donde £  es el gradiente de temperatura y AS la

entropía de fusión.

~ 20 ~
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Figura 2.8 Velocidades críticas para repulsión en agua; teóricas y experimentales [45].

Se puede ver en la Figura 2.8 que el efecto térmico sobre la repulsión, tal 

como está incluido en la teoría de Shangguan et al. [28], es muy fuerte. Para 

grandes partículas la predicción dada por la teoría de Chernov et al. [7,27] 

arroja valores tres órdenes de magnitud menores que los resultados 

experimentales. D e acuerdo a S chvezov [45J la dispersión de los 

resultados experim entales no es tan grande com o la dispersión entre  

las d iferentes teorías.

A partir de esta revisión se observa que las teorías no logran ajustarse 

con exactitud a los resultados experimentales. Entonces, el lograr explicar la 

dispersión de los resultados experimentales utilizando las simulaciones sería 

un gran aporte en el estudio del fenómeno de repulsión.
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El objetivo de este trabajo es avanzar sobre el modelo desarrollado por 

Schvezov [1, 2], definiendo un límite preciso que permita determinar la 

transición entre repulsión estacionaria y atrapado de la partícula, el cual se 

puede establecer por una separación mínima entre partícula e interfase para la 

cual la película que los separa pueda considerarse como un fluido. Además, se 

deben tener en cuenta las propiedades térmicas del sistema partícula, sólido y 

matriz, las cuales definen la morfología de la interfase.

Se pretende obtener un modelo que permita predecir los casos en que se 

produce la repulsión de partículas debido a una interfase sólido-líquido que se 

mueve, realizando simulaciones por computadora.

Los resultados del trabajo contribuirán directamente en todos los casos 

enunciados al comienzo ya que el avance en el conocimiento de este fenómeno 

permitirá diseñar y producir materiales con mejores propiedades, ya sea en los 

casos en que las partículas son beneficiosas, por ejemplo en materiales 

compuestos, como perjudiciales, por ejemplo en materiales ópticos.

Objetivos específicos

Se estudiará mediante modelización por elementos finitos el proceso de 

repulsión de una partícula frente a una interfase de solidificación.

Los campos térmicos y de fluidos son desacoplados. En el modelo se 

calcularán las fuerzas de arrastre viscosas involucradas en la dinámica de 

fluidos como la componente atractiva utilizando dinámica de fluidos 

computacionaly se incorporará fuerzas de Casimir-Lifshitz-van der Waals entre 

la interfase y la partícula como componente de repulsión.

Capítulo 3 Objetivos



Objetivos

Se validará el modelo computacional mediante la comparación con 

resultados obtenidos de la literatura para modelos físicos.

Referencias
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Capítulo 4 Formulación del modelo

La inodelización matemática del proceso de repulsión estacionaria por su 

complejidad requiere que se realicen simplificaciones que permitan aislar 

efectos básicos principales del fenómeno. Además, una vez establecidas las 

simplificaciones analíticas, la complejidad del cálculo numérico exige 

simplificaciones adicionales con el objeto de realizar los cálculos en tiempos 

apropiados a las herramientas computacionales disponibles.

El modelo numérico adoptado se simplifica desacoplando el cálculo de los 

campos térmicos y de fluidos tal como se muestra en la Figura 4.1.

Modelo 
térm ico

O b t e n c i ó n  de la f o r m a  
de  la i n t e r f a s e  a c a d a  h

Modelo de flujo de fluidos
C o n s t r u c c i ó n  de  m a l l a s  a 

c a d a  h

odelo de fuerzas de repulsión ,

I n t e g r a c i ó n  n u m é r i c a  de  la e c u a c i ó n  
de  C a s i m i r - L i f sh  i t z -V a n d e r  W a a l s  de  

l as  i n t e r f a s e s  a c a d a  hR
Fr = 2 3:

)

Figura 4.1 Esquema del desacople de los campos térmicos y de fluidos.

Mediante la simulación del campo térmico, primero se calculará el 

proceso de enfriamiento del sistema líquido-partícula y como resultado se 

obtendrá la forma de la interfase para diferentes separaciones partícula- 

interfase. Cada interfase obtenida configurada con la partícula se utiliza para 

simular el flujo de fluidos alrededor de la partícula. Con el campo de fluidos 

obtenido se calculan las fuerzas de arrastre y con la configuración geométrica 

interfase-partícula las fuerzas de repulsión mediante integración numérica.
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Formulación del modelo

Estos resultados, calculados por separado, luego serán combinados para 

obtener los valores de la velocidad de equilibrio y de la distancia h de 

equilibrio para el estado estacionario de repulsión.

Se optó por el método de elementos finitos para resolver el problema de 

campo térmico y de flujo de fluidos porque este método ofrece versatilidad 

para estudiar sistemas con geometrías irregulares, y con condiciones de 

frontera no usuales, que proporciona una mejor aproximación [1].
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4.1 Modelo térmico

Como ya fue mencionado en el Capítulo 2 la forma de la interfase está 

condicionada por las propiedades térmicas de los elementos que componen el 

sistema. Los parámetros más significativos son las conductividades térmicas y 

los calores específicos de la partícula y de la matriz.

El campo térmico generado por el proceso de enfriamiento, que simula la 

solidificación y que produce el movimiento de una interfase de solidificación 

hacia una partícula, es modelado dinámicamente. En la Figura 4.2 se 

esquematiza una de las formas que puede tener la interfase en función de la 

separación partícula-interfase h, cuando la partícula es conductora con 

respecto a la matriz líquida.

Flujo
de

calor

Figura 4.2. Esquema del modelo térmico donde se aprecia la forma que puede 
adoptar la interfase a diferentes distancias partícula-interfase.

Se estudiarán las geometrías de la interfase de solidificación en relación con:

* Simulaciones en modelo bidimensionaly en modelo axi-simétrico.

* Tamaño de partícula y  forma de partícula.

* Velocidad de extracción de calor.

* Conductividades térmicas.
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Las dos simplificaciones por simetría más utilizadas que se pueden 

aplicar a este problema son los modelos bidimensionales y axi-simétricos. El 

primero es ampliamente usado en la literatura y debido a esto lo que se 

pretende es evaluar cuál de los dos reproduce mejor el problema físico y hasta 

qué grado de simplificación pueden alcanzarse resultados aceptables.

El objetivo al estudiar el grado de influencia del tamaño de partícula es 

reducir el número de simulaciones mediante escalado. Respecto a la forma de 

la partícula se pretende determinar cuáles pueden ser las desviaciones con 

respecto a una partícula no esférica. (Caso ideal).

Se investiga la influencia de la velocidad de extracción de calor debido a 

que afecta la forma y la velocidad de avance de la interfase.

De los parámetros mencionados anteriormente, uno de los más 

estudiados es la conductividad térmica [2-11], que es uno de los más 

significativos en cuanto a la forma de la interfase. (Ver Capítulo 2). En el caso 

donde las conductividades de todas las fases presentes son iguales, la interfase 

resultante es plana. El caso donde la conductividad de la partícula es mayor 

que la de la matriz produce una interfase cóncava y, cuando la partícula es 

aislante, la interfase es convexa.

Para simular la solidificación se resolvieron las ecuaciones de 

conservación de la masa, el momento y la energía en forma dinámica: 

dp
+ (pUj) j = 0 Conservación de la masa (4.1)

du, ^
-----+ u ¡ui /
dt ] UJ

/3T  "\
P

= a¡j j + p fi Conservación del momento (4.2)

donde = -pS¡j +

y r,j = -Msij

= (kT,), + Q Conservación de la energía (4.3)dT 
—  + wT. 

v dt '

~ 30 ~



Modelo térmico

donde j  — 1,2 para flujos en dos dimensiones o axi-simétrico, i -  1,2 para 

fluj os en dos dimensiones o axi-simétrico, i , j  — 1,2,3 para flujos en tres 

dimensiones, la combinación de una coma y el subíndice (,i o ,j)  es la notación 

abreviada de la derivada espacial, por ejemplo (,i) representa la primer 

derivada con respecto al índice, P es la densidad, t es tiempo, u es la 

velocidad, U¿j es el tensor de tensiones, es la fuerza por unidad de masa , p

es la presión, r¡j es el tensor de tensión desviadora, Sy es el delta de 

Kronecker, es la viscosidad dinámica, etJ es el tensor de velocidad de 

deformación, T  es la temperatura, k  es la conductividad térmica y Q es la 

generación de calor.

Se considera una partícula de la misma densidad que la matriz líquida, 

condición que junto con la imposición de contornos inmóviles de la matriz y la 

partícula no produce circulación dentro del fluido. Se simula al sólido a través 

de un fluido de viscosidad elevada, igual a 106 veces la viscosidad del líquido. 

Las restantes propiedades (k y Cp) se consideran independientes de la 

temperatura, adoptándose las correspondientes al Aluminio puro para la 

matriz.

Para realizar el estudio de la deformación de la interfase, tanto al 

considerar partícula esférica como cilindro infinito, se emplean las relaciones 

entre las conductividades térmicas kp/kL igual a 1; 0,1 y 10. Donde kp y ki son 

las conductividades térmicas de la partícula y la matriz, respectivamente.

Las propiedades se consideran independientes de la temperatura.

4.1.1 Modelo térmico, cilindro infinito

El dominio está constituido por un cilindro infinito de radio R inmerso 

en una matriz que se está solidificando. Se considera extracción calórica
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unidireccional, la cual produce la solidificación de la matriz. Las demás 

fronteras se encuentran aisladas.

La malla utilizada se muestra en la Figura 4.3. Se obtienen resultados 

cualitativos con bajo esfuerzo computacional, y permite comparar con los 

resultados presentados por otros autores [2-11]. En este caso no se considera el 

calor latente. Esta suposición se realiza de acuerdo a Chernov et al. [12] en la 

que al considerar una velocidad de crecimiento lenta, el calor latente liberado 

por unidad de tiempo y por unidad de área se considera despreciable 

comparado con el flujo de calor.

Se emplea una malla no estructurada estática de 1000 elementos para la 

matriz y de 300 elementos para el cilindro. Refinando la malla en las 

inmediaciones del cilindro. La forma y posición de la interfase se determina 

siguiendo la isoterma de solidificación del aluminio puro: 933 K.
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Figura 4.3: Malla del modelo térmico

En la resolución se emplea el método de elementos finitos a través de una 

formulación de residuos ponderados de Galerkin [1]. Se utilizan elementos 

cuadriláteros con funciones de interpolación de segundo orden para la 

temperatura y la velocidad y de primer orden para la presión.

Para la resolución numérica del sistema de ecuaciones se emplea el 

método de Newton-Raphson, con una tolerancia del 0.01%. El cálculo 

dinámico se resuelve mediante el método de Crank-Nicholson con un paso de 

tiempo variable, ajustado mediante Adams-Bashforth [1].

4.1.2 Modelo térmico axi-simétrico

Debido a la geometría del sistema, la simulación mediante elementos 

finitos, se realiza mediante un modelo de simetría axial. El dominio está 

constituido por una partícula esférica inmersa en un líquido que se está
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solidificando. Se considera la transferencia de calor por conducción y la 

solidificación por extracción calórica unidireccional, en el sentido de avance de 

la interfase.

Se utilizó una malla estática de 50000 elementos con funciones de 

interpolación de primer orden en la temperatura. Se refino la malla en las 

cercanías de la partícula para obtener un mejor detalle de la curvatura de la 

interfase en los resultados, como se puede ver en la Figura 4.4.

Figura 4.4. Malla empleada en el modelo térmico axi-simétrico.

En la resolución se emplea el método de elementos finitos a través de una 

formulación de residuos ponderados de Galerkin [1], Se emplean elementos 

cuadriláteros con funciones de interpolación de segundo orden para la 

temperatura y la velocidad, y de primer orden para la presión.

Se utilizan reducciones de los valores de los pasos del tiempo para 

obtener una buena delincación de la forma y de la posición de la interfase, 

especialmente, en las situaciones donde ésta se posiciona a distancias de la 

partícula menores a 10'7m, reduciéndose el paso del tiempo hasta valores de 

5.10 6 segundos. Se utiliza el método implícito de Cranck-Nicolson para la 

solución del problema en estado transitorio, Ec. 4.3.
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Las fuerzas de arrastre son calculadas numéricamente a partir del campo 

de velocidades del fluido alrededor de la partícula. El campo se obtiene 

resolviendo las ecuaciones de Navier Stokes utilizando el método de elementos 

finitos.

Se estudia la influencia de la forma de la interfase en la fuerzas de 

arrastre para tres configuraciones de interfase: plana, cóncava y convexa. En 

cada configuración se construyen mallas con elementos de diferentes tamaños, 

refinando las mallas alrededor de la partícula para obtener mejores resultados.

Se comparan los resultados obtenidos con un modelo tridimensional y 

con un tridimensional axi-simétrico. En el modelo tridimensional se emplean 

elementos tetraédricos y en el modelo axi-simétrico elementos toroidales de 

sección cuadrilátera, adoptando disposiciones no estructuradas para construir 

la malla.

Se adopta una partícula esférica arrastrada por una interfase móvil, 

representando una situación de repulsión estacionaria. En este caso se impone 

la condición de estado estacionario de repulsión, es decir, la partícula se mueve 

junto con la interfase manteniendo una separación constante. Por lo tanto se 

consideran solamente las ecuaciones de balance de masa y de momento. Se 

supone flujo laminar y se analiza la influencia de la separación entre la 

partícula y la interfase, la velocidad de movimiento de la interfase y el tamaño 

de la partícula.

Las distancias partícula-interfase (h) deben ser mayores que hmín, siendo 

hmín = 10"8 m. Este valor es la mínima distancia que se puede considerar para 

que el fluido mantenga las propiedades que lo definen [12-16]. El rango que se 

utiliza en los cálculos es entre hmin y 2R

4.2 Modelo de flujo de fluidos
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Las velocidades que se utilizan son menores que la velocidad crítica (Vc), 

siendo Vc la velocidad en la que la repulsión crítica no se produce. Por encima 

de este valor de velocidad no se observa repulsión. El rango de velocidades 

utilizado es entre lxlO '10 m/s y lx l(H  m/s.

4.2.1 Modelo de flujo de fluidos tridimensional

F lu id o  ^ i n t e r f a s e  Partícula

Figura 4.5: Malla sobre la superficie externa que se utiliza para el modelo en tres 
dimensiones con interfase plana. Detalle: ampliación sobre la superficie de la partícula.

En el diseño del modelo se utiliza un sólo diámetro de partícula, 50nm, 

posicionada a seis distancias diferentes desde la interfase. Para cada posición 

se construye una malla diferente. En la interfase se impone una velocidad de 

fluido constante, perpendicular a la misma y libre en los demás contornos. 

Sobre la superficie de la esfera se impone la condición de 110 deslizamiento. El
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fluido se considera Newtoniano ya que el número de Reynolds (He) con 

respecto al diámetro de la partícula es del orden de 10'6 y aún menor

En la malla del modelo tridimensional se emplean elementos tetraédricos 

con funciones de interpolación lineales para la velocidad y para la presión, 

utilizando el método de Petrov-Galerkin el cual es lo suficientemente estable 

tratar elementos con funciones de interpolación lineales en ambas magnitudes. 

En total se emplean aprox. 200000 elementos, refinando en la zona cercana a 

la partícula, como se muestra en la Figura 4.5.

La resolución del sistema se realiza mediante un método desacoplado, 

donde las variables se resuelven individual y secuencialmente, mediante 

eliminación gaussiana, alcanzando la solución en forma iterativa.

4.2.2 Modelo axi-simétrico

El objetivo está centrado en calcular las fuerzas de arrastre sobre la 

partícula debido a la circulación del fluido hacia la interfase. En vista de la 

geometría del sistema se emplea un modelo de simetría axial, lo que reduce el 

número de elementos en la construcción de la malla y por lo tanto reduce los 

tiempos de cálculo y recursos de almacenamiento de la computadora.

En la discretización del dominio se emplea una malla no estructurada 

estática de elementos toroidales de sección cuadrilátera, una por cada posición 

de la interfase, utilizando 30000 a 50000 elementos, con funciones de 

interpolación de segundo orden para la velocidad y de primer orden para la 

presión. Por lo tanto se utiliza el método de residuos ponderados de Galerkin. 

La resolución del sistema de ecuaciones se realiza a través del método de 

Picard [1].

Se impone una velocidad de fluido constante en la interfase, 

perpendicular a la misma y paralela al eje de simetría, dejando sin imposición 

los demás contornos de la fase fluida. El rango de velocidades de trabajo
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abarca las velocidades de la interfase típicas en la solidificación de metales. 

Sobre la superficie de la partícula esférica se impone la condición de no 

deslizamiento.

El fluido se considera Newtoniano y en flujo laminar, ya que el número 

de Reynolds (Re) respecto al diámetro de la partícula, es del orden de 10’6 y 

aún menor. Se aplica el modelo bajo condiciones que resultan en interfases de 

solidificación planas, cóncavas y convexas.
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4.2.2.I. Interfase plana

La malla construida para la interfase plana se puede ver 

esquemáticamente en la Figura 4.6. En esta figura se representa la partícula 

esférica en el fluido junto con la interfase plana. Además, se puede observar un 

detalle de la construcción de la malla en el canal partícula-interfase. Este 

modelo se simula a diferentes distancias h en un rango de separaciones 

comprendido entre 2R y lxlO '8 m, siendo R= 1, 5, 10, 25 ó 50 fxm.

La6 fuerzas de arrastre calculadas con los campos de velocidades 

obtenidos se comparan con las fuerzas de arrastre calculadas mediante la 

ecuación de Stokes Modificada. De la comparación surge el rango de validez de 

las expresiones analíticas para las fuerzas de arrastre.

Figura 4.6: Malla del modelo de simetría axial para interfase plana. Detalle: 

ampliación de la región de la partícula.
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4.2.2.2. Interfase cóncava

Previo a la simulación de flujo de fluidos se calcula la forma de la 

interfase mediante la simulación del campo térmico. Una interfase cóncava 

resulta en el caso de una partícula más conductora que el líquido. Una de las 

mallas utilizadas se muestra en la Figura 4.7. La curvatura de la interfase 

cambia de acuerdo a la distancia de la partícula. Se toma como interfase a la 

isoterma de solidificación a diferentes separaciones partícula-interfase (ver 

Capítulo 4.1), en un rango de separaciones comprendido entre; 2R y 7.10'8 m, 

siendo R= 1, 10 ó 50 nm

De un modo similar a la Figura 4.7, se construye un modelo para cada 

interfase calculada, por lo tanto, se construyeron diferentes mallas para cada 

posición de la interfase, obteniéndose así el campo de flujo de fluidos alrededor 

de la partícula para cada una de las interfases calculadas. El rango de 

velocidades que se utiliza está comprendido entre 6.108 m/s y 8.1 O*4 m/s.

Figura 4.7: Malla del modelo de simetría axial para interfase cóncava. Detalle: ampliación
de la región de la partícula.
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4.2.2.3. Interfase convexa

Al igual que en el caso anterior, previo a la simulación de flujo de fluidos 

se calcula mediante la simulación del campo térmico, la forma de la interfase a 

diferentes separaciones partícula-interfase. La malla del modelo se muestra en 

la Figura 4.8. Las distancias partícula-interfase se calculan en un rango 

comprendido entre lxlO '8 y lx lO 5 m. Para cada caso se construyen diferentes 

mallas. A cada distancia el modelo se resuelve para diferentes velocidades de 

la interfase, tomando al menos 15 valores diferentes.

Figura 4.8: Malla del modelo de simetría axial para interfase convexa. 
Detalle: ampliación de la región de la partícula



4.3 Modelos analíticos

4.3.1 Modelo para el cálenlo de las fuerzas de arrastre de una interfase 

plana

Se consideran dos fuerzas de arrastre, una la de Stokes (F astoke$) que 

describe la fuerza de arrastre de una partícula moviéndose en un fluido 

laminar dada por la siguiente expresión:

Vastóte =6 XMVint*. M

La otra es la de Stokes-Modificado (Fas-M) , y está dada por la siguiente 

expresión:

‘K,2
(4.5)

que es una modificación de la expresión de Stokes para la fuerza de 

arrastre sobre una esfera y se aplica para el caso donde la interfase plana se 

encuentra separada de la partícula una distancia h.

En ambas expresiones Vi„¡: velocidad de la interfase, //: viscosidad, R : 

radio de la partícula y h: distancia partícula-interfase.

4.3.2 Modelo para el cálculo de las fuerzas de repulsión en función de la 

forma de la interfase.

La fuerza de repulsión para cada interfase, obtenida del modelo térmico, 

se calcula integrando la ecuación de Casimir-Lifshitz-van der Waals (Ec. 2.7):

r' =2*S3fe77 (4-6>
í h M

Expresión que, para una interfase plana resulta en:

r, = 7l<&¡-p; (4-n
ir

donde r es la distancia desde el eje perpendicular a la interfase sólido-
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líquida hasta la interfase sólido-liquida como se muestra en la Figura 2.3 del 

Capítulo 2, h(r) es la separación entre la interfase y la partícula y B3 es la 

constante de Casimir-Lifshitz-van der Waals que es tomada como B ^ lx lO '21 J 

y R es el radio de la partícula.

La fuerza de repulsión se calcula a diferentes separaciones partícula- 

interfase. Debido a que la forma de la interfase se obtiene de los resultados del 

modelo térmico, no se alcanza una expresión analítica que la describa, sino 

solamente las coordenadas de unos cuantos puntos. Por ello, la integración de 

la ecuación (4.6) se realiza numéricamente. Se utilizan dos técnicas de 

integración numérica: i) el método del trapecio y ii) del trapecio adaptativo 

[!]•
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Capítulo 5 Resultados

En este capítulo se expondrán los resultados de los modelos térmicos, de 

flujo de fluidos y de repulsión que dan información sobre la forma de la 

interfase, la fuerza de arrastre y la fuerza de repulsión, respectivamente. 

Finalmente, se combinarán los resultados de cada modelo para estudiar el 

proceso de repulsión.

Previamente, se mostrarán los resultados de los estudios de sensibilidad y 

convergencia llevados a cabo para medir el grado de influencia que tienen las 

simplificaciones de las geometrías, la discretización del dominio y del tiempo, 

así como de los parámetros físicos utilizados como datos en los modelos.

5.1 Análisis de sensibilidad de los modelos

Un análisis de sensibilidad de los modelos contribuye en la determinación 

de los parámetros y simplificaciones más adecuadas para cada modelo 

buscando realizar los cálculos en tiempos apropiados a las herramientas 

computacionales disponibles. Los parámetros que se consideran son: tamaño 

de malla, tamaño de paso de tiempo, además de las simplificaciones por 

simetría que incluyen a modelos tridimensionales y de simetría axial.

En el modelo térmico, se compara la influencia de las simplificaciones por 

simetría al considerar en un modelo de simetría axial una partícula esférica y 

un cilindro infinito. Esta comparación se realiza para evaluar las diferencias 

que existen al emplear el modelo de cilindro infinito, que es el utilizado 

ampliamente en la literatura [1-5], con respecto a una esfera. En el modelo de 

flujo de fluidos no se analiza la sensibilidad al tamaño del paso de tiempo ya 

que los cálculos son para estado estacionario. Por otro lado se valida el modelo 

de simetría axial, comparando los resultados con un modelo tridimensional.
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El modelo tridimensional, si bien reproduce fielmente el dominio, 

requiere de una gran cantidad de elementos y un gran esfuerzo al momento de 

construir la malla; en cambio, el modelo de simetría axial requiere de un 

menor número de elementos y esfuerzo, lo cual se traduce en una menor 

demanda de recursos de memoria y un menor tiempo de cálculo.

5.1.1 Comparación entre los modelos de simetría axial para partícula 

esférica y  cilindro infinito

Se comparan los resultados de las simulaciones del modelo térmico 

considerando un dominio con simetría axial para partícula esférica y cilindro 

infinito. Las dimensiones y parámetros relevantes para ambos sistemas 6e 

muestran en la Tabla 5.1

Tabla 5.1 Dimensiones y parámetros relevantes utilizados en el modelo de simetría axial
para partícula esférica y cilindro infinito

MAGNITUD VALOR

Radio de la partícula 50 Jim

Densidad del fluido 2700 kg/m3

Viscosidad 1,5xl0-3 Pa.s

Velocidad de extracción del 

calor

de 12500 J/m2s

Tamaño del dominio utilizado Esfera: rectángulo de 1000 {im en el sentido 

radial , 2000 Jim en el sentido axial 

Cilindro: cuadrado 2000 Jim x 2000 {im.

Malla Esfera: ver Figura 4.4, Capítulo 4 

Cilindro: ver Figura 4.3, Capítulo 4
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Se analiza el caso de una partícula más conductora que el medio 

circundante que es el caso más crítico fcp=1000, fci^lOO, ya que existe mayor 

superficie de interacción partícula-interfase, y por lo tanto, una mayor 

deformación de la interfase.

En la Figura 5.1 se superponen las isotermas para el modelo de partícula 

esférica con las del modelo para cilindro infinito. En dicha figura se observa 

que para h menores que 2,22x10* m las isotermas obtenidas son diferentes de 

la siguiente forma: las isotermas del modelo de partícula esférica son más 

planas que las correspondientes al modelo para cilindro infinito. En la Figura 

5.2 se muestran los resultados de la comparación de partículas de 50 |xm de 

radio para (a) h=2,4xl0*5 m, (b) lxlO '5 m; (c) 7,3xl0'6 m, (d) 4,89xl0 6 m, (e) 

2,9xl0-6 m; (f) lxlO*6 m.

KsIVra

Figura 5.1 Forma de las isotermas a diferentes posiciones h(r) superpuestas del modelo de 
partícula esférica y del modelo de cilindro infinito.
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(a)

Esfera Cilindro
infinito

Figura 5.2. Comparación de la isoterma de solidificación del modelo para partícula esférica y para
cilindro infinito

a) h = 2 ,4 x l0 5 m. b ) lx lO '5 m; c )7 ,3 x l0 6 m, d )4 ,8 9 x l0 -6 m, e )2 ,9 x l0  6 m: f )  lx lO 6 m.
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Estas pequeñas diferencias en las interfases a pequeñas distancias varían 

significativamente el valor del punto de equilibrio y por lo tanto resultarán en 

diferencias significativas en la predicción de las velocidades críticas de 

solidificación del sistema en estado estacionario de repulsión cuando se emplea 

un modelo con partícula esférica respecto al cilindro infinito.

5.1.2 Comparación entre tamaños de malla y entre pasos de tiempo para 

el modelo térmico

En la sección anterior, se justificó el uso de un modelo de simetría axial y 

partícula esférica. A continuación se examina la sensibilidad del modelo 

respecto al tamaño de los elementos en la malla. El análisis se realiza en la 

zona más crítica donde las variables acusan mayor variación y que se da en las 

cercanías de la partícula. A mayor tamaño del elemento en las cercanías de la 

partícula, la trayectoria de la interfase es más difícil de localizar. El 

refinamiento mejora la precisión de la posición y forma de la interfase, pero 

requiere de un mayor tiempo de cálculo. El refinamiento debe ser suficiente 

para alcanzar un grado de detalle adecuado para seguir la trayectoria de la 

interfase en un tiempo razonable.

Resultados. Análisis de sensibilidad de los modelos
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Malla de Refinamiento Medio

. : : i :

Figura 5.3. Mallas del modelo térmico con tres refinamientos: (a)grueso, (b)medio y (c) fino.
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Para examinar la sensibilidad del modelo al tamaño de los elementos de 

la malla se comparan tres refinamientos: grueso, medio y fino. Los detalles de 

las mallas en las cercanías de la partícula se muestran en la Figura 5.3. La 

malla gruesa tiene 900 elementos, la media 14000 elementos y la fina 50000 

elementos.

El refinamiento alrededor de la partícula depende del grado de precisión 

que se desea en la forma y posición de la interfase. Para cada uno de los 

tamaños de la partícula se comienza con una malla gruesa. El refinamiento es 

gradual y depende del grado de precisión de la interfase que se requiere. En 

general, en el modelo de simetría axial se emplean entre 14000 y 50000 

elementos toroidales de sección cuadrilátera. Los refinamientos realizados se 

muestran en la Tabla 5.2.

Tabla 5.2 Refinamientos realizados para el cálculo de la Interfase Cóncava

Interfase Cóncava. Axi-Siniétrica
Malla Nodos Elementos

Malla 1 (gruesa) 754 824
Malla 2 1410 1497
Malla 3 5410 5577
Malla 4 5821 6004
Malla 5 6392 6623
Malla 6 7521 7775
Malla 7 10397 10696
Malla 8 (media) 13674 14053
Malla 9 49365 50087
Malla 10 (fina) 50999 51713

COMISION NACIONAL DE ENERGIA ATOMICA

CENTRO DE INFORMACION CAC
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Figura5.4 Isotermas obtenidas para los tres refinamientos de mallas, y una partícula

de R=50fiin.

En la Figura 5.4 se muestran las isotermas obtenidas para diferentes 

valores de h, y los tres refinamientos; grueso medio y fino. Se puede ver que las 

isotermas para mallas gruesas no tienen buena definición, en las cercanías a la 

partícula la curvatura de la isoterma que representa la interfase no es suave,
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se quiebra. A distancias mayores que V\ de R y utilizando 14000 elementos se 

mejora la definición de la isoterma, pero para distancias menores es necesario 

tener elementos de menor tamaño para obtener mejores resultados. La 

mayoría de los cálculos de la forma de la isoterma se realizan a distancias 

menores que Vi de R y si los elementos no son adecuados se obtienen isotermas 

poco suaves, con quiebres en la curvatura similares a las obtenidas cuando se 

utilizan mallas gruesas. Para lograr una mejor definición de la isoterma se 

refina el modelo en las cercanías de la partícula utilizando hasta 50000 

elementos, logrando mejorar el detalle de la curvatura de la isoterma. Obtener 

un buen detalle de la isoterma es importante para la construcción de los 

modelos de flujo de fluidos. El tiempo demandado para esta malla es de 12 a 

14 horas.

Paso de tiempo:

La reducción del paso del tiempo depende del grado de precisión que se 

desea obtener en la forma de la isoterma. Para obtener las isotermas bien 

definidas a distancias menores que lxlO -7 fue necesario reducir el paso de 

tiempo hasta valores de 5.10'6 segundos. En la Figura 5.5 se muestran las 

interfases a medida que se reduce del paso del tiempo. En la Tabla 5.3 se 

muestran las reducciones de paso del tiempo realizadas en las simulaciones.
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Tabla 5.3 Reducciones de paso del tiempo realizadas en las simulaciones.

Simulación Paso de tiempo
Step 1 5,00E-04
Step 2 5,00E-05
Step 3 5,00E-06
Step 4 l,00E-06

Figura 5.5 Forma de las isotermas a medida que se reduce del paso del tiempo.
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5.1.3 Comparación entre ios modelos de simetría axial y tridimensional

Se realizaron comparaciones entre los resultados de los campos de fluidos 

entre los modelos; uno con mallado axi-simétrico y otro con mallado 

tridimensional.

Los valores usados en las simulaciones para el campo de velocidades de 

un modelo tridimensional y un modelo de simetría axial se muestran en la 

Tabla 5.4.

Tabla 5.4 Valores usados en los modelos de simetría axial y tridimensional.

VARIABLE VALOR
Radio 50 Jim
H 10 jjm
densidad 2700 kg/mJ
Viscosidad l,5x l0 '3 Pa.s
Velocidad inicial en todo el 
fluido

3,3xl0‘8 m/s

Velocidad en la interfase 3,3xl0 8 m/s
Forma de la interfase Plana
Tamaño del dominio utilizado Axi: plano meridiano de 1000 jam en el 

sentido radial , 1000 Jim en el sentido 
axial
Tridimensional: cilindro 1000 jim de 
diámetro y 500 Jim en el sentido axial.

Malla Axi: ver figura 4.6 
Tridimensional ver Figura 4.5

Si bien la altura en el sentido axial no es igual en ambos diseños, es lo

suficiente para que la partícula no perturbe el flujo en esa zona. Esta 

diferencia se debe a que si el modelo tridimensional tuviera las mismas 

dimensiones que el modelo axi-simétrico la cantidad de elementos se hace 

excesiva y el tiempo de resolución muy largo. Los resultados de las 

simulaciones para el campo de velocidades para ambos modelos se muestran 

en la Figura 5.6. En ambas figuras se observa que la máxima velocidad se 

encuentra entre la esfera y la interfase. Esto es debido a que el fluido que
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circula por esa zona debe además alimentar a la región central, en tanto que a 

la izquierda de la partícula se desacelera y no presenta zonas de recirculación. 

La velocidad máxima para el modelo tridimensional es 4,96xl0'8 m/s y para el 

modelo de simetría axial es 4,82xl0’8 m/s.

E _.44l£-04 
tí.'dtfbt - t í A  
0.33IE-04

0.220E-04 
0.165E-04 
O.M0E 04 
0.55IE-05

REFER. VECTOR 
— •6.491 CE-Cd

Figura 5.6: Campo de velocidades en el plano radial. Modelos: (a) Tridimensional (b) 
Simetría axial. La interface esta ubicada a la derecha en ambas figuras.

Mirando con más detalle a la izquierda de la partícula se puede observar 

en las Figuras 5.6 (a) y 5.6 (b) una ligera diferencia en el campo de 

velocidades. En el modelo tridimensional se observa una desaceleración
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gradual en el sector de la línea central, mientras que en el modelo de simetría 

axial se observa una ligera alteración del flujo cerca de la partícula. Esto se 

debe al modelo matemático utilizado en el diseño de simetría axial, que asigna 

una componente no nula de la velocidad en la línea central. A pesar de esa 

diferencia en las condiciones de contorno particular del modelo de simetría 

axial la máxima velocidad en ambos modelos coincide en magnitud, dirección 

y posición. Se puede observar que la perturbación radial que ocasiona la 

partícula en el campo de velocidades es mínima.

Figura 5.7: Componente axial de la velocidad. La mitad superior corresponde a los valores 
obtenidos con el modelo tridimensional (a) y la mitad inferior a los valores obtenidos con el 

modelo de simetría axial (b). La interfase esta ubicada a la derecha en ambas figuras.

En las Figuras 5.7 (a) y 5.7 (b) se muestra la componente axial de la 

velocidad y se observa que los valores de las curvas de nivel del modelo

~  57 ~



Resultados. Análisis de sensibilidad de los modelos

tridimensional y de simetría axial son coincidentes excepto en dos regiones 

fácilmente distinguibles. Una de ellas es la zona situada a la izquierda en el 

dibujo, próxima a la partícula. Esta pequeña perturbación se debe a la 

condición de contorno particular del modelo de simetría axial mencionado 

anteriormente. La otra zona es en la parte superior derecha sobre la partícula. 

En el dibujo se ven diferencias en el trazado de las líneas, las cuales se deben a 

una diferencia en el tamaño de los elementos en las mallas utilizado en cada 

caso que, salvando los errores de interpolación, se puede ver que son iguales.

Las similitudes de los flujos en ambos modelos pueden confirmarse 

calculando la fuerza de arrastre sobre la partícula, así se obtienen: 

2,952xl0'13 N en el modelo tridimensional y 2,956xl0'13 N en el modelo de 

simetría axial. Mostrando una diferencia del 0,13%.

Los tiempos de cálculo demandados en la resolución del problema en una 

computadora PC estándar fueron de: aproximadamente 5 horas para el 

modelo tridimensional y 20 minutos para el modelo de simetría axial con 

similar precisión en los resultados.

Por lo tanto se opta por utilizar el modelo de simetría axial para la 

simulación del flujo y se utiliza en el cálculo del flujo de fluidos para obtener 

las fuerzas de arrastre que actúan sobre una partícula.

5.1.4 Refinamiento de malla para el modelo de flujo de fluidos

A continuación se examina la sensibilidad del modelo de fluidos al 

tamaño de los elementos en la malla. La zona más crítica es aquella donde las 

variables acusan mayor variación y se da entre la partícula y la interfase. A 

mayor tamaño del elemento, el campo de velocidades se calcula con una 

menor precisión.
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Con el refinamiento se mejora la precisión pero es mayor el tiempo de 

cálculo. El refinamiento debe ser suficiente para alcanzar un grado de detalle 

adecuado para un tiempo razonable.

La malla fue construida cuidando de tener un número suficiente de 

elementos, pero no demasiado grande entre la interfase y la partícula que 

asegure un resultado de campo de velocidades coherente con el problema 

físico. Este número de elementos, y por lo tanto su tamaño, está condicionado 

por dos factores, el primero es el tiempo de cálculo y el segundo es el campo de 

velocidades. El parámetro utilizado para determinar el límite superior del 

número de elementos es el tiempo de cálculo demandado. Cuando el tiempo de 

cálculo medido entre las primeras iteraciones excede valores de 1 hora se 

reduce el número de elementos. Si el campo de velocidades que se obtiene es 

físicamente consistente, se toma como válida esta solución. En caso contrario 

se aumenta el número de elementos hasta llegar a una solución físicamente 

consistente. Debido al procedimiento mencionado, en esta etapa el número de 

mallas utilizado es variable por cada valor de h.

En la tabla 5.5 (a), 0») y (c ) se listan las mallas y números de elementos 

utilizados a cada separación h para las geometrías de interfase plana, cóncava 

y convexa.
Tal»lu5.5 (a) mallas v números de elementos utilizados a cada separación h para la geometría de

Interfase Plana
Malla h elementos

Malla 1 l,00E-08 27708
Malla 2 2,00E-08 30664
Malla 3 6,74E-07 29560
Malla 4 2,50E-06 34497
Malla 5 5,00E-06 10108
Malla 6 5,50E-06 23255
Malla 7 l,00E-05 11337
Malla 8 5,00E-05 23855
Malla 9 l,00E-04 27488
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Tabla5.5 (b ) mallas y números de elementos utilizados a cada separación h para la geometría de
interfase cóncava.

Interfase Cóncava
Malla h elemento»

Malla 1 l,82E-08 34091
Malla 2 6,60E-08 32104
Malla 3 l,45E-07 24282
Malla 4 l,00E-06 21012
Malla 5 2,50E-06 22325
Malla 6 l,00E-05 34108
Malla 7 l,51E-05 42983
Malla 8 2,09E-05 24427
Malla 9 3,70E-05 26017

Tabla5.5 (c) mallas y números de elementos utilizados a cada separación li para la geometría de
interfase convexa.

Interfase Convexa
Malla h elementos

Malla 1 l,82E-08 38217
Malla 2 4,70E-08 54008
Malla 3 9,76E-08 38294
Malla 4 9,76E-08 30005
Malla 5 l,44E-07 40832
Malla 6 l,44E-07 29227
Malla 7 l,44E-07 53494
Malla 8 l,44E-07 39837
Malla 9 l,69E-07 38082

Malla 10 2,70E-07 29018
Malla 11 4,10E-07 29621
Malla 12 l,16E-06 43173
Malla 13 l,45E-06 35603
Malla 14 2,40E-06 47451
Malla 15 2,40E-06 45050
Malla 16 U 0E -05 32713
Malla 17 l,28E-05 28244
Malla 18 l,56E-05 51245
Malla 19 l,56E-05 58363
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Figura 5.8 Mallas y resultados del campo de flujo de fluidos para dos refinamientos, a) 
Fino h) Medio; ambos para R=50jiin y l i= lx l0 '5m.

En la Figura 5.8 se muestran dos refinamientos de mallas usadas para el 

caso de una interfase plana y sus respectivos resultados en el campo de flujo de 

fluidos h = lx l0 '5 m. Al comparar los resultados del campo de fluidos se puede 

ver en la Figura 5.8 (b) que en el caso de elementos grandes el flujo es 

inconsistente, se puede ver en la esquina superior izquierda como el flujo se 

acelera, y esto no es coherente con el modelo diseñado. En la Figura 5.9 se 

muestran algunas de las mallas utilizadas en las simulaciones para R= 50|i.m,
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diferentes separaciones de h e interfases a)planas, b)cóneavas, y c) convexas. 

El menor tamaño de elemento modelado es de lxlO '8 m. Debido a esto, cuando 

se realizan los modelos para distancias menores a lxlO '7 y con mayor 

curvatura en la interfase, la construcción de las mallas, que debe ser gradual y 

progresiva, se vuelve más compleja. A estas distancias la cantidad de 

elementos utilizada aumenta considerablemente para que la transición a 

elementos de menor a mayor tamaño no sea grosera, y el resultado de los 

campos de flujo de fluidos sea uniforme. Las mallas a distancias menores que 

lxlO '7 m varían entre 45000 y 55000 elementos, y el tiempo demandado varía 

de 3 a 5 horas. En cambio las mallas para % de R poseen 30000 elementos y el 

tiempo de cálculo estimado es de 30 minutos.
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b) Mallas para interfases cóncavas
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■ —  ] ................................................................................................... ...................................................

c) Mallas para interfases convexas

Figura 5.9. Mallas construidas para las simulaciones con R = 50|im. diferentes 
separaciones de h e interfases a)planas, b)cóncavas, y c) convexas.



5.2 Forma de la interfase de solidificación

A continuación se mostrarán los resultados del modelo térmico con el 

cual se obtuvo la forma de la interfase. En primer lugar se analizarán los 

resultados de las influencia de la extracción de calor, luego la influencia del 

tamaño de la partícula, en tercer lugar la influencia de la conductividad 

térmica de la partícula y finalmente la forma de la partícula.

La interfase de solidificación coincide con la isoterma correspondiente a 

la temperatura sólido-líquido. Se utilizaron las propiedades del aluminio, para 

el cual la isoterma de solidificación es de 933 K.

La partícula se modela con igual densidad que la matriz y la fase sólida 

con viscosidad igual a 106 veces la viscosidad del líquido.

5.2.1 Influencia de las Velocidades de Extracción de Calor en la 

Determinación de la Forma de la Interfase

El dominio en estudio está constituido por una partícula esférica de radio 

R= 50 )nm. La relación entre las conductividades térmicas que se utiliza es 

kp/tíL igual a 10.

La influencia de la extracción de calor se determinó utilizando dos 

valores: 12500 J/m2s y 125000 J/m2s. Para la comparación de la forma de la 

interfase se grafica en la Figura 5.11 dos pares de interfases con valores de 

hJ2R menores a 0,1. En dicha figura se observa que la interfase que 

corresponde al mayor gradiente, en color azul, es más plana que la de menor 

gradiente dibujada en color rojo.
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•125000 J/m2s 

.0*12500 J/m2s

Fisura 5.11. Forma de la inferíase secrún diferentes velocidades de extracción de calor a 2 li.

Figura 5.12 Comparación de interfases a diferentes velocidades de extracción de calor para 
diferentes li. a)2,4xl0 ‘5 m, b ) l ,3 7 x l0 5m ,, c)4 ,8xl0-6 m y d)2,8xl0"* m.

En la Figura 5.12 se comparan las interfases para los dos gradientes y 

valores de h iguales a l,37xl0 '5 m, 2,4xl0'5 m, 4,8xl0‘6 m y 2,8xl0-6 m. En 

dicha figura se observa que la interfase, a medida que se aproxima a la
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partícula, se vuelve más cóncava en el caso del menor gradiente de extracción 

calórica.

Analizando en conjunto estos resultados se observa que la interfase que 

corresponde al mayor gradiente de temperatura es más plana que la interfase 

con menor gradiente.

Cuando el gradiente es mayor la perturbación que introduce la partícula 

en el sistema es menor, esto se puede inferir a raíz de que la interfase es más 

plana, por lo tanto el sistema es más estable. Cuando el gradiente es mayor la 

estabilidad del sistema mejora, y por lo tanto, se recupera más rápido de 

cualquier perturbación respecto al caso de gradientes menores.

Se elige 12500 J/m2s porque es la condición que más deforma la interfase 

y con esto se intenta mostrar los casos donde existe mayor interacción entre 

partícula e interfase en los modelos.

5.2.2 Influencia del tamaño de partícula en la forma de la interfase

El objetivo de este estudio es escalar el sistema construido para 

partículas de 50 |nm de radio y utilizarlo para otros tamaños de partículas. La 

velocidad de extracción que se emplea en es 12500 J/m2s y la relación de 

conductividades térmicas kplkL—10. Se comparan los resultados de las 

isotermas de solidificación para 2 radios de partículas de 10 y 50 fim. En la 

Figura 5.13 se superponen los resultados para estos dos tamaños de partículas, 

a dos distancias equivalentes para evaluar la influencia del tamaño de la 

partícula en la forma de la interfase.

La comparación de las simulaciones se realiza utilizando un escalado 

para ajustar los tamaños de partículas y las interfases. El proceso de escalado 

se realiza tomando los resultados de la simulación de 10 |j,m y superponiéndola 

con los resultados de la simulación de 50 fim, de manera tal que los tamaños de 

las partículas sean iguales.
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En las Figura 5.13 a y b se muestran dos casos donde se escala y se 

comparan las interfases de ambas simulaciones a una distancia equivalente de 

h., en la Figura 5.13a al valor de HJ2R igual a 0,05 y en la Figura 5.13b al valor 

de hJ2R igual a 0,01. En cada figura se observa que las interfases están 

superpuestas, y se ve una línea única de interfase, lo que indica que las mismas 

coinciden, tiene la misma forma. Estas comparaciones se hicieron desde 

distancias de h/2R correspondientes a interfases planas hasta valores cercanos 

a la partícula.

Los resultados de estas comparaciones indican que es posible realizar el 

escalado de los resultados de las simulaciones del modelo térmico. Por lo tanto, 

para obtener las formas de las interfases de las partículas de diferentes 

tamaños se utilizan los resultados del campo térmico obtenidos con una malla 

para una partícula de 50 yin, y luego se escalan a otros tamaños de partícula.

Figura 5.13. Forma de la interfase para partículas de 50 îm y 10 [lm de radio, escaladas 
a distancias equivalentes de h/2R. Las interfases están superpuestas, al ser iguales se

observa una única línea.

Este procedimiento de escalado se realiza para los casos de interfases 

curvas, ya sea cóncava o convexa. Pues son los casos donde el procedimiento 

de cálculo de la forma de la interfase es laborioso. Para el caso de la interfase
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plana también se utiliza el escalado, particularmente para partículas pequeñas 

por una mejor definición en el dibujo.

5.2.3 Influencia de la conductividad térmica en la forma de la interfase

Mediante el análisis del campo térmico generado por el movimiento de 

una interfase de solidificación hacia una partícula esférica se aprecian 

deformaciones de la interfase en relación con las propiedades térmicas de la 

partícula en una matriz sólido-líquida.

Como se mencionó en la Sección 4.1 se consideran tres relaciones de 

conductividades térmicas kp/kr. 0,1; 1 y 10, las cuales corresponden a 

partículas aislantes, iguales y más conductoras del calor que el medio, 

respectivamente. La velocidad de extracción que se emplea en es 12500 J/m2s 

y el tamaño de partícula R=50 ym. Los resultados del campo térmico luego se 

escalan para partículas de 10 y 1 |im de radio.

Caso de kp/ki = 1 : Interfase plana

Figura 5.14 (lampo térmico obtenido en un modelo axi-simétrico cuando kT./k.,„=l.
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Se sabe que la interfase es plana cuando fcp/fcz, es igual a 1 (ver Capítulo 

2). En este caso la solución del campo de temperatura es conocida a priori: una 

interfase plana.

Para determinar cuál es el error numérico debido a la discretización y el 

procedimiento de cálculo se realizaron una serie de simulaciones con la 

relación igual a 1. Los resultados de la simulación se muestran en la Figura 

5.14 y se observa que la interfase es plana por lo tanto la discretización 

utilizada y el procedimiento de cálculo dan resultados aceptables. Las 

condiciones más críticas son aquellas donde la conductividad es diferente a 1. 

Las cuales se discuten a continuación.

Caso de kp/ki =10: Interfase cóncava

Los resultados cuando la conductividad térmica de la partícula es mayor 

que la de la matriz se muestran en la Figura 5.15. En la misma se observa la 

forma de la interfase en función de la distancia con respecto a la partícula.

lt
Figura 5.15 . Forma de la interfase según diferentes separaciones

Se puede ver que a distancias mayores que 2R la interfase es 

prácticamente plana y a medida que se aproxima a la partícula la interfase se
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vuelve gradualmente cóncava.

Caso de kp/kí = 0 ,1 : Interfase convexa

Los resultados del caso en el que la conductividad térmica de la partícula 

es menor que la matriz muestran una interfase convexa, como se puede ver en 

la Figura 5.16.

Los resultados de la forma de la interfase muestran que a distancias 

mayores que 2R la isoterma correspondiente a la interfase es plana y a medida 

que se aproxima a la partícula se vuelve gradualmente convexa.

Para cualquier valor de kplki diferente de 1 la forma de la interfase no es 

plana, y la curvatura depende de la distancia entre interfase y partícula. Por 

lo tanto es necesario el cálculo de la forma de la interfase para el posterior uso 

en las simulaciones de flujo de fluidos. Los mismos se calculan a distancias de 

hJ2R igual a 1 hasta valores cercanos al hmin= lxlO-8 m. En este intervalo se 

determinan los campos en 5 posiciones diferentes tal como se muestra en la 

Sección 5.3.

Los valores utilizados de kplki igual a 10 y 0.1 cubren un intervalo 

amplio de situaciones tales como sistemas plomo-cobre y hierro-aluminio.
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5.2.4 Influencia de la forma de la partícula en la forma de la interfase 

Caso de una semi esfera, comparación con la partícula esférica

Figura 5.17 Malla empleada en el modelo térmico axi-simétrico, partícula seiniesí’ériea.

Partícula conductora

Las condiciones de contorno utilizadas son las mismas que para el caso de 

una partícula esférica conductora, Sección 4.1. El dominio discretizado se 

muestra en la Figura 5.17 que se compara con el caso de una partícula esférica 

que se muestra en la Figura 4.3 .Las geometrías obtenidas de las interfases en 

cada caso se muestran en la Figura 5.18.
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Figura 5.18.Forma de la interfase a diferentes distancias.
(a) Partícula conductora esférica (b ) Partícula conductora semiesférica

En ambos casos la relación entre conductividades térmicas kp/ki, fue 

igual a 10, y se puede ver que la interfase a grandes distancias es plana y a 

medida que se aproxima a la partícula se vuelve cóncava, tal como se observa 

en la Figura 5.19. Sin embargo, una diferencia que se puede observar es que la 

interfase de solidificación en la partícula semiesférica posee la menor 

separación con la interfase en las esquinas de la semiesfera cuando esta 

situación para la partícula esférica ocurre en el centro de la interfase cóncava 

como se observa en la Figura 5.18a. En el caso de la partícula semiesférica esto 

resulta en un atrapamiento de líquido entre la semiesfera y el sólido. Al 

solidificar este líquido se contrae, lo que puede dar lugar a la generación de 

poros.
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Figura 5.19 Superposición de las iuterfases eutre una partícula conductora esférica y
semiesférica.

Partícula aislante

Las condiciones de contorno utilizadas son las mismas que para el caso de 

una partícula esférica menos conductora que el medio, Capítulo 4.1.

Figura 5.20.Forma de la interfase a diferentes distancias.(a) Partícula aislante esférica 
(b ) Partícula aislante semiesférica.

El dominio discretizado se muestra en la Figura 5.17 que se compara con el

caso de una partícula esférica que se muestra en la Figura 4.3 .Las geometrías

obtenidas de las interfases en cada caso se muestran en la Figura 5.20.



En ambos casos la relación entre conductividades térmicas fue kp/kL 

igual a 0,1. En la figura 5.21 se observa que, a grandes distancias la interfase 

es plana y a medida que se aproxima a la partícula se vuelve convexa. Sin 

embargo, una diferencia que se puede observar es que la interfase de 

solidificación en la partícula semiesférica a distancias menores que lA de R 

sufre mayor deformación, es menos plana que la de una partícula esférica a 

igual distancia de h.

Resultados. Forma de la interfase de solidificación

Figura 5.21. ( ’omparación entre una partícula aislante esférica y semiesférica.

~  75 ~



Los resultados de las simulaciones del flujo de fluidos que se utilizan para 

calcular la fuerza de arrastre que empuja la partícula hacia la interfase 

consideran las situaciones que dan lugar a interfases plana, cóncava y 

convexa.

Se utilizó una viscosidad de l,5 x l0 '3 Pa.s típica de un metal puro a la 

temperatura de fusión como por ejemplo el aluminio. Para la partícula se 

adoptó una densidad igual a la de la matriz líquida. Las fuerzas de arrastre se 

calculan a partir del campo de velocidades del fluido alrededor de la partícula, 

obtenido mediante el modelo resuelto por el método de elementos finitos.

5.3.1 Interfase plana

Se estudió la influencia de los siguientes parámetros: radio de la partícula 

(/?), separación partícula-interfase (h) y velocidad de la interfase (F mt).

Los radios de la partícula modelados son: 1 |im, 5 (o.m, 10 |im, 25 p.m y 

50 [im.

El rango de la separación h se varía desde una separación mínima de 

10’8m (hmín) hasta una separación h de equilibrio (heq).

Para cada separación h se construye una malla diferente. La velocidad de 

la interfase se calcula considerando que sea menor que la velocidad crítica 

( Ve), ver Sección 4.2.

En la Figura 5.22 se muestra el resultado del flujo de fluidos para una 

interfase plana, a una velocidad de 3,3xl0'8m/s y las distancias partícula - 

interfase utilizadas son a )lx l0 '8 m, b)6,7xl0‘7 m, c)2,5xl0‘6m y d )lx l0 '5 m, 

donde se puede ver que el flujo alrededor de la partícula es continuo y laminar

5.3 Modelo de flujo de fluidos



Resultados. Modelo de flujo de fluidos

y las velocidades más altas se observan en la estrangulación entre la partícula 

V la interfase.

Figura 5.22. Flujo de fluidos alrededor de la partícula para interfases planas a 
Vint= H,3xlOl!m/s y las distancias h de a )lx l0 -5 m, b)2.5xl0 <’m, c)6,7xl0-7 ni y d)lxlO  !l m.
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Fa Inferíase plana

hfml

Fa Interfase plana

 ̂ [ni/s]
Figura 5 .23 Fuerzas de arrastre para partículas de ñÔ na en función de a ) la separación h.

l»)la velocidad.

Las fuerzas de arrastre calculadas para una partícula de 50 (4.m se 

grafican en la Figura 5.23 de dos maneras diferentes: En la Figura 5.23 (a) se
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grafican las fuerzas de arrastre en función de la separación h, donde se puede 

ver que en todos los casos la fuerza de arrastre disminuye cuando h aumenta y 

en la Figura 5.23 (b) se grafican los resultados en función de la velocidad. Se 

puede ver que en todos los casos la fuerza de arrastre aumenta cuando la 

velocidad aumenta.

Por el tipo de funciones es más práctico trabajar con la fuerza versus la 

velocidad a h constante, y con R constante, ya que como se puede ver en la 

Figura 5.23 b tienen una relación lineal. Al comparar las fuerzas de arrastre y 

las fuerzas de repulsión en función de la velocidad resulta más sencillo obtener 

el punto de equilibrio (heq) en el cual ambas fuerzas son iguales. Los resultados 

de las simulaciones para 10 (im se muestran en la Figura 5.24 (a), y los 

resultados para 1 ¿un en la Figura 5.24 (b).

Fa Interfase plana K= Klfim
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Fa Interfase plana K = ljini

 ̂iui fm/s]

Figura5.24 Fuerzas de arrastre en función de la velocidad para R de a) lOfiin b ) ljiin.

De acuerdo a lo mencionado en la Sección 4.3.1 las fuerzas de arrastre se 

pueden calcular utilizando las ecuación de Stokes Ec.(4.4) y la ecuación de 

Stokes Modificada para el caso de una interfase plana Ec.(4.5). Los resultados 

de los cálculos para una partícula de 50 p.m se presentan en los gráficos de las 

Figuras 5.25 a), b), c) y d).

En la Figura 5.25 a) y b) se representan los valores de las fuerzas de 

arrastre calculadas utilizando la ecuación de Stokes en función de la velocidad 

y de separación h, respectivamente. En la Figura 5.25 c) y d) se representan 

los valores de las fuerzas de arrastre calculadas utilizando la ecuación de 

Stokes Modificada en función de la velocidad y de la separación h, 

respectivamente.
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Fa Stokes Interfase plana

l,nK-l I

l.dK-12

l.OE-i:»

I.0E-I5

l.OF.-Irt
1.0 E-(18

Y¡„! |m/s]

Fa Stokes Interfase plana

-M-  -m—*- 
-H---*---H-

1»)
-K

-é— A— Ér

• v=2.2¿W.
■V=1.1W.
-v=3.3r-8
»v=3.3t-0

♦ ♦ »

I.OK-OT l.OK-O.í i .o e -im

Figura 5.25 Fuerzas de arrastre utilizando la ecuación de Stokes en función de: 
a) la velocidad, b) la separación li.
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Fa Stokes-Modifícada Interfase plaua

V¡„, |m/s|

Fa Stokes-Modifícada Interfase plaua

fcW
Figura 5.25 Fuerzas de arrastre utilizando la ecuación de Stokes Modificada en función de:

e) la velocidad, d) la separación h.

Los resultados de las fuerzas de arrastre obtenidas con el modelo de
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elementos finitos (FaSim) se comparan con las obtenidas de la ley de Stokes 

(FaStoke») y la ecuación de Stokes-Modificada (FcS-m)-

Para la comparación se utilizan los valores de las simulaciones para los 

radios de 1 ^m, 10 fim y 50 |um. Se parametriza la separación h con el radio de 

partícula R, utilizando para ello la relación h/2R. Los valores de h/2R 

utilizados son 0,0001; 0,0002; 0,0005; 0,01; 0,025; 0,05; 0,5; 1 y 25 y se 

calculan las siguientes relaciones F asinJFas-M; FasinJFaSiokes; FasitJ FaSim. Los 

resultados se muestran en las Figura 5.26. Un valor 1 indica una correlación 

perfecta.

h/2R
Figura 5.26.Comparación de las fuerzas de arrastre obtenidas a partir de las simulaciones y de

modelos analíticos.

Se puede ver que, para valores de h/2R menores que 0,5; la ecuación de 

Stokes-Modificada es la que mejor se aproxima a los valores obtenidos para las 

Fuerzas de arrastre a partir de la simulación y que, para valores de h/2R 

mayores que 0,5; la ley de Stokes es la que mejor se adecúa a los resultados de
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la simulación, en ambos modelos analíticos la mayor desviación se produce a 

un valor de h/2R de 0.5 y se desvía un valor cercano pero no mayor al 50% del 

valor calculado por la simulación. De aquí se puede establecer el grado de 

aproximación de las expresiones analíticas para las fuerzas de arrastre con las 

soluciones numéricas.

5.3.2 Interfase cóncava

En la Figura 5.27 se muestra el resultado de la simulación del campo de 

flujo de fluidos para una partícula de 50 |u.m, velocidad de 3 ,3 x l08m/s a 

valores de separación h igual a 3,7xl0'5m; l,51xl0 '5m; lx l0 '5m; 2,5xl0'6m; 

lx l0 ’cm; lx l0 '7m. Se observa que el flujo alrededor de la partícula es continuo 

y laminar. Se puede observar que los mayores valores de velocidad del flujo se 

encuentran en el canal partícula-interfase. Los valores de Reynolds (Re) en 

ese canal son menores a 1 como se muestra en la Tabla 5.6, lo que asegura un 

flujo laminar en el modelo.

Tabla 5.6 Valores de Re en el canal partícula-interfase.

R [ m ] h [ m ] Vraual [ i l l / s ] R e

5,00 E-05 l,82E-08 8,63E-04 1.55E-01
5,00E-05 1,01 E-06 1,07 E-05 l,92E-03
5,00E-05 3,70E-05 1,28 E-06 2,30E-04
1,00 E-05 l,32E-08 4.80E-04 l,73E-02
1,00 E-05 2,02E-07 l,07E-04 3,85E-03
l,00E-05 3,03E-06 1,80 E-05 6,46E-04
l,00E-06 2,02E-08 2,14E-03 7,70E-03

1,00 E-06 3,03 E-07 l,79E-04 6,45E-04
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Figurao.27 Flujo df* fluidos alrededor de la partícula de R — 5<> pin para interfases cóneax as a
Vin»= 3.3xlU’,,iii/s v distancias li d**: 

a) 3.7x1o-3 in. 1>) l .ü lx lO -5 ni. cJlxlO-5 m. d) 2.5x1 IH*in. e) lx lIH 'm  v d) 1x10-® m.
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Fa Interfase cóncava R=1 jlaiii
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Figura 5.28 Fuerzas de arrastre en función de la velocidad para inlcrlases 
cóncavas y tres 1? de partícula a) 50 (iin. 1>) 10 (.un y c) 1 (.un.

El rango de velocidades impuesto en la simulación varió entre lxlO '11 m/s 

y lxlO4 m/s, el mismo abarca un amplio rango comprendiendo los observados 

normalmente en la solidificación de metales [1-2] y donde se podría encontrar 

una partícula en estado estacionario de repulsión. El valor de Fa es calculado 

para cada velocidad, tamaño de partícula y configuración geométrica 

interfase-partícula. En la Figura 5.28 se grafican los resultados de las fuerzas 

de arrastre en función de la velocidad para los tres radios de partícula de 1 Jim, 

10 |j.m y 50 jun simuladas a cada separación de h. Se puede ver que en todos los 

casos la fuerza de arrastre aumenta cuando la velocidad aumenta.
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5.3.3 Interfase convexa

Los resultados de la simulación del flujo de fluidos para una partícula de 

radio igual a 50 fj.m con una interfase convexa, velocidad de 3,3xl0'8m/s y 

valores de separación h igual a l , lx l0 '5m; l,16xl0 '6m; 2,4xl0m ; 4 ,lx l0 ‘7in; 

2,7xl0 7m; l,82xl0 8m se muestran en la Figura 5.29, donde se observa que el 

flujo alrededor de la partícula es continuo y laminar, las velocidades más altas 

se observan en la estrangulación entre la partícula y la interfase. Los valores 

de Re en ese canal son menores a 1 como se muestra en la Tabla 5.7, lo que 

asegura un flujo laminar en el modelo.

Tabla 5.7 Valores de Re en el canal partícula-interfase.

R[m] h[m] Vraiial [ ü l / s ] Re
5,00E-05 l,28E-05 1,18E-05 2,12E-03

5.00E-05 1,17 E-06 1,65 E-05 2,97 E-03

5,00 E-05 l,82E-08 l,05E-04 l,89E-02

l,00E-05 3,03 E-06 1,16 E-05 4.19E-04

l,00E-05 2,90E-07 1,50 E-05 5,39E-04

l,00E-05 1,94E-08 9,64E-05 3.47E-03

l,00E-06 9,48E-08 l,26E-05 4,53E-05

l,00E-06 2,90E-08 2,36E-05 8,48E-05

1.00E-06 l,00E-08 l,99E-05 7.17E-05
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Figura 5.29 Flujo de fluidos alrededor de la partícula de K= 50 finí para interfases convexas a
Vint= 3,3xl0"f!ni/s y distancias li de: 

a) 1,1x10*r> m, b) l . ló x lO '’ ni, c) 2,4x10'° ni, d) 4,1x10 " in. e) 2,7x10 ' rn y f) l,82x l0 '8 ni.
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Fa Interfase convexa R=1 pin
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i—. í.ooK-n 
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1.00K-10 1,(K)K-(W 1.00K-08 1.00K-07
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1.00K-06 I.OOK-O.")

Figura 5.30 Fuerzas de arrastre en función de la velocidad para interfases convexas y 
tres K de partícula a) 50 jim, b) 10 (im y c) 1 fim.

El rango de velocidades impuesto en la simulación varió entre lxlO '10 m/s 

y lxlO 5 m/s, el mismo abarca un amplio rango comprendiendo los observados 

normalmente en la solidificación de metales [6-7] y donde se podría encontrar 

una partícula en estado estacionario de repulsión. El valor de Fa es calculado 

para cada velocidad, tamaño de partícula y configuración geométrica 

interfase-partícula. En la Figura 5.30 a se grafican los resultados de las fuerzas 

de arrastre en función de la velocidad para tres tamaños de partícula de 1 |¿in, 

10 (j.m y 50 |xm simuladas a cada separación h. Se puede ver que en todos los 

casos la fuerza de arrastre aumenta cuando la velocidad aumenta.
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5.3.4 Comparación entre los resultados de las fuerzas de arrastre obtenidas 

para las interfases plana, cóncava y convexa

En la Figura 5.31 se muestra un resultado típico del flujo de fluidos para 

una interfase cóncava y una plana. Una diferencia entre los flujos de las

Figura 5.31. Flujo de Huidos alrededor de la partícula, (a) interfase cóncava, (b) interfase plana.

interfases cóncava y plana se observa en la distribución de velocidades, 

cuando la interfase es cóncava se puede observar que los mayores valores de 

velocidad del flujo se encuentran cercanos al centro del canal partícula- 

interfase.

Los valores de Fa en función de la separación /i, a una misma velocidad, 

en un gráfico log-log se muestran en la Figura 5.32, se observa que cuando la 

interfase es cóncava, la fuerza de arrastre es mayor en al menos un orden de 

magnitud que el correspondiente a una interfase plana a un mismo h. Se puede 

observar también que cuando la interfase es plana existe una relación lineal 

entre log (F a) y log (h).
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1 . 0 0 E - 0 8  

1 . 0 0 E - 0 9  

1 . 0 0 E - 1 0

z
“  1 .0 0 E - 1 1eo
fe

1,00E-12 

1 . 0 0 E - I 3  

1 , 0 0 E - 1 4

I . 0 0 E - 0 8  1 .0 0 E - 0 7  l , 0 0 E - 0 ( >  l.O O E -O .Í  l .O O E - O I

h(r) Tml
Figura 5.32. Fuerzas de arrastre en función de la separación partícula-interfase para interfases

planas y cóncavas.

En la Figura 5.33 se muestra el flujo de fluidos alrededor de la partícula 

y en el canal partícula-interfase; en la FiguraS.33a para un interfase plana y 

en la Figura 5.33b para una interfase convexa. En cada caso se observa un 

campo de flujo de fluidos semejante con la diferencia de que los mayores 

valores de la velocidad del flujo se encuentran cercanos al centro del canal en 

la interfase convexa.

Figura 5.33. Flujo de fluidos alrededor de la partícula, (a) interfase plana, (b) interfase convexa.

~  93 ~

V ¡„,= 3 ,3x l0  111/s



Resultados. Modelo de flujo de fluidos

Graficando los valores de Fa en función de h a una misma velocidad, ver 

Figura 5.34, se observa que cuando la interfase es convexa, la fuerza de 

arrastre es menor en al menos un orden de magnitud que el correspondiente a 

una interfase plana, a un mismo h.

Se puede concluir entonces que las Fa para las interfases cóncavas son 

mayores que para las interfases planas y las Fa para interfases convexas son 

menores que para las interfases planas, esto es:

Fa Cóncava>Fa Plana>Fa Convexa

R = 5 0 u m  V ínl= 3 .3 x l0 '8 [m/s]

1.E-08 1.E-07 1.E-06 1.E-05
h (r) [m ]

Figura 5.34. Fuerzas de arrastre pura interfases planas v convexas.

En un gráfico log log, se puede observar que las Fa para las interfases 

planas son lineales. En cambio no son lineales para las interfases cóncavas ni 

para las convexas.
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Los resultados de las fuerzas de repulsión se calculan utilizando la 

ecuación de Casimir-Lifshitz-van der Waals (Ec. 4.6), Capítulo 4.3.2.

5.4 Modelo de fuerzas de repulsión

f - - W á 5 )  ( 4 6 )

Para resolver la ecuación se debe incorporar una función que describa la 

separación entre interfase y partícula en función de la distancia r, donde r es la 

distancia desde el eje perpendicular a la interfase sólido-líquida hasta la 

interfase sólido-liquida como se muestra en la Figura 2.3 del Capítulo 2 y h(r) 

es la separación entre la interfase y la partícula, ver figura, 5.36. Esta función 

discreta se obtuvo a partir de los resultados de la simulación del modelo 

térmico. Por lo tanto, esta integral es factible de ser resuelta empleando 

técnicas de integración numérica. Esta ecuación se resolvió por métodos 

numéricos de integración, específicamente se emplearon el método del trapecio 

estándar y el método del trapecio adaptativo. Los resultados mostraron 

diferencias del orden del 5% entre ambos métodos; por lo que se resolvió 

adoptar el método más simple para el trabajo, que es el método del trapecio.



Resultados. Modelo de fuerzas de repulsión

5.4.1 Interfase plana

En el caso de la interfase plana, las fuerzas de repulsión se calculan 

utilizando la Ec. 4.7. Los resultados de los cálculos para las partículas de 1 |j.m, 

10 .̂m y 50 jj.m. se muestran en la Figura 5.35.

Se puede observar que la fuerza de repulsión aumenta cuando la 

distancia partícula-interfase disminuye.

1,E 08 |----------------------------------------------------------------------------------------------------------

l.E-09 | --------------------------------------------------------------------------------

US-lo'—  ------------------------------  ,IO|Im
n a 1 um

1JE-11 A ---------------

g  1,E-12 a 

£  1,E-13 A ♦
■ ♦

1^-14 ■ —  

1JE-15 A ♦

1,E-16 m #

1,E-17 --------------------------------------------- ■-- *

l,E-08 l,E-07 l,E-06 1JE-05 l,E-04

h[m]

Figura 5.35 Fuerzas de repulsión en función de la separación h para interfases planas y
R= 1 ^m, 10 jxm y 50 jun.

Fr Interfase plana R=o0 jiu n . 10 ¡uní y 1 fu n
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■ 10 Jim

ik
▲

▲ 1 |im

A

A 4 -  ♦
■ ♦

*  :  *  ♦
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5.4.2 Interfase cóncava

Para resolver la integral se calculan las coordenadas como se indica en la 

Figura 5.36. A cada valor de separación h se registra la forma de la interfase a 

partir del modelo térmico, ver Capítulo 5.2.3.

Figiira5.36 Esquema <lel sistema partíeula-interfase.

En la Figura 5.37 se muestra la partícula de 50 |xm y el dibujo de la

interfase a un /i=2,5xl0 6m.

Figura5.37 Dibujo de la interfase cóncava a una separación h = 2 ,5x l0 '’in
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Sobre la interfase están marcados los nodos a partir de los cuales se 

obtienen las coordenadas que se utilizan para resolver la integral.

Este procedimiento se realiza para obtener las coordenadas en cada 

tamaño de la partícula y a cada valor de h. Los resultados de los cálculos se 

muestran en la Figura 5.38, en donde se señala en rojo el resultado que 

corresponde a la fuerza de repulsión calculada a partir de la Figura 5.37 

correspondiente a una separación /i=2,5xlO'6m.Se puede observar en todos los 

casos que la fuerza de repulsión aumenta cuando la distancia partícula- 

interfase disminuye.

Fr Interfase cóncava R = 50 jun, 10 jwm y 1 jim

l,E-08 

l,E-09 

1,E-10 

1,E-11 

g  1,E-12 

£  l.E-13 

1,E-14 

1,E-15 

1,E-16 

1,E-17

♦ SO |im

■ lOfim 

A lOfim

l,E -08 l,E -07 l,E -06

h[m]
l,E -05

h=2.óxl(l'<in

l,E-04

Figura ñ..'Wt Fuerza fie repulsión en función i.Ie la separación li para interfases cóncavas v
R =  1 pm. 10 pin y 50 pin.
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5.4.3 Interfase convexa

Las fuerzas de repulsión en el caso de las interfases convexas se calculan 

de igual manera que para las interfases cóncavas al resolver la ecuación 4.6.

En la Figura 5.39 se muestra la partícula de 50 fim  y el dibujo de la 

interfase convexa a un /í=2,4xl0'6m. Sobre la interfase están marcados los 

nodos a partir de los cuales se obtienen las coordenadas que se utilizan para 

resolver la integral.

Figura5.39 Dibujo de la interfase convexa a una separación k=2,4xl(H ’ni

Para cada tamaño de partícula y cada distancia de h, se realiza este 

procedimiento. Los resultados de los cálculos se muestran en la Figura 5.40, en 

donde se señala en rojo el resultado que corresponde a la fuerza de repulsión 

calculada a partir de la Figura 5.39 correspondiente a una separación 

/i=2,4xl0 6m. Se puede observar en todos los casos que la fuerza de repulsión 

aumenta cuando la distancia partícula-interfase disminuye.
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Fr Interfase convexa R =50 juu, 10 jurn y 1 finí

Figura 5.10 Fuerza de repulsión en función de la separación h para interfases convexas y
R =  1 fiin. 10 (iin y  50 jun.

5.4.4 Comparación entre interfases cóncava, plana y convexa

Se realiza una comparación entre los resultados obtenidos de las fuerzas 

de repulsión. En la Figura 5.41 se comparan los resultados entre una interfase 

cóncava y una plana para una partícula de 50 .̂m. Se puede observar que la 

fuerza de repulsión para una interfase cóncava es mayor que la 

correspondiente a una interfase plana cuando la separación h es menor que 

2x10'5 m.
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R = 50*1111 V = 3 ,3 x l0 '8 [m/s]

l.K-08 l.E-07 l.E-06 l.E-05 l.K-04
li(r) [mi

Figura 5.41. Fuerzas de repulsión en función de la separación partícula-interfase para
interfases planas y cóncavas.

Este resultado concuerda con lo esperado, ya que la curvatura de la 

interfase al aproximarse a la partícula la rodea ocasionando mayor 

interacción, y por lo tanto mayor repulsión.

R — 50^iin V —3 ,3 x 1 0  8 [m /s ]

h(r) [m]
Figura 5.12. Fuerzas de repulsión en función de la separación partícula-interfase 

para interfases planas v convexas.
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En la Figura 5.42 se comparan los resultados entre una interfase convexa 

y una interfase plana para una partícula de 50 ¿im.

Se puede observar que la fuerza de repulsión para una interfase convexa 

es menor que la correspondiente a una interfase plana para distancias menores 

que lxlO '5 m.

Figura 5.43. Fuerzas de repulsión en función del parámetro li/2R para interfases 
planas y cóncavas y tres tamaños de partícula de de 50nm. 10 ¿un y  1 fnn de radio

En la Figura 5.43 se comparan las fuerzas de repulsión en función del 

parámetro adimensional h/2R para tres tamaños de partículas de 50 .̂m,

10 fuu y 1 |iim de radio. Se observa que para valores menores que h/2R=0,l5 la 

fuerza de repulsión para interfases cóncavas es mayor que para interfases 

planas, y para valores mayores que h!2R—0,15 esto ya no ocurre. Este 

resultado se explica teniendo en cuenta que a distancias mayores que 

h/2R—0,15 la interfase es prácticamente plana, es decir, la interacción 

partícula-interfase es mínima. En el caso de la interfase cóncava, al
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aproximarse a la partícula la rodea generando mayor interacción partícula- 

interfase. De aquí que se puede detectar con mayor claridad la distancia a la 

cual deja de tener influencia la partícula en la fuerza de repulsión. En cambio, 

en el caso de la interfase convexa con respecto a la plana esto 110 ocurre debido 

a que la interacción partícula-interfase es menor, la curvatura de la interfase 

no rodea a la partícula, y por lo tanto, no se puede detectar con claridad la 

distancia a la cual la partícula deja de tener influencia en la fuerza de 

repulsión.

Se puede concluir entonces que, para valores menores que h/2R=0,15 

Fr Cóncava>Fr Plana>Fr Convexa
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Capítulo 6 Análisis y discusión

6.1 Análisis de curvas de equilibrio en función del tamaño y  forma de la 

interfase

En función de los resultados obtenidos en el Capítulo 5, en el presente 

capítulo se analizan las curvas de equilibrio para obtener las condiciones de 

repulsión estacionaria que corresponden a la situación en la cual fuerzas de 

atracción y repulsión son iguales.

Las curvas de equilibrio relacionan la separación h de equilibrio (heq) con 

la velocidad durante la repulsión estacionaria. Para construir la curva de 

equilibrio se calculan los valores de separación de equilibrio heq y velocidad de 

equilibrio V«q a partir de los resultados de las simulaciones presentadas en los 

capítulos anteriores.

Para las interfases planas se comparan los resultados de fuerza de 

arrastre de la Sección 5.3, Figuras 5.23 y 5.24 con las de repulsión de la 

Sección 5.4, Figura 5.35. Para las interfases cóncavas se comparan los 

resultados de las fuerzas de arrastre de la Figura 5.28, con los de repulsión de 

la Figura 5.38. Para las interfases convexas se comparan los resultados de las 

fuerzas de arrastre de la Figura 5.30, con los de repulsión de la Figura 5.40.

Los valores de las fuerzas de repulsión son independientes de la 

velocidad, por lo tanto en un gráfico de fuerza vs velocidad son líneas 

horizontales, como se muestra en la Figura 6.1. El punto de intersección entre 

las fuerzas de arrastre y las de repulsión, para un mismo valor de h y de R, 

determina el punto de equilibrio. Obteniéndose así la velocidad de equilibrio 

( Veq ) del sistema en estado estacionario de repulsión a ese heq.
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K=;»0 jim h=6,6xl() 8in

V i„ i [m /s]

Figura 6.1. Fuerzas de arrastre y repulsión en función de la velocidad de interfase. Radio de 
partícula = 50fim. h=6.6xl(H  m, interfase cóncava.

6.1.1 Caso de interfase plana

Las curvas de equilibrio para el caso de interfases planas y partículas de 

radio igual a 50, 25, 10, 5, y 1 (¿m se muestran en la Figura 6.2. En esta figura

i . o K - 1 1  l . n ü - j . i i  1 W  l . ' . 'E - i . iT  l . ' . i f c l - 'X i  J J J £ > v 5  l . t t E - 'J J

Vpq [ui/s]

Figura 6.2. Separación hn¡ en función de F^para partículas de 50, 25, 10, 5, y 1 ^ni de radio.
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se observa que cuando la velocidad aumenta, la separación h disminuye. La 

curva para la partícula de 50 |a.m de R tiene un comportamiento casi lineal en 

un gráfico log-log, mientras que para los otros tamaños son cuasi lineales, se 

vuelven gradualmente más curvos a medida que disminuye el tamaño de la 

partícula. Se observa en la Figura 6.2 que a medida que el tamaño de la 

partícula disminuye la separación de equilibrio aumenta para un misma 

velocidad.

Además, los valores de heq calculados con las fuerzas de arrastre 

obtenidas a partir de la simulación también se pueden calcular a partir de 

igualar la ecuación de Stokes-modificado Ec.4.5 con la ecuación de Casimir- 

Lifshitz-van der Waals para interfase plana Ec.4.7, obteniéndose la ecuación 

6.1. Esta ecuación describe la velocidad de equilibrio en función del radio de la 

partícula, la separación h, la viscosidad y la constante B3 del sistema.

Con el fin de encontrar otras ecuaciones empíricas que puedan relacionar 

la distancia de separación, heq, con la velocidad de la interfase de solidificación 

Veq se proponen y comparan dos funciones diferentes para ajustar los 

resultados de las simulaciones.

La ecuación 6.1 para predecir la velocidad ( Veq) a una dada separación hfq 

que surge de las expresiones analíticas queda expresada como sigue:

v = — ——  (6.1)
6// hei|R

La ecuación 6.2 es una primera aproximación a partir de los resultados 

obtenidos de la simulación, cuya expresión es:

<6-2»11 eq

Para obtener la ecuación 6.2 se ajustaron los resultados como se muestra en la 

Figura 6.3.
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V e(| vs he<|

he)| [ni]

Figura 6.3 Velocidad de equilibrio en función de la separación h«,. Ajustes adoptando
la forma de la ecuación 6.2.

Del ajuste realizado a cada R se obtienen los coeficientes a2 y b2 como se

muestran en la Tabla 6.1.

Tabla 6.1. Constantes de la ecuación 6.2 en función de R.

R Qim] a2 b2
1 5.00 E-16 1,3006

10 1,00E-15 1,1255
50 8,00 E-16 1,0637

Se realiza un nuevo ajuste ahora de las constantes a2 y b2 en función de 

R, como se muestra en la Figura 6.4 obteniéndose las siguientes expresiones: 

a2—-lx lO 18 R2+7xl0 ‘17 R + 4 x l0 16 

b2=-0,06161n(R) +1,2909
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K  | m ih |

Figura 6.4 Ajuste de las constantes a2 y de la ecuación 6.2 en función de R

La ecuación 6.3 se plantea a partir de una segunda aproximación, cuya 

expresión es:

Vt.fl = ------ : — ¡-------- (6.3)h  •* h  c3 l°g (hei| > 'eq

Para obtener la ecuación 6.3 se ajustaron los resultados como se muestra 

en la Figura 6.5:
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V v s li<*<| * ° “ eij

L»g(heq) M
Fifí«iraí).5 Velocidad «le equilibrio en función de la separación h,r  Ajustes adoptando la

forma de la ecuación (>.3

Del ajuste realizado a cada R se obtienen los coeficientes a3, b3 y C3 como 

se muestran en la Tabla 6.2

Tabla 6.2 Constantes ax b:¡ y C3 de la ecuación 6.3 en función de R

R Tum] a3 b3 c3
1 2,31E+01 3,724# 0,1823

10 1.86E+01 2,3167 0,0927
50 1,69E+01 1,6751 0,0492

En esta ecuación también se realiza un ajuste de las constantes as, b3 y C3 

en función de R como se observa en la Figura 6.6.
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R [mui]
Figura 6.6 Ajuste de las constantes a3. bí y c:i de la ecuación 6.3 en función de R

Obteniéndose las siguientes expresiones:

« 3 = -1,616 ln(i?)+22,895 

63 =-0,53 h(R)+  3,6701 

c3 =-0,0344 \n(R)+ 0,1792
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V . ,  [ni/«]

1.00E-1U 1.00E-0*) l.OOE-08 l.OitE-O: l.OOE-Ob l.OOE-oS
V , ,  [ni/»]

Y , ,  [in /* |

F igura 6.6. Com paración de los resultados de las sim ulaciones con las ecuaciones 6.1, 6.2 y 6.3 para 
partículas de a )5 0  Jim, b)10 (un, y c )l |im de radio.
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En la Figura 6.6 se comparan las curvas de heq vs V(q para cada ecuación. 

Se observa que para valores de R grandes, las tres ecuaciones se comportan de 

manera similar. Para valores de R pequeños la ecuación 6.3 es la que mejor se 

ajusta a los resultados del modelo numérico.

La ecuación 6.2 tiene la ventaja de ser más simple que la ecuación 6.3, 

pero la ecuación 6.3 se ajusta mejor en todo el rango simulado. Para valores de 

R elevados, el término heqc-lô h) se aproxima a 1 y por lo tanto, adopta la forma 

de la ecuación 6.2.

Las curvas de equilibrio permiten determinar la velocidad crítica de 

equilibrio, la cual por definición es la velocidad de equilibrio cuando /í=10 '8m ,  

que es la distancia mínima, hmin<> para que un fluido conserve las propiedades 

que lo definen (Capítulo 2.2). Se observa en la Figura 6.6 que las tres 

ecuaciones; 6.1, 6.2 y 6.3 coinciden cuando la separación h corresponde al hmin. 

De aquí surge que sea posible calcular la velocidad crítica para otros valores 

de R que no fueron modelados utilizando cualquiera de las tres ecuaciones, 

como se mostrará más adelante.

El uso de estas ecuaciones tiene la ventaja práctica de que, conociendo el 

tamaño de la partícula es posible predecir el rango de velocidades de 

solidificación en el cual se produce la repulsión estacionaria.

Por otro lado, se calcularon las velocidades de equilibrio para una 

partícula de 5 (xm de radio utilizando las tres ecuaciones 6.1, 6.2 y 6.3 como se 

puede ver en la Tabla 6.3. Se evalúa con cuál de las tres ecuaciones se obtienen 

mejores resultados, para lo cual se calculan las fuerzas de arrastre obtenidas 

con el modelo de elementos finitos utilizando estas velocidades que luego se 

comparan con las fuerzas de repulsión calculadas a partir de la ecuación 4.6.
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Tabla 6.3. Predicciones de V„, utilizando las ecuaciones 6.1, 6.2 y 6.3.

R=5 jirn F a Siiu FrrP F r/F aSim

Ecuación 6.1 l,10E-08 2,02E-06 1,46E-10 1,30E-10 0,888
2,50E-08 8.89E-07 2,97 E-l 1 2,51 E-l 1 0,847
2,50E-07 8,89E-08 2,73E-13 2,51E-l3 0.921

5.00E-Ü6 4,44E-09 1,36E-15 6,28E-16 0,461
2,50 E-05 8,89E-10 1,66E-16 2,51 E-l 7 0,152

Ecuacióii 6.2 l,10E-08 2,21E-06 1,60E-10 1,30E-10 0,810

2,50E-08 8,32E-07 2,78E-11 2,51 E-l 1 0,904
2,50E-07 5,35E-08 1,64E-13 2,51 E-13 1.530
5,00E-06 1,51 E-09 4,62E-16 6,28P:-16 1,359
2,50E-05 2,21E-10 4,11E-17 2,51 E-17 0,611

Ecuación 6.3 l,10E-08 1.92E-06 1,42E-10 L30E-10 0,916
2,50E-08 9.23E-07 3,08E-11 2,51 E-l 1 0,816
2,50E-07 8,07E-08 2,48E-13 2,51 E-13 1,015
5.00E-06 1,44E-09 4,43 E-16 6,28E-16 1,417
2,50E-05 1,12E-10 2,08E-17 2,51 E-17 1,209

Debido a que el sistema se estudia en estado estacionario de repulsión, el 

criterio de una buena predicción que se utiliza en la Tabla 6.3, es que la fuerza 

de arrastre y la fuerza de repulsión sean iguales, es decir cuando Fr/ Fa es igual 

a 1. Se observa que utilizando la ecuación 6.1 se obtienen valores de velocidad 

cercanos a los de la velocidad de equilibrio ( Veq) para valores de separación het¡ 

menores que el radio de la partícula. La ecuación 6.3 proporciona buenas 

predicciones en todo el rango de separación h modelado, los valores calculados 

son ligeramente mayores al de equilibrio en casi todos los casos.

De estas observaciones se puede afirmar que la ecuación 6.3 predice 

mejor las condiciones de repulsión para partículas menores a 10 .̂m y la 

ecuación 6.1 resulta más adecuada para partículas de mayor tamaño.
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6.1.2 Caso de interfase cóncava

En la Figura 6.7 se muestran las curvas de equilibrio obtenidas para las 

interfases cóncavas superpuestas con las curvas de equilibrio para las 

interfases planas para partículas de radio de 1 fim, 10 Jim y 50 uní.

Ve., [m/s]
Figura 6.7. Curvas de equilibrio para las interfases cóncava y plana. K= 1, 10 y 50 jun

En la figura se observa que cuando la velocidad aumenta, la separación h 

de equilibrio disminuye, ya sea que se trate de las interfases cóncavas o de las 

planas, para los 3 tamaños de partículas considerados. Para una interfase 

cóncava se observa un punto de inflexión para los tres tamaños de partículas 

considerados que se diferencia del caso de la interfase plana, que muestra una 

relación casi lineal entre hfq, Veq.

Si se analiza el comportamiento de las curvas de equilibrio para las 

partículas de un mismo tamaño se observa que para cada una hay una región 

donde las curvas de interfases plana y cóncava se superponen. Esto se da en la 

región de bajas velocidades en donde la interfase está más alejada de la 

partícula. Así, para un radio de partícula de 50 f in í , esta región comprende
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velocidades menores a 4xlO n m/s; y para partículas de 1 micrón de radio la 

región comprende velocidades menores a 3xl0 '7 m/s.

Al aumentar la velocidad de las interfases las separaciones de las curvas 

de equilibrio difieren entre las interfases plana y cóncava. Esta diferencia 

alcanza un valor de hasta un orden de magnitud menor para las interfases 

cóncavas.

Las curvas de equilibrio permiten determinar la velocidad crítica de 

equilibrio. La velocidad crítica en el caso de las interfases cóncavas se 

determina por extrapolación, utilizando los resultados de la Figura 6.7. Los 

valores que se obtienen son un orden de magnitud menor que para una 

interfase plana. Por lo tanto, a una misma velocidad de movimiento de la 

interfase, la partícula se ubica más lejos de una interfase plana que de una 

interfase cóncava. Estos resultados indican que la velocidad de solidificación 

en que se produce el atrapado de la partícula por el sólido, Vc, cuando la 

interfase es cóncava es menor que cuando la interfase es plana. Esto es lógico, 

ya que las fuerzas de arrastre son mayores cuando las interfases son cóncavas 

que cuando son planas.

6.1.3 Caso de interfase convexa

En la Figura 6.8 se comparan las curvas de equilibrio para las interfases 

convexas y las planas, para partículas de radio de 1 (xm, 10 fim y 50 |xm. Para 

una interfase convexa se observa un punto de inflexión para los tres tamaños 

de partículas considerados que se diferencia del caso de la interfase plana, que 

muestra una relación casi lineal entre hej¡,Veq. Se observa que cuando la 

velocidad de equilibrio de la interfase aumenta, el h de equilibrio disminuye, 

tanto en las interfases convexas como en las planas, para los 3 tamaños de 

partículas. A bajas velocidades ambas interfases dan valores de separación he(¡
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similares y al aumentar la velocidad de las interfases, la diferencia entre las 

separaciones de equilibrio entre las interfases planas y las convexas aumenta. 

La velocidad crítica se calcula por extrapolación de manera similar a como se 

procedió para la interfase cóncava.

V«| |lll/s]
Figura b.H. Larvas <le equilibrio para íntertases convexas y  plana. 1(= 1. 10 v 51) jim.

Los resultados muestran que la velocidad crítica para una interfase 

convexa es un orden de magnitud mayor que para una interfase plana. Por lo 

tanto, a una misma velocidad la partícula se ubica más lejos cuando la 

interfase es convexa a que cuando es plana. Esto es lógico, ya que las fuerzas 

de arrastre y la interacción partícula-interfase son menores cuando las 

interfases son convexas que cuando son planas,

Se puede concluir entonces que, las velocidades en que se produce el 

atrapado de la partícula, Vc, para las interfases cóncavas son menores que 

para las interfases planas y las Vc para interfases convexas son mayores que 

para las interfases planas, esto es:

( c ó n c a v  a  ) <  '  c ( [ i l m i ( c o n v e x a )
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6.2 Comparación de los valores de equilibrio obtenidos de las 

simulaciones con los resultados experimentales

Los resultados experimentales de velocidades críticas para una gran 

variedad de tamaños de partículas, formas y materiales, los cuales fueron 

reportados en la literatura por diversos autores se agrupan y grafican todos 

juntos en la Figura 6.9. En esta Figura se observa que a excepción del SÍO2 y 

del Pyrex, todos los materiales presentan una tasa de variación semejante. 

Además se observa que en todos los casos cuando el tamaño de partícula 

aumenta la velocidad crítica disminuye.

10

3L 1 :

K*-

0,1

0,01

Repulsión en agua

♦ S¡02 [1]
■  W[l]
¿ Cu[l]
♦ Cu(Airladen)[l]
♦ Cu(lC/cm)[l] 

Pyrex[2]
+ Quartz[3]
♦ Shale[3] 
t Mica[3]
♦ Látex [4]

10 100 

R foni]

1000

Figura 6.9.Velocidades críticas para repulsión en agua.
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Las velocidades críticas ( Vc) obtenidas de la simulación para una 

interfase plana se comparan con los resultados experimentales obtenidos a 

partir de la literatura donde la matriz es agua.

Para comparar los resultados obtenidos en las simulaciones con los 

experimentales debe hacerse una corrección de la viscosidad. Las simulaciones 

fueron calculadas con una viscosidad igual a 1,5 xlO'3 Pa.s y los resultados 

experimentales con la viscosidad del agua igual a 1(H Pa.s. De acuerdo al 

procedimiento seguido para calcular la velocidad crítica, la misma se 

determinó como el valor de la velocidad de equilibrio a la cual el heq es igual a 

1(H m. Los valores de Veq se obtuvieron de los valores donde se intersectan la 

curvas correspondientes a las fuerzas de arrastre y a las fuerzas de repulsión, 

ver Figura 6.1 (donde se muestra un ejemplo gráfico del procedimiento 

utilizado). Se ha visto que la fuerza de repulsión es independiente de la 

velocidad y de la viscosidad. Por otro lado, la fuerza viscosa se define como:

^cosa = Viscosidad x Área x Gradiente de velocidad (6.4)

Debido a que las fuerzas viscosas son las que producen las fuerzas de 

arrastre, si cambia la viscosidad el valor de la fuerza de arrastre se puede 

obtener simplemente multiplicando el valor de la fuerza de arrastre por la 

relación entre las viscosidades agua-simulación. Esto se traslada a que sea 

suficiente con multiplicar por el mismo factor los valores de la velocidad 

crítica como sigue:
í \ 

Va
(6.5)

\ r*agua }

Donde Vc(agua) es la velocidad crítica en agua, Vc(sím) es la velocidad 

crítica simulada, fiagua, es la viscosidad del agua y fiSim, es la viscosidad 

simulada.

Los valores de velocidad crítica para el agua fueron modelados y también 

calculados utilizando la ecuación 6.5 como se observa en la Tabla 6.4, en
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donde los valores de velocidad obtenidos en la simulación para aluminio 

simplemente se multiplican por 1.5. Se observa que la ecuación 6.5 es una 

buena aproximación de los valores de velocidad crítica para agua cuando no se 

dispone del tiempo suficiente para modelar el sistema.

Tabla 6.4 Velocidades críticas para matrices de Aluminio y Agua considerando Interfases
Planas

§
Sü
£

«2b

Radio
L^m]

Velocidades [m/s]

¡Matriz aluminio
Matriz agua 

Simulado
¡Matriz agua 

(E<\ 6.5)
Matriz agua 
(Siin/Ec. 6.5)

50 2,22E-07 4,00 E-07 3,33E-07 1.201
V
C 10 l,10E-06 l,65E-06 l,65E-06 0,997

1 9,75E-06 l,47E-05 1.46E-05 1,005

Para el análisis se grafican en la Figura 6.10 las Vc en función del radio R 

de la partícula, junto con los resultados experimentales. Se observa que tanto 

en el modelo obtenido a partir de la simulación, como en los resultados 

experimentales, la Vc aumenta a medida que el radio disminuye. La mayoría 

de los puntos experimentales tienen una tendencia igual a la del modelo 

simulado, y éste además pasa por el centro de la mayoría de los puntos 

experimentales.
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B c p ik íó i en  agua

10

o
>

0,1

0,01

♦ Sioep]
■ W [l]
A Cu[t]
♦ Cu(AirlxcUn)[l]
X Cu(lC/cm)p]
• Pyw aP ]

QuATtEp]
♦ SViaie[3]
A M icip ]

Laten [4]
•Pliru.

_____

i ---- 1—i—r—t- i—r-

R Qun]
1000

Figura 6.10 Resultados experimentales y del modelo de velocidades críticas para repulsión en
agua

Una estimación de la dispersión de los datos para cada i?, sin considerar 

las curvas correspondientes al SÍO2 [1] y al Pyrex [2], los cuales presentan una 

tasa de variación diferente al resto de los materiales, están dadas por la 

siguiente expresión:

log Ve + A * (6.6 )

*
Donde A  -  promedioíl o g (V  ) . - l o g ( V  . ) . ) ,  y  Y c es calculada con lamax 1 rmn / J

ecuación 6.1.

Algunos de los valores de dispersión obtenidos se presentan en la Tabla 6.5.

~  121 ~



Análisis y discusión

Tabla 6.5. Cálculos de la dispersión para varios valores de K.

R [fun] A* log (VeJjini/s])

2,5 0,313807 0,823910

5 0,429335 0,522880

30 0,429335 -0,255272

50 0,282136 -0,454844

291 0,298191 -1,242043

De la cuantificación de la dispersión de los puntos experimentales con 

respecto al modelo simulado, se puede ver que el error, que está representado 

por el término A* en la Tabla 6.5, es en la peor de las situaciones de un 43%. 

Este resultado nos está indicando que el modelo simulado representa 

satisfactoriamente el sistema de repulsión en agua en el rango de R 

comprendido entre 2,5 y 291 ¿im.

La discrepancia posible entre los datos de Pyrex [2] y SÍO2 [1] con la 

tendencia de los otros datos experimentales y de la ecuación 6.1 podrían 

sugerir que éstos datos tienen algún comportamiento más complejo que los 

considerados en los modelos analíticos que derivan en la ecuación 6.1.

Los valores de las velocidades críticas calculadas para las interfases 

convexas y cóncavas en aluminio y en agua se muestran en la Tabla 6.6.

Las velocidades críticas simuladas para interfases cóncavas, planas y 

convexas en agua se muestran en la Figura 6.11 donde también se representan 

los resultados experimentales.
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Tabla 6.6 Velocidades críticas para matrices de Aluminio v Agua considerando a) Interfases
Convexas y b) Interfases Cóncavas

a)

CSX Radk*

ImH

Velocidades |m/s]

0>>
t ío

u
o<n

tS

Matriz
aluminio

Matriz agua 
Simulado

h<V 50 2,00 K-06 2,80 K-06
ch- 10 7,00E-06 6.80E-06

1 l,65E -05 2,45 E -05

•>)

A> Radio

b“ » l

Velocidades [m/s]

esuC'O
ü
Ven

Matriz
aluminio

Matriz agua 
Simulado

uo 50 3,00 E-08 5,05 E-08
C

10 1,00E-07 l,80E -07

1 2,00E-06 2,40E-06

Se observa en la Figura 6.11 que el modelo de la interfase cóncava 

predice valores de velocidades críticas menores que los resultados 

experimentales, y que el modelo de la interfase convexa predice velocidades 

críticas mayores que las experimentales.
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100

10 -

0,1

0,01

B cp v lsü i e i a g ía
Si02[l]
W[l]
01(1]
O u^A irl*«í«n)[l]

Cu(]Qrcm)[l]
Pyr«[2]

QUATtf[3]

Sh&Ie{3]
Mlca[3]
Látex [4]

► Goavetá 
•Plana 
•Cóacava 
• E*uá¿n6 l

i i M I
1000

R Qun]

Figura 6.11.Resultados experimentales de velocidades críticas para repulsión en agua y 
predicciones de los modelos para interfases planas, cóncavas y convexas

Se enfatiza nuevamente que en el modelo presentado, se consideran 

solamente las fuerzas de Lifshitz-van der Waals y en matrices como el agua, 

las fuerzas polares podrían llegar a ser más fuertes que las fuerzas de Lifshitz- 

van der Waals.

Por otra parte respecto a la configuración convexa se puede observar que 

la partícula se encuentra en un estado inestable y puede llegar a rodar 

(desplazarse) adoptando la configuración cóncava con facilidad. En las 

experiencias reportadas [1-4] y cuyos datos son utilizados en la Figura 6.11 las 

partículas no son esféricas en la mayoría de los casos. Una partícula con forma 

irregular cuya cara plana se ubique frente a la interfase de solidificación 

genera mayores fuerzas de arrastre y, consecuentemente, menores velocidades 

críticas.

~ 124 ~



Análisis y discusión

Para ilustrar esto, a continuación se calculan las velocidades críticas con

partículas semiesféricas para interfases convexas y dos tamaños de partículas, 

los resultados se muestran en la Figura 6.12. Se puede ver que las velocidades 

críticas calculadas se ubican entre las velocidades críticas para interfases

Figura 6.12. Resultados experimentales de velocidades críticas para repulsión en agua y 
predicciones de los modelos para partículas esféricas con interfases planas, cóncavas, 

convexas y partículas semiesféricas con interfases convexas

Teniendo en cuenta que se han estudiado partículas esféricas con 

interfases planas y dos interfases curvas, una convexa y otra cóncava, y que 

los modelos consideran fuerzas de arrastre y de repulsión, se observa una 

buena predicción de los valores experimentales de repulsión reportados en la 

literatura. Las diferencias particulares observadas para cada material pueden 

ser aproximadas teniendo en cuenta la apropiada relación entre kp y Ií l , que 

define la geometría de la interfase, así como la forma de la partícula presente.
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De estos resultados se concluye que se puede establecer el rango en el que 

se produce el estado estacionario de repulsión, que es la sección sombreada en 

la Figura 6.13.

Repulsión en agua

R [^íii]

Figura 6.13.Rango de predicción de repulsión en agua comparado con resultados
experimentales.
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Capítulo 7 Conclusiones

Las conclusiones pueden resumirse como sigue:

a) El flujo de fluidos en el modelo de simetría axial da resultados 

similares al modelo tridimensional, por lo tanto resulta adecuado para simular 

las fuerzas de arrastre que actúan sobre una partícula esférica.

b ) Las formas de interfase obtenidas a partir del modelo axi-simétrico 

son más planas que las interfases del modelo bidimensional por lo que el 

modelo axi-simétrico resulta más apropiado

c) La forma de la interfase depende de las conductividades térmicas de la 

partícula y de la matriz. La interfase es plana cuando las conductividades son 

iguales, cóncava cuando la conductividad de la partícula es mayor que la de la 

matriz y convexa en el caso opuesto.

d) La forma de la partícula afecta la forma de la interfase en forma 

significativa cuando las distancias partícula-interfase son menores que el radio 

de la partícula.

e) El grado de deformación de la interfase depende de la forma de la 

partícula.

f) Una partícula conductora semiesférica genera poros por el líquido 

encerrado entre la interfase y la partícula.

g) La forma de las interfases de solidificación se ven afectadas por la 

velocidad de extracción de calor. A mayor extracción se genera el mayor 

gradiente térmico y la interfase es más plana que la obtenida con una menor 

extracción de calor en cercanías de la partícula.

h) La fuerza de arrastre simulada numéricamente es siempre mayor que 

la obtenida a partir de la expresión de Stokes-Modificada. La relación entre 

ambas tiende a 1 cuando la distancia desde la interfase disminuye. Esta 

relación es independiente de la velocidad de la interfase.
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Conclusiones

i) Las fuerzas de arrastre y las fuerzas de repulsión obtenidas con el 

modelo son significativamente mayores para la interfase cóncava respecto a 

una interfase plana, y significativamente menores para interfases convexas 

con respecto a una interfase plana.

j )  La separación de equilibrio obtenida por el modelo numérico es 

inversamente proporcional a la velocidad de la interfase.

k) Se encontraron ecuaciones empíricas que describen las condiciones de 

equilibrio del estado estacionario de repulsión para interfases planas. La 

ventaja práctica de utilizar estas expresiones es que, conociendo el tamaño de 

la partícula se predice el rango de velocidades de solidificación en el cual se 

produce la repulsión estacionaria.

1) El modelo que describe las condiciones de equilibrio entre heq, Ve<1 para 

interfases cóncava y convexa tiene un punto de inflexión que se diferencia del 

caso de interfase plana que muestra una relación casi lineal.

m ) La separación de equilibrio entre la partícula y la interfase en el 

estado de repulsión estacionario es un orden de magnitud menor para un 

interfase cóncava que para una interfase plana.

n) La separación de equilibrio entre la partícula y la interfase en el 

estado de repulsión estacionario es un orden de magnitud mayor para un 

interfase convexa que para una interfase plana.

o ) A bajas velocidades de solidificación, la separación de equilibrio en 

una interfase cóncava es similar a la de la interfase plana. Lo mismo sucede 

con las interfases convexas, que a bajas velocidades de solidificación presentan 

una separación de equilibrio similar al de la interfase plana.

p) De la comparación con los resultados experimentales se concluye que 

se puede predecir el rango de velocidades de solidificación en el que se produce 

el estado estacionario de repulsión.
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