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RESUM=N

Mientras que la mecdnica clédsica de un punto material conduce a ecua-

ciones de movimiento del tipo:

la influencia de campos externos sobre otro campo (por ej. partfculas
cuénticas ) origina una variedad de relaciones mucho mayor segin el ca-
récter tensorial de los campos en consideracién. Esto corresponde, ya que
existe relacidn entre el cardcter tensorial y el espin, al hecho de que la
accibén de un campo externo dado sobre distintas particulas depende del es-
pin de las mismas.

En el presente trabajo se considerard el caso particular de la accidn
de campos vectoriales (electromagnéticos) y tensoriales de rango dos (gra-
vitatorios) externos sobre un campo espinorial (electrén de Dirac de espin
/2 ) .

Asf como partiendo de la ecuacién de Dirac en un campo electromagnéti-
co se obtiene una ecuacibén no relativista que contiene términos de inter-
accién del campo magnético con el impulso angular orbital y con el espin,
y de interaocidn espin-érbita en presencia de un campo eléctrico, se mues-
tra que a partir de la ecuacidén de Dirac en un campo gravitatorio estacio-
nario y con simetrfa axial se obtienen términos similares al caso electro-
magnético : interaccién del campo de Coriolis con el impulso angular orbi-
tal y con el espin, e interaccién espin-8rbita, pero las constantes numé-
ricas que multiplican estos términos son diferentes para el caso electro—

magnético y para el caso gravitatorio.



Se derivan las ecuaciones iterando la ecuacién de Dirac con lo que se
obtiene una ecuacién de segundo grado en + ; poniendo W = m ¢+ B, con
E << m ¢! se desprecian términos cuadrdtficos en K. En este orden se retie-
nen solo los términos dependientes del espin. Se trabaja en coordenadas
esféricas y para campos débiles. kl tensor métrico utilizado en el caso

gravitatorio es de la forma :

l+qyﬂ 0 0 %ng
0 (1 = s0) 0 0
& = 0 -r*(1 - TZ,,,,) 0

\ Yos (G e) 0 0 -c'ser (- 7”)

Se calcula en particular el tensor métrico para una esfera de densidad
de masa homogénea, que rota con velocidad angular uniforme ; y los poten-
ciales electromagnéticos de una esfera de densidad de carga uniforme y ve-
locidad angular tJ . Se hace también una comparacién de las ecuaciones clé-

sicas de movimiento de una partfcula en un campo gravitatorio y en uno e-

lectromagnético.
Definiendo:
Vo= /2mcrzao V=ed
a' zo" Oi: A
E:rotct f:rot&:e—ﬂ-’

para el caso gravitatorio y electromagnético respectivamente, los términos
de interaccién de los campos con el impulso angular orbital y el espin se

pueder poner (para campos oonstuntes) de la siguiente manera :



el resultado obtenido es que mientras que para campos electromagnéticos

g;? $ Tsl/z

para campos gravitatorios

Esta diferencia en los factores numéricos se atribuye al distinto ca-

rdcter tensorial de los campos que intervienen.



ACCION UBE LOS CAWPOS VECRORINL i oRm SOBRE LL SPIN. -

I.— INTRODUCCION

1) Dado un eSpécio Riemarniano, si existe alguna simetrfa es posible elegir las
coordenadas de t;l modo que el tensor métrico no dependa de una de ellas. O sea
que la existencia de la simetrfa nos indica una eleccién dada de las coordenadas.

Ademds, de la invariancia del tensor métrico ante cambios de una de las coor-
denadas, resulta la conservacién de alguna cantid;d fisica.

Simetr{a temporal, o més bien, invariancia ante traslaciones temporales, sig-
nifica que es posible hacer una eleccién del tiempo tal que el tensor métrico g«
no dependa de t; de este modo queda fija la coordenada tiempo salvo la eleccibn

del origen en cada punto del espacio y un factor de escala {1l . Si elegimos as{

el tiempo podremos ver gque tenemos conservacién de energia.

po.-.j Vg 1° 4t

BT; \l—g _ — (3 T
T e T o
£ . TA™

Simetria axial: en el caso de simetrfa axial elegimos adecuadamente la coor-
denada correspordiente, ¢? . 1l tensor métrico no dependerd de ella y tendremos
conservacidén del impulso angular

P?=[(T;}‘ -g dz

v

2) Estudiaremos en forma comparativa la accién de un campo gravitatorio estacio-

nario y con simetrfa axial dado §0r el tensor métrico Buv t ¥ de un chmpo elec-
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tromagnético A, sobre el espinor yy .

En II se determina el campo métrico guv producido por una esfera de radio rx,

y de densidad de masa uniforme‘f% en rotacién uniforme con velocidad angular W ..

En III se resuelve el caso andlogo para un campo electromagnético Aﬂ produci-
do ﬁor una esfera uniformemente cargada de densidad de carga f; , de igual velo-
cidad angular.

En TV se ocomparan las ecuaciones clésicas de movimiento de una particula pe-
sada y una particula cargada.

En V y VI se desarrollan las ecuaciones de Dirac de una particula de espin 1/2 -
en los campos g,, Y A&, respectivamente.

En VII se comparan en los dos casos los distintos términos que corresponden
respectivamente a la accidn de las fuerzas de Coriolis sobre el momento angular
y de la fuerza magnética sobre el momento magnético, y de la fuerza Newtoniana y
de la fuerza Coulombiana sobre el acoplamiento espin érbita.

Tin VIII mostraremos que el movimiento de una particula de espin 1/2 hace in-
tervenir tres campos: el campo espinorial 1# sobre el cual actdan dos campos ex-
ternos, el campo vectorial electromagnético A, y el campo métrico (imercial o-
gravitatorio) tensorial gﬂy . Las combinaciones de los tres tensores de rango
1/2, 1 y 2 conducen, en cada caso a ciertos factores numéricos y permiten enten-
der el origen de las constantes de la precesién de Larmor, del impulso angular

del espin, del factor g del electrdn, del factor de Thomas.

II.- El tensor métrico 8,y Obedece las ecuaciones de Binstein [2]’[£],EI]:

1
Ruy = 5 Buw R =X T,y (2)

donde:
R = i&;; - 3[;‘: — S ~— o )
Sy st A P P I

es el tensor de Ricci, que es simétrico,



R= g}"’Rﬁd

y T, es el tensor de energia impulso. Por ejemplo, para un fluido incompresible

de densidad/uo , presidn p:

v, 2

Tov= (P + fl0) wu,-g,p (3)
con ) d.x"
e )

-f - -
?}6:87:(} , donde G es la constante gravitacional ( G = 6.67 x 10 cm3 g' sec’ )

El sistema de ecuaciones (2) toma una forma mds simple si se considera la a-

proximacién de campos débiles; o sea:

g/‘v = (j;tv + /z“v (4)

donde (S y da la métrica de Lorentz

/L

5 | e
Despreciando términos cuadrdticos en '3’(,“e imponiendo la condicidén, que es

.. }
una condicidn sobre las coordenadas’™ :
Vv

“/3/ ~f
cg I\'Y,w" '2]: J/ufg ”Z‘,v‘) 5= 0

(2) se puede poner:

/3 G\
m 10 ( \ o
Cg' ( (/‘“’ 2 o/i.v g f?f_o—/ ’“[5 2% 'I/"'V
Definiendo: —_— p) 2 J " L‘,l () z

* Notacidn: f,,“ = S
X



gquedas

L <’ vl %gﬂvfngtc): -2 1T (6)

' ;@ ’ ’
x! =x'sen x? cos x3

’ 7, . '
x!- x'sen x? sen x5
3 A ) ‘2
X4=X"C0S X
en las nuevas coordenadas'“esféricas" :

& .
el tensor métrico es:

’ x"(axﬁg “Jfgxﬂg Z?X“Qiﬁ

Cuv = Dak I SpT T ox Pt gk 0% o
. N0
NPE PR )
T e A

El primer término es igual al tensor métrico en coordenadas esféricas del es-

pacio plano:

s
o
e}
(@]
#e

.g_\o 0 -r? 0 i
\ O 0

0 —ﬁsaﬁO/

a) Solucién aproximada para el tensor métrico dentro de una esfera homogénea,

problema estdtico.

Para calcular el tensor de energfa-impulso despreciaremos la contribucién de

la presién en (3).

U;,=//¢cz
Ti= 0

ik=1, 2,3 (8)
Ty, =0
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Como A? , 1o dependen de t las ecuaciones (6) se pueden poner:
~ » ,

EG;

A (/7/“— %5/“"C 7&0‘)_;2% Tpv

Utilizando los valores de ?ﬂy de (8) se obtiene:

Dl H == )] = 27 00
Bl 30T~ = o] - w
L”Zu* oo T %J, 02)
733+_ % 7 7:: 7,3] -0 (15)

Restando las ecuaciones (11), (12) y (13) de la (10) :

Do 7 - 712—7,3] --2m, e

y reemplazando en (10) se obtiene la ecuacidén para ?@o

A '7co= 7% Tﬁo

Ademés, sumando y restando emtre si las ecuaciones (11), (12) y (13) se mues-
tra que:
A?co L\ 70: ,_\; = A 753
0 sea:

700:’7"’%1:735 y 7/“’= 0 /“#V

Pasando a coordenadas ( ct, r, @, y’), segin (7) :



il

2 2
7& r ‘?“ =T 7“
733 ~ r'sen © 7“ - rsen 9'1'(;0
"b.v =0 MY
Quedan todas expresadas en funcién de '7” que debe cumplir la ecuacién:
- L
Af’[m'%/aoc o reor
ATZOO:: 0 "r A r>r,

donde r, es el radio de la esfera de densidad /.{ .
-]

Como hay simetria en t, O y(/ s /70°seré funcién solo de r.

N

X

“x

o

(@]

H

N

0'1

Cuya soluciédn es:

0 biens (15)

donde M es la masa tota'la d'eila esfera.,

3
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En coordenadas ct, r, G,W tenemos:

P

1+7, O 0 0
0 -(1 —’qw) 0 0

By y= e (16)
0 o =a-my) 0

\ o 0 0

-r*ser’ ® (1 —"7‘,‘,)

b) Solucién aproximada para el tensor métrico dentro de una esfera homogénea
que gira con velocidad ¢ : problema estacionario.

En este caso usaremos como tensor de energfa-impulso, despreciando en (3) tér-

minos cuadrdticos en v y la contribucién de la presidn:

i

2w
Too = /L{ E’—‘ =/1.(° “trsen o sen(p

Vy 2

Ty = /u ¢ ®rseno cos()
c ° ¢

T°3 == O

con lo que se deben seguir cumpliendo las ecuaciones (10), (11), (12), y (13),

de donde se tiene:

70«: = 'Zu = ?zz’ 755
y AN T ?é/-{acz

con lo que 7“ viene dado por (15).

Ademés:

-

L\"?;k:ifo v Tu=0 5 1 $k, k=123 (17
,§§A75':2% To, S (18)



A%z =2 % Toz (19)
A7«>3 =0 703 =0 (20)
Pasando a coordenadas (ct, r, O, f) H
/ e
/700 - 700
]
7:4 = Yn = qao
’ 1
«722= 1'17“ = T,
72;5: r senze’zl = rz'anz 2} 7“
’ _
/7‘.k=0 if k b k=1, 2, 3.
Dx x
7‘“ Jdx'’® 9x"7/‘3 2% 7/3
)
7?0 =sen 0 cos?ﬂ + sen O sen(fqol
o'= r cos © cossﬂ’y 4+ r cos O senfﬂ?oZ
é
'Zo =- pr sen 6 sen?ﬂ’? + r sen © cosf?oz
De las ecuaciones (18) y (19) resulta:
’ '
) q?o;_
L\ sen rl sent sen ©
7 \ - (21)
] 02 H 1 ’ﬂ/
A('r cose/ * T3 se® cos O {o2

s
1.3
~ r sen O+ y T T,

l —2/6/((c riser® 0

A(L\): B (22)

r sen ©/

L]
L !03_ gy T > T,
r3 sen’0

La solucién de las ecuaciones (21) es:

] )
,Ym: 0 : ,701-..



g

La ecuacidn. (22) la podemos poner:

1 Dz £ COS O 3 1 »k 7«:3 \_

d 4 E J + o 2 r C ) ) RE
r? r or 7 J0*t Wseno Do r?sent 0 r sen 6/

!

/

- -2 et Wrosen 0
e

Cuya solucién es:

1 4 N 2 2 1 1
=~ = ¢ =r sen 04 = =
"203 536 S ¥ ?6/,(0 S T sen @ , r< I,
t 5
2 2 @) I
=%l E = serf(-) r>r
70 15 lﬂ/uo c r a4 7%
o bien: (23)
8 TG w0 BTG, O 2 !
’703_—5 —;—2/[0; r sene.;-g——c—z—/ua; r, rsen® , rcr,
5
A ] W T
’703——5—-6-{/1.(0;- sen 0 r>r
Tenfamos ademds, de (15):
4 TG T 4T G 2
q]mf% YA r - ot /uo Lo T< L,
_ 8 G 31 _  2MG 1
M- TSy l. J2Me L
o0 3 ¢c2/% ¢t r

Luego, el tensor métrico calculado en primera aproximacidn, para una esfera

homogénea que gira con velocidad ¢’ es, en el sistema de coordenadas (ct,r,e,(/f ):

/ \
/ ~ A
o -(1-4,) 0 0 \

%

/141, 0 0 f \
] { ,'705

g' =
MY

| (24)
0 . - (1 —T(“) -0 i
/

0
\
' -
\\ /705 0 0 —rzser%e (l —/’z ) {

od '



v donde .fzao v ;3 gstén dados po“r" (15) 'y (23) respectivamente.

III.- El potencial electromagnético:

Moo by by by )

L e (25)
NPT S R Ry
en coordenadas ( ct, x, y, 2z ) con métrica:
(1 0o -0 o_l-l
o -1 0= __o-,}
o o1 o /
\o o0%.o0. -1/
cumple las ecuaciones:
Tla# 4T su (26)
c
dondez: ,jﬂ'—‘-‘ ( cfvjx!s jy 9 jz_ )
derivadas de las ecuaciones de Maxwell, c%n la condicién de Lorentz:
oM |
A,)J‘::O (27)

z . /7 / 2, 2
Si se pasa a coordenadas esféricas : ( ct, r, O, (/// ) = ( x°, x', x%, x3 )

ct =ct
X = r sen © cos (’ﬂ
y =r sen © sen ()
; = r cos 9
A° _ A% é
A = A,,=sem6cos§011ax+senesen4/ /Ayfcos o A, (28)

A = L‘Ae = l (cos © cosyf k, + cos© senyy ll‘xy - sen O k,)
r Hp R R
- ¥ R *
A, L | -sen{f b+ cosy A, )

14
A% o = —
f~ ¥ sen o -

1
¥ sen ©
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a) Casn estdtico: K - ( cﬁ, 0, 0, 0)

Solucién para una esfera cargada de densidad constante PO y radior .

A

Las ecuaciones (26) serdn en este caso:

( - 4’/’)00 reor,
NG - | (29)
. 0 r>r,
/A, :_@/Ale b, =0
Cuya solucidn es:
(I\;—gp’fﬂorz.r 2'/’}/)0 rj re T,
(‘P = %ﬂ f)° rf % r>or, (30)

/Ax=/Ay=lA£: O0; obien A =A=A=0

b) Caso estacionario: esfera cargada de densidad consta.nteﬂj y radio r_ que

gira con velocidad ) .

j’%: ( Cj—?_;s 'j)(’ j’s O)
j =6V, = ‘f%wr sen © sen ¢ (31)

jy, :)Qa v, = fa ) r sen @ cos (//‘

Tendremos entonces las siguientes ecuaciones, de (26) :

/\ i 47/ — A) ]
rt VA = - o dx = 47 \/00‘5 r sen © senf/
\ 47 % < T (32)
R S - o o 17
A,‘/" - Jy. 4/,/99 Sr sen © cos ¥
n
[ANA_= O
£
y de (27) : / o) 3
ofBy A A
F+ =4 ¥ =0 (33)
ox oy 2z

Si pasamos a coordenadas esféricas se cumplen las relaciones (28) , con A7: 0:
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1@ i = @ L
A, - sen © cos@ A + sen© sen@ A
. ' P X o P " (54)

Ag = cos © coslf /Ax.f;. cose séﬁsﬂ /A’

- o / A .
AP = senSP A, + cos{ﬂ Ay
Utilizando (32) y (34) obtenemos:
D¢ =-amp,

) 1 Ar
A(‘é—é;—v ) " r?sent® sen 9

)

/

1 Ao
rtsen’d cos 3 . (35)

AT 0. Y o Ap _
[ Anfesreen®t g . TO®

J

R A - ‘
| e -
. r‘sen 0

La soluc‘:fLiS‘riEt de (35) es:

&=
Rt

2 2 B
.__/Igfor+2//fcrf’ r<r,
3 -
)

- 3
[l] JC r

NP
e W e
H
N
H

[}
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IV.- Bcuaciones cldsicas de movimiento.
Para la comparacién de los dos campos resultard conveniente utilizar las ecua-

ciones de movimiento en la forma de Euler[ﬂ

dpe _ QS
ds o x/M
con 9 (7
P, = AN
/ 2 [&
.ds /

“v  ds ds A ds
v
dx e v €
Luego Py = me g/“ s 3 A/u = me g/ﬂv w3 A/Q
€ _mo Jeup & &P e gy &
IxAT 2 dx# ds ds ' ¢ Jx/ ds
_mc J8g & p € Jhy v
=— u u - - u
2 Jx# toe dxA
y las ecuaciones de movimiento son:
dpu a v e me J8x3 .« e Jhv y
oz - me g,  u - A = =2 u/s - — u
ds ds ( Eav & T 3 A) 2 IxH T o OxM

Para obtener las ecuaciones pafa una particula pesada en un campo gravitacio-
nal y para una partfcula cargada en un campo electromagnético hacemos 4 = 0 , ¥

g o = CL 5 respectivamente.

Campo gravitacional Campo electromagnético
= mcC u’ meu S a
P/L - g/u.) p/,_ = /IL + c /u_
dpp _ mc  JExs X g dpu _ € dhy v
ds ~ 2 DEA ds ~ c 2x&
Lmc J & ) ok ~ € JQh, e JAx ik
=77 oxAtM Gxa Y =c oxp T o Tz ¥
_me¢ 9’/7% ne 2 Mo ke K e Dd} _ e ;)lﬁ_;_}_‘ &k
=2 Jxnrt TIxM Tc JIxM c  Ix}F
N g . ' I . _ /
Donde g/w - n +7/N Ya que Aﬂ = { Sb e /AK ,—/Ay, az)
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m e
=" —3—1’“’ se corresponde con 3

b o xH
mc -Qﬁkf se corresponde con  ~ = J e
¢ xHM c 7%/
Definimos las siguientes cantidades:
Campo gravitatorio Campo electromagnético
V:%mc?'?o_ﬂ _ V=e3)
"= -~ grad V : Newton F - € E’ = - e grad f::— grad V
Coulomb
Y ' ) .
= -md g, (572) Q- el (570)
g
L(y=—mcl,oz Qj':e/hﬁ
az:-mcZ s (_zzze/kz
- - — —>
K = rct(l : campo de Coriolis i = rot/a ; campo magnético
if = € ﬂ = rot(}
o L 0V 1 dp, 1V 1 Jlk
ds c Joxt c JxM ds c  DxH c Jx#

Que obedecen a las siguientes ecuaciones:

| _ _
AV:M% Too= 411G ™ E QV=-4/1efC=4//|efcl
- . ] ' / //. _ B
‘/‘\ax:—l6//(}-—c? T, = 16 Gm/”'ogx l Lll'lx:—d‘/lefo ‘gfx.,: 47 \e;,:é' \c_:,(
' 8b)

AO__ —~Gm - v (383-) / T S (3

MM =-167 3 Tnj = 167 Gm/ua cv AQ}— 4y €fo cj = 4TI \eM c)

LG =678 1, _1670m, Y2 Dlagop < amiop) 2

-y
u s en el caso gravitatorio, se transforma como vector solamente bajo trans-

formaciones espaciales, que no incluyen el tiempo. Ante éstas,; V permanece inva-

riante; ante transformaciones més generales hay que considerar que son parte de
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un tensor 47 .
MV

Si tomamos coordenadas esféricas, y designamos con los subindices r, 9,9&" las

componentes fisicas de un vector:

u‘? sen © cosﬁ {{ + sen @ senrp.:,[:( + cos Ga -
({;=cos 6 cosy/ (l. + cos e sen(ﬁ(:[y - sen @ (,17

apr— sen (p sz"' cos(/)ay

(] "
y en el caso en que Gr-.o , J@: © , se tendré:

P
¥ rsend D0
: (39)
K = ~ 1 Dawr sen ©
& r sen® Jr
Ejemplos:

a) Si estamos en un espacio euclideo y consideramos un sistema que rota con ve-

locidad ¢) tendremos un g,, Que da la inercia:

/
2 2 N .
[ 1-Y(x+yh) -¥y Y x 0 \
f c c c
! o |
[ - =Y -1 0 0
! [¢]
o= ¢ x 0 -1 o |
\ [¢]
\ 1
\ 0 0 0 -1 ]

Compararemos las ecuaciones de movimiento en este sistema y las que correspon-

den a una particula cargada en un campo magnético constante en la direccién z, y

potencial i .
L

N1 =
ja ]
»

i = - =Hy /i'xj.—..
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1 2 T
V:g mu)(x2+y2) -V = _e.'i;
I 1
(:2)(’: nwececy L.Lx—— -2" eHy
~
O:-—mwcx U -Lenx
J yT 2
p‘_—.—mcu'—mwy P, = mcu, + SA,=—mcu‘—§le
=—mcu'+-l-eHy
2
pz-.-—mcuz+ mwXx p‘,:—mcuz-%eHx
_ 7 _ 3
P;=-mcu , Py= -mcu
Q"_P_.‘. ¢ dpo l DV l e $
ds':m X 4y mu 7 cﬁ-’cﬁ_}z 2cHu
- (408;) ' (40v)
z‘_ﬂ)_z: m‘:’yy - m W u‘ . -di"“;-:_L AV— +£ EHU‘
ds c ds c 2y 2 ¢
& _ o G dpy 1 Qv
ds ’ ds c 2z

b) Esfera de densidad de masa /[n y radio r, y esfera cargada de densidad de car-

ga.f)o y radior, . El 8., ¥ Aﬂ correspondientes han sido calculados en parédgra-

fos II y III respectivamente ( (24) y (36) ).

En cada uno de estos campos tendremos:

2 . 2 - N 2 — 2
V--B- C/(r—lemG/,(r V:-B—/f}efzn]r_Qll]efDolru
1 ) 1l 2 1
C 8/ImG/,¢ (—r——rz)rsenO Q“le F"é’(gr—graz)rseno
“(41a) (41b)
-:.16FmG/15%) (% g %rf) cos 0 K, =4/7kefvol »_-i ( %.-f«’-_ %r:) cos 0
. _ 2 \ ‘ ‘
Ke=l6//mG/u_a‘-é—)(—-5r‘+ -;-r:) sen 0 4// ’ef’ ?5_ 2+%r§) sen 0
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V.~ Electrén de Dirac en un campo gravitacional.

La ecuacién de Dirac en espacios euclideos es:

i a4V ncly (42)

D b < /“'x.‘:
L
En estos espacios se puede hacer un cambio de coordenadas a un sistema carte-

siano x* = ( ct, x, ¥y, 2z )

x’ =z x¥ (X9 (43)

Las matrices §* se podrdn ekpresar en funcién de las matrices de Dirac cons-

tantes: ﬁ 07,8 que designaremos con J/

)
>

M X*'u : .
= E£= , (44)
X PR S
e
y se cumple que: ]
v »
R e e I (45)
y ademis, que la derivada covariante {5} de los ¥/ es nula:
G J e
5;‘):_.;;’ -I-Ey x = 0 (46)

' /,..,/¢= !: 5 Qﬁ"ﬁ P gox Dg«;
donde: T3 g5 ( Tow t 54y 528 )

Bn espacios no euclideos, con gravitacién, si tenemos un sistema de coordena-
das x# no se puede hacer ningin cambio de coordenadas que nos lleve a coordena-
das cartesianas.

Tenemos cuatro matrices ¥/ que cumplen:
TN 2
V7 §5% 0 g v

que se transforman como vectores ante cambios de coordenadas, y que ante trans- |

formaciones espinoriales:
! “
Y=sY

YA s YA s

se transforman como:
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Se define la derivada'espinorial", que designaremos con / de la siguiente

manera (I [ 5 (3] ) :

‘#/, a‘xyv - Erw

oW e
%u:ﬁ"+ f)l, _

M /e
X/o: I - W‘ g

y se impone la condicidn {V’L =0

(47)
31 se elige en cada punto un sistema 1ocal de coordenadas ca.rtesianas[8]
— v
oo e’ et (1k=0,1,2,3)
tendremos
ﬂ;‘ M 1 - k 7
O T LR
l: l’ » o vV o~
X‘::bﬂZ/‘ 9 ﬁ:ak au (48)
ar v ('K ik
g’=a’ a o , g/“_k}‘ b, Aik

Con la condicidn }{w/’: 0 vy eﬂsta eleccidn de {/L( “Vierbein" ) quedan deter-
v

minadas las matrices I—’:, salvo un miltiplo de la unidad I :

— { Er, | v VoA
[, =%gcr<x;"_(‘ (;52\:/’ ao;q /:, / »CTX’/ X/‘((a) + &, 1 (49)

a, serd nula en ausencia de campos electromagnéticos;

s (49) se puede poner tam-
bién: B
1 ‘ L
Iy =12 {p,v ,/,..) XU ¥/ (50)
La ecuacién:
i) )
N e o I " (51)

O seas

iﬁg{/‘gu/ﬁz me i

es invariante ante cambios de coordenadas y ante transformaciones espinoriales y
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se reduce a la ecuacibn (42) en el caso euclideo.
La ecuacién (51) es la ecuacién de Dirac en presencia de gravitacidn (1.2, 3').
Analizaremos para el caso en que existe simetria ‘temporal y axial y que g,

es de la forma (24) :

—~3

/ 1+ 700 0 0 os ‘\

/ 0 -(1 —’7[00) 0 0 }

g = : .
My 2 /

0 -r (1l - 0
(1 -7,) ]
\ ,7 0 0 "'rzsenz 0 (l - 700) /
93
Las coordenadas son: ( x°, x', x* x* ) = ( ct, r, O, (1.’/

g” ‘debe ser tal que g)‘”gw :(J:L. Luego:

o3
1l -7 0 ) —
/ ("" rlsen®o
- 77
{ 0 (1+ L“") 0 0
g,“:_ i
\ 0 0 _ {1+ Te) 0 |
i r /
\. _@_ 0 0 - (l *7?‘-"") ,/’
. riserf O risen’e /
= 7” 9 4] = 96
con ?Do [(>o(r) 705“‘ 703(1‘ )
Las matrices X/* serén:
» '/
f 1 -7, 8
.y ,/2 o
J 1 +7w) X
-2 ! (52)

. R -0
J :.ll: (1+7,°)/2z

PR WP L C S

sen o!
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donde : . v . 2
](‘;:sene cos(ﬂ{x.pvsen() sen(f{y¢ cos 0¥
e ¥

0 : e
¥ =cos0 cosf ¥+ cos6 sen(pz(y, sen O {

f‘p—:- sen(f dr)(.;. cos'(/" L’y

Yot .
Iteraremos la ecuacién de Dirac para obtener una ecuacidn de segundo grado.

Al hacerlo despreciaremos los términos cuadrdticos en -7}

(#

‘)
Zr .’)_lxﬁl“” W/ 1f1

'/259 | o ) @ ( ¢ .
(1 -7,.) 25%_+(l+7k,o)1‘(~:[ 0 }_{ ) + { J )+

i ( ()r r 40 rsen® J{/
o3 3 0 YA ] , me
r?sen’@ Jf -[ I/‘","P = i1 q} (53)
Iterando:
fa-g P2y g (y7 g L2 2,
[ 7"° c Jt 7“’ ‘ 9r‘;‘ T 56" Tseno D(F
Mos . o D YA 7 [ /zh,ﬁ ) V2 J
=y ﬂ 3 X’/M ,./ / (1 —7&,) i (14—?59) 't 5 +
{°2 5y, I eyl el
+r_¢76“+rsene Y b senQ/}D(P B I”sz“ B* W

Se obtiene :

( o . 2
f 127 Ny 2fs "1 9
;(l - ) Cz P z - (l +7‘w )L.l + rzsen)a o ata(f
L D L Mo sy 1D
v ‘ ¥
AL T 0y,
'3 3‘% ({ \ g or 7'F 70 T rseno J(p
T R /AN \
/ <i‘ Se:lzg) . D - !\}T!éﬁzé‘! i J Vo
+ | S o S 0L ad
dr "oy ) r 99

\\



-

; (V ‘ |
B g b lsemol’fe v coso & - L9 ___399_9_{@9__.)15\};..

sen?Q |

. o _ _ ;
Utilizando la férmula (50) para el cdlculo de /: , multiplicando por ,{

sumando: >
Vi L M L gy 100 Lty 1%y
f ’9-4511' rsen@fj‘[‘g T 43 r"'sen@f3 ({ * 431')[ (54)

Reemplazando este valor en la ecuacién diferencial y haciendo algunas simpli-

ficaciones:

b2 ' ) § | 2z
fa-0 L3 - ol 2 -

B PR/ ‘,’  8 ¢ p LB
Y AR Tt

{
\

2rsen®©

T

" i Dr‘o 2{,'?(6 ) gr }S”F:;. 2 [ ll} 03 1 704‘ (pa _

2 3‘{2 (”—i‘m 00" r—m*Dﬂ,ﬂ) \12 Of .rsen® r’sen 9)6{ Jr

S e -
_ / } o oscosO‘ﬁ X'P__JM o
2 r3sen ¢ riserto /1% Jg

_ |1 ()”03 _ 03 \,rv ) L s 1 _ Toscos 0\ 240 J N

{\ 2 r’sé}?G riserd G)/ﬂ 37 "\ 2 T% ’sen’ 0 r3sen39>ﬂ6 W

o r? r Jr

S (g};z%s *‘%.;3»19‘1" chL 3_.72,3)(5'{‘& 1 (3_120_” + 2 %Z@ML(:
/! )



¢ 1, los términos principa-

~

. 7 v
Teniendo en cuenta gue 7”,\41, JL’S—"’—~~—4 ¢ 1, -

les de la qcuacién sons

T T P I ol I
2rsen6(f)rl 65 + r 20 B b e 9t (53)
- p ) T Y
EITL PP o W N G Dy, 8o \
*Z—jt;ﬁ[cb‘l‘;*2?—g ( r 99+ rsen@ucp) 1‘)'.‘

El término 7CC,Q es un término pequeho de poco interéds que produce un leve

corrimiento de la energfa, sin cambiar la degeneracién de los niveles.

Poniendo:
1 ) 1 E E ¢t
= K = 4. < e m
s T -1y (me+y) /
obtenemos:
" ( R B__(_:_z’ ) " _.’hz ,i& _:ﬁ o CZ ,’70 3 1l ()
L B 2 7"" " 2m' mc risenfo i J¢
yil 1 i 2 | 077032(“{7‘/ 1 DrOj)g
N S S L ' (56)
2mc 2 rsen® . dr

Dot ey B dadt e g ,{-'zp:o

+ =
2m c 2 2mcd r 2 Or

1=

donde L =-TFAnp =3r, grad

o BT
’.—l

Usando las definiciones dadas en (37 a) , y designando con los subindices r,

e, 30 las componentes fisicas de un vector:



1 z / - o mcz
V = -2-mc (/OG ,{ - ““t—}“'—‘

'
-

)
1 J{lgsen ® mc o3
K_= A = o g ol
T r sen® 20 ~ rfsen© o

(57)

c .1 JUpr sene.
€ rsen® Jr

2V, gt R 1 9V = T,
Y ooas 5y A8 - --—;w.o‘.LJ‘g)zo (58 a)

Separando 'ﬁ) en componentes grandes y chicas:

u
| ,
A

7 .. A
q) \v/ 9 /36.—“ a

para las componentes grandes queda la ecuacibn :

(58 b)

Bn el caso de tener un campo K constante en la direccién z :

sen® K

(] =
¢

N =
=

y podemos poner:



(58 o)

Para una esfera en rotacién el campo estd dado por los valores de ﬂ/’oo y

de (15) y (23):

o3

n 416 ¢ 4ue _l?ﬁ”'_é‘i‘-
o™ 3 oz fo¥ o Mo %o 2% " 2,
?a\"'g”_c%,ﬂo;rq senO+§U—c;%/4rL—Jrrsen9
:.-_é‘?é ‘i)rgseﬁzo + E rzsenzO
51 ¢ r, ¢

De donde ( Ver (41 a) ) :
2 - 2 — 2
-B-I/mG/,LOr - 2/ mG/,(oro
azg'ﬁmG/a Y ¥ sen o - §77mG/z"‘-3rlrsen6
5 y ‘,c 5 ] 0
1

16 —
K.=Z9nmnG W ‘cosO - 7 nG >~ r’cos O
s P oM G T R

Ke-.-—-%g"[' mG/qa%)rzsen@-{- —;ﬁm(}%)r:sen@-/tt
2
2\ h ) 1 2 1 2;9
E_ZIImG/“(-r_ro,‘+—.2mA+;?:8'/mG/OE(Br_§r°)1Tg0+
h 4,- G (.)// 1l 2 1 . (’)Jf ;2 2 90—9 £
+—— AT m /,{06/(-—1'—-51'0) cos —(Br——r)sen

Yoo 3 mG/MO r(iﬁ)_,\rr"“mzl; %0_: E)jw-—: 0 (59)
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VI .- Electrén de Dirac en un campo electromagnético
La ecuacidén para una particula de carga e en un campo electromagnético A/% es:
V(“’T ot e )Y —m ey
Si tomamos coordenadas esférical8 y un potencial :

=( ;,O,O,—A(Frsen@)

tal que : - T
2 _ )¢ _ dhe
o0 (¢ ’ ¢
obtenemos:
"~ -
f_) } i1e ) \l () \(‘; J
lﬁlc(”‘ﬁ 'quB)* A T
0 ] o0
17 1 S J_ _ ie p ) ,
-+ X ( ;—s"é‘r‘l-'é a(p Tlc I ‘ﬂ )l( \/, m Cq’)

1 90 2ie f 2
J ie D, 2ie , 1 d
QE ‘ A he ‘prsenO oY

ie (Krr(va 1 D(Ayr sen 0 ) X’ X 1 J (Agr sen Q) )

T he r sen O Jr r’sen 0 0 ©
T _ B
_ E_ a—.qé g)(‘ _ el» %l eZ— 2 | B __{_lf_c_?'ll\')
¢ dr i et ¢ T Ao ‘Pl?f) - B
0 también:
i 4
19 2ie i 2 L, 2ie 1. D
= L - €re Y .
IC"D‘tz*hc T D% Z——— he frse e J¢
- - (61)
— — 3 g 5 f( l > mzcz ‘
- — H - _1__? 2;. )—:_ /Z()
ﬁ a. ﬁu } ‘ or

donde hemos despreciado los términos cuadréticos en @ y Acp .
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Poniendo:

19 _ 1 (ne. b
c Jdt%t ~ ih (me+ c )
obtenemos: o K
1 7 5 i 1 J
E - BN A 1 1L d
{( e?) T 2n +mc % rsen0 i I
I
- H.O — e L2 ) = o
2me © T Sme eDr lﬁg J q
. N — =
Definimos ( Ver (37 b) ) V=e LP » ([ =en , K= ¢eH
h 1 /" 119
E—V -+
[( ) - ZX'+ LZW r sen9 i 399 )
- (62a)

-

(E-V)+~——A Q-*—L%—,)—jt
; iog

!
—~
(o))
N
o’
~

. éx)’( % . Z

B B 19V 2 7

s K . - -y = = ’r . L u = O
2me _q, MF‘r or §

(62¢)

Dentro de la esfera cargada que rota el campo estd dado por (36)

¢ -

!
]

AN NI
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0O seas
2 2 _. 2
V:-g//evoer'leleﬁ’ro
. 5 i
a e WJ 3 2 - W %
===/l ef ¥rsen® 4+ =7 e S r.r sen@
4 5 f"c 3 roc"

Para poder comparar con un campo gravitatorio el potencial V debe ser atrac-

tivo; luego e y p deben tener signos distintos (41b) :

vV = %///!eﬁ)} r2—2l/l'eﬁ,, r;
Qn—_—%flefoi%) rssen@—g‘l'{"' 'e},D,)' ‘-3 r;rsenO
r 4
Kf:%’/l \e/,,.‘;g r%osO—%’TlWeJ/‘c“frjcosG
8 — 2 — 2
Ke:—-5—/ ]ef’oltg rsen@—}%l!}ejﬁ;“grosenw
Z
\&E—W\ef@i(%f—rﬁw —%—/_\_-»fgzﬁ}ef;}‘f(%r‘—%rj)§§—~+
i .
i i2/1-!e IL'%\' {(E fod *) OC/T"-(% Lot ) sen@O/6 +
T oo Ifo‘ct 51‘ 5r° cos 51' 3 To
h 47 P2, v‘“rz
tams 3 ’eﬁ/rlfﬁ {q)-_-o (63)

VII .- De las ecuaciones (58) y (62) se puede ver que el potencial Newtoniano

1, A
1 z c 1s —- [e3mC -
5me 4200 y las fuerzas de Coriolis o3 5 actian en forma similar al po-
r sen

tencial eléctrico e? y al campo magnético el , pero existen diferencias:

a) Kl término que da la interaccién del campo de Coriolis con el espin es

0
2mce

l e - . 2, . ﬁ - =2
5 K) . , mientras que en el caso magnético tenemos T e eH .0 . Cuan-

do los campos son constantes la accién de ellos sobre el impulso angular orbital

vy el espin se puede poner:

h

5 Ko(i—f'gg)) ] S =
mc

N1
Q!
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siendo g = 1 , en el caso gravitacional, y g = 2 en el caso magnético { Ver
* o

f(580) y (62¢c) ).

i 5

b) La “interaccién espin - 6rbita" aparece en el caso gravitatorio en dos

términos: S
22c’%% (iﬁ[t—g%%(j'L)
y en el eléctrico en uno: :
“ -
220 eﬂ.—éi/ﬁ X i

que se reducen, si se considera la ecuacién para las componentes "grandes" del
#

espinor, a:

gl 1 pond
-3 A )
4me” r Jdr o
y ﬁl " o
; —
. B L0V = g

respectivamente, habiendo un factor BIde diferencia.

Nuestros)célculos muestran, luego, que tanto las fuerzas dependientes de la
velocidad (fuerzas de Coriolis, fuerza de Lorentz) como las fuerzas estdticas
(fuerza gravitacional de Newton, fuerza electrostdtica de Coulomb) actian de una
manera bastante diferente sobrejun campo espinorial. No es de extraiar, luego,
que un campo de otro tipo y todavia desconocido en sus detalles, como es el cam-

-

po de las fuerzas nucleares, conduzca a efectos diferentes en orden de magnitud

¥y en signo que los de los campos bien conocidos.

VIII .- In los casos que hemos considerado actdan sobre el campo espinorial de
Dirac dos campos externos: los campos electromagnético vectorial, A/L, y gravi-

tacional tepsorial, e
1

50 1 y 2 respectivamente.

+ Intervienen, luego, tres campos tensoriales de ran§o
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Los rangos tensoriales de los campos que inter&ienen, determinan cier-
tas constantes numéricas que resultan de las férmulas. Para hacer ver el
origen comin de estas constantes damos a continuacién la lista de las mis-
mas en los casos principales :

a) Electrén en un campo magnético: en el caso de un electrén en un cam-
po magnético, tenemos que igualar la fuerza centrffuga a la fuerza de Lo-

rentz y resulta para la frecuencia del movimiento

U) = ——

=
e}

En el caso de un electrédn ligado en un campo magnético externo, iguala-
mos, para determinar el diamagnetismo la fuerza de Lorentz a la fuerza de

Coriolis. De ahf resulta la frecuencia de Larmor :

En este caso intervienen los campos vectorial y tensorial.

b) Bl espin : en el caso.de un electrén de Dirac libre, en coordenadas
cilfndricas o esféricas actian los campos inercial y espinorial. As{i resul-
ta una cotribucién

ha

[ACI N

al impulso angular [4] .
Introduciendo un campo vectorial (electromagnético) aparece una interac-—

cién magnética

/a.ﬁ’zf{ g 1y
2mc 2

A4
=}
0
®
=<1}

(64)
con g =2
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como resultado de la intervencidén de los tres campos.

Reemplazando el potencial vector.K por un campo estdtico A, aparece el

acoplamiento espin-4rbitas

T hc?.(‘a’ngﬁdv) (grad V= - e &)
2mec

(65)
con T = i
2

c) kspin en un campo gravitatorio: en este caso intervienen dos campos,

tensorial y espinorial. Con las fuerzas de Coriolis ( g,; ) hay una inter-

accidn
—3 — ~y =
X. g l ha (K:ro‘ba; (1.:—11101 ”VZOL')
2mec 2 ¢
(64')
con g =1

Si se tiene un campo Newtmiano g, , aparece la interaccién espin -

Srbita
T v - 1
B (L Agrad V) (V= =mecly )
2mec ¢ 2 7@°
(65")
con T= 3
2

Se ve, luego, que estos factores dependen directamente de la cinemdtica

de los campos considerados.
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IX .- ADDENDA

Después de haber conclufdo el presente trabajo fui informada de la existen-
cia de un articulo de C.G. Oliveira y J.Tiomno [lO] sobre el mismo tema,
en el que se obtienen resultados similares respecto al factor “giromagné-
tico' gravitatorio g y a la interaccién espin-érbita.

En ese articulo para determinar la ecuacibn no relativista a partir de
la ecuacién de Dirac se utiliza la representacién de Foldy - Wouthuysen {11}
a diferencia del método de iteracidén empleado en el presente trabajo, y se
trabaja en presencia simultdnea del campo gravitatorio y electromagnético.

La ecuacién que obtienen contiene términos en div B y dive ( € co-
rresponde a - i grad V = - i grad % m czﬁgo en la notacién de este traba-
jo) 3 el término en div E estd también en el articulo de Foldy - Wouthuy-
sen [lﬁ . kstos términos no aparecen en el presente trabajo debido a que
se ha despreciado la contribuciédn de Ez, habiéndose supuesto E << m c¢?;
en este orden se han conservado solamente los términos dependientes del
espfn, ya que estos son los dnicos que pueden ser observados por separacién
de niveles.

Desde el punto de vista general el método de Foldy - Wouﬂ?ysen es més
sistem{tico, para la comparacién entre la ecuacién de Dirac y la ecuacidn
de Pauli. Sin embargo en el orden considerado el término de la interaccién
espin - drbita resulta ser idéntico en el método de iteracién y deja ver
m4s claramente su origen relativista.

C.G.0liveira y J.Tiomno obtienen el “red shift" de los niveles del dto-
mo de hidrégeno en presencia de campos gravitatorios y hacen también un
andlisis de las ecuaciones clésicas de movimiento.

Otros dos trabajos relacionados con el tema de la‘interaccién del espin

con el campo gravitatorio son el de A.Peres [12] y el de I. Yu. Kobzarev
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y V.I. Zakharov [13} . Bl primero llega a la conclusidén de que la ecuacidn
de Dirac iterada en presencia de campos gravitatorios no contiene términos
de acoplamiento espin - curvatura ; esto se debe a que en el andlisis no
tiene en cuenta que los ’; dependen de los C"-;K » Esto lo hacen notar I.

Yu. Kobzarev y V.I. Zakharov [lBJ .
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