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A, ORIETO

Los procesos de conformado de metales se llevan a cabo en condiciones
de carga tales que en general provocan estados 'complejos de tensiones. Es por
ello importante definir las componentes de tensmnes clasificarlas con respecto
a algin sistema de referencia, desarrollar el equilibrio de tensiones en un pun-
to, etc. por cuanto todo ello se aplica'a la mecédnica de los cuerpos deéforma-
bles pléasticamente.

A.2. INTRODUCCION AL ESTADO DE TENSIONES
Desde el punto de vista de la mecénica del contfnuo, la primera hip6-
tesis simplificativa que debe tenerse en cuenta, es qué se suponen sdlidos

perfectos, es decir jsdtropgs y homogéneos, Ambos términos se definen:.

Is6trogo, En cualquler punto del cuerpo sus propiedades son iguales

" en todas direcciones.

W Las propledades son 1gua1es en todos los puntos del
cuerpo.

Un cuerpo puede estar sometido a la accién de fuerzas, siendo ‘éstas
de volumen o de suparficie. Le_lé fuerzas magnéticas, gravitacionales, centri-
fugas, térmicas, etc., son ejemplos de las de volumen. Aqui se trabajaré
s6lo con las de superficie. La fuerza aplicada por unidad de superficie se
designa ''tensién''.
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A.3. ESTADO DE TENSIONES EN UN PUNTO S i

Siupéngase un cuerpo ubicado en un sistema de .referencia x, y, z,
gobre el que actGan fuerzas exteriores (figura 1).Como consecuencia de es-
tas fuerzas aplicadas, cada uno de los puntos del cuerpo estari sdportando
o transmltlehdo esfuerzos :

ot

3 | a Fig. 1
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Pafd definir ¢l estado de tensiones en el punto P se consideran en el
mismo tres planos cuyas nofmales corresponden & fos efes %, v, 2 (Hgufa 3).

o ‘Fig. 3

" Sobre cada uno de estos planos actuarin tensiones resultantes 0;1’, @r
y 6;'/‘ para las orientaciones tanto positivas como negativas de los ejes.
Estas tensiones resultantes sobre los planos coordenados pueden descomponer-

se en una componente normal y dos tangenciales seg(in los ejes de referencia.
En la figura 4 se muestra dicha descomposicién para ambas caras del plano x'.

Fig. 4 Fig. 5
A los efectos de.visualizar las componetes de tensi6n actuantes en
los planos coordenados, se dibuja un cubo elemental en cuyas cards actdan

6 tensiones normales (de tracc1on 0 compresion) y 12 tensiones tangpncxaleo
(figura 5). :

De las 18 componentes de tension, asim»r6 son i s onocer
el estado de. tensiones en el punto. En efecto si el punto esté en equlhbmo :
las tensiones de igual direcci6a que. actfian en caras opuestas deben ser de



{gud] nipuittd y sigho contbario, y 148 terisiones tangédiales ouyas direccio-
nes convergen en las aristas deben ser también de igual maghitud. De esta
manera, al aplicar las ecuaciones de equilibrio estitico (Sumatoria de fuerzas

, ¥ sumatoria de momentos igual a cero), las 18 componentes de tensién .quedan
reducidas a 6. Por lo tanto el estado de tensiones en un punto queda definido
por las tres tensiones normales _& ,. _0;_ , Uy y las tres tensiones tangen-
ciales g, , Cyz » Bex - s— '

A.4. TENSIONES EN UN PLANO OBLICUO

Aquf se analizari el’ siguiente problema: Conocido el estado de ténsiones
et un punto, Se pretende averiguar cuanto vale Onr para un plano oblfcuo cual-
quiera (que pasa por P) identificado por sus cosenos directores .que se designa-
ran respectivamente

f . [

co./f';_l\i) ;-/x); ' co.l(y/‘r\?).g /yn'_ cod (3?7)_3 /z,;

El plano B’ cortari al cubo dando un tetraedro irregular OABC
(figura 6). Se pueden hallar las componentes cartesianas de Upy planteando las
ecuaciones de equilibrio de fuerzas respecto de los ejes x, y, z (figura 7).

Fig. 6 Fig. 7

‘ol-mdzghxldx*gyxdy +gg,; 4,

!

i

donde A = Area de la cara 4’ .
Dr,Ay, Az = Areas de las caras x, y, z respectivamente.
. Como: ; IR ’
'._A_L"_‘~j)(” Ay - /}"’ . Ag = ofgn
4 A A



.q

O = o dun + Eynx fyn + Exx za ?mgm ds
@) | Coym Gy len s Gy byn + By few | A Bt Xy, 2
: nz = gI‘Z /a'n + gyx 6/1 * Vz /3/; | .

Conocidas sus componentes cartesianas, 6;"*\ resultari:

2 2 2 2
Inr = Unx +0‘,’,y,-6;2\

Para un estado de tensiones dado, resulta claro que Unr depende
de la orientacién del plano oblicuo 0" , puesto que Gnx ,07)y y(l-;)z son
funciones de los cqsenos directores de la normal que identifica al plano
en cuestién. ‘

Como se explicara en A.3, puede d2scomponerse a Gpr en una
tensién normal al plano ¥ , §, , y otra tensién tangencial Z,¢ (figura 8).

Z Fig. 8

El valor de Un puede hallarse proyectando las componentes cartesia-
nas, Opx ,07;y y Onz de Uprenla direccién n, y luego sumando sus proyec-
ciones, resulta :

On = Gnx X0 + Uny lyn + Unz len

Reemplazando 0;4 ,_07)y y 07)'2‘ .por sus valores dados en 2, se
obtiene finalmente : :

2 2 2 .
i 0; = FX’ /;\’/? + @/)’ﬂi'&;/;nwfz(g/ty/:(ﬂ /}n*gyziyn/zn-#é’,—g f;l)i}(l))( (4) ‘

Gpt puede obtenerse ahora de:

2 _2 _z
\ Tor =00+ Ent | ()



(6)

A.5. CUADRICA DE TENSIONES - TENSIONES PRINCIPALES

. . ERSE S . .

La ecuacién 4, que permite determinar los valores de 6 en funmét\ A_

de los cosenos gﬁréc"tores de la normal al plano "oblfcuo consider: do, es una
superficie en un-espacio de cosenos directores. A los efectos de anahzarla

es Gtil introducir el siguiente cambio de variables: _
7

X - Lo y. Az Len

con lo que se obtiene:

Esta expre‘sién asf obtenida pone en evidencia que dicha superficie es
una cuiddrica. Una propiedad de las cuddricas es que hay una terna de direc-
ciones, llamadas "direcciones principales', en las que se anulan los términos
bilineales. De manera que, en la cuddrica de temsiones que corresponde a la
ecuacién 4, habri tres direcciodes en las que se anulan las componentes
tangenciales. - : '

" A las tensiones normales correspondientes a esas tres direcciones se
las llama 'tensiones principales', y se las identifica gepéricamente con 075
(para p = 1,2 6 3).

A.6. ECUACION CUBICA - INVARIANTES DEL ESTADO DE TENSIONES

Interesa en este punto determinar el valor de las tensiones principales,
como asi también las direcciones en que acttan respecto de la terna de refe- -
rencia. S

Supbéngase que el plano f de las figuras 7 y 8 sea un plano prmclpal
(o sea un plano donde actGa una tensidn prlnclpal) En ese caso 077,-
coincide con {; (no hay componente de corte) y cuando ello ocurre se la
designa (/79 ‘(vale decir r = n = p).

Las componentes’ cartesianas de 0/3 serin:

Grx=Oplep Gy=lphp Gpz=Glp ©



Si en las ecuacion¢s de equilibrio 2 se reemplazan ﬁx, 0;, y Onz
por los valores hallado$ en 8 se obtiene:

g; /X/D = G; /xp + g)’X /}'/O + Gzx /z,v
0/3/_7,//: = gx] /x/o * 0;)7)'/0 + 53)/ /z/, ©)

@/z/o e Gxz /;(,01- Syz /y/or G;/;-,a

que reordenadas dan:

'é;x)’ ./iv/of'- fo-;' - f}_,;)/]/of g.zy /;_—/.a =0 10)
Gxz ,Z:p+6yz /fy/o +f@—07:)/z/°=0

Un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n incégnitas
tiene sélo solucién trivial si el determinante de los coeficientes de las in-
cbgnitas es distinto de cero. Si este determinante es nulo, el sistema tiene
ademds soluciones no triviales. Puesto que, como se vié al analizar la ecua-
cién 4, existen tres direcciones principales mutuamente ortogonales que son
soluciones del sistema 10, los tres cosenos directores de cada una de esas
direcciones no pueden ser simultdncamente nulos. La solucién se encuentra
entonces anulando el determinante de los coeficientes de /x P /)’/’ y /tf’"‘
¢ 1a ordenacién de dicho desarrollo resulta:

, B ) ) ,
Up=(Tx+y+0z) Op#(0x Gy r 0y Gr+Gr0x - 52}"?52‘2"2’)6/}
prd

] ' 2
(% Gy G + 28y Sy Gux - Ux By = Gy G2y -2 Bry) = 0 (11)

Las tres raices de la ecuacién 11 corresponden a las tensiones princi-
pales. Una vez determinadas éstas, pueden hallarse las direcciones en que
actdan respecto de la terna de referencia dando solucién al sistema 10 con-

juntamente con la condicién /)59 +/ 2 4 ;" = 1, para cada . una de las
tensiones principales. ' )r rF

Como el estado de tensiones en el punto P es independiente de la terna
de referencia elegida, las soluciones de la 11 serén las mismas cualquiera
sea la terna adoptada para definir dicho estado.

Una ‘consecuencia importante que surge de ello, es que los coeficientes
de la ecuacién ctibica no sufrirfin al teraciones si se cambia el sistema de coor-
denadas de referencia, es decir, serin "invariantes del estado.de tensiones™.

En funcién de una terna x, y, z , o de los ejes principales, los inva-
riantes serdn respectivamente: ‘ '
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.

05+ 0505 » G205 - &y -2 25 0. GG 505

-

y '—‘ , . 2
Iy« 55 05 5 28y Gye Sax - 6fe - GEa 05 Sy GG

En su forma més general la ecuacién 11 puede escribirse ahora:

F LG L Gn a0 o

A.7. REPRESENTACION GRAFICA DEL ESTADO DE TENSIONES EN EL
PUNTO. METODO DE MOHR. . .

\-: -

Se vera aquf un método grﬁfico de representar el estado de tensmnes

de un gunto

Para los estados tr1d1mens1onales de tens1ones es posible df-‘termmar
On Y & nt en un plano eX cuya orientacién respecto de los ejes principales
se conocen, como as{ también la magmtud de .las tehsiones principales. Ob-
sérvese que éste es el mismo problema planteado analiticamente en A.4 cuya
solucién gréfica es posible si la terna de referencia es la principal. En efec-
to, cuando el sistema de referencia estf dado por los ejes principales, las.
ecuaciones 2,3 y 4 quedah respectivamente: -

Iy = Urdyy | 4
Gz = Oz o R -3
I3 = G by ' I

2 .2 _2 |
Gnp =01 + Tng + Uns 3

(4"

Con 3', 2'y 4', el valor @n? dela 5 resulta:-

. 2 2 2 2 .,z'wf ¢
{, T"/ m / ' 3n'(0-/m+ Lo + 03 3ﬂ3n)Jﬂ(5)
Las ecuaciones' 4' y 5' constituyen la soluc16n analftica del problema.

Para encontrar la solucién gréfica, de la condicién:

[’/;ﬂ + 42n ~r /f;/; 1_] , o (14)

se despeja el valor de /

20 'y reemplazando en 4'y 5§ respectivamente



resulta:

Eliminando /3, entre 4" y 5'':

Anilogamente puede obtenerse:

2

2
/| Gt + (03 -0p) Uy -
n=

(G-03) (0;-G3)

Ea+ (07 -0p) (07 -
(0;-03) (T3-0G3)

1t

Estas tres Gltimas ecuaciones se pueden escribir en la forma:

~\ 2
(UI; @)‘l‘ 0{8//”;(0_ )(T

-5 ¢
2 B +(=7=)

(0 (B BN oG5 o (G- G30(G -Gy o0 B2 Ly

Ly (G5~ G72(03-03)%( G—‘f’_’)

15 a)

(15 b)

(¥5 ¢)

En un sistema de ejes ortogonales (’—n - Gnt , cada una de las
ecuaciones anteriores constituye una familia de circunferencias con centro
sobre el eje de abscisas, cuyos radios varfan en funcién de los respectivos .

cosenos directores entre los valores extremos.

Se dan a continuacién en la siguiente tabla, los centros de cada fa-
milia como asf tambén sus radios méximos y minimos conjuntamente con
los valores de los respectivos arcos. Para este anilisis se ha tomado con-

vencionalmente:

G > T3>0
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En la figura 9 estin representadas las circunferencias méxima y mini-
ma deé la famflid centrada en Cj, que corresponden a Ia ecuacién 16a.

En la figura 10 estin superpuestas en un mismo dibujo las circunferen-
cias méiximas y minimas de las tres familias dadas por 15a, b y c.

Fig. 9 : Fig. 10

Dado un plano cualquiera que pase por el punto P, sus cosenos direc-
tores deberfin cumplir con 14, A cada coseno director le corresponderi una
circunferencia de su respectiva familia. Puesto que G;,r- ' ’(y ‘por lo tanto On
y@,;r ) para el plano en cuestién es (nica, las tres circunferencias deben
cortarse en un punto del plano G, - c:'ﬂf . El Qinico lugar en que ello puede
ocurrir es la zona comf(n a las tres coronas, que queda comprendida entre
las circunferencias que corresponden a ]m= }2”3 , /[; .= gpo
(zonpa rayada de la figura 10). ,

, Obsérvese que los puntos sobre cada una de estas circunferencias 1I-|{
‘mites corresponden a las tensiones normal y tangencial sobre planos de los |}
haces que ‘pasan respectivamente por los ejes principales 1, 2 y 3.

Dado entonces un plano que pase por P y conocidos los 4ngulos que
éste forma con los ejes principales, con los valores de sus cosenos direc-
tores pueden calcularse los radios con las ecuiaciones 15a, b y ¢. Con
centros en Cln, Con y Cg, se trazan las circunferencias de radios asi
determinados y las coordenadas del punto donde ellas se intersecan corres-
ponden a §, y&pt del plano dado. ' v .

Se demostrari que si por #J, &e levanta una normal y a
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partlr de ella se traza el éngulo ln la nterseccxon de esta recta con
las circunferencias . correspondlentes a 2n = 90% &0 = 90° (puntos Asg y
Ag) pertenecen a la circunferencia de centro Cyp v radio correspondiente
al /, , dado (figura 11 a).

b ent

) " Fig. 11 a

Este método constituye la sbluéién grafica dd problema y evita
el célculo de los tradios. En efecto, en la figura 11 a los &dngulos en Ag
'y Ag son rectos y AaClp = A3Cin

2 2 \'——2
Achn T &= C'n H + HAZ

CH - _G_‘Z_f'_ cd (90°~in) = _@E_qs_/,

Reemplazando CjpH y HA, en la expresién de AoCyp resulta:

Go = YUECT-03) (0G50 + 822032

que es el radio de la ecuacién 15a. A,r{élogainente puedern obtenerse los ra-
dios para los valores de los 4ngulos 2n y 3n del plano dado.

En lapractica, entonces, la constru(.u()n se readiza de la siguiente
manera (figura 11 b): . T

Pe jpus i .
(®) En un sistema’de coordenadas 0_,-? - C’ni.,. ,sc,tpm,a;s.oprq‘;cl eje



(b)

(c)

(d

(e)
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correspondiente los valores de las tensiones principales. , *
Con centro en Cqy, se traza la circunferencia de radio Rjp= /2‘! fr":”
Con centro en Coy sc traza la circunferencia de radio Ron [k (U, - iz)!
Con centro en Cgp se traza la circunferencia de radio Rg,=/% /77 - g
Cada punto del 4rea comin de los tres circulos corresponde aGn y
gnt para los planos de las diversas orientaciones del espacio que
pasan por el punto P. :

Se levanta una normal a 7, por (/7 , v a partir de ella se toma un
Angulo 1d. El nuevo lado del angulo cortari a las circunferencias de
las familias 2n y 4n en Ay y A3. Con centro en Cip se traza el
arco de circunferencia que pasa por A2 y Ag. Como se/\vié, el radio
del arco asi trazado satisface el valor de Ry, para el ln dado.

gﬂr AZ 8, -~

e

Fig. 11 b
En forma §imi1ar, ‘por (/'_'; se levanta una perpendicular y se toma
el 4ngulo 3n que cortari en By y By a las circunferencias de las
familias 1n y 2n. Con centro en Cgp se traza el arco de circunfe-
rencia que pasa por By y Bz, _

La interseccién de los arcos da el punto Q. La ordenada QS seri
el valor de &,¢+ vy la abscisa OS el valor de 0,

A o .
Si por G} se tra/z\a el’4ngulo 2n con la normal hasta cortar a

las circunferencias 1n y 2n, el arco con centro en Cop debera pasar por
Q. En efecto, como la ecuacién 14 liga a los tres cosenos directores sélo
es necesario conocer dos fngulos para poder realizar la construccién.

A.8. TENSIONES TANGENCIALES PRINCIPALES

En la figura 12 se observan tres valores particulares de las tensiones

tangenciales. Corresponden a las 'tensiones tangenciales principales', que
valen respectivamente: '

. ~ ¥ >~ Gz - ~ ‘ - 73
ey ___M & bz - b3 9,:_2=_C’7__£(16)

~
]
W
N
ly
L™
!
)

2



Habiendo adoptado la convensuidn: G;:{: :”f%‘él > 1@3 . , resuylta
G,.3 la "tenst6n tangenclel mixmn', Lof dnpulos de los plazmes en
que actGan serin respectivamentés iy = 3z  45°¢ %3 - 902 Anilogamente,
Gz v 6 -2 acttar sz planos ubidudos < 45%con los respectivos
ejes principales. -

Obsérvese’ que pars. cada par de tersicues Principales hay dos plados
de tensiones de corte printipales gqum bisertan las <irecciones princigs’ds.

N fla . . . . .
. e . L end 3
o X .
‘
. © i
I3 r £
e oisud
-

i

Fig. 12°

)

1.

A.9. CASOS PARTICULARES DE ESTADOS DE TENSIONES

1

(a) El més simple de todos corresponde. a '"Traccién o compresién
" uniaxial o simple'. Las figuras 13 a y b muestran respectiva-
mente esos estados y sus circulos de Mohr correspondientes.
' 3 )] . " . EE .

[

Gt R

. - V4 2
. / 1
V2403 20 / /\07 /5;
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Cat

Fig. 13 b

(b) El estado de 'corte paro', obtenido por torsi6én de una barra ci-
Iindrica, y su equivalente producido por una tracdén y una com-
presién de igual magnitud, se muestran en las figuras 14 a y b.

o |5

3 Mﬂ lli 2 | ' 2

Fig. 14 a Fig. 14 b

(¢)  El estado "cilindrico” de tensiones, dado por Uz = U3 # 77 del
: cual son casos particulares los DStadOo uniaxiales de tracmén
y compresién, se ilustran en la figura 15.
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d) El estado "esférico' de tensiones es 'tal_qu'e [/7 = 7;; = 7; '
y su representacién grafica por el método de Mohr esti dada por
un punto en el eje de- abscisas (figura 16), = -

-

6‘0"' ) . . Lo ,_" .

bn

| GeAeE
Fig. 16

(e) El estado de "tensién plana", dedo por v, #0, Uy 40 y (3= 0
se ilustra en la figvrs i7,

o ?
ot /‘.‘ ) ' ;

A.10. COMPONENTES HIDROSTATICA 'Y DESVIADORA DEL ESTADO
DE TENSIONES

Un estado general de tensiones se"‘buede- considerar ¢omo la suma
de dos estados llamados "esférico' y 'desviador'. Esta descomposicién se
puede visualizar en un espacio de tensiones principales llamado "espacio
de Westergaard" (figura 18 a), donde@l,, 00z y OU3.: son éjes genera-
les de tensiones principales. La recta h es tal que est4, 1gualmente inclina-
da con respecto a los tres ejes: (los tres cosenos directores son iguales

f/r) y por lo tanto es el lugar geométrico de todos los estados hidros- -
taticos. Sl OP es un estado general de tensiones cuyas componentes son
OP1 ./; , PlM 5; , MP = V; ‘entonces:- ON seri el estado
hidrostatico ON y NP el desv1ador respectlvamente de 6F
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Ny

Fig. 18 a

Siendo las componentes cartesianas del estado general OP (— /P
y -'"/3 , el médulo de ON resulta:

[/ o7/ < +—{—(/-2-+7,,;6 ed (Op+ G5+ 47

y sus componentes carfesianas serin iguales y de valor:

| e r— [7 a
5 (Gr i+ 5) = 5= m an
U-pp es la tensién hidrostitica o tensién media. Siendo un invariante
resulta:

{,‘;73 ﬂf@f-@ = {7’;*"};*"::-.
Las componentes cartesianas de ﬁ que es el estado desviador,

son las diferencias entre las respectivas componnntes del estado general
y el esférico:

(18)
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(19 a)

]
9
0

@A,, @_).‘@ ‘- - '.-.3 3

Para una terna genérica x, y, z, el estado desviador queda dado

por:
= - . e ~ -G
| 3
f-.’ 26_:‘6—"‘(/-;‘
GGy 2L
, S (19 b)
0"* 7 -4 - 20z - Gx-0,

En la representacién de Mohr, obtener de un estado general el
estado desviador, equivale a correr el eje de ordenadas una cantidad’ m
(figura 18 b). Esta descomposicién es importante para el estudio de’ los
criterios de fluencia v el compo‘rtamiento plastico.

En la figura 18 ¢ se ha representado esta descomposicién de ten-
siones en el punto, y en la 18 b su* equivalente en el diagrama de ‘Mohr.

‘ ?ku

é'nri m
a7 T
Zm |
|
RE 2
= B
| | ' Fig. 18p
F,‘ ]
Ur==1 T4 Im=3
” @’2 ' rr
| _ = h [;;_._, + o3
R S /Y ~
aa ' P 4.6 o : L .
Q\ “&f C"’"""' AN / Estouko ﬂmv}fs/f'{: (G tade Etonio

Eig.at‘wc e

-
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Los invariantes del estado esférico pueden obtenerse reemplazando '
la 18 en las expresiones 12, resultando:

2 .
P . Z, v

[2/‘ \_? m = ?’_ (20)
i 3 _ _[,3

45 = 0, = =7

Anilogamente si los valores de las ecuaciones 19 se infroducen 2n
la 12, se obtienen los invariantes desviadores:

7/ -0 |
[2 L-1" = ——6-—u0,--&2)+(@-03")+( 3 -7 21)

" Ly i 2 473
L=l-—3—5 7

A.11. TENSION EFECTIVA O EQUIVALENTE

Se define a la tensién efectiva, -~ , de la siguiente manzra

f=/;’ [(07-@‘)2+ 0y~ 03) +/ 0,047 (223)

Comparando la 22a con la expresién .dzl segundo invariante desvia-
dor I' se obtiene: '

= 2 - ¥
U= (7, - 37) 2 (32b)

lo que implica que G  es tambfén un invariante del estado de tensiones.
Este nievo invariante permite comparar comportamientos plasticos bajo
distintos estados de tensiones reduciéndolos a estados equivalentes.

Obsérvese que para estados uniaxiales, v se reduce a la tensi6n
uniaxial.

Para una terna x, y, z, genérica, de la ecuacién 22b se obtiene:

pod

0;//;5_{2797« Oy ) B Ty 37 (02~ 52072 3182+ 5 1 L,

Sn g
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o.1.B. ESTADO DE DEFORMACIONES

i

Objeto
Introduccién»aal. esfado de defox;maciones: Desplazamientos |
y Deformaciones e

Estado de deformaciones

Componentes infinitesimales de deformacién finita
Velocidades de deformaci6n

Deformaci6n. efectiva-o equivéléhté

Deformaciones finitas. Deformaciones logarftmicas



23

B.1. OBJETO

De una manera aniloga a como se efectuara el estudio del estado
de tensiones, se realizari el de deformaciones. Como no interesan desde
este punto de vista los movimientos cineméticos rigidos, se obtendrin
como paso previo al estudio Qeneral de deformaciornes, las componentes
de deformacién pura e irrotdcional a partir de un desplazamiento general.

Se introduciri adem®s el concepto de deformaciones logaritmicas.

B.2. INTRODUCCION AL ESTADO DE DEFORMACIONES: DESPLAZA- .
MIENTOS Y DEFORMACIONES

Un cuerpo sometido a fuerzas exteriores alterarid su estado de
movimiento y/o se deformari. Para precisar estas condiciones se con-

sideran en el cuerpo de la figura 19 dos puntos O.y P séparados por

una distancia /o .

Fig, 19

Por efecto de las fuerzas aplicadas, los puntos pasarn a ocupar
posiciones tales como O' y P'" siendo ahora su distancia 1. Llamaremos

00' al desplazamiento del punto O y PP al desplazamiento del punto P.
Puede haber ocurrido que; ' ’

(a) 1 =1,, en este caso el cuerpo s6lo se ha movido pero no se ha
deformado. Si O'P" es paralelo a OP sélo se produjo un movi-
miento traslatorio. Si O'P" no se mantiene paralelo a OP el
movimiento habra sido rototraslatorio o de rotacién.

(b) 1A l,, se ha producido un-desplazamiento_rela_tivo de P con res-
ipecto a O. Se dice que el cuerpo se encuentra sometido a un es-
itado general dz deformacion. En el caso particular de que segmen-
‘tos rectos y paralelos se mantengan como tales antes y después de
g'la dceformacion, ésta sc dice homozénea. Interesa especialmente
‘esta Gltima dado que si asi no ocurriera las expresionss analiticas
i |
A
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 que descmben el estado @@ dmwmwt mras resultan tan complejas
que degjiti de tener mn&m pr&cﬂcm

;""r'!,l':"..- \ C o "-\_. o

t

B.3. ESTADO DE DEI’ORI‘KL" -WDNE
‘)(\ 4)1\

:
i 4

re o,
.‘;‘_. ."f‘."

. Supon:;,asn tezer un. ﬂuerpm sermetido. a un mtema de fuetrzas &%~
te‘hores quz: le prodiacen un csiado’ ge;iera_ da _"Of’orrrac on y MOvimle'ito.
Los' piifites de. dicho cuerpo ze vefieran o LITE,_Sis_f Sma cca Pde ado v*\rmh
é'ianb dé Yrigen OV Sea P un gumo-' del zwerpd infi: m*,'rrem;c prommo a o
‘¢on’*doordenadas F(xyy:z) v: roan vector post mér flsl@ndo su ‘médulo la Yis-
tancia OP en la figura 20 a) '

[}

ir

_f, .
~ g
/-‘ ¥
g -
/’, P(u V;U)
! //
/-’ B ; p
I//
o -
. . ¥ .r
I AN
. VN
Clo’”a"’a’<¢'0" .
,’ ‘,.
Fig. 20 a

o,

" Como consecuencia del dosplazamwmo P(x 1V;52) pasa a
P'(x";y";2") y 0(0;050) pasa 2 O'xoiy sZo), §1endo sus vectores despla-
zamiento respectivamente d, y dOO. sas componentes cartésianas de los
desplazamientos absolutos.de 1oz pu.ntos cons;derados son, si el “fnedio
es contfnuo, funciones contfnuw de X, y, zy

u= u(x,y z)
v = V(X5y;2Z)
W= w(xXy;z)

Asf 1as componentes de dO 'seran (uo,vo,wo) y las d= ’dp
(u;v;w) respectivamente. Siendo u, v y w funct ones contrnuas "puéden
desarrollarse en serie de MeLaurm alredezbr del punbo ‘0. Por }o
tanto las componentes cartesianas del desplazamlemo dp son:
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2 -
( /J 0~.

ﬂ=//0+(§x’-’- , x )y

= W, ':;—w ; M. QU =
« %+(§X)0x+(ay )af"'(ﬁg)a

Como P esta infinitamente préximo a O, pueden despreciarse los
términos de mayor orden del desarrollo en serie, con lo gque las compo-
nentes de los desplazamientos son asf funciones lineales de las coordena-
das x,y,z (Coadicién que implica que las deformaciones son homogénzas).
Esta hipétesis es vAlida para dzformaciones menores que-el 1%, que es el
limite que los ingenieros utilizan en sus consideraciones.

Puesto que interesa la deformacién y no los movimientos cineméti-
cos rigidos, se comenzard quitando la traslacién del movimiento dz O y
P, lo que puede hacerse cons1derando al vector desplazamiento relativo
de P respecto de O, es decir d = dp - do Esto equivale a trasladar el
origen de coordenadas con el punto O, o bien aplicar al punto P el vector
desplazamiento relativo (figura 20 b).

Fig. 20 b

}
jI_Jas componentes cartesianas del desplazamiento relativo son
{
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ahoras
Ay = (9 ﬂ/ax) x AL ﬂ/e)ﬂf*“’*b b=
-y ,( U/ax) X # («Dv/,g,) s +(43V/;;¢)o,--

7 ,w = Yaw/o)x )0 o#% ﬂ(a’/-/&y)oy-ﬂ (3MMJ2)45

y las componenbes del desplazamlento rela.tlvo umta‘rmo somn:
S s )

ﬂ":—yy _J Qxx /.~ 9// Dy
r o ax *57,}"." = /éf

En virtud de haberse supuesto que_la deformacién -es homogénca
se han suprimido los subindices 'o'' en los segundos miembros, pues
al ser funciones lineales las derivadas son constantes e iguales en cual-
quier punto.

En forma matricial se puede escribir:

dy DU QU / . §
A~ by | Z4 22 = Axr |
—F—L_ » Ix - Jdy - er»‘ ‘ 1
v | v or f’"' X /,r‘ _,
— | = dx ay oz | f
» T L R : (23)
W=y | A ' QW‘ 2w ,/z -

LA
’ i.n

:)a/c)‘es una componente cartesiana de deformamo"l lmeal 'y despreman— o
do pequefias cantidade$ de mayor ordzn, representa el camblo porxunidad
de longitud d2 un zlemento 'de linea .en la direccién x. Asf en la figura 21
el punto Bx de absclsa X antes de 4 d@formacmn pasaré después de

ella a la. posiciGn B', de abscisi’ X Qﬁ. e (/ 3 )X
It Qv(
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i 4 P
' .gi{,: €.
s) W | S%
(yJ / “
Prex;y) 3!
y 3 |
B
|
|
|
Bix) \Bx) | X
0 . A x5 0% < . 24 Y
' * f&x‘x e xx*ay)’
Fig. 21
Anilogamente pueden interpretarse Q—lﬁ y i)-'-}‘-
egy 37

o — '
4 , -es .la rotacién de la linea OB,, en el plano z=0O debida al movi-

miento, u, es decir, la deformacién .angular de dicha lin=a como consecuen-
cia del mov1m1ento en la direccién x de un punto de una recta paralela a
y. En igual forma se interpretan ¢ 6 2V 4 ,i“fy 1228

3x ' az '3z Ox ay

En la matriz de las componentes de deformacién de la expresién

23, los elementos de ambos lados de la diagonal principal no son general-
mente -iguales, por lo gue aquélla contiene un movimiento rotacional ri-
gido alrededor de un éje que pasa por O. Si a dicha matriz . se le resta
su antisimétrica, se obtiene la matriz simétrica cuyos elementos son las
componentes de la 'deformacién pura e irrotacional'. : '

U 4 du A 0 QU _Jy %ﬁ_‘_)_a_. v _:?_u_. 1,9/ J)' f(o)u )u.')
ox R y dr .(5; C),K' ) s X Ix 2 dz J’X
v oy Qv S de g D¢ dw|_ ’(9” e} S (:24 du)
Ix Sy Iz 2 |ox ,3] A dy| T a3y E 3/ dy
0w Jdu Juw ' dw 3‘/ R ::Qi" 0 . 7 (om Ju Jedy _/_ (Ja. -l ) ifi |
Ix Jy < Ix Dy A ’ &3z 2 - <
I x ‘))’ C‘)Z IX a,’ '9)’ ¥ oy

(24)

En efecto, ‘cada una d= las componentes de la matriz antisimétri-
ca corresponde a una rotacidn rigda sobre un eje coordznads =n el plano
perpendicular a dicho eje. Como cjemplo | -L(a’//,gx - DD ) = O
es la .rotacion de la diagonal OPxy en el plano xy, alrededor del ej'e z,
lo cual puede apreciarse a través del anilisis de la figura 22.
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«_,./Z_é_z_éa

2 &}1 X
XL 22w L
2 4 2 Jdy 2 Ix

Si la diagonal se gira un
angulo O, para llevarla a
45%de los ejes:

o, = o - = - 2L
L dy
U, qbzvz,fg’a’xaa
9,3“‘7"(—{ =) U
' 2 Ix y

Fig. 22

La expresién 24 entonces puede visualizarse en el plano xy de la
siguiente manzra:

i )
Y1 vl T
L5y

Y / o
& | fisk 5
X . : X ]
Estado general de Rotacioén Estado de deformacidn
deformacion pura e irrotacional
Fig. 23

Llamando:



=

Our

3 2 2 2 :
f}n,_e /fo()]«fcjj)f?’{(’;e/f?qffc‘ xay };,,—L,x)-(excjcz Zéf{;’z/,?,"

B Du / =J§, _ 7 Jus _‘b_ijj
" O P 5
o ]/ D Jut’
C")/-Q—]'-’- zx=yxz=2—/‘gz Dx)
S Yo, -, o 13, 2« (25)
JLez‘ ~ ¥z Zy = 2/92'/'),)

las ecuaciones quez expresan las componentes cartesianas del vector despla-
zamiento unitario relativo irrotacional como funciones de r quedan: '

| erx=e)¢//xf+ )5’)( "/}/r"'J;X’/zr
Sry = /)f,/ //1/r + Sy /{//yr-f .xjvz /zr
L Crz = Kfz /r+ /§/r+e,;/r -

Si a la matriz de deformacioén pura o irrotacional se 1a llama D,
puede escribirse: :

Al ectsr
W
o (26)

O = /)l:y ey My
S b e | N

XZ “
Comparands las ecuaciones 26 con las de las componzntes carte-

sianas de {/p, (ecuaciones 2), se hace evidznte que existe analogia ma-

temética entre las expresionzs dz los estados de tensiones y deformaciones.

Asi es posible determinar una expresioén equrivalente a la 4 para una
deformacion en una determinada direccién r, cuando se conocen los seis
elementos de la matriz de deformacién pura e irrotacional:

S 4,-‘ +S /;:1« ’ez/{,‘u’.’{ A/ Zvr /yr * 4/: /;r /ér + «}ﬁx /Zr/xf) (28)

Con un cambio de variables similar al efectuado en A.5 se obtiene
una ecuacién equivalente a la 7, que demuestra que la 28 es una 'culdrica
de deformaciones'. Existirin entonces tres direcciones principales en
las que actian las respectivas deformaciones principales cuyas magnitu-
des se obtienen resolviendo una ‘ecuacién c@bica aniloga a la 11:

2 ) g2
gl‘?;’:‘é)’l;x ‘@.f.‘}{zlv) = 0

(29)
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Los coeficientes de esta ecuacidn son invariantes del estado
de deformacionss, y asf como el primer invariante del estado gensral
de tensiones esti relacionado con la tensidén ssférica (ecuacién 17) Q

_primer invariante del estado de deformacién pura esti relacionad> con
la deformacibn. volumétrica. En efecto: . s

“

Ji = 3.em =€ + eg + eg

; y 30
A BV _ lilse ) fa(ree2) Lalreen)- 4y Vo Vs (39)
4 L4
desarrollando y despreciando términos de mayor orden:
A = e1 + eg eq (31)
Por lo tanto comparando 30 y 31:
Jy = AN (32)

También el estado de deformaciones puede representarse gréfica-
mente por el método de Mohr. Su realizacién préictica es en todo similar
a la efectuada en la figura 11 b, sélo que en este caso los ejes coordzna-
dos serén ,)’;7‘ y er

Por dltimo, el estado gzeneral de :deformacién .pura e irrotacional,
puede descomponerse en la suma de un estado esférico més un estado
desviador.

B.4. COMPONENTES INFINITESIMALE3 DE DEFORMACION FINITA

Las relaciones obtenidas hasta aqui se han desarrollado para da-
formaciones infinitesimales totales. Esas expresiones son también validas
para el caso de tratarse de '"incrementos infinitesimales de deformaciones
finitas'. La matriz respzactiva se indica con a’é’,}‘y sus componentes son:

(5/{/' ﬂ/}'/)/,x ﬂ//;x

(/é”y' = 0//;), : n/(/ 4 Jj

(/)j\,z C//z a/df'z

Cuando las deformaciones son plisticas, la deformacién es distor-
sional pura, es decir, sin cambio volumétrico y por lo tanto:

dE - (/c;/ + dEs = 0 (33)
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B.5. VELOCIDADES DE DEFORMA CION

Las velocidad2s de deformacidén estdn dadas por la variacién de
las deformaciones con el tiempo. Se utilizan en la solucién de problemas
en 1g§que existe un flujo de material, ya sea estacionario o 15. En ge-
neral se define:

S AEY | (34)
N

S B.6. D-EFOél%MA-CION EFECTIVA O EQUIVALENTE

3e define también para el estado de deformaciones la 'deforma -
cion efectiva' o "equivalente', ddda por:

dE - A’/ [ SE - ) % e ey ) (c/oy - _;/5,‘ )</ (35a)

Esta expresién es un invariante del estado de deformacionzs, lo
~cual puede verse al relacionarla con el seguado invariante desviador de
deformaciones, como se hiciera con la ecuacién 22b:

2 - :
[]-3%] | (355)

Para una terna genérica, de la 35b se obtienz:

a/f/[/c/é"x—(/é)//ffC/(_‘)/ S /4/6/5--0/6 /]+ 20y, a// ,m//} (352)

B.7. DEFORMACIONES FINITAS. - DEFORMACIONES LOGARITMICAS

Las relaciones desarrolladas en los pufitos anteriores, pierden
exactitud a medida gue las deformaciones:incrementan su médilo, dado
que ya no pueden introducirse ciertas simplificaciones en los desarrollos.
Asi, por cjemplo, para obtener la expresién 31, si las deformaciones
fueran finitas, no podrfan despreciarse los términos de segundo orden,

y el primer invariante no representaria entonces la variacién volumétrica
4 . Este hecgho. indujo a Ludwik a proponer una nueva definicién de las
deforimaciones, las "deformacmnes logaritmicas'' tales que no sean afec-
tadas por aquella discrepancia. Sz define a la deformacibén logaritmica:

4

K %o Yoo
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y siendo la deformacién convencional referida a la longitud inicial (y no
4 la itstantines):

é)" X — X X . 7

7((7 v X() )(0

(37)
Por lo tanto:

5X= //7 X o /j?'//f-é;(} (38)

o

En el punto B.4 ya se . indicé que cuando las dsformaciones son
plasticas, hay constancia de volumen, por lo tauto:

//z)/o//)“é;/—//)"cj?),//f'ey;} = ’6

(1 +c) (1+2)(1+3) =/
y aplicando logaritmos: ' -
In(l + e;) + In(l + ey) + Inl + eg) =0 (39)

De acuerdo a la 38, la 39 puede escribirse ahora:

&+ ot &y =0 (40)

y la 40 gueda formalmente como la 31,

Como en la mayoria de los procesos de conformado de metales.
se introducen deformaciones por compresidén (negativas), algunos autores,
con el Gnico fin de independizarse del signo de la deformacién, reservan
la férmula general 38 para los casos ds deformacién por traccion, y to-
man para el caso dz compresion la expresién equivalente:

Cx = //2 —-——L— (41)

 La figura 24 muestra la diferencia entre ambas definiciones de
deformaciones. En abscisas se ha representado x/x0 y en ordenadas
ex = X oo ~ly  Ex = Inx/xe).

Las dos d2formaciones dan valores pricticamente iguales hasta
valores de alrededor de 0.1.
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C’,’(.' ﬂ i J.\ J/ -
/2 | : ?‘” L
I AN I
06 1 L L gﬁ é%
04 B e )2
il
O G

06 /i
-12 _ / _ 1+

Fig. 24

Las deformaciones logaritmicas, cuando la deformacién es
uniforme, tienen la ventaja de ser aditivas.

o X, " An
E= o 2 7 e b g =
)‘() X/]-/ o0




I.1.C. RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN EL

RANGO ELASTICO

Objeto
Elementos necesarios para elaborar uha teorfa de elasticidad

Ecuaciones de equilibrio

Ecuaciones de compatibilidad

Condiciones de borde -

Relaciones tensi6n-deformacién en el rango eléstico

6.a, Cambio de volumen en el rango eléstico

6.b. Constantes eldsticas

6.c. Relaciones tensién-deformacién en cqr‘npvonentes. esféricas
y desviadoras en. el rango eldstico

6.d. Circulo de Mohr en elasticidad.

Energia eldstica de dilatacién y de. distorsién

Funcién tensién y funcién de Airy

e
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C.1. OBJETO

Resefiar las condiciones necésarias para dar solucidén analfitica
a los problemas que se plantean dentro del campo ellstico, indicando
el tipo de relaciones existentes entre teasiones y deformaciones.

C.2. ELEMENTOS NECESARIOS PARA ELABORAR UNA TEORIA DE -
- ELASTICIDAD

Los elementos necesarios para dar soluci6én analitica a los pro-
blemas que se plantean en el campo elastico son:

1. Ecuaciones de equilibrio.

2. Ecuaciones de compatibilidad.

3. Condiciones de borde.

4. Relaciones tensi6n-deformacién en el rango eiésf_:ico.

Se analizarin cada una de ellas,

C.3. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Son las ecuaciones de equilibrio estitico. En un_cuerpo_continuo
sometido a la accidén de fuerzas exteriores, las tensiones variarin en
forma continua. La figura 25 ilustra las bensmnes que actGan en un
elemento del cuerpo en la dlreccmn X.

y By O8xy
‘ iy ks 4
| .-L. T‘
! - ‘/y
I | &zx -
5 =1 | [5.25 4
—— = = — L — ox
t’x#-/ggfzz. _____ ;*
- TEy T
e dy —"
‘ x

Fig. 25
El elemento zstari en 2quilibrio si se cumplen las condicionzs:

ZFx =0 =Fy -0 =Fz -0

i
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El ané'lisis de la prime‘ra‘ ecuacién conduce a:
e 3B de)dyds 14, Wz)dxd/f/é' +——Z”aﬁ/)o§a,/z lacyds &y Brpdlecly =0

y simplificando:

= 0

QUx 4 I Gyx 4 D &zx
3 dy - 9z .

Si ademéis de las tensiones surgidas como consecuencia de la
aplicacién de fuerzas exteriores, existicran fuerzas de volumen, y si
a la componente segln la dlrecc16n x de estas fuerzas de la des1gnara
X, se tiene:

0%, ‘96’,’ 4 28 x =0,

(42a)
ax . 6)' Qz

Procediendo en forma anfiloga para las otras dos direcciones: '

z % :
98y , 2%y 2 «95:}+ y _

St S, 2o
o Zx‘z | &3}: '

=0 , (42c)
oOx i dy 7 ‘Iz +Z‘ S P

Las expresiones 42 son las "ecuaciones dz equilibrio'. Aseguran
que las tensxones varfan en forma contfnua_debiendo satisfacerse por lo
tanto el en todos los puntos del cuerpo.

Si bien las tensiones surgen como consecuencia de la aplicacién
de cargas, las ecuaciones de equilibrio no dan en general una relaci6n
directa entre las tensiones y las cargas externas, salvo en la superfi-
cie donde las dltimas estin aplicadas (ver punto C.5).

C.4. ECUA CIONES DE COMPATIBILIDAD

Describen la geometria de las deformaciones y aseguran la in-
terdependencia de las mismas. Por ejemplo para un ey y ey dados,

)/}y no puede tener un valor cualqmera smo que debe estar,
vinculado a aquéllos de alguna manera. Las ecuaciones que dan la in-
terrelacién entre lg.s deformaciones son las de compati bllldad

Derivando dos veces ey y ey (ecuaciones 25) rusppctlvamente
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2
dex 034

9y2  Bx 9y2

%ey _ 3

y sumando estas. dos expresiones se obtiene:

dlex + ey _ 3? L/ o« °)V)-—2 2 )y

= _ = (139)
&/2 dx?2 Ixdy 3)’ Ix T odx .))’

En forma semjeante : A

o | R
ey e ~ 2,&2&1

0z2 T 9,27 T oy (43b)
&zez 4+ Dex -2 3% Jur (43c)
O x? dzr? IxOz ,

También por las derivaciones parciales de las ecuaciones 25, comu
se indica a continuacién, se obtiene:

(QJ/zx 824)/ &/:Vz) - 92 o ex

oz E)/az (43d)
S Ny | oM oYex _ ey
Sy ( oz T ax oy )= Dzdx (43¢)
(nyz'  OYx _ &X:f)’ - N2er (43f)
i oz' Ix c;)’ oz )
I, Y

'Si' las deformaciones satisfacen estas ecuaciones 43, las mismas
son compatibles entre si y la continuidad del medio se mantiene.
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C.5. CONDICIONES DE BORDE

Son las condiciones impuestas de esfuerzos o deformaciones ex-
ternas a las que el cuerpo esti sometido.

Si la condicién de borde dada =s un sistema de cargas, pueden
determinarse entonces las tensiones actuantes en la superficie, y tal
como se dijo en C.3, la solucién analitica hallada para la distribucién
de tensiones deberi ser tal que en dicha superficie coincida con las
aplicadas. o :

Si la condicién de borde es de desplazamientos o deformaciones,
la distribucién de deformaciones encontrada deberi también en el borde
cumplir con las ecuaciones de compatibilidad.

C.6. RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN EL RANGO ELASTICO

En el campo elAastico, si ademés da 12} recuperacién de las defor-
maciones, existe proporcionalidad entre tensiones y deformaciones, se
cumple:

Tensién s=constante x deformacién

Para el caso particular de una tensi6én aplicada en la direccién x,
la '"ley de Hooke'" se expresa:

exs L Gx S (44)
donde E es el mbdulo de Young.. o

Simultineamente con e , y por efecto de O x Se producen defor-
maciones de signo contrario a ey en las direcciones transversales z e
y. La relacién entre las deformaciones transversales e,y ey, ¥y la
longitudinal ey, estd dada por el "m(?dul_o de Poisson'':

C—.‘y ez ' ' Y )} H .
’)3 —-e—— e e— PR Cy = €\ = — S (45)

Reemplazando ey por su valor dado en 44:

Y- )
£
Si se trata de un estado triaxial, la tensién 0y produciri deforma-
ciones: .
. __2Yg
v CE y Cx =€z ST F
y la tensién ( : L
Oz Y G
“-F v e
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La aplicacién del principio de ,superposicién de estados conduce
a que las deformaciones totales segGn cada uno de los ejes sea:

ex= - VG )] | %W@

9= LlG- VG 6] %LO& .%xv‘m
o

47¢)

También existe proporcionalidad entre las tensiones y las deforma-
ciones tangenciales: ' :

(48a)

fx'zf_’iz_ ' (48h)

e (48¢)

donde G es el "mé6dulo de elasticidad por corte'.

C.6.a. CAMBIO DE VOLUMEN EN EL RANGO ELASTICO

Sumando las tres ecuaciones 47 se obtiene la variacién de volu-
men eléstico, A (ver punto B.3, ecuacién 31):

]-2Y :
A=¢’x+ex+ez='—7_’/0’—"‘@*@)-- (49)
Para un estado hidrostaitico de tensiones, la dilatacién volumétri-
ca, A vale: : ’

K .

1 . o b

donde K es el "médulo’ volumétrico'.

C.6.b. CONSTANTES ELASTICAS

Observando las ecuaciones 44, 45 , 48 y 50 se aprecian cuatro
constantes eldsticas propias de los materiales isétropos y homogéneos.
Estas constantes estin relacionadas entre si, Por ejemplo, si la suma
entre paréntesis de la 49 se reemplaza, de acuerdo con la 18 por 3 (Tm:
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= BGY

" (52)

_ También puede expresarse G en funcxén de Ey $) En efecto,
si las ecuaciones 47 se expresan en’ funcién de una terna principal y
se resta 47b de 47a

e - 2 <L [G-F)- y(a;-mj.-._-.. / E 207 -0z)

~ como 0';-{/'2' ,»éz ‘g,_z : :‘y _ané.logém‘énté ey ~e, =2,
. roo ' e
e , o /i )/
) 2 /1_2 = E - g/uz
Siendoi 6,;-_ 2= 26 )f_ 2 se tiene -reemplazando en lo anterior:
6. £ |
2(7+yY) ' . (63)

Pueden adémés obtenerée'a partir'de 1a-52 y 53 las siguientes

relaciones - S A :
B . ‘ i . -r._;—-————‘t .
| V= 3k-26 .
T 6K +26G - (54)
- 3/(’4-.6 ; ,  (55)

———_

Del analisis ‘de las ecuaciones 52, 53, 54 y 55, surge que de las
cuatro constantes eldsticas que allf aparecen, sblo dos son independientes.

C.6.c. RELACIONES TEN,S',I_O'N-DEF_ORMACION EN COMPONENTES
ESFERICAS Y DESVIADORAS EN EL RANGO ELASTICO

Si en 47a se reemplaza ( G'y + 0% ) por su valor en funci6n
de Q_m obtenido en la 18 y se reordena:

30m . (56)

"'|~<.

. 07%
Py = X /+y
T F )
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Sumando y restando al segundo miembro / } O
P I A
£ £ £
x = L2 g + -/_2)/6777
£ ~ £
como | /-2y_ !
£ 26 | Y £ 3K
ex _ 6)_('/ 4 6_/—77
26 3K

En igual forma podréh axpresarse ey y e,.

Como las deformaciones y tensiones de corte son desviadoras,
su relacién cstd dada por las ccuaciones 48;

C.6.d. CIRCULO DE MOHR EN ELASTICIDAD

Si se escribe la ecuacién 56 en funcién de la terna principal:

e, - 1+ g Y s5q,
£ £

y si ahora se reemplaza por su valor segGn 53, asi como

también ¥ y E por 54 y 55 respectivamente, se obtienz:

e/_ﬁ 3 K-26 7

_ - Um
26 6 KOG ‘ (57)
/ 3IA-2GC '
é‘/:-——-—(J - 0;7)
26 T 3k -

En el circulo de Mohr de la figura 25 se aprecia que para la
medicicién de deformaciones, se ha tomado un nuevo.origen O', a una
dlstanc;a SE=26 gp del anterlor Ademas hay un cambio d= esca-
la dado por el valor 1/2G.

&y | { 26e;

3K-26 r-l 26
3x

26&34

- _ Fig. 26

G '



C.7. ENERGIA ELASTICA Dii. DILATACION Y DE DI?é'I“QII{SION

En general, la énergfn de deformacién por umidad de volumen ces:

P . / 0__0{? | _ ~ ) - v(58),

' gEz el campo eléstico al ser lineal la ley due vincula U con
, la

njrgia especifica de deformaclén elastica para el caso de tension
umax1 1 ) ale; : :

Sl b1en 23 c‘{erto gue en este caso existen deformacionzs transver-
sales ey y:eg, las mismas nocontribuyen al trabajo total por cuanto
segOn las direccionzs 2 y( 3 no hay esfuerzos aplicados.

Para un estado triaxial, el principio de superposicién condice:

N Ie : . .

ﬂ=—01/'0;e/+@;¢‘—‘2*5§@3)' (60)
<
Si las deformaciones ey, €y y e3 se reemplazan por las ecua-

ciones 47a, b'y ¢ expresadas para una terna prin¢ipal, y se agrupan
términos: :

7 2 2 2 S '
Ue ——[(G-F) 4 (G5-5) 4 (55-5) 14 L+ G 407 )% (619)
/26 PO e (Ot 2t )
Como .
O -0y =28y,
U2-05 = 2 Cpy : o
@—0—1:2@43“" 1 EE -
1a 6la puede escribirse: '
| 2 2 2
- G .6, I
=5z &ra + Gst Cas) s R (61b)

El primer sumando de la 61a o 61b constituye el "frabajo de
distorsion'", y el segundo la "resﬂlenc.a volumétrlca"

{
|
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La 'shevgla elhstica de dildtacioh' estd dada por:

' : 2 2
¢ = 7 (0, + 05 + 05) -.__i__&;, (62)

-—

78 K ‘ 2

y la "energia dc distorsic’m ‘elastica':

2 2 2
G3)%4 (02 - u3)+/ «/M]:——(K +G . 33_,_) (63)

9]

/M

/2(

C.8. FUNCION TENSION Y FUNCION DE AIRY

En general, dar solucién a los problemas en elasticidad, involucra
encontrar una distribucién de tensiones que satisfagan las ecuaciones de
equilibrio, las relaciones de compatibilidad y las condiciones de borde.

Para estados triaxiales, Maxwell propone tres funciones de posi-
cién independientes ;5,;}(2 ) ;5'3 que expresen las componentes de
tension, tal que cumplan las condicionss enunciadas:

2 2 7 D p’

G- H2 D7 Y oxdy

0"‘ a2d/ . C)‘—é ‘ g)lz: d/

=327 9x2 3
i &y, .25 (64)

zZ=3.2 dy2 \ Pz dx

Para el caso bidimensional, Airy encontrdé que existe siempre
una funcién }d’xy que permite determinar las tensiones en cualquier pun-
to: ' o ' '

> % 3%
G = & 0‘)", i T 2

Y A =P AV ()

Es facil comprobar que estas ecuaciones satisfacen a las condicio-
nes d= equilibrio dadas por las ecuaciones 42, reducidas al caso plano.
Para verificar las condiciones de compatibilidad es necesario expresar
la eciiacién 43a en funcién de las tensiones. Para ello se derivan 47a,
byec (premamente reducidas al caso plano) y s2 reemplazan en 43a,

o

dando:
5 55 9% i . oG
)) }’ + ):-. )) ::2(/7‘)))——-_—2_ (66)
&)/ '9)/2 Ix “ S Ix < M Dy

Si las .corres’ponrli‘onu\.s' derivadas de 65 se reemplazan en 66 se obtienec:



a4

4 - : 4
ax4 - axéa)/ ay4 |
En esta forma; si es posxble encontrar una funcxén que satlsfaga |
la ecuacidon 67 entonces las tensiones estaran dadas por: 65 siempre qie
‘se cumplan ademés las condlcl.ones de borde f e

(67)

u‘ IR b o £
En genvral no es ﬁcil encontrar la’ funcxén ny, y sélo algunos

problemas se han resuelto por este método.__ L
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II.1.D. RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN EL

RANGO PLASTICO

Objeto

Elementos necesarios para claborar una tcoria de plasticidad
Criterios de fluencia

3.a. Criterio de Von Mises

3.h. Criterio d= _T;esca

- 3.c. Representaci6én del criterio de Von Mises en el espacio

de tensiones principales
3.d. Representacidon del criterio de Tresca en el espacio de
tensiones principales
3.e. Los criterios de fluencia en el caso de tensién plana -
Endurecimiento por deformaci6én
Relaciom\\ezi tension-deformacioén en el rango plastico
Teori’a:de f;andtl— Reuss
Teoria de Levy-Mises
Teorfas de deformaciones totales

Condicioén de fluencia plana

Modelos reoldgicos y ecuacionzs empiricas tensién-deformacién
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- D.1° OBJETO

Resefiar las condiciones nscesarias p 3dar solucién a los
problemas que se plantean dzntro del campo Pléstlco

Como es nacesario predecir cuando se»abandqna,.-'él:,v-féam\p:) aslas-
tico (0 se inicia la fluencia plastica), a las condicionss ddl punto €. 2
" se agregan los criterios d= fluzacia. Por otra parte, siendo el fendémeno
de deformacién plistica de naturaleza distinta que la dzforiacién elasti-
ca, las leyes que vinculan las tensiones con las deformaciones en Ae'l
campo plistico resultan también diferentes que las relaciones elisticas.

D.2. ELEMENTOS NECESARIOS PARA ELABORAR UNA TEORIA DE
PLASTICIDAD

Para elaborar una teoria de plasticidad son necesarios ademéas de
los cuatro elementos vistos en C.2, los dos siguientes:

5 Un criterio de fluencia, que indique cuidndo se pasa de la zona
elastica al campo plastico
6 Relaciones tension-deformacién en la zona plastica

Segln el estado de tensiones y la-geometria del cuzrpo, habri
fluencia total o parte del cuerpo fluird y el resto psrmaneceri en la
zona elédstica. Esto hace que las ecuaciones de compatibilidad y las re-
laciones tensién-deformacién sean dificiles de obtener, existiendo sélo
- soluciones d= algunos problemas muy particulares. La razén es la dife-
rencia en las magnitudes de las deformaciones y los desplazamientos
entre las zonas elésticas y plasticas adyacentes.

D.3. CRITERIOS DE FLUENCIA

"Un Criterio d= Flu=ncia' es una. hipétesis con respecto al limite
de elasticidad, bajo cualquier posible combinacién 4z tensiones’

Se tratar4 de llegar'a criterios que predigan cuando se iniciari
1a fluencia bajo estados complejos de tensiones, dada sélo la tensién de
fluencia en tensién simple determlnable \,xperlmentalmente Para ello
tendremos en cuenta gque:

(@) Se ha observado experimentalmente qui2 deatro del rango de pre-
siones y temperaturas industriales, las presiones hidrostaticas
no provbcan fluencia, y méis adn, las componentes hidrostiticas —
.de estados compleJos de tensmmos no a.fectan_“l punbo en el cual
tiene lugar 1o Huencia, - __»

Cualquier critcrio entonces, debe‘ré ser tal que:

Gt + B - GOE40TE L
3 S . 3
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no provoque fluencia, lo que permite enuanciar que ésta tendrd
lugar cuando alguna funcidén escalar de las diferencias de las
tensiones principales alcance un valor critico;

T el - '
][/0; Io ; 02-03 ; G5 61_)=constante

Esto equivale a decir que el limite de elasticidad pusde expresar-
~ se como una funcién del tamafio absolulo de los circulos de Mohr,
“independientemente d= su posicién a lo largo del éje Up . Como se
vio en A.I0, para iguales estados desviadores, los circulos son
iguales en tairraﬁo pudiendo estar desplazados a lo largo del eje
de abscisas en cant1dades que dependen del estado esférico apli-
cado.

(b) La fluencia deber4d ser independiente de las direcciones de los
ejes elegidos para definir el sistema, y siendo el material
isotropico, estard sodlo relacionada con las intensidades de las
tensiones aplicadas. Por lo tanto, la fluencia deberi ser una
funcién de los invariantes del estado de tensiones, por ejemplo
los coeficientes de la ecuacién chbica (13), pero si ademés es
indepandiente de (m como se vié en (a), entoaces podri ser una
funcién de 1'2 e I's puesto que I'y = 0

(c) También se supondri que no hay efecto Bauschmger ‘lo:que impli-
ca que si una conibinacién de valores de ~/x __J__z.@.z.gzxy.z.szy.‘”; Fox ..
produce fluzncia, otro estado de tensiones con los mismos modii=
los de las componentes pero de signo contrario también la pro-

“ducirs. :

En el espacio de tensionesprincipales de la figura 18a (punto A.
10) se vid que si OP es un estado general de tensionss, ON es su esta-
do esférico y NP el desviador. El plano que pasa por N y es normal a
h, llamado 'plano desviador', contendri a NP y paesto que las presiones
hldrostétlcas no tienen efecto sobre la ﬂuenc1a seri la magmtud de NP
yaciendo en el plano desv1ador la que la determina.

En general, todos loEs estados de tensiones que interesan a los
efectos de la ﬂuencia,w en planods similares normales a h.

La figura 27 muestra al plano desviador que contiene a NP. La fluencia
tendrd lugar cuando NP alcance un cierto valor limitado por el lugar
de los puntos de fluencia, constituido por la interseccién del plans des-
viador con la superficie de fluencia. La funcién d= fluencia serd una
superficie cilindrica de seccidén transversal constante, porgue-es. inde -
pendiente de las componentes hidrostéticas de presién, y por lo tanto de
la posicion del plann desviador a lo largo de h. Un criterio de fluencia
debera definir la forma de la seccién transversal d= dicho cilindro.
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SURERFIEIE

25
ArLEVCra

LLANO
LESVIROOL

Fig. 27 Fig. 28

La proyeccién de los ejes principales sobre el plano desviador
desde H, constituyen tres ejes a 120°. Si se incluyen las partes
negativas de los ejes principales (en lineas de. trazos), el Area del pla-
no aparece dividida en seis sectores iguales.

La figura 28 muestra al plano desviador llevado al plano de la
hoja. Para un material isotrépico con igual tensién de fluencia en trac-
cién y compresién si: Qg = a, G-Zd = -by G-:’:d = -c, provocan
fluencia, entonces cualquier otra combinacién de estas componentes,
también la provocarin. Por lo tanto, hay simetria no sélo con respecto
a la proyeccién de los ejes principales LL', MM', NN', sino también
con respecto- a RR', SS', TT'. De manera que es suficiente considerar
un sector de 30°para investigar todos los estados posibles.
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D.3.a, CRITERIO DE VON MISES

Seglin este criterio la flucncia se inicia cuando alcanza un valor
constante la siguiente funcidn:

2 2 2
(0; .‘/2) + sz—" 6) +/*7,;“7; = constante (68)

Como se aprecia, las diferencias entre las tres tensiones princi-
pales, o lo que es lo mismo, los tamafios absolutos de las tres circun-
ferencias en la representacién de Mohr permiten evaluar si un sstado
de tensiones dado produce o no fluencia.

Un criterio serd correcto si es vilido para cualquier combinacién
de tensiones, por lo tanto la zonstante de 68 pucde determinarse o par-
tir dz estados de tensién simples. Es comdn identificar a las constantes
con la tensién deé fluencia a la traccién Y, o la tensién de fluencia al
corte k, para un estado de corte puro. ‘

En la fluencia en traccién simple (figura 29 a):
0_,' = _y 72‘ = 0_; =0

y para el éorte paro (figura 29 b):

0;“—' A | g =0
bens ent
| 6, -Gy =4
Y/, £ 67—“%:% |
G2=5=0ff & G;§4-03 = =K
b 60)
2 k24
U=y 03 G | =6k
b Jg=0 L |

Fig. 29 « Fig. 29 h
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Poi i’b gie 12 expresién 88 se transforma respectivamente eh
cada caso:

| 2 , 2
(G~03) 4 (G-G )41 03-07)%= 2 ¥ ' (68a)
2 . 2
y (G- G (5020 (G-0)% = 6 £ e

ue 2 ‘
Por lo tanto: : Q’Y b G b. - = [’5'6
/3 2 | V3
lo que indica que segin estz criterio, la tensién de fluencia en corte

puro k es 1,155 veces mayor que la méx1ma tensi6én de corte eléstica
Y/ 2 en tracc16n s1mp1e

Si- se compara la ecuacién 68 con la 63 (Punte C.7), se compren-
de la interpretacién que algunos autores hacen del crltetmo de Von Mises
caando lo enuncian diciendo que: '"La fluencia se inicia cuando la cnergia
elastica de distorsion alcanza un.vanf critico".

Cuando se compara la 68a con la expresién de .Gz(ecuaci()n
22a) surge de inmediato que la tensién efectiva para el estado uniaxial
de traccibn coincide con el valor de la tensién de fluencia:

T=Y

D.3.b. CRITERIO DE TRESCA

"La fluencia tiene lugar cuando el mayor de los valores absolutos
de cualquiera de las tres tensiones principales de corte alcanza una cier-
ta magnitud". ’

Es decir, que la fluencia debe ocurrir cuando la mayor de las
tres magnitudes / U7- §5 >/ /0—‘—~./3/;/0— 0_./

“alcanza un valor critico y para un’ material dado, constante.

A diferencia del criterio de’ Von Mises, se desprecia en éste el
valor de la tensi6én principal intermedia, o lo que cs lo mismo, sélo se '
tiene en cuenta el tamafio absoluto de la circunferencii mayor en Ia
ropresentacion de Mohr.

Si para un estado genor'ﬂ de tenSiones la mayor de las tensiones
de corte inducida es; 03 - Uy ., entonces el criterio de Tresca

queda expresado por: 2

I&;._‘ {/—;I = constante - (69)
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Si se determina el valor de la constante por traccién simple
(figura 29 a): :

- Gjl=Y e
y en corte puro (figura 29 b): | | o
105 - 7,)= o 4 | (695)
Por lo tanto : K= Y/2 |
lo que indica que segln este criterio, la tensién de fluencia en corte puro

" es igual que la méAxima tensién de corte elistica en traccién simple,
mientras gue para Von Mises  aquélla es un 15.5% mayor que ésta.

D.3.c. REPRESENTACION DEL CRITERIO DE VON MISES EN EL’
ESPACIO DE TENSIONES PRINCIPALES

En la figura 18 a (f)unto A.10) y en la 27 se ve que:

2 g / 72/ 2
vy 6w =L G L0 L) LT )
EE N E T
Reemplazando: ,
_2 T 2 2 .
7 :51[(@‘—.75)‘,4 (03 -05) +(0-07) T (70)

Comparando la ecuacién del criterio de Von Mises (ecuac1on 68 a)
con la. 70, y la 22 a (Punto A 11):

jor ]
Z - e

/w=—/w‘-f) SE-T)%G-0) ]2 V=2 T

UJ“\) '

luego
7B e L Y1) (G050 07" =/§ vy T

De manera entonces que cuando la magnitud NP = J alcanza el valor

Y, el panto P se encuentra sobre el lugar de ﬂuenc1a que e3 una
mrcunferencxa en el plano desviador puesto que_este anﬁhs1s se ha cfec-
tuado independientemente de la orientacién de NP en dicho plano (figura
30a). :

N

3

P
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Fig. 30 a . TFig. 30b

Dado que la traza de la superficie de fluencia en el plano des-
viador es una circunferencia, y las tensiones hidrostiticas no producen
fluencia, dicha superficie resulta un cilindro de generatrices paralelas
a h (figura 30 b).

, Los estados de tensiones tales que represertados en el espacio
de tensiones principales caen dentro del cilindro no producen fluencia,
mientras que si la provocan aquellos estados que quedan fuera de dicha
superficie. : <

D.3.d. REPRESENTACION DEL CRITERIO DI TRESCA EN EL ESPACIO
DE TENSIONES PRINCIPALES :

Un punto tal como cl P’ de la figura 31 representa un estado de
tensiones en el cual J, 2 (3> ;.
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1} Usu gy
-Gy G200 Gy Gy G 2"
- yd
\\ /l
~ // M
0 205,05 = L - ”
12732 0 S 7 22 0320
ol 30° o
I
I 4
i <
|
b G206 | L2620 Uad
-0
' 3l
Fig. 31

. =51 _ “-'-,2/*"—/_—'/,*‘_:7- Y N
Sean OP', =0pd —/? Us ; @M=¢3d./§V3yMP=U;d -}/;'(/7

0

las proyecciones sobre el plano desviador de las componentes 2, 0—3

y 0, del estado general OP.

Si,se toman Oz, = y, y al eje x coincidiendo con la bisectriz
del sectot de los estados de tensiones tales que: 02 3_@9 Gy
entonces la abscisa x de OP es: x = OP'2 €0s.30°~ M'P cos.30°

bz - 07

/o’ . , (71)
La
Comparando esta ecuacién con 69a, se obtiene:
Y
/2
Vale decir que el criterio de Tresca en este sector (figura 32a)
queda representado por una linea paralela al eje q ng , a una distan-

cia ) 4
X =
/2 . B

Haciendo el mismo an4lisis para las otras cinco posibilidades de
relaciones de tensiones, se obtiene el hexigono indicado en 'dicha figura.

X =

X =
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12
é. l L
| ~U1d f
\\\ ﬁfjoo
] -:X
|
|
|
I { :
y | 7,
[~ = 2d
]
|
pld !
Fig. 32 a Fig. 32 b

Puesto que en el plano desviador, el criterio cstd dado por
un hexfigono regular, en el espacio de tensiones principales seri una
suparficie cilindrica de seccién hexagonal con gfneratrlces paralelas
a la recta h (figura 32 b).

Del anilisis de la figura 32 a se desprende que el hexégono.de
Tresca queda inscripto en la circunferencia de Von Mises cuyo radio
vale )24 Y .. Se observa que ambos criterios coinciden para estados
uniaxiales y tienen su méixima diferencia para estado< de corte puro
tal como se indicara en el punto D.3.b. '

D.3.e. LOS CRITERIOS DE FLUENCIA EN EL CASO DE TENSION
PLANA

En el caso de tensién plana, 0—5 = 0, los criterics de fluencia
pueden representarse con U7 y. 0} ‘como ejes coordenades. Los luga-
res ‘de los puntos de fluencia representados en la’ flgura 33 son la in-
terseccién del cﬂmdro de Von Mlses y del cﬂmdro hexagonal de Tresca
conelplano J;-—O‘
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La ecuacién de la elipse de Von Mices se obtiene de la 68a al
hacer (3= 0

) |
(G-03) +(05-05)%, (g5-07)% 2v 7
si 03= 0: 0/— +¢-2 f@z_‘yz

cuyo eje mayor es 2 {2 Y y su eje menor ZY 2 Y, siendo estos
ejes las bisectrices de los é.ngulos entre los ejes 0'; yO}

El hexégono irregular de Tres'c.a, cuyos limites de interseccién .
se muestran en la figura 33 se obtiene de las condiciones:

t

,0—1 - G~—2, =Y .‘ ' . .lineas AF y CD
|G- G5l =Y |Gg|=Y lineas ABy ED
‘6'3_0—1" =Y |Q—1|:Y lineas BC y EF

D.4. ENDURECIMIENTO POR DEFORMA CION

Si se analiza un ensayo de traccién, se observa que el material,
luego de superar la fluencia, ofrece mayor resistencia. Es decir, para
producir nuevas: deformacmnes es necesario ‘incrementar las tensmnes
Se dice que el material "endurece por deforma016n" Si se interrumpe
- el ensayo y luego se lo reinicia, aparecen nuevas condlcmnes de fluen-
cia mayores que la anterior.

Suponiendo que el endurecimiento es:igual en todas direcciones y
aceptando el criterio de Von Mises, los sucesivos lugargs de fluencia
son circulos concéntricos con el original de radio \/‘% Y. En la figura
34 se pasari por ejemplo de la condiciénY a la cqnc;icién C, siendo
necesaria una tensién efectiva mayor. ’
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(2)

- (b)
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Fig. 34
Hay dos hip6tesis para evaluar la tensién de fluéncia instantfinea:

Endurecimiento por deformacion:
Se supone que el valor instantineo de la tens16n efectiva es fun-
c¢idn Gnicamente de la deformacibn plé.stlca previa:-

G=u(/d&))

H estari dada por la suma de los incrementos de deformacién y
no por la deformacién total. En la misma figura 34 esti graficada
esa funci6bn: Para grandes deformaciones la curva se hace asint6-
tica, lo que. permite considerar que un material muy deformado no
endureceri méis por deformacidn. '

Endurecimiento por trabajado:

Se supone que el valor instantineo de la tensién de fluencia es fun-
cién Gnicamente del trabajo efectuado por unidad de volumen:

j = F( up)

D.5. RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN EL RANGO PLASTICO

En el campo plé.stlco no existen rélaciones simples entre tensmnes

y deformactones como en el campo eldstico.

(

Las teorfas 'de plasticidad formulddas hasta el presente son de

"deformaciones incrementales'' o de '"deformaciones totales'.

Las teorfas incrementales predicen la proporcionalidad entre el
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estado actual de tensiones y los incrementos de deformacién. Las teorfas
de deformaciones totales relacionan la deformacién total con el estado
instantdnso de tensiones (similarmente a como ocurre en el campo eléstico)

La deformacién eldstica, siendo reversible, depende sélo del esta-
do inicial y final de tensiones. No ocurre asi con las deformaciones plds-
ticas que al ser irreversibles no sélo dependen del estado final de carga,
sino también del camino por el cual se arribé a él.

Las dos teorias incrementales que se verin son las de Prandtl
Reuss y Levy Mises. Ambas fueron inicialmente formuladas para mate-
riales sin endurecimiento. Cuando se desea tener en cuenta el endureci-
miento por trabajado., el mismo debe intercalarse en las ecuaciones, pre-
viamente obtenida.en forma experimental la relacién § - £ .

Prager enuncié otra teoria de deformacién incremental, pero su
complejidad matemética la ha hecho muy poco usada.

D.6. TEORIA DE PRANDTL-REUSS

Supone que los incrementos de deformapién plastica (se indican
con HEP ) son en cualquier instante proporcionales a las respectivas
tensiones desviadoras instantineas:

F F
C/Ié}/; __0_/<-‘-;f= _c_/%?‘f; O//:y_ - O/J;Z c//:'x O//\ (72)
Ix 0; Iz ' gxy g}i_ G

d A’ es el valor de proporcionalidad instant4nea no negativa que varia
punto a punto e instante a instante.

Estas ecuaciones son vilidas sélo cuando coinciden los ejes princi-
pales de deformaciones y tensiones instantdneos.

La teoria considera al incremento de deformacién total, como la
suma del incremento eldstico més el plastico.

&y = A& 4 &S ™

Teniendo en cuenta la 47a, "ﬂE € vale:

adEs = -[o/f waf a/o')]
(74)
Como la base de la teoria es suponer que el 1ncremento de de-
formacién pléstica es proporcional al estado actual de tensiones y no a
los incrementos, de acuerdo a la 72 se tiene:

\
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dBy” = G} - dA
y como se vi6 en A.10:

G _ 20x-0y -0z
= 3

A e 2 da (G- S (G T2 (75)
Reemplazando las ecuaciones 74 y 75 en la 73:. '
A L[S - Py + )] 4 2 A2 i~ L1y + )] aen
En igual forma pueden obtenerse d.€y y d€;:
| b
dc;;l[c/o;- V(dT; + a/t7;)]+§ dA[Gy- L0+ 0] T
LLG-Adlzsd )]+ 2 IAL Oz - L1 0x +T7)] (159
Los 1ncrementos de deformacién tangen01a1 estin dados por
O/A _ 'gé'x)"f &2 By . (772)
a//)/z = ig}z + ()//1 gyz (77b)
G .
&z 7 -
o Sy = L2 4 A2 Cax 7

s

Si el material endurece por deformacién, la 72 puede escribirse
en funcién de la tensién y deformacién efectivas para tener en cuenta este
efecto. Para simplificar se considera la 72 referida a los ejes principales.

Por una propiedad de las proporciones:

(A& ) 1ol c/é‘,  roel e’
= o/A

(G -0z )2 (72-03)2  (05-0,)2

También la suma de los numeradores sobre la suma de los denomi-
.y si se saca la raiz cuadrada de

nadores mantiene la proporcién d A
23 dE-P (ver ecuacién 35a, punto B.5)

esta suma, el numerador es
y el denommador ‘/—5 G (ver ecuacién 22a, punto “A.11), por lo tanto:

3 c/ o | S
2 7= =9 . s
Como por T2c: . . ‘
g8

a1 =

0-)-‘/
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comparando esta iltima con 78:

sel-2 4w (ron
Anflogamente: .= —
| I - g T/c;_{_éj_' 72 (79b)
a/g/o = 51 -;;/_:;p@' | (79¢)
d Jj(';___ _5_ %i’f g{/ | (79d)
.a/);: =.2§ %‘E— /og),z (79€)
Aoy =3 ﬁ‘,ﬁﬁ.-—f@x ’ " e

D.7. TEORIA DE LEVY-MISES

- Si bien histéricamente precedié a la de Prandtl-Reuss, diddcticamente
conviene enunciarla "a posteriori'. La teoria de Prandtl-Reuss vista cn el
punto anterior considera un sélido elaste«pldstico. Teniendo en cuenta que
las deformaciones elilsticas alcanzan a un 0.5% como méximo, pueden ser
despreciadas frente 4 grandes deformaciones plisticas. Esta es la idza de
Levy-Mises, que constituye de hecho una simplificacién de la expresién 73,
que setransforma ahora:

el (80)

Las expresiones 72 y 76 toman ahora para Levy-Mises la forma:

(/C"X - O/C;..)’ _ O/C‘Z = O/JQ’)’ = C/J)//z= C/Jéx - C//.l (81)

i 7 T By &z Eox
9= 2 dx [0x -7 (7 + %)] o (822)
C/ij_— 3€ c/,z [Ty - 2-./(@ +0x)] ‘ (82b)
a/cczzégdx?[ﬁ;--z—’/'é}f-ﬁ;)] (82¢)

Q’/;] =R By | (824)
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o/ fyr = oA By S (82€)
c/)‘;g gA gzx "_  S (821

y las ecuaciones 79 quedan: e | »
c/fx r'*2‘2 %’é f;l' - . | (834)
oG-2 L e

3 JE -

c//fzy_-.? EF g;y . (839)
| 3 JE B '- (83f)

O/.)g,( = E—cg:__— | ZX | |

D.8. TEORIAS DE DEFORMACIONES TOTALES

En contraposicién con las teorfas anteriores, Hencky supone que
las .componentes de la deformacién pléstica total son .proporcionales a
las componentes desviadoras de tensién: :

&= Fox

p' es una cantidad escalar positiva durante la carga y céro en la descar-
ga.

Swainger también formulé una teorfa de deformacién total, pero al
igual que con la de Hencky, la observa016n expenmehtal demuestra que
conducen a errores muy groseros. .

D.9. CONDICION DE FLUENCIA PLANA

"Es un caso particular del estado dé deformaciones, tal que:
Er = Yox = Yyz=0 y Ex, éy;/’;(y \
distintos a cero e independientes™ del éje z.

Supbdngase el siguiente.estado de fluencia plana referido a una
terna principal: é y f:; dlstmtos de cero e lndepenchentes de la
direccién 2, y 62 e

:i",
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~ S8i la ecuacién 82 se toma respecto de esa terna principal, puede
esciibirse:

oéfgz:. [~ 115+ )]= 0

%=L G v 5 e

En la direccién cuya deformacién normal es nula, la tensién es
igual a la semisuma de las otras dos. Reemplazando en la ecuacién 68a
el valor de @ _obtenido en 84, y teniendo en cuenta que para el criterio
de Von Mises (/ = Y, la expresién de éste para deformacién plana resul-
ta:

2 2 =
G-U=2 V-2 G

s s @

mientras que segGn Tresca, se tiene:
Oy ~03 =Y o (86)

En general, los metales frigiles se acercan al valor del criterio
de Tresca, mientras que los dactiles se comportan méis de acuerdo al de
Von Mises. Analizando-las ecuaciones 85 y 86, surge la ventaja de. adoptar
un criterio Gnico para fluencia plana dado por:

G -3 B

donde 1 < '1.155, y el error miximo posible es de aproximadamente

8%.

x

D.10. MODELOS REOLOGICOS Y ECUACIONES EMPIRICAS TENSION-
DEFORMA CION

Para dar solucién a los problemas de deformacién, suele recurrir-
se a modelos tensién-deformacién idealizados. Los mis importantes son:

() Perfectarmente eldsticos: La pendiente de la recta es el valor del
médulo de Young (figura 35 a).

(b) Rigido, perfectamente pldstico: Se comporta como rigido hasta la
fluencia, luego es perfectamente pléstico (no endurece por deforma-
cién, figura 35 b).

(c) Rigido-pldstico con endurecimiento lineal: Rigido hasta la fluencia,
luego endurece con una variacidén lineal. La pendiente H mide el
grado de endurecimiento (figura 35 c).

(d) Elasto-perfectamente plistico: Eldstico hasta la ﬂuenma luego es
perfectamente plastico (figura 35 d).
(e) Elasto-pldstico con endurecimiento lineal: es el mis completo de

los expuestos. Hasta la fluencia es eldstice y luego endurece lineal-
mente (figura 35 e). '
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A los efectos de interpretar resultados experimentales y para la re-
solucién de problemas pldsticos, es cémodo establecer funciones para las
‘curvas tensidén-deformacibén reales. Existen varias propuestas que se adap-
tan en mayor o menor grado segin los materiales: :

(a) Adoptar el modelo pléistico endurecible, usando dos.ecuaciones
(figura 36) '

1. hasta la fluencia O_i = £ _é:—
- 2. desde la fluencia § = ~# &

(b) Ludwick propuso:- 0= =Y + Hf‘fm

' La figura 37 grafica esta ecuacién para m=1y O< m <1,

6-# // _ _ 0— oémf’
/ GsHé m=l—
/ —_— ARCOLy

oy
1oy
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'smft emncm

()' C(A + E) : para O ng1

La expresmn de Hollomon que const1tuye una 31mp11ﬁcac16n de

| F.: 'cé‘"nji o

" Voce plantea una ecuaclon muy buena pero muy compleJa ‘mate-
: matlcamente o *; T SR k& ‘

ﬁe"

El mismo mconvemente t1ene la ecuac1on deblda a Prager

a‘-.-. f >’ fy b/f ;% 5



I.1.E. ENSAYOS MECANICOS

Objeto

Introduccién

EnSayo ;de‘ | tracc16n

3.a.El ensaiyo "c.le tracéiéxi y ei‘ .problem'a dé la inestabiliaad
plé.stica o | | |

3.b. Evaluacién- de la tension y deformacién efectivas despuaés |
de la estriccién

3.c. Determinacién del punto de ineétabjlidad .plé.stica en el
diégrama tensién-def;)rmacién efectiva

3.d. Bfecto de la pfesién hidrostética sobre la inestabilidad
plastica

Enéayo de compresAién

4.a. Inestz;.bilidad pléstica en compresion

4.b. Consecuencia delvla friccién en compresidén

4.c. Ensayos eslpeciales de compresion

4.d. Compresién en fluencia plana

Ensayo de ;:olrsién

Los ensayos mecénicos y sus posfibilidades“pa_ra 1a determinacién

{

de las caracteristicas mecénicas '"en Caliente'. -
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E.1, ONJETO

La finalidad de los cnsayos en la problemé&tica del trabajado meci-
nico, radica en la necesidad de deterrmnar las caracteristicas mecénicas
de un material a través dz la curva G - E. Con ello se procura relacio-
nar los estados simples de tensiones con los estados complejos propios de
los procesos de conformado. No obstante esto, existeh circunstancias
(friccién, trabajo redundante, recristalizacifin, etc,) por las cuales muchas
veces se recurre a ensayos simulativos que tratan de reproducir las con-
diciones reales del proceso.

E.2. INTRODUCCION

En este punto se revisan los ensayos mé&s comunes; traccién,
compresién y torsién, relacionindolos e indicando los inconvenientes que
presentan: inestabilidad pldstica y friccién. Como la mayoria de los pro-
cesos de trabajado de metales se efectan por compresién, en E.4.c y
E.4.e se describen algunos ensayos especiales.

Por otra parte, si bien la velocidad de deformacién no influye en
forma considerable sobre la resistencia cuando el proceso 28 ven frio" s
po ocurre lo mismo cuando la deformacibén se produce "en caliente'. Por
esta razén en el puinto E.{ se analizan las venta]as y deoventajas de los
diversos ensayos para la determinacién de las caracterlsticas mecéhicas
en caliente.

E.3. ENSAYO DE TRACCION

- La ejecuci6n de un ensayo de traccién .generalmente implica la
~ medicién de las cargas aplicadas y de la variacién de longitud, obte-
niéndose el diagrama carga-elongacion (P - A }Z . fig‘ura_3§ a).

elongacién = 1 =1 - 1,

donde. 1 es la longitud instantdnea y 1, el valor de la lohgitud inicial de
referencia.

De este diagrama se pasa al de tensién-deformacién convencional
( Ue - e, figura 38 b), modificando las escalas. La escala de cargas
se divide por la seccibn inicial S y la de elongaciones por el largo ini-
cial 1,.

Ue = 2 - (88)
50
e. AL T (89)
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~ /MEX
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Fig. 38 a - Fig. 38 b

La tensi6én efectiva puede obtenerse con la expresién 22 a teniendo
en cuenta que el estado de tensiones que corresponde a traccién =2s:

G > 0y Gp= G5 =0 (figura 39 a).
7 ///o- )% (6-5)% 15675
luego N - v : " (90)
F- 0 £ A

donde S es la seccibn 1nstant5.nea. ;
Teniendo en cuenta que en rango pldstico hay constancia de volumen

se puede escribir:

1 S=8 o

S.1=8,.1 0

reemplazaﬂdo en 90:

| ' ' al
Fog oL L £ Lrdl £, 2 o
' S /é S, /é’ So » o
y teniendo en cuenta 88 y 89-‘ -
0-:‘; @ // +@ y B o o T (92)

La ecuac16n 91 permite obtener (7_ en funcién de las magnitudes
medidas al realizar el ‘ensayo y la geometrfa inicial de la probeta. La
expresién. 92 muestra ,que para 1gual aiargamxento la tensién Qfectlva

R G
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6B Ay que la conveticional (G- > UF N

Gnt o Yn{

/ .
02_’*'0.-3"0 19 o 62’53\ ' &

(a) ‘ (b)
Fig. 39

N

Para hallar la deforma‘cién'efe_ctiva se recurre a la expresibn:

A V2, ra 2
,‘?://9'2'[(4‘62) H(E-G) +(G-G) ] (93)

En los casos en que la aproximacién de Levy-Mises es suficiente
(punto D.7, ecuacién 80):
a/c‘/ = 2 207 ; 02 -03

0‘. - 2 =‘ e (53 = —,- ‘6/ : i ‘ (94)

El cfrculo de Mohr de deformaciones se aprecia en la figura 39 b.
Reemplazando los valores de <o y 53 en funcién de 61 en la 93:

. e | s
éh"é/z/‘ ..0_/./3,47 /.: //77/-—————'/07*4/}.2%//'/'—4-’/):/4//*@) (95)
g/ 4 4 A
(4
Esta Gltima ecuaci6n permite (en forma similar que la expresién
91 para 0 ) calcular & en funcién de la longitud inicial e instantinea
de la probeta.

Si se tiene en cugnta la teoria de Prandtl-Reuss (punto D.6, ecua-
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. . - : e P
cién 76), las deformaciones plisticas estarin dadas’” por:

EXN SR TR

5

En lo que sigue se despreciarin las deformaciones elasticas
aceptindose en consecuencia la teorfa de Levy-Mises (ecuaci6n 94).

_ _ La figdré 4‘0 muestra las curvas convencional Gz -'e) y éfectiva .
(0- &) para el ensayo de traccién. El punto A' es el correspondiente
del A sobre la.curva tensién-deformacién efectiva y lo mismo ocurre con

B', C', etc.

Las mAquinas -‘de ensayo modernas posszen dispositivos que permiten
obtener directamente las curvas tensi6n-deformacidn real.

L1 [ 1 1 o

02 04 a6 08 [0 12 /4

‘“-tl‘h‘. |

Fig.40
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E.3.a. EL ENSAYO DE TRACCION Y EL PROBLEMA DE LA INESTA-
BILIDAD PLASTICA

Por lo visto hasta aquf pareceria sencillo obtener la curva tensién-
deformaci6n efectiva a partir del ensayo de tracci6bn. Sin embargo, la apa-
ricién de la estriccién con deformaciones relativamente bajas impone una
seria limitacién. En efecto, a partir de allf las deformaciones se localizan
en el "cuello" y aparece un estado triaxial de tensiones que dificulta la
evaluacién de ¢ y € , ya que dejan de tener validez las férmulas 93 y 94.

En la curva P - A1, para deformaciones que dependen del material
(en los aceros de bajo carbono recocidos entre el 20 y el 30% convencio-
nal), la estriccién se produce para el valor de la carga méixima, vale de-
cir cuando dP = O (Figura 38 a). Como P = ( . S:

Olpz 0/0:.5*0/3.6:::0.

dE dE AE
JdC s - _ 95 G |
oIE oSE

La ecuacién anterior permite interpretar que la ‘estriccién se produce
cuando la velocidad instantfnea de incremento de fuerza, necesaria para
producir mayor deformacién debida al endurecimiento, se hace igual a la
velocidad instantinea de variacién de fuerza qu‘.. la seccién debe resistir
por dxsmmucxén de 4rea.

E.3.b. EVALUACION DE LA TENSION Y DEFORMACION EFECTIVAS
DESPUES DE LA ESTRICCION

Se ha visto que luego de la estriccién el estado de tensiones deja
de ser uniaxial y por lo tanto deben hallarse otras expresiones que permi-
tan calcular G y & . Para resolver este problema puede utilizarse el
trabajo de Bridgman o el de Davidenkov y Spiridonova.

Puesto que se produce un estado triaxia.l, .(_T. deja de ser la tensi6én
axial y para una probeta ¢ilfndrica pasari a ser una funcibn:

=T (05 Ggi G3)

Ademis como, Uy ; 0-9 ; Jz , no se mantienen constantes en la
seccibén transversal minima, la solucién debe darse en funci6én de parime-
tros medibles tales como: la tensién axial media ((Tz)prom y la geometrfa
de la estricci6n. ,

El andlisis de Bridgman involucra las siguientes ‘hipétesis:

(a) El perfil de la estriccién es circular de radio R (figura 41 a).

(b) La seccién del cuello se mantiene circular de radxo a (f1g 41 a).
(c) Se supone vilido el criterio de Von Mises.

(d) Las deformaciones en la seccién transversal mfnima se mantienen

!

\
o



™

constantes . S ' ‘

Planteado el equilibrio de fuerzas en direccién radial (Fig. 41 bj:

b A’p’- : (Cvsg! - cosg)

Fig. 4 a an f41 b
(G + 4 90. )5en¢/rf~)") c/¢9 ar + (G ¢ a’r)(ff-c/r)(/a 4 -

Ao oo -(0s sené)/) ol = a}

Reemplazando h y h' en funcién de los datos de la geOmetri'a de la
estr10016n (ﬁgura 41 a) y despreciando infinitésimos de orden superlor

GIE2L-2-R)- 0‘[R+—/‘3”)]+r.210-7[/ef /a r57-0

a
Como per simetria es d€p= d Cq» aplicando Levy-Mises resulta

G‘e por lo que:
(0"-5;)——- [/g ’_‘3_._;.’_")] o (96)

Traté.ndose de un estado cﬂi‘ndrlco ( 0;.:(/'; 4 0z ), 1a ecuacién 22 a
queda: '

=_ 0= - U>

7 z = r (97)
luego, si se reemplaza en la ecuacidén 96, se separan variables y se or-
dena: ,

Jf = 2T L
/‘2 ~2ar-32

Integra.ndo e 1ntroduc1endo la condicién de borde,en la superfxcxe-
Tr= O: :
L 2a R—- f'
G - T 2t )
4 2a R
De acuerdo con la ecuacidn 97 resulta: '
— R y” 2,05 O 2 , .
GG GrG = GL7+ (222280 )7 (98)
) _ ca K
expresién que vincula ( con Gz . .Comc‘) GZ, no es medible porque varia
en la seccién se recurre a: o -
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2 i d c/ . (99)
Pz TEalzr )ppon = 2T/ rz:,r.. r
Reemplazando la expresién 98 en la 99, intégrahdo y despejando T
4 el = 5 s (100)
/ 1+22) fy (1 S T a
donde: ' ' |
722 %//,« 27" o

La evaluacién de la ecuacién 100 implica. la medici6n de los radios
de la seccién y perfil instantineos de la estriccién. En 1946 Davidenkov y
Spiridonova modificaron ligeramente el factor de correccién de Bridgman,

obteniendo: 7

Vo, ( * 4,@ | ) ) | (}02)
luego f = il <o

10

G

Fig. 42 g7

BRAOGI A

06 + oavioemios 3
SRR DO/OVA

05 ' . i a o
7 2 3 4 Ve

Como se aprecia en la figura 42 los valores de Cy ¥ Cp (ecuacior
nes 101 y 102) difieren cada vez méis a medida que aumenta a/R. o sea

cuando la estriccién se hace mis localizada.

El mismo Brxdgman en 1950, determ1n6 el coeficiente de correc-
cién para probetas planas _ v

| b
o ~f17+28) /»f/u—+( )( —%)ZJ—/]

La determinacién de la deformacién efectiva se efectia teniendo en
cuenta que cuando se produce la estriccidén, las deformaciones dejan de
estar uniformemente distribuidas a lo largo de la longitud de referencia
para localizarse en el cuello, '

- Si se toma la regi6n infinitesimal de diAmetro mfni_mo (figs. 43a y
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b) donde se producen las mayores deformacmnes por constancia de volu-
men: 77:32, / = constante :

Gp

‘\/‘,' e
i Aoo a

Fig. 43 a o Fig. 43 b

diferenciando la Gltima expresién:

25/ s » azc//:':’o‘ ; %L _Z.gi

integrando:

AN o aa
‘4/—7;—:—2'&;80_:2145_22

EN
o

siendo

E - /é’//cﬁ-c;/i (&~ )5(&-6)%)

y teniendo en cuenta que es vilida la ecuacmn .94 ,puesto que la seccidn
se mantiene circular.

Z:é’z=2ﬂ4_§£

E.3.c. DETERMINACION DEL PUNTO DE INESTABILIDAD PLASTICA
EN EL DIAGRAMA TENSION-DEFORMACION EFECTIVA

Para determinar donde se produce este punto de inestabilidad
plastica en el diagrama tensidn-deformacién real, que en traccién coin-
cide con el tensién-deformacién efectiva, como se vié, se supondrén
despreciables las deformaciones elasticas.

La carga es de acuerdo a la expresion 90:
P=0. 95

amr = 0':.0/\3 + S. 7 : :
Como para el punto de inestabilidad pldstica es dP = O
5 =

Por constancia de 'volumen-

luego:

S0 . ’/o = S. ,/ constante

dle pdsmo
e aos
5 o _
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Reemplazando 104 en 103: c// 0/0-:
T

- ¥..£omo al diferenciar la expresién 95:

o Y yE

V4

resulta?" . — ’
JdT_ (105)
dE ‘

que es la condicién de. inestabilidad pldstica, como muestran las figs.44a y

b. — -

{

-
O
~

it
q\

arcly cff?d'z

|
[
!
]

&
- Y oy
COUNTD D8 INESTABILIOAD g :
Fig. 44 a ' Fig. 44 b

‘Para aquellos materiales a los que se adapta el modelo de Hollomon
(ecuacién 87, punto D.10), de la condici6én 105 surge una importante conclu-
8i6n. En efecto, 'ree_z_nplazando la expresi6én de Hollomon en 105:

AT 0, &7 T CcE L naE
SE ‘ .

De manera que cuanto mayor sea n, mayor seri Z hasta la
estriccién, o lo que es lo mismo, cuanto mayor sea n mayor seri la
deformabilidad de un material antes de producirse la estriccién.

En la Tabla Isecitan valores de C y n para algunos materiales.
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TAB'L,A I
CONSTANTES DE LAS CURVAS TENSION-DEFORMACION
(Thomsen-Yang-Kobayashi, '"Mech.of Plastic Deformation",p.87)

MATERIAL Kgr/mm2 n
Acero 0.05%C - 54 0.26
Acero 0.6%C. Templ. y rev. a 540°C .| 160 0.10
Acero 0.6%C. Templ. y Tev. a 700°C 125 0.19
S.A.E., 1010 recocido . . ' 70 - 0.20
S.A.E. 1112 recocido = =+ ' Ty 0.19
S.A.E. 1112 trabajado - ’ R 0.08
S.A.E. 4135 recocido 103 0.17
S.A.E. 4135 trabajado (Rc 18) 112 0.14
S.A.E. 4135 trat.term. (Rc .26) 142 0.09
S.A.E. 4135 trat. term. (Rc '%5) | 170 0.06
S.A.E. 4330 recocido : | 66 0.15
Al. 6961 recocido ' 21 0.20
Al. 6061 envejecido - 42 © 0.05
Cobre recocido ' 32 0.54
Al. 2024 sol. ‘ . 73.5 0.09
Latén 70/30 recocido - 91 0.49
~NOTA: determinados a 20°C y &= 1%/seg.

E.3.d. EFECTO DE LA PRESION HIDROSTATICA SOBRE LA INESTABI—
ot LIDAD PLASTICA

El hecho de superponer a una traccién pura una compreéié.n hidros-
tatica (-py), corre el punto de inestabilidad pléstica hacia mayores defor-

ma,cmnes. En efecto en tracci6n pura se t1ene (f1gura 45 a):
t

P

Si se le superpone una compresion hidrostitica de magnitud py (fig. 45 b):



luegos

Gjps=P-p,s="Py

donde P7 es la carga axial total sobre la superficie S. En el punto de
. inestabilidad pléstica se‘cumpliré entonces dPp = O:

C/f;zs.d%fa_

P
Shp s
| Tro S
que de acuerdo con 104 resulta:
7
e _ gz
Ui

(sus circulos

Puesto que se trata de estados cilindricos de igual
de Mohr son de igual magnitud, s6lo que corridos a lo largo del eje Up ),
resulta al reemplazar ambos estados de tensiones en la ecuacién 22 a:

luego: 67’0__..7'—/(2

reemplazando esta expresién en 106:

T -p4) JE
JdT =,
—— U'_—’
oE pﬁ

T lpr o=

La ihterpr’etacién gré.fica de la ecuacién 107 se aprecia en las

figuras 46 a y b.

i
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2 FoFE) P
?,phs T’é) 1
ol =£(&) th
7]
L
6 Pl e
Fig. 46 a c "Fig. 46 b

Ep definitiva, si bien a bajas presiones (menores de 1000 atm.)
la presi6n hidrcstdtica no modifica los valores de fluencia (Punto D.3),
corre el punto de inestabilidad pléstica, punto que como se vié, 2& uno
de los grandes problemas que se presentan en el trabajado cuando hay
esfuerzos de tracci6én. .

E.4. ENSAYO DE COMPRESION

Se iniciard el anilisis del ensayo de compresién de manera similar
a como se efectuara con el de traccién.

Asf, del diagrama carga—acortainiento (P - Ah), se pasa al con-
vencional d1v1d1endo la carga instantdnea por la seccibn inicial y los co-
rrespondientes acortamientos por la altira imcial

- _ P
%— =75, ‘ (108)
Ah 7 ‘
== nt 109
Ent 4o (109)
05 \/ Eso;:o 63 \’/62’6’
Fig. 47 a_ -7 Fig. 47 b
La tensi6n efectiva se obtiene reemplazando V;=0s =0
y 03 <0 (figura 47 a) en la ecuacién 22 a:
F=03-2L | (110)
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Por cohs&aﬁc-ia' dé volumed:

ho
S= 5 ,
y reemplazando en 110:

b _ P femBh) Ry AL

S st b —
P—J =

So 4y So ho S0 b 0 ' (111)

Teniendo en cuenta 108 y 109:

7= 0 (7-<) | -

La ecuacién 111 permite obtener U en funci6n de las magnitudes
medidas al realizar el ensayo y la geometria inicial de la probeta. La
expresion 112 muestra que para igual acortamiento la tensi6én efectiva es
menor que la coavencional ( 0 < O¢ ).

Procediendo en forma anfloga a como se planteé en tracc16n en el
punto E.3, se obtiene para 3 (figura 47 b):

éT:@"/éfj'ﬁ /4,4 /'/’f - - Al

Con esta Gltima ecuamén se puede calcular & en funcién de la altura ini-
cial e instantihea de la probeta.

Si se deseara considerar las deformaciones el4sticas, aplicando la
teorfa de Prandtl-Reuss (Punto D.6, ecuaci6én 76), las deformaciones
plasticas resultarian:

. : Ao,- ft

* Enla ﬂgura 48 se han superpuesto las curvas convencional ( Q= -€)
y efectiva (G- -£ ) para el ensayo de compresién

G [ % (tgr/mnt]

30 ACERO 004 % C
| Fig. 48

L | ke _l i 1 ] c
02 04 06 08 1o 12 19 &

A pesar de su aparente sencillez, :el ensayo de compresién tiene
dos inconvenientes fuhdamentales:
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® La inestabmdad pléstica asociada a la geometrfa de la probeta
conocida como "pandes’, A difsrenbls de 14 estricctén en tiracei6n,
el pandeo puede evitarse cca una geometrfa adecuada. .

(b) La friccién desarrollada entre probeta'y mordazas hace que el en-
sayo no sea uniaxial y que las deformaciones sean inhomogéneas,
restindole validez a las férmulas vistas.

E.4.a. INESTABILIDAD PLASTICA EN COMPRESION
Se define a la relacidn de esbéltez:

A = _é_ _ (114)
. A ‘
donde h es la altura de la probeta e i el radio de giro de su seccibén trans-
versal S (fig. 49):
JP

T

bl -
I’ ! /‘ = ——L{

{ i : S (115)
fﬁj.——i}r
Fig. 49

siendo J el momento de inercia de la seccidn. )

Para el rango pléstico, la condicién de pandeo se expresa por una
écuacidén andloga a la de Euler en rango eléstico:

7ETE

62

suando Pcp la fuerza critica de pandeo y E' la pgndlente instantanea de la
curva g-& .

N
e =

Reemplazando J por su valor e\:trafdo en 115 q.leda

B T2 |

e

™

y la tensién critica de pandeo ( 5;70 ) teniendo en cuenta la 114, resulta:

Fep 7 E
5 &C_’t' 1z | (116) .

Para que no se produzca pandeo la tensién aplicada (- (/‘;)0 ) debe ser -
menor que la tensién "rltlca de pmdeo

//E

Gop < Voo = ——5 a17)
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Si el material sigue el modelo de Hollomon:
— 7

v=c& )
= _ (1) v '
entonces: f'__: 0/‘7_ n (. & (119)
o/ E
Reemplazaixdo 118 y 119 en 117:
a
7 < =5— (120)
A2 &

En estos materiales 2l pandeo 32 evitard cuanto 'nayo§ sea n.y
menores Ay & . Como para 1 svocién cireutar J --~—4—--—-., reempla-
zando en 114 resulta: o

A _ & /7
o

lo gque demuestra que el pandeo se evitard cuanto menor sea la relacidw
altura didmetro. ! :

En general, el problema puede presentarse en el encabezado por
forja (upsetting) , pero se evita disminuyendo el coeficiente de forma h,/d,
a 3 como méximo.

E.4.b. CONSECUENCIA DE LA FRICCION EN COMPRESION

En una probeta cilindrica comprimida, sus superficies libres se man
tendrian paralelas, como muestran las figuras 50 a'y b, pero la friccién
no permite que la zona de contacto mordaza-probeta fluya librems=nie, e-
fecto gue s2 va atenuando hacia la zona central con lo gue la probeta pr'e" -
senta una forma de barril tipica del ensayo de compresién con friccién
(figura 59 c).

A

(a) (b)

Fig. 50 oy

Si se comprime una placa de altura h, como se indfca en-la figura
51 a, y se estudia el estado de tensiones en un elemento de ancho dx,
ubicado a una distanéia x del borde de la mordaza de compresién (figura
51 c), se obtiene la siguiente coadicién de equilibrio para un ancho unita-
rio, si se admite quc (T .es uniforme en todo el alto: '

I3 4 - f(/}+c/\/3)6+46C/x o

Para poaer esta ec\nacic’)n diferencial en funcibén de la tensién impues-

(121)
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ta se aplica Ia lsy Amontons:
s a//é/ 0;— (122)

De la figura 51 a se desprende que €2 = 0 debldo a que el material
hbre de tensiones a ambos lados de las mordazas impide los desplazamien-
~tos en la direccién 2. De acuerdo a lo visto en el punto D.9 se trata de un
. caso de fluencia plana para =21 cu: 1] ';2 " _( (i"a-» G_'i ) v la cendicién de:
fluencia qileda astablecida por: - S o S I P

NIl ( RE

b, -0z =2 £ T - (123)

‘donde: k = Y/2 si se adopta el criterio de Tresca o 1.185 Y/2 para Von
Mises.

L |

A0 1
i | ‘3
F/; s S //// - :qifz
A= ;= = T3+ 05
Y,

Fig. 51

Diferenciando la =cuacién 123:

()’W‘O/G=0 0/5;= do (124)

Introduciendo las ecuaciones 122 y 124 en 121:
2/10,—0/,‘\4—-50/"7/—:,: |
e o LT
4 73
y G = -—A—— + C

(125)
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La constante de integracidu pusde obtenerse de 143 condicionss de
borde, para x = 0 es (3 = 0, y por lo tanto de 123 resulta:

G_{=2k y C =1n 2k

Con lo que la ecuacidén 125 queda:”

%/ & (1286)

Esta funcidén es vAlida hasta el cea’fro de 1a mordaza. A partir de alli la
curva es simétrica pussto que se invierte el signo de ©. Enla figura 51
b se ha graficado la expresion 126. Sz observa que Q— aumenta con x como
consecuencia de la friccidn.

La variacién de Q_o) con x puade obtenerse de la expresion 123:
03 = U7 -0 %

La ecuacién 126 corresponder‘al caso de friccién "con deslizamiento"
que tiene lugar siempre que G s/“ U4 <k condicién para la cual es suficien-
temente aproximada la solucién obtenida, tanto més cuanto menor sea /LL

De la observacién de la figura 51 b se concluye que la zxistencia
de friccién en los ensayos de compresidén provoca estados complejos de
tensiones .con distribucién no uniforme en la seccibn.

E.4.c. ENSAYOS ESPECIALES DE COMPRESION

Debido al problema de la fricciébn, son varios los ensayos en los
que se ha procurado minimizar su efecto. A continuacidén se describirin
someramente algunos.

(a) Mayer y Mehl (1925) : Su método consiste en colocar tres probetas
del mismo material, tal como se indica en la figura 52 a. El coe-
ficiente de forma inicial es ho/d0 igual a-2.5. Para evaluar resul-
tados las mediciones se efecttian sélo en la probeta central. Da -
resultados satisfactorios mientras las deformaciones son pequefias
(Figura 52 b), pero cuando el cono rigido toch la probeta central
(Figura 52 c), ésta también se abarrilla. Considerando lo diffcil
que es alincar las tres probetas, este tipo de ensayo no tiene

muchaaplicacién.
7). Y02

(. a4

T

) .
VU /A /2 s
Fig. 52 a ’ Fig. 52 b
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(b)

()

B

Siebel y Pomp (1928) : Siebel -calculs el valor de § para una pro-
beta ‘cilindrica comprimida entre dos conos de 4ngulo & (fig. 53):

‘-0{[/+ | j//’ x)]

L<//l /;"—/—é

-
WLt

&’/Zf//%

rig. 53

donde )0 = sngulo de roce arc. tg. /u

Cuando X = S°, la ecuacidn 127 queda (7 = 2k eliminindose el
efecto de la friccién. ' ‘
En general los resultados son satisfactorios para reduccmnes hasta
el 40%. Para valores mayores surgen problemas por la inhomogenei
dad en la deformacién introducida por la matriz cénica. Ademis se
nota la influencia de la relacién ho/db (por lo que generalmente se
toma igual a 2.5) puesto que se introduce otro problema en la com-
presién como se veri en c).

Cook y Larke (1945) : Para eliminar la influeacia del coeficiente de )
forma h /d tomaron distintas probetas con distintas relaciones

b

dy /Mo obtemendo las curvas de la figura 54 a. En basc a ellas
trazaron G en funcién de d /h para & = Constante (figura 54 bh),
extrapolando los valores a d /h =0y obtemendo asi una curva
ideal llamada ''curva tensmn-deformacién bésica''. Esta curva, para
una probeta hipotética de altura infinita, no tendria los valores de
la tensién afectados por el roce. Los valores que da son menores
que los obtenidos por ensayos convencionales.

40%
:30%
20%

0%
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E.4.d. COMPRESION EN FLUENCIA PLANA

De los cases de fluencia plaha, interesa aqul en particular aquél en
que el material es libre de fluir en una direcci6én, la 3 por ejemplo y por
lo tanto (3 =0, pero el flujo es restringido en otra direccién, supbngase
la 2; luego 62‘ 0 (figura 55). Estnff;a Ya situacién que se produce en la la-

minacién de chapas y flejes.
y ,
3

yal

L 7

P
Fig. 55

La condicién general de flucncin plana 52 annlizé en el punto D.9.
Como en nuestro caso particular cs ahora (7, %0, de ‘acuerdo con la .ecua-
- ¢cidén 84 el estado de temsiones ap'icady o5 tal gues: - ‘
7
=2 g,
OZ = o ‘//
<

Por otra parte, el criterio de fluencia de Von Mises en deformacién
plana dado por la ecuaciéon 85 queda:

o .//3. 7 ' : - (128)
ERE
Adem4s, sieado d £, = 0, por constancia de volumen (ecuacién 33, punto
B.4): -d &, = d&,. Teniendo esto en cuenta puede calcularse el incre-
mento de deformacién efectiva (ecuacién 35a, punto B.6): '

AE =

4 [or]

= J& (129)

4 o
Orowan propuso un ensayo para poder verificar la condicica de

fluencia plana, que realizaron en 1948 Watts y Ford.. Consiste en una

indentacién con una matriz de acero templado de ancho L, en un fleje

de material a ensayar de espesor h y ancho w (figuras 56 a y b).

Nua
h

: ¥

Fig. 56 a : . Fig. 56 b



84

El ancho w del fleje, conviere gue sea suficientemente mayor que
L para asegurar que sl ensanchamiedts lateral sea despreciable‘

La presién de mdentacmn p guarda una relacién con el valor 2k,
que es también en este caso funcién ds la geometria del proceso. Slendo
k la tensén de fluencia por corte del material segiin la teoria de Von
Mises, resulta 2k = 1,155 Y. Segln la expresién 128:

f_,f z/’/a _f..;'..p

- g 5

donde P es la carga aplicada sobre la seccidén de contacto S. De acusrdo a
la ecuacién 129:

L..

S22 <<7; 2 /___.

—

s s A

Hill y.Green proponen dos soluciones, una definida para valores de
h/L >1 y la otra para valores de 1Vi/f_, & 1 respectivamente.

2 o I,

-

; ; : g VAV
072345678970 [ % ’/3%’/5
Fig. 57 a . ' Fig. 57 0. | '

Segtin Hill (Figura 57 a), si h es demasiado grande, la presi6én dz
indentacién excede la tensién de fluencia. En el limite cuando h es infinito
el proceso se convierte en una indentacién de un simple punzén y la pre-
sién de indentacién es igual a 2.57 veces la tensién de fluencia

».;“'_-@'*'*(p/zk = 2.57). Esto se puede demostrar por medio de los campos de lineas

de deslizamiento.

En la solucién de Greca (figura 57 b), cuando h/L 1, 1/2, 1/3,
etc., se desprende del campo de lineas de deslizamiento que p = 2k. En
el caso que h/L no corresponda a un valor ceciproco de un namero natu-
ral positivo, por interacciéa de los conos rigidos p/2k/ > 1, con srrores
que pueden llegar al 4%. Esto ocurre plm valores de h/L comprendldos
entre 1 y 1/2.



~E.5. ENSAYO DE TORSION

Es uno de los ensayos menes usados en ld préctica para la deter-
mindeién de las caracterfsticaﬂ mechnicas en frfo. Sus inconvenientes son:

(a) Si se efectGa sobre una barra s61‘ida, la tensi6én seri funcién de la
distancia al eje, por lo que puede no producirse fluencia en toda la
seccién, o en caso de que asi sea seri inhomogénea. No ohstante
se lo usa para la deformacién en caliente.

(b) S: se trabaja con .tubos de paredes delgadas, la textura (producida'
- durante el proceso de trafilacién .para obtenerlos) modifica los valo-
res. Sin embargo se utilizan para verificar los criterios de fluen-
cla, combinando torsién con traccién y/o presién interna.

La figura 58 muestra un tubo de pared delgada,. de radio medio r,,
y espesor de pared t.

Fig. 58

Siendo la tensi6én efectiva:
- ¥ 2 2 2 a2 . 2
r=/§/6;~ G (G0 )% (T-07 )] 430805 + G7 +'8,,)
yeomo (7 = g =0z = &rp = @r =0, resulta:

m- /3 B

Gpr se puede obtener a partir de la ekprésién del momento torsor T:

La deformac:iéln afei:tiwia se obtiene de la expresién:

» 2
/[/é )i/fa“é))i/f -, )‘?]4 //;9 /z.,«_/ )

y como & = Ep = )1‘9 /z/'r = 0 , se obtiene:
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.2 2 LZ  y
//3'/" /3 /zr:/g.f’//

Si se deseara considerar ias deformaciones eldsticas, aplicando
Prandtl-Reuss (punto D.S, ecuacion 76), la deformacidn efectiva plastica
resultaria: ’

g = . -

/ & (’z
=y T
// 3

E.6. LOS ENSAYOS MECANICOS Y SUS POSIBILIDADES PARA LA
DETERMINACION DE LAS CARACTERISTICAS MECANICAS
"EN CALIENTE"

Miertras que en la deformacién en frio, la tensién efectiva depznde
de la deformacién efectiva alcanzada, en los proéesos "en caliente' como
ya se indic6é en E.2, la resistencia a la deformacién es funcién de la tem-
peratura, la velocidad de deformacion, la magnitud de la deformacién y la
historia previa del material. Esto exige que en caliente la determinacién
de § deba clectuarse en los rangos de temperaturas, wvelocidades de de-
formacién y deformacién propias del proceso de conformado de interés.
Ademés, si bien en algunos procesos la deformacién total se efectiia en
una sola etapa (extrusidén por ejemplo), en otros esto se logra en etapas
sucesivas (laminacién). Durante los periodos entre etapas de deformacién
tienen lugar en mayor o menor grado recuperacién de propiedades y/o
recristalizaciéon, que afectan a la resistencia a la deformacién de las eta-
pas siguientes. Esto obliga a que el método de ensayo sea tal que permita
simular los ciclos de deformacmn propios de la determinada operacién
prictica de interés. '

As{, si bien muchas veces se prefiere estudiar un proceso mediante
ensayos de laboratorio que réproducen en escala reducida el caso real, es
precisamente el hecho de depender la reS1sten01a a la deformacién en cahen
te de la historia previa del material, lo dque puede imposibilitar econémica-
mente tal estudio. En efecto, en aquellas operaciones de conformado que se
realizan por etapas de deformacién, como en el caso de la Laminacién, las
exigencias de equipos para reprod1 cir exactamente los tiempos entre etapas
son prohibitivos.

O

Otra circunstancia que debe tenerse en cuenta es la necesidad de
poder efectuar enfriamientos' rdpidos, a los efectos de retener a tempara-
tura ambienté la estructura de alta temperatura para suestudio, 'y -asf
interpretar lo que ocurre con la misma durante 1a deformaci6n. . Esta es
una situacién que se complica cuando en el enfrlamlento hay cambios de
fases (acero, por ejemplo).

No debe olvidarse ademéis que a los efectos de no introducir

RO A R T '-t.l:l.‘v'. .



alteraciones' en la composicién quimica, las operaciones deben realizarse
en atmésfera inerte.

A continuacién se indican en forma répida las principales ventajas
y desventajas de cada uno de los ensayos clasicos (traccién, compresién
y torsién) para la determinacion de las caracteristicas mecélnicas en
caliente.

Ensayo de traccion

En primer lugar, los equipos convencionales normalmente no son
aptos para reproducir. las velocidades por lo comin elevadas de los dis-
tintos procesos industriales, de manera que se necesitan equipos especia-
les. Ademéis a los efectos de tcner & constante, el desplazamiento entre
cabeceras debe ser tal que:

F oo / A _/ A ‘// = CONSTANTE . i
' (/f o7 ; / (/{

Esto sc¢ logra con distintos s1stcm as entre los que se 1ncluyen levas de

perfil logaritmico. :

(130)

La ley 130 sélo es valida hasta la estriccién, lo cual .ocurre -para
deformaciones naturales de aproximadamente 0.7 (100% de elongacifin) .
De allf en adelante hay que considerar la deformacién real en la seccidn
minima, de modo gue para mantener E , constantemente los desplaza-
mientos entre cabeceras a partir del punto de inestabilidad pléstwa deben
cumplir:

. o S C/Zﬂ-

que ‘resulta de reemplazar d X/,f _de 104 en la 130. Blain y Rossard con
este método han obtenido curvas 0 - £ para distintas velocidades de defor-
macién constante hasta deformaciones de alrededor de 2. El método, de
por si complicado, necesita ademés las correcciones de G después de la
estrlccxén (Punto E.3.Dh).

Ensayo de compresidn

También cn este caso, coio cn traccién, la Gnica manera de obte-
ner velocidad de deformacmn constante, es 1mpomendo que el desplaza-’
miento cnire cabeceras sign ](‘_v('s Io,;.lrltmicas.

Ademés, para minimizar los efectos de la friccién debe recurrirse
a lubricantes, lo cual también complica el ensayo por el problema quc
S1gmflca lubncar a alta temperatura

. Trabajando con probetas axisimétricas pueden obtenerse curvas

hasta & =0.7 (50% de reducci6n en altura), punto en que comicnza el
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.abarrilamiento. Como el 4rea de la probeti crece contfnuamente los es-
fuerzos necesarios resultan muy grandes. En compresién plana en cambio
el 4rea permanece constante. Esto hace que puedan aicanzarse deformacio-
nes de hasta aproximadamente 5, sin necesitar por otra parte equipos de
excesiva potencia.

Ensayo de torsion

Si bien el ensayo de torsién es<uno de los menos usados para
determinar caracteristicas en frfo, en caliente en cambio, tiene ventajas
sobre los anteriores.

En efecto, simplemente con ve10cidgdes de giro constantes de la
cabecera moévil, se inducen velocidades de deformaci6én constantes en
cualquier regién de la probeta, pudiéndose a veces alcanzar deformaciones
reales muy grandes (de varios cicntos). Ademéfs se puede operar con una
amplia gama de modo ‘que es posible reproducir las altas. velomdades de
deformacion de los procesos reales. A csto dobc sumarse el hecho de no
exxstlr problemas de fr1c016n ne

v Aunque tebéricamente el proceso debiera cfectuarse sin variacién dc
las dimensiones de la probeta, lo cierto es que por causas que se ignoran,
algunos materiales se acortan (la mayoria de los aceros) y otros se alargan
(aluminio) durante el ensayo. Esto obliga a aplicar cargas axiales para man-
tener la longitud constante, por lo jue las tens1ones no son més de corte pu
ro. Trabajos realizados en 1a Universidad' de- Stanford han comparado los
resultados con probetas axialmente libres de: deformiars® y probktas con
cargas axiales, llegindose a la conclusién que el primer caso permite un
anilisis mejor de los fenémenos que el segundo. :

En el Punto E.5 ya se adelantd que el ensaj’ro de torsién en caliente
se realiza con barras macizas. La razén de ello es que pese a que la ten-
sién de corte varfa con el radio, si se usan tubos de pared delgada sélo

" . se alecanzan deformaciones’ pequefias, porque el tubo entra en inestabilidad

plastica (se abolla). Se pierde entonces 'una de las principales ventajas de’
este ensayo (grandes deformaciones). .

Las tensiones y defmmactone% 1nduc1das en upa barra torsionada se
obtienen de:

)

JS-r€ (131)
cl ’ o

7 = 2r/<,rc/r

Como puede apreciarse en 131, fes funcién del radio. Igual cosa ocurre
con ;f El problema que surge es que & depende a su vez de ¥y y

por lo tanto del radio, desconociéndose la funci6n que los vmcull It sto
implica que no puede recurrlrse en forma mmed1ata a la expré516n 132
para obtener & .

(132)

. i
f . . . : '_-|
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.. Fiels y Backofen encontraron para el caso en que T es funcién de
Yy ¥, la siguients relacion: |
C 7 (3+m+n)
27 R3
Donde G, es la tensién de corte en la superficie, m es la pendiente de

la curva log T - log 0 a @ constante, y n la pendiente de log T - log 0 a
0 constante.

Vg

A las temperaturas de trabajado en caliente y en régimen estaciona-
rio es m = 0. Blain y Rossard trabajando con aceros en esas condiciones,
determinaron gue en la mayorfa de los casos n es independiente de 0 y 8,
excepto para un acero ferritico con 25% de cromo, para el cual a cierta.
temperatura n cambia brGscamente de valor en un determinado @ (figura 60).

j | n=0.76

YT e —

S ’ ] -

N ’ OC I/ 4

P 909 =

S b °E "] "

N G5 100" -

\%‘\ W/ . d9 7

o Lo BT ol | wo o
4 0 ! z T g %]
Fig. 60 : ,

_ La Tabla I da los valores de n para las distintas temperaturas y
materiales determinados por Blain y Rossard, con probetas de 6 mm. de
didmetro y 50 mm. de longitud. ' : '

En definitiva, de lo dicho se desprende que el ensayo de torsién es
el mis adecuado para determinar caracterfsticas en caliente, siendo con
este fin objeto de particular atencidn en los f(ltimog afios. Puesto que per-
mite obtener una nmplia gama de velocidades con &€ ‘constante parece fac-
tible reproducir «on ¢l procesos discontinuos. En efecto. Blain y Rossard
han realizado tr.Hhios’ tendientes 4 simular las condiciones de laminacidn,
pero dltimamente Sellars y McTegar establecieron que 1a recupzracién y
recristalizacién dependen de las tensiones maximas inducidas y de la natu-
raleza de las mismas. @ ‘

1
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Acero 4% Si

TABLA I
MATERIAL | Temperatura n z (Kg/mm2)
g Nl
Acero 0.25%C , | 900 0.10 | 7.4
n 1000 0.17 6.0
1100 0.17 4.2
1200 0.19 3.1
Hierro Armco 1100 A 0‘.17 3.9
Acero Extra Duro 1100 - 0.17 4.2
Acero 0.85%C 1100 0.16 3.1
Acero 1.2%C 1100 0.14 3.5 .
Acero Inox. 18/8 900 s 0.07 9.8
1000 0.11}:  8.3"
1100 0.16 5.6
1200 . 0.20: 4.7
Acero 25% Cr 900 024y 0.6 55y 5.1
‘ 1000 - 0.24 3.3
1100 0.25 1.9
1200 0.26 1.3
1100 0.24 1.5
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ACERO. DULCE /

Carga P Kgs o} 1016 2038 4165 6096 8230 | 10.160| 12,192 14.326 15.24# 16.154 17.27%
| - - —t L
Espesor h mm 5,16 . 5,16 5’16 5,11 5,05 ’ 4,90 1 4,52 3,99 3,98 2’7f 2,29 1,80 ;I
_ I .

Ancho W mm 37,341 37,33] 37,34) 37,34 | 37,34 37,59 | 37,59 | 37,85 | 38,10 | 38,10 | 38,35 | 38,61
N 1 !

Tensidén Aplicada = Kgs/m9 O - - 21,3 31,2 41,8 51,7 61,6 71,9 7§;4 80,5 ’8535 i
w1 =2/(5,23 x W) / i
. f, -

Tensién Efectiva = Kgs/mm9 O - - - 18,4 27,0 36,2 1 44,7 | 53,3 | 62,2 1} 66,2 69,7 74,0

| =z 0,866 g"‘l : R .

£4 = 1n (b/ho) 0 0 0 0,0099 | 0,0199 | 0,0505 [ 0,131 | 0,257 | 0,485 {0,631 | 0,813 {1,050,
. i ) !

£ =& x 1,1547 0 0 0 0,01142{ 0,02298| 0,0583 | 0,151 | 0,296 | 0,559 | 0,728 | 0,937 | - |
' 1

: COBRE

Cargo P Kes. | o | 2032 | 3048| 4064 | 5080 | 6096 | 6604 | 7112 | 7620 | 8128 | 8636 | 9144 |
Espesor h mm | 5,03 4,80 4,621 4,47 4419 3,84 3,63 3,40 | 3,20 3,02 2,84 | 2,59
. ‘ o

Ancho kil mn | 38,61/38,61 { 38,61( 38,85 | 38,86 38,86 | 39:12 | 39,12 | 39,47 39,862 39,88 4o,13§
. |Tensidn Aplicada « Kgs/mmd 0 10,06 15,09 19,99 2498 29,98 | 32,27 | 34,75 | 36,99 | 39,20 41,39 | 43,55
trT = MS’QJ X H) . p . .
Tensidn Efectiva=7 =0,866 ¢ Kes/md o | 8,71 | 13,06| 17,30 | 21,63 | 25,96 | 27,94 | 30,09 | 32,03 | 33,95 ¥ 35,83 |37,70
£4 = In(h/bho) 0 0,0465 6,084 0,118 0,182 0,271 {0,325 | 0,390 | 0,452 | 0,509 0,570 0,6631
E = 1,1547 €1 o 0,0536] 0,097{ 0,136 | 0,21 0,312 | 0,374 | 0,45 0,518 0,587 | 0,657 0,765?




.~ ALUM BY RO

Sargo P E- Xes | 0} 508 | sore | 1219 | 1422 | 626 | 1829 | 2032 | 2235 | 2438 | 2642 | 2845
lspesor , h m |} 5,18 } 5,18 5,13 5,08 5,00 L 4493 1 4,80 4465 4439 | 4,09 3977 3,38
.-ncho ,' W mm 46,13 40,13 | 40,13 | 40,13 40,39 | 40,39 } 40,64 40,64 40,64 | 40,89 40,89 1 41,15
Jensidn Aplicada = XzafopC] O - 4,84 5,81 6,73 | 7,69 8,6 9,56 | 10,51 | 11,40 } 12,35]) 13,21
©§y = B/(5,23 x W) _. o . . 1. .
Jensién Efectiva = Kgs/mmz‘ o - 4,19 5,03 5,83 6,66 7445 8,27 9,10 9,87 10,69 11,44
1071 = 0,8667 . , -
€1 = In(h/ho) o 0 0,0098| 0,0198 | 0,0349| 0,0502| 0,076 |0,109 | 0,165 | 0,237 | 0,328 0,428
€ = 1,15478 4 10,0113 0,0228 { 0,0403{ 0,0578| 0,0876 [0,115 | 0,190 | 0,273 0,378 | 0,494
LATOXN 6040 LAMINADO = a40% o
Cargo P Xgs o {7620 | 12.192] 13.208 | 13.716| 14.224] 14.732 | 15.240! 17.272
Tspesor h .mm 54671 5,59 5,46 5,05 4,60 4,04 | 3,43 2,51 1,30
;:A’IChO i W mxfx 36332 J 36,32 : 36,32 36,58 36,58 36’58 36’58 37,08 38,1
Tensidn Aplicada Kes /mn? 20,2 1 64,2 | 69 7,9 | 74,4 1 {18 86,6
r ! =P/(5,23xW). . /un ¢ ] ’ ’ 7_: TT, 7945 ’
Pensidn: Efectivaf =0,886 77 | Kga/m?2 3 34,7 55,6 | 59,80 | 62,3 | G454 | 66,7 67,9 | 15
}.Es = ln(h/ho) o | o 0,0274] 0,1054 | 0,1989} 0,33 | 0,494 | 0,805 | 1,465
&1 x1,1547 0 0 0,0316| 0,1155| 0,229 | 0,381 | 0,571 } 0,93 | 1,545
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