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A»i» triuifóto

L o s  p r o c e s o s  d e  c o n f o r m a d o  d e  m e t a l e s  s e  l l e v a n  a  c a b o  e n  c o n d i c i o n e s  
d e  c a r g a  t a l e s  q u e  e n  g e n e r a l  p r o v o c a n  e s t a d o s  c o m p l e j o s  d e  t e n s i o n e s .  E s  p o r  
e l l o  i m p o r t a n t e  d e f i n i r  l a s  c o m p o n e n t e s  d e  t e n s i o n e s ,  c l a s i f i c a r l a s  c o n  r e s p e c t o  
a  a l g ú n  s i s t e m a  d e  r e f e r e n c i a ,  d e s a r r o l l a r  e l  e q u i l i b r i o  d e  t e n s i o n e s  e n  u n  p u n ­
t o ,  e t c .  p o r  c u a n t o  t o d o  e l l o  s e  a p l i c a  a  l a  m e c á n i c a  d e  l o s  c u e r p o s  d é f o r m a -  
b l e s  p l á s t i c a m e n t e .

A .  2 .  I N T R O D U C C I O N  A L  E S T A D O  D E  T E N S I O N E S

D e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  d e  l a  m e c á n i c a  d e l  c o n t f n u o ,  l a  p r i m e r a  h i p ó ­
t e s i s  s i m p l i f i c a t i v a  q u e  d e b e  t e n e r s e  e n  c u e n t a ,  e s  q u é  s e  s u p o n e n  s ó l i d o s  
p e r f e c t o s ,  e s  d e c i r  i s ó t r o p o s  y  h o m o g é n e o s .  A m b o s  t é r m i n o s  s e  d e f i n e n ; .

I s ó t r o p o :  E n  c u a l q u i e r  p u n t o  d e l  c u e r p o  s u s  p r o p i e d a d e s  s o n  i g u a l e s  
e n  t o d a s  d i r e c c i o n e s .

H o m o g é n e o :  L a s  p r o p i e d a d e s  s o n  i g u a l e s  e n  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e l
c u é r p o .

U n  c u e r p o  p u e d e  e s t a r  s o m e t i d o  a  l a  a c c i ó n  d e  f u e r z a s ,  s i e n d o  é s t a s  
d e  v o l u m e n  o  d e  s u p e r f i c i e .  L a s  f u e r z a s  m a g n é t i c a s ,  g r a v i t a c i o n a l e s ,  c e n t r í ­
f u g a s ,  t é r m i c a s ,  e t c . ,  s o n  e j e m p l o s  d e  l a s  d e  v o l u m e n .  A q u í  s e  t r a b a j a r á  
s ó l o  c o n  l a s  d e  s u p e r f i c i e .  L a  f u e r z a  a p l i c a d a  p o r  u n i d a d  d e  s u p e r f i c i e  s e  
d e s i g n a  " t e n s i ó n " .

' ■ / i

A . 3 .  E S T A D O  D E  T E N S I O N E S  E N  U N  P U N T O  ' > '

S u p ó n g a s e  u n  c u e r p o  u b i c a d o  e n  u n  s i s t e m a  d e  - r e f e r e n c i a  x ,  y ,  z ,  
S o b r e  e l  q u e  a c t ú a n  f u e r z a s  e x t e r i o r e s  ( f i g u r a  l ) . C o m ó  c o n s e c u e n c i a  d e  e s ­
t a s  f u e r z a s  a p l i c a d a s ,  c a d a  u n o  d é  l o s  p u n t o s  d e l  c u e r p o  e s t a r á  s ó p o r t a n d o
o  t r a n s m i t i e n d o  e s f u e r z o s .

F ig . 1



,,v.:Uh punto . jpomtiídto ^tado .tonâ MMíci - <gí>e'
se quiere :detormlnaxv Para ello», m  fco^:ÍÍ''$i&¿i¡í¿ col» un c ^ « ,:'''
quiera (identificado por los cosenos directores de slu normal) que pase por 
P . Al quitar la parto 1í del, ciíé^bi loe esíüersoe que se transmitfan a tní; 
véa del plano oc , pueden ser repreaeátadoa por fuerzas dlstribuftlas en el 
mismo* Si ae considera un entorno de área é  A alrededórdeP, sobre 
éste aétuarft unaf¡ueraa$P, y en d  lítolle ae tendrát .

M  ± £ . . < ¡ * r
4 Á ~ P  3 A  \

Oftr es la tensión resultante enelpueto P/sobre el planoque pasa por
«1. ■ ■ V -  /  v :  ; • • •  ■:

En lo que sigue se adoptar* la siguiente coovenclón^Elprtmersub^. 
Jndlce indicarft ca plano que pasa por P. JE1 segundo sufcfodico. la dirección 
de_la recta de acción dé la tensiósTcoasiderada.

Por lo general. U dirección r formará un ciextoáagulo coa a, y W  
este oaso. tesuUaútü d esto n ^ ir  a G / 1 ea úna componente de tensión 
según n, y otra yacente eá el piano (flgura Z a) . v. *

' Figura 2:a -'••• ; Figura'2 b

, Siguiendo la convención ya establecida para los. subíndices, la com­
ponente normal se indicaría con <¡£* , pero cuando los subíndices se 
repiten sei e s c ^ r á  directamente (fñ . Las componentes: ta|«enpUdrá se 
notarán con ̂  £#(, siendo t su rectade aceióa sobre^ . Existen al respec- 

' to o{ras /convenciones, 'y ’ •' '■/ ;

C nf Puede a su vez descomponersoendoscompooentes parale* 
las a los eje* * e y (figura 2 b), si se tomaYuidi 
tal que n s a y{'«1 -Pl*&© 'Coincida'coa'.",:;



P a f f i .  definir é l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  e n  e l  p u n t o  P  s e  c o n s i d e r a n  e n  e l ,  
m i s m o  t r e s  p l a n o s  c u y a s  n o r m a l e s  c o r r e s p o n d e n  á  í o s  e j e s  %, y ,  z  3 ) .

S o b r e  c a d a  u n o  d e  e s t o s  p l a n o s  a c t u a r á n  t e n s i o n e s  r e s u l t a n t e s  O x r, (T y r  
y  < Z r  p a r a  l a s  o r i e n t a c i o n e s  t a n t o  p o s i t i v a s  c o m o  n e g a t i v a s  d e  l o s  e j e s .
E s t a s  t e n s i o n e s  r e s u l t a n t e s  s o b r e  l o s  p l a n o s  c o o r d e n a d o s  p u e d e n  d e s c o m p o n e r ­
s e  e n  u n a  c o m p o n e n t e  n o r m a l  y  d o s  t a n g e n c i a l e s  s e g ú n  l o s  e j e s  d e  r e f e r e n c i a .  
E n  l a  f i g u r a  4  s e  m u e s t r a  d i c h a  d e s c o m p o s i c i ó n  p a r a  a m b a s  c a r a s  d e l  p l a n o  x - .

xx <
A  l o s  e f e c t o s  d e  v i s u a l i z a r  l a s  c o m p o n e t e s  d e  t e n s i ó n  a c t u a n t e s  e n  

l o s  p l a n o s  c o o r d e n a d o s ,  s e  d i b u j a  u n  c u b o  e l e m e n t a l  e n  c u y a s  c a r á s  a c t ú a n  
6  t e n s i o n e s  n o r m a l e s  ( d e  t r a c c i ó n  o  c o m p r e s i ó n )  y  1 2  t e n s i o n e s  t a n g e n c i a l e s  
( f i g u r a  5 ) .

D e  l a s  1 8  c o m p o n e n t e s  d e  t e n s i ó n ,  6  s o n  s u f i c i e n t e s  p a r a  c o n o c e r
e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  e n  e l  p u n t o .  E n  e f e c t o ,  s i  e l  p u n t o  e s t á  e n  e q u i l i b r i o  
l a s  t e n s i o n e s  d e  i g u a l  d i r e c c i ó n  q u e  a c t ú a n  e n  c a r a s  o p u e s t a s  d e b e n  s e r  d e



i g u a l  t t i á g a í t U d  y  s i g n o  c o n t r a r i o ,  y  l á á  t e n s i o n e s  t á f t g & t í & l & í e s  C u y a s  d i r e c c i o ­
n e s  c o n v e r g e n  e n  l a s  a r i s t a s  d e b e n  s e r  t a t ñ b i é n  d e  i g u a l  m a g n i t u d  % t t e  e s t a  
m a n e r a ,  a l  a p l i c a r  l a s  e c u a c i o n e s  d e  e q u i l i b r i o  e s t á t i c o  ( S a m a t o r i a  d e  f u e r z a s  

( y  s u m a t o r i a  d e  m o m e n t o s  i g u a l  a  c e r o ) ,  l a s  1 8  c o m p o n e n t e s  d e  t e n s i ó n  q u e d a n  
r e d u c i d a s  a  6 .  P o r  l o  t a n t o  e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  e n  u n  p u n t o  q u e d a  d e f i n i d o  
p o r  l a s  t r e s  t e n s i o n e s  n o r m a l e s  (Tx ,, (Ty ,  y  l a s  t r e s  t e n s i o n e s  t a n g e n ­
c i a l e s  •

A . 4 .  T E N S I O N E S  E N  U N  P L A N O  O B L I C U O

A q u f  s e  a n a l i z a r á  e l '  s i g u i e n t e  p r o b l e m a :  C o n o c i d o  e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  
e n  u n  p u n t o ,  s e  p r e t e n d e  a v e r i g u a r  c u a n t o  v a l e  (Tñr p a r a  u n  p l a n o  o b l i c u o  c u a l ­
q u i e r a  ( q u e  p a s a  p o r  P )  i d e n t i f i c a d o  p o r  s u s  c o s e n o s  d i r e c t o r e s  q u e  s e  d e s i g n a ­
r á n  r e s p e c t i v a m e n t e

i * : ' •’

ca/ (xh) s Jjt/t caú(yn)- coi (áw ) -» fxn
» l .

E l  p l a n o  t  c o r t a r á  a l  c u b o  d a n d o  u n  t e t r a e d r o  i r r e g u l a r  O A B C  
( f i g u r a  6 )  .  S e  p u e d e n  h a l l a r  l a s  c o m p o n e n t e s  c a r t e s i a n a s  d e  p l a n t e a n d o  l a s  
e c u a c i o n e s  d e  e q u i l i b r i o  d e  f u e r z a s  r e s p e c t o  d e  l o s  e j e s  x ,  y ,  z  ( f i g u r a  7 ) .

F i g .  6  F i g .  7
•/

■' Ofíx A  = 0 “x A y  * S y x  A y + &J£X Ajr

d o n d e  A  -  A r e a  d e  l a  c a r a  $
, / i  z  =  A r e a s  d e  l a s  c a r a s  x ,  y ,  z  r e s p e c t i v a m e n t e .  

C o m o :  . '



$>kt

C o n o c i d a s  s u s  c o m p o n e n t e s  c a r t e s i a n a s ,  (Tñr r e s u l t a r á :

@nr * G~n* + (hty + &nz |
P a r a  u n  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  d a d o ,  r e s u l t a  c l a r o  q u e  6 ~nr d e p e n d e  

d e  l a  o r i e n t a c i ó n  d e l  p l a n o  o b l i c u o  ¿ f  ,  p u e s t o  q u e  G~ñx , Gny y  & nz  s o n  
f u n c i o n e s  d e  l o s  c q s e n o s  d i r e c t o r e s  d e  l a  n o r m a l  q u e  i d e n t i f i c a  a l  p l a n o  
e n  c u e s t i ó n .

C o m o  s e  e x p l i c a r a  e n  A . 3 ,  p u e d e  d e s c o m p o n e r s e  a  (Tnr e n  u n a  
t e n s i ó n  n o r m a l  a l  p l a n o  /  ,  (fjj ,  y  o t r a  t e n s i ó n  t a n g e n c i a l  Z n t  ( f i g u r a  8 ) .

' ’■ i  
y

E l  v a l o r  d e  Gn p u e d e  h a l l a r s e  p r o y e c t a n d o  l a s  c o m p o n e n t e s  c a r t e s i a ­
n a s ,  G / j j *  ,  (7ny y  (Ffíz d e  G~nr e n  l a  d i r e c c i ó n  n ,  y  l u e g o  s u m a n d o  s u s  p r o y e c ­
c i o n e s  ,  r e s u l t a

6~n - G~rtx f  xn + fyn + ^nz hn
R e e m p l a z a n d o  Gn# ,Q n y  y  (Tn'z p o r  s u s  v a l o r e s  d a d o s  e n  2 ,  s e  

o b t i e n e  f i n a l m e n t e

Ofí ® fx/> + \ty tyn + G¿ f£n + 2  (£*y¡xn fyn+&ye ¡yn bn+£¿x í*>?xof (4) |
p u e d e  o b t e n e r s e  a h o r a  d e :V..

0/f¿ ¿ ffx /*/) * £ y *  $f*) + £>zx $zn 

&  x y  / xn  + (/y Íy n  + & z y  fz o

Gftz 3 ¿oxz f zn  + y x  Zyn f  Jxn
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(5)

A . 5 .  C U A D R I C A  D E  T E N S I O N E S  -  T E N S I O N E S  P R I N C I P A L E S
\ f ■

L a  e c u a c i ó n  4 ,  q u e  p e r m i t e  d e t e r m i n a r  l o s  v a l o r e s  d e  ( 3 L e n  f u n c i ó í i  
d e  l o s  c o s e n o s  d i r e c t o r e s  d e  l a  n o r m a l  a l  p l a n o  o b l i c u o  c o n s i d e r a d o ,  e s  u n a  '  
s u p e r f i c i e  e n  u n  " e s  p a c i ó  d e  c o s e n o s  d i r e c t o r e s .  A  l o s  e f e c t o s  d e  á n a l i z á r l á  ' 
e s  ú t i l  i n t r o d u c i r  e l  s i g u i e n t e  c a m b i o  d e  v a r i a b l e s :

.)■

I z a  (6) 

f / ñ i

±  / =  <rx . x z +(Ty y z+ <rz z \ z ( s , y x y  y ¿ r ^ x z x )  m

E s t a  e x p r e s i ó n  a s f  o b t e n i d a  p o n e  e n  e v i d e n c i a  q u e  d i c h a  s u p e r f i c i e  e s  
u n a  c u á d r i c a .  U n a  p r o p i e d a d  d e  l a s  c u á d r i c a s  e s  q u e  h a y  u n a  t e r n a  d e  d i r e c ­
c i o n e s ,  l l a m a d a s  " d i r e c c i o n e s  p r i n c i p a l e s " ,  e n  l a s  q u e  s e  a n u l a n  l o s  t é r m i n o s  
b i l i n e a l e s .  D e  m a n e r a  q u e ,  e n  l a  c u á d r i c a  d e  t e n s i o n e s  q u e  c o r r e s p o n d e  a  l a  
e c u a c i ó n  4 ,  h a b r á  t r e s  d i r e c c i o i i e s  e n  l a s  q u e  s e  a n u l a n  l a s  c o m p o n e n t e s  
t a n g e n c i a l e s .

A  l a s  t e n s i o n e s  n o r m a l e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a  e s a s  t r e s  d i r e c c i o n e s  s e  
l a s  l l a m a  " t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s " ,  y  s e  l a s  i d e n t i f i c a  g e n é r i c a m e n t e  c o n  Ojp 
( p a r a  p  =  1 , 2  ó  3 ) .

A . 6 .  E C U A C I O N  C U B I C A  -  I N V A R I A N T E S  D E L  E S T A D O  D E  T E N S I O N E S

I n t e r e s a  e n  e s t e  p u n t o  d e t e r m i n a r  e l  v a l o r  d e  l a s  t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s ,  
c o m o  a s f  t a m b i é n  l a s  d i r e c c i o n e s  e n  q u e  a c t ú a n  r e s p e c t o  d e  l a  t e r n a  d e  r e f e ­
r e n c i a .  *

i

S u p ó n g a s e  q u e  e l  p l a n o  f  d e  l a s  f i g u r a s  7  y  8  s e a  u n  p l a n o  p r i n c i p a l  
( o  s e a  u n  p l a n o  d o n d e  a c t ú a  u n a  t e n s i ó n  p r i n c i p a l ) .  E n  e s e  c a s o  ( 7 ^ -  1 
c o i n c i d e  c o n  0~n ( n o  h a y  c o m p o n e n t e  d e  c o r t e )  y  c u a n d o  e l l o  o c u r r e  s e  l a  
d e s i g n a  0 y >  ( v a l e  d e c i r  r  =  n  =  p ) .

L a s  c o m p o n e n t e s '  c a r t e s i a n a s  d e  O p  s e r á n :

A  =  ~ t ;  ... -  ™ 7 =  ¿  =

c o n  l o  q u e  s e  o b t i e n e :
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S i  e n  l a s  e c u a c i o n e s  d e  e q u i l i b r i o  2 s e  r e e m p l a z a n  (J/tXt (Hny Y 
p o r  l o s  v a l o r e s  h a l l a d o s  e n  8 s e  o b t i e n e :

(9)

q u e  r e o r d e n a d a s  d a n :

(  0*  - +  SÜTyx Jyf> r  cT^ =. o

% xy J x p  + ( T y  -  (T p ) j y p  -r & £y f jr p  = 0  

<Zx& J x p  +■ G»y*c fy f>  -v (  (F¡r -  (jjo) $£ p  -  0

(10)

U n  s i s t e m a  d e  n  e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  h o m o g é n e a s  c o n  n  i n c ó g n i t a s  
t i e n e  s ó l o  s o l u c i ó n  t r i v i a l  s i  e l  d e t e r m i n a n t e  d e  l o s  c o e f i c i e n t e s  d e  l a s  i n -

a d e m á s  s o l u c i o n e s  n o  t r i v i a l e s .  P u e s t o  q u e ,  c o m o  s e  v i ó  a l  a n a l i z a r  l a  e c u a ­
c i ó n  4 ,  e x i s t e n  t r e s  d i r e c c i o n e s  p r i n c i p a l e s  m u t u a m e n t e  o r t o g o n a l e s  q u e  s o n  
s o l u c i o n e s  d e l  s i s t e m a  1 0 ,  l o s  t r e s  c o s e n o s  d i r e c t o r e s  d e  c a d a  u n a  d e  e s a s  
d i r e c c i o n e s  n o  p u e d e n  s e r  s i m u l t á n e a m e n t e  n u l o s .  L a  s o l u c i ó n  s e  e n c u e n t r a

L a s  t r e s  r a f e e s  d e  l a  e c u a c i ó n  1 1  c o r r e s p o n d e n  a  l a s  t e n s i o n e s  p r i n c i ­
p a l e s  .  U n a  v e z  d e t e r m i n a d a s  é s t a s ,  p u e d e n  h a l l a r s e  l a s  d i r e c c i o n e s  e n  q u e  
a c t ú a n  r e s p e c t o  d e  l a  t e r n a  d e  r e f e r e n c i a  d a n d o  s o l u c i ó n  a l  s i s t e m a  1 0  c o n ­

t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s .

C o m o  e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  e n  e l  p u n t o  P  e s  i n d e p e n d i e n t e  d e  l a  t e r n a  
d e  r e f e r e n c i a  e l e g i d a ,  l a s  s o l u c i o n e s  d e  l a  1 1  s e r á n  l a s  m i s m a s  c u a l q u i e r a  
s e a  l a  t e r n a  a d o p t a d a  p a r a  d e f i n i r  d i c h o  e s t a d o .

U n a  c o n s e c u e n c i a  i m p o r t a n t e  q u e  s u r g e  d e  e l l o ,  e s  q u e  l o s  c o e f i c i e n t e s  
d e  l a  e c u a c i ó n  c ú b i c a  n o  s u f r i r á n  a l t e r a c i o n e s  s i  s e  c a m b i a  e l  s i s t e m a  d e  c o o i > -  
d e n a d a s  d e  r e f e r e n c i a ,  e s  d e c i r ,  s e r á n  " i n v a r i a n t e s  d e l  e s t a d o , d e  t e n s i o n e s " .

c ó g n i t a s  e s  d i s t i n t o  d e  c e r o .  S i  e s t e  d e t e r m i n a n t e  e s  n u l o ,  e l  s i s t e m a  t i e n e

j u n t a m e n t e  c o n  l a  c o n d i c i ó n p a r a  c a d a  u n a  d e  l a s

E n  f u n c i ó n  d e  u n a  t e r n a  x ,  y ,  z  ,  o  d e  l o s  e j e s  p r i n c i p a l e s ,  I 03 i n v a ­
r i a n t e s  s e r á n  r e s p e c t i v a m e n t e :
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Zj = d~x t  Gy y - = 0  ̂ + + (7íf

A  A 4- ( /y  ( /¿ >  Ú% $j¡ ~ $ > x y ~¿*y* * ̂ Ürx * (12)

J j ss O# Gy tf¿; + 2 Sxy  <?y¿r Sr¿Ex ~ **yx ~ ^y ^ z x  ~ — ^7

E n  s u  f o r m a  m á s  g e n e r a l  l a  e c u a c i ó n  1 1  p u e d e  e s c r i b i r s e  a h o r a :

t  t2 (Jp  -  I 3 -  O ' '  ^  ( 1 3 )

A . 7 .  R E P R E S E N T A C I O N  G R A F I C A  D E L  E S T A D O  D E  T E N S I O N E S  E N  E L  
P U N T O .  M E T O D O  D E  M O H R .' *

. y , * . (
S e  v e r á  a q u í  u n  m é t o d o  g r á f i c o  d e  r e p r e s e n t a r  e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  

d e  u n  p u n t o s  i %

P a r a  l o s  e s t a d o s  t r i d i m e n s i o n a l e s  d e  t e n s i o n e s  e s  p o s i b l e  d e t e r m i n a r  
(Tn y  & n t  e n  u n  p l a n o  e x  c u y a  o r i e n t a c i ó n  r e s p e c t o  d e  l o s  e j e s  p r i n c i p a l e s  

s e  c o n o c e n ,  c o m o  a s í  t a m b i é n  l a  m a g n i t u d  d e  ■ l a s  t e h s i o n e s  p r i n c i p a l e s .  O b ­
s é r v e s e  q u e  é s t e  e s  e l  m i s m o  p r o b l e m a  p l a n t e a d o  a n a l í t i c a m e n t e  e n  A . 4  c u y a  
s o l u c i ó n  g r á f i c a  e s  p o s i b l e  s i  l a  t e r n a  d e  r e f e r e n c i a  e s  l a  p r i n c i p a l .  E n  e f e c ­
t o ,  c u a n d o  e l  s i s t e m a  d e  r e f e r e n c i a  e s t á  d a d o  p o r  l o s  e j e s  p r i n c i p a l e s ,  l a s  
e c u a c i o n e s  2 , 3  y  4  q u e d a n  r e s p e c t i v a m e n t e :

§72 *  &2 fzn  (2')

$73 * ^3 hr3i7

G~nr & + ü~n ¿  + (T n s ( 3 ’ )

30
C o n  3 1 ,  2 ’ y  4 '  ,  e l  v a l o r  % nt d e  l a  5  r e s u l t a ;

( 4 1 )

t -  r , / ? „  + <rz  £  + < r / l ¿ - t < n / , „ + c ¿ 4 ,  *  c }  f3„  $ d  ■
t,

L a s  e c u a c i o n e s '  4 '  y  5 '  c o n s t i t u y e n  l a  s o l u c i ó n  a n a l í t i c a  d e l  p r o b l e m a .  

P a r a  e n c o n t r a r  l a  s o l u c i ó n  g r á f i c a ,  d e  l a  c o n d i c i ó n :

( 1 4 )

e 2
s e  d e s p e j a  e l  v a l o r  d e  / _  y  r e e m p l a z a n d o  e n  4 '  y  5 '  r e s p e c t i v a m e n t e ,
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r e s u l t a :

E l i m i n a n d o  J»  e n t r e  4 "  y  5 " :

/  m + (@2 ~Gfi )(&3 - (¡ñ)

A n á l o g a m e n t e  p u e d e  o b t e n e r s e :

J z  + (<r3 - r „ > < t i; - ( r „ y  
™  '  i<r3 -<r2 ) (< ? ; -< % )

l l .  z í t t + t < i t - < r „ > ( G i - r » >... ..... . ■--■■■ -■ I
^ ^ 7 ~ )  ( @2 -  O j)

E s t a s  t r e s  ú l t i m a s  e c u a c i o n e s  s e  p u e d e n  e s c r i b i r  e n  l a  f o r m a :

( 1 5  a )  

( 1 5  b )  

( 1 5  c )

E n  u n  s i s t e m a  d e  e j e s  o r t o g o n a l e s  0 7 ?  ~  ,  c a d a  u n a  d e  l a s  
e c u a c i o n e s  a n t e r i o r e s  c o n s t i t u y e  u n a  f a m i l i a  d e  c i r c u n f e r e n c i a s  c o n  c e n t r o  
s o b r e  e l  e j e  d e  a b s c i s a s ,  c u y o s  r a d i o s  v a r f a n  e n  f u n c i ó n  d e  l o s  r e s p e c t i v o s . 
c o s e n o s  d i r e c t o r e s  e n t r e  l o s  v a l o r e s  e x t r e m o s .

S e  d a n  a  c o n t i n u a c i ó n  e n  l a  s i g u i e n t e  t a b l a ,  l o s  c e n t r o s  d e  c a d a  f a ­
m i l i a  c o m o  a s f  t a m b é n  s u s  r a d i o s  m á x i m o s  y  m í n i m o s  c o n j u n t a m e n t e  c o n  
l o s  v a l o r e s  d e  l o s  r e s p e c t i v o s  a r c o s .  P a r a  e s t e  a n á l i s i s  s e  h a  t o m a d o  c o n ­
v e n c i o n a l m e n t e :

a r n - ^ f y  + Z r t - A n « n - ( ü ) i < r , - r 3 )  +

j í í  :z*nt XJsn 1 ',3~ 2«ÍJ.C2 .j:„(0;-<r,)<(r3-fr2) + ( G ^2k y

(7J >
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E h  l a  f i g u r a  9  e s t á n  r e p r e s e n t a d a s  l a s  c i r c u n f e r e n c i a s  m á x i m a  y  m í n i ­
m a  d é  l á  f a í n i l i á  e e n l r i á d a  e n  d j n  q u e  c o r r e s p o n d e n  a  l a  e d ü & e i í ó h  l é í á r

E n  l a  f i g u r a  1 0  e s t á n  s u p e r p u e s t a s  e n  u n  m i s m o  d i b u j o  l a s  c i r c u n f e r e n ­
c i a s  m á x i m a s  y  m í n i m a s  d e  l a s  t r e s  f a m i l i a s  d a d a s  p o r  1 5 a ,  b  y  c .

F i g .  9  F i g .  1 0

D a d o  u n  p l a n o  c u a l q u i e r a  q u e  p a s e  p o r  e l  p u n t o  P ,  s u s  c o s e n o s  d i r e c ­
t o r e s  d e b e r á n  c u m p l i r  c o n  1 4 .  A  c a d a  c o s e n o  d i r e c t o r  l e  c o r r e s p o n d e r á  u n a  
c i r c u n f e r e n c i a  d e  s u  r e s p e c t i v a  f a m i l i a .  P u e s t o  q u e  ' ( y  p o r  l o  t a n t o  Ort
y $ 7 1 ) p a r a  e l  p l a n o  e n  c u e s t i ó n  e s  ú n i c a ,  l a s  t r e s  c i r c u n f e r e n c i a s  d e b e n  
c o r t a r s e  e n  u n  p u n t o  d e l  p l a n o  0~n -  •  E l  ú n i c o  l u g a r  e n  q u e  e l l o  p u e d e  
o c u r r i r  e s  l a  z o n a  c o m ú n  a  l a s  t r e s  c o r o n a s ,  q u e  q u e d a ' c o m p r e n d i d a  c a t r e  
l a s  c i r c u n f e r e n c i a s  q u e  c o r r e s p o n d e n  a  — J  *
( z o n a  r a y a d a  d e  l a  f i g u r a  10) .  3n

|  O b s é r v e s e  q u e  l o s  p u n t o s  s o b r e  c a d a  u n a  d e  e s t a s  c i r c u n f e r e n c i a s  l f -
£ m i t e s  c o r r e s p o n d e n  a  l a s  t e n s i o n e s  n o r m a l  y  t a n g e n c i a l  s o b r e  p l a n o s  d e  l o s  
i  h a c e s  q u e  p a s a n  r e s p e c t i v a m e n t e  p o r  l o s  e j e s  p r i n c i p a l e s  1 ,  2  y  3 .
í

D a d o  e n t o n c e s  u n  p l a n o  q u e  p a s e  p o r  P  y  c o n o c i d o s  l o s  á n g u l o s  q u e  
é s t e  f o r m a  c o n  l o s  e j e s  p r i n c i p a l e s ,  c o n  l o s  v a l o r e s  d e  s u s  c o s e n o s  d i r e c ­
t o r e s  p u e d e n  c a l c u l a r s e  l o s  r a d i o s  c o n  l a s  e c u a c i o n e s  1 5 a ,  b  y  c .  C o n  
c e n t r o s  e n  C i n ,  C £ n  y  C 3n  s e  t r a z a n  l a s  c i r c u n f e r e n c i a s  d e  r a d i o s  a s í  
d e t e r m i n a d o s  y  l a s  c o o r d e n a d a s  d e l  p u n t o  d o n d e  e l l a s  s e  i n t e r s e c a n  c o r r e s ­
p o n d e n  a  0~n y & n t  d e l  P l a n o  d a d o .  !

S e  d e m o s t r a r á  q u e  s i  p o r  (f j  s e  l e v a n t a  u n a  n o r m a l  y  a
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. J r,' '  \
p a r t i r  d e  e l l a  s é  t r a z a  e l  á n g u l o  l n ,  l a  i n t e r s e c c i ó n  d e  e s t a  r e c t a  c o n  
l a s  c i r c u n f e r e n c i a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  á  2 n  =  9 0 “ y  3 n  =  9 0 °  ( p u n t o s  A 2 y  
A 3)  p e r t e n e c e n  a  l a  c i r c u n f e r e n c i a  d e  c e n t r o  C ^ n  y  r a d i o  c o r r e s p o n d i e n t e  
a l  d a d o  ( f i g u r a  11  a ) .

E s t e  m é t o d o  c o n s t i t u y e  l a  s o l u c i ó n  g r á f i c a  d d  p r o b l e m a  y  e v i t a  
e l  c á l c u l o  d e  l o s  r a d i o s .  E n  e f e c t o ,  e n  l a  f i g u r a  11  a  l o s  á n g u l o s  e n  A 2 
y  A 3 s o n  r e c t o s  y  A 2C i n  =1 A 3C 111

------- 2 --------. 2 ------- 2
A 2 C,« C<n H *

/  1

*4  ( 9 0 ° -  = T í r M  j / , .  ¡ 2

7¡a2 .  « r , - r 3 > .  1 L M  4

R e e m p l a z a n d o  C i n H  y  H A g  e n  l a  e x p r e s i ó n  d e . A 2C ¿ n  r e s u l t a ;

A , <W = / / , *  -%)+{?■l ^ K J r
q u e  e s  e l  r a d i o  d e  l a  e c u a c i ó n  1 5 a .  A n á l o g a m e n t e  p u e d e t í  o b t e n e r s e  l o s  r a ­
d i o s  p a r a  l o s  v a l o r e s  d e  l o s  á n g u l o s  2 n  y  3 n  d e l  p l a n o  d a d o .

E n  l a  . p r á c t i c a  ,  e n t o n c e s  ,  l a  c o n s t r u c c i ó n  s e  r e a l i z a  d o  l a  s i g u i e n t e  
m a n e r a  ( f i g u r a  11  b ) :  • (  . .

( a )  J E n  u n  s i s t e m a ' d e  c o o r d e n a d a s  (T̂  -  & / ■ * / , •  ^ e  t o r n a  s o b r e  e l  e j e



15

c o r r e s p o n d i e n t e  l o s  v a l o r e s  d e  l a s  t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s ,
( b )  C o n  c e n t r o  e n  C ^ n  s e  t r a z a  l a  c i r c u n f e r e n c i a  d e  r a d i o  R i n ^

C o n  c e n t r o  e n  C 2n  s e  t r a z a  l a  c i r c u n f e r e n c i a  d e  r a d i o  R 2n  / - feJÍ 
C o n  c e n t r o  e n  C 3n  s e  t r a z a  l a  c i r c u n f e r e n c i a  d e  r a d i o  R 3n -  tV¿ <(Ti - 
C a d a  p u n t o  d e l  á r e a  c o m ú n  d e  l o s  t r e s  c í r c u l o s  c o r r e s p o n d e  a ' j ' n  y  

p a r a  l o s  p l a n o s  d e  l a s  d i v e r s a s  o r i e n t a c i o n e s  d e l  e s p a c i o  q u e  
p a s a n  p o r  e l  p u n t o  P .

( c )  S e  l e v a n t a  u n a  n o r m a l  a  (/p p o r  7 j , y a  p a r t i r  d e  e l l a  s e  t o m a  u n  
á n g u l o  l n .  E l  n u e v o  l a d o  d e l  á n g u l o  c o r t a r á  a  l a s  c i r c u n f e r e n c i a s  d é  
l a s  f a m i l i a s  2 n  y  3 n  e n  A g  y  Á 3 .  C o n  c e n t r o  e n  C i n  s e  t r a z a  e l  
a r c o  d e  c i r c u n f e r e n c i a  q u e  p a s a  p o r  A g  y  A g .  C o m o  s e ^ v i ó ,  e l  r a d i o  
d e l  a r c o  a s f  t r a z a d o  s a t i s f a c e  e l  v a l o r  d e  R l n  p a r a  e l  l n  d a d o .

( d )  E n  f o r m a  s i m i l a r ,  p o r  (T̂  s e  l e v a n t a  u n a  p e r p e n d i c u l a r  y  s e  t o m a  
e l  á n g u l o ^ 3 n  q u e  c o r t a r á  e n  B i  y  B 2 a  l a s  c i r c u n f e r e n c i a s  d e  l a s  
f a m i l i a s  l n  y  2 n .  C o n  c e n t r o  e n  C g n  s e  t r a z a  e l  a r c o  d e  c i r c u n f e ­
r e n c i a  q u e  p a s a  p o r  y  B g ,

( e )  L a  i n t e r s e c c i ó n  d e - l o s  a r c o s  d a  e l  p u n t o  Q .  L a  o r d e n a d a  Q S  s e r á  
e l  v a l o r  d e  y  l a  a b s c i s a  O S  e l  v a l o r  d e  IJ¿¡

_  -A
S i  p o r  (/]> t r a z a  e l  ' á n g u l o  2 n  c o n  l a  n o r m a l  h a s t a  c o r t a r  a  

l a s  c i r c u n f e r e n c i a s  l n  y  2n ,  e l  a r c o  c o n  c e n t r o  e n  C 2n  d e b e r á  p a s a r  p o r  
Q .  E n  e f e c t o ,  c o m o  l a  e c u a c i ó n  1 4  l i g a  a  l o s  t r e s  c o s e n o s  d i r e c t o r e s  s ó l o  
e s  n e c e s a r i o  c o n o c e r  d o s  á n g u l o s  p a r a  p o d e r  r e a l i z a r  l a  c o n s t r u c c i ó n .

A . 8 .  T E N S I O N E S  T A N G E N C I A L E S  P R I N C I P A L E S

E n  l a  f i g u r a  1 2  s e  o b s e r v a n  t r e s  ' v a l o r e s  p a r t i c u l a r e s  d e  l a s  t e n s i o n e s  
t a n g e n c i a l e s .  C o r r e s p o n d e n  a  l a s  " t e n s i o n e s  t a n g e n c i a l e s  p r i n c i p a l e s " ,  q u e  
v a l e n  r e s p e c t i v a m e n t e :

s ;  ,  .  ^  ~ ^  ,  - S .7 -fe  o ,  , ,  J L J L  (i6)
/-3 -  5 «¿*.3 o ' ?



H a b i e n d o  a d o p t a d o  l a  c o i t t r & f t t é & c u '  * r e s u l t a
£>,-3 l á  ‘ « t e a s t ó n  t á n g é a c M  %&d á t e g t á é é  d e  l o s  p l a a t ^  e n

q u e  a c t ú a n  s e r á n .  r e s p e c t i v a m e n t e ?  l á  =  f x r -  4 5 ° y  2 a  9 0 ?  A n á l o g a m e n t e ,  
^ 2 - 3  Y  ^ ”<-2 a c ^ a É  p t ó a c *  . a f e & ? i i ¡ S o s  4 5 ° ' c o n  l o s  reay^ ctivos 

e j e s  p r i n c i p a l e s .

O b s é r v e s e ' q u e  p a r a  c a d a  p a r  d e  t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s  h a y  d o s ;  p i a r l o s  
d e  t e n s i o n e s  d e  c o r t e  p r : S á c í p a l e E ' q u ñ  , - f e i s e < v f e a n  l a s  d i r e c c i o n e s  p j r f n c í . g a ^ s .

F i g .  1 2
i

A . 9 .  C A S O S  P A R T I C U L A R E S  D E  E S T A D O S  D E  ' T E N S I O N E S
\

( a )  E l  m á s  s i m p l e  d e  t o d o s  c o r r e s p o n d e ,  a  " T r a c c i ó n  o  c o m p r e s i ó n  
u n i a x i a l  o  s i m p l e " .  L a s  f i g u r a s  1 3  a  y  b  m u e s t r a n  r e s p e c t i v a ­
m e n t e  e s o s  e s t a d o s  y  s u s  c í r c u l o s  d e  M o h r  c o r r e s p o n d i e n t e s .
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F i g .  1 3  b

( b )  E l  e s t a d o  d e  " c o r t e  p a r o " ,  o b t e n i d o  p o r  t o r s i ó n  d e  u n a  b a r r a  c i ­
l i n d r i c a ,  y  s u  e q u i v a l e n t e  p r o d u c i d o  p o r  u n a  t r a c c i ó n  y  u n a  c o m ­
p r e s i ó n  d e  i g u a l  m a g n i t u d ,  s e  m u e s t r a n  e n  l a s  f i g u r a s  1 4  a  y  b .

F i g .  1 4  a  F i g .  1 4  b

( c )  E l  e s t a d o  " c i l i n d r i c o "  d e  t e n s i o n e s ,  d a d o  p o r  (/? *  (/J d e l
c u a l  s o n  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  l o s  e s t a d o s ,  u n i a x i a l e s  d e  t r a c c i ó n  
y  c o m p r e s i ó n ,  s e  i l u s t r a n  e n  l a  f i g u r a  1 5 .
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<d)

(e)

E l  e s t a d o  " e s f é r i c o "  d e  t e n s i o n e s  e s  t a l  , q u e  =  Jz  -  '■ ?  
y  s u  r e p r e s e n t a c i ó n  g r á f i c a  p o r  e l  m é t o d o  d e  M o h r  e s t á  d a d a  p o r  
u n  p u n t o  e n  e l  e j e  d e  a b s c i s a s ,  ( f i g u r a  1 6 ) ,

Znt

F i g .  1 6

E l  e s t a d o  d e  " t e n s i ó n  p l a a a ' %  c ^ d o  p o r  4  Q ¡ ¿ .0  j  @3 ** O 
s e  i l u s t r a  e n  l a  f j . g i . v r t .  1 7  o

r

0 - -

A .  1 0 .  C O M P O N E N T E S  H I D R O S T A T I C A  Y  D E S V I A D O R A  D E L  E S T Á D O  
D E  T E N S I O N E S

U n  e s t a d o  g e n e r a l  d e  t e n s i o n e s  s e  ' p u e d e  c o n s i d e r a r  c o m o  l a  s u m a  
d e  d o s  e s t a d o s  l l a m a d o s  " e s f é r i c o "  y  " d e s v i a d o r " .  E s t a  d e s c o m p o s i c i ó n  s e  
p u e d e  v i s u a l i z a r  e n  u n  e s p a c i o  d e  t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s  l l a m a d o  " e s p a c i o  
d e  W e s t e r g a a r d "  ( f i g u r a  1 8  a ) ,  d o n d e  ,  0 U2  y  Q&3 ; s o n  é j e s  g e n e r a ­
l e s  d e  t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s .  L a  r e c t a  h  e s  t a l  q u e  e s t á  i g u a l m e n t e  i n c l i n a ­
d a  c o n  r e s p e c t o  a  l o s  t r e s  e j e s  ( l o s  t r e s  c o s e n o s  d i r e c t o r e s  s o n  i g u a l e s  
a  l/ifé) y  p o r  l o  t a n t o  e s  e l  l u g a r  g e o m é t r i c o  d e  t o d o s  l o s  e s t a d o s  h i d r o s -  
t á t i c o s .  S i  O P  e s  u n  e s t a d o  g e n e r a l  d e  t e n s i o n e s  c u y a s  c o m p o n e n t e s  s o n  
O P j  =. 7} ,  P j M  -= ,  M P  =  (/J  ,  e n t o n c e s  O N  s e r á  e l  e s t a d o
h i d r o s t á t i c o  O N  y  N P  e l  d e s v i a d o r  r e s p e c t i v a m e n t e  d e  C P .
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F i g .  1 8  a

S i e n d o  l a s  c o m p o n e n t e s  c a r t e s i a n a s  d e l  e s t a d o  g e n e r a l  OP, (77, 
y  í/ j  ,  e l  m ó d u l o  d e  O Ñ  r e s u l t a :

’ /S  j/3  f í  f3  ' - 3
y  s u s  c o m p o n e n t e s  c a r t e s i a n a s  s e r á n  i g u a l e s  y  d e  v a l o r :

m (17)

e s  l a  t e n s i ó n  h i d r o s t á t i c a  o  t e n s i ó n  m e d i a .  S i e n d o  u n  i n v a r i a n t e  
r e s u l t a :

(P  _ ( /í + (Tk + $3 _ Ü* +  y  +. „  _ /> .m ,  . _ y 7?
¿  (18>

L a s  c o m p o n e n t e s  c a r t e s i a n a s  d e  N P ,  q u e  e s  e l , e s t a d o  d e s v i a d o r ,  
s o n  l a s  d i f e r e n c i a s  e n t r e  l a s  r e s p e c t i v a s  c o m p o n e n t e s  d e l  e s t a d o  g e n e r a l  
y  e l  e s f é r i c o :
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( 1 ¡ 9  a )
2  {/J, - &j ¿ J í -

3  .

P a r a  una terna g e n é r i c a  x ,  y ,  z ,  e l  e s t a d o  d e s v i a d o r  q ú e d a  d a d o
p o r :

f T '  r~ t— 2 Oy - G¿ ~ (T*i/y ¡M 0 y  -  «. ----------- ------r^----

( 1 9  b )

E n  l a  r e p r e s e n t a c i ó n  d e  M o h r ,  o b t e n e r  d e  u n  e s t a d o  g e n e r a l  e l  
e s t a d o  d e s v i a d o r ,  e q u i v a l e  a  c o r r e r  e l  e j e  d e  o r d e n a d a s  u n a  c a n t i d a d  0/r> 
( f i g u r a  1 8  b ) .  E s t a  d e s c o m p o s i c i ó n  e s  i m p o r t a n t e  p a r a  e l  e s t u d i o  d e  l o s  
c r i t e r i o s  d e  f l u e n c i a  y  e l  c o m p o r t a m i e n t o  p l á s t i c o .

E ñ  l a  f i g u r a  1 8  c  s e  h a  r e p r e s e n t a d o  e s t a  d e s c o m p o s i c i ó n  d e  t e n - , 
s i o n e s  e n  e l  p u n t o ,  y  e n  l a  1 8  b  s u  e q u i v a l e n t e  e n  e l  d i a g r a m a  d e  M o f i r .

i>m

F i g .  18b

CsisJo (Jqí j f  £±+aJt> Cs.tfe, k.c>
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L o s  i n v a r i a n t e s  d e l  e s t a d o  e s f é r i c o  p u e d e n  o b t e n e r s e  r e e m p l a z a n d o  
l a  1 8  e n  l a s  e x p r e s i o n e s  12 ,  r e s u l t a n d o *

¿ i  *■ 3  js

4 " -  3  ¡T,* .  (20)

(T J  ,  J ¿•7 m  - > /

A n á l o g a m e n t e  s i  l o s  v a l o r e s  d e  l a s  e c u a c i o n e s  1 9  s e  i n t r o d u c e n  e n  
l a  12 ,  s e  o b t i e n e n  l o s  i n v a r i a n t e s  d e s v i a d o r e s :

Tí ‘ °

» I ,  -  / /  * -

J ¡ ~ 3 " -if 2 7  '
A .  1 1 .  T E N S I O N  E F E C T I V A  O  E Q U I V A L E N T E

S e  d e f i n e  a  l a  t e n s i ó n  e f e c t i v a ,  ( 7 ~  ,  d e  l a  s i g u i e n t e  m a n a r a

r -y  ± ca r, - <J¡)z+ ( !h - s i ) 2+<(j2 -sr,)1 ]

C o m p a r a n d o  l a  2 2 a  c o n  l a  e x p r e s i ó n  , d a l  s e g u n d o  i n v a r i a n t e  d e s v i a ­
d o r  I2' s e  o b t i e n e :

'/2. ^  y _ p

l o  q u e  i m p l i c a  q u e  « /  e s  t a m b i é n  u n  i n v a r i a n t e  d e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s . 
E s t e  n u e v o  i n v a r i a n t e  p e r m i t e  c o m p a r a r  c o m p o r t a m i e n t o s  p l á s t i c o s  b a j o  
d i s t i n t o s  e s t a d o s  d e  t e n s i o n e s  r e d u c i é n d o l o s  a  e s t a d o s  e q u i v a l e n t e s .

O b s é r v e s e  q u e  p a r a  e s t a d o s  u n i a x i a l e s ,  C T ” s e  r e d u c e  a  l a  t e n s i ó n  
u n i a x i a l .

P a r a  u n a  t e r n a  x ,  y ,  z ,  g e n é r i c a ,  d e  l a  e c u a c i ó n  22b  s e  o b t i e n e :

^  — l / ~  i  í  3* - \t) + ( ’J y  - + (Ujr - (/̂ c )* ]+  3 f t  t c
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n. l .B.  e s t a d o  d e  d e f o r m a c i o n e s
• \'

B . l  O b j e t o .

B . 2  I n t r o d u c c i ó n : ' a l  e s t á d o  d e  d e f o r m a c i o n e s :  D e s p l a z a m i e n t o s  

y  D e f o r m a c i o n e s  : •

B .  3  E s t a d o  d e  d e f o r m a c i o n e s

B . 4  C o m p o n e n t e s  i n f i n i t e s i m a l e s  d e  d e f o r m a c i ó n  f i n i t a

B . 5  V e l o c i d a d e s  d e  d e f o r m a c i ó n

B .6  D e f o r m a c i ó n ,  e f e c t i v a  o  e q u i v a l é h t e

B . 7  D e f o r m a c i o n e s  f i n i t a s .  D e f o r m a c i o n e s  l o g a r í t m i c a s
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B . l .  O B J E T O

D e  u n a  m a n e r a  a n á l o g a  a  c o m o  s e  e f e c t u a r a  e l  e s t u d i o  d e l  e s t a d o  
d e  t e n s i o n e s ,  s e  r e a l i z a r á  e l  d e  d e f o r m a c i o n e s .  C o m o  n o  i n t e r e s a n  d e s d e  
e s t e  p u n t o  d e  v i s t a  l o s  m o v i m i e n t o s  c i n e m á t i c o s  r í g i d o s ,  s e  o b t e n d r á n  
c o m o  p a s o  p r e v i o  a l  e s t u d i o  f l e n e r a l  d e  d e f o r r m c i o r e  s ,  l a s  c o m p o n e n t e s  
d e  d e f o r m a c i ó n  p u r a  e  i r r o t a c i o n a l  a  p a r t i r  d e  u n  d e s p l a z a m i e n t o  g e n e r a l .

S e  i n t r o d u c i r á  a d e m a s  e l  c o n c e p t o  d e  d e f o r m a c i o n e s  l o g a r í t m i c a s .

B . 2 .  I N T R O D U C C I O N  A L  E S T A D O  D E  D E F O R M A C I O N E S :  D E S P L A Z A ­
M I E N T O S  Y  D E F O R M A C I O N E S

U n  c u e r p o  s o m e t i d o  a  f u e r z a s  e x t e r i o r e s  a l t e r a r á  s u  e s t a d o  d e  
m o v i m i e n t o  y / o  s e  d e f o r m a r á .  P a r a  p r e c i s a r  e s t a s  c o n d i c i o n e s  s e  c o n ­
s i d e r a n  e n  e l  c u e r p o  d e  l a  f i g u r a  1 9  d o s  p u n t o s  O  y  P  s e p a r a d o s  p o r  
u n a  d i s t a n c i a  j (0 .

F i g .  1 9

P o r  e f e c t o  d e  l a s  f u e r z a s  a p l i c a d a s ,  l o s  p u n t o s  p a s a r á n  a  o c u p a r  
p o s i c i o n e s  t a l e s  c o m o  O '  y  P "  s i e n d o  a h o r a  s u  d i s t a n c i a  1 .  L l a m a r e m o s  
O O '  a l  d e s p l a z a m i e n t o  d e l  p u n t o  O  y  P P "  a l  d e s p l a z a m i e n t o  d e l  p u n t o  P .  
P u e d e  h a b e r  o c u r r i d o  q u e :

( a )  1 -  1Q ,  e n  e s t e  c a s o  e l  c u e r p o  s ó l o  s e  h a  m o v i d o  p e r o  n o  s e  h a  
d e f o r m a d o .  S i  O ' P "  e s  p a r a l e l o  a  O P  s ó l o  s e  p r o d u j o  u n  m o v i ­
m i e n t o  t r a s l a t o r i o .  S i  O ' P "  n o  s e  m a n t i e n e  p a r a l e l o  a  O P  e l  
m o v i m i e n t o  h a b r á  s i d o  r o t o t r a s l a t o r i o  o  d e  r o t a c i ó n .

( b )  1  £  1 0 ,  s e  h a  p r o d u c i d o  u n  d e s p l a z a m i e n t o  r e l a t i v o  d e  , P  c o n  r e s -  
¿ p e c t o  a  O .  S e  d i c e  q u e  e l  c u e r p o  s e  e n c u e n t r a  s o m e t i d o  a  u n  e s ­

t a d o  g e n e r a l  d a  d e f o r m a c i ó n .  E n  e l  c a s o  p a r t i c u l a r  d e  q u e  s e g m e n -  
■ t o s  r e c t o s  y  p a r a l e l o s  s e  m a n t e n g a n  c o m o  t a l e s  a n t e s  y  d e s p u é s  d e  
f i a  d e f o r m a c i ó n ,  é s t a  s e  d i c e  h o m o g é n e a .  I n t e r e s a  e s p e c i a l m e n t e  
’i e s t a  ó l t i m a  d a d o  q u e  s i  a s í  n o  o c u r r i e r a  l a s  e x p r e s i o n e s  a n a l í t i c a s
K
i
\
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■ .i»'. . ■ i
q u e  d e s c r i b e n  e l  e s t a d o ,  < f e  d e i a r m a g s j b n e s . r e s u l t á n  t a n  c . o í h p l e j á s ^  
que d e j á f i  d e  t e t ó ?  iM Ú tiM

■ . ' •„ . . ,  j\
B . 3 .  E S T A D O ^  D E  D E F O R M A  C I O N E S  

S í ; i v , t■ ’>*• *. •;*' . i * /\
’ ■ '  B u p Ó E g a s a  t e a e r  u t  c u e r p o  3 < > t » e t ? . d o  a  u n ’. s i s t e m a  d e '  f ü e i r f c á á '  ' - é * -  

t e m o r e s '1 q u e - l e  p r o d a c e n  u n  - s á f e d o  g e ' n e r a i  d s  d e f o r m a c i ó n  ;y  m o v t m i e H t ó ; .  
L o s , f p u h t d á  ^ d e  d i c h o  c u e r p o  s e . r e f i e r a n  a .  u ^ . s i - s t s m á '  c c o / r d t e h a d ó -  c á r t é - -  
s i a n ó  d é  E r i g e n  G / ¿ f e a - ' P  u n :  p u n t o  d e l  i n f i a i i a m e n í c  p r ó x i m a  : i  ©
' é b n ' d o ó r d e ' r i a d á s  P ( k - ; y ; z )  j - r  sv, v e c f c r  . p o s « . D i d r .  ; <8Í © n d o .  s ü  m ó d u l o ’ l a  f e ' - -  
t a n c i a  O P  e n  l a - f i g u r a  2 0  a ) ,

P " ( x " ; y " ; z " )  y  0 ( o ; o ; ó )  p a s a  z  b ’ í x ó j y ^ Z g ) ,  . s i e n d o  s u s  v e c t o r e s  d s s p l a -  
z a m i e n t o  r e s p e c t i v a m e n t e  d p  y  3 q „  L a s  c o m p o n e n t e s  c a r t e s i a n a s ;  d e  l o s  
d e s p l a z a m i e n t o s  a b s o l u t o s  d e  l o s  p u n t o s  c o n s i d e r a d o s  s o n ,  s i  e l  l í n e d i o  
e s  c o n t f n u o ,  f u n c i o n e s  c o n t í n u s i s  d e  X t y ,  z :

u •.* u(x;y;Z) 
v  =  V ( x ; y ; z )  
w =  w(x;y;z)

A s f  l a s  c o m p o n e n t e s  d e  Úq  s e r á n  ( u 0; V 0; W 0 )  y  l a s  d e  d p ,  
( u ; v ; w )  r e s p e c t i v a m e n t e .  S i e n d o  u ,  v  y  w  f u n c i o n e s  c o n t f n u á s  p u é d e n  
d e s a r r o l l a r s e  e f v  s e r i e  d e  M ' c L a u r i n  a l r e d e d o r  c t e l  p u n t o ^  O ;  P o r  l o  
t a n t o  l a s  c o m p o n e n t e s  c a r t e s i a n a s  d e l  d e s p l a z a m i e n t o  d p  s o n :
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C o m o  P  e s t á  i n f i n i t a m e n t e  p r ó x i m o  a  O ,  p u e d e n  d e s p r e c i a r s e  l o s  
t é r m i n o s  d e  m a y o r  o r d e n  d e l  d e s a r r o l l o  e n  s e r i e ,  c o n  l o  q u e  l a s  c o m p o ­
n e n t e s  d e  l o s  d e s p l a z a m i e n t o s  s o n  a s f  f u n c i o n e s  l i n e a l e s  d e  l a s  c o o r d e n a ­
d a s  x , y , z  ( C o n d i c i ó n  q u e  i m p l i c a  q u e  l a s  d e f o r m a c i o n e s  s o n  h o m o g é n e a s ) .  
E s t a  h i p ó t e s i s  e s  v á l i d a  p a r a  d e f o r m a c i o n e s  m e n o r e s  q u e  e l  1 % ,  q u e  e s  e l  
l f m i t e  q u e  l o s  i n g e n i e r o s  u t i l i z a n  e n  s u s  c o n s i d e r a c i o n e s .

P u e s t o  q u e  i n t e r e s a  l a  d e f o r m a c i ó n  y  n o  l o s  m o v i m i e n t o s  c i n e m á t i ­
c o s  r í g i d o s ,  s e  c o m e n z a r á  q u i t a n d o  l a  t r a s l a c i ó n  d e l  m o v i m i e n t o  d e  O  y  
P ,  l o  q u e  p u e d e  h a c e r s e  c o n s i d e r a n d o  a l  v e c t o r  d e s p l a z a m i e n t o  r e l a t i v o  
d e  P  r e s p e c t o  d e  O ,  e s  d e c i r  d r  =  d p  -  d g .  E s t o  e q u i v a l e  a  t r a s l a d a r  e l  
o r i g e n  d e  c o o r d e n a d a s  c o n  e l  p u n t o  O ,  o  b i e n  a p l i c a r  a l  p u n t o  P  e l  v e c t o r  
d e s p l a z a m i e n t o  r e l a t i v o  ( f i g u r a  20 b ) .

L a s  c o m p o n e n t e s  c a r t e s i a n a s  d e l  d e s p l a z a m i e n t o  r e l a t i v o  s o nt
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E n  v i r t u d  d e  h a b e r s e  s u p u e s t o  q u e  l a  d e f o r m a c i ó n  e s  h o m o g é n e a  
s e  h a n  s u p r i m i d o  l o s  s u b í n d i c e s  " o "  e n  l o s  s e g u n d o s  m i e m b r o s ,  p u e s  
a l  s e r  f u n c i o n e s  l i n e a l e s  l a s  d e r i v a d a s  s o n  c o n s t a n t e s  e  i g u a l e s  e n  c u a l ­
q u i e r  p u n t o .

E n  f o r m a  m a t r i c i a l  s e  p u e d e  e s c r i b i r :
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, V ¿ ) A e s  u n a  c o m p o n e n t e  c a r t e s i a n a  d e  d e f o r m á e i ó n  l i n e a l ,  y  d e s p r e c i a n ­
d o  p e q u é ñ a s  c a n t i d a d e s  d e  m a y o r  ó r d s n ,  r e p r e s e n t a  e l  c a m b i o  p o r ^ u n i d a d  
d e  l o n g i t u d  d e  u n  e l e m e n t o  d e  l f n e # .  e n  l a  d i r e c c i ó n  x - .  A s f  * e n  l a  f i g u r a  21 
e l ' p u n t o  B x  d e  a b s c i s a '  x  á n t e s  d e  I á  d e f o r m a c i ó n ,  p a s a r á  d e s p u é s  d e
e l l a  a  l a .  p o s i c i ó n  T V  d e  a b s c i s a  j£  y. . « *  ( f  +  ' 212.  )

’"v
o>¿



A n á l o g a m e n t e  p u e d e n  i n t e r p r e t a r s e  y
o>y 

¿5  ̂ — ■
• ¡ ^  ,  e s  l a  r o t a c i ó n  d e  l a  l i n e a  O B y  e n  e l  p l a n o  z =0 d e b i d a  a l  m o v i ­

m i e n t o ,  u ,  e s  d e c i r ,  l a  d e f o r m a c i ó n  . a n g u l a r  d e  d i c h a  I f n e a  c o m o  c o n s e c u e n ­
c i a  d e l  m o v i m i e n t o  e n  l a  d i r e c c i ó n  . x  d e  u n  p u n t o  d e  u n a  r e c t a  p a r a l e l a  a
y .  E n  i g u a l  f o r m a  s e  i n t e r p r e t a n  ^ £ 1  } y  ¿ i t l

¡5x ^ x ¿y
E n  l a  m a t r i z  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  d e  d e f o r m a c i ó n  d e  l a  e x p r e s i ó n  

2 3 ,  l o s  e l e m e n t o s  d e  a m b o s  l a d o s  d e  l a  d i a g o n a l  p r i n c i p a l  n o  s o n  g e n e r a l ­
m e n t e  i g u a l e s ,  p o r  l o  q u e  a q u é l l a  c o n t i e n e  u n  m o v i m i e n t o  r o t a c i o n a l  r í ­
g i d o  a l r e d e d o r  d e  u n  é j e  q u e  p a s a  p o r  O .  S i  a  d i c h a  m a t r i z  s e  l e  r e s t a  
s u  a n t i s i m é t r i c a ,  s e  o b t i e n e  l a  m a t r i z  s i m é t r i c a  c u y o s  e l e m e n t o s  s o n  l a s  
c o m p o n e n t e s  d e  l a  " d e f o r m a c i ó n  p u r a  e  i r r o t a c i o n a l " .
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E n  é f e c t o ,  c a d a  u n a  d a  l a s  c o m p o n e n t e s  d e  l a  m a t r i z  a n t i s i m é t r i ­
c a  c o r r e s p o n d e  a  u n a  r o t a c i ó n  r f j ^ d a  s o b r e  u n  e j e  c o o r d e n a d o  s n  e l  p l a n o  
p e r p e n d i c u l a r  a. d i c h o  e j e .  C o m o  e j e m p l o  ,  ~
e s  l a  « r o t a c i ó n  d e  l a  d i a g o n a l  OPxy e n  e l  p l a n o  x y ,  a l r e d e d o r  d e l  e j e  z ,  
l o  t J u a f t  p u e d e  a p r e c i a r s e  a  t r a v é s  d e l  a n á l i s i s  d e  l a  f i g u r a  22 .
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L a  e x p r e s i ó n  2 4  e n t o n c e s  p u e d e  v i s u a l i z a r s e  e n  e l  p l a n o  x y  d e  l a  
s i g u i e n t e  m a n e r a :
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E s t a d o  d e  d e f o r m a c i ó n  
p u r a  e  i r r o t a c i o n a l

F i g .  2 3

L l a m a n d o :
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l a s  e c u a c i o n e s  q u e  e x p r e s a n  l a s  c o m p o n e n t e s  c a r t e s i a n a s  d e l  v e c t o r  d e s p l a ­
z a m i e n t o  u n i t a r i o  r e l a t i v o  i r r o t a c i o n a l  c o m o  f u n c i o n e s  d e  r  q u e d a n :

<?/-£. =■ ^ x r +

e ry  — K(y ^ x r  + c~'y ^yr -t- ty z  ¿zr

zr

-r z ■%xz 4er +■ -)yz fyr +<s¿: /zr

d U i¡'V ed fa ¿ íu É e¿ \ u cu l& iZ  
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S i  a  l a  m a t r i z  d e  d e f o r m a c i ó n  p u r a  o  i r r o t a c i o n a l  s e  l a  l l a m a  D ,  
p u e d e  e s c r i b i r s e :

=

Yy* &

hy ey

/ tyz

r /

<1
(for

( 2 7 )

C o m p a r a n d o  l a s  e c u a c i o n e s  2 6  c o n  l a s  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  c a r t e ­
s i a n a s  d e  U/rr ( e c u a c i o n e s  2) ,  s e  h a c e  e v i d e n t e  q u e  e x i s t e  a n a l o g í a  m a ­
t e m á t i c a  e n t r e  l a s  e x p r e s i o n e s  d s  l o s  e s t a d o s  d e  t e n s i o n e s  y  d e f ó r m a c i o n e s .

A s i  e s  p o s i b l e  d e t e r m i n a r  u n a  e x p r e s i ó n  e q u i v a l e n t e  a  l a  4  p a r a  u n a  
d e f o r m a c i ó n  e n  u n a  d e t e r m i n a d a  d i r e c c i ó n  r ,  c u a n d o  s e  c o n o c e n  l o s  s e i s  
e l e m e n t o s  d e  l a .  m a t r i z  d e  d e f o r m a c i ó n  p u r a  e  i r r o t a c i o n a l :

1_ ■

fxr +cy  /yr  + 'GzJg r <-2( i r  / y r  + Yyz /y r  Á r  ■+ K x  (28>

C o n  u n  c a m b i o  d e  v a r i a b l e s  s i m i l a r  a l  e f e c t u a d o  e n  A . 5  s e  o b t i e n e  
u n a  e c u a c i ó n  e q u i v a l e n t e  a  l a  7 ,  q u e  d e m u e s t r a  q u e  l a  2 8  e s  u n a  " c u á d r i c a  
d e  d e f o r m a c i o n e s ” .  E x i s t i r á n  e n t o n c e s  t r e s  d i r e c c i o n e s  p r i n c i p a l e s  e n  
l a s  q u e  a c t ú a n  l a s  r e s p e c t i v a s  d e f o r m a c i o n e s  p r i n c i p a l e s  c u y a s  m a g n i t u ­
d e s  s e  o b t i e n e n  r e s o l v i e n d o  u n a  e c u a c i ó n  c ú b i c a  a n á l o g a  a  l a  1 1 :

3  £  
9 r-^>,7^ /  *>y , e¿)tep (e,ey -f¿ ^ ( - e- . ^y)  -  0

( 2 9 )
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L o s  c o e f i c i e n t e s  d e  e s t a  e c u a c i ó n  s o n  . i n v a r i a n t e s  d e l  e s t a d o  
d e  t í e f b i - m a e í d f t é s ,  y  a ? f  c o m o  é l  p r i m e r  i n v a r i a n t e  d e i  e s t a d o  g e  h a  r a l  
d e  t e n s i o n e s  e s t á  r e l a c i o n a d o  c o n  l a  t e n s i ó n  e s f é r i c a  ( e c u a c i ó n  1 7 )  
p r i m e r  i n v a r i a n t e  d e l  e s t a d o  d e  d e f o r m a c i ó n  p u r a  e s t á  r e l a c i o n a d o  c o n  
l a  d e f o r m a c i ó J L _ v o l u m é t . r j c ^ L .  F , n  e f e c t o :  ~

( 3 0 )
<Jl = 3 . e m  s=e-[ + e 2 + eg  

^  _  A V  _  ). i ¿ (  f  + (  ? + <?.*)- j f  ^  I*S

V / /  h
d e s a r r o l l a n d o  y  d e s p r e c i a n d o  t é r m i n o s  d e  m a y o r  o r d e n :

A  =  e 1 +  e 2 i e 3 ( 3 1 )

P o r  l o  t a n t o  c o m p a r a n d o  3 0  y  3 1 :

J x = A  ( 3 2 )

T a m b i é n  e l  e s t a d o  d e  d e f o r m a c i o n e s  p u e d e  r e p r e s e n t a r s e  g r á f i c a ­
m e n t e  p o r  e l  m é t o d o  d e  M o h r .  S u  r e a l i z a c i ó n  p r á c t i c a  e s  e n  t o d o  s i m i l a r  
a  l a  e f e c t u a d !  e n  l a  f i g u r a  11  b ,  s ó l o  q u e  e n  e s t e  c a s o  l o s  e j e s  c o o r d e n a ­
d o s  s e r á n  f r f  y  e r  •

P o r  ú l t i m o ,  e l  e s t a d o  g e n e r a l  d e  d e f o r m a c i ó n  p u r a  e  i r r o t a c i o n a l ,  
p u e d e  d e s c o m p o n e r s e  e n  l a  s u m a  d e  u n  e s t a d o  e s f é r i c o  m á s  u n  e s t a d o  
d e s v i a d o r ;

B . 4 .  C O M P O N E N T E S  I N F I N I T E S I M A L E S  D E  D E F O R M A C I O N  F I N I T A

L a s  r e l a c i o n e s  o b t e n i d a s  h a s t a  a q u í  s e  h a n  d e s a r r o l l a d o  p a r a  d e ­
f o r m a c i o n e s  i n f i n i t e s i m a l e s  t o t a l e s .  E s a s  e x p r e s i o n e s  s o n  t a m b i é n  v á l i d a s  
p a r a  e l  c a s o  d e  t r a t a r s e  d e  " i n c r e m e n t o s  i n f i n i t e s i m a l e s  d e  d e f o r m a c i o n e s  
f i n i t a s " .  L a  m a t r i z  r e s p e c t i v a  s e  i n d i c a  c o n  o í& jy  s u s  c o m p o n e n t e s  s o n :

d f z x

II c/^xy ■ J ty d  ¿¿y

C u a n d o  l a s  d e f o r m a c i o n e s  s o n  p l á s t i c a s ,  l a  d e f o r m a c i ó n  e s  d i s t o r -  
s i o n a l  p u r a ,  e s  d e c i r ,  s i n  c a m b i o  v o l u m é t r i c o  y  p o r  l o  t a n t o :

r  i-  =  O  ( 3 3 )
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L a s  v e l o c i d a d e s  d e  d e f o r m a c i ó n  e s t á n  d a d a s  p o r  l a  v a r i a c i ó n  d e  
l a s  d e f o r m a c i o n e s  c o n  e l  t i e m p o .  S s  u t i l i z a n  e n  l a  s o l u c i ó n  d e  p r o b l e m a s  
e n  l d j q u e  e x i s t e  u n  f l u j o  d e  m a t e r i a l ,  y a  s e a  e s t a c i o n a r i o  o  n o .  E n  g e ­
n e r a l  s e  d e f i n e :

B .5 . VELOCIDADES DE DEFORMACION

B . 6 .  D E F O R M A C I O N  E F E C T I V A  O  E Q U I V A L E N T E

3 e  d e f i n e  t a m b i é n  p a r a  e l  e s t a d o  d e  d e f o r m a c i o n e s  l a  " d e f o r m a ­
c i ó n  e f e c t i v a "  o  " e q u i v a l e n t e " ,  d a d a  p o r :

y /  /ffUe, -¿£¿) 2> (te - oís, J * ^  ¡ ¿J <35a>

E s t a  e x p r e s i ó n  e s  u n  i n v a r i a n t e  d e l  e s t a d o  d e  d e f o r m a c i o n e s ,  l o  
c u a l  p u e d e  v e r s e  a l  r e l a c i o n a r l a  c o n  e l  s e g u : i d o  i n v a r i a n t e  d e s v i a d o r  d e  
d e f o r m a c i o n e s ,  c o m o  s e  h i c i e r a  c o n  l a  e c u a c i ó n  22b :

a / e  x. £ . [  J Z~ 3  J2  7  ( 3 5 b )
3  r

P a r a  u n a  t e r n a  g e n é r i c a ,  d é  l a  3 5 b  s e  o b t i e n e :

B . 7 .  D E F O R M A C I O N E S  F I N T T A S ,  -  D E F O R M A C I O N E S  L O G A R I T M I C A S

L a s  r e l a c i o n e s  d e s a r r o l l a d a s  e n  l o s  p u h t o s  a n t e r i o r e s ,  p i e r d e n  
e x a c t i t u d  a  m e d i d a  q u e  l a s  d e f o r m a c i o n e s  i n c r e m e n t a n  s u  m ó d i l o ,  d a d o  
q u e  y a  n o  p u e d e n  i n t r o d u c i r s e  c i e r t a s  s i m p l i f i c a c i o n e s  e n  l o s  d e s a r r o l l o s .  
A s i ,  p o r  e j e m p l o ,  p a r a  o b t e n e r  l a  e x p r e s i ó n  3 1 ,  s i  l a s  d e f o r m a c i o n e s  
f u e r a n  f i n i t a s ,  n o  p o d r í a n  d e s p r e c i a r s e  l o s  t é r m i n o s  d e  s e g u n d o  o r d e n ,  
y  e l  p r i m e r  i n v a r i a n t e  n o  r e p r e s e n t a r í a  e n t o n c e s  l a  v a r i a c i ó n  v o l u m é t r i c a  
A .  E s t e  h e c t y o .  i n d u j o  a  L u d w i k  a  p r o p o n e r  u n a  n u e v a  d e f i n i c i ó n  d e  l a s  
d e f o r m a c i o n e s ,  l a s  " d e f o r m a c i o n e s  l o g a r í t m i c a s "  t a l e s  q u é  n o  s e a n  a f e c ­
t a d a s  p o r  a q u e l l a  d i s c r e p a n c i a .  S e  d e f i n e  a  l a  d e f o r m a c i ó n  l o g a r í t m i c a * .
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y  s i e n d o  l a  d e f o r m a c i ó n  c o n v e n c i o n a l  r e f e r i d a  a  l a  l o n g i t u d  i n i c i a l  ( y  n o  
á  í a  i h s t a n t á n e a ) :

= $
X  O X  ¿7  X ¿

P o r  l o  t a n t o :

( 3 7 )

¿ = x  -  / ?  —  =  / n f f  + s - x )  < 3 8 >

E n  e l  p a n t o  B . 4  y a  s e  i n d i c ó  q u e  c u a n d o  l a s  d e f o r m a c i o n e s  s o n  
p l á s t i c a s ,  h a y  c o n s t a n c i a  d e  v o l u m e n ,  p o r  l o  t a n t o :

/  * / 0 (/* -< ? ')- ( i +<?2 ) .  ( /  + <?3 )  = %

( /  + * , ) . ( / + < % ) . / !  + <?3) -  /  
y  a p l i c a n d o  l o g a r i t m o s :

l n ( l  +  e ^ )  +  l n ( l  +  e 2 )  +  l n ( l  +  e ^ )  =  0  ( 3 9 )

D e  a c u e r d o  a  l a  3 3 ,  l a  3 9  p u e d e  e s c r i b i r s e  a h o r a :

¿ 5  ^  ^ 3  -  ^  ( 4 0 )

y  l a  4 0  q u e d a  f o r m a l m e n t e  c o m o  l a  3 1 .

C o m o  e n  l a  m a y o r f a  . d e  l o s  p r o c e s o s  d e  c o n f o r m a d o  d e  m e t a l é s  
s e  i n t r o d u c e n  d e f o r m a c i o n e s  p o r  c o m p r e s i ó n  ( n e g a t i v a s ) ,  a l g u n o s  a u t o r e s ,  
c o n  e l  ú n i c o  f i n  d e  i n d e p e n d i z a r s e  d e l  s i g n o  d e  l a  d e f o r m a c i ó n ,  r e s e r v a n  
l a  f ó r m u l a  g e n e r a l  3 8  p a r a  l o s  c a s o s  d e  d e f o r m a c i ó n  p o r  t r a c c i ó n ,  y  t o ­
m a n  p a r a  e l  c a s o  d e  c o m p r e s i ó n  l a  e x p r e s i ó n  e q u i v a l e n t e :

¿ X  =  Á  - - - - - - - - —  ( 4 1 )
/  -

L a  f i g u r a  2 4  m u e s t r a  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  a m b a s  d e f i n i c i o n e s  d e  
d e f o r m a c i o n e s .  E n  a b s c i s a s  s e  h a  r e p r e s e n t a d o  x / x 0 y  e n  o r d e n a d a s  
ex  =  - l y  < 5 X  =  l n ( x / x Q ) .

L a s  d o s  d e f o r m a c i o n e s  d a n  v a l o r e s  p r á c t i c a m e n t e  i g u a l e s  h a s t a  
v a l o r e s  d e  a l r e d e d o r  d e  0. 1 .
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F i g .  2 4

L a s  d e f o r m a c i o n e s  l o g a r í t m i c a s ,  c u a n d o  l a  d e f o r m a c i ó n  e s  
u n i f o r m e ,  t i e n e n  l a  v e n t a j a  d e  s e r  a d i t i v a s .

Xa
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n. l .C.  R E L A C I O N E S  T E N S I O N - D E F O R M A C I O N  E N  E L
.»' .. '■ i \

R A N G O  E L A S T I C O

C . l  O b j e t o

C . 2  E l e m e n t o s  n e c e s a r i o s  p a r a  e l a b o r a r  u n a  t e o r f a  d e  e l a s t i c i d a d  

C . 3  E c u a c i o n e s  d e  e q u i l i b r i o  

C . 4  E c u a c i o n e s  d e  c o m p a t i b i l i d a d

C . 5  C o n d i c i o n e s  d e  b o r d e .i,;

C .6 R e l a c i o n e s  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  e n  e l  r a n g o  e l á s t i c o  

6 . a .  C a m b i o  d e  v o l u m e n  e n  e l  r a n g o  e l á s t i c o  

6 . b .  C o n s t a n t e s  e l á s t i c a s

6 . c .  R e l a c i o n e s  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  e n  c o m p o n e n t e s  e s f é r i c a s  

y  d e s v i a d o r a s  e n ,  e l  r a n g o  e l á s t i c o  

6 . d .  C í r c u l o  d e  M o h r  e n  e l a s t i c i d a d .

C . 7  E n e r g í a  e l á s t i c a  d e  d i l a t a c i ó n  y  d e .  d i s t o r s i ó n

C .8 F u n c i ó n  t e n s i ó n  y  f u n c i ó n  d e  A i r y
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C . l .  O B J E T O

R e s e ñ a r  l a s  c o n d i c i o n e s  n e c é s a r i a s  p a r a  d a r  s o l u c i ó n  a n a l í t i c a  
a  l o s  p r o b l e m a s  q u e  s e  p l a n t e a n  d e n t r o  d e l  c a m p o  e l á s t i c o ,  i n d i c a n d o  
e l  t i p o  d e  r e l a c i o n e s  e x i s t e n t e s  e n t r e  t e n s i o n e s  y  d e f o r m a c i o n e s .

C . 2 .  E L E M E N T O S  N E C E S A R I O S  P A R A  E L A B O R A R  U N A  T E O R I A  D E  
E L A S T I C I D A D

L o s  e l e m e n t o s  n e c e s a r i o s  p a r a  d a r  s o l u c i ó n  a n a l f t i c a  a  l o s  p r o ­
b l e m a s  q u e  s e  p l a n t e a n  e n  e l  c a m p o  e l á s t i c o  s o n :

1 .  E c u a c i o n e s  d e  e q u i l i b r i o .
2 .  E c u a c i o n e s  d e  c o m p a t i b i l i d a d .
3 .  C o n d i c i o n e s  d e  b o r d e .
4 .  R e l a c i o n e s  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  e n  e l  r a n g o  e l á s t i c o .

S e  a n a l i z a r á n  c a d a  u n a  d e  e l l a s .

C . 3 .  E C U A C I O N E S  D E  E Q U I L I B R I O

S o n  l a s  e c u a c i o n e s  d e  e q u i l i b r i o  e s t á t i c o .  E n  u n c u e r g o ^ c o n t i n u o  
s o m e t i d a  a  l a  a c c i ó n  d e  f u e r z a s  e x t e r i o r e s ,  l a s  t e n s i o n e s  v a r i a r á n  e n  
f o r m a  c o n t i n u a .  L a  f i g u r a  2 5  i l u s t r a  l a s  t e n s i o n e s  q u e  a c t ú a n  e n  u n  
e l e m e n t o  d e l  c u e r p o  e n  l a  d i r e c c i ó n  x .

E l  e l e m e n t o  e s t a r á  e n  e q u i l i b r i o  s i  s e  c u m p l e n  l a s  c o n d i c i o n e s :

^ F x  =  0  2  F y  ^  0  F z  -  0
i
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E l  a n á l i s i s  d e  l a  p r i m e r a  e c u a c i ó n  c o n d u c e  a :

, — - (Jx)c/)/dz+l 
c)xf<r*+ Jx )e jy J z  * & k )c k ¿ y + C ¿ y *  + ¿ 2 & c ty )J * ¿ -  £ d fy Jz S y jc d íd jt  *  0

c ¿y

y  s i m p l i f i c a n d o :

£ ffx  íayx. o) %>¿x fy—— a  • x  U
3 y  ¿ y

S i  a d e m á s  d e  l a s  t e n s i o n e s  s u r g i d a s  c o m o  c o n s e c u e n c i a  d e  l a  
a p l i c a c i ó n  d e  f u e r z a s  e x t e r i o r e s ,  e x i s t i e r a n  f u e r z a s  d e  v o l u m e n ,  y  s i  
a  l a  c o m p o n e n t e  s e g ú n  l a  d i r e c c i ó n  x  d e  e s t a s  f u e r z a s  á e  l a  d e s i g n a r a  
X ,  s e  t i e n e :

y .  X  = 0 ( 4 2 a )  
S *  ¿y ¿ z

P r o c e d i e n d o  e n  f o r m a  a n á l o g a  p a r a  l a s  o t r a s  d o s  d i r e c c i o n e s * .

jfx, + j S l + y  = o (42b)
¿ x  &y $ z

 ̂ , 2  ( 4 2 c )

<2x  ¿ y  d z

L a s  e x p r e s i o n e s  4 2  s o n  l a s  " e c u a c i o n e s  d a  e q u i l i b r i o " .  A s e g u r a n  
q u e  l a s  t e n s i o n e s  v a r f a n  e n  f o r m a  c o n t i n u a  d e b i e n d o  s a t i s f a c e r s e  p o r  l o  
t a n t o  e n  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e l  c u e r p o .

S i  b i e n  l a s  t e n s i o n e s  s u r g e n  c o m o  c o n s e c u e n c i a  d e  l a  a p l i c a c i ó n  
d e  c a r g a s ,  l a s  e c u a c i o n e s  d e  e q u i l i b r i o  n o  d a n  e n  g e n e r a l  u n a  r e l a c i ó n  
d i r e c t a  e n t r e  l a s  t e n s i o n e s  y  l a s  c a r g a s  e x t e r n a s ,  s a l v o  e n  l a  s u p e r f i ­
c i e  d o n d e  l a ?  ú l t i m a s  e s t á n  a p l i c a d a s  ( v e r  p u n t o  C . 5 ) .

C . 4 .  E C U A C I O N E S  D E  C O M P A T I B I L I D A D

D e s c r i b e n  l a  g e o m e t r í a  d e  l a s  d e f o r m a c i o n e s  y  a s e g u r a n  l a  i n -  
t e r d e p e n d e n c i á  d e  l a s  m i s m a s .  P o r  e j e m p l o ,  p a r a  u n  é x  y  e y  d a d o s ,  

Yxy  n o  p u e d e  t e n e r  u n  v a l o r  c u a l q u i e r a ,  s i n o  q u e  d e b e  e s t a r  
v i n c u l a d o  a  a q u é l l o s  d e  a l g u n a  m a n e r a .  L a s  e c u a c i o n e s  q u e  d a n  l a  i n -  
t e r r e l a c i ó n  e n t r e  l a s  d e f o r m a c i o n e s  s o n  l a s  d e  c o m p a t i b i l i d a d .

D e r i v a n d o  d o s  v e c e s  e x  y  e y  ( e c u a c i o n e s  2 5 )  r e s p e c t i v a m e n t e :
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<? y  ̂ o> y

¿>2 e y  ¿>3 ir
d x  2 ¿>y «5x 2

y  s u m a n d o  e s t a s  d o s  e x p r e s i o n e s  s e  o b t i e n e :

*>
o>2e*  o>2e y  __ 2 /  + *** )~ 2  ?■.'?*— (i:5n)
<3y2 ¿ x 2 d x ¿ y  ¿ y  .J x ^ y

E n  f o r m a  s e m j e a n t e  *
i

¿jfey <̂ 2&z o  o* Z fy z
¿>z* *  ¿ y 2 ~ <¿ydz  (43b)

o>2<̂ x o )^ e x  _  £  a>̂  /'x z  (43c)
d  x 2 <$z2

T a m b i é n  p o r  l a s  d e r i v a c i o n e s  p a r c i a l e s  d e  l a s  e c u a c i o n e s  2 5 ,  c o m í  
s e  i n d i c a  a  c o n t i n u a c i ó n ,  s e  o b t i e n e :

¿ > ¿  ¿>y }  d y j z  (43d)

<5 / ¿ / x y  ¿>/yz  ¿ / z x .  S 2 <sy n ?  .
----------- (43e)

<E ñ E £ .  ( 4 3 f \  
y  £>z o»x £ z  á x é y

S i  l a s  d e f o r m a c i o n e s  s a t i s f a c e n  e s t a s  e c u a c i o n e s  4 3 ,  l a s  m i s m a s  
s o n  c o m p a t i b l e s  e n t r e  s f  y  l a  c o n t i n u i d a d  d e l  m e d i o  s e  m a n t i e n e .



C .5 . CONDICIONES DE BORDE

S o n  l a s  c o n d i c i o n e s  i m p u e s t a s  d e  e s f u e r z o s  o  d e f o r m a c i o n e s  e x ­
t e r n a s  a  l a s  q u e  e l  c u e r p o  e s t á  s o m e t i d o .

S i  l a  c o n d i c i ó n  d e  b o r d e  d a d a  e s  u n  s i s t e m a  d e  c a r g a s ,  p u e d e n  
d e t e r m i n a r s e  e n t o n c e s  l a s  t e n s i o n e s  a c t u a n t e s  e n  l a  s u p e r f i c i e ,  y  t a l  
c o m o  s e  d i j o  e n  C . 3 ,  l a  s o l u c i ó n  a n a l í t i c a  h a l l a d a  p a r a  l a  d i s t r i b u c i ó n  
d e  t e n s i o n e s  d e b e r á  s e r  t a l  q u e  e n  d i c h a  s u p e r f i c i e  c o i n c i d a  c o n  l a s  
a p l i c a d a s .

S i  l a  c o n d i c i ó n  d e  b o r d e  e s  d e  d e s p l a z a m i e n t o s  o  d e f o r m a c i o n e s  ,  
l a  d i s t r i b u c i ó n  d e  d e f o r m a c i o n e s  e n c o n t r a d a  d e b e r á  t a m b i é n  e n  é l  b o r d e  
c u m p l i r  c o n  l a s  e c u a c i o n e s  d e  c o m p a t i b i l i d a d .

C . 6 .  R E L A C I O N E S  T E N S I O N - D E F O R M A C I O N  E N  E L  R A N G O  E L A S T I C O

E n  e l  c a m p o  e l á s t i c o ,  s i  a d e m á s  d é  l a  r e c u p e r a c i ó n  d e  l a s  d e f o r ­
m a c i o n e s ,  e x i s t e  p r o p o r c i o n a l i d a d  e n t r e  t e n s i o n e s  y  d e f o r m a c i o n e s ,  s e  
c u m p l e :

T e n s i ó n  s : c o n s t a n t e  x  d e f o r m a c i ó n

P a r a  e l  c a s o  p a r t i c u l a r  d e  u n a  t e n s i ó n  a p l i c a d a  e n  l a  d i r e c c i ó n  x ,  
l a  " l e y  d e  H o o k e "  s e  e x p r e s a :

e *  «  _ J L  (Tx (44)
£

d o n d e  E  e s  e l  m ó d u l o  d e  Y o ú n g . .

S i m u l t á n e a m e n t e  c o n  e  ,  y  p o r  e f e c t o  d e  ( T x  s e  p r o d u c e n  d e f o r ­
m a c i o n e s  d e  s i g n o  c o n t r a r i o  a  e x  e n  l a s  d i r e c c i o n e s  t r a n s v e r s a l e s  z  e  
y .  L a  r e l a c i ó n  e n t r e  l a s  d e f o r m a c i o n e s  t r a n s v e r s a l e s  e z  y  e y ,  y  l a  
l o n g i t u d i n a l  e v ,  e s t á  d a d a  p o r  e l  " m ó d u l o  d e  P o i s s o n " :X - - i

^  * r  -  — ^  e y =  e ^ s - v ^ e x '  ' ( 4 5 )
e x  J

R e e m p l a z a n d o  e x  p o r  s u  v a l o r  d a d o  e n  44: ¡

&y = e z  .  r  )) 5k . <46> .

S i  s e  t r a t a  d e  u n  e s t a d o  t r i a x i a l ,  l a  t e n s i ó n  Oy p r o d u c i r á  d e f o r m a ­
c i o n e s :

-  O í e  ¡r,y ~ ~¡r̂  y * r z , e  .

y  l a  t e n s i ó n  0~z  :

y* (7Z



39

L a  a p l i c a c i ó n  d e l  p r i n c i p i o  d e  s u p e r p o s i c i ó n  d e  e s t a d o s  c o n d u c e  
a  q u e  l a s  d e f o r m a c i o n e s  t o t a l e s  s e g ú n  c a d a  u n o  d e  l o s  e j e s  s e a :

=  }> ( Oy + (Tz  ) ]

G C - + <%)] 

c z . ± [ < ¡ ¿ -  y> «Z + [(T ,)]

a C w ^ 4 7 a )

io w íá 7.
1 f b)

( 4 7  c )

T a m b i é n  e x i s t e  p r o p o r c i o n a l i d a d  e n t r e  l a s  t e n s i o n e s  y  l a s  d e f o r m a ­
c i o n e s  t a n g e n c i a l e s :

y* <5xk 
t y m - 2 3 -
/  S’xr 

f y 2 = ^ « -  
y  2.G

( 4 8 a )

( 4 8 b )

( 4 8 c )

d o n d e  G  e s  e l  " m ó d u l o  d e  e l a s t i c i d a d  p o r  c o r t e " .

C . 6 . a .  C A M B I O  D E  V O L U M E N  E N  E L  R A N G O  E L A S T I C O

S u m a n d o  l a s  t r e s  e c u a c i o n e s  4 7  s e  o b t i e n e  l a  v á r i a c i ó n  d e  v o l u ­
m e n  e l á s t i c o ,  A  ( v e r  p u n t o  B . 3 ,  e c u a c i ó n  3 1 ) :

( 4 9 )

P a r i a  u n  e s t a d o  h i d r o s t á t i c o  d e  t e n s i o n e s ,  l a  d i l a t a c i ó n  v o l u m é t r i ­
c a ,  A  v a l e :

4 - JL 
/ r

( 5 0 )

d o n d e  K  e s  e l  " m ó d u l o  v o l u m é t r i c o " .

C . 6 . b .  C O N S T A N T E S  E L A S T I C A S

O b s e r v a n d o  l á s  e c u a c i o n e s  4 4 ,  4 5 ,  4 8  y  5 0  s e  a p r e c i a n  c u a t r o  
c o n s t a n t e s  e l á s t i c a s  p r o p i a s  d e  l o s  m a t e r i a l e s  i s ó t r o p o s  y  h o m o g é n e o s .  
E s t a s  c o n s t a n t e s  e s t á n  r e l a c i o n a d a s  e n t r e  s f ,  P o r  e j e m p l o ,  s i  l a  s u m a  
e n t r e  p a r é n t e s i s  d e  l a  4 9  s e  r e e m p l a z a ,  d e  a c u e r d o  c o n  l a  1 8  p o r  3  ( j ^ :
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/ -  2  y
.  B Ü~nm

y  c o m p a r a n d g

(51)

( 5 2 )

T a m b i é n  p u e d e  e x p r e s a r s e  G  e n  f u n c i ó n  d e  E  y  V ^ .  E n  e f e c t o ,  
s i  l a s  e c u a c i o n e s  4 7  s e  e x p r e s a n  e n  f u n c i ó n  d e  u n a  t e r n a  p r i n c i p a l  y  
s e  r e s t a  4 7 b  d e  4 7 a :

e y - e 2 [(IT ,- <TZ ) - 
£

c o m o  (T¡ *  2  ^ f -2  y  a n á l o g a m e n t e  e ^  -  <=  2

• o V  ; r
• •  ¿  A/-2 * - f - to/ “2 

S i e ñ d o 2 6 ^ 2  s e  t i e n e  r e e m p l a z a n d o  e n  l o  a n t e r i o r :

2 (?  + y>) ( 5 3 )

P u e d e n  a d e m á s  o b t e n e r s e  a  p a r t i r  d e  l a  5 2  y  5 3  l a s  s i g u i e n t e s  
r e l a c i o n e s  > .

( 5 4 )

( 5 5 )

D e l  a n á l i s i s  d e  l a s  e c u a c i o n e s  5 2 ,  5 3 ,  5 4  y  5 5 ,  s u r g e  q u e  d e  l a s  
c u a t r o  c o n s t a n t e s  e l á s t i c a s  q u e  a í l f  a p a r e c e n ,  s ó l o  d o s  s o n  i n d e p e n d i e n t e s

C  . 6 . c .  R E L A C I O N E S  T E N S I O N - P E  F O R M A C I O N  E N  C O M P O N E N T E S  
E S F E R I C A S  Y  D E S V I A D O R A S  E N  E L  R A N G O  E L A S T I C O

S i  e n  4 7 a  s é  r e e m p l a z a  (  C T y  +  G z  )  p o r  s u  v a l o r  e n  f u n c i ó n  
d e  f m  o b t e n i d o  e n  l a  1 8  y  s e  r e o r d e n a :

! +  y j -  -¡r 3<¡m
£  £

(56)
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S u m a n d o  y  r e s t a n d o  a l  s e g u n d o  m i e m b r o  f / + V > rr—r r — /  Jrn

-

m
£

t  + S
E

Ux + t - 2 v> r r-------------- V rrm
c o m o

£  6 y

<7¿ (Tm

f  - 2 Y*
3 / r

2G  3 Á*
E n  i g u a l  f o r m a  p o d r á n  e x p r e s a r s e  e y  y  e z .

C o m o  l a s  d e f o r m a c i o n e s  y  t e n s i o n e s  d e  c o r t e  s o n  d e s v i a d o r a s ,  
s u  r e l a c i ó n  e s t á  d a d a  p o r  l a s  e c u a c i o n e s  4 8 ; .

C . 6 . d .  C I R C U L O  D E  M O H R  E N  E L A S T I C I D A D

S i  s e  e s c r i b e  l a  e c u a c i ó n  5 6  e n  f u n c i ó n  d e  l a  t e r n a  p r i n c i p a l :

7 =  - L tJ . C 7 ---— 3  (Jrr’m

y  s i  a h o r a  s e  r e e m p l a z a t + \ > p o r  s u  v a l o r  s e g ú n  5 3 ,  a s i  c o m o
t a m b i é n  V * y  E  p o r  5 4  y  5 5  r e s p e c t i v a m e n t e ,  s e  o b t i e n e :

3  K - 2 G  (j-me ,  _ vt
2 G €  K G

e, ~ -L  ( OJ -
2 6  . 3 /<

( 5 7 )

3  K  ~ 2 . G f'— \ 
. U-/r> )

E n  e l  c í r c u l o  d e  M o h r  d e  l a  f i g u r a  2 o  s e  a p r e c i a  q u e  p a r a  l a  
m e d i c i c i ó n  d e  d e f o r m a c i o n e s ,  s e  h a  t o m a d o  u n  n u e v o  o r i g e n  O ' ,  a  u n a  
d i s t a n c i a  ^  d e l  a n t e r i o r .  A d e m á s  h a y  u n  c a m b i o  d e  e s c a ­
l a  d a d o  p o r  e l  v a l o r  1 / 2G .

Fig. 26
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E n  g e n e r a l ,  l a  e r í c r g f M  d e  d e f o r m a c i ó n  p o r  u f t í d a d  d o  v o t u m r n  o s :

C.7 .  ENERGIA ELASTICA DÉ DILATACION Y DE DISTORSION

9
« f  0~de

'¿o
( 5 8 )

\ E q  e l  c a m p o  e l á s t i c o ,  a l  s e r  l i n e a l  l a  l e y  q u e  v i n c u l a  0 "  c o n  
e ,  l a  e n J r g f a  e s p e c í f i c a  d e  d e f o r m a c i ó n  e l á s t i c a  p a r a  e l  c a s o  d e  t e n s i ó n  
u n i a x i a l  jj/ale:

: : m

S i  b i e n  e s  c i e r t o  q u e  e n  e s t e  c a s o  e x i s t e n  d e f o r m a c i o n e s  t r a n s v e r ­
s a l e s  &2 y  e 3 ,  l a s  m i s m a s  n o ' c o n t r i b u y e n  a l  t r a b a j o  t o t a l  p o r  c u a n t o  
s e g ú n  l a s  d i r e c c i o n e s  2  y ^  3  n o  h a y  e s f u e r z o s  a p l i c a d o s .

P a r a  u n  e s t a d o  t r i a x i a l ,  e l  p r i n c i p i o  d e  s u p e r p o s i c i ó n  c o n d j c e :
'{

(1 *  4 -  C0/  e /  + °2 + <% <?3 )

S i  l a s  d e f o r m a c i o n e s  e ^ ,  e 2 y  e g  s e  r e e m p l a z a n  p o r  l a s  e c u a ­
c i o n e s  4 7 a ,  b  y  c  e x p r e s a d a s  p a r a  u n a  t e r n a  p r i n ó i p a l ,  y  s e  a g r u p a n  
t é r m i n o s ;  <

* * J - ( c r 2+ < q 2+  < £2) _ ._ ¿ ( o ;g ;  + a ; }

T e n i e n d o  a h o r a  e n  c u e n t a  l a s  e x p r e s i o n e s  5 4  y  5 5  s e  o b t i e n e :

ü ~  / í>/' + (&2~ 3̂ )  + ]■+ —— ( Gf + ^ (61a)/2 G 16 ¡<
C o m o :

Gj ” (¡2 = 2.

(Tz  -  OJ ,  2  g - j . 3  ' ■ .

<r3 -< r,., z s;., . ,
0~, +(¡2  + 63 f  3

l a  6 1 a  p u e d e  e s c r i b i r s e :

a  ‘  I F f. sr* '  %%. * & J * - tír  < 6 1 b >

E l  p r i m e r  s u m a n d o  d e  l a  6 1 a  o  6 1 b  c o n s t i t u y e  e l  " t r a b a j o  d e  
d i s t o r s i ó n " t  y  e l  s e g u n d o  l a  " r e s i l i e n c i a  v o l u m é t r i c a " .

i ’I
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La 'fehergfa elástica de dilatación" está dada por:

/  V -  ¿
U s;  - - - - - - - - - -  (  J / ¥■ 4" ^3 )  —  - - - - - - - - - -  &/T)

/8  K  2 K

y  l a  " e n e r g í a  d e  d i s t o r s i ó n  e l á s t i c a " :

, * 1¿ ^ z r ¿ >  <•»
&/2

C . 8 .  F U N C I O N  T E N S I O N  Y  F U N C I O N  D E  A  I R  Y

E n  g e n e r a l ,  d a r  s o l u c i ó n  a  l o s  p r o b l e m a s  e n  e l a s t i c i d a d ,  i n v o l u c r a  
e n c o n t r a r  u n a  d i s t r i b u c i ó n  d e  t e n s i o n e s  q u e  s a t i s f a g a n  l a s  e c u a c i o n e s  d e  
e q u i l i b r i o ,  l a s  r e l a c i o n e s  d e  c o m p a t i b i l i d a d  y  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  b o r d e .

P a r a  e s t a d o s  t r i a x i a l e s ,  M a x w e l l  p r o p o n e  t r e s  f u n c i o n e s  d e  p o s i ­
c i ó n  i n d e p e n d i e n t e s  ¡ ^ ¿  q u e  e x p r e s e n  l a s  c o m p o n e n t e s  d e  
t e n s i ó n ,  t a l  q u e  c u m p l a n  l a s  c o n d i c i o n e s  e n u n c i a d a s :

O- á ‘V i  5 . . - -  ^

Z y z — & L
y  $ z 2 3 * 2  a>yáz

G~ -  °’2̂ 1 __ (64)
Z ótx2 t y 2 ó>z  ó>X

P a r a  e l  c a s o  b i d i m e n s i o n a l ,  A i r y  e n c o n t r ó  q u e  e x i s t e  s i e m p r e  
u n a  f u n c i ó n  fo x y  c l u e  p e r m i t e  d e t e r m i n a r  l a s  t e n s i o n e s  é n  c u a l q u i e r  p u n ­
t o :

G Z . J - á .
7  5>x2 V ;  <65>

E s  f á c i l  c o m p r o b a r  q u e  e s t a s  e c u a c i o n e s  s a t i s f a c e n  a  l a s  c o n d i c i o ­
n e s  d e  e q u i l i b r i o  d a d a s  p o r  l a s  e c u a c i o n e s  4 2 ,  r e d u c i d a s  a l  c a s o  p l a n o .  
P a r a  v e r i f i c a r  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  c o m p a t i b i l i d a d  e s  n e c e s a r i o  e x p r e s a r  
l a  e c i i a c i ó n  4 3 a  e n  f u n c i ó n  d e  l a s  t e n s i o n e s .  P a r a  e l l o  s e  d e r i v a n  4 7 a ,  
b  y  c  ( p r e v i a m e n t e  r e d u c i d a s  a l  c a s o  p l a n o )  y  s e  r e e m p l a z a n  e n  4 3 a ,  
d a n d o :

-  /É S . + ± ? k  _ V> É ^ r=, 2 ( f + y>) á ' S»> (66)
<$y ̂  t ) x 2 - d x -  ^ o > y

S i  l a s  . c o r r e s p o n d í  ¡ e n t o s  d e r i v a d a s  d e  6 5  s e  r e e m p l a z a n  e n  66 s e  o b t i e n e :
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¿ > ,y  ^  2  —  q > v  : (6?)
^  r?X2 c j / 2 < 9 /^

E r i  e s t a  f o r m a ,  s i  e s  p o s i b l e  e n c o n t r a r  u n a  f u n c i ó n  q u e  s a t i s f a g a  
l a  e c u a c i ó n  6 7  e n t o n c e s  j a s  t e n s i o n e s  e s t a r á n  d á d a s  p o r  , 6 5 ,  s í é ü i p r e  q u e  
s e  c u m p l a n  a d e m á s  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  b o r d e .  '  , , .

E n  g e n e r a l ,  n o  e s  f á c i l  e n c o n t r a r  l a  f u n c i ó n  y : s ó l o  a l g u n o s
o r o b l e m a s  s e  h a n  r e s u e l t o  p o r  e s t e  m é t o d o .
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D . l

D. 2 

D . 3

D . 4  

D . 5  

D .6 

D . 7  

D. 8 

D . 9  

D . 1 0

H . l . D .  R E L A C I O N E S  T E N S I O N - D E F O R M A C I O N  E N  E L

R A N G O  P L A S T I C O

O b j e t o

E l e m e n t o s  n e c e s a r i o s  p a r a  e l a b o r a r  u n a  t e o r í a  d e  p l a s t i c i d a d

C r i t e r i o s  d e  f l u e n c i a

3 . a .  C r i t e r i o  d e  V o n  M i s e s

3 . b .  C r i t e r i o  d e  T r e s e a

3 . c .  R e p r e s e n t a c i ó n  d e l  c r i t e r i o  d e  V o n  M i s e s  e n  e l  e s p a c i o  

d e  t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s  

3 . d .  R e p r e s e n t a c i ó n  d e l  c r i t e r i o  d e  T r e s c a  e n  e l  e s p a c i o  d e  

t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s

3 . e .  L o s  c r i t e r i o s  d e  f l u e n c i a  e n  e l  c a s o  d e  t e n s i ó n  p l a n a  

E n d u r e c i m i e n t o  p o r  d e f o r m a c i ó n

R e l a c i o n e s  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  e n  e l  r a n g o  p l á s t i c o

T e o r f a  d e  P r a n d t l - R e a s s

T e o r í a  d e  L e v y - M i s e s

T e o r í a s  d e  d e f o r m a c i o n e s  t o t a l e s

C o n d i c i ó n  d e  f l u e n c i a  p ’ a n a

M o d e l o s  r e o l ó g i c o s  y  e c u a c i o n e s  e m p í r i c a s  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n
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D . l  O B J E T O

R e s e ñ a r  l a s  c o n d i c i o n e s  n e c e s a r i a s  p g u c á ? : d a t  s o l u c i ó n  a . l o s  
p r o b l e m a s  q u e  s e  p l a n t e a n  d e n t r o  d e l  c a m p ó  p l á s t i c o .

C o m o  e s  n e c e s a r i o  p r e d e c i r  c u a n d o  s e  • a b a n d o n a / é í / é a r t r p o  e l á s ­
t i c o  ( o  s e  i n i c i a  l a  f l u e n c i a  p l á s t i c a ) ,  a  l a s  c o . n d ' i c ’i ' o t v i s  d ó l  p u n t o  C . 2  
s e  a g r e g a n  l o s  c r i t e r i o s  d e  f l u e n c i a .  P o r  o t r a  p a r t e ,  s i e n d o  e l  f e n ó m e n o  
d e  d e f o r m a c i ó n  p l á s t i c a  d e  n a t u r a l e z a  d i s t i n t a  q u e  l a  d s f o r t t i a c i ó n  e l á s t i ­
c a ,  l a s  l e y e s  q u e  v i n c u l a n  l a s  t e n s i o n e s  c o n  l a s  d e f o r m a c i o n e s  e n  e l  
c a m p o  p l á s t i c o  r e s u l t a n  t a m b i é n  d i f e r e n t e s  q u e  l a s  r e l a c i o n e s  e l á s t i c a s .

D . 2 .  E L E M E N T O S  N E C E S A R I O S  P A R A  E L A B O R A R  U N A  T E O R I A  D E  
P L A S T I C I D A D

P a r a  e l a b o r a r  u n a  t e o r í a  d e  p l a s t i c i d a d  s o n  n e c e s a r i o s  a d e m á s  d e  
l o s  c u a t r o  e l e m e n t o s  v i s t o s  e n  C . 2 ,  l o s  d o s  s i g u i e n t e s :

5  U n  c r i t e r i o  d e '  f l u e n c i a ,  q u e  i n d i q u e  c u á n d o  s e  p a s a  d e  l a  z o n a  
e l á s t i c a  a l  c a m p o  p l á s t i c o

6 R e l a c i o n e s  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  e n  l a  z o n a  p l á s t i c a

S e g ú n  e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  y  l a ‘• g e o m e t r í a  d e l  c u e r p o ,  h a b r á  
f l u e n c i a  t o t a l  o  p a r t e  d e l  c u e r p o  f l u i r á  y  e l  r e s t o  p e r m a n e c e r á  e n  l a  
z ó n a  e l á s t i c a .  E s t o  h a c e  q u e  l a s  e c u a c i o n e s  d e  c o m p a t i b i l i d a d  y  l a s  r e ­
l a c i o n e s  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  s e a n  d i f í c i l e s  d e  o b t e n e r ,  e x i s t i e n d o  s ó l o  
s o l u c i o n e s  d a  a l g u n o s  p r o b l e m a s  m u y  p a r t i c u l a r e s .  L a  r a z ó n  e s  l a  d i f e ­
r e n c i a  e n  l a s  m a g n i t u d e s  d e  l a s  d e f o r m a c i o n e s  y  l o s  d e s p l a z a m i e n t o s  
e n t r e  l a s  z o n a s  e l á s t i c a s  y  p l á s t i c a s  a d y a c e n t e s .

D . 3 .  C R I T E R I O S  D E  F L U E N C I A

" U n  C r i t e r i o  d e  F l u e n c i a "  e s  u n a  h i p ó t e s i s  c o n  r e s p e c t o  a l  l í m i t e  
d e  e l a s t i c i d a d ,  b a j o  c u a l q u i e r  p o s i b l e  c o m b i n a c i ó n  d e  t e t a s i o n e s .

S e  t r a t a r á  d e  l l e g a r ’ a  c r i t e r i o s  q u e  p r e d i g a n  c u a n d o  s e  i n i c i a r á  
l a  f l u e n c i a  b a j o  e s t a d o s  c o m p l e j o s  d e  t e n s i o n e s ,  d a d a  s ó l o  l a  t e n s i ó n  d e  
f l u e n c i a  e n  t e n s i ó n  s i m p l e  d e t e r m i n a b l e  e x p e r i m e n t a l m e n t e .  P a r a  e l l o  
t e n d r e m o s  e n  c u e n t a  q u e :

( a )  S e  h a  o b s e r v a d o  e x p e r i m e n t a l m e n t e  q i e  d e n t r o  d e l  r a n g o  d e  p r e ­
s i o n e s  y  t e m p e r a t u r a s  i n d u s t r i a l e s ,  l a s  p r e s i o n e s  h i d r o s t á t i c a s  
n o  p r o v o c a n  f l u e n c i a ,  y  m á s  a ú n ,  l a s  c o m p o n e n t e s  h i d r o s t á t i c a s  
d e  e s t a d o s  c o m p l e j o s  d e  t é n s i o n e s ^ n d  a f e c t a n “ a T  p u n t o  e n  e l  c u a l'  ̂ — vn - - ------* .-j— l-----  i
t i e n e  l u g a r  l a . f l u e n c i a .  ~
C u a l q u i e r  c r i t e r i o  e n t o n c e s ,  d e b e r á  s e r  t a l  q u e :

( j-  _  Ox + Oy + Gz 01 -+6 2 + 6 3  1 / 
m *  3 ~ 3 . ”  ~3~
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n o  p r o v o q u e  f l u e n c i a ,  l o  q u e  p e r m i t e  e n u n c i a r  q u e  é s t a  t e n d r á  
l u g a r  c u a n d o  a l g u n a  f u n c i ó n  e s c a l a r  d e  l a s  d i f e r e n c i a s  d e  l a s  
t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s  a l c a n c e  u n  v a l o r  c r í t i c o :

£ Y(Tf ;  G]j -  )  = c o n s t a n t e

E s t o  e q u i v a l e  a  d e c i r  q u e  e l  l i m i t e  d e  e l a s t i c i d a d  p u e d e  e x p r e s a r -  
s e  c o m o  u n a  f u n c i ó n  d e l  t a m a ñ o  a b s o l u t o  d e  l o s  c í r c u l o s  d e  M o h r ,  

T ñ d e p e n d í e n t e m e n t e  d e  s u  p o s i c i ó l í  a ~ I o " l a r g o " d é í  é\e~Ün~\ C ó m o "  s e  
v i o  e n  A . 1 0 ,  p a r a  i g u a l e s  e s t a d o s  d e s v i a d o r e s ,  l o s  c í r c u l o s  s o n  
i g u a l e s  e n  t a m a ñ o ,  p u d i e n d o  e s t a r  d e s p l a z a d o s  a  l o  l a r g o  d e l  e j e  
d e  a b s c i s a s  e n  c a n t i d a d e s  q u e  d e p e n d e n  d e l  e s t a d o  e s f é r i c o  a p l i ­
c a d o .

( b )  L a  f l u e n c i a  d e b e r á  s e r  i n d e p e n d i e n t e  d e  l a s  d i r e c c i o n e s  d e  l o s  
e j e s  e l e g i d o s  p a r a  d e f i n i r  e l  s i s t e m a 7" ~ y  s í e n d o  e l  m a t e r i a l
I  s o t r ó p i c o ,  e s t a r á  s ó l o  r e l a c i o n a d a  c o n  l a s  i n t e n s i d a d e s  d e  l a s  
t e n s i o n e s  a p l i c a d a s .  P o r  l o  t a n t o ,  l a  f l u e n c i a  d e b e r á  s e r  u n a  
f u n c i ó n  d e  l o s  i n v a r i a n t e s  d e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s ,  p o r  e j e m p l o  
l o s  c o e f i c i e n t e s  d e  l a  e c u a c i ó n  c ú b i c a  ( 1 3 ) ,  p e r o  s i  a d e m á s  e s  
i n d e p e n d i e n t e  d e  (Tm c o m o  s e  v i ó  e n  ( a ) ,  e n t o n c e s  p o d r á  s e r  u n a  
f u n c i ó n  d e  I ' g  e  I 13 p u e s t o  q u e  í ' - ^  =  0 .

( c )  T a m b i é n  s e  s u p o n d r á  q u e  n o  h a y  e f e c t o  B a u s c h i n g e r ,  l o  q u e  i m p l i ­
c a  q u e  s i  u n a  c o i ñ b i n a c i ó n  d e  v a l o r e s  d e  &  /  _
p r o d u c e  f l u e n c i a ,  o t r o  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  c o n  l o s  m ism os m ó d d ¿  
l o s  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  p e r o ~ d é  s i g n o  c o n t r a r i o  t a m b i é n  l a  p r o -

a d u c i r á .

E n  e l  e s p a c i o  d e  t e n s i o n e s p r i n c i p a l e s  d e  l a  f i g u r a  1 8 a  ( p u n t o  A .
10)  s e  v i ó  q u e  s i  O P  e s  u n  e s t a d o  g e n e r a l  d e  t e n s i o n e s ,  O N  e s  s u  e s t a ­
d o  e s f é r i c o  y  N P  e l  d e s v i a d o r .  E l  p l a n o  q u e  p a s a  p o r . N  y  e s  n o r m a l  a  
h ,  l l a m a d o  " p l a n o  d e s v i a d o r " ,  c o n t e n d r á  a  N P ,  y  p u e s t o  q u e  l a s  p r e s i o n e s  
h i d r o s t á t i c a s  n o  t i e n e n  e f e c t o  s o b r e  l a  f l u e n c i a ,  s e r á  l a  m a g n i t u d  d e  N P  
y a c i e n d o  e n  e l  p l a n o  d e s v i a d o r ,  l a  q u e  l a  d e t e r m i n a .

E n  g e n e r a l ,  t o d o s ^ o s  e s t a d o s  d e  t e n s i o n e s  q u e  i n t e r e s a n  a  l o s  
e f e c t o s  d e  l a  f l u e n c i a e n  p l a n o s  s i m i l a r e s  n o r m a l e s  a  h .
L a  f i g u r a  2 7  m u e s t r a  a l  p l a n o  d e s v i a d o r  q u e  c o n t i e n e  a  N P .  L a  f l u e n c i a  
t e n d r á  l u g a r  c u a n d o  N P  a l c a n c e  u n  c i e r t o  v a l o r  l i m i t a d o  p o r  e l  l u g a r  
d e  l o s  p u n t o s  d e  f l u e n c i a ,  c o n s t i t u i d o  p o r  l a  i n t e r s e c c i ó n  d e l  p l a n o  d e s ­
v i a d o r  c o n  l a  s u p e r f i c i e  d e  f l u e n c i a .  L a  f u n c i ó n  d e  f l u e n c i a  s e r á  u n a  
s u p e r f i c i e  c i l i n d r i c a  d e  s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l  c o n s t a n t e ,  p o r q u e  e s  i n d e ­
p e n d i e n t e  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  h i d r o s t á t i c a s  d e  p r e s i ó n ,  y  p o r  l o  t a n t o  d e  
l a  p o s i c i ó n  d e l  p l a n . )  d e s v i a d o r  a  l o  l a r g o  d e  h .  U n  c r i t e r i o  d e  f l u e n c i a  
d e b e r á  d e f i n i r  l a  f o r m a  d e  l a  s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l  d e  d i c h o  c i l i n d r o .
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F i g .  2 7  F i g .  2 8

L a  p r o y e c c i ó n  d e  l o s  e j e s  p r i n c i p a l e s  s o b r e  e l  p l a n o  d e s v i a d o r  
d e s d e  H ^ ,  c o n s t i t u y e n  t r e s  e j e s  a  1 2 0 ° .  S i  s e  i n c l u y e n  l a s  p a r t e s  
n e g a t i v a s  d e  l o s  e j e s  p r i n c i p a l e s  ( e n  l í n e a s  d e  t r a z o s ) ,  e l  á r e a  d e l  p l a ­
n o  a p a r e c e  d i v i d i d a  e n  s e i s  s e c t o r e s  i g u a l e s .

L a  f i g u r a  2 8  m u e s t r a  a l  p l a n o  d e s v i a d o r  l l e v a d o  a l  p l a n o  d e  l a  
h o j a .  P a r a  u n  m a t e r i a l  i s o t r ó p i c o  c o n  i g u a l  t e n s i ó n  d e  f l u e n c i a  e n  t r a c ­
c i ó n  y  c o m p r e s i ó n  s i :  =  a ,  0~ 2c i  =  y  =  ~ c > P r o v o c a n  
f l u e n c i a ,  e n t o n c e s  c u a l q u i e r  o t r a  c o m b i n a c i ó n  d e  e s t a s  c o m p o n e n t e s ,  
t a m b i é n  l a  p r o v o c a r á n .  P o r  l o  t a n t o ,  h a y  s i m e t r í a  n o  s ó l o  c o n  r e s p e c t o  
a  l a  p r o y e c c i ó n  d e  l o s  e j e s  p r i n c i p a l e s  L L ' ,  M M ' ,  N N ' ,  s i n o  t a m b i é n  
c o n  r e s p e c t o  a  R R ' ,  S S ' ,  T T * .  D e  m a n e r a  q u e  e s  s u f i c i e n t e  c o n s i d e r a r  
u n  s e c t o r  d e  3 0 ° p a r a  i n v e s t i g a r  t o d o s  l o s  e s t a d o s  p o s i b l e s .
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D . 3 . a .  C R I T E R I O  D E  V O N  M I S E S

S e g ú n  e s t e  c r i t e r i o  l a  f l u e n c i a  s e  i n i c i a  c u a n d o  a l c a n z a ,  u n  v a l o r  
c o n s t a n t e  l a  s i g u i e n t e  f u n c i ó n :

C o m o  s e  a p r e c i a ,  l a s  d i f e r e n c i a s  é n t r e  l a s  t r e s  t e n s i o n e s  p r i n c i ­
p a l e s ,  o  l o  q u e  e s  l o  m i s m o ,  l o s  t a m a ñ o s  a b s o l u t o s  d e  l a s  t r e s  c i r c u n ­
f e r e n c i a s  e n  l a  r e p r e s e n t a c i ó n  d e  M o h r  p e r m i t e n  e v a l u a r  s i  u n  e s t a d o  
d e  t e n s i o n e s  d a d o  p r o d u c e  o  n o  f l u e n c i a .

U n  c r i t e r i o  s e r á  c o r r e c t o  s i  e s  v á l i d o  p a r a  c u a l q u i e r  c o m b i n a c i ó n  
d e  t e n s i o n e s  ,  p o r  l o  t a n t o  l a  c o n s t a n t e  d e  G 8 p u e d e  d e t e r m i n a r s e  a  p a r ­
t i r  d o  e s t a d o s  d e  t e n s i ó n  s i m p l e s .  l i s  c o m ú n  i d e n t i f i c a r  a  l a s  c o n s t a n t e s  
c o n  l a  t e n s i ó t i  d é  f l u e n c i a  a  l a  t r a c c i ó n  Y ,  o  l a  t e n s i ó n  d e  f l u e n c i a  a l  
c o r t e  k ,  p a r a  u n  e s t a d o  d e  c o r t e  p u r o .

2 o
(Gf -  v / ,  )  + (( ¡2. -  (¡2 )  + ( ~  c o n s t a n t e (68)

E n  l a  f l u e n c i a  e n  t r a c c i ó n  s i m p l e  ( f i g u r a  2 9  a ) :

(7¿ -  O3 ~ O

y  p a r a  e l  c o r t e  p u r o  ( f i g u r a  2 9  b ) :

£ 7it
ií Snt-

Qf = y

(To

6*_ _ _ _  Ot

Fig. 29

}
i]
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P6* íb ttüé la expresión 8S se. transforma respectivaínettte en
c a d a  c a s o :

«r,~rz)2+(tr2 -tr3>2+((r3-(j;)2= 2 y 2 (68a)

y ( 68b )

P o r  l o  t a n t o :

/ 3  2
/  / 5 5

2
l o  q u e  i n d i c a  q u e  s e g ú n  e s t a  c r i t e r i o ,  l a  t e n s i ó n  d e  f l u e n c i a  e n  c o r t e  
p u r o  k  e s  1 . 1 5 5  v e c e s  m a y o r  q u e  l a  m á x i m a  t e n s i ó n  d e  c o r t e  e l á s t i c a  
Y / 2  e n  t r a c c i ó n  s i m p l e .

S i  s e  c o m p a r a  l a  e c u a c i ó n  6 8  c o n  l a  6 3  ( P u n t o  C .  7 ) ,  s e  c o m p r e n ­
d e  l a  i n t e r p r e t a c i ó n  q u e  a l g u n o s  a u t o r e s  h a c e n  d e l  c r i t e r i o  d e  V d n  M i s e s  
o a a n d o  l o  e n u n c i a n  d i c i e n d o  q u e :  " L a  f l u e n c i a  s e  i n i c i a  c u a n d o  l a  e n e r g í a  
e l á s t i c a  d e  d i s t o r s i ó n  a l c a n z a  u n  v a l o r  c r í t i c o " .

C u a n d o  s e  c o m p a r a  l a  6 8 a  c o n  l a  e x p r e s i ó n  d e  ( T  ( e c u a c i ó n  
2 2 a )  s u r g e  d e  i n m e d i a t o  q u e  l a  t e n s i ó n  e f e c t i v a  p a r a  e l  e s t a d o  u n i a x i a l  
d e  t r a c c i ó n  c o i n c i d e  c o n  e l  v a l o r  d e  l a  t e n s i ó n  d e  f l u e n c i a :

D . 3 . b .  C R I T E R I O  D E  T R E S C A

" L a  f l u e n c i a  t i e n e  l u g a r  c u a n d o  e l  m a y o r  d e  l o s  v a l o r e s  a b s o l u t o s

a l c a n z a  u n  v a l o r  c r í t i c o  y  p a r a  u n  m a t e r i a l  d a d o ,  c o n s t a n t e .

A  d i f e r e n c i a  d e l  c r i t e r i o  d e  V o n  M i s e s ,  s e  d e s p r e c i a  e n  é s t e  e l  
v a l o r  d e  l a  t e n s i ó n  p r i n c i p a l  i n t e r m e d i a ,  b  l o  q u e  e s  l o  m i s m ó ,  s ó l o  s e  
t i e n e  e n  c u e n t a  e l  t a m a ñ o  a b s o l u t o  d e  l a  c i r c u n f e r e n c i a  m a y o r  e n  l a  
r e p r e s e n t a c i ó n  d e  M o h r .

S i  p a r a  u n  e s t a d o  g e n e r a l ^  d e  t e n s i o n e s  l a  m a y o r  d e  l a s  t e n s i o n e s
d e  c o r t e  i n d u c i d a  e s :  ~  . e n t o n c e s  e l  c r i t e r i o  d e  T r o s c ao
q u e d a  e x p r e s a d o  p o r :

Y

d e  c u a l q u i e r a  d e  l a s  t r e s  t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s  d e  c o r t e  a l c a n z a  u n a  c i e r ­
t a  m a g n i t u d " .

E s  d e c i r ,  q u e  l a  f l u e n c i a  d e b e  o c u r r i r  c u a n d o  l a  m a y o r  d e  l a s  
t r e s  m a g n i t u d e s  /  Q J-  Q~z  /  > /  (J¿ - 0~$ f  > f O3 -  0 J  /

= constante (69)
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S i  s e  d e t e r m i n a  e l  v a l o r  d e  l a  c o n s t a n t e  p o r  t r a c c i ó n  s i m p l e  
( f i g u r a  2 9  a ) :

/ ÚJ - tT}¡= y ( 69a )

y  e n  c o r t e  p u r o  ( f i g u r a  2 9  b ) :

Í&3 - G~f l =  2  í  ( 6 9 b )

P o r  l o  t a n t o  K  -  Y / 2

l o  q u e  i n d i c a  q u e  s e g ú n  e s t e  c r i t e r i o ,  l a  t e n s i ó n  d e  f l u e n c i a  e n  c o r t e  p u r o  
e s  i g u a l  q u e  l a  m á x i m a  t e n s i ó n  d e  c o r t e  e l á s t i c a  e n  t r a c c i ó n  s i m p l e ,  
m i e n t r a s  q u e  p a r a  V o n  M i s e s  a q u é l l a  e s  u n  1 5 . 5 %  m a y o r  q u e  é s t a .

D . 3 . c .  R E P R E S E N T A C I O N  D E L  C R I T E R I O  D E  V O N  M I S E S  E N  E L  
E S P A C I O  D E  T E N S I O N E S  P R I N C I P A L E S

E n  l a  f i g u r a  1 8  a  ( p u n t o  A .  1 0 )  y  e n  l a  2 7  s e  v e  q u e :

Ñ P 2  ^ Ó P 2  -  O Ñ 2

___  „  , ---  2 ___  O -5
d o n d e :  O P 2  =  U j  + (Tz  +

y  o Ty 2= ¡ J - 0 ¡ í - ^ L ( ! ¿  + J -  < % )¿= *■ < % + < % /
/ 3  / 3  / F  - 3

R e e m p l a z a n d o :

W 2~ j [ ( ( ¡ J - ! j 2 ) ¿t ( ( r 2 - ( Z ) 2+ ( C 3 - G J ) 2]  ( 7 0 )

C o m p a r a n d o  l a  e c u a c i ó n  d e l  c r i t e r i o  d e  V o n  M i s e s  ( e c u a c i ó n  6 8  a )  
c o n  l a  7 0 ,  y  l a  2 2  a  ( P u n t o  A .  1 1 ) :

2  o  •*)

3  ¿  D
l u e g o

D e  m a n e r a  e n t o n c e s  q u e  c u a n d o  l a  m a g n i t u d  N P  = / j f   ̂ a l c a n z a  e l  v a l o r  
Y ,  e l  p u n t o  P  s e  e n c u e n t r a  s o b r e  e l  l u g a r  d e  f l u e n c i a ,  q u e  e s  u n a  

c i r c u n f e r e n c i a  e n  e l  p l a n o  d e s v i a d o r  p u e s t o  q u e  e s t e  a n á l i s i s  s e  h a  e f e c ­
t u a d o  i n d e p e n d i e n t e m e n t e  d e  l a  o r i e n t a c i ó n  d e  N P  e n  d i c h o  p l a n o  ( f i g u r a  
3 0 a ) .  , , •

!í
í
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F i g .  3 0  a

D a d o  q u e  l á  t r a z a  d e  l a  s u p e r f i c i e  d e  f l u e n c i a  e n  e l  p l a n o  d e s ­
v i a d o r  e s  u n a  c i r c u n f e r e n c i a ,  y  l a s  t e n s i o n e s  h i d r o s t á t i c a s  n o  p r o d u c e n  
f l u e n c i a ,  d i c h a  s u p e r f i c i e  r e s u l t a  u n  c i l i n d r o  d e  g e n e r a t r i c e s  p a r a l e l a s  
a  h  ( f i g u r a  3 0  b ) .

, L o s  e s t a d o s  d e  t e n s i o n e s  t a l e s  q u e  r e p r e s e n t a d o s  e n  e l  e s p a c i o  
d e  t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s  c a e n  d e n t r o  d e l  c i l i n d r o  n o  p r o d u c e n  f l u e n c i a ,  
m i e n t r a s  q u e  s í  l a  p r o v o c a n  a q u e l l o s  e s t a d o s  q u e  q u e d a n  f u e r a  d e  d i c h a  
s u p e r f i c i e .  '

D . 3 . d .  R E P R E S E N T A C I O N  D H L  C R I T E R I O  D E  T R E S C A  E N  E L  E S P A C I O  
D E  T E N S I O N E S  P R I N C I P A L E S

U n  p u n t o  t a l  c o m o  e l  P  d o  l a  f i g u r a  3 1  r e p r e s e n t a  u n  e s t a d o  d e  
t e n s i o n e s  e n  e l  c u a l  Z  (T$ >, i/ /  .
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F i g .  3 1

S e a n  O P ’2 =(T2 d  ^ j T ;  / ¿ A 7  =  = j/z  ¡j3 y  A 7 / ° = ¿ ^  =  j / | f  ^

l a s  p r o y e c c i o n e s  s o b r e  e l  p l a n o  d e s v i a d o r  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  Í J ^  > ^3 
y  tTj d e l  e s t a d o  g e n e r a l  O P .

S i ^ s e  t o m a n  =  y ,  y  a l  e j e  x  c o i n c i d i e n d o  c o n  l a  b i s e c t r i z
d e l  s e c t o i 1 d e  l o s  e s t a d o s  d e  t e n s i o n e s  t a l e s  q u e :  0¿  
e n t o n c e s  l a  a b s c i s a  x  d e  O P  e s :  x  =  O P ' g  e o s . 3 0 o -  M ' P  e o s . 3 0 °

0~a- <T,
( 7 1 )>  *

C o m p a r a n d o  e s t a  e c u a c i ó n  c o n  6 9 a ,  s e  o b t i e n e :

/ 2
V a l e  d e c i r  q u e  e l  c r i t e r i o  d e  T r e s c a  e n  e s t e  s e c t o r  ( f i g u r a  3 2 a )  

q u e d a  r e p r e s e n t a d o  p o r  u n a  l í n e a  p a r a l e l a  a l  e j e  O  0̂  ,  a  u n a  d i s t a n ­
c i a  yx  =

H a c i e n d o  e l  m i s m o  a n á l i s i s  p a r a  l a s  o t r a s  c i n c o  p o s i b i l i d a d e s  d e  
r e l a c i o n e s  d e  t e n s i o n e s ,  s e  o b t i e n e  e l  h e x á g o n o  i n d i c a d o  e n  d i c h a  f i g u r a .
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h

F i g .  3 2  a F i g .  3 2  b

P u e s t o  q u e  e n  e l  p l a n o  d e s v i a d o r ,  e l  c r i t e r i o  e s t á  d a d o  p o r  
u n  h e x á g o n o  r e g u l a r ,  e n  e l  e s p a c i o  d e  t e n s i o n e s  p r i n c i p a l e s  s e r á  u n a  
s u p e r f i c i e  c i l i n d r i c a  d e  s e c c i ó n  h e x a g o n a l  c o n  g e n e r a t r i c e s  p a r a l e l a s  
a  l a  r e c t a  h  ( f i g u r a  3 2  b ) .

D e l  a n á l i s i s  d e  l a  f i g u r a  3 2  a  s e  d e s p r e n d e  q u é  e l  h e x á g o n o  d e  
T r e s c a  q u e d a  i n s c r i p t o  e n  l a  c i r c u n f e r e n c i a  d e  V o n ; M i s e s  c u y o  r a d i o  
v a l e  Y  . S e  o b s e r v a  q u e  a m b o s  c r i t e r i o s  c o i n c i d e n  p a r a  e s t a d o s
u n i a x i a l e s  y  t i e n e n  s u  m á x i m a  d i f e r e n c i a  p a r a  e s t a d o s  d e  c o r t e  p u r o  
t a l  c o m o  s e  i n d i c a r a  e n  e l  p u n t o  D . 3 . b .

D . 3 . e .  L O S  C R I T E R I O S  D E  F L U E N C I A  E N  E L  C A S O  D E  T E N S I O N  
P L A N A

E n  e l  c a s o  d e  t e n s i ó n  p l a n a ,  O3 = 0 ,  l o s  c r i t e r i o s  d e  f l u e n c i a  
p u e d e n  r e p r e s e n t a r s e  c o n  0~j y G~2 c o m o  e j e s  c o o r d e n a d o s .  L o s  l u g a ­
r e s  d e  l o s  p u n t o s  d e  f l u e n c i a  r e p r e s e n t a d o s  e n  l a  f i g u r a  3 3  s o n  l a  i n ­
t e r s e c c i ó n  d e l  c i l i n d r o  d e  Y o n  M i s é é  y  d e l  c i l i n d r o  h e x a g o n a l  d e  T r e s c a
c o n  e l  p l a n o
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F i g .  3 3

L a  e c u a c i ó n  d e  l a  e l i p s e  d e  V o n  M i s e s  s e  o b t i e n e  d e  l a  68a  a l  
h a c e r  ( 13=  0 .  _

( 0 j - < r 2 )  + « J z - ( 7 3 ) 2 + c ( 7 5 - < J 7 ) 2 =  2  y 2

S i  ^ 3 f  0 :  ( T f  2  - h  (7 ^ 2 -  =  y  2

c u y o  e j e  m a y o r  e s  2  \p¿  Y  y  s u  e j e  m e n o r  2^ ~ ^ Y,  s i e n d o  e s t o s  
e j e s  l a s  b i s e c t r i c e s  d e  l o s  á n g u l o s  e n t r e  l o s  e j e s  ( T J  y  ( J ^  .

E l  h e x á g o n o  i r r e g u l a r  d e  T r e s c a ,  c u y o s  I f m i t e s  d e  i n t e r s e c c i ó n  
s e  m u e s t r a n  e n  l a  f i g u r a  3 3  s e  o b t i e n e  d e  l a s  c o n d i c i o n e s :

I ( T i  "  c r 2 1

ltr2 - <r3l
l o " 3  ■  c r  1 1

=  Y  

. =  Y  

=  Y

l í n e a s  A F  y  C D

I ( T 2 |  =  ^  l í n e a s  A B  y  E D  

|  ( T i |  =  Y  l í n e a s  B C  y  E F

D . 4 .  E N D U R E C I M I E N T O  P O R  D E F O R M A C I O N

S i  s e  a n a l i z a  u n  e n s a y o  d e  t r a c c i ó n ,  s e  o b s e r v a  q u e  e l  m a t e r i a l ,  
l u e g o  d e  s u p e r a r  l a  f l u e n c i a ,  o f r e c e  m a y o r  r e s i s t e n c i a .  E s  d e c i r ,  p a r a  
p r o d u c i r  n u e v a s 1 d e f o r m a c i o n e s  e s  n e c e s a r i o  i n c r e m e n t a r  l a s  t e n s i o n e s .  
S e  d i c e  q u e  e l  m a t e r i a l  " e n d u r e c e  p o r  d e f o r m a c i ó n " .  S i  s e  i n t e r r u m p e  
e l  e n s a y o  y  l u e g o  s e  l o  r e i n i c i a ,  a p a r e c e n  n u e v a s  c o n d i c i o n e s  d e  f l u e n ­
c i a  m a y o r e s  q u e  l a  a n t e r i o r .

S u p o n i e n d o  q u e  e l  e n d u r e c i m i e n t o  e i s -  i g u a l  e n  t o d a s  d i r e c c i o n e s  y  
a c e p t a n d o  e l  c r i t e r i o  d e  V o n  M i s e s ,  l o s  s u c e s i v o s  l u g a r e s  d e  f l u e n c i a  
s o n  c í r c u l o s  c o n c é n t r i c o s  c o n  e l  o r i g i n a l  d e  r a d i o  Y .  E n  l a  f i g u r a  
3 4  s e  p a s a r á  p o r  e j e m p l o  d e  l a  c o n d i c i ó n  Y  a  l a  c o n d i c i ó n  C ,  s i e n d o  
n e c e s a r i a  u n a  t e n s i ó n  e f e c t i v a  m a y o r .
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F i g .  3 4

H a y  d o s  h i p ó t e s i s  p a r a  e v a l u a r  l a  t e n s i ó n  d e  f l u é n c i a  i n s t a n t á n e a :  

E n d u r e c i m i e n t o  p o r  d e f o r m a c i ó n :
S e  s u p o n e  q u e  e l  v a l o r  i n s t a n t á n e o  d e  l a  t e n s i ó n  e f e c t i v a  e s  f u n ­
c i ó n  ú n i c a m e n t e  d e  l a  d e f o r m a c i ó n  p l á s t i c a  p r e v i a :

( F  = H  (  f a / ¿ r )

H  e s t a r á  d a d a  p o r  l a  s u m a  d e  l o s  i n c r e m e n t o s  d e  d e f o r m a c i ó n  y  
n o  p o r  l a  d e f o r m a c i ó n  t o t a l .  E n  l a  m i s m a  f i g u r a  3 4  e s t á  g r a f i c a d a  
e s a  f u n c i ó n ¿  P a r a  g r a n d e s  d e f o r m a c i o n e s  l a  c u r v a  s e  h a c e  a s i n t ó -  
t i c a ,  l o  q u e .  p e r m i t e  c o n s i d e r a r  q u e  u n  m a t e r i a l  m u y  d e f o r m a d o  n o  
e n d u r e c e r á  m á s  p o r  d e f o r m a c i ó n .

E n d u r e c i m i e n t o  p o r  t r a b a j a d o :
S e  s u p o n e  q u e  e l  v a l o r  i n s t a n t á n e o  d e  l a  t e n s i ó n  d e  f l u e n c i a  e s  f u n ­
c i ó n  ú n i c a m e n t e  d e l  t r a b a j o  e f e c t u a d o  p o r  u n i d a d  d e  v o l u m e n :

<T= F (  U f>)

D . 5 .  R E L A C I O N E S  T E N S I O N - D E F O R M A C I O N  E N  E L  R A N G O  P L A S T I C O

E n  e l  c a m p o  p l á s t i c o  n o  e x i s t e n  r é l a c i o n e s  s i m p l e s  e n t r e  t e n s i o n e s  
y  d e f o r m a c i o n e s  c o m o  e n  e l  c a m p ó  e l á s t i c o .

L a s  t e o r í a s  d e  p l a s t i c i d a d  f o r m u l á d a s  h a s t a  e l  p r e s e n t e  s o n  d e  
" d e f o r m a c i o n e s  i n c r e m e n t a l e s "  o  d e  " d e f o r m a c i o n e s  t o t a l e s " .

L a s  t e o r í a s  i n c r e m e n t a l e s  p r e d i c e n  l a  p r o p o r c i o n a l i d a d  e n t r e  e l
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e s t a d o  a c t u a l  d e  t e n s i o n e s  y  l o s  i n c r e m e n t o s  d e  d e f o r m a c i ó n .  L a s  t e o r í a s  
d e  d e f o r m a c i o n e s  t o t a l e s  r e l a c i o n a n  l a  d e f o r m a c i ó n  t o t a l  c o n  e l  e s t a d o  
i n s t a n t á n e o  d e  t e n s i o n e s  ( s i m i l a r m e n t e  a  c o m o  o c u r r e  e n  e l  c a m p o  e l á s t i c o )

L a  d e f o r m a c i ó n  e l á s t i c a ,  s i e n d o  r e v e r s i b l e ,  d e p e n d e  s ó l o  d e l  e s t a ­
d o  i n i c i a l  y  f i n a l  d e  t e n s i o n e s .  N o  o c u r r e  a s í  c o n  l a s  d e f o r m a c i o n e s  p l á s ­
t i c a s  q u e  a l  s e r  i r r e v e r s i b l e s  n o  s ó l o  d e p e n d e n  d e l  e s t a d o  f i n a l  d e  c a r g a ,  
s i n o  t a m b i é n  d e l  c a m i n o  p o r  e l  c u a l  s e  a r r i b ó  a  é l .

L a s  d o s  t e o r í a s  i n c r e m e n t a l e s  q u e  s e  v e r á n  s o n  l a s  d e  P r a n d t l  
R e u s s  y  L e v y  M i s e s .  A m b a s  f u e r o n  . i n i c i a l m e n t e  f o r m u l a d a s  p a r a  m a t e ­
r i a l e s  s i n  e n d u r e c i m i e n t o .  C u a n d o  s e  d e s e a  t e n e r  e n  c u e n t a  e l  e n d u r e c i ­
m i e n t o  p o r  t r a b a j a d o , ,  e l  m i s m o  d e b e  i n t e r c a l a r s e  e n  l a s  e c u a c i o n e s ,  p r e ­
v i a m e n t e  o b t e n i d a ,  e n  f o r m a  e x p e r i m e n t a l  l a  r e l a c i ó n  0~ -  <S- .

P r a g e r  e n u n c i ó  o t r a  t e o r í a  d e  d e f o r m a c i ó n  i n c r e m e n t a l ,  p e r o  s u  
c o m p l e j i d a d  m a t e m á t i c a  l a  h a  h e c h o  m u y  p o c o  u s a d a .

D . 6 .  T E O R I A  D E  P R A N D T L - R E U S S

S u p o n e  q u e  l o s  i n c r e m e n t o s  d e  d e f o r m a c i ó n  p l á s t i c a  ( s e  i n d i c a n  
c o n  ) s o n  e n  c u a l q u i e r  i n s t a n t e  p r o p o r c i o n a l e s  a  l a s  r e s p e c t i v a s
t e n s i o n e s  d e s v i a d o r a s  i n s t a n t á n e a s :

d  A  e s  e l  v a l o r  d e  p r o p o r c i o n a l i d a d  i n s t a n t á n e a  n o  n e g a t i v a  q u e  V a r í a  
p u n t o  a  p u n t o  e  i n s t a n t e  a  i n s t a n t e .

E s t a s  e c u a c i o n e s  s o n  v á l i d a s  s ó l o  c u a n d o  c o i n c i d e n  l o s  e j e s  p r i n c i ­
p a l e s  d e  d e f o r m a c i o n e s  y  t e n s i o n e s  i n s t a n t á n e o s .

L a  t e o r í a  c o n s i d e r a  a l  i n c r e m e n t o  d e  d e f o r m a c i ó n  t o t a l ,  c o m o  l a  
s u m a  d e l  i n c r e m e n t o  e l á s t i c o  m á s  e l  p l á s t i c o .

< J e f .  , < 7 3 >

6T e n i e n d o  e n  c u e n t a  l a  4 7 a - ,  d £ x  v a l e :

c / e j =  - [ c / f c -  '¿ (c / G y  + c / 0 J
£  ( 7 4 )

C o m o  l a  b a s e  d e  l a  t e o r í a  e s  s u p o n e r  q u e  e l  i n c r e m e n t o  d e  d e ­
f o r m a c i ó n  p l á s t i c a  e s  ¡ p r o p o r c i o n a l  a l  e s t a d o  a c t u a l  d e  t e n s i o n e s  y  n o  a  
l o s  i n c r e m e n t o s ,  d e  á c u e r d o  a  l a  7 2  s e  t i e n e :
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« x P  -  < J Í ’ -  d X  

y  c o m o  s e  v i ó  e n  A . 1 0 :

(Tx -  2 G j¡ í - '0 y  ~ Gz
3

= j . c / * [ t r x -  / f í p 7  r , ) ]  ( 7 5 )

R e e m p l a z a n d o  l a s  e c u a c i o n e s  7 4  y  7 5  e n  l a  7 3 :

ctex,J.[dfc-)>¡<¿ry *  c/rz>] + ¿ d> [rx-4t<ry i-rzn
E  3  2. J

E n  i g u a l  f o r m a  p u e d e n  o b t e n e r s e  d £ y  y  d £ z :

oíá'y=-L [d ü y -> ) (d G z  + c/G x)] + £  d [ Qy ~ (  (¡2 + (Tx) ]

( 7 6 a )

( 7 6 b )

c t f z . í  rd(rz - M fc  v doy) ]  + £ d * [ ( r z -± ((rx+ (ry )] w
L o s  i n c r e m e n t o s  d e  d e f o r m a c i ó n  t a n g e n c i a l  e s t á n  d a d o s  p o r :

Jfxy =  ^  ^  s > y  <7 7 a >

y  2 6

d / y t  =  + j x  z ? * ( 7 7 b )
2 G

^ 4  =  ( 7 7 c )

S i  e l  m a t e r i a l  e n d u r e c e  p o r  d e f o r m a c i ó n ,  l a  7 2  p u e d e  e s c r i b i r s e  
e n  f u n c i ó n  d e  l a  t e n s i ó n  « y  d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a s  p a r a  t e n e r  e n  c u e n t a  e s t e  
e f e c t o .  P a r a  s i m p l i f i c a r  s e  c o n s i d e r a  l a  7 2  r e f e r i d a  a  l o s  e j e s  p r i n c i p a l e s .  
P o r  u n a  p r o p i e d a d  d e  l a s  p r o p o r c i o n e s :

í c / é f ) 2  ( d ¿ ¿ - c / £ ¿ ) 2 (d ¿ 3 -  d é / * J 2 ^ ^ 2 .

{(Tf -G~2 ) 2 ( ¡ T 2 - ( 7 l ) 2  ( G l - G ' f ) 2

T a m b i é n  l a  s u m a  d e  l o s  n u m e r a d o r e s  s o b r e  l a  s u m a  d e  l o s  d e n o m i -  
n a d o r e s  m a n t i e n e  l a  p r o p o r c i ó n  d  X  . y  s i  s e  s a c a  l a  r a í z  c u a d r a d a  d e  
e s t a  s u m a ,  e l  n u m e r a d o r  e s  f %  d g - p  ( v e r  e c u a c i ó n  3 5 a ,  p u n t o  B . 5 )  
y  e l  d e n o m i n a d o r  y *  ( T  ( v e r  e c u a c i ó n  2 2 á ,  p u n t o  A .  1 1 ) ,  j ? o r  l o  t a n t o :

2  ;  ( 7 8 )

C o m o  p o r  7 2 c :  '

d'X  = c/£ x

<r¿
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c o m p a r a n d o  e s t a  ú l t i m a  c o n  7 8 :

( 7 9 a )

A n á l o g a m e n t e :

( 7 9 b )

( 7 9 c )

( 7 9 d )

( 7 9 e )

( 7 9 f )

D . 7 .  T E O R I A  D E  L E V Y - M I S E S

S i  b i e n  h i s t ó r i c a m e n t e  p r e c e d i ó  a  l a  d e  P r a n d t l - R e u s s ,  d i d á c t i c a m e n t e  
c o n v i e n e  e n u n c i a r l a  " a  p o s t e r i o r ! " .  L a  t e o r f a  d e  P r a n d t l - R e u s s  v i s t a  e n  e l  
p u n t o  a n t e r i o r  c o n s i d e r a  u n  s ó l i d o  e l a s t o - p l á s t i c o .  T e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  
l a s  d e f o r m a c i o n e s  e l á s t i c a s  a l c a n z a n  a  u n  0 . 5 %  c o m o  m á x i m o ,  p u e d e n  s e r  
d e s p r e c i a d a s  f r e n t e  á  g r a n d e s  d e f o r m a c i o n e s  p l á s t i c a s .  E s t a  e s  l a  i d a a  d e  
L e v y - M i s e s ,  q u e  c o n s t i t u y e  d e  h e c h o  u n a  s i m p l i f i c a c i ó n  d e  l a  e x p r e s i ó n  7 3 ,  
q u e  s é ' ! t r a n s f o r m a  a h o r a :

c / e f ( 8 0 )

L a s  e x p r e s i o n e s  7 2  y  7 6  t o m a n  a h o r a  p a r a  L e v y - M i s e s  l a  f o r m a :

c /€ x  =  =  _  c /  ¿ i/  _  c /¿ íx  =  (81)

(Tx y

( 8 2 a )

Ji c/A L &~y - —(Gz + &*■)] ( 8 2 b )

( 8 2 c )

( 8 2 d )
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'ZX

y  l a s  e c u a c i o n e s  7 9  q u e d a n

d /y z  -  c/A  'SyZ (82e)

z  t r
( 8 3 a )

d é y *  f  ¿ 1  0~y -■ ( 8 3 b )

2  0 -
( 8 3 c )

&"OjCxJ
ii ( 8 3 d )

( 8 3 á )

c / /  2 . 4 1  
z x  2  r

( 8 3 f )

D . 8 .  T E O R I A S  D E  D E F O R M A C I O N E S  T O T A L E S

E n  c o n t r a p o s i c i ó n  c o n  l a i s  t e o r í a s  a n t e r i o r e s ,  H e n c k y  s u p o n e  q u e  
l a s  c o m p o n e n t e s  d e  l a  d e f o r m a c i ó n  . p l á s t i c a  t o t a l  s o n  . p r o p o r c i o n a l e s  a  
l a s  c o m p o n e n t e s  d e s v i a d o r a s  d e  t e n s i ó n :

(fi e s  u n a  c a n t i d a d  e s c a l a r  p o s i t i v a  d u r a n t e  l a  c a r g a  y  c é r o  e n  l a  d e s c a r ­
g a .

S w a i n g e r  t a m b i é n  f o r m u l ó  u n a  t e o r f a  d e  d e f o r m a c i ó n  t o t a l ,  p e r o  a l  
i g u a l  q u e  c o n  l a  d e  H e n c k y ,  l a  o b s e r v a c i ó n  e x p e r i m e n t a l  d e m u e s t r a  q u e  
c o n d u c e n  a  e r r o r e s  m u y  g r o s e r o s . 1

D . 9 .  C O N D I C I O N  D E  F L U E N C I A  P L A N A

E s  u n  c a s o  p a r t i c u l a r  d e l  e s t a d o  d é  d e f o r m a c i o n e s ,  t a l  q u e :
-  /yz"~  & y  <S.jx ,  ¿ y i / x y  \  

d i s t i n t o s  a  c e r o  e  i n d e p e n d i e n t e s ' d e l  e j e  z .

S u p ó n g a s e  e l  s i g u i e n t e ,  e s t a d o  d e  f l u e n c i a  p l a n a  r e f e r i d o  a  u n a  
t e r n a  p r i n c i p a l :  ¿ y  y  d i s t i n t o s  d é  c e r o  e  i n d e p e n d i e n t e s  d e  l a  
d i r e c c i ó n  2 ,  y  ¿ 2 = 0.  r f
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S i  l a  e c u a c i ó n  8 2  s e  t o m a  r e s p e c t o  d e  e s a  t e r n a  p r i n c i p a l ' ,  p u e d e  
e é e H b t f á i é :

o k , M  [ crz - ± ( (r 3  +

<TZ  m ¿ f <& + C J )
( 8 4 )

E n  l a  d i r e c c i ó n  c u y a  d e f o r m a c i ó n  n o r m a l  e s  n u l a ,  l a  t e n s i ó n  e s  
i g u a l  a  l a  s e m i s u m a  d e  l a s  o t r a s  d o s .  R e e m p l a z a n d o  e n  l a  e c u a c i ó n  68a  
e l  v a l o r  d e  (J¿  _ o b t e n i d o  e n  8 4 ,  y  t e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  p a r a  e l  c r i t e r i o  
d e  V o n  M i s e s  Q~ =  Y ,  l a  e x p r e s i ó n  d e  é s t e  p a r a  d e f o r m a c i ó n  . p l a n a  r e s u l ­
t a :

c r - c j  =  - £  < r
1 3 /3  / 3  < 8 5 >

m i e n t r a s  q u e  s e g ú n  T r e s c a ,  s e  t i e n e :

¿ 7  -  =  Y  ( 86)

E n  g e n e r a l ,  l o s  m e t a l e s  f r á g i l e s  s e  a c e r c a n  a l  v a l o r  d e l  c r i t e r i o  
d e  T r e s c a ,  m i e n t r a s  q u e  l o s  d ú c t i l e s  s e  c o m p o r t a n  m á s  d e  a c u e r d o  a l  d e  
V o n  M i s e s .  A n a l i z a n d o - l a s  e c u a c i o n e s  8 5  y  86,  s u r g e  l a  v e n t a j a  d e  a d o p t a r  
u n  c r i t e r i o  ú n i c o  p a r a  f l u e n c i a  p l a n a  d a d o  p o r :

, a ;  -  o 5 . - y S x

d o n d e  1  ^  ^  1 . 1 5 5 ,  y  e l  e r r o r  m á x i m o  p o s i b l e  e s  d e  a p r o x i m a d a m e n t e

D . 1 0 .  M O D E L O S  R E O L O G I C O S  Y  E C U A C I O N E S  E M P I R I C A S  T E N S I O N -  
D E F O R M A C I O N

P a r a  d a r  s o l u c i ó n  a  l o s  p r o b l e m a s  d e  d e f o r m a c i ó n ,  s u e l e  r e c u r r i r -
s e  a  m o d e l o s  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  i d e a l i z a d o s .  L o s  m á s  i m p o r t a n t e s  s o n :

( a )  P e r f e c t a m e n t e  e l á s t i c o s :  L a  p e n d i e n t e  d e  l a  r e c t a  e s  e l  v a l o r  d e l  
m ó d u l o  d e  Y o u n g  ( f i g u r a  3 5  a ) .

( b )  R í g i d o ,  p e r f e c t a m e n t e  p l á s t i c o :  S e  c o m p o r t a  c o m o  r í g i d o  h a s t a  l a  
f l u e n c i a ,  l u e g o  e s  p e r f e c t a m e n t e  p l á s t i c o  ( n o  e n d u r e c e  p o r  d e f o r m a ­
c i ó n ,  f i g u r a  3 5  b ) .

( c )  R f g i d o - p l á s t i c o  c o n  e n d u r e c i m i e n t o  l i n e a l :  R í g i d o  h a s t a  l a  f l u e n c i a ,  
l u e g o  e n d u r e c e  c o n  u n a  v a r i a c i ó n  l i n e a l .  L a  p e n d i e n t e  H  m i d e  e l  
g r a d o  d e  e n d u r e c i m i e n t o  ( f i g u r a  3 5  c ) .

( d )  E l a s t o - p e r f e c t a m e n t e  p l á s t i c o :  E l á s t i c o  h a s t a  l a  f l u e n c i a ,  l u e g o  e s  
p e r f e c t a m e n t e  p l á s t i c o  ( f i g u r a  3 5  d ) .

( e )  E l a s t o - p l á s t i c o  c o n  e n d u r e c i m i e n t o  l i n e a l :  e s  e l  m á s  c o m p l e t o  d e  
l o s  e x p u e s t o s .  H a s t a  l a  f l u e n c i a  e s  e l á s t i c a  y  l u e g o  e n d u r e c e  l i n e a l ­
m e n t e  ( f i g u r a  3 5  e ) .

i
í

i-

i
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A  l o s  e f e c t o s  d e  i n t e r p r e t a r  r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a l e s  y  p a r a  l a  r e ­
s o l u c i ó n  d e  p r o b l e m a s  p l á s t i c o s ,  e s  c ó m o d o  e s t a b l e c e r  f u n c i o n e s  p a r a  l a s  
c u r v a s  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  r e a l e s .  E x i s t e n  v a r i a s  p r o p u e s t a s  q u e  s e  a d a p ­
t a n  e n  m a y o r  o  m e n o r  g r a d o  s e g ú n  l o s  m a t e r i a l e s :

( a )  A d o p t a r  e l  m o d e l o  p l á s t i c o  e n d u r e c i b l e ,  u s a n d o  d o s  e c u a c i o n e s  
( f i g u r a  3 6 )

1 .  h a s t a  l a  f l u e n c i a  ^
2.  d e s d e  l a  f l u e n c i a  0~ — H  <5

( b )  L u d w i c k  p r o p u s o :  • ( f  = Y  +  H E  m

L a  f i g u r a  3 7  g r a f i c a  e s t a  e c u a c i ó n  p a r a  m »  i  y  0 < í  m  < 1 .
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(c) Swift enuncia .

{ f e  C ( A  +  £ ) "  p a r a  O  - ó  n  1

( d )  L a  e x p r e s i ó n  d e  H o l l o m o n  q u e  c o n s t i t u y e  u n a  s i m p l i f i c a c i ó n  d e  
l a  d e  S w i f t :  ' U ;-; .

' c e  “

.%>): V o c e  p l a n t e a  u n a  e c u a c i ó n  m u y  b u e n a ,  p e r o  m u y  c o m p l e j a  m a t e -  
; w "- m á t i c a m e n t e :  ’ ; .

f  =  A  +  ( B  -  A )  ( 1  -  e " n 6 )

0  E l  m i s m o  i n c o n v e n i e n t e  t i e n e  l a  e c u a c i ó n  d e b i d a  a  P r a g e r :

: r  =  y  to  h  í  é  J L )
Y  '
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n. l .E.  ENSAYOS MECANICOS

E . l  O b j e t o

E . 2  I n t r o d u c c i ó n

E . 3  E n s a y o  d e  t r a c c i ó n

3 . a .  E l  e n s a y o  d e  t r a c c i ó n  y  e l  p r o b l e m a  d e  l a  i n e s t a b i l i d a d  

p l á s t i c a

3 . b .  E v a l u a c i ó n  d e  l a  t e n s i ó n  y  d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a s  d e s p u é s  

d e  l a  e s t r i c c i ó n  

3 . c .  D e t e r m i n a c i ó n  d e l  p u n t o  d e  i n e s t a b i l i d a d  p l á s t i c a  e n  e l  

d i a g r a m a  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a

3 . d .  E f e c t o  d e  l a  p r e s i ó n  h i d r o s t á t i c a  s o b r e  l a  i n e s t a b i l i d a d  

p l á s t i c a

E . 4  E n s a y o  d e  c o m p r e s i ó n

E . 5  4 . a .  I n e s t a b i l i d a d  p l á s t i c a  e n  c o m p r e s i ó n

4 . b .  C o n s e c u e n c i a  d e  l a  f r i c c i ó n  e n  c o m p r e s i ó n  

4 . c .  E n s a y o s  e s p e c i a l e s  d e  c o m p r e s i ó n

4 . d .  C o m p r e s i ó n  e n  f l u e n c i a  p l a n a

E . 5  E n S a y 0 d e  t o r s i ó n

E .6 L o s  e n s a y o s  m e c á n i c o s  y  s u s  p o s i b i l i d a d e s  p a r a  l a  d e t e r m i n a c i ó n  

d e  l a s  c a r a c t e r í s t i c a s  m e c á n i c a s  " e n  C a l i e n t e " ,
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f e . i *  Ó M S f O

L a  f i n a l i d a d  d e  l o s  e n s a y o s  e n  l a  p r o b l e m á t i c a  d e l  t r a b a j a d o  m e c á ­
n i c o ,  r a d i c a  e n  l a  n e c e s i d a d  d e  d e t e r m i n a r  l a s  c a r a c t e r í s t i c a s  m e c á n i c a s  
d e  u n  m a t e r i a l  a  t r a v é s  d *  l a  c u r v a  ( T  -  E .  C o n  e l l o  s e  p r o c u r a  r e l a c i o ­
n a r  l o s  e s t a d o s  s i m p l e s  d e  t e n s i o n e s  c o n  l o s  e s t a d o s  c o m p l e j o s  p r o p i o s  d e  
l o s  p r o c e s o s  d e  c o n f o r m a d o .  N o  o b s t a n t e  e s t o ,  e x i s t e n  c i r c u n s t a n c i a s  
( f r i c c i ó n ,  t r a b a j o  r e d u n d a n t e ,  r e c r i s t a l i z a c i ñ n ,  e t c . )  p o r  l a s  c u a l e s  m u c h a s  
v e c e s  s e  r e c u r r e  a  e n s a y o s  s i m u l a t i v o s  q u e  t r a t a n  d e  r e p r o d u c i r  l a s  c o n ­
d i c i o n e s  r e a l e s  d e l  p r o c e s o .

E . 2 .  I N T R O D U C C I O N

E n  e s t e  p u n t o  s e  r e v i s a n  l o s  e n s a y o s  m á s  c o m u n e s ;  t r a c c i ó n ,  
c o m p r e s i ó n  y  t o r s i ó n ,  r e l a c i o n á n d o l o s  e  i n d i c a n d o  l o s  i n c o n v e n i e n t e s  q u e  
p r e s e n t a n :  i n e s t a b i l i d a d  p l á s t i c a  y  f r i c c i ó n .  C o m o  l a  m a y o r í a  d e  l o s  p r o ­
c e s o s  d e  t r a b a j a d o  d e  m e t a l e s  s e  e f e c t ú a n  p o r  c o m p r e s i ó n ,  e n  E . 4 . c  y
E , 4 . e  s e  d e s c r i b e n  a l g u n o s  e n s a y o s  e s p e c i a l e s .

P o r  o t r a  p a i t e ,  s i  b i e n  l a  v e l o c i d a d  d e  d e f o r m a c i ó n  n o  i n f l u y e  e n  
f o r m a  c o n s i d e r a b l e  s o b r e  l a  r e s i s t e n c i a  c u a n d o  e l  p r o c e s o  a s  " e n  f r í o "  ,  
n o  o c u r r e  l o  m i s m o  c u a n d o  l a  d e f o r m a c i ó n  s e  p r o d u c e  " e n  c a l i e n t e " .  P o r  
e s t a  r a z ó n  e n  e l  p u n t o  E . G  s e  a n a l i z a n  l a s  v e n t a j a s  y  d e s v e n t a j a s  d e  l o s  
d i v e r s o s  e n s a y o s  p a r a  l a  d e t e r m i n a c i ó n  d e  l a s  c a r a c t e r í s t i c a s  m e c á n i c a s  
e n  c a l i e n t e .

E . 3 .  E N S A Y O  D E  T R A C C I O N

L a  e j e c u c i ó n  d e  u n  e n s a y o  d e  t r a c c i ó n  . g e n e r a l m e n t e  i m p l i c a  l a  
m e d i c i ó n  d e  l a s  c a r g a s  a p l i c a d a s  y  d e  l a  v a r i a c i ó n  d e  l o n g i t u d ,  o b t e ­
n i é n d o s e  e l  d i a g r a m a  c á r g a - e l o n g a c i ó n  ( P  -  a J  ,  f i g u r a  3 8  a ) .

e l o n g a c i ó n  = ¿ ^ 1  =  1 - 1

d o n d e  1 e s  l a  l o n g i t u d  i n s t a n t á n e a  y  1Q  e l  v a l o r  d e  l a  l o n g i t u d  i n i c i a l  d e  
r e f e r e n c i a .

D e  e s t e  d i a g r a m a  s e  p a s a  a l  d e  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  c o n v e n c i o n a l  
(  G " c  -  e ,  f i g u r a  3 8  b ) ,  m o d i f i c a n d o  l a s  e s c a l a s .  L a  e s c a l a  d e  c a r g a s  
s e  d i v i d e  p o r  l a  s e c c i ó n  i n i c i a l  S Q  y  l a  d e  e l o n g a c i o n e s  p o r  e l  l a r g o  i n i ­
c i a l  10 .

crc = j£ (88)
• 5 o

c  =  4 /  ( 8 9 )

i
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P

Pm ax

F i g .  3 8  a F i g .  3 8  b

L a  t e n s i ó n  e f e c t i v a  p u e d e  o b t e n e r s e  c o n  l a  e x p r e s i ó n  2 2  a  t e n i e n d o  
e n  c u e n t a  q u e  e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  q u e  c o r r e s p ó n d e  a  t r a c c i ó n  es-.

0  y  G "2 =  0~3 =  0  ( f i g u r a  3 9  a ) .

cr *SX{f{r,-<5)z+ + ftr3 -o;rj- (T,
l u e g o  -  / >  ( 9 0 )

<r. <r, - g -
d o n d e  S  e s  l a  s e c c i ó n  i n s t a n t á n e a .  ,

T e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  e n  r a n g o  p l á s t i c o  h a y  c o n s t a n c i a  d e  v o l u m e n  
s e  p u e d e  e s c r i b i r :  ‘

S . 1 = s0 . 1Q
8 - ^ > 7

r e e m p l a z a n d o  e n  9 0 :

\ 1  =  £  £  a *  — )< r = < r > = - £ .  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - , — ,
50 4  ■Se Jo So

y  t e n i e n d o  e n  c u a n t a  88 y  8 9 :

( 9 1 )

c r «  crc  ( i  } ( 9 2 )

L a  e c u a c i ó n  9 1  p e r m i t e  o b t e n e r  0~ e n  f u n c i ó n  d e  l a s  m a g n i t u d e s  
m e d i d a s  a l  r e a l i z a r  e l  e n s a y o  y  l a  g e o m e t r í a  i n i c i a l  d e  l a  p r o b e t a .  L a  
e x p r e s i ó n  9 2  m u e s t r a  q u e  p a r a  i g u a l  a l a r g a m i e n t o ,  l a  t e n s i ó n  a f e c t i v a
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es tft&ytxt q u e  la coaveficionai ( cf" >  {?c í*

P a r a  h a l l a r  l a  d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a  s e  r e c u r r e  a  l a  e x p r e s i ó n :

c f  *  * f*~2 ~ *“3 )  '+ ^ 3  ~ *~1  ̂ 1  (93)

E n  l o s  c a s o s  e n  q u e  l a  a p r o x i m a c i ó n  d e  L e v y - M i s e s  e s  s u f i c i e n t e  
( p u n t o  D . 7 ,  e c u a c i ó n  8 0 ) :

c/e/ * c/2 2(r*

c/£¿ = cJA 2 02- 03-01
3

J e 3  „  ¿ ( f s - o j - i j z
y  s i e n d o  G^=(J^= 0 3

e / £ ,  =  4  J X  d f3  
— J . c/A (Ti

c / e .?3 * _ * c/a o ;

= 4 - (94)
2  < f

E l  c í r c u l o  d e  M o h r  d e  d e f o r m a c i o n e s  s e  a p r e c i a  e n  l a  f i g u r a  3 9  b .  
R e e m p l a z a n d o  l o s  v a l o r e s  d e  y  ^3  e n  f u n c i ó n  d e  e n  l a  9 3 :

•y /  1» Á  *0*/»

E s t a  ú l t i m a  e c u a c i ó n  p e r m i t e  ( é n  f o r m a  s i m i l a r  q u e  l a  e x p r e s i ó n  
9 1  p a r a  W  )  c a l c u l a r  < 5  e n  f u n c i ó n  d e  l a  l o n g i t u d  i n i c i a l  e  i n s t a n t á n e a  
d e  l a  p r o b e t a .

S i  s e  t i e n e  e n  c u e n t a  l a  t e o r í a  d e  P r a n d t l r - R e u s s  ( p u n t o  D . 6 ,  e c u a ­
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c i ó n  7 6 ) ,  l a s  d e f o r m a c i o n e s  p l á s t i c a s  . e s t a r á n  d a d a i ^ p o r :  

é ' " .  < f -  < ? e

¿ “ ¿ S .  ü
4  £

E n  l o  q u e  s i g u e  s e  d e s p r e c i a r á n  l a s  d e f o r m a c i o n e s  e l á s t i c a s  
a c e p t á n d o s e  e n  c o n s e c u e n c i a  l a  t e o r í a  d e  L e v y - M i s e s  ( e c u a c i ó n  9 4 ) .

■ .i. í • ■ ■ ;  •
_  _  L a  f i g u r a  4 0  m u e s t r a  l a s  c u r v a s  c o n v e n c i o n a l  (  O c - e )  y  e f e c t i v a  

( G ~ - £ )  p a r a  e l  e n s a y o  d e  t r a c c i ó n .  E l  p u n t o  A ’ e s  e l  c o r r e s p o n d i e n t e  
d e l  A  s o b r e  l a .  c u r v a  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a  y  l o  m i s m o  o c u r r e  c o n  
B \  C f ,  e t c .

L a s  m á q u i n a s  d e  e n s a y o  m o d e r n a s  p o s e e s  d i s p o s i t i v o s  q u e  p e r m i t e n  
o b t e n e r  d i r e c t a m e n t e  l a s  c u r v a s  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  r e a l .

Flg/frO
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E . 3 . a .  E L  E N S A Y O  D E  T R A C C I O N  Y  E L  P R O B L E M A  D E  L A  I Ñ E S T A -  
B E L I D A D  P L A S T I C A

P o r  l o  v i s t o  h a s t a  a q u í  p a r e c e r í a  s e n c i l l o  o b t e n e r  l a  c u r v a  t e n s i ó n -  
d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a  a  p a r t i r  d e l  e n s a y o  d e  t r a c c i ó n .  S i n  e m b a r g o ,  l a  a p a ­
r i c i ó n  d e  l a  e s t r i c c i ó n  c o n  d e f o r m a c i o n e s  r e l a t i v a m e n t e  b a j a s  i m p o n e  u n a  
s e r i a  l i m i t a c i ó n .  E n  e f e c t o ,  a  p a r t i r  d e  a l l í  l a s  d e f o r m a c i o n e s  s e  l o c a l i z a n  
e n  e l  " c u e l l o "  y  a p a r e c e  u n  e s t a d o  t r i a x i a l  d e  t e n s i o n e s  q u e  d i f i c u l t a  l a  
e v a l u a c i ó n  d e  C T  y  £  ,  y a  q u e  d e j a n  d e  t e n e r  v a l i d e z  l a s  f ó r m u l a s  9 3  y  9 4 .

E n  l a  c u r v a  P  -  p a r a  d e f o r m a c i o n e s  q u e  d e p e n d e n  d e l  m a t e r i a l
( e n  l o s  a c e r o s  d e  b a j o  c a r b o n o  r e c o c i d o s  e n t r e  e l  2 0  y  e l  3 0 %  c o n v e n c i o ­
n a l )  ,  l a  e s t r i c c i ó n  s e  p r o d u c e  p a r a  e l  v a l o r  d e _ l a  c a r g a  m á x i m a ,  v a l e  d e ­
c i r  c u a n d o  d P  =  O  ( F i g u r a  3 8  a ) .  C o m o  P  =  ( T  .  S :

d P  d £  g ^  d S  . <= .  o
d é  d i  d e

d i r  s  -  
d é '  -  "  d é

L a  e c u a c i ó n  a n t e r i o r  p e r m i t e  i n t e r p r e t a r  q u e  l a  e s t r i c c i ó n  s e  p r o d u c e  
c u a n d o  l a  v e l o c i d a d  i n s t a n t á n e a  d e  i n c r e m e n t ó  d e  f u e r z a ,  n e c e s a r i a  p a r a  
p r o d u c i r  m a y o r  d e f o r m a c i ó n  d e b i d a  a l  e n d u r e c i m i e n t o ,  s e  h a . c e  i g u a l  a  l a  
v e l o c i d a d  i n s t a n t á n e a  d e  V a r i a c i ó n  d e  f u e r z a  q u e  l a  s e c c i ó n  d e b e  r e s i s t i r  
p o r  d i s m i n u c i ó n  d e  á r e a .

E . 3 . b .  E V A L U A C I O N  D E  L A  T E N S I O N  Y  D E F O R M A C I O N  E F E C T I V A S  
D E S P U E S  D E  L A  E S T R I C C I O N

S e  h a  v i s t o  q u e  l u e g o  d e  l a  e s t r i c c i ó n  e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  d e j a  
d e  s e r  u n i a x i a l  y  p o r  l o  t a n t o  d e b e n  h a l l a r s e  o t r a s  e x p r e s i o n e s  q u e  p e r m i ­
t a n  c a l c u l a r  C T  y  £  .  P a r a  r e s o l v e r  e s t e  p r o b l e m a  p u e d e  u t i l i z a r s e  e l  
t r a b a j o  d e  B r i d g m a n  o  e l  d e  D a v i d e n k o v  y  S p i r i d o n o v a .

P u e s t o  q u e  s e  p r o d u c e  u n  e s t a d o  t r i a x i a l ,  Q "  d e j a  d e  s e r  l a  t e n s i ó n  
a x i a l  y  p a r a  u n a  p r o b e t a  c i l i n d r i c a  p a s a r á  a  s e r  u n a  f u n c i ó n :

W  *  (T  <(Tr  ¡ i  (£  )

A d e m á s  c o m o , 0 r  \ 0$  ;  (¡z  ,  n o  s e  m a n t i e n e n  c o n s t a n t e s  e n  l a  
s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l  m í n i m a ,  l a  s o l u c i ó n  d e b e  d a r s e  e n  f u n c i ó n  d e  p a r á m e ­
t r o s  m e d i b l e s  t a l e s  c o m o :  l a  t e n s i ó n  a x i a l  m e d i a  ( ( T z ) p r o m  y  l a  g e o m e t r í a  
d e  l a  e s t r i c c i ó n .

E l  a n á l i s i s  d e  B r i d g m a n  i n v o l u c r a  l a s  s i g u i e n t e s  h i p ó t e s i s :

( a )  E l  p e r f i l  d e  l a  e s t r i c c i ó n  e s  c i r c u l a r  d e  r a d i o  R  ( f i g u r a  4 1  a ) .
( b )  L a  s e c c i ó n  d e l  c u e l l o  s e  m a n t i e n e  c i r c u l a r  d é  r a d i o  a  ( f i g .  4 1  a ) .
( c )  S e  s u p o n e  v á l i d o  e l  c r i t e r i o  d e  V o n  M i s e s .
( d )  L a s  d e f o r m a c i o n e s  e n  l a  s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l  m í n i m a  s e  m a n t i e n e n
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c o n s t a n t e s .  ,

P l a n t e a d o  e l  e q u i l i b r i o  d e  f u e r z a s  e n  d i r e c c i ó n  r a d i a l  ( F i g .  4 1  b ) :

'^ S B \
a

h  -  -  ü  (cosfi  -  cosff)

/ * /h -  + <L [cosCrf+c/jé^-eosé] ■ ¿IjZ  .
¿  \TZ + — = -  h

£  ■

fr + ^  é r

F i g .  4 1

((Tz + h  & í )sen  j ’( r  + ¿ £ ) c /e .d r  + (<rr c /r )(r .t c /r ) c /e ./> ’■

- (Tr  . A . r  c/<? -  (ti#  sen  ^  ® 0
R e e m p l a z a n d o  h  y  h 1 e n  f u n c i ó n  d e  l o s  d a t o s  d e  l a  g e o m e t r í a  d e  l a  

e s t r i c c i ó n  ( f i g u r a  4 1  a )  y  d e s p r e c i a n d o  i n f i n i t é s i m o s  d e  o r d e n  s u p e r i o r :

C o m o  p o r  s i m e t r í a  e s  d d  ¿ . g ,  a p l i c a n d o  L e v y - M i s e s  r e s u l t a
( T r a ( r e  p ° r  l o  ^ u e :

( 9 6 )

T r a t á n d o s e  d e  u n  e s t a d o  c i l i n d r i c o  (  - s  (¡  ̂ ^  (jTz  ) , l a  e c u a c i ó n  2 2  a  
q u e d a :

< r =  t i? ( 9 7 )

l u e g o ,  s i  s e  r e e m p l a z a  e n  l a  e c u a c i ó n  9 6 ,  s e  s e p a r a n  v a r i a b l e s  y  s e  o r ­
d e n a :

j r  .  g  ( f  -------------
r z  -  2 <a K-r a  2

I n t e g r a n d o  e  i n t r o d u c i e n d o  l a  c o n d i c i ó n  d e  b o r d e / e n  l a  s u p e r f i c i e :  
r  =  a ;  O :

(Tr  = <T
•  2 a / ? - / ' 2 ;

2  e¡ R
D e  a c u e r d o  c o n  l a  e c u a c i ó n  9 7  r e s u l t a :

<rz = (n-(Tr =' (rt / y- ¿>{aZ + z* R~fS) j  ̂ (98)
2  ¿3 R

e x p r e s i ó n  q u e  v i n c u l a  £ T c o n  (JZ .  C o m o  (JZ, n o  e s  m e d i b l e  p o r q u e  v a r í a^  /v
e n  l a  s e c c i ó n  s e  r e c u r r e  a :  '
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( 9 9 )

6
R e e m p l a z a n d o  l a  e x p r e s i ó n  9 8  e n  l a  9 9 ,  i n t e g r a n d o  y  d e s p e j a n d o  (j~ :

c r = (& z)fifiom

d o n d e :

7T a

- /

(100)

(101)

L a  e v a l u a c i ó n  d e  l a  e c u a c i ó n  1 0 0  i m p l i c a  l a  m e d i c i ó n  d e  l o s  r a d i o s  
d e  l a  s e c c i ó n  y  p e r f i l  i n s t a n t á n e o s  d e  l a  e s t r i c c i ó n .  E n  1 9 4 6  D a v i d e n k o v  y  
S p i r i d o n o v a  m o d i f i c a r o n  l i g e r a m e n t e  e l  f a c t o r  d e  c o r r e c c i ó n  d e  B r i d g m a n ,  
o b t e n i e n d o :

(102)

C o m o  s e  a p r e c i a  e n  l a  f i g u r a  4 2  l o s  v a l o r e s  d e  C g  y  C D  ( e c u a c i o r  
n é s  1 0 1  y  1 0 2 )  d i f i e r e n  c a d a  v e z  m á s  a  m e d i d a  q u e  a u m e n t a  a / R . ,  o  s e a  
c u a n d o  l a  e s t r i c c i ó n  s e  h a c e  m á s  l o c a l i z a d a .

E l  m i s m o  B r i d g m a n  e n  1 9 5 0 ,  d e t e r m i n ó  e l  c o e f i c i e n t e  d e  c o r r e c ­
c i ó n  p a r a  p r o b e t a s  p l a n a s :  v ^

° S  i ,/2  * i  ’/ ¿ n  '  Ú ) ! i ]  -  "

L a  d e t e r m i n a c i ó n  d e  l a  d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a  s e  e f e c t ú a  t e n i e n d o  e n  
c u e n t a  q u e  c u a n d o  s e  p r o d u c e  l á  e s t r i c c i ó n ,  l a s  d e f o r m a c i o n e s  d e j a n  d e  
e s t a r  u n i f o r m e m e n t e  d i s t r i b u i d a s  a  l o  l a r g o  d e  l a  l o n g i t u d  d e  r e f e r e n c i a  
p a r a  l o c a l i z a r s e  e n  e l  c u e l l o .

S i  s e  t o m a  l a  r e g i ó n  i n f i n i t e s i m a l  d e  d i á m e t r o  m í n i m o  ( f i g s .  4 3 a  y
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b )  d o n d e  s e  p r o d u c e n  l a s  m a y o r e s  d e f o r m a c i o n e s ,  p o r  c o n s t a n c i a  d e  v o l u ­
m e n : 1 T . a z. /  = c o n s t a n t e

F i g .  4 3  a  

d i f e r e n c i a n d o  l a  ú l t i m a  e x p r e s i ó n :

2 <3 S  c/a + a 2c/P - o

F i g .  4 3  b

c / /  _ 2 _
/ '  a

c/á

i n t e g r a n d o :

l -

s i e n d o

<5 =

=  ^  &  J í *  *£ . -  2  A  J k .
c/a <3 £>

y  t e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  e s  v á l i d a  l a  e c u a c i ó n  J 9 4 , p u e s t o  q u e  l a  s e c c i ó n  
s e  m a n t i e n e  c i r c u l a r .

á  =  =  2
D

E . 3 . C .  D E T E R M I N A C I O N  D E L  P U N T O  D E  I N E S T A B I L I D A D  P L A S T I C A  
E N  E L  D I A G R A M A  T E N S I O N - D E F O R M A C I O N  E F E C T I V A

P a r a  d e t e r m i n a r  d o n d e  s e  p r o d u c e  e s t e  p u n t o  d e  i n e s t a b i l i d a d  
p l á s t i c a  e n  e l  d i a g r a m a  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  r e a l ,  q u e  e n  t r a c c i ó n  c o i n ­
c i d e  c o n  e l  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a ,  c o m o  s e  v i ó ,  s e  s u p o n d r á n  
d e s p r e c i a b l e s  l a s  d e f o r m a c i o n e s  e l á s t i c a s .

L a  c a r g a  e s  d e  a c u e r d o  a  l a  e x p r e s i ó n  9 0 :

p =  < r. 5

J  £> = ¿ r .  J  3  +  S . c / ( f
l u e g o :

C o m o  p a r a  e l  p u n t o  d e  i n e s t a b i l i d a d  p l á s t i c a  e s  d P  =  O

s  < r
P o r  c o n s t a n c i a  d e  v o l u m e n :

■' ‘1 ■ . ' í  : ■

s D . A .  s. /  js c o n s t a n t e

( 1 0 3 )

s . dJ + /  . cJs = o
c / $  _  q/ / (104)
s
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R e e m p l a z a n d o  1 0 4  e n  1 0 3 :

/  ~  <T
y , . c o m o  a l  d i f e r e n c i a r  l a  e x p r e s i ó n  9 5 :

d i *  j s  
/

r e s u l t a :  . —
4 ^  = ( T  ( 1 0 5 )
c r £

q u e  e g  l a  c o n d i c i ó n  d e  i n e s t a b i l i d a d  p l á s t i c a ,  c o m o  m u e s t r a n  l a s  f i g s . 4 4 a  y  
b .

F i g .  4 4  a

P a r a  a q u e l l o s  m a t e r i a l e s  a  l o s  q u e  s e  a d a p t a  e l  m o d e l o  d e  H o l l o m o n  
( e c u a c i ó n  8 7 ,  p u n t o  D . 1 0 ) *  d e  l a  c o n d i c i ó n  1 0 5  s u r g e  u n a  i m p o r t a n t e  c o n c l u ­
s i ó n .  E n  e f e c t o ,  r e e m p l a z a n d o  l a  e x p r e s i ó n  d e  H o l l o m o n  e n  1 0 5 :

_ c r? cT n t = <r = C é  ” / .  « s í
c/Z  ~

D e  m a n e r a  q u e  c u a n t o  m a y o r  s e a  n ,  m a y o r  s e r á  < £  h a s t a  l a  
e s t r i c c i ó n ,  o  l o  q u e  e s  l o  m i s m o ,  c u a n t o  m a y o r  s e a  n  m a y o r  s e r á  l a  
d e f o r m a b i l i d a d  d e  u n  m a t e r i a l  a n t e s  d e  p r o d u c i r s e  l a  e s t r i c c i ó n .

E n  l a  T a b l a  I  s e  c i t a n  v a l o r e s  d e  C  y  n  p a r a  a l g u n o s  m a t e r i a l e s .
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T A B L A  I

C O N S T A N T E S  D E  L A S  C U R V A S  T E N S I O N - D E F O R M A C I O N  

( T h o m s e n - Y a n g - K o b a y a s h i ,  " M e c h . o f  P l á s t i c  D e f o r m a t i o n " , p . 8 7 )

M A T E R I A L

C

K g r / m m 2 n

A c e r o  0 . 0 5 % C 5 4 0 . 2 6
A c e r o  0 . 6 % C .  T e m p l .  y  r e v .  a  5 4 0 ° C 1 6 0 0.10
A c e r o  0 . 6 % C .  T e m p l .  y  r e v .  a  7 0 0 ° C 1 2 5 0 . 1 9
S . A . E .  1 0 1 0  r e c o c i d o 7 0  ■ 0.20 ,
S . A . E .  1 1 1 2  r e c o c i d o 0 . 1 9  N
S . A . E .  1112  t r a b a j a d o 7 7  ■ 0 . 0 8 .
S . A . E .  4 1 3 5  r e c o c i d o 1 0 3 0 . 1 7
S . A . E .  4 1 3 5  t r a b a j a d o  ( R e  1 8 ) 112 0 . 1 4
S . A . E .  4 1 3 5  t r a t . t e r m .  ( R e  . 2 6 ) 1 4 2 0 . 0 9
S . A . E .  4 1 3 5  t r a t .  t e r m .  ( R e  3 5 } 1 7 0 0 . 0 6
S . A . E .  4 3 3 0  r e c o c i d o 66 0 . 1 5
A l .  6 9 6 1  r e c o c i d o 21 0.20
A l .  6 0 6 1  e n v e j e c i d o 4 2 0 . 0 5
C o b r e  r e c o c i d o 3 2 0 . 5 4
A l .  2 0 2 4  s o l . 7 3 . 5 0 . 0 9
L a t ó n  7 0 / 3 0  r e c o c i d o 9 1 0 . 4 9

~ N O T A :  d e t e r m i n a d o s  a  2 0 ° C  y  & =  1 % / s e g .

E . 3 . d .  E F E C T O  D E  L A  P R E S I O N  H E D R O S T A T I C A  S O B R E  L A  I N E S T A B I -  
' L I D A D  P L A S T I C A

E l  h e c h o  d e  s u p e r p o n e r  a  u n a  t r a c c i ó n p u r a  u n a  c o m p r e s i ó n  h i d r o s -  
t á t i c a  ( - p ^ ) ,  c o r r e  e l  p u n t o  d e  i n e s t a b i l i d a d  p l á s t i c a  h a c i a  m a y o r e s  d e f o r ­
m a c i o n e s .  E n  e f e c t o ,  e n  t r a c c i ó n  p u r a  s e  t i e n e  ( f i g u r a  4 5  a ) :

S i  s e  l e  s u p e r p o n e  u n a  c o m p r e s i ó n  h i d r o s t á t i c a  d e  m a g n i t u d  p t j  ( f i g .  4 5  b ) :

i
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r r

l u e g o :

dijo  S  -  P  -  P j j . S  =  p t

d o n d e  P ^  e s  l a  c a r g a  a x i a l  t o t a l  s o b r e  l a  s u p e r f i c i e  S .  E n  e l  p u n t o  d e  
i n e s t a b i l i d a d  p l á s t i c a  s e  c u m p l i r á  e n t o n c e s  d P - p  =  O :

J% = s . c / q z ,  + o; c /S  = 0

c /S

07k
q u e  d e  a c u e r d o  c o n  1 0 4  r e s u l t a :

(jip
( 1 0 6 )

P u e s t o  q u e  s e  t r a t a  d e  e s t a d o s  c i l i n d r i c o s  d e  i g u a l  v  ( s u s  c í r c u l o s  
d e  M o h r  s o n  d e  i g u a l  m a g n i t u d ,  s ó l o  q u e  c o r r i d o s  a  l o  l a r g o  d e l  e j e  £ 7 / j  ) ,  
r e s u l t a  a l  r e e m p l a z a r  a m b o s  e s t a d o s  d e  t e n s i o n e s  e n  l a  e c u a c i ó n  22 a :

l u e g o :

r e e m p l a z a n d o  e s t a  e x p r e s i ó n  e n  1 0 6 :

d a

L a  i n t e r p r e t a c i ó n  g r á f i c a  d e  l a  e c u a c i ó n  1 0 7  s e  a p r e c i a  e n  l a s  
f i g u r a s  4 6  a  y  b .

(107)
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® n  d e f i n i t i v a ,  s i  b i e n  a  b a j a s  p r e s i o n e s  ( m e n o r e s . d e  I O D O  a t m . )  
l a  p r e s i ó n  h i d r o s t á t i e a  n o  m o d i f i c a  l o s  v a l o r e s  d e  f l u e n c i a  ( P u n t o  D . 3 ) ,  
c o r r e  e l  p u n t o  d e  i n e s t a b i l i d a d  p l á s t i c a ,  p u n t o  q u e  c o m o  s e  v i ó ,  e e  u n o  
d e  l o s  g r a n d e s  p r o b l e m a s  q u e  s e  p r e s e n t a n  e n  e l  t r a b a j a d o  c u a n d o  h a y  
e s f u e r z o s  d e  t r a c c i ó n .

E . 4 .  E N S A Y O  D E  C O M P R E S I Ó N

S e  i n i c i a r á  e l  a n á l i s i s  d e l  e n s a y o  d e  c o m p r e s i ó n  d e  m a n e r a  s i m i l a r  
a  c o m o  s e  e f e c t u a r a  c o n  e l  d e  t r a c c i ó n . '

A s f ,  d e l  d i a g r a m a  c a r g a - a c o r t a m i e n t o  ( P  -  A h ) ,  s e  p a s a  a l  c o n ­
v e n c i o n a l  d i v i d i e n d o  l a  c a r g a  i n s t a n t á n e a  p o r  l a  s e c c i ó n  i n i c i a l  y  l o s  c o ­
r r e s p o n d i e n t e s  a c o r t a m i e n t o s  p o r  l a  a l t u r a  i n i c i a l .

-  • #  \  ( 1 0 8 )

F i g .  4 7  a  F i g .  4 7  b

L a  t e n s i ó n  e f e c t i v a  s e  o b t i e n e  r e e m p l a z a n d o  TT f * * 0 ¿ ~ C  
y  O j  <  0  ( f i g u r a  4 7  a )  e n  l a  e c u a c i ó n  2 2  a :

< 7 %  GZ = - £ !  ( 110)
S
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Por constátocía dé volumen:

S  -  Sa A l
A

y  r e e m p l a z a n d o  e n  110 :

g = _ _P_ _h__ _ _ _ _ P  ,  h o - A h  )  _  p  ( 1  A / }
S 0 /?0 S 0 j j0 h 0

T e n i e n d o  e n  c u e n t a  1 0 8  y  1 0 9 :

< f  =  ( £  (  / - e )

)
( 111 )

(112)

L a  e c u a c i ó n  1 1 1  p e r m i t e  o b t e n e r  (i~ e n  f u n c i ó n  d e  l a s  m a g n i t u d e s  
m e d i d a s  a l  r e a l i z a r  e l  e n s a y o  y  l a  g e o m e t r í a  i n i c i a l  d e  l a  p r o b e t a .  L a  
e x p r e s i ó n  112 m u e s t r a  q u e  p a r a  i g u a l  a c o r t a m i e n t o  l a  t e n s i ó n  e f e c t i v a  e s  
m e n o r  q u e  l a  c o n v e n c i o n a l  (  ( T ^  Ge  ) •

P r o c e d i e n d o  e n  f o r m a  a n á l o g a  a  c o m o  s e  p l a n t e ó  e n  t r a c c i ó n  e n  e l  
p u n t o  E . 3 ,  s e  o b t i e n e  p a r a  £  ( f i g u r a  4 7  b ) :

“  = J *  - j-  = -  )  = ~ J ^ } ( H 3 )
”  h°  %  -

C o n  e s t a  ú l t i m a  e c u a c i ó n  s e  p u e d e  c a l c u l a r  < £  e n  f u n c i ó n  d e  l a  a l t u r a  i n i ­
c i a l  e  i n s t a n t á n e a  d e  l a  p r o b e t a .

S i  s e  d e s e a r a  c o n s i d e r a r  l a s  d e f o r m a c i o n e s  e l á s t i c a s ,  a p l i c a n d o  l a  
t e o r í a  d e  P r a n d t l - R e u s s  ( P u n t o  D . 6 ,  e c u a c i ó n  7 6 ) ,  l a s  d e f o r m a c i o n e s  
p l á s t i c a s  r e s u l t a r í a n :

< ? . < ? * .  A A - 2 L -

E n  l a  f i g u r a  4 8  s e  h a n  s u p e r p u e s t o  l a s  c u r v a s  c o n v e n c i o n a l  (  - e )  
y  e f e c t i v a  ( J “ -  < £  )  p a r a  e l  e n s a y o  d e  c o m p r e s i ó n

(T \ Oc CKjr/mm-J

S O ­

SO AC£#0 0.04 % C
F i g .  4 8

0 .2  0,4 0,6 0.6 1,0 1:2 £
A  p e s a r  d e  s u  a p a r e n t e  s e n c i l l e z ,  e l  e n s a y o  d e  c o m p r e s i ó n  t i e n e  

d o s  i n c o n v e n i e n t e s  f u n d a m e n t a l e s :
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( á )  L a  i n e s t a b i l i d a d  p l á s t i c a  ^ a s o c i a d a  a  l a  g e o m e t r í a  d e  l a  p r o b e t a
c o n o c i d a  c o m o  ' ' p a í i d é t í " .  Á  t í i f e í é t í d í f t  d e  l á  esttícciótt en tfafcctón, 
e l  p a n d e o  p u e d e  e v i t a r s e  c o a  u n a  g e o m e t r í a  a d e c u a d a .

( b )  L a  f r i c c i ó n  d e s a r r o l l a d a  e n t r e  p r o b e t a  y  m o r d a z a s  h a c e  q u e  e l  e n ­
s a y o  n o  s e a  u n i a x i a l  y  q u e  l a s  d e f o r m a c i o n e s  s e a n  i n h o m o g é n e a s ,  
r e s t á n d o l e  v a l i d e z  a  l a s  f ó r m u l a s  v i s t a s .

E . 4 . a .  I N E S T A B I L I D A D  P L A S T I C A  E N  C O M P R E S I O N  

S e  d e f i n e  a  l a  r e l a c i ó n  d e  e s b e l t e z :

¿  = 4 -

d o n d e  h  e s  l a  a l t u r a  d e  l a  p r o b e t a  e  i  e l  r a d i o  d e  g i r o  d e  s u  s e c c i ó n  t r a n s ­
v e r s a l  S  ( f i g .  4 9 ) :

J f

( 1 1 4 )

^  *
( 1 1 5 )

F i g .  4 9

s i e n d o  J  e l  m o m e n t o  d e  i n e r c i a  d e  l a  s e c c i ó n .

P a r a  e l  r a n g o  p l á s t i c o ,  l a  c o n d i c i ó n  d e  p a n d e o  s e  e x p r e s a  p o r  u n a  
é c u a c i ó n  a n á l o g a  a  l a  d e  E u l e r  e n  r a n g o  e l á s t i c o :

r , / / " ’ . /  £  '

■ '  A *
s i e n d o  P c p  l a  f u e r z a  c r í t i c a  d e  p a n d e o  y  E '  l a  p e n d i e n t e  i n s t a n t á n e a  d e  l a  
c u r v a  (T -e  .

R e e m p l a z a n d o  J  p o r  s u  v a l o r  e x t r a í d o  e n  1 1 5  q u e d a :
p  7T2  -$ < 2  re/o  a  - - - - - -

h -  
'p  

7 T - £

y  l a  t e n s i ó n  c r í t i c a  d e  p a n d e o  (  ) t e n i e n d o  e n . c u e n t a  l a  1 1 4 ,  r e s u l t a :

s e  =  =
. 5  X 2 ( 1 1 6 )

P a r a  q u e  n o  s e  p r o d u z c a  p a n d e o  l a  t e n s i ó n  a p l i c a d a  (  (T¿)p ) d e b e  s e r  
m e n o r  q u e  l a  t e n s i ó n  C r í t i c a  d e  p a n d e o :

J 2 (117)
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S i  e l  m a t e r i a l  s i g u e  e l  m o d e l o  d e  H o l l o m o n :  j

(T  =  C  < ± *  ( 1 1 8 )

t / / T  —  1)
e n t o j a c e s :  £  _  c* ^  _  / ;  ,  < £ ’ ( 1 1 9 )

c/'¿?

R e e m p l a z a n d o  1 1 8  y  1 1 9  e n  1 1 7 :
T 2  r

/  S  — ^ “ : r :  ( 120)
A "

E n  e s t o s  m a t e r i a l e s  e l  p a n d o o  s e  e v i t a r á '  c u a n t o  m | y o g  s e a  n  y  
m e n o r e s  A y  S  .  C o m o  p a r a  n a  s e c c i ó n  c i r c u l a r  J  — r e e m p l a ­
z a n d o  e n  1 1 4  r e s u l t a ;

n h
r

l o  q u e  d e m u e s t r a  q u e  e l  p a n d e o  s e  e v i t a r á  c u a n t o  m e n o r  s e a  l a  r e l a c i ó n ;  
a l t u r a  d i á m e t r o .  !

E n  g e n e r a l ,  e l  p r o b l e m a  p u e d e  p r e s e n t a r s e  e n  e l  e n c a b e z a d o  p o r  
f o r j a  ( u p s e t t i n g )  ,  p e r o  s e  e v i t a  d i s m i n u y e n d o  e l  c o e f i c i e n t e  d e  f o r m a  í i o / d 0 
a  3  c o m o  m á x i m o .

E  . 4 . b .  C O N S E C U E N C I A  D E  L A  F R I C C I O N  E N  C O M P R E S I O N

E n  u n a  p r o b e t a  c i l i n d r i c a  c o m p r i m i d a ,  s u s  s u p e r f i c i e s  l i b r e s  s e  m a n  
t e n d r í a n  p a r a l e l a s ,  c o m o  m u e s t r a n  l a s  f i g u r a s  ' 5 0  a  y  b ,  p e r o  l a  f r i c c i ó n  
n o  . p e r m i t e  q u e  l a  z o n a  d e  c o n t a c t o  m o r d a z a - p r o b e t a  f l u y a  l i b r e m e n t e ,  e ~  
f e c t o  q j s  s e  v a  a t e n u a n d o  h a c i a  l a  z o n a  c e n t r a l  c o n  l o  q u e  l a  p r o b e t a  p r e  -1 
s e n t a  u n a  f o r m a  d e  b a r r i l  t í p i c a  d e l  e n s a y o  d e  c o m p r e s i ó n  c o n  f r i c c i ó n  
( f i g u r a  5 0  c ) .

¿ u L .
/ / / / f o / lU '

7777/W 7r
(a)

A////*/ ;///

7777^777 

( c )  ■

F i g .  5 0

S i  s e  c o m p r i m e  u n a  p l a c a  d e  a l t u r a  h ,  c o m o  s e  i n d f c a  e n  4 a  f i g u r a  
5 1  a ,  y  s e  e s t u d i a  e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  e n  u n  e l e m e n t o  d e  a n c h o  d x ,  
u b i c a d o  a  u n a  d i s t a n c i a  x  d e l  b o r d e  d e  l a  m o r d a z a  d e  c o m p r e s i ó n  ( f i g u r a  
5 1  c ) , ’ s e  o b t i e n e  l a  s i g u i e n t e  c o n d i c i ó n  d e  e q u i l i b r i o  p a r a  u n  a n c h o  u n i t a ­
r i o ,  s i  s e  a d m i t e  q u e  ( J ^ e s  u n i f o r m e  e n  t o d o  e l  a l t o :

7} _ ( (Ts  y- c /(p  ) h + 2  &  d x  = O

-/?  e /fe  + '\2 o /x  — O (121)
P a r a  p o n e r  e s t a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  e n  f u n c i ó n  d e  l á  t e n s i ó n  i m p u e s -
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t á  S e  a p l i c a  i a  l e y  A m o n t o n s :

^  Gf ( 122)
D e  l a  f i g u r a  5 1  a  s e  d e s p r e n d e  q u e  £-'¿  =  0  d e b i d o  a  q u e  e l  m a t e r i a l  

í i b r e  d e  t e n s i o n e s  a  a m b o s  l a d o s  d e  l a s  m o r d a z a s  i m p i d e  l o s  d e s p l a z a m i e n ­
t o s  e n  l a  d i r e c c i ó n  2 .  D e  a c u e r d o  a  l o  v i s t o  e n  e l  p u h t o  D . 9  s e  t r a t a  d e  u n  
c a s o  d e  f l u e n c i a  p l a n a  p a r a  e l  c u a l  )  y  l a  c o n d i c i ó n  d e  ¡ , 
f l u e n c i a  q u e d a  e s t a b l e c i d a  p o r :  > ; > ,

d o n d e :  k  = Y / 2  s i  s e  a d o p t a  e l  c r i t e r i o  d e  T r e s c a  o  1 . 1 5 5  Y / 2  p a r a  V o n  
M i s e s .

•;r
( 1 2 3 )

¿

a

c

F i g .  5 1

D i f e r e n c i a n d o  l a  e c u a c i ó n  1 2 3 :

( 1 2 4 )
I n t r o d u c i e n d o  l a s  e c u a c i o n e s  1 2 2  y  1 2 4  e n  1 2 1 :

2 yi1 <?/jc — f) c /  (7~f -  O

(125)
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La coas tafite de integración puedo obtenerse da láá condicionas de 

borde, para x = 0 es GTá, = 0, y por lo tanto de ÍS3 resulta:

( T j  =  2 k  y  C  =  l n  2 k

C o n  l o  q u e  l a  e c u a c i ó n  . 1 2 5  q u e d a : '
, i Á J L ,

<rf  =  2  h  < 1 2 8 >

E s t a  f u n c i ó n  e s  v á l i d a  h a s t a  e l  c e n t r o  d e  l a  m o r d a z a .  A  p a r t i r  d e  a l l í  l a
c u r v a  e s  s i m é t r i c a  p u e s t o  q u e  s e  i n v i e r t e  e l  s i g n o  d e  .  E n  l a  f i g u r a  5 1
b  s e  h a  g r a f i c a d o  l a  e x p r e s i ó n  1 2 6 .  S e  o b s e r v a  q u e  a u m e n t a  c o n  x  c o m o  
c o n s e c u e n c i a  d e  l a  f r i c c i ó n .

L a  v a r i a c i ó n  d e  c o n  x  p u e d e  o b t e n e r s e  d e  l a  e x p r e s i ó n  1 2 3 :

=  ¿ y  -  P. ¿r
L a  e c u a c i ó n  1 2 6  c o r r e s p o n d e  a l  c a s o  d e  f r i c c i ó n  " c o n  d e s l i z a m i e n t o "  

q u e  t i e n e  l u g a r  s i e m p r e  q u e  S T  * K  k  c o n d i c i ó n  p a r a  l a  c u a l  e s  s u f i c i e n ­
t e m e n t e  a p r o x i m a d a  l a  s o l u c i ó n  o b t e n i d a ,  t a n t o  m á s  c u a n t o  m e n o r  s e a  J j.  .

D e  l a  o b s e r v a c i ó n  d e  l a  f i g u r a  5 1  b  s e  c o n c l u y e  q u e  l a  e x i s t e n c i a  
d e  f r i c c i ó n  e n  l o s  e n s a y o s  d e  c o m p r e s i ó n  p r o v o c a  e s t a d o s  c o m p l e j o s  d e  
t e n s i o n e s  c o n  d i s t r i b u c i ó n  n o  u n i f o r m e  e n  l a  s e c c i ó n .

E . 4 . C .  E N S A Y O S  E S P E C I A L E S  D E  C O M P R E S I O N

D e b i d o  a l  p r o b l e m a  d e  l a  f r i c c i ó n ,  s o n  v a r i o s  l o s  e n s a y o s  e n  l o s  
q u e  s e  h a  p r o c u r a d o  m i n i m i z a r  s u  e f e c t o .  A  c o n t i n u a c i ó n  s e  d e s c r i b i r á n  
s  o  m e  r  a  m e  n t e  a l g u n o s .

( a )  M a y e r  y  M e h l  ( 1 9 2 5 )  :  S u  m é t o d o  c o n s i s t e  e n  c o l o c a r  t r e s  p r o b e t a s  
d e l  m i s m o  m a t e r i a l ,  t a l  c o m o  s e  i n d i c a  é n  l a  f i g u r a  5 2  a .  E l  c o e ­
f i c i e n t e  d e  f o r m a  i n i c i a l  e s  h Q / d 0 i g u a l  a  2 . 5 .  P a r a  e v a l u a r  r e s u l ­
t a d o s  l a s  m e d i c i o n e s  s e  e f e c t ú a n  s ó l o  e n  l a  p r o b e t a  c e n t r a l .  D a  
r e s u l t a d o s  s a t i s f a c t o r i o s  m i e n t r a s  l a s  d e f o r m a c i o n e s  s o n  p e q u e ñ a s  
( F i g u r a  5 2  b ) ,  p e r o  c u a n d o  e l  c o n o  r í g i d o  t o c á  l a  p r o b e t a  c e n t r a l  
( F i g u r a  5 2  c ) ,  é s t a  t a m b i é n  s e  a b a r r i l l a .  C o n s i d e r a n d o  l o  d i f í c i l  
q u e  e s  a l i n e a r  l a s  t r e s  p r o b e t a s ,  e s t e  t i p o  d e  e n s a y o  n o  t i e n e  
m u c h a  . a p l i c a c i ó n .

/ / / / / / A / / / / / / / /

h ,

7 ? 7 7 7 7 7 fp /////
F i g .  5 2  a

i
i
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< b )

(c)

S i e b e l  y  P o m p  ( 1 9 2 8 )  :  S i e b e l  c a l c u l ó  e l  v a l o r  d e  0 " p a r a  u n a  p r o ­
b e t a  c i l i n d r i c a  c o m p r i m i d a  e n t r e  d o s  c o n o s  d e  á n g u l o  O *  ( f i g .  5 3 ) :

/  a / ( 1 2 7 )

d o n d e f

F ig . r>:l 

á n g u l o '  d e  r o c e > r i . ; • t í ? ,  ¿t/
e l 'C u a n d o  0< =  f *  ,  l a  e c u a c i ó n  1 2 7  q u e d a  C T  —  2 k  e l i m i n á n d o s e  

e f e c t o  d e  l a  f r i c c i ó n .  '
E n  g e n e r a l  l o s  r e s u l t a d o s  s o a  s a t i s f a c t o r i o s  p a r a  r e d u c c i o n e s  h a s t a  
e l  4 0 % .  P a r a  v a l o r e s  m a y o r e s  s u r g e n  p r o b l e m a s  p o r  l a  i n h o m o g e n e j .  
d a d  e n  l a  d e f o r m a c i ó n  i n t r o d u c i d a  p o r  l a  m a t r i z  c ó n i c a .  A d e m á s  s e  
n o t a  l a  i n f l u e n c i a  d e  l a  r e l a c i ó n  h 0/ d Q  ( p o r  l o  q u e  g e n e r a l m e n t e  s e  
t o m a  i g u a l  a  2 . 5 )  p u e s t o  q u e  s e  i n t r o d u c e  o t r o  p r o b l e m a  e n  l a  c o m ­
p r e s i ó n  c o m o  s e  v e r á  e n  c ) .

C o o k  y  L a r k e  ( 1 9 4 5 )  :  P a r a  e l i m i n a r  l a  i n f l u e n c i a  d e l  c o e f i c i e n t e  d e  J 
f o r m a  h Q / d 0 , t o m a r o n  d i s t i n t a s  p r o b e t a s  c o n  d i s t i n t a s  r e l a c i o n e s  
d 0/ h 0 o b t e n i e n d o  l a s  c u r v a s  d e  l a  f í g u r a _ 5 4  a .  E n  b a s e  a  e l l a s  
t r a z a r o n  ( T  e n  f u n c i ó n  d e  d 0/ h Q  p a r a  S  =  C o n s t a n t e  ( f i g u r a  5 4  b ) ,  
e x t r a p o l a n d o  l o s  v a l o r e s  a  d Q / h 0 =  0 y  o b t e n i e n d o  a s f  u n a  c u r v a  
i d e a l  l l a m a d a  " c u r v a  t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n  b á s i c a " .  E s t a  c u r v a ,  p a r a  
u n a  p r o b e t a  h i p o t é t i c a  d e  a l t u r a  i n f i n i t a ,  n o  t e n d r í a  l o s  v a l o r e s  d e  
l a  t e n s i ó n  a f e c t a d o s  p o r  e l  r o c e .  L o s  v a l o r e s  q u e  d a  s o n .  m e n o r e s  
q u e  l o s  o b t e n i d o s  p o r  e n s a y o s  c o n v e n c i o n a l e s .

F ig . 54 b



E . 4 . d .  COMPRESION EN FLUENCIA PLANA

D e  l o s  c a s o s  d e  f l u e n c i a  p i a d a ,  i n t e r e s a  a q u í  e n  p a r t i c u l a r  a q u é l  e n  
q u e  e l  m a t e r i a l  e s  l i b r e  d e  f l u i r  e n  u n a  d i r e c c i ó n ,  l a  3  p o r  e j e m p l o  y  p o r  
l o  t a n t o  ^3 - 0 ,  p e r o  e l  f l u j o  e s  r e s t r i n g i d o  e n  o t r a  d i r e c c i ó n ,  s u p ó n g a s e  
l a  2 ;  l u e g o  &% = 0  ( f i g u r a  5 5 ) .  E s t a  l , i  s i t u a c i ó n  q u e  s e  p r o d u c e  e n  l a  l a ­
m i n a c i ó n  d e  c h a p a s  y  f l e j e s .

L a  c o n d i c i ó n  g e n e r a l  d e  f l u e n c i a  p l a n a  s e  a n a l i z ó  e n  e l  p u n t o  D . í ) .  
C o m o  e n  n u e s t r o  c a s o  p a r t i c u l a r  e x  ¡ i ’ t o r a  « - 0 ,  d e  a c u e r d o  c o n  l a  e c u a ­
c i ó n  8 4  e l  e s t a d o  d e  t e n s i o n e s  a p ’ i c n d > e s  t a l  q u e ? . -

(Tf

P o r  o t r a  p a r t e ,  e l  c r i t e r i o  d e  f l u e n c i a  d e  V o n  M i s e s  e n  d e f o r m a c i ó n  
p l a n a  d a d o  p o r  l a  e c u a c i ó n  8 5  q u e d a :

o
( 1 2 8 )

A d e m á s ,  s i e n d o  d  -  0 ,  p o r  c o n s t a n c i a  d e  v o l u m e n  ( e c u a c i ó n  3 3 ,  p u n t o  
B . 4 ) :  - d  ¿   ̂ =  d ¿ 3 .  T e n i e n d o  e s t o  e n  c u e n t a  p u e d e  c a l c u l a r s e  e l  i n c r e ­
m e n t o  d e  d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a  ( e c u a c i ó n  3 5 a ,  p u n t o  B . 6) :

c/< £ — 2
/ 3

( 1 2 9 )

O r o w a n  p r o p u s o  u n  e n s a y o  p a r a  p o d e r  v e r i f i c a r  l a  c o n d i c i ó n  d e  
f l u e n c i a  p l a n a ,  q u e  r e a l i z a r o n  e n  1 9 4 8  W a t t s  y  F o r d .  C o n s i s t e  e n  u n a  
i n d e n t a c i ó n  c o n  u n a  m a t r i z  d e  a c e r o  t e m p l a d o  d e  a n c h o  L ,  e n  u n  f l e j e  
d é  m a t e r i a l  a  e n s a y a r  d e  e s p e s o r  h  y  a n c h o  w  ( f i g u r a s  5 6  a  y  b ) .
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E l  a n c h o  w  d e l  f l e j e ,  c o n v i e n e  q u e  s e a  s u f i c i e n t e m e n t e  m a y o r  q u e  
tá para asegurar qué él etisaachamíettto lateral sda despreciable*

L a  p r e s i ó n  d e  i n d e n t a c i ó n  p  g u a r d a  u n a  r e l a c i ó n  c o n  e l  v a l o r  2k ,  
q u e  e s  t a m b i é n  e n  e s t e  c a s o  f u n c i ó n  d a  l a  g e o m e t r í a  d e l  p r o c e s o .  S i e n d o  
k  la t e n s ó n  d e  f l u e n c i a  p o r  c o r t e  d e l  m a t e r i a l  s e g ú n  l a  t e o r f a  d e  V o n  
M i s e s ,  r e s u l t a  2 k  558 1 . 1 5 5  Y .  S e g ú n  l a  e x p r e s i ó n  1 2 8 :

d o n d e  P  e s  l a  c a r g a  a p l i c a d a  s o b r e  l a  s e c c i ó n  d e  c o n t a c t o  S .  D e  a c u e r d o  a  •. 
l a  e c u a c i ó n  1 2 9 :

H i l l  y  G r e e n  p r o p o n e n  d o s  s o l u c i o n e s ,  u n a  d e f i n i d a  p a r a  v a l o r e s  d e  
h / L  > 1  y  l a  o t r a  p a r a  v a l o r e s  d e ,  h / L '■ < £  1  r e s p e c t i v a m e n t e .

S e g ú n  H i l l  ( F i g u r a  5 7  a ) ,  s i  h  e s  d e m a s i a d o  g r a n d e ,  l a  p r e s i ó n  d e  
i n d e n t a c i ó n  e x c e d e  l a  t e n s i ó n  d e  f l u e n c i a .  E n  e l  l í m i t e  c u a n d o  h  e s  i n f i n i t o  
e l  p r o c e s o  s e  c o n v i e r t e  e n  u n a  i n d e n t a c i ó n  d e  u n  s i m p l e  p u n z ó n  y  l a  p r e ­
s i ó n  d e  i n d e n t a c i ó n  e s  i g u a l  a  2 . 5 7  v e c e s  - a  t e n s i ó n  d e  f l u e n c i a  
( P / 2 k  =  2 . 5 7 ) .  E s t o  s e  p u e d e  d e m o s t r a r  p o r  m e d i o  d e  l o s  c a m p o s  d e  l í n e a s  
d e  d e s l i z a m i e n t o .

E n  l a  s o l u c i ó n  d e  G r e e n  ( f i g u r a  5 7  b ) ,  c u a n d o  h / L  1 ,  1 / 2 ,  1 / 3 ,  
e t c . ,  s e  d e s p r e n d e  d e l  c a m p o  d e  l í n e a s  d e  d e s l i z a m i e n t o  q u e  p  « s . 2 k .  E n  
e l  c a s o  q u e  h / L  n o  c o r r e s p o n d a  a  u n  v a l o r  r e c í p r o c o  d e  u n  n ú m e r o  n a t u ­
r a l  p o s i t i v o ,  p o r  i n t e r a c c i ó n  d o  - J o s .  c o n o s  r í g i d o s  p / 2 k /  >  1 ,  c o n  e r r o r e s  
q u e  p u e d e n  l l e g a r  a l  4 % .  E s t o  o c u r r e  p a r a  / a l o r e s  d e  h / L  c o m p r e n d i d o s  
e n t r e  1 y  1 / 2 .

P / z i

J— i.— , i , M__i__ ‘ I1 /

\
X

0 1 2 3 4 5 S 7 8 9> 10 
F i g .  5 7  a

/
F i g .  5 7  o .
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E s  u n o  d e  l o s  e n s a y o s  m e n o s  u s a d o s  e n  l á  p r á c t i c a  p a r a  l a  d e t e r ­
m i n a c i ó n  d e  l a s  c a r a c t e r í s t i c a s  m e c á n i c a s  e n  f r í o .  S u s  i n c o n v e n i e n t e s  s o t u

( a )  S i  s e  e f e c t ú a  s o b r e  u n a  b a r r a  s ó l i d a ,  l a  t e n s i ó n  s e r á  f u n c i ó n  d e  l a  
d i s t a n c i a  a l  e j e ,  p o r  l o  q u e  p u e d e  n o  p r o d u c i r s e  f l u e n c i a  e n  t o d a  l a  
s e c c i ó n ,  o  e n  c a s o  d e  q u e  a s f  s e a  s e r á  i n h o m o g é n e a .  N o  o b s t a n t e  
s e  l o  u s a  p a r a  l a  d e f o r m a c i ó n  e n  c a l i e n t e .

( b )  S i  s e  t r a b a j a  c o n . t u b o s  d e  p a r e d e s  d e l g a d a s ,  l a  t e x t u r a  ( p r o d u c i d a  
d u r a n t e  e l  p r o c e s o  d e  t r a f i l a c i ó n  . p a r a  o b t e n e r l o s )  m o d i f i c a  l o s  v a l o ­
r e s .  S i n  e m b a r g o  s e  u t i l i z a n  p a r a  v e r i f i c a r  l o s  c r i t e r i o s  d e  f l u e n ­
c i a ,  c o m b i n a n d o  t o r s i ó n  c o n  t r a c c i ó n  y / o  p r e s i ó n  i n t e r n a .

L a  f i g u r a  5 8  m u e s t r a  u n  t u b o  d e  p a r e d  d e l g a d a ,  d e  r a d i o  m e d i o  r m  
y  e s p e s o r  d e  p a r e d  t .

E . 5 .  ENSAYO DE TORSION

S i e n d o  l a  t e n s i ó n  e f e c t i v a :

O i f r f O i - S i ' f + f t i - r r i 1]  + 3 ( S %  + z /r )

y  c o m o  G r  »  (Tg -  O z  — -  2 'z r  =  ¿ 7 ,  r e s u l t a :

/ s  & g z

G $z  s e  p u e d e  o b t e n e r  a  p a r t i r  d e  l a  e x p r e s i ó n  d e l  m o m e n t o  t o r s o r  T :

t  ^ G e z 2 i r r 2 . t

L a  d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a  s e  o b t i e n e  d e  l a  e x p r e s i ó n :

i
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S i  s e  d e s e a r a  c o n s i d e r a r  l a s  d e f o r m a c i o n e s  e l á s t i c a s ,  a p l i c a n d o  
P r a n d t l - R e u s s  ( p u n t o  D .  ( \ ,  e c u a c i ó n  7 6 ) ,  l a  d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a  p l á s t i c a  
r e s u l t a r f a :

E . 6 .  L O S  E N S A Y O S  M E C A N I C O S  Y  S U S  P O S I B I L I D A D E S  P A R A  L A  
D E T E R M I N A C I O N  D E  L A S  C A R A C T E R I S T I C A S  M E C A N I C A S  
" E N  C A L I E N T E ”

M i e n t r a s  q u e  e n  l a  d e f o r m a c i ó n  e n  f r f o ,  l a  t e n s i ó n  e f e c t i v a  d e p s n d e  
d e  l a  d e f o r m a c i ó n  e f e c t i v a  a l c a n z a d a ,  e n  l o s  p r o c e s o s  " e n  c a l i e n t e "  c o m o  
y a  s e  i n d i c ó  e n  E . 2 ,  l a  r e s i s t e n c i a  a  l a  d e f o r m a c i ó n  e s  f u n c i ó n  d e  l a  t e m ­
p e r a t u r a ,  l a  v e l o c i d a d  d e  d e f o r m a c i ó n ,  l a  m a g n i t u d  d e  l a  d e f o r m a c i ó n  y  l a  
h i s t o r i a  p r e v i a  d e l  m a t e r i a l .  E s t o  e x i g e  q u e  e n  c a l i e n t e  l a  d e t e r m i n a c i ó n  
d e  ( j "  d e b a  e f e c t u a r s e  e n  l o s  r a n g o s  d e  t e m p e r a t u r a s ,  v e l o c i d a d e s  d e  d e ­
f o r m a c i ó n  y  d e f o r m a c i ó n  p r o p i a s  d e l  p r o c e s o  d e  c o n f o r m á d o  d e  i n t e r é s .  
A d e m á s ,  s i  b i e n  e n  a l g u n o s  p r o c e s o s  l a  d e f o r m a c i ó n  t o t a l  s e  e f e c t ú a  e n  
u n a  s o l a  e t a p a  ( e x t r u s i ó n  p o r  e j e m p l o ) ,  e n  o t r o s  e s t o  s e  l o g r a  e n  e t a p a s  
s u c e s i v a s  ( l a m i n a c i ó n ) .  D u r a n t e  l o s  p e r f o d o s  e n t r e  e t a p a s  d e  d e f o r m a c i ó n  
t i e n e n  l u g a r  e n  m a y o r  o  m e n o r  g r a d o  r e c u p e r a c i ó n  d e  p r o p i e d a d e s  y / o  
r e c r i s t a l i z a c i ó n ,  q u e  a f e c t a n  a  l a  r e s i s t e n c i a  a  l a  d e f o r m a c i ó n  d e  l a s  e t a ­
p a s  s i g u i e n t e s .  E s t o  o b l i g a  a  q u e  e l  m é t o d o  d e  e n s a y o  s e a  t a l  q u e  p e r m i t a  
s i m u l a r  l o s  c i c l o s  d e  d e f o r m a c i ó n  p r o p i o s  d e  l a  d e t e r m i n a d a  o p e r a c i ó n  
p r á c t i c a  d e  i n t e r é s .

A s í ,  s i  b i e n  m u c h a s  v e c e s  s e  p r e f i e r e  e s t u d i a r  u n  p r o c e s o  m e d i a n t e  
e n s a y o s  d e  l a b o r a t o r i o  q u e  r é p r o d u c e n  e n  e s c a l a  r e d u c i d a  e l  c a s o  r e a l ,  e s  
p r e c i s a m e n t e  e l  h e c h o  d e  d e p e n d e r  l a  r e s i s t e n c i a  a  l a  d e f o r m a c i ó n  e n  ¿ a l i e n  
t e  d e  l a  h i s t o r i a  p r e v i a  d e l  m a t e r i a l ,  l o  q u e  p u e d e  i m p o s i b i l i t a r  e c o n ó m i c a ­
m e n t e  t a l  e s t u d i o .  E n  e f e c t o ,  e n  a q u e l l a s  o p e r a c i o n e s  d e  c o n f o r m a d o  q u e  s e  
r e a l i z a n  p o r  e t a p a s  d e  d e f o r m a c i ó n ,  c o m o  e n  e l  c a s o  d e  l a  L a m i n a c i ó n ,  l a s  
e x i g e n c i a s  d e  e q u i p o s  p a r a  r e p r o d i e i r  e x a c t a m e n t e  l o s  t i e m p o s  e n t r e  e t a p a s  
s o n  p r o h i b i t i v o s .

< '

O t r a  c i r c u n s t a n c i a  q u e  d e b e  t e n e r s e  e n  c u e n t a  e s  l a  n e c e s i d a d  d e  
p o d e r  e f e c t u a r *  e n f r i a m i e n t o s 1 r á p i d o s ,  a  l o s  e f e c t o s  d e  r e t e n e r  a  t e m p e r a ­
t u r a  a m b i e n t é  l a  e s t r u c t u r a  d e  a l t a  t e m p e r a t u r a  p a r a  s u  e s t u d i o ,  y  a s f  
i n t e r p r e t a r  l o  q u e  o c u r r e  c o n  l a  m i s m a  d u r a n t e  l a  d e f o r m a c i ó n .  E s t a  e s  
u n a  s i t u a c i ó n  q u e  s e  c o m p l i c a  c u a n d o  e n  e l  e n f r i á m i e n t o  h a y  c a m b i o s  d e  
f a s e s  ( a c e r o ,  p o r  e j e m p l o ) .

N o  d e b e  o l v i d a r s e  a d e m á s  q u e  a  l o s  e f e c t o s  d e  n o  i n t r o d u c i r
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a l t e r a c i o n e s '  e n  l a  c o m p o s i c i ó n  q u í m i c a ,  l a s  o p e r a c i o n e s  d e b e n  r e a l i z a r s e  
e n  a t m ó s f e r a  i n e r t e .

A  c o n t i n u a c i ó n  s e  i n d i c a n  e n  f o r m a  r á p i d a  l a s  p r i n c i p a l e s  v e n t a j a s  
y  d e s v e n t a j a s  d e  c a d a  u n o  d e  l o s  e n s a y o s  c l á s i c o s  ( t r a c c i ó n ,  c o m p r e s i ó n  
y  t o r s i ó n )  p a r a  l a  d e t e r m i n a c i ó n  d e  l a s  c a r a c t e r í s t i c a s  m e c á n i c a s  e n  
c a l i e n t e .

E n s a y o  d e  t r a c c i ó n

E n  p r i m e r  l u g a r ,  l o s  e q u i p o s  c o n v e n c i o n a l e s  n o r m a l m e n t e  n o  s o n  
a p t o s  p a r a  r e p r o d u c i r  l a s  v e l o c i d a d e s  p o r  l o  c o m ú n  e l e v a d a s  d e  l o s  d i s ­
t i n t o s  p r o c e s o s  i n d u s t r i a l e s ,  d e  m a n e a r a  q u e  s e  n e c e s i t a n  e q u i p o s  e s p e c i a ­
l e s .  A d e m á s  a  l o s  e f e c t o s  d e  t e n e r  c o n s t a n t e ,  e l  d e s p l a z a m i e n t o  e n t r e  
c a b e c e r a s  d e b e  s e r  t a l  q u e :

¿  =  4 ? -  - 4  (  r  ’)  ’ - r ^ r  = COfíSTA" r¿  ■ ' ( 1 3 0 )
<rt c /t  /  a i

E s t o  s e  l o g r a  c o n  d i s t i n t o s  s i s t e m a s  e n t r e  l o s  q u e  s e  i n c l u y e n  l e v a s  d o  
p e r f i l  l o g a r í t m i c o .  ■ ■ >

L a  l e y  1 3 0  s ó l o  e s  v á l i d a  h a s t a  l a  e s t r i c c i ó n ,  l o  c u a l  o c u r r e  p a r a  
d e f o r m a c i o n e s  n a t u r a l e s  d e  a p r o x i m a d a m e n t e  0 . 7  ( 1 0 0 %  d e  e l o n g a c i ó n )  .
D e  a l l f  e n  a d e l a n t e  h a y  q u e  c o n s i d e r a r  l a  d e f o r m a c i ó n  r e a l  e n  l a  s e c c i ó n  
m í n i m a ,  d e  m o d o  q u e  p a r a  m a n t e n e r  ¿  ,  c o n s t a n t e m e n t e  l o s  d e s p l a z a ­
m i e n t o s  e n t r e  c a b e c e r a s  a  p a r t i r  d e l  p u n t o  d e  i n e s t a b i l i d a d  p l á s t i c a ,  d e b e n  
c u m p l i r :

e / ¿  -  -  '  J  s
-5 d t

q u e  r e s u l t a  d e  r e e m p l a z a r  d J(/J  _ d e  1 0 4  e n  l a  1 3 0 .  B l a i n  y  R o s s a r d  c o n  
e s t e  m é t o d o  h a n  o b t e n i d o  c u r v a s  O - -  é T  p a r a  d i s t i n t a s  v e l o c i d a d e s  d e  d e f o r ­
m a c i ó n  c o n s t a n t e  h a s t a  d e f o r m a c i o n e s  d e  a l r e d e d o r  d e  2 .  É l  m é t o d o ,  d e  
p o r  s í  c o m p l i c a d o ,  n e c e s i t a  a d e m á s  l a s  c o r r e c c i o n e s  d e  C T  d e s p u é s  d e  l a  
e s t r i c c i ó n  ( P u n t o  E . 3 . b ) .

E n s a y o  d e  c o m p r e s i ó n

T a m b i é n  e n  e s t e  c a s o ,  r o i r i o  e n  t r a c c i ó n ,  l a  ú n i c a  m a n e r a  d e  o b t e -  
.1 7 

n e r  v e l o c i d a d  d e  d e f o r m a c i ó n  c o n s t a n t e ,  e s  i m p o n i e n d o  q u e  e l  d e s p l a z a ­
m i e n t o  e n t r o  c a b e c e r a s  s i g a  l e y e s  l o g a r í t m i c a s .

A d e m á s ,  p a r a  m i n i m i z a r  l o s  e f e c t o s  d e  l a  f r i c c i ó n  d e b e  r e c u r r i r s e  
a  l u b r i c a n t e s ,  l o  c u a l  t a m b i é n  c o m p l i c a  e l ,  e n s a y o  p o r  e L  p r o b l e m a  q u e  
s i g n i f i c a  l u b r i c a r  a  a l t a  t e m p e r a t u r a .

. T r a b a j a n d o  c o n  p r o b e t a s  a x i s i m é t r i c a s  p u e d e n  o b t e n e r s e  c u r v a s  
h a s t a  £  = 0 . 7  ( 5 0 %  d e  r e d u c c i ó n  e n  a l t u r a ) ,  p u n t o  e n  q u e  c o m i e n z a  e l



88

a b a r r i l a m i e n t o .  C o m o  e l  á r e a  d e  l a  p r o b e t a  c r e c e  c o n t i n u a m e n t e  l o s  e s ­
f u e r z o s  n e c e s a r i o s  r e s u l t a n  m u y  g r a n d e s .  E n  c o m p r e s i ó n  p l a n a  e n  c a m b i o  
e l  á r e a  p e r m a n e c e  c o n s t a n t e .  E s t o  h a c e  q u e  p u e d a n  a l c a n z a r s e  d e f o r m a c i o ­
n e s  d e  h a s t a  a p r o x i m a d a m e n t e  5 ,  s i n  n e c e s i t a r  p o r  o t r a  p á r t e  e q u i p o s  d e  
e x c e s i v a  p o t e n c i a .

E n s a y o  d e  t o r s i ó n

S i  b i e n  e l  e n s á y o  d e  t o r s i ó n  e s ’ u n o  d e  l o s  m e n o s  u s a d o s  p a r a  
d e t e r m i n a r  c a r a c t e r í s t i c a s  e n  f r í o ,  e n  c a l i e n t e  e n  c a m b i o ,  t i e n e  v e n t a j a s  
s o b r e  l o s  a n t e r i o r e s .

E n  e f e c t o ,  s i m p l e m e n t e  c o n  v e l o c i d a d e s  d e  g i r o  c o n s t a n t e s  d e  l a  
c a b e c e r a  m ó v i l ,  s e  i n d u c e n  v e l o c i d a d e s  d e  d e f o r m a c i ó n  c o n s t a n t e s  e n  
c u a l q u i e r  r e g i ó n  d e  l a  p r o b e t a ,  p u d i é n d o s e  a  v e c e s  a l c a n z a r  d e f o r m a c i o n e s  
r e a l e s  m u y - g r a n d e s  ( d e  v a r i o s  c i e n t o s ) .  A d e m á s  s e  p u e d e  o p e r a r  c o n  u n a  
a m p l i a  g a m a  d e  m o d o  q u e  e s  p o s i b l é  r e p r o d u c i r  l a s  a l t a s  ¡ v e l o c i d a d e s  d e  
d e f o r m a c i ó n  d e  l o s  p r o c e s o s  r e a l e s .  A  e s t o  d e b e  s u m a r s e  e l  h e c h o  d e  n o  
e x i s t i r  p r o b l e m a s  d e  f r i c c i ó n .  ' ^

A u n q u e  t e ó r i c a m e n t e  e l  p r o c e s o  d e b i e r a  e f e c t u a r s e  s i n  v a r i a c i ó n  d e  
l a s  d i m e n s i o n e s  d e  l a  p r o b e t a ,  l o  c i e r t o  e s  q u e  p o r  c a u s a s  q u e  s e  i g n o r a n ,  
a l g u n o s  m a t e r i a l e s  s e  a c o r t a n  ( l a  m a y o r í a  d e  l o s  a c e r o s )  y  o t r o s  s e  a l a r g a n  
( a l u m i n i o )  d u r a n t e  e l  e n s a y o .  E s t o  o b l i g a  a  a p l i c a r  c a r g a s  a x i a l e s  p a r a  m a n ­
t e n e r  l a  l o n g i t u d  c o n s t a n t e ,  p o r  l o  q u e  l a s  t e n s i o n e s  n o  s o n  m á s  d e  c o r t e  p u  
r o .  T r a b a j o s  r e a l i z a d o s  e n  l a  U n i v e r s i d a d ’ d e  S t á n f o r d  h a n  c o m p a r a d o  l o s  
r e s u l t a d o s  c o n  p r o b e t a s  a x i a l m e n t e  l i b r e s  d e  d e f o r m a r s e  y  p r o b b t a s  c o n  
c a r g a s  a x i a l e s ,  l l e g á n d o s e  a  l a  c o n c l u s i ó n  q u e  e l  p r i m e r  c a s o  p e r m i t e  u n  
a n á l i s i s  m e j o r  d e  l o s  f e n ó m e n o s  q u e  e l  s e g u n d o .

E n  e l  P u n t o  E . 5  y a  s e  a d e l a n t ó  q u e  e l  e n s a y o  d e  t o r s i ó n  e n  c a l i e n t e  
s e  r e a l i z a  c o n  b a r r a s  m a c i z a s .  L a  r a z ó n  d e  e l l o  e s  q u e  p e s e  a  q u e  l a  t e n ­
s i ó n  d e  c o r t e  v a r í a  c o n  e l  r a d i o ,  s i  s e  u s a n  t u b o s  d e  p a r e d  d e l g a d a  s ó l o  
s e  a l c a n z a n  d e f o r m a c i o n e s ' p e q u e ñ a s  j  p o r q u e  e l  t u b o  e n t r a  e n  i n e s t a b i l i d a d  
p l á s t i c a  ( s e  a b o l l a ) .  S e  p i e r d e  e n t o n c e s  u n a  d e  l a s  p r i n c i p a l e s  v é n t a j a s  d e  
e s t e  e n s a y o  ( g r a n d e s  d e f o r m a c i o n e s ) .

L a s  t e n s i o n e s  y  d e f o r m a c i o n e s  i n d u c i d a s  e n  u n a  b a r r a  t o r s i b n a d a  s e  
o b t i e n e n  d e :

/ =  <1 3 1 >

(132)

C o m o  p u e d e  a p r e c i a r s e  e n  1 3 1 ,  v  y * e s  f u n c i ó n  d e l  r a d i o .  I ^ j a l  c o s a  o c u r r e  
c o n  f  .  E l  p r o b l e m a  q u e  s u r g e  e s  q u e  £ ?  d e p e n d e  a  s u  v e z  d e  y 1 y  y  , y 
p o r  l o  t a n t o  d e l  r a d i o ,  d e s c o n o c i é n d ó s e  l a  f u n c i ó n  q u e  l o s  v i n c u l a .  E s t o  
i m p l i c a  q u e  n o  p u e d e  r e c u r r i r s e  e n  f o r m a  i n m e d i a t a  a  l a  e x p r e s i ó n  1 3 2  
p a r a  o b t e n e r  G  .  . , .

L

T =  2 f r / * g  r  2  cj/r
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; F i é i s  y  B a c k o f e n  e n c o n t r a r o n  p a r a  e l  c a s o  e n  q u e  £ •  e s  f u n c i ó n  d e  
f y  f  '-t t e  s í t ü i é t ó  r e k c i ó n j

7 "  Í 3  > -  m  ■+ n  )

*  S  2  7T  / ? 3
D o n d e  < 5 / ^ >  e s  l a  t e n s i ó n  d e  c o r t e  e n  l a  s u p e r f i c i e ,  m  e s  l a  p e n d i e n t e  d e  
l a  c u r v a  l o g  T  -  l o g  0  a  0  c o n s t a n t e ,  y  n  l a  p e n d i e n t e  d e  l o g  T  -  l o g  0  a  
0 c o n s t a n t e .

A  l a s  t e m p e r a t u r a s  d e  t r a b a j a d o  e n  c a l i e n t e  y  e n  r é g i m e n  e s t a c i o n a ­
r i o  e s  m  =  0 .  B l a i n  y  R o s s a r d  t r a b a j a n d o  c o n  a c e r o s  e n  e s a s  c o n d i c i o n e s ,  
d e t e r m i n a r o n  q u e  e n  l a  m a y o r í a  d e  l o s  c a s o s  n  e s  i n d e p e n d i e n t e  d e  9  y  0 ,  
e x c e p t o  p a r a  u n  a c e r o  f e r r f t i c o  c o n  2 5 %  d e  c r o m o ,  p a r a  e l  c u a l  a  c i e r t a  
t e m p e r a t u r a  n  c a m b i a  b r ú s c a m e n t e  d e  v a l o r  e n  u n  d e t e r m i n a d o  0 ( f i g u r a  6 0 ) .

L a  T a b l a  I I  d a  l o s  v a l o r e s  d e  n  p a r a  l a s  d i s t i n t a s  t e m p e r a t u r a s  y  
m a t e r i a l e s  d e t e r m i n a d o s  p o r  B l a i n  y  R o s s a r d ,  c o n  p r o b e t a s  d e  6 m m .  d e  
d i á m e t r o  y  5 0  m m .  d e  l o n g i t u d .

E n  d e f i n i t i v a ,  d e  l o  d i c h o  s e  d e s p r e n d e  q u e  e l  e n s a y o  d e  t o r s i ó n  e s  
e l  m á s  a d e c u a d o  p a r a  d e t e r m i n a r  c a r a c t e r í s t i c a s  e n  c a l i e n t e ,  s i e n d o  c o n  
e s t e  f i n  o b j e t o  d e  p a r t i c u l a r  a t e n c i ó n  e n  l o s  ú l t i m o s  a ñ o s .  P u e s t o  q u e  p e r ­
m i t e  o b t e n e r  u n a  a m p l i a  g a m a  d e  v e l o c i d a d e s  c o n  & c o n s t a n t e  p a r e c e  f a c ­
t i b l e  r e p r o d u c i r  > > n  é l  p r o c e s o s  d i s c o n t i n u o s .  E n  e f e c t o  B l a i n  y  R o s s a r d  
h a n  r e a l i z a d o  t v . i ' v u n . v  t e n d i e n t e s  a  s i m u l a r  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  l a m i n a c i ó n ,  
p e r o  ú l t i m a m e n t e  y  M c T e g a r  e s t a b l e c i e r o n  q u e  l a  r e c u p e r a c i ó n  y
r e c r i s t a l i z a c i ó n  d e p e n d e n  d e  l a s  t e n s i o n e s  m á x i m a s  i n d u c i d a s  y  d e  l a  n a t u ­
r a l e z a  d e  l a s  m i s m a s .  1 ‘
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T A B L Á  ¿

M A T E R I A L  ,  , T e m p e r a t u r a . n 7~ ( K g / m m 2 )  
R

A c e r o  0 . 2 5 % C  , 9 0 0 0.10 7 * 4
1000 0 . 1 7 6.0
1100 0 . 1 7 4 . 2
1200 0 . 1 9 3 . 1

H i e r r o  A r m c o 1100 J* *•
\

0 . 1 7 3 . 9

A c e r o  E x t r a  D u r o 1100
X

0 . 1 7 , 4 . 2

A c e r o  0 . 8 5 % C 1100 0 . 1 6• i 3 . 1

A c e r o  1 . 2% C 1100 0 . 1 4 3 . 5

A c e r o  I n o x .  1 8 / 8 9 0 0 0 . 0 7 9 . 8
1000 0.11 : ' 8 . 3  •'
1100 o . i e 5 . 6
1200 0.20 4 . 7

A c e r o  2 5 %  C r 9 0 0 0.24 0.)G t i . 5  y  5 . 1
1000 0 . 2 4 3 . 3
1100 0 . 2 5 1 . 9
1200 0 . 2 6 1 . 3

A c e r o  4 %  S i ‘ 1100
1 ’ .
1. ............ ■ ...

0 . 2 4 1 . 5
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A C Ê H'O . DUL CE  0,15 % C

Carga P Kgs . 0 1016 203® 4165 6096 8230 10.160 12.192 14.326 15.24¡¡> 16 .154 1 7 . 27^

Espesor h mm 5,16 5 ,16 5,16 5,11 5,05 4,90 4,52 3,59 3,93 2,74 2,29 1 ,eo ;

Ancho W mm 37,34 37,33 37,34 37,34 37,34 37,59 37,59 37,85 38,10 OJ co O 38,35 38561j?
Tensión Aplicada = 
tr 1 » P/(5 ,23 x W)

Kgs/mm¿ 0 - - 21,3 31,2 41,8 51,7 61,6 71,9 7¿4
l/

80,5 85,5 ¡ 
i

Tensión Efectiva =
» 0,866 rj

Kgs/mm£ 0 - — 18,4 27,0 36,2 44,7 53,3 62,2 ¿6,2 69,7 74,0 '

f-j » ln (h/h.o) 0 0 0 0,0099 0,0199 0,0505 0,131 0,257 0,485 0,631 0,813 1,050 i
i

£1 * É1 x 1,1547 0 0 0 0,01142 0,02298 0,0583 0,151 0,296 0,559 0,728 0,937
i— j
I

C O B R E

Cargo P Kgs 0
■i ■ ■ 

2032 3048 4064 5080 6096 66 04 7112 7620 8128 8636 9144 i
i

Espesor h mm 5,03 4,80 4,62 4,47 4,19 3,84 3,63 3',40 3,20 3; 02 2,84 2,59 |
í

Ancho V mm 38,61 38,61 38,61 38,86 38,86 38,86 39,12 39, U 39, &7 39; 62 39,88 40,13 |

Tensión Aplicada «= 
T1 -  9(5,23 x W)

Kgs/mm* 0 10,06 15,09 19,99 2498 29,98 32,27 34,75 36,99 39,20 41,39 43-55 !

Tensión Efectiva»7“t=0,866 <7"i Kgs/mm£ 0 . 8,71 13,06 17,30 21,63 25,96 27,94 30,09 32,03 33,94 ' 35,83 37,70 ¡
fc-j » ln(h./ho) 0 0,0465 0,084 0 ,118 0,182 0,271 0,325 0,390 0,452 0,509 0,570 0,663 !t
I  -  1,1547 fe 1 0 0,0536 0,097 0,136 0,21 0,312 0,374 0,45 0,518 0,587 0,657 0,765 ;

- .........  a



- A L U X  JbV * 0

;Iargo ? ; tes 0 ' 5 0 8 *0*6 t 2t9 1422 ‘ . >62« ; 1829 2032 2235 , 2438 2642 2845

's pesar h no 5̂ 1© =5,16 5,13 5,08 5,00 4,93 4,80 4,65 4,39 4,09 3,rr 3*38

, -ncho W B» 40,13 40,13 40,13 40,13 40,39. 40,39 40,64 40,64 40,64 40,89 40,89 41,15
V — " ' 
tensión Aplicada »
t r i = P/(5,23 X W)

Zgé/ÍB®2 0 — 4,84 5,81 6,73 7,69 8y6 9,56 *0,51 11,40 12,35 13,21

tensión Efectiva » 
■f vr 1 « 0 ,86 6 tT|

Kgs/mm2 0 — 4,19 5,03 5,83 6,66 7,45 8,27 9,10 9,87 10,69 11,44

¡ fc-j « ln(h/ho) 0 0 0,0098 0,0198 0,0349 0,0502 0,076 0,109 0,165 0,237 0,328 0,428

£ -  V547É1 - 0,0113 0,0228 0,0403 0,0578 0,0876 0,115 0,190 0,273 0,378 0,494

i - LA T 0 JT 60-40 L A 14 I N A 3) 0 r • 40 % O
Cargo P Kgs 0 7620 12.192 13.208 13.716 14.224 14.732 15.240 17.272

Espesor h. m m 5 ,*7 5,59 5,46 5,05 4,60 4,04 3,43 2,51 1,30
V
*nch.o Tí

I
mm 36,32 . 36,32 : 36,32 36,58 36,58 36,58 36,58 37,08 38,1

i
Tensión Aplicada 1 
r ¡ -  P/(5,23 x ¥)

K g s / m m 2 40,2  • 64,2 69 71,9 ■74,4 77,1 78,5 86,6

Pensiüm-Efectiva^- =0,886 iTí Zga/nan2 ; 34,7 55,6 5 9 , a 62,3 ¿4,4 66,7 67,9 75

.£  1 =  ln(h/ho)
1 i

0 0 0,0274 0^1054 0,1989 0,33 0,494 0,805 1,465

£ «  ¿1 x 1,1547 0 0 0 , 0 3 1 6 0,1155 0,229 0,381 0,571 0,93 1,545
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