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1) - Los Osciladores del Campo.

Sea un oscilador descripto por la coordenada q, (t) y un campo escalar

%~(r9 t) dentro de una esfera reflectora de radio PR. Si el oscilador estd

acoplado al campo el sistema estard descripto por las ecuaciones:(1)
34
% ) qu=27fed [ 4@, 0 0@ @ (Ta)
o
L& - ae=27 e o o (D) (1h)
c

donde g es la constante de acoplamiento y o (r) es una funcién de distri-
bucién espacial del acoplamiento, que obedece a la condicién de normalizacién

R
[ p(r) & r =1
)

Nosotros haremos

e (D) = & (D
con lo que las ecuaciones (Ia) y (Ib) asumen la forma:
Go* w3 =27 ec 200, (11a)
— & - ne=2 fild g 8 D (1Tb)
C .

Para g = 0 la solucibn general para el campo ¢ (r, t) puede ser repre-

sentada cono

-1 w, t
K
b © :
donde sen ky T (I11)
¢K=_._____
ry2r® R
con
w
k, = — = x 1 (=1, 2, 3,...)
c R
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forman un conjunto ortonormal completo de funciones esféricas de Bessel, que

puede ser usado como base para expansién de Fourier de funciones con simetria

esférica, definidas en el dominio 0. < r < R. Asi, se puede escribir

o

c (t) ¢ (7)
- KZT R K

3 (r, t)

y + [s o]
s = I o b (O
R—ZT K K
con R k
o= f oD e r= L
° V 2m
1.€,
-> ® k
s @ = ] S 4 @
K=1 V 27R
2

La ecuacién (IIa) se transforma en

Gy *+ w3 =2 Tfed ¢ D g ® o @,

O

/ N wpe A (V)

Teniendo en cuenta-que

la ecuacidén (IIb) asume la forma

o oo

2 K= K=1

Toe ]G e @M rc Ik oag () ¢ (1) =2 Tfgcq

(IV)
ok
K
)
K21 Vomp
)
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Por consiguiente se puede describir el sistema fisico con un sistema infi-

nito de ecuaciones lineales

. 2 - 2
5/ 9o ¥ ¥ 9o * ,21 "k 9 (Va)
{ G * 0% g = ng q (Vb)
dx K%~ "k %
con
Ny n g K=1,2,3, )
y
R

En esta forma las ecuaciones representan a un sistema compuesto de un oscila-

dor a, acoplado linealmente a un nGmero infinito de osciladores del campo Q-

Multiplicando la ecuacién (Va) por éo y cada una de las ecuaciones
Vb) por dY y suwnando, obtenemos una constante de movimiento que es propor-

cional a la energia total decl sistema,

d { 1 ‘_12 ) 2 o 2 2 2 v 2 1yl
—{ = ]a + rag+ Y (ag+wgae) -2 1 ngajag|lt=0
at 2 |l_o Wy o ¥=1 K K K K=1 K "o "K_

Elegimos los q dec tal manera que la energia total sea
1 |2 2 L 2 2 2 2 -
E= —_—.' At wo ap* ) (g *twgap) -2 ] g q; g i
2 - K K -
con energia cinética
1 2 *2
T=-— {ag + ] «q
2 ° KKJ}
y energia potencial
- 1 2 2 2 <L 2
V= 5 { s % * ; Yk 9k 2.} "k Y % }

Por consiguiente, construyendo el Lagrangeano, L = T - V, y calculando,



viene
_3 L -
Py © ;“T—' = 9,
99
_3 L .
pK_ N - qK
3
Luego
1 2 2
H=~2—{p%+wéqé+‘,(p§+w}(q}2()-2;nl< o 9} (VIT)
11N \

es el Hamiltoniano del sistema en términos de los ¢ y sus momentos conjugados.

2) Un sistema de osciladores accplados.

Trataremos el problema de un oscilador acoplado a N otros® este nimero
N 1o haremos posteriormente tender a infinito de acuerdo con el caso oscilador-
carpo.

El sistema estarad descripto por las ecuaciones

N v
- 2 ‘
qO + w qo - =1 TIK qK (V a)
I * wi g = ”§ 9 (V')
con K=1, 2, , N
Yy 2 _
nK n wK
El Hamiltoniano sera
N N
1= __1_ 2 2 2 2 2 2 ) ) ’
= ) { po + wo q() + KZ1 ( pK + wK QK ) 2 KZT nK qo qK } (VII )

Transformando a ejes principales obtenemos

(VIII)

| D~157

Ha= 1 [ P2 + a2 0
2 T

L]
=™
——

=0
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Sea (ti} la matriz ortogonal de transformacién que lleva del sistema O

al sistema q. Tenemos entonces

N
S
- Y IX
s SZO WS (1%}
y by
QO = ) ‘tﬁ a, w.s=0,1,...,. ) X
u=0
con
N N ]
tS tS =5 . z tT tS - 61‘ (XI)
s=0 o v [ 1-1"'0 Hou

E1l Hamiltoniano (VIII) referido a ejes principales, describe el sistema
como un todo; cada Q. es una frecuencia posible para el sistema. Asumiendo

que solamente la n-é&sima vibracién normal, de frecuencia Qn esté excitada

— -1 Q t
0 () =0, o, e
tenemos
- -1 et
n n n (XI1a)
qg ). % On ©
( ~ it XITb
qu‘) =t Qe " (XITP)
donde ag es una constante.
Las ecuaciones (V') se transforman en
2 2 n 5 N n A
</ (- Sh Y % ) o & = K§1 wg ty Q
2 2 n oL _ n A
(- P * wx ) g Op =n owgty O
Luego 1w
s K 00 (XTII)
K o]
2 _ 2
YK n
y
2
N w
2 _ 2 - 2 L K
Wy Qn n Z

(=1 0 - 02

IS
oo
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Deben existir N + 1 solucicnes para esa ecuacién correspondientes a los
N + 1 modos de vibracién del sistema. Asi, se puede eliminar el indice n de

Q y escribir

-y

.

2

(]

A Ll S . av)
V=1 Wy 0?

Esta ecuacién puede ser analizada grdficamente. Para hacerlo tomemos

2y = 2 . 02
F (%) Wy Qs
y
N wé
G (@) =n2 ] ——t

= 2 . g2
K=1 wg = 9
y grafiquemos juntas estas dos funciones (vea fig. 1)

Podemos distinguir dos casos

wg >G (0) =N n2

fode
A

Se puede ver de la fig. 1 que en este caso todos los posibles valores
de @2 son positivos. Fisicamente esto significa que el sistema oscila ammé-

nicamente en todos sus modos.
ii) w2 . < G (0) = N n2?

En este caso vemes gue existe un valor para 92 - 92 - que es negativo,
todos los otros son positivos. Esto signifca que existe un modo de vibracién
del sistema cuya amplitud crece o decrece exponencialmente. Este caso no lleva
a configuraciones estacionarias y es sin interés para nosotros (runaway solutions).
Debemos asumir entonces que
wé > N n2
Llamaremos

5 o= W o-na2)'2 (xv)

la frecuencia renormalizada del oscilador. El concepto de frecuencia renoemali-

zada fue introducido por ¥. THIRRING y F. SCHWABL.(1)
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Transformando la (XIV) obtenemos

. 2
w202 =Nn2 + n2 7§ Y
[o] K=1 wz " QZ
o finalmente .

N

a QZ
5'2 - S')Z = n2 z 5

K=1 wg - 02

(xXv1)

. . . T .
Podemos aiora demostrar la ortogonalidad de la matriz (tu). En vista de

(XII1) tenemos

N r s r .S N
Dot ot o=t ot o+ ] 129
u=0 L K=1
SRR
=t t 1+
o o K21
_.,Tr .S 1
"% Y {1+ 02 -
T
que en vista de (XVI) resulta
N r .S I 1
Lot o=t ot { 1+
po M % -

para T # s.

Ademds, si imponemos la nommalizacién

Ty 2 N
(%) +1<£1
viene
2 2 N
(52 (51§
TR,
K=1
b4
now
X
t§ = — v {1+
(I.)K'ur

S -
ty

n wK

2 _ 2y 2 o2
(mK Qr)(wK QS)

I
2
n
2 - _ a2
QS =1 w% Qr
5 ( ;é - Q% - w?
a Y
S
2
(t§) = 1
2 2
n° wyp -
(w2 - 02)?
n2 w2
K }- 1/2
by - 2)?
A 2
N n2 wie

(XVII)

(XVIII)



[Se]

En esta forma la matriz obedece, por lo menos, a la relacién de ortonorma-

N
lidad ;oo o= T
pso M W
De ahi y en vista de la (IX) viene
? 2 Z ( r .S :Y 2
q. = t ot N Q = 20
u=0 T,s E o ) % 0 r=o T

o, invirtiendo

2 . T T = 2
L ) 4 e ]
0 sea
7ottt o= s
7 MV TRV

Por 1o tanto, en la forma (XVII) y (XVIII) 1la matriz obedece a las dos

relaciones de ortonormalidad (XI).

3}  El espectro de auto-frecuencias.

Podemos tratar el casc del acoplamiento oscilador-campo de la misma ma-
nera como fue tratado el acoplamiento oscilador-osciladores, con tal de hacer,

en el Ultimo, N = « , Tendremos entonces, de (XIV)

2

(o] wh
X ,
03(2) - 9% = nzz > —— (XIX)
K=1 Wy - 02
5 K
(<] oo 2
wo -92 =n%2 ) 1+ pn? e
k=1 =1 i - 02

Wy

o

K=1

lo gue significa que la frecuencia w, (frecuencia propia del oscilador libre)
es infinita para nuestro modelo, y carece, por consiguiente, de significado

fisico. Imponemos entonces la renormalizacién

w2 = w> - n2 ) 1 xv")



Obtenemos asi — o o2
w’. - 92 = n2 z 6 (XX)
K=1 w2 - 02
K
Ademds, en analogia con las relaciones
o= K-S 5 ®=1,2,3,...) (XI)
- R
haremos
0 = x » =€ (XXIT)
R
y tendremos .
> 2 ® 2
;o 2 - yoox (OXITI)
‘\'—"g U.)}zp = QZ x=1 Kz - X2
donde Xx es un nawero positivo.
Ahora bien, se puede mostrar (vea Apéndice) que
z 2
X = {1-mxcotgm x } (A.7)
=1 K2 - x? 2
Comparando (XXIII) y (A.7), y en vista de (XXII) viene
® 2 n R
K= wp - 92 2 c
Sustituyendo en la (XX) obtenemos
— 2 ) n
w2 - @2= D1 ko cotg =2} xxv)
2 c c
Transformando y teniendo en cuenta la (VI) se llega a
n 2 _ 2
Cotg Y = c + __.9_____.9__ (XXVI)
c R @ T g

Esta relacidn puede alm ser transformada y da

cotg — = +
C T g RQ TgC

R@a 2 C(1- R —2)

y en vista de (XXII) viene

P —
cotg Tx = S x &+ (1- w? )
Rg T X T@gC
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(o

cotg wx = x -l 1. BL) CowTD)
R " 32
donde e
L =€ ( XxTi7)
g

es la longitua de coherencia correspondiente al acoplamiento, y

¥ - .C_
®
es la longitud de onda reducida renormalizada del oscilador.

La ecuacidn (XXVII) puede ser resuelta grificamente. Fn la fig. 2 estén

sraficados los dos miembros de la ecuacidén para valores artitrarios de R, L, y

X . La curva secante (2° miembro) corta una vez cada rama de la cotangente,
con lo que las soluciones pueden ser numeradas en la forma

X.= T+ e, (r=10,1, 2,...)

con 0 < €. < 1 . En vista de (XXII) podemos escribir

o = (r+ e) - IC 2 (r+ e) "8w (XXX

donde

Aw = & (XXX)

representa la distancia entre los niveles de frecuencia del campo libre.

Distinguiremos tres casos:
a) ’—X<<\/—&—Ii o w>>\/g'Aw
™
En este caso el 2° miembro de la (XXVII) puede ser aproximado, y obtenemos

cotg mXx = Lo R T (XXX1)

R n2 X

4

La curva secante cortard el eje de abscisas en
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siendo x 1la abscisa correspondiente 2 w en nuestros graficos. La pendiente

de la curva secante en cada punto serd

L R L 1
a (x) = — + =
P 72 X2 x2
En este caso distinguiremos ain dos vosibilidades

a.I) Caja muy grande (R > > L)

Para x = X, tendremos

1 2 32
o (X) % is + RL . T X - 2 . L

R 72 X2 R2 P

Por consiguiente la curva estard muy cerca de la horizontal en esta regifn

< < 1

(vea fig. 3) y las vibraciones correspondientes estarian muy modificadas respecto
de las vibraciones del campo libre. Para muchas de ellas el nivel del campo libre
mis préximo se encuentra distanciado en casi A w/2. Esto se verifica esté el va-

los de w cerca o lejos de una de las vibraciones del cammo libre.

Ademds la cantidad de niveles fuertemente modificados por el aconlamiento
es en este caso muy grande, lo que significa que es ruy extenso el dominio de

resonancia.

a.II) Caja muy pequefia (R. < <L).

Para x % Xy

a (x) % g———L--> > 1

La curva secante estard, por consiguiente, muy cerca de la vertical en la
regién xR X, Los modos del sistema se presentarin, en general, noco modifi-
cados respecto de los del campo libre, sin embargo, existen una o dos vibracio-
nes (segin el caso) que, como consecuencia del aconlamiento, presentan caracteris-

ticas diferentes de aquellas de las vibraciones del campo libre.
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Antes de analizar estos casos notemos que, de la (XXVII), se deduce inme-
diatamente que la curva secante intersecta el eje de abscisas en el punto Xx

correspondiente a

2 =S x=Nw2 - g-nu (OXKITT)
R

De Ri. ¢« <L se concluye que

.___w..> > g

™

Ademds, si admitimos que la frecuencia renormalizada es mis grande o del

mismo orden que la separacién entre los niveles del campo libre:

€

> Aw
Le d
resulta
w Z, Aw >> 7¢g
La (XXXIII) puede entonces ser aproximada por
Q= w
0 sea, la interseccidn de la curva secante con el eje de abscisas coincide apro-
ximadamente con el punto x sobre el eje. Destacaremos ahora dos casos tipicos
seglin el valor de € ;, siendo

;-Aw=(;+;) Ahw=

con 1 entero.

Estos casos son

a.Il.0) € = 1/2

En este caso (vea fig. 4) habra solamente un modo sensiblemente modifica-

do- 91-~ = w , teniendo todos los otros frecuencias muy cercanas a las del cam-

po libre. Este es un caso de anti-resonancia.

a.II.B) e = 0

Para este caso (vea fig. 5) se da un desdoblamiento del modo w% = @ en
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dos; q- 1 Y Q- . Aproximando la curva secante por una recta en el do-
r-

rinio Xx* X , se tiene

X _ = X -AX =T - AX
r-1

X =X +AX = T +AX
T

con
X— X
AXx = T r-1
2

Ademds para A x1 < <1 nodemos escribir

cotg ™ (r +AX)=cotg T - AX

Intonces, teniendo en cuenta la (XXXTI), resulta

Ax=\/ R (OXIV)
27L

Mostraremos después que en este caso el sistema evoluciona sepsln un batido
de frecuencia

AQ = V}LP_ (XY

Ambos casos o) y B) volverdn a ser analizados cuando se estudie la distribu-

cidén de energia de las vibraciones.
RL = i
> \j —_ s 0 wi o< V g " Aw
k1

El segundo miembro de la (XXVII) serd siempre positivo; en particular,

para x = 0 es muy grande (vea fig. 6). Existe un minimo para

NE (1R

T X




n el caso linite, cuando

¥ > (L
m
entonces
S
c) X ==\JELL- , O w = g " A8 w
™

En este caso la (XXVII) se reduce a

cotg mx = £ X

L

¢ sea, la secante es una recta que pasa por el origen (vea fig. 7). En cualquie-
ra de los tres casos arriba analizados las frecuencias del campo sensiblemente
modificadas por el acoplamiento estdn en un vecindad de ;-, vecindad esta que
es tanto mds pequefia cuanto mds grande sea L (cuanto mds pequefic sea g). Las

otras frecuencias practicamente coinciden con las del campo libre.

4) Los coeficientes de transformacidn.

Podemos ahora calcular explicitamente los coeficientes de transformacidn

rara el sistema acoplado oscilador-campo.Pongamos la (XVII) en la forma

V4 (LR )2"" X2

mcl k=1 (K2 - x2) 2

donde hicimos N = « por tratarse del caso oscilador-campo, e introdujimos
K y X, de acuerdo con las relaciones (XXI) y (XXII).

Hacemos
£ = 7 K2 (0XVI)
K (K2 - X2)2




y viene e = 1 (XXXVII)

o]

V n Ry?2
T+(—) £ (x)
T C
Pero
2
£f(x)= 7 B ) __,_Bi_____é =
¥ K2 - x2 K (K2 - x2)
=z 1 +X d z______L____
K kK2 - x? 2 dx K K2 - x2

De (A.7) (vea Apéndice) viene

1 = 1. I cotg Tx (OOVIIT)
k=1 K? - x? 2 x? 2 x
De ahi resulta que
™ n? 2
f (x) = e Cotg T X+ — (1 + Cotg i X) OO(XIX)
4 x 4

Sustituyendo en la (XXXVII) y operando encontramos que

. sen T X
tg = (L)
2 |~ sen m X_ COS ™M X -
\/sen2 Tx .+ (D—E-) 1- L L
2 ¢ - R Q. /c —
T
En vista de (XIII) tenemos ademis
n o sen X
T : car
wg - 2 1~ senm X COSm®X, K —
K r \/ Senz T xr +(n___§_ ) 1 - T T

2 c - R Qr/c —

Estas relaciones pueden asumir otra forma si se elimina a cotg m X =

= cotg RO en (XXXIX) por medio de (XXVI). Resulta entonces
c

=

£fx)=f (%) ="

=—-—{1+ +
c 4 Re © ga m2 g2 2

=5
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Llevando a la (XXXVII) y teniendo en cuenta 1a (VI) se obtiene finaimente
- Q

th = XLII)
O .

I S R S I
23 ¢ ‘ 2

3

Yy por consiguiente

RN 4 Or
K™ 2.2 - -
_ r m
K r \[ b Q2 - w?) + 1 (3 Q% - w?) + —&= Pi.
g ¢ ¥ 2 2 cC
5
- \’Z“g c “x ) Oy
K ) ! p\ (A)r:, = Qz \/ ™ — o]
S VR @2 oy s b3 2 - w?) + 5= 02
27g C 2 2cC
(XLIII)

5) La expresién del campo.

En esta seccidn determinarenos la expresién del campo & (r, t). Para esto

tomenos las relaciones (IV) y (IX); resulta

. N T :

e(r, ) =c [ aqp @ ‘e =c [ tp Q %

X ) K,r

b

(v, ©) = ¢ ; Qo & (M (XL1V)
con

e S T r

Cr\r) g}:‘ tK ¢K \XLV)
T

Como t, ¥y by son ortonormales resulta que las ¢ (r) también lo serim.
1N [\

Sustituyendo la (XLIV) en (IIb) se tiene

@M= 2rVgc s @M [ t5 0O
C T

i
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En vista de la ortogonalidad de los Qr esta ecuacidén puede ser descompues-

ta en el conjunto infinito de ecuaciones

2
Sy — T _
c (- > -A]g%r(r)Qr=2ﬂ\[gc6(r) t, 0. (r=0,1,2,...)
o
2 v >
(- "t -8 ) =2Wy—3—- s (r) tl
T )
c c
Esta ecuacidn tiene como solucién a
T
— t sen (K. r - &)
¢, (1) \/ & > — (XLVT)
C 2 sen § T
9 T
“r

con Gr # 0 vy Kr =-i;-

Para determinar Gr desarrollaremos el segundo miembro en términos de los

bx (r), definidos en (III), y comparareros con (¥LV). Sea
Wy

T . i _K
\/~§- tg sen (Kr T Gr) .y o sen —— T
K . ’
c 2 sen Gr T K \/2 "R T
con
- Q. r Wy, T
i
] R t,sen (= -6 ) sen —
g =-47 [ rPdar £
AN
© ¢ 2 TR 2 sen §_ - 1?2
Integrando y teniendo en cuenta la (VI) resulta
T
n w t nw QR
G N mTa  ma e O s )
Wy - Qr sen 5r Qr - Wy c

Para que los CE coincidan con los coeficientes, t? , del desarrollo (XLV)

debenmos tener

sen (
Por lo tanto, cada - (r) se anula para T = R, y de (XLIV) viene

¢ R, t)=c ) Q ¢, (R =10
T
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De ahi se ve que ya estd implicito en nuestrc modelo el cardcter reflectante de

la caja. Ademas tendremos

con N entero. Pero

luego

= - + T = T+ m
Gr (r-N) = €y m €p i

Cualguiera que sea m, entero, tendremos

sen (Kr T - ar) sen (Kr T - e )

n o6 se m
se r nooe.
Haremos m = 0 y por consiguiente

§ = e T (XLVII)

Coro se ve, € de la medida de una fase 0. <y < 7 para la expresién del
campo en el estado Qr.

Comparando la (XLVI) con la (XLIV) resulta
T

t sen (K. r - 6.)
¢(r,t)=c ] 0 ¢ =-c ] Qr\} £ 0 T T
o

en 8 r
T T 2's T

0, teniendo en cuenta la (¥L), se obtiene finalmente

S 5 z r - _osen (K 1 -46.)
2 r sen? Sy +{ D”BL)Z’;-' sen Oy cos §p — T
2 c - Q. P/c - QVIID)
con
§ = T e
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6) Distribucidn de energia de las vibraciones.

Tomemos el Hamiltoniano

o ! 2+ wr oal
e (oo wg g ) - g epdo o vkt we o )

y transformando aisladamente cada contribucién (oscilador, acoplamiento y cammo,

respectivamente) a ejes principales segin las expresiones (IX). Se obtiene

: 1 r _s b 2 +F S
TP I 0 -
' 2 I t t PrPs v owgty t O O J
T,s
Tr S L ]
"l ¥ we too oty 0.0 ¢
¥ 1,5

h'e
0. 0} (YLIX)

P

Si se calculan los valores medios de los términos cruzados Qr Oq y Pr Pq (r#s)
para un estado estacionario dcl sistema acoplado, se verifica que ellos son nulos.
Fn efecto, si se admite que el sistema estd en un estado de frecuencia Qy una

vez excitado, é1 serd descritpo por la auto-funcién(normalizada)

tond ; S s
donde 0) ) L9 Qé/Z'ﬁ } an
r @ =€ s 4 s

es la auto-funcidn (normalizada) del vacio, y

H1(\/"2\1 Q) = \/_;E N

es el polinomio de Hermite de orden 1.

(W]
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Tendremos
<P P > = [T N @(P P ) ry(Q) a0-=
f 1 I {~f—TN‘ Q ) (0)(0) - .{(2 92 - 1 H (\/’5}\7 ) (0)(0) a0
= — Iy ) 1) T ) -h : — ) T S
ol N 30 a0 v A ™
n m-='"2
Sinmyn son diferentes de N, resulta
, 12 9.0 a0
N 0 nn ‘mm
PPy o= - f2 I 1 (V i QN) F( )(Q) 4 2 46

Transformando el inteprando en términos de los polinomios de Hermite v te-

s/

niendo en cuenta la ortogonalidad de los mismos, resulta
<P D> =0 , m#n

De manera andloga se halla que

}7
v <
para indices diferentes.

Asi, se puede escribir, a partir de (XLIX),

H=<H>=—1—-{ ¥ t(’; tg‘(P%) +sz ) té‘ tg\<0%>}_
2 T T
) “x tg ti < Qr >
K,r h
T T T T
PR R £t < p > + w2 ty, t, < Q>1} (L)
2 K, K K r K,r kK K
Por otro lado
2.1 | Oy (0)
C<PZs=f Lo, (\/——— o) Tl - R 2w (Vo v D@ ag



Si r# N esa expresi6n resulta < P§ > = L 4 Q.
2
Sir=n.< PE>= 2.4 g
{ M
2

De manera anidloga obtenemos

V< 02> = ~l_.'§/ Q. sit# N y <0 >= - h/ oy

T T r ' & ‘N N

2 2
Si tomamos del Hamiltoniano en su forma (L), solamente la contribucién del

modo QN y calculamos separadamente cada término, resulta

1 1 3 T2 1,2 1
TR R% s Ehe) (e vl (1) ) -
2 a2
n iV}
- (Lﬁ ‘QiJ) {n Z’ wy (t§)2 - K2 ; +
2,,2
3 N.2 N .2 nw 1
ro—(=hao) {] (t) +] () b=
2 2 K & K wf—c - Q§ Q%
- _ N -
' 2 2 2 (t)2
2 (hed{ ) L) a2 1 |-
2 2 2 | a2 a2 K
—. N N —
(t.) o2 (ty) |
- n + - n +
% K wf -2 Q& ¥
— N. 2 5 P
2 (t) ® 2 n<
2 x K Q K w2 -02 O K(w -02)2
- N XK~ "N UK Ty
2 - Q 2 (t))
Gt MO TS N C’i RPN €t RR S 05\ b G B :
2 2] g 2% K
—_ N.2 —
A2 2 (t )
- (tg) Z - n - + 0o - n2 z 1 +
- Kwg -0y o £
- N.2 -
1 N2 LN 2 (t) N, 2
*+- ’ () + () ] L fo——n2 T 1+ T ()
kK K o} -02 % K kK &
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Ordenando y teniendo en cuenta la (XX) resulta

N, 2
- I , 1 (tg) 1_
1 3 N y
A R R (e I el )
2 _ 2 o2 -2 2 o K _
- 2 (th’ -
M "0
ooty L3 : T T Z o
- £oug oy ™ C-
— ‘_Nz _
N. 2 1 N.2 2 1 TLO)
* Z (tp) +5 (&) 2 . TR 5 2 n? % T}
~ K up - 9y N -
N, 2 N, 2
=2t g (@) + L ) LD
2 ' X
De manera andloga se obtiene, para r # N
_ 7.2 _
2 2 2 (t))
L RS o L 11253 GIFSUNCL B RN B UNPR P
2 TE o T 0 g 2t g 2 X
— K T —
_ r.2 _
t
o2 ) n2 ) (t,) 27 .
(t,) PR el A
_ K Wy - Qr Q. _
7.2 _
1 2 2 1 (to)
RGN N CGVI) e
2 K owp - 2 @ _
: 2 2
= ko | )+ 1D} (LIT)
2 K ’

Por consiguiente la energia de excitacién, que se obtiene substrayendo del

Hamiltoniano la energia del vacio, presentard el mismo tipo de distribucién:



1 v 1 o
r = v 2 2 02 =
E=—— ;. <P + 02 0% > - — Z o R o)
2 r= T 2 1o T
= "/1 QN 1 ’ (to) + — (tg)2 - n . o — 2 21 1 +
- N.2 —_
.\ i (t};)z °z° ] n2 i (“0) » ] .
T o 2 2 )
_ K=1 Wy - QN QN K=1 _
—_ 5 _
* 12 N 2 (t )2 o
+ Z (t?,) + a1 (tg)z 2“ + L 0‘2 n 1 } =
_.1(= 1 2 = 1 w}' Qs.: 2 QI\J = 1 .
12 2
Lo )+ L) = hog (LIII)
N }( 3

De aqui se ve que las tres partes que postulamos inicialmente para el sistema -
oscilador, interaccién y campo - tienen energias infinitas, por lo aue carecen
de significado fisico. Por otro lado la infinidad necativa de la interaccién
campensa las infinidades del oscilador y del campo, de tal manera aue el sis-
tema puede, ahora, ser considerado como formado de dos partes: una, que repre-

e N - s ;
senta una fraccién (to)2 de la energia, a que llamaremos ‘‘oscilador’, y la

otra con % (tﬁ)z X 2

que dencninaremos ‘campo''. Naturalmente, ya no se trata del oscilador y del

campo libres (desnudos) que postulamos inicialmente, sino que de un "“oscilador
vestido™ y un “campo vestido”, entendiéndose por 'vestir~nta' a los incrementos
de energia que les son inherentes cuando estdn acoplados; esta Gltima divisién,

en dos partes, es la que tiene significado fisico y de ella se ve la estructura

fisica del sistema.

En lo que sigue de esta Seccién nos abstendremos del uso de conillas, en-

tendienco por oscilador y campo a los respectivos entes 'vestidos't.



-25 -
Calcularemos ahora, explicitamente, la distribucién de energia entre los
dos elementos constituyentes del sistema, distinguiendo los diversos casos posi-
bles.

1 - R>>1L —é—‘—”—\<<g)
v

Dividamos el espectro en tres dominios

1.1) A< < R (o, > >9—1-TE]

De (XL), (VI) y (XVIII) viene

2
(tr)z _ sen Sy (LIV)
0 p—— PR
- sen §_ cos §
sen? §. + — R 1 - T LS
2 L | P/ A, i

En nuestro caso

2 2
sen? §._ —
T

"

(th

-L—-\x<<1
0 R

ki
y consecuentemente

2 2
Dot = - () & 1
K
i. I11) Xr ~ R

La (LIV) puede alin ser puesta en la forma

(tr)2 1 (LV)

X
1+ R org g ‘Sr(";{r’ -ctg 5. }

2 L

Hay tres posibilidades para w

1.11.a) o > >g (A <<L)

O sSea, €n resunen

. . - Aw
X .¥<Li<< R n »Xr ( w >>g>> —;—- n Qr )
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De (XXVI) viene

R Q X — —~
ctg 5 = ctg LANURS (29" 21 << -1
c R Tg Qr ﬂ g Qr
1.II)  w ~g (A ~ L)
é X ~Lio<<R X ;-mg >> Lu g Q
T T
m
Terdremos, como anteriormente
o 82
ctg 6. = - (&) Z < <.y
T w ¢ N
S T
- A w —
1.1I.c) w~r — (A~ BR)
Resumiento
y - A w
/X%Rmzxr>>L (wm—-ﬂ——mgr;<< g)
A _ /Xr 1 Qr-w Qr+w ’Xr
ctg ﬁr— + =
R m Qr g R

En los dos casos, a) y b), se obtiene de (LV)

2 1
TS !
() = << 1
1+ — — ctg? §
Para el ¢) 2 L
2
(tg) = L — = 1 <<
X Q.- o Q_ +
LA S SR S e S SRS BT
2 L R m Q. g 2L
y en los tres casos
2 1
ot =
T
Aw
1.111) X, > R fa, << _:)
En este caso es valida la aproximazidn
5 C %o
ctg R = = (LVI)
c R Q P



Sustituyendo en la (LV), cuando sea el caso, la cotg ¢, Por su expansion
hasta el término lineal:

R QO

ctg . _C o1 o_ o 1 PR
c R 2, 6 c R 6 o
resulta
2
(t)) ! <<
.5 P
6 2 L
y
Lo - 9
K

K
Por consiguiente, en el caso R > > L, sea cual fuera el valor de ;. y
para todas las vibraciones del espectro, la energia Noo de un cuanto se
encuentra casi exclusivamente en el campo, con poca probabilidad de que el osci-
lador esté excitado. Fn otras palabras, el tiempo que lleva la excitacién en
el oscilador es muy pequefio respectc del tiempo que la misma se manifiesta como
radiacién.

2) R=L (%2 - g)

i

Admitiremos ademds que

w>>Aw ( X < < R )
L
y dividiremos el espectro ( %r ) en tres dominios
- R L -
2.1) X . << X << = (Q_>> w >>Aw= Tg)
T T
i m
de (XXVI) viene
R Qr c Qr A Q Q
Ctg £ + = w + T ~ r > > 1
) T T ™ T
C R 2. g 2. g g
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De (LV) resulta

2 2
CANE 1 S N A R,
o . . , . 4 s
E
2.11) -
R _ L s - .
/Xr’V~Tr—~T>> X (Qr'\‘ Aw Wg\_‘€<(ﬂ)
Ctg R Qr - C _ ;-2 = A w _ ‘__(f)_ . .__(:_;_ & - ..£_. _L\)_ < < - 1
c R Q. g a T e, Tg . Tg
De ahi que
.2 1 T2
(t) = meed () oy
'n n S
1+ — = ctg? 61‘ .
2 L N
, _ —
u'III) ‘xr X < < TI? - _.%.__ ( Qr v >> A =Tg )

En este caso calculamos el valor del elemento de matriz en funcién de la

fase dr correspondiente:
2.111.a) §_ = =/2

De la (LIV) se obtiene

2 )
(tg) = 1 = 2 o e
Le T R Tz
2 L

12 m 3

z (tK) = = -

K T+ 2 5

2.111,b) 5. = /4

De acuerdo a nuestras desigualdades la (LIV) puede ser aproximada por

2 8
2 sen T

14

(LVIT)

2 ;
sen? §_ + /2
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Fntonces tendremos

T '2 . /2 1 L1
°© 1/2 + 1/2 T+ 1 4
2 :
IR
{ ) T+

2.111,¢) 6 =3 7/4

Los resultados son idénticos a los del caso h)

2 ”
T 1 T |< 3
t S Moty | e =
‘ © i K K 4
2.111,4) Gr v 0 (o S, % )
De (LVII) viene
r |2
l to v 0
luego
r |2
% ty %1

Se concluye entonces que para R =L las tnicas vibraciones que tienen
una probabilidad razonable de excitar el oscilador son las que estan préximas
a w (compare fig. 2 con fig. 8). De todas formas siempre es mas grande la
probabilidad de que la excitacidn esté en el campo que cn el oscilador, como se
ve en la fig. 8.

Per (LIV) se ve que este diagrama tiene un minimo para § = /2 y es

practicamente simétrico. El minimo se verifica en 1la anti-resonancia, o sea

cuando Q= o = (T + —LJ CAw
2
3) R L (22 555
m

Distinguiremos dos rangos para w
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3.1 w 2 A w (%‘i

tdl“’
p——

Respecto del valor de ¢ consideraremos, como en la Seccién 3, dos casos

3.1,a) e = 1/2

;é'e’ ngd y .
Como ya en la Seccibén 3, caso o ) hay una frecuencia, @ T del

aspectro, para la cual -

e N~ e =1/2
T
De la (LIV) resulta
=12
ltg - ! = o1 RN (LVIIT)
1+__«”T-__B,-_ Z L
2 L
T |2
Ztg :.TT__B_-\_«1
gt 2 L

En este caso la probabilidad de que la energia de excitacién se encuentre
en el campo es casi nula, o sea, el tiempo que puede tardar la excitacién en

el campo es muy pequefio, respecto del tiempo que la misma 1leva en el oscilador.

Este ¢s el caso de 1la anti-resonancia.

3.1,b) e = 0

In este caso, como fue visto en la Seccidén 3, tendremos un desdoblamiento

en dos del modo wo = w (fig. 5) en

f-— = W -AQ

r-1 ’
v (LIX)
0 = w + AQ
T
con
AQ=Ax-Am=\/“gC (OXV)
2R
Entonces
R - R Q-
ctg —I1 =g LI = =(/2C=\/2L>>1
c c RAQ mTRg TR
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De (LV) se obtiene

R 2L 2

1+_“_.__‘{1+~__}
2 L m R

Por consiguiente

Z , f—i‘.-1 l2 = Z l tr
. v
K K K B

y la probabilidad de que la excitacidn se encuentre en el campo es igual a la
de que se halle en el oscilador. Se miestra ficilmente que el sistema evolucio-
na bajo la forma de un batido. En efecto, admitamos que inicialmente solo

el oscilador estd excitado, estando el campo en su estado fundamental, o sea,

para t =20

q, (0) =aq,

gg (0 =0, (K#0)

En vista de (X), tendremos entonces

(0) = t¥ =
Q, (0) =t q_ (0) (r=0,1,2,..) (LXT)
y
_ r
W6 =] g o ®
-iq t
_ T T (LXIT)
G (0= [ t5 0 (0 e
De (LX) se obtiene
IR R ey A O R
0 o 5 5
y de las relaciones de ortonormalidad (XI) resulta
0" = 0, siréT-T (LXIIT)

De 1a (LXI) se concluye entonces que las Unicas coordenadas normales
y q

no-nulas, en el instante t = 0, serdn



P ES f
Q— . (G) - “o qo LO) 9

QO =t q, ©

que introducidas en (LXII) nos dan

] LT “lep gt T |2 -1oep
2 @ = | %0, @ e c e, @ e
Teniendo en cuenta las relaciones (LX) y (LIX) queda
_ - -i ut
qo(t)=wqo(0) coszuz-t__e :
con N
AQ=\j:w_a_g\<_< 5
v 2R

For lo tanto, el oscilador evoluciona con un batido de frecuencia AQ s

siendo su frecuencia de vibracidn igual a la frecuencia renormalizada w -

Para las vibraciones no mencionadas, sea en el caso a) o enelcaso b),
la distribucién de energia serd la usual: hay una probabiiidad casi nula de que
la cnergia de excitacidn se halle en el oscilador, contra una probabilidad casi
uno de que se halle en el campo. Para el caso b) esto se ve directamente de

LXIII) vy para el caso a) se deduce inmediatamente de (LVIII) y de la norma-

liazcidn de la matriz que

S
b4
T |2 =
; ty = 1 , para T # r
AR & Y - R v
3.11) wo € <hw{—— < < X )

ki)

Calcularemos la primera autofrecuencia admitiendo "'a priori® que la misma

es suficientemente pequefia ( Qg i<<A w ) como para que sea vdlida la aproxima-
cidn E

2

ctg S
c R q
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Sustituyendo en (XXV1) resulta

Qo-w

y como, por hipStesis w << A w , estd justificada la aproximacién hecha.

Sustituyendo en la (LV) la cotg. 6r por su expansifn, incluyendo el

término lineal cuando sea el caso,obtenemos

2 C
tg = ! o 1 - “'._Tl_._.&_k 1
b T Ropq. 6 2 L
2 L 6
2
Z t; :._S__L._B_._x< < 1
K 6 2 L

= 1 ,para 1 # 0.

K
In este, como en el caso Ia), hay una vibracién, 2, » cuya energia se halla

casi siempre en el oscilador y para las otras vibraciones se da lo contrario.

El andlisis de la distribucidén de energia podria tamhién ser hecho por me-
dio de la presidn de radiacidn en las paredes de la caja. Este tipo de andlisis
es de aplicacién mds gencral, pudiendo ser usado para sistemas de los qde no se
conocen las matrices de transformacidn a ejes principales (t§3 , tales como
dtomos, nicleos y particulas elementales.

En el caso de radiacién libre,la nresibén ejercida por un cuanto A Wy

estd simplemente dada por

fow, A,

=T _ 1 i i

d th mi) )
4m p3

Qv 3 4
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En el caso general

1
. ! r dR A ¢ Qr
Ji — -~ [ —— — - —— —

d(i-'"P?) 4 m R2 dP

Para nuestro modelo, d Qr/ dR puede ser obtenido por diferenciacién de

(XXV). teniendo en cuenta la (VI) se llega, después de algunas transformaciones, a

R @
¢c .. ¢ ¢ cotg2 T
2 x2  x2
d Q. R R (4 er Xc
T P Q ? E Q
d R 2L+ 7R - 7R cotg L1 L - cotg L}
c R c
luego P Q
c . £ . £ cotg L
“h A R2 A2 A2 c
H_r = - . (IJXI‘I)
4 R P oo, A R o
2L+ 7P -1R cotg (— - cotg )
c c

La densidad de energia (media) en el campo estd dada por

W

T
-_4__ v P.3
3

y la probabilidad de que un cuanto 4 2. esté en el campo serd

"

B 4 = p3
7 r = y . (LXV)
h e o

Consecuentemente 1a probabilidad de que el oscilador esté excitado con

esa energia serd

W

LA}

1 - r_1__41TP3
A q ’hszr T

T

El an&lisis de la distribucién de energia a partir de las presiones conduce

a los mismos resultados que obtuvimos por cdlculo de elementos de matriz.



Conclusiones.-

Hemos mostrado que el problema de un oscilador puntiforme, de frecuencia

w , acoplado a un campo escalar anteriormente estudiado en el caso del espacio
M (@

infinito* 7, , también puede ser resuelto rigurosamente en el caso de una

esfera reflectora de radio R finito.

El sistema acoplado puede ser descripto por un Hamiltoniano sencillo,
sin referencia a las partes no-acopladas (desnudas) singulares, que carecen

de significado fisico, por medio de coordenadas colectivas.

La conexibn entre estas coordenacdas colectivas y las coordenadas que
describen al oscilador y al campo que deseamos representar, estd dada por una

transformacién ortogonal té . ti .

Resulta que esta transformacién permite separar el sistema acoplado en
dos partes finitas, a las cuales podemos llamar, respectivamente, '"oscilador
vestido' y ‘'campo vestido', partes que no coinciden con les ficticios concep-

tos de oscilador y campo ‘'desnudos'’ inicialmente mencionados.

El modelo considerado permite determinar, para una autovibracidn del sis-
tema dada, cémo una excitacién se distribuye sobre el ‘‘campo" y el "oscilador'.
En el caso de una esfera suficientemente grande (R > > L), el volumen de fa-
se de la radiacién domina, de modo que el "oscilador’ participa muy poco en

cada autovibracién del sistenma.

En el caso de una esfera pequefia (R <. <L), sin embargo, encontramos
estados de frecuencias cercanas a w , en las cuales una gran parte de la
excitacidn pertenece al ‘oscilador' y gue,luego, se comporta de una manera

muy semejante que un oscilador descripto por la mecdnica cuédntica.



Una aplicacidon de las férmulas dadas en lo que precede, al caso R>> L
ha sido hecha por A. Malbouisson en un trabajo que permite describir tanto
el proceso de la emision de radiacidn como el comportamiento cuintico de un

"oscilador vestido’.

Queda por verse hasta que punto las propiedades cualitativas arriba descrip-
tas son exclusivas de nuestro modelo simplificado y hasta que punto son gene-
rales y se las puede también atribuir a sistemas mis realistas, tales como
dtomos, nicleos y particulas elementales, que todavia no sabemos tratar ade-

cuadamente.
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Cilculo de la suma

2
X = {1-mx cotg mx
K=1 K2 - x2 2

Sea 1la funcidn

[e-]

L X
2 x m=1 m? - x2

HMostraremos que vy (x) es una funcién periddica de periodo 1. En efecto

o0 [s-]

1 x + 1 1 x + 1

. — - - L .
2 (x+1) m=1 m? - (x+1)2 2 (x+1)  m=1 ‘ m - (x+1)’[m + (x+1)

Y (x+1)

1 1 1 1 1 _
- e ) : b -
2 (x+1) 2 X K=1 X - x K=2 XK+ x
= 1 1 g ) 1 -3 1 } =y @
2 X 2 K=1 K-x =1 K+ x

En general, si hacemos

con n entero y

0Ovg €. < 1 (A1)
tenemos
) i +
Y (X) = _1_ - Z X - 1 - z € n
2 x K=1 K2 - x2? 2 (e +1n) =1 K2 - (¢ + n)2

i}
LA
I
v
o~ 8
™



Por otro lado

KET K2 - g2

o]

e

K=1 K2

1

2

)

€

K

Desarrollando y teniendo en cuenta la (A.1) se obtiene

o

£

K=1 K2 - ¢2
(o]
] e -
k=1 K2 - ¢2

Tonemos ahora la
00
K=1

donde 322

o0

2
e a1 (-897%= ¢
=1 K2 S0 @ 1 K=1
e ] ] —
g=0 K1 K2 @ +1)
identidad 3
22-122
-
g2* 2 2)! 28

a partir del desarroilo

«©

S
L

o=

1
K2 (§+1)

(A.3)

(A.4)

son los coeficientes de Bernouilli de orden par, que son definidos

z v n
= Bn (A.5)
- 1]
e - 1 n=0 n!
para esos coeficientes valen las relaciones(4)
B =1
o)
B, = - 1/2
= ¥
Ban = () ’ Eon ‘
B2n+1 =0
con n=1, 2, 3, ..
Comparando (A.3) y (A.4) resulta
® . o 52 (S*+1) -1_2 (5+1)
J— = g z EZS : — . BZ (g+1) ' =
K=1 @ - ¢2 S=0 172 ¢6+17]) ¢ )
) ® 2 (r-1) 22r-1 72T _
= e ) € B2r =
=1 (2r)!



) _'L o 2 821' “21' B l _
L € . 2r -
2¢e r=1 27 i
[ z-r [
1 Z T 1 T T+1
= Z 1;___517__,| B2r = . g ) () BZr
2 ¢ 1= (21! 2 e 1=l
Aplicando una de las relaciones (A.6) queda
o] € - . ‘—L- E B (2 T i e)zr _
- -2 2 - 2r )
K=1 K< - ¢ 2 e r=1l 2!
© . 2r
N {1- LI ie + ) B, 2™ e)”
2 ¢ 2 r=1 “F 2!

En vista de las otras tres relaciones (A.6) podemos escribir

© © . T

o5 = Wl__{ 5 B 2rmie) 4.1 2405 }
o w2 2 - r 1
K=1 K¢ - ¢ 2e 1r=0 r ! 2
Comparando con (A.5) resulta

Z _—E - _ 1 { Lnle _1+*_1__ Znie}

K=1 K2 - ¢2 2e 2Tmie_ 2
0 seca
L ) e - { 2tie . 1 3.5 ) =
2e k=1 K - €2 2e  2Tie 2

. P
- i + 1 ni= T e 1
. n
eZ 1 e_ 1 2 2 eZ 1e._
T 1e - Tig
Tr -
= i
T -
2 e"le_e 1¢e
0 finalmsnte
1 ) € = .1 cotgme,si O«
2 ¢ =1 K - g? Z

-1

+

2 TTE)Zr
2r)!

2

27 i ¢ }
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En vista de (A.2) vy de la periodicidad de cotg = X, esta expresidn

puede ser generalizada a

1 [ae]
L) 5 2 = = —— cotg T X , S X
2 X K=1 me - x 2
Transformando resulta
2 X = {1- nx cotgm x } (A7) c.q.d.
k=1 K - & 2
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FIGURAS

Figura 1°

Solucidn grafica de la ecuacidn
N w;
w2_92=n2 z ____?t\
° =1 Wi - 02

(F@=60%d) W

Caso I) wg >Nn2 [(F (D) > G (D)

2

En este caso todas las soluciones 2; son positivas y, consecuentemente,

el sistema oscila arménicamente en todos sus modos.
Caso II) w. <Nn2 (F(0) < C(0))

1 - 2 2 . .
Hay una solucién - ©° - que es negativa; las amplitudes de este modo
crecerin o decrecerdn exponencialmente. Fl sistema no tendrd configuraciones

estacionarias.

Figura 2.

Solucién grafica de la ecuacidn

Loxs o BLY (XXVII)
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para €l caso en que R ~ L.

Fl sistema presenta un espectro modificado respecto al espectro del campo

libre, sobretodo en la regidn de resonancia, x ~»x (2 v w).



Figura 3.
Solucidn grafica de la ecuacidén (XXVII) para el caso en cque K >> L,

con

El dominio de resonancia, representado por el conjunto de niveles fuerte-

mente modificados respecto a los del campo libre, es muy exterso.

Figura 4.

Solucién grafica de la ecuacién (XXVII) para el caso en que R .<< L;

—
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El espectro de los modos del sistera acoplado consiste, practicamente, de

los mismos modos del campo libre més una nueva frecuencia: 2=
Figura 5:

Solucién grafica de la ecuacién (XXVTI) para el caso R\ << L:
e = 0, con
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Pespecto al espectro del campo libre se observa un desdoblamiento del mo-

do wz = w endos: ©- . Yy o . El restodel espectro pricticamente

no se modifica por el acoplamiento.
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Figgra_gl

Solucién grafica de la ccuacién (XXVII) para el caso

La curva secante se encuentra totalmente arriba del eje X, y tie-

ne un minimo para

Figura 7-

o

Solucibn grafica de la ecuaci6én (XXVII) para el caso

X =\/R_£
™

R
La curva secante se transforma en la recta — X .
L

Figura 8:
Diagrama de los valores de
- |2 r |2
}th‘}: =‘.-tO|
seglin la fase 6r para el caso en que
XN%‘L<<R :...L_
r ™ ke
La minima probabilidad de que 1la excitacién esté en el carpo se da
cuando & = 1/2 vy vale
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