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INTRODUCCION

Ta teorfa de las distribuciones fué creada, hacia 1950,
por el matemdtico francéds Laurent Schwartgz para dasr forma co-
rrecta, desde el punto de vista matemdtico, a una serie de al-
goritmos creados y utilizados con éxito por los ffsicos a pe-
sar de su inconsistencia matemftica.

Puede decirse que estos algoritmos se inician con el c4l-
culo operacional de Heaviside y culminaron con la introduccién
por Dirac de la famosa funcién & (x) gue se definfa por las

siguientes propicdades:
+ c¢
‘(x) = 0 para x %03 $(0) =+ oo ; S__og (x) ax = 1

Es claro que esta definicidn no tiene sentido matemdtico
pues en cualquier definicién correcta de la integral, el valor
de esta no se altera al cambiar el valor de la funcibn en un
punto, adn ddndole a la funcidbdn el valor O en ese punto.

Las derivadas de la & que también se definfan tenfan afn me-
nos sentido matemdtico, Es muy f4cil obtener resultados absur-
dos de esta definicidn: de ella se¢ deduce que <§ (x) = 2(§(x)

y por lo tanto se tienec:

o0 oo o
1:5‘:’60 (x)dx:S‘o%é(x)dx:2 \g;o{,)(x)dxzz

Naturalmente que la igualdad 1 = 2 es demaSiadO,fEEEBEEEZ
ciente para aceptar el instrumentoc "matemdtico" que permite
it

obtenerla, por eso no es extrafio que muchos mateméticos recha-
zaran esta teorfa: uno de los més grandes de la época, el hin-
garo von Neumann, dicc en el prélogo de su libro "Fundamentos
Matemdticos de la Mecdnica Cudntica" que la funcién de Dirac
no satisface los requisitos del rigor matemético ni siquiera
rcducido al habitual en fisica tebrica., Uno de los propdsitos
del 1libro era el dec desterrar de la mecdnica cudntica las fun-
ciones de Dirac, pero no lo ccnsiguib pucs los desarrollos pos-
teriores probarcn la fecundidad de la teorfa a pesar de su in=-

consistencia matemdtica, 1la cual s~ =nlvaba con frases como la

de Snnedon en su libro "Fourier Transforms" en donde dice, a
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a propésito de 1la é : "It may be used in analysis only when it
is obvious that no inconsistency wiil follow frem &ts use."
Esta especie de rescerva mental no es muy aceptable para una in-
teligeneia matemiticas

Esta teorfa creaba una situacidn contradictoria; por un le-
do fecundidad de sd,empleo, por el otro carencia de sentido mate-
mitico. Schwartz dice, en la introduecciédn de su obra, que cuando
estas situaciones se presentan es bien raro que ho resulta una
teorf{a matemitica nueva que justifique en una forma modificada,
el lenguaje de los ffsicos y que hay en ello una fuente impor-
tante de progreso para ls matemdtica y para la fisica.

Por otra parte estas situaciones contradictorias se han pre-
sentado muchas veces y no siempre dependiendo de cuestiones fi~
sicas, Por ejemplo, los nimeros complejos se erearon para obte-
ner la rafz cuadrada de los ndmeros que no tenfan rafz cuadrade,
Este aparente absurdo se resuelve creando nuevos entes que com—-
brenden a los anteriores. En forma anfloga las distribucioncs
gencralizan las funeciones en ¢l mismo sentido que los ndmeros
complejos generalizan los reales; se obticnen asf entes més go=
nerales, que tienen propiedades nuevas (por ejemplc, las distri-
bucioncs son siempre derivables) y que forman un nuevo cCuers:o
Ce. estudio més rico y armonioso que el anterior, por lo menos en
alguncs aspectos,

Como todas las creaciones del espiritu humano, la teorfa
de distribuciones ha tenido sus precursocres, como por ejemplo
las generalizaciones del concepto de funcidén de Bochner y Sobo-
leff, pero puede afirmarse que la de Schwartz es la primera
teoria completa que ha podido englobar y precisar al nismc tiem—
»o, diversos conceptos, en algunos casos formulados incorecta-
mente, de distintas ramas de la matemética; por eso esta tecoria
ha suscitado un gran interés en el ambiente matemdtico de nue-
stros dfas,

Un estudio riguroso y profundo de la teorfa de distribu-

ciones exige ovonocimientos bastantes avanzados de topologfa ge—~
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neral y andlisis funcional y usa continuamente la teorfa de la
integral de Lebesgued

Las caracterfsticas de la ensefianza de la matemdtica para
los ffsicos hacen dificil abordar el estudio de la teoria de las
distribuclones en esta forma, El mismo Schwartz, despues de la
exposicidn de su teorfa en (1), ha expresado en sus cursos de
métodos matemiticos de la ffsica en la Sorbona, (4) la teorfa
en forma mfs accesible sin exigir muchos conocimientos previos.
lo que le obliga a suprimir algunas demostraciones.

Siguiendo las ideas del curso de Schwartz, expusimos =a
nuestros alumnos del Instituto de Ffsica dc Bariloche, la teo-
rfa de las distribuciones; se¢ consigue asf informacién suficien-
te sobre las ideas bdsicas y un conocimiento que permite el maw
nejo de la teorfa, al menos en sus partes més sencillas, que

son las m&s utilizadas por los f{sicos,



CAPITULO I

BOSQUEJO DE LA INTEGRAL DE LEBESGUE

l.~ Evolucibn del concepto de integral.

El concepto de integral, después de ser usade con tode éxito,
aungue en forme no bien precisada, durante siglo y medio, fué da-
do en forma rigurosa por Cauchy, a principios del siglo pasado
para las funciones contfnuas, En 1854 Riemann generaliza la teo-
r{a de Cauchy extendiéndola para todas las funeiones, contfnuas

o no, en las que existe el 1fmite dnico
— o
e ¢ Y \( -

y s ) r LEmg1a)
para toda sucesibn de subdivisiones tales que la longitud de lns
intervalos tienda a cero.

Las funciones integrables Riemann pueden tener infinitos pun-
tos de discontinuidad los caules pueden formar un conjunto den-
so, por ejemplo el de los ndmeros racionales, pero dichos pun-
tos de discontinuidad no pueden formar un conjunto arbitrario.
Se puede probar, adelantando conceptos vamos a precisar en se-

guida, que: la condicién necesaria y suficiente para gue uns

funcién sea integrable Riemann es gue el cenjunto de sus pun-

tos de discontinuidad sea de medida nula.

Por lo tanto funciones como la de Dirichlet, que vale uno
en los puntos racionales y cero en los irracionales, disconti-
nuas en todos sus puntos no son integrables Riemann, La exis-
tencia de funciones que se presentan de forma natural y que no
son integrables Riemann sugiere la necesidad de generalizar
este concepto de la integral; esta generalizacidn fué hecha en
forma magistral a principio de este siglo por el matemdtico
francés Henri Lebesgue., Esta teorfa de Lebesgue es una dec las
m4s fructiferas de la matemdtica contemvoranea; por ejemplo
en la teorfa del espacio de Hilbert en forma funcional, la in-

tegral de Riemann es insuficiente; por ello la generalizacibn
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de la integral dada por Lebesgue fué para el estudio de dichos
espacios un progreso comparable al de la introduccidn de 1ms ni-
meros 1irracionales en la matemdtica clésice.

A pesar de su importancia la integral de Lebesgue no ha ai-
canzado en la enseflanza la difusién que deberfa tener. En los
cursos bésicos de Andlisis Matemdtico la teorfa de 1la integral
que se d4, o intenta dar, es la de Riemann y adn en textos mo-
dernos y extensos de Andlisis Matemftico, la integral de Lebes-
gue, O no aparece, o aparece en forma de un complemento poce o
nada utilizado.

Esta rutina de la enseflanza es una rémora para la formacién
matemética; la integral de Lebesgue no es una teorfa de extensa
dificultad, no es facil, (tampoco lo es la de la integral de Rie-
mann si se¢ desarrolla en forma completa y rigurosa), pero es ac-
cesible a los estudiantes de los cursss bdsicos de anélisis ma-
temdtico y su estudio les pondrfa en posesién de una herramien~
ta de gran utilidad en muchas teorfas de la matemftica, algunas
como las series trigonométricas, el espacio de Hilbert o las
distribuciones de gran importancia para la fisica.

Como suponemos que el lector conoce suficientementc le in-
tegral de Riemann, nos limitaremos, para no alargsrnos demasindo
en este capitulo preliminar, a dar las ideas bAsicas y enunciar
sin demostracién las propiedades de la integral de Lebesguc,
Como las ideas bédsicas no son dificiles y las propiedades son
muy andlogas a las de la integral de Riemann creemos que ello
serd suficiente para utilizar como instrumento la integral de
Lebesgue en la teorfia de las distribuciones.,

2.-Medida de conjuntos.

Para el desarrollo de la integral de Lebesgue es bédsico el
concepto de medida de un conjunto, que fué introducido, en 1la
forma adecuada, por Borel y desarrollado y completado méds tarde
por Lebesgue en su teorfa doctoral sobre el nuevo concepto de
integral.

Tomemos un conjunto cualquiera de puntos E sobre la recta;
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una sucesién de intervalos, I7y IpgeeesaIlpgeees se dice que cubre

ek conjunto E si todo punto d¢ E pertenece a algdn intervalo de

la sucesibn, Para cada sucesidn de intervalos formemos ¢l nidmero

(2) - L = (longitud de Ip).

&\\/\8

L serd un ndmero real positivo si la serie converge o+

si la serie diverge,

Definicidn 1.~ La medida exterior del conjunto E es el

extremo inferior del conjunto de los ndmeros L cuando

se consideran todas las sucesiones de intervalos gue

cubren dicho conjuntoc.

Queda asf{ definida para cualquier conjunto su mcéida exte-
rior que podré ser +o°© o un ndmero real mayor o igual gue ceroc.
Por ejemplo, la medida exterior de una semirecta es+ @ j; la de
un conjunto reducido 2 un solo punto es cero, pues daco un €
siempre existe un intervalo de longitud ¢ que cubre el conjunto.

Las pronicdades de la medida exterior toman interés cuan-
do se restringe su aplicacidn al campo de los conjuntes denomi-
nacdos medibles. Hay muchas maneras de definir los conjuntos me-
dibles; por ejemplo, para un ccnjunto contenido en un interva-

lo (a,b) se define la medida interior como la diferencia entre

la longitud de (a,b) y la medida exterior del conjunto de los
puntos de (a,b) que no pertenecen al conjunto E y sc adopta 1la
siguiente definicidn:

Definicibdn 2.- Un conjunto E es’medible cuando sus dos

medidas exterior e interior coinciden y ese valor comin

se denomina la medida de E y se representa con la nota-

cibn m (E).

Para los conjuntos no acotados sc pusde descomponer 12 rec-
ta en intervalcs sin puntos comuncs y tomar como medica 1o su~
ma de las medidas de los conjuntos interseccibn de E con cada
ano ¢e lcs intervalos.

Sc¢ nos presenta a2hora la cuestién:iqué conjuntos son medi-

bles? Se puede probar la existencia de nc conjuntces no medibles,
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pero se los define de una forma enteramente artificial; practi-
camente son medibles todos los conjuntos que se presentan en las
teorfas matemdticas que se usan en fisicaj; por ello no entrare-

mos en detalles sobre los conjuntos no medibles y admitiremos

que todos los conjuntos que se nos 7an a presentar son medibles;

no haremos por consigu’ente ninguna diferencia entre la medida

y la medida exterior.

Definicidn 3.- Un conjunto cuya medida es cero se dice

gque es un conjunto de medida nula,

De la definicidn se deduce que un conjunto es de medida nu-
la cuando se puede cubrir por una sucesidn de intervalos cuya
suma de longitudes sea menor o igual que un.fa arbitrario. De

acd se deduce que ¢l conjunto de los nimeros racionales, y en

general cualquier conjunto numerable es de medida nula.

En efecto sea aj, as,...capye...el conjunto numerable; pa-
ra cada ap tomamos un intervalo de centro ap y de longitudéfai'
dichos intervalos cubren el conjunto y la suma de sus longitu-
des es igual a & (Haremos observar que existen también conjun-
tos no numerables de medida nula).

Esta propiedad puede deducirse como vn corolario del teo-

rema fundamental de la teoria de la medida que es el siguicnte

y cuya demostracidén no daremos.

Teorema l.- Si los conjunto Ep, en ndmero finito o en

una infinidad numerable. no tienen puntos comunes dos

a dos se tiene:

Y -

'8"\

-*%/18

(3) iaa ( ’Yﬂ(E*\

D
en donde w/‘ representa el conjunto formado con los puntos

de todos los conjuntos Ep. Si tuviesen puntos comunes hay que

reemplazar el signo igual de (3) por el signo menor o igual.
La extensién al plano, al espacio y en general al espacio

de n dimensiones se hace en forma anfloga reemplazando los in-

tervalos por recténgulos, paralelepfpedos.....



Se¢ ve que la génesis del concepto de medida estd en la de-
finicién de 4reas o voldmenes como limites de 4reas rectangula-~
res o voldmenes paralelepipédicos; la idea a la vez simple y
genial de Borel que lc permitid triunfar donde no lo pudieron
hacer sus predecesores fué la de cubrir los conjuntos por una
sucesién de intervalos cn vez de hacerlo, como cn las teorfas

anteriores, por un némero finito.

3.-Definicibn de la integral de Lebeszuc.

Supongamos una funcidn f(x) positiva definida en toda 1la
recta. Dividamos el eje OY en uno serie de intervalos definidos
por los puntos 0 = Yoy Y1y Y2yeeeeVpgescses S€2 En el conjunto de
los puntos de 1 que satisfacen a la condicidn yn—-1 < f(x) < ¥ns

formemos la suma o serie

(3) L vn m (Bn)

Definicidn 4.~ La integral de £f(x) = 0 en toda 12 recta

en el sentido de Lebesgue es el 1{mite de la sume (3) pa-

ra_toda sucesién de subdivisiones tales gque la longitud

de los intervalos de subdivisibn tienda a cero, Se repre-~

seata con la notacién habitual,

Admitiremos sin definicidbn cue este 1lfmite, finito o infini-
to, existe siempre y que es independiente de la sucesiédn de sub-
divisiones que se adopte.

Puede definirse ahora la integral sobre un conjunto E cual-

quiera poniendo por definicién
(f(x) si x&E

a

Y
{3 six¢CE

4

_ 70
(4) ‘j; f (x) d x = x fE (x) & x3 siendo s (x)=
) &

Dada ahora una funcibn f(x) cualquiera definida c¢n un con-
junto E: sea P el conjunto de los puntos de E en que es £(x) = O
y i 2% ¢ r7 ~to de los puntos de E en que es f(x) £ 0.

Definicidén 5.- La irtegral de f(x) en el sentido de Le~

ettt ¢ ———— e

besgue es
8 (¢ (x) 4 x :Sf(x) a x _(f(x)dx
E Ey JE,
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La integral serd finita si las dos integrales lo sons se-
r4 infinita con signo mfs o menos si una de las integrnles ¢s
finita y la otra es infinitas si ambas son infinitss 1la funcidn

no es integrable, Una funcidén cuya intcgral de¢ Lebosgue es fini-

ta se denonina sumable.

Vanos a precisar el alcance de este definicidn, Pora que
pueda aplicaerse la definicidn a 1la funcién, tiencn quc ser nmedi-
bles los conjuntos En, la funcidn se dice medible. Como dijimos
que considerdbamos todos los conjuntos como medibles (desde el
punto de vista prdctico para evitar las dificultades matemfticas
de la teorfa) entonces considerarcmos todas las funciones como
medibles, En esta hipbtesis las integrales sobre E1 v Ep existen
siempre finitas o infinitas; si la funcidn es acctada, y nula
fuera de un intervalc, esas integrales tiencn que ser siempre

finitas, luego: todas las funcicnes acotadas y nulas fucra de

un _intervalo son sumables y si su integral de Riemann existe

coincide con la de Lebesgue.(admitiremos sin demostraocidén la

scgunda parte).

Para las funciones <del tiro que acabamos de mencicnar 1=
intesral de Tebesgue es mucho mds amplia que la de Riemann
puesto que comprende practicamente a todas las funciones, (por
ejemplo la funcidn de Dirichlet es integrable Lebesgue con in-
tegral cerc).

Pera los funciones gque nec cumplas las condiciones enteriow
rcs se tiene el siguientc teorema que admitiremos sin demostra-
c¢idn:

Teorema 2.- Si la integral impropia en el sentido de

- ———e—

Ricmann de una funci?n es absolutamente convergente

1a funcidn es sumable v su _integral Lebesgue coinci-

de con la integral impropia Riemann, S8i la integral

impropia Riemann no es absclutamente convargente 1o

integral nc ©¢s sumable,




Por lo tanto una funcién cuya integral impropia de Ricmann
exista pero sin ser absclutamente convergente no es integrable
en el szntide de Lebesgue. Esta limitacién de 1a integral de Li-
besguc deriva cel hecho, que surge ce la definicién, de que £(x)

¢s sumable si y solo si lo es |f(x)L y puede salvarse con una ge-

neralizacidn de la integral de Lebesgue, la integral de Denjoy,
que acd sclo podemos mencionar.

Por la cdefinicidn de la integral se ve que es inmediat~ 1n

extensién a las funcicnes de varias variables, sin nfs cus rouri-

plazar en la definici’n la medida lineal por la medida dcl esnn-

63}

cio de las variables independientes.
Emplearenos indistint:mente las notacicnes
(.+ oo ,"‘fi"‘)

p00
{ f (x)ax eu ) =T 3 T(XqyeeXn)dXqeelxpy

0 las notaciones - es ~ 6o bo

(’f(x) AXoaoa %f (x) éx
VR ~RN

para designar las integrales sobre tode el espacio; cn las se~
gundas x designa un vector y dx el elemento de volunmen,

En la teorfa de la integral de Lebesgue tienen un papel muy
importante las propiedades p.p. (iniciales de'pesque partout")
aue scn las propicdades que se cumplen para tcdos los puntos de
un conjunto con la posible excepcidn de un conjunto de medida
nula,

Se tiene el siguiente teorema: (que no demostrarcios)

Teorema 3.- S1 una funcién es nula p,n., scbre el conjun~

to de definicidn su integral sobre dicho conjunt:. vals

cerc. Si la funcién nc es negativa n.n. y su integral

vale cero la funcidn es nule ©.u. Si la funciln de una

variable f(x) es sumable en (a,b) v si la intesral

X
Sg f(x)dx = O para todo x de (a,b) £(x) es nula en (2,b)

PaDe

Unz consecuencia imnortant{sima es que la integral no se

altera si se cambia el valor de la funcién en un conjunto de



puntos de medida nula en el que puede suponerse incluso que la

funcién es infinita y puede también definirse la integral cuan-
do se desconoce el valor de la funcidbn en dicho conjunto de me-

dida nulaj esto puede tambidn expresarse diciendo que dos funcio-

nes iguales p.p. tiene la misma integral.

4,~-Propiedades de la integral de Lebesgue.

Las daremos todas sin demostracién y, salvo mencién ¢n con-
trario, supondremos todas las integrales definidas en ¢l espacio
Rn.

Teorema 4,~- Si f(x) v g(x) son sumables, también 1le son

af (x)+ bf(x), el mdximo v ¢l minimo de las dos funcioncs.

Si g(x) <s acotada, entonces f(x)+g(x) c¢cs sumable. Se

ticnc ademds:

(6) jfﬂ [af(x)+~bg(x)] dx = a\fﬁf(x) adx + b~§;g(x) dx
B E

Si f(x) &s sumable también lo es ‘f(x)‘ y se ticne:

6y |{ t@ ax|s O |r@] ax
] o 0!

[4
p\'E T

Teorcma 5.~ Si f(x) es sumable v si ‘ g(x)if' f(x)eg(x)

cs sumable v se tiene:

(7) ' CEg(X) dx‘, < \S\E‘g(x)’ dx S.S"Ef(x) dx

R

Teorema 6.— Dada una funcidn £(x) scan a v m dos ni-

meros positiveos cualguicra v f(a,m:x) la funcidédn de

x igual a £(x) cuande se cumplen simultancamente las

condicionesl:dia v if(x){£ m v nula en caso contra-

rio., Por ¢l tcorema 2,f(a,m:x) €s sumable vy la condi-

cidn neccgaria y suficiente para gue f£(x) seca sumzble

cs que exista un ndmero K tal gue se tenga para todo

par de valorecs my a.

(8) 5 "f(a,m:x) ax < K
Rn !
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i

-

=

Teonrema 7.~ Ses

en donde ios coajuntos Ep

2

son _sin nuntos comunes dos a dcs: si f(x) es sumable

sobre B se tiene:

e

E £(x) dax

(9) ‘(: f(x) dx =
v Bp

-
" E

N l‘\/ |

Teorema 8.~ (Tecrema dei: valor medio): sea g(x)= 0

P.p. y_sumable en E: sea £(x) sumable en B y tal que
§

CSP(x) = L p.p. en K. Ensonces:

, ¥ o ) . ~ '

(10) Y1 ogixiax € ¢ g(x)-f(x)dx = L ( g(x)dx
Ar JE JE

(11) Im(E) = § f(x)dx % Im(E).
- B

y tomandc £(x) = 1,

(12 ! ax = m(E) .

T E

Relaciones entre integral y derivada.

Con la generalizacidn hecha por Riemann del concepto de
integral se planted el problema de saber si subsistia la corres-
pondencia bdsica entre 1os conceptos de integral y funciédn primi-
tiva que se cobticne para las funcilones cont ;nuas, y gque es la
base del cdlculo integral. Esta corrcspondencia no subsiste, pues
se prueba que existen furnciones f(x), integrables Riemann y ta-
les que F(x) = "fk £(x)dx no es siempre derivable y también exis-
ten funciones quea+wenen derivada acotada en un intervalo pero
dicha deriveda no es intcegrable Riemann.

El problema de la correspondencia entre integral y primi-
tiva solo puede ser resuelto mediante el empleo de la intcgral
de Denjoy. Acé nos limitaremcs a citar dos resultados importan-

tes para las funciciars de una variable,

‘goreme J.— 7 F{x' e« samable en (a.bi_y si ponemos

N
i
YRS s e

P(x) = §7 Tix)éx, F(x3 es contfnua en todos los nuntos

P T e A

de (a.b) y en dicho intervalo se tiens: F'(x) 5 f(x)p.p.




Teorema 10,~ Si f(x) es acotada y es la derivada p.p.

de F(x) en (a,b).f(x) es sumable en (a,b) y se tiene

para todo x de a,b:

a

(13) j”‘ £(x)dx = F(x)~F(a)

Integracidn por partes para funciones de una variable,

Tecorema 11.- Sea f(x) una integral indefinida en (a,b)

(por lo tantc contfnua v con derivads p.p.) ¥y sea h(x)

una funcibdn sumable en (a,b), poniendo g(x) nghgx}q§

se tiene:

r

b b (b
(14) 5 fEnGax = {26e | - [ st oax

a a

Reduccidn de integral mdltiples a2 integrales simples,

Teorema 12.- (Teorema de Fubini), Sea f(x,y) sumable

en Ry si fijamos el valor de una variable, la funcibn

considerada comeo funcidn de la otre es, salvo posible-

mente para un coajunto de valores de medida nula de la

variable fija, sumable en R y se tiene:s

402 Lt -
(15) f( 2f(x,y)dxdy = [ \ f(x,y)dx|dy =
-¢R "l‘oo -‘;m

J.CK'.')l_ 40 _
1 f(x,y)dy‘ ax.
AL R M. -

Teorema 13 (Tecorema de Tonelli),.,~ Si la funcibn f£(x,y)

€s no negativa, la existencia de una cualquiera de 1as

tres integrales de la férmula (15) implica la existen-~

cia de lns otr-s dos.

Estas propiedzdes que permiten la reduccidn de integrales
mdltiples cualesquiera a integrales simples marcan uno de los
progresos esenciales de la integral de Lebesgue, respecto a 1la
integral de Riemann; en esta teoria puede suceder que exista
la integral doble y no tengan sentlido las integrales reiterades
y también puede suceder que ambas integrales reiteradas existan

y sean iguales y no exista la integral doble.
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Férmula del cambio de variable,

Teorema 14,- Sea f(x) una funcidn de una variable aco-

tada en (a,b). v sea x = k(t) una integral indefinida

==,

en c<t<b, cuyos valores estén comprendidos entre a

y b siendo k(e) = a y k(d) = b. Entonces la funcibn

£le(t) k' (t) es sumable en (c.d) y se cumple la re-

locidns
b ~d .

(16) ( £(x) dx = § £l k) k() at,
S, AR EONEO

Teorema 15,-» Sea T una transformacidn biunfvoca de

un conjunto A del espacio R® en otro conjunto B del

mismo_espacio vy siiponemos que las funciones

Xi - ki (tiyu--qtn)

que definen la transformacidn son contf{nuas y con

cerivadas primeras continuas en un conjunto abierto

que contiene ol conjunto A, Entonces para gque f(X3,..

+«Xpn) Sca sumable en B es necesario y suficiente que

5‘(klanokn) [}
, T i: F(tl'Otn)
§Cepe..t |

fl ki (tp...tp)...k, (tln.,tﬂﬂ

sea sumable en A y se tiene:

(17) § \(f(Xl,..Xn)Xm.oan :S-v{F(tl..tn) dty...Ct,
B

- "

Propiedades de pasc al limite,

Las propiedades de paso al limite son las que dan mayor va-
lor a la tecria de la integral de Lebesgue, precisamente por ser
las mis débiles en la teoria de la integral de Riemann; por ejcum-
plo el 1imite de funciones acotadas e integrables Riemann puede
ser una funcidn no integrable Riemann. En el caso de la integral
de Lebesgue tenemos las siguientes propiedades:

Teorema 16,- Sea f,,(x) una sucesién de funciones gue

convergen p,n, en E hacia una funcidn f(x) y tales gue

. - e e e

se cumpla {fp(x)} $G(x), siendo G(x) sumable en E. En-
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tonces se tiene:

(18) 1im £ (x)dx = { f(x)adx
n- OMJ(E n jE

Teorema 17.- Si las funcicnes un(x) son D.D. N0 Nega-

tivas en E y sumablcs . E sc tiene siempre:

80 @ (
(19) j; Tou(x)ax = Y v (x)dx,

en donde la igualdad significa que ¢ los dos miembrocs

son finitos e iguales o los decs valen + 62

Derivecidén bajo el signo de integral,

Daremos unicamente el siguicnte teorema:

Teorema 18.- Sea f(x,t) unn funcidn de las dos voria-

bles reales, definida para todos los valores de t de

un intervalc T, salve un cenjunto de medida nula, y

para todcos 1los valores de x de otro intervalo J(I y

J pudiendo ser finitos o infinitos).

Haremos las siguientes hipdtesis:

Para todo t de I, con la nosible excepeidn de un con-

junto de medida nula, f' (x,t) existe y es contfnua
X

en tcdo x,y es ademds inferior en mddulo a una funcién

s (SR -

g(t) sumable en I.

Existe un x, de¢ J tal que f(xy,t) es sumable en T.

Entonces f(x,t) es sumable en I cualguiera que sen

x de J y la funcién

F(x) = (I f(x,t) dt

es continua y cderivable en J y_la derivada es




CAPITULO II

DEFINICION DE DISTRIBUCIONES, EJEMPLOS.

5o Espacios vectoriales.

Suponemos conocida la teorfa de los espacios vectoriales

y nos limitaremos a recordar las definiciones y resultados fun-

damentales.

Definicidn l.- Un espacio vectorial L es un conjunto

de entes, denominados vectores (que representaremos

con letras griegas) en el gue se define la suma de

dos vectores y el producto de un vector por un ndme-

rQ., gue denominaremos escalarcs (represcntados con

letras latinas) tales gue se cumplan las siguientes’

propicdades:

(d+R) + ¥ = d +(B+Y)

Gy ¢

G ¢ O +}3.:/9 +3d

G3 ¢ Existe un vector Q tal quegf\JrQ;é\ para todo d
Gy ¢ Dado un vector existe otro que sumado con ¢é1 da

¢l vector Qa

Ll:a(&+ﬁ):a3+aﬁ>

Ly ¢ (a+b) = ad + bd
I3 : a (bd) = (a b)Q
I, ¢ 1,0 = &

Los cspacios vectoriales son reales o complejos segin que
los escalares sean los numeros reales o los complejos.

Ejemplos: Ademds del ¢spacio ordinario encdimensional con
las definiciones corrientes dec suma y producto por un escalar
tenemos los siguicntes ¢jemploss

1)- E1 espacio de todas las sucesiones de nimeros aly..ap...
tales que la seric¢ de los cuadrados de¢ sus médulos se¢2 conver-
gente con las definiciones corrientus de suma de sucesioncs y
de producto de una sucesién por un ndmero, Is sabido que cstu

¢spacio e¢s ¢l dcnominado espacio de Hilbert y que se puede de-
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finir también en la forma siguiente:
2)- El1 espacio de las funciones complejas §(x) defini-
das en un conjunto E del espacio real enedimensional y talcs
. / 2 .- e d o - 3 s 2 s
que |d (x) sea stmable en E, Bstc espacio tambiln se¢ deno-

nina g¢spacio L2.

3)- 81 en vez dc¢ suponsr que sea sumable en E'Ci(x)IQ su-

poncuos quc sea sumable lél(x)'p tenenos el ¢spacio LP,

4)- Las funcioncs reales definidas en un intcrvalos (a,b)
v contfnuas e¢n el.

En los tres dltimos ¢jenplos la suma y ¢l producto por un
nimcero se definen como la suma de funcioncs vy €l producto de
una funcidén por el ndmcro en ¢l sentido ordinario,

en ¢l espacio vectorial ordinario las definiciones de su-

na de vecteres y de procducto por un escalar son independientes

o7

¢ la unidad dc longitud clegida. No lo es, en cambio, el con-
cepto de producto escalar,

in los espacilos vectoriales definidos en la forma axioné-
tica que acébanos de estableccer para hacer aparecer el concep-
to de producto escalar o el de longitud hay que introducir nuc-
vos aXiomas. Ello puede hacerse definiendo axiomaticuonente el
producto escalar y deduciendo de este concepto prinitivo ¢l co
longitucd o bien definicndo dircctamente en forma -xiomdtica el
concepts de longitud. Para ello se adoptan las siguientes defi-
niciones:

Dcfinicidn 2.~ Un espacio hernitiano es un ¢spacio

vectorial complcjo en ¢l guc sc define €l concepto

de producto escalar de dos vectores corio una corres-—

pondcncia entre los pares ordenados dc vectores v

los ndnercs complejos, a = <%,/ >, que satisface

a las siguiecntes relacicnes:

My @ <4+BJX > : <C(1X> + <f3)\6>
Mo <‘3l.g'3>= <j5 ) & > (representanos con a a2l conjuga-

do de a)

- 17 -




M3:(L4,ﬁ):a(¢,ﬁ>
My 1Ky, 2 0 y(d,0) = 0 si ¥ sblo sidy = B
El ejemplo 1) es un espacio hermitiano con la siguiente

e - - 1
definicién de producto escalar ded}_ %a#},ng m{ bnj

) <d, R> =

El ejemplo 2) es un espacio hermitiano con la siguiente

N Mg

definicidén del producto escalar:

(2) (d, B> =f dw-Bw ax

Si en vez de considerar un espacio vectorial complejo to-
mamos un espacio vectorial real, con la misma definicién (Mp to-

mard entonces la forma <d ,R =< ,&\) ) obtenemos los espacios
’

denominados euclidianos.

En los ejemplos 3) v 4) no resulta adecuada la introduc-
cién de un producto escalar y se introduce directamente el con-

cepto de longitud o norma de un vector con la siguilente defini-

ciébn.,

Definicidn 3.- Un espacio vectorial se denomina nor-

mado, cuando se hace corresponder a cada vectoer un

nimero reall&{ﬁxﬂ.que se cumplen las siguientcs re-

laciones:

N1=|ﬁ+ﬁ‘§l&l+UM

No l-aod\,: lal lé!

Ny = ld\li Jyld\! = 0 siy sélo si esd\ :9

Un espacio hermitiano es un espacio normado si se adopta
como definicién de norma de O al ndmero (B yh D )%, Asf en los

ejemplos 1) y 2) la longitud de un vector viene expresada como

@ HAl=[ Tranr]%
) ‘d\l;[jglf(ﬁ]z dx]'é“
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En los ejemplos 3) y 4) se puede definir directamente 1la

norma de la manera siguiente:

(5) [a 1= [ g, 1) ax |

(6) ld | = mdximo delqi' (x) en (a€ x<b)

1/p

Cbservacién: en los espacios Lp, y en particular en el

espacio funclonal de Hilbert dos funciones que son iguales p.p.
se considera que representan el mismo vector, o que es lo mis-
mo son dos representaciones distintas del mismo ente, lo mismoo
que 3/5 y 6/10 son dos representaciones del mismo ndmero racio-
nal.

6o Espacios métricos v topoldgicos.-

A partir del concepto de longitud de un vector podemos de-
finir la distancia de dos vectores o puntos del espacio por la
expresidn d(d,jﬁ ) =(A ~/3 o S¢ obtiene asf{ lo que se denomina
espacio métrico de acuerdo con la siguiente definicidn:

Definicidn Y4.- Un espacio métrico es un conijunto de

entes, denominados puntos en el gue se define una

correspondencia entre un par de puntos(i 1}3 del

espacio v un nidmero real d(X .8 ) cue satisface las

propicdades siguientes:

Dy : d (ck,/%) = d (f%,d\)
Do d(d,{)_{d(&,[&)+d([3,}{) |
Dy * d((k,j%):)_o y d(&,lﬁ):OsiysélosiO\;B

S¢ ve facilmente que definiendo en un espacio normado la
distancia d.(CK,ﬁ}) como}d\~f3§se obtiene un espacio métrico.
Bs claro que el cgncepto de espacio métrico e¢s mds amplio
puesto que no necesita que se definan previamente en é1 las
operacioncs vectoriales,

Bl concepto de distancia es el que da una estructura al
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espacio que hace posible la extensidn a €1 de¢ las propiedades
del espacio ordinario, Nos fijaremos especialmente en la conti-
nuidad de funciones, Consideremos la funcién y = f(x), en don-
de x es un punto de un espacio métrico X e y un punto de
otro espacio métrico Y, Generalizando el concepto de continui-
dad del anflisis clfsico diremos que f(x) es continua en X,
si dado un & existe un M tal que d(x,xg) < N implica

d[f(x), f(xo)}sf.

Lo mismo que andlisis clésico puede también definirse la
continuidad usando el concepto de entornos (entorno de un pun-
to de un espacio métrico es el que contiene una hiperesfera de
centro el punto) y entonces f(x) es contfnua en x, si dade
un entorno arbitrario de f(x,) W, existe un entorno V de xg,
tal que si x estd en V,f(x) estf{ en W, Esta fermaz de defi-
niciédn se extiende a los espacios métricos definiendo como hi-
peresfera de centro x al conjunto de los puntos y tales que
a(x,y)<r.

Pero puede suceder que la estructura conveniente de un
espacio sea imposible de definir mediante una distancia, pero
en cambio sea posible definir los entornos de un puntoj; se ob-
tiene asf{ una categoria de espacios mds amplios que los espa-

cios métricos y que son los denominados gspacios topolégicos,

gue acd no haremos més gque mencionar.

Existe tambtién una tercera manera de definir la continui-
dad en el andlisis cldsico por intermedio del concepto de 1i-
mite de una sucesién: f(x) es contfinua en x, si dada una

sucesién cualquiera =xp cuyo limite sea x la sucesién

0?
f(x,) tenga siempre como lfmitec f(xg)e

El concepto de 1fmite de una sucesidén se extiende a los
espacios métricos; una sucesién xp tiene como limite xg,
si fijado un € , existe un m tal que para n2m,d(Xp,%xo)<E,

Asf en el espacio L2 1la convergencia de funciones esla conver-
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gencia en nedia cuadrdtica y en el ejemplo 4) la convergencia

de funcitnus, ¢a tanto que elementos del espacio, es la conver-

gencia unifornc,

Puede suceder que la estructura de un espacio no pueda
expresarse por una distancia ni comienza hacerlo por medio de
entornos pero que se¢a posible o resulte més conveniente definir-
la mediante el concepto de 1limite. Tal s ¢l caso de los espa=-
cios que se presentan en la teorfa de distribuciones, que son
espaclos vectoriales en que la estructura, y por lo tanto la
continuidad, se obtienen definiendo previamente en el espacio
las sucesiones convergentes.

70— Funciones lineales v contfnuas.- Hspacio Dual,

Definicién 54~ Una funcional sobre un espacio vec-

torial es una correspondencia A(Ci) gue hace corres-

ponder_a cada punto del espacio un escalar, La funcio-

nal se denomina lineal si tiene la propiedad:
(7) AG+R) = 2@ ) + ARy Amd) = ma(d),

Nosotros consideraremos uvnicamente las funcionsles lincgo-

les v contfnuas, Naturalmente que para lo dltimo es neccsario

que en el espacio esté definida una estructura sea mediante
una norma, sca medinnte una definicién de sucesiones conver-
gentese.

Dadas dos funciones A y B se puede definir la suma
C = A+ B de las funcionales por la relacidn C(8)= A@)+Bd)
y ¢l producto de una funcional por un escalar aA = B por
1s relacibdn B(@) = aA(@). Es claro que si A y B son funcio-
nales contfnuas también lo son A 4 B y al.

Definicién 6.,—- Dad. un espacio vectorial I se cdenos=

mina espacio dual de L al espacio L' de todas las

funcionales lineales vy contfnuas sobre L,

El espacio queda definido con las operaciones de suna y

producto por un cscalar gue acdbamos de exponerj en lo gque




8e-

respecta a su estructura consideraremos primero el caso de los
espacios normados:

Sea L un espacio normado y A una funcional lineal y con-
tfnua en el. La norma de A es por definicién el extremo supe-
rior de los valores de A(d) para todos los vectoreS(j de L
que cumplan la condicidn Jdl= 1.

En el caso particular del espacio de Hilbert puedes pro-
barse que si A(d ) es una funcional lineal y contfnua se tie-
ne an vector a del espacio tal que A(d ) es igual al produc-
to escalar aq ., Es muy fdcil ver que ademds la norma de la fun-
cional es la norma de a. Esto permite considerar al espacio de
Hilbert como su propio dual y de acd generalizar el concepto

de producto escalar definiendo el producto escalar de un vector

de L por un vector A del espacio dual como el valor A(Y) de

la funcional A en el punto & . Representaremos este producto

con la notacién  A,e().

Para los espacios no normados, que vamos a utilizar en la
teorfa de distribuciones, definiremos en cada caso las sucesio-

nes convergentes del espacio dual.

Espacios de funciones de prueba. Definicidén de distribucidn.

Definicién 7.- Seca f(x) una funcidn compleja defini-

da en €l espacio real enedimensional, El conjunto de

los puntos:. x del espacio tales gque f(=x) no es iden-

ticamente nulia en ningdn entorno de x se denomina

el soporte de f(x). Se lo designa con la notacién K

El conjunto complementario del soporte de f(x) es el con-
junto x de los puntos del espacio tales que f(x) es identi-
camente nula en un entorno del punto, Es inmediato que este

conjunto es abierto, luego el soporte de una funcién es un con-

junto cerrado.

Obsérvese que la funcidn puede ser nula en los puntos del

soporte,
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Definiremos ahora los espacios bdsicos de la teorfs: son

los siguientes:

Espacio DO: es el espacio de las funciones comle jas i?(x)
definidas en el espacio real enedimensional R contfnuas y de
soporte acotado. iste espacio también se denominz espccio C.

Espacio D®: es el espacio de las funcioncs complejas CP(X)

definidas en R! con derivadas contfnuas hasta el érden m vy
de soporte acotado,

sspucio D: es el espacio de las funciones complejas CP(X)
definidas en RI, indefinidamente derivables y de soporte acotado.

Definiremos ahora las sucesiones convergentes en cada uno
estos espacios:

En D%: 1la sucesiénc‘c)n converge hacia la sucesién Cf’Si se
cumplen las siguientes condiciones:

a) Los soportes K<%jn estdn todos contenidos en un conjunto
acotado K.

b) En RM hay convergencia uniforme, en el sentido clésico
de las funcionesc_?n haciaCPa

En DM: La misma condicidbn a) y en B) se exige la conver-
gencla uniforme de las<4)n>y de todas sus derivadas hasta el
6rden m hacia la funcién 1lfmite y las correspondientes deri-
vadas.

En D: La misma condicién a) y en b) se exige la convergen-
cia uniforme de lasg%gn vy de todas sus derivadas.

Se debe entender que la convergencia uniforme se refiere
a cada una de las sucesiones formadas con lasc%)n y sus deriva-
das y no considerdndolas todas en conjunto,

Debe observarse que para definir la convergencia en un
espacio vectorial basta definir las sucesiones que convergen
hacia el vector nulo. Definidas estas, una sucesién de funcio-
nes del espacio tendrd como lfmite otra sucesién si la suce-

sién converge hacia el vector nuloy, es decir en el caso de
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los espacios que estamos considerando hacia la funcidn nula en
todos los puntos, Diremos entonces que la sucesidédn converge ha-
cia cero.

Entre los espacios D y DI hay la siguiente relaciébn: todo
punto de D es punto de DI y si unna sucesidén de funciones de D
converge hacia cero en D converge también hacia cero en DT,

Definicidén 8.- El espacio D definido anteriormente

se denomina el espacio de las funciones de prueba:

el espacio DM es el espacio de las funciones de prue-

ba de érden m.

Como ejemplo de funcidbn del espacio D podemos citar la fun-

) 0sifx}2 1
f =
* {je - 1/1 - %2 g x| <1

Definicién 9.~ Una distribucidn es un elemento del

ciébn

espacio dual D' del espacio D de las funciones de

prueba, es decir una funcional lineal y contfnua “oiys
sobre D, Una distribuciébn de érden m es un elemel~.

to del espacio dual del espacio DI, es decir uns fuﬁéJ

cional lineal v contfnua sobre D.

Las propiedades bédsicas de las distribuciones serdn por lo
tanto:

(9) (aT+b S, ‘P): a{TaPd+b < T,eP >
(10) Si lim Pn :q)(en D) entonces 1lim { T,(-f’n> = T,p

Se puede ver que toda distribucién de brden m es distri-
bucién de brdenes inferiores y en particular es una distribucién.
En efecto si T estd definida para toda funcién de DI estd tam-
bién definida para toda funcién de D (puesto que D es un sub-
conjunto de D®), es inmediato que T es también limeal en D y

es contfnua puesto que si las(%Dn‘convergen hacia(}>en D tam-

_2l+_




biédn convergen en D™, por ser la convergencia menos exigentc
en este espacio y por lo tantn

lim <T,LPn) :<T,LP)

n—

Q¢ Ejemplos de distribucidnes:s funciones localmente sumables.

Una funcibdn f(x) se dice lncalmente sumable cuando es su-

mable en cualquier conjunto acotadoj es claro que una funcién
sumable (1) es localmente sumable, pero la recfproca no es cier-
ta, x2 es localmente sumable pero no sumable; la funcién x~1 no
es localmente sumable pues no es sumable en ningdn intervalo que
contenga el orfgen.

Definicibén 10.,- Dada la funcién f(x) localmente su~

mabledefinimos la distribuciédn de érden cero f por

la relacidn:

(11) < £yeP) :jRn £ (P (x) dx

La integral se extiende unicamcnte sobre el soporte de(
p

we

en diche conjunto C{) es acotada y f es sumable, luego (teo-
rema 4% del capftulo I) f(X)CP (x) es sumable, la integral exis-
te siempre.

Es inmedizato gue la distribuciébn asi definida es lineal;
también es contfinua pues si las(%)n convergen haciac? en DO,
convergen unicamente hacia QP en el conjunto K que contiene to-

dos sus soportes y se tiene para n 2 no

[(f,LP)—(f,cgn)[éfK | £ 0| lc?m-%mhﬁﬁfé s(xdax = 1

es decir que se cumple (f,CP): 1lim (f,(_Pn)
Observemos que dos funciones iguasles p.p. definen la mis-
ma distribucién y se puede probvar la recfproca: si dos funcio-

nes defincn la misma destribucién son iguales p.p. (2), por

(1) Desde ahora cuando nos refiramos a una funcidn sumable sin
especificar el conjunto de definicidbn se sobreentenderd que
es sumable en todo el espacio.

(2) Ver SCHWARTZ 5}, fascfculo II pag. 5
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esta razén y también por el hecho de que existen funciones coro

la x~1 que no definen distribuciones, vemos que las funciones

no son estrictamente un caso particular de las distribucioncs

sine que lo que generalizan en el concepto de clases de funcigﬁ

nes localmente sumables, dos funciones pertencciendo a la misna

clase cuando son igunlcs pP.pe.
Por lo tanto cuando nos ocupemos de las propiedades de las
funciones localmente sumables en tanto que distribuciones siem-

pre gue digamos que f(x) tienc una propied.d (ser conhfinua, anu-

larse en un conjunto,...) Se sobreentiende que tiene esta propie-

dad cuando se modifican, si fuera necesario, sus valores en un

conjunto de medida nula, asf por ejemplo la funcién de Dirichlet

(Capftulo I,1) es una #Auncién #denticamente nula,

Definicidn 1l.,~ Definiremos las distribuciones de

Dirac § y «S(a) por las férmulas

(12) 9, @ =-CP(0)/<5(a)/CP>=CP<a)

Es inmediato que asf se obtiene una funcional lineal y con-
tfnua sobre DO, las distribuciones son por lo tanto de 4rden

cero, Las férmulas (1l2) se escriben con mucha frecuencia
g

O
‘(\'MS (x) '(P (x) dx =Ci)(0) ;—J(%S(K-a)CP(X) dx = (.P(a_)

Esta escritura es incorrecta pues puede probarse que no
existe ninguna funcién é;(x) loculmente sumable que satisfagza
una de estas relaciones para todas las funciones de DO,

Si ponemos para el caso de una variable (veremos mfs ade-

lante la razén de la notacidn)

!
~ — !

(13) <SJCP>.. LP (0)

obtenemos, como se ve inmediatamente una distribucién de érden 1.

Un ejemplo de distribucién gque no es distribucidbdn de nin-

gin 6rden finito es

©0
- A (n)
(1) <QD”(P>:>_»LP (n)
)




La suma tlene siempre un nimero finido de sumandos por
ser ({>de soporte acotado. Puede probarse facilmente que es
una funcional lineal contfnua sobre D,

10,4 Integral de Stieljes.~ Medidas,.

Hemos visto que las funciones localmente sumables eran
distribuciones de drden cero que se expresaban como integra-
les del producto de la funcién por la de prueba, Con un nue-
v»n concepto de integral, el de Stiljes, vamos a ver que todas
las distribuciones de érden cero se expresan mediante integra-
les.,

Sean dadas en un intervalo (a,b) una funcién f(x) conti-
nua y otra g(x) no decreciente y acotada. Dividamos ¢l inter-
valo (a,b) en intervalos parciales mediante los ndumeros

a 2 XXy (eeeslEy ®D
en cadz intervalo tomemos un punto arbitrario E 1 y formemos

la suma

{L -
S = 41_‘ f(éi) tg (x5) - 8 (xi_l)-\
In las hipdtesis dadas, se puede probar que para toda
sucesién de subdivisiones, tales que la longitud de los in-
tervalos tienda a cero, la sucesién de las sumas S asi forma-
das tiene un lfmite que es independiente de la eleccidn de la

sucesibén de subdivisiones y de la de los ELi en cada intervalo.
)

Definicidén 12.- 71 1fmite comin de las sumas S pa-~

ra las succsiones de subdivisiones tales gue la lon-

gitud del mayor intervalo tienda a cero, es la intews

gral de Stieljes de f(x) respecto de g(x).

#n vez de ser no decreciente la funcién g(x) puede tomar-
se de variacién acotada, caso que sc¢ reduce al anterior por
ser toda funcidén de variacidn acotada difercnéia &= dos fun-

clones no decrecientes. La generalizacidn al caso en gue las

funciones son complejas de variable real se hace descomponién-




dolas en partes reales e imaginarias y haciendo la combinacién
lineal de las integrales que resulten.

Claro estd que puede definirse la integral de Stieljes pa-
ra todo par de funciones tales que se cumpla la existencia y u-
nicidad del 1lfmite de las sumas S,

En esta integral es importante precisar si se toma un in-
tervalo con o sin los extremos, pues el valor puede cambiar si
la funcidn g(x) tiene un salto en ellos. La integral de Stiel-
jes se expresa con la notacién

b
(159) \g f (x)dg (x)
a
y tiene las siguientes propiedades
c

b c
(16) 5‘ ﬂx)dgu»+gbfwm<igx>=§ £(x) d g(x)

a a

Fb— b
a7 || Toy 1160+ g £,(0] a4 g = c¥§afl(x) a g(x) +

b
+ c%f fo(x) d g(x)
a

b

(18) g £(x) a g(x)l < wv
J a

Bn la Yltima férmula, que es la generalizacidn del teo-

rema_del valor medio, M representa el mdximo del médulo de

f(x) y V 1la variacién total de la funcién en el intervalo.
Supongamos ahora que g(x) es una primitiva, es decir c

que se tenga

X
g (x) :ig h (x) d x

a

la integral en el sentido de Lebesgue; entonces (teorema 9
del capftule I) g(x) es contfinua y g'(x) = h(x) p.p. Se pue-
de ver que también g(x) es de variacién acotada en todo in-
tervalo finito, descomponiendo el intervalo (ayx) en los con-

juntas P(x) y N(x) en donde h(x) es 20, < 0, respectivamenrte:
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se tiene entonces

N(x)
y g(x) es la diferencia de dos funciones acotadas no decrecien-
tes, Dada f(x) contfnua existe la integral de Stieljes de £(x)
respecto de g(x) y se puede probar la relacién

b b b
GS)SN f(x) d g(x) :g fbdlﬁx)dx:§ ﬂx)gWx)dx

a a a
las dos dltimas integrales en el sentido de Lebesgue.,

De la identidad (poniendo%__:L z X, = aj %nﬂ.: Xp41 = b)

1
7_':: g(\%i) [f(x“_l) - f‘(xi)] :‘g (%) f(x)‘ap %g_‘l £(xg)

[eq) - ezip)]

resulta que si existe la integral de Stieljes de f(x) respecto
de g(x) también existe la integral de Stieljes de g(x) respecto

a f(x) y se tiene la férmula de integracidédn por partes

b
(2®) ( f(x) d g(x) =] £(x) » g(x)‘g - St)g(x) d £(x).
v a a

Consideremos ahora una funciédn m(x) de variaciédn acotada
en todo intervalo finitoj podemos definir la distribuciédn de

&rden cero

o b
(21) < A ,C{)) Zg C_P(x) d m(x) :S C,F(X) d m(x)
/ a

- 04
en donde (a,b) es un intervalo que contiene el soporte dec{>.

Definicién 13,~- Toda distribuciédn definida median-

te la férmula (21) se denomina una medida. Se ve

inmediatamente que es lineal y la continuidad sale aplicando
la férmula (18),

De la férmula (19) se deduce que toda funcién lecalmente |

sumable h(x) es una medida. En efecto: si g(x) es una primiti-

va de h(x) se tiene

o
<h,f>:5unﬂx)fW)dx:5'lﬂx)dgbﬂ
Z <

o




Cnonsideremos la funcién de Heaviside Y(x) nula nara x €0

oo

e ilgual a la unidad para x2 O, Aplicando la definicidn se ve que
oG

(22) 5 CP(X) d Y(x) = CP(O)
o' i

luego 1la distribuci6n<§ es la medida definida por la funcidn uni-

taria de Heaviside.

Bn general si m(x) es escalonada con n  saltos, \fy...U ,

en los puntos xj....X, se tiene
@ n n Lg
(23) .SmC‘F(X) d m(x) = ?Wn (‘E(Xn) ~ <§_£-‘Jn" (xp) C’P>

En virtud de un teorema famoso dc Riesz: toda funciomal

lineal v contfnua en el espacio D° se puede expresar mediante

una integral de Stieljes, por lo tanto toda distribucién de ér-

den cero se puede definir mediante la férmula (21); en otras

palabrass: hay identidad entre los conceptos de distribucidn de

érden cero v de medida.

La denominecién de medida se debe al hecho de gue a par-
tir de una integral de Stieljes puede definirse una medida de
conjuritos, quc¢ abarca como caso particular la medida de¢ Lebes-
gue, cuando g(x) = X.

Esbozaremos este método: podemos limitarnos a las funcio-
ncs g(x) reales y no decrecientes, Para cada intervalo (a,b)

definiremos como medida del intervalo

b
M = (" a g
a

De acuerdo con lo dicho al definir la integral hay que espe-
cificar si el intervalo contiene o no los extremosyy debe tam-
bidn considerarse el caso en que se reduce a un punto.

A partir de esa definicidén para cada intervalo se puede
definir, por métodos andlogos a los usados para definir la me-

dida de Lebesgue, una funcién”/A(R) definida para los conjun-
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tos de una cilerta familia vy que goza de algunas propiedades
andlogas a las de le medida de Lebesgue, en particular la expre-
sada por el teorema 1) del capftule I, Para el caso de la me-
dida de Dirac }A(E) es cero si E no contiene al origen y uno si
lo contiene,

Modernamente se ha visto que es preferible definir las me-
didas como funcionales lineales y continuas y, a partir de la
funcional<(/4,(4>), determinar la funcién de conjunto/u (8),
al revés de lo que se hacfa anteriormente, Muchas propiedades
puedcn dcducirse directamente de la funcional sin necesidad de
determinar la funcidn de conjunto.

La medida puede ser interpretada fisicamentc como una

distribucibn (de ghf ¢l nombre de la teorfa) de masas materia-

—

les o cargas eléctricas o magnéticas, Una distribucidédn definida
por una funcidn localmentc sumable representa una distribucidn
de cargas cuya dcnsidad en el punto x es f(x). Lacg(a) e
Dirac representa una masa +1 concentruada en ¢l punto a.

Hemos expuesto los conceptos y resultados para el caso
de: medidas sobre la recta, pero la tecorfa se extiende a las
medidas definidas sobre el espacio enedimensional,

Para finalizar daremos un resultado cuyo interds radica
¢n que da un criterio para ver que cilertas distribuciones son
medidas.

Definicidén 14.- Una distribucidn T se dice real si

T, Pres real para toda funciéncgreal. Una dis-
i

tribucibn T real es positiva si(T,CI?) cs 2 0 cuan-
do ¢ es 2 0,
!

Se puede probar (no daremos la demostraciébn) que: tods

-

distribucidén positiva es una medida. (1)

11,~- Soporte de una distribucidn.

Vimos en el n? 8 que ¢l soporte de una funcibn era el

(1Y Ver SCOWARTZ {1] vol 1, pag 29
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conjunto complementario del conjunto abierto N de los puntos
en que la funcién f(x) tenfa la propiedad de ser nula en un
entorno de dicho punto. Puede verse facilmente que esto equi-
vale a definir N como el mayor conjunto abierto en que f(x)
es identicamente nula, es decir la reunién de todos los con-
Juntos abiertos en que f(x) es identicamente nula.

Sea ahora f(x) nula en un conjunto abierto A, Si el s--
porte de(_P (x) estd contenido en A4, f(x)CP (x) es nula para
todo x y entonces ¢ f,cP)»: 0, v se puede probar gue la recf-
proca es cierta.

51 soporte de f(x) puede entonces definirse como el con-
junto complementario del conjunto reunidén de todos los abiertos
tales que ¢ f,c¥>> es nula si el soporte de C%’ estd conteni-
do en el ablerto,

IEste resultado permite generalizar el concepto de soporte

para las distribuciones, Diremos que una distribucidn T es nula

en un conijunto abierto A si € T.P>= 0 para todos los P cuyo
T

1
soporte esté contenido en A, Por ejemple la distribucién CS es

nula en todo ablerto gue no contenga el origen. Se tiene el
siguiente teorema:

Teorema 1: Si una distribucidn T es nula en cada uno

de los conjuntos abiertos de una cierta familia es

nula en la reunidn de todos ellos. (1)

lemos visto que este teorema es cierto cuando T es una
funcidbn, es facil de probar para algunes distribuciones parti-
culares (para de é; es inmediato), pero la demostracién general
se apoya en nociones topoldgicas que no presuponenos conocidas
y por lo tanto admitiremos este teorema sin demostracidn,
Apoydndonos en este teorema definiremos el soporte de una

distribucibn de la forma siguiente:

(1) "\?é’f‘scimARTz [1] vol T pag. 270 Martineau y Tierres [i]
rag. 1
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Definicidén 15,~- Bl soporte de una distribucién T

es_el conjunto complementario del conjunto reunidén

de todos los abiertos en los que T es nula, o lo

gue_es 1o mismo, el complementario del mayor con-

junto abierto en el gue T es nula.

El soporte de lu distribucién.(ya.es por lo tanto el punto

Sea T una distribucién de soporte K, sea A un conjunto
abierto que contiene a K, Si-CPI_Y'LPQ son iguales en A, el
soporte decP 1 = q?z estd contenido en complementario de 4 y
por lo tanto en el de K, luego

<T,ACP1 —('{)2>:0 <T/CP1>=<Tf CPQ)»

es decir:

Teorema 2: =1 valor de ( T, (PN depends unicamente
|

de los valores de en un conjunto abierto arbitra-

rio gue comprenda al soporte de T,

Debemos observar que el conocimiento de los valores decy)
en el soporte de T no es en general suficiente para calcular
\ d . )Y ( . '
: i /cg - - 0) v para calcular CP
< T/(p/e Por ejemplo O CP),W qD (0) v p (0)
necesitamos conocer el valor dec¥7 en todos los puntos de un
. . !
enterno del origen, y es inmediato que el soporte de 69 se

reduce al origen.
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CAPITULO I I 1

DERIVACION DE DISTRIBUCIONES. EJEMPLOS

12,- Derivada de una distribucién.

Sea f(x) una funcién de una variable, localmente sumable y
que ademds sea una primitiva, Por el teorema 9 de Capftule I, f(x)
admite p.p. una derivada f'(x), que también suponemos que es lo-
calmente sumable., Vamos a ver la relacibn que hay entre f(x) y
f'(x) consideradas como distribuciones.

Como (P es una funcién de soporte acotado, tenemos aplican-

do el teorema 11 de Capftulo I.

jf(x)cf}(x) dx = lf(x)({)(x)' Sf(x)g‘) (x) dx = —Sf(}\)L? & Jax

- oQ
es decir que tenemos la relacidn <f',CP)= - \f,(.P'> .

Pasando ahora al caso de varias variables se tiene:

SRnf(x)qD(x) dax :S- (S‘ Cf( )—Jf——~ uka AXpesedX, 7 AXpe..dx,

Jxlx

y repitiendo la inuegr8016n por partes se obtiene la relacién

, / : . . / P
{ )\"“ 9 )7-’ - \f g >

la que conserva un sentido si se pone en lugar de f una distri-

bucibdn cualquiera T lo que nos conduce a adoptar la siguiente

St
Sy

es la funcional lineal v contfnua definida mediante

definicidn:

Definicién 1l.- La derivada de upa distribucién T

la relaciébn:

ST
(2) < L.

y O = “(T, éiﬂl‘>

S %y ' 8§ Xy

Hay que probar que esta relacién define una funcionzl 1li-
ne2l y contfnua., Cualquiera que sea <P de D &gl pertenece tam-
bien a D, luego la funcional estd definida en todos lcs puntos

del espacim Dj es inmediato que es linealy también es continua,
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il

en efecto supongamos que las an convergen hacila Y en Dy por 1lu

definicibén de convergencia en D, también las éﬁﬁg.convorgen LU

> XK
S < L

. ) . Cm
cla g3 en D, luego los nimeros (ﬂ; é%ﬁ%} convergen hacia /T,

N
9 TR
h i‘} e lx

v por lo tanto la sucesién numérica 2% -, (5. \ ticie como 1lfaite
\Sxk' (T ns
T
<é 9 CP>-
J Xk

Como las funciones de prueba son indefinidamente derivables,
y admiten siempre la inversién del Srden de las derivaciones, se
tiene el sigulente teoremas

Teorema l,.,- Toda distribucién es indefinidamente

derivable v se puede siempre cambiar el 6rden de

las derivaciones.

BEsta propledad de la derivabilidad indefinida es una de las
mds importantes entre las propiedades de las distribuciones.
En particular una funcién es siempre indefinidamente derivable
en el sentido de las distribucioness si ¢s una primitiva y su
derivada es localmente sumable, la derivada en el sentido dg
las distribuciones ccoincide con la derivada en el scutico de las
fuw~iones, pero en general ello no serd asfy; puede suceder
que la derivada cn el sentido de las funciones no exista y puede
también suceder que exista y sea distinta de la derivada en el
senticdo de las distribuciones,.

13,=~ Derivadas de las funciones con saltos.- Derivadas de la é;c

Consideremos una funcidén m(x) de variacidbn acotada en todo
intervalo finitoj cs localmente sumable y por lo tanto define
una distribucibn; si<4)pertenece a D, tomando un intervalo que
aomprenda al scportc de q?se *ienc por la férmula (209 del Ca-
pftulo II

b ~D b
1 = 1 d — ,_\ ) ™ Y 2 -
(@)= -] ne@r @ = <) mEaeE) = - [a0@E) §

b
+ g (.P(X) d m(x) = 0 = </M/C,?> :(/M)cp)
a

Es decir se tiene:



Teorema 2.- Sea m(x) una funcidn gue define una me-

dida;”\ 1 la derivada en el sentido de las distribu-—

ciones de la funcidn m(x) es la medida M , Ln par-
4

ticular la derivada de ia funcifn unitaris de Heawi-

side es la 5 de Dirac.,.

Las derivadas sucesivas de la 5 se expresa uedlante lus

férmulas:

(3) Y1 =3 & Py= -¢r(0) 500 <Oy o= (-1ym @ (M) (o),

in virtud de la féruula (23) del Capftulo II la derivada de

una funcidn escalonada m{x) con n saltos es

&, \
(. (P) ()4 (P> {cf)(y) d m(x) = '\-fG'mCP(X-’m)
(m, C-P>= ?Crmcg(xm)

Pasemos ahora al caso de una funcién f(x) que es contfnua
y derivable salvo en un nimero finito de discontinuidades de
primera especie, f(x) admite en el sentido ordinario una deri-
vada que no est£ definida en el conjunto finito de los puntos
de discontinuidad.

Supongamos - esta derivada localmente sumable, entonces
define una distribucidbn que la representaremos con la notacién
[f'(x)) para distingnirla de la derivada f' en el sentido de las
distribuciones., Se tiene entonces ia siguiente férmula genera-

lizacién de (4)

(5) { h) Tn O (xn)

Haremos la demostracidén para el caso de un solo punto de
discontinuidad; la extensidén al caso de n puntos surge en for-

ma inmedista. Se tiene, siendo a el punto de discontinuidad

- a_g
(2= Sf(x) V(x) dx = élmo—{ S f(X)CP'(X) a x4+

fx)Pprx) a 1 F(x)CP (x) f(x)(P(x)
‘g;*e x CP X f} im ” ‘ X CF x , ‘ x CF X l
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a-g¢
+:S f'(X)CP(X) dx \S £ (x)(P(X) d¥1 :(P(a)[f(a+o) ~ f(a-oﬂ T

=00 a4¢ 4
o
Sf'<x>cp<x> ax =2¢00, @ >+< ) ) P>

como querfamos demostrar.
Supongamcs ahora que la funcién f(x) admite derivadas hasta
el 6rden k, que cumplen las mismas condiciones gue la f(x), se

obtiene derivando en el sentido de las éistribuciones 1la férmuls

(5)

6y &) 3 f(m\ ‘»E, é(k—-l) ééfk-z) Q—(k-—l)LS ]

(Xp)

cn donde O’l representa ¢l salto de la Gerivada de érden 1 en el
m

sentido ordinario en el punto Xpe Por ejemplo la derivada segun-
A
da de (x) es 20,

La férmula (6) nos da un ejemplo de la giferencia entre
derivada ordinaria de una funcién y la derivada en el senticdo
de las distribuciones. Muchas férmulas que se expresan en for.i
no muy f4cil cuando se consideran derivadas ordinarias se Simpli -
fican cuando se deriva en el sentido de las distribuciones; t:..l
es en particular el caso, que veremos mds adelante, de las fér-
mulas de la teorfa de transformadas de Laplace.,

La distribucién (S' en la interpretacién, matematicamcnte
correcta, del concepto muy usado, pero no matematicamente bidn
definido, de dipols de momento eléctrico 41 colocado en el orf-
gen de la rectaj; éste puede definirse como el 1fmite (sin espe-
cificar en que sentido) de un sistema de dos cargass una carga
a%h situada en el origen y una carga té? en el punto & .

Si llamames T2, a la distribucibn definida por estas dos cargas

se tiene, de acuerdo con lo que dijimos en el pardgrafo 10

- L 1 \ . PlY) - P (o)
(T py= 25,0 (b 5
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!
Si €0 el dltimo miembro tiende a‘? () El ¢ivnolo puads

entonces definirse con correccidn matemdtica como la distrinvuc: di

A 1, . ks

T definida por 1a férmuls (I?CP).H Q? (CG), es decir le Cistribu-
) .

cidn, - S .

RRERp Distribuciones valor principal v deltas de keinsenberg.

Consideremos la funcidn Log}x} gue siendo localmcnte suma-

blc define uvne distribucidn y vamos a calcular su derivada,(1)

Se tienc

([10Q301! >z - (logi: (P 3o —(§Z!XTf'(x)<iy -
vJ7(P x4 rog | -

= - lﬂn[Sl@gly)CP (x) & x + \locixﬁp (x) @ \1 -

2‘?0 _ -t o0 Q0 .
= 1im [‘-} log[x‘cp (x)! +\ SEL—l— dx ;loglxﬁkp(”)li géﬂ&fl ﬂx§=
©0 L o0 -60 ¥ . € 7 T -

~) =
llm [(CP(@) CP( ‘b)/ log ¢ + SS&._A_. d x + -Sé(- - 1 :j
“o

Y anora bien

lim | (@) -CP(—%)} log & = lim zg.f{‘ (31 log % = 0
g0 &0
Lusgo
|~ ﬁ‘%/ 0 __‘
_ o -
(70 (;log !X! ’,LP\: 1im \ \(y —dx +\)( g‘)X(X\ 3 x .
- - 2 =0 Yoo L

El secgundo niembro e¢s ¢l valor principal c¢n ¢l sentido de

Cauchy de la integral, en general 10 convergente de la funcidn

P (x)

X -

o
(8) VeD. L) ax = llm _QZL_l_ d x 4 EEL—l— d x]
X (7

-:'Oo - [ 9%
Definicién 2.- Llamarcmos distribucidn valor principal

1 - . . . .
de —=- a la gdefinida medisnte la relacidn
X

Y
1 - .
(9) <V.po ~5— .,(P).. 7 P §°OS€XS.X2 d x

(1) Se c¢ntiende 1o dorivada en el sentido de las distribucionces.
. s = - - -
La derivada en elesentido de las funciornes e¢s la funcidn no
localmente sumable 1

RS

X




Como hemos probado gque esta relacién nos d4 la derivada de
la distribucién log )xi no neéesitamos probar que es urna funcio-
nal lineal y continua,

EJERCICIO: Probar directamente a partir de las férmulas (8)

v (9) que v.p. _%_ es una distribucién

EJERCICIC: Probar qgue la derivada en el sentido de las ¢is-

tribuciones de la funcién
{ 0 para x {0

f (%) =
g IO
X
©s » / 1/ 4
[ ,-_ - /2 1 < Jil_‘\f"')“ g JJ_‘_/2
(£, Py= 1z i 1 \cfu) 32 4% 4P0r g J

%30 |

Definicién 2,- Se llaman ue;tas de heisenberg s las

distribuciones ,~+ ¢ - - L
(e Q. - do vop. & 072 Sy 1 eup.d
[ 2 27\.‘1 & X ’ - + 2ﬂ,i 090 o

La aparente inconsistencia ¢e los signes de estas defini-

ciones se explicard al estudjar sus transformadas de Fourier.

Las dlstr¢buc1one3(g v «) pueden definirse como 1fmites

de integrales en el campo complejo, mediante las férmulas
Lo
iim \ P (x) d x

yo40  JxX Iy
- 00

(10)4

<87 C|D>= 21}‘1

co,
lim ¢ -—‘Q-Q(—L d x
yyso JE =iy

En efecto: tomando los argumentos entre - JTy TV

0] L.
4o LG
-1 . ¥) -1 T
lim —Q—L, -d x = = lim log (x* 175y -
27‘—1 y,)}_o g X 4 1y 2’)& 1 v )+ ,’\19( ) & ( )?
- 0O ~ Q)
) xR
s ! » ’ - . . . .
j xP(x) log (z+1iy) a@ = = 2"%,"‘?""1" §1rr;.40 gc{?'(x) log (x+iy) dx =
- O ' -
Go r e
= r;%—.r,—-' %ign.,o S(P‘ (x)glog (% + y2) 172 41 arg {(x 4 iy)‘l Ax e
v+ -3 o . ! - =
- (¢g] e ("CO
1 t - ! 1 |l i A ! 'f"lr \ <7 \, .
= opme l 3%7 (x) log {x{ & x 4 J\izf X5 | (X)J 71 d x
- \'-OO — 23
1 ! !
g -/ 1 - i Co\ yl /7 .Y e -
T‘ﬁ \ 'lOg J.’ J ¥F> T \\ LJ i P )] @ >




. ¥
= (v 2P+ 5,0y (5, P

Analogamente se prueba la segunda férmula. Sumando ambas se

tiene
(23]

(11) 4 S (_P} = lim \g(.?(x) -—--I-——-——- d x
y=-3+0 X -
férmula importante que encontraremos més adelante por otros medio
De los cdlculos de la demostracién se deduce que si defini-
mos las sigulente distribueciones mediante integrales en el pla-

no complejo

0o
(log*’x,(f}: lim = (Pbd log (x +1y)dx
v 40
(12) 0o
oo
<log_ X, )-: lim \g (x) log (x - 1iy)dzx
P 8% 19
-0
se tiene:
‘ +
——-[log"x] :(S"
i -
15.- Partes finitas de Hadamard.

La distribuciébn v.p. "%_ es un ejemplo de como puede defi-
nirse distribucién a partir de una funcidbdn no localmente sumable
mediante un sistema de sumacién de integrales divergentes: la in-
tegral de _%_(P(x) no es, en general, convergente, pero, por el
artificio de tomar limites simetricamente a la derecha y a 1la
izqulerda del orfgen, se le da a dicha integral un valor que
colncide con el de la integral cuando esta converge. El 29 ejer-
cicio del n? 14 es otro caso de esta manera de definir distri-

buciones, es un caso particular de la teorfa de las partes fi-

pitas de IHadamardj esta teorfa se aplica las funciones que no

son sumables por poseer un punto en el que el crecimiento de la
funcién es demasiado grande, aunque siempre del tipo potencial.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad qu¢ sse punto es el

origen y consideraremos ¢l caso en que el intervalo de . inte-
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gracién es (0,a). Precisando estas consideraciones consideraremos

una funcién de la forma

m
(13) gx) = T Ayx V4 b (x)

en donde h(x) es sumable en (o,a) y los ndmeros /(\/ son comple-
jos cualesquiera, Consideraremos dos casos distintos:

a) Todos los ndmeros Avson distintos de Menos uno.

Si algunos de los )"V' son tales que su parte real R(Xv)
es menor o igual que -l,g(x) no es sumable en (Oya), pero si

lo es en (¢ ,a). Calculemos la integral en este intervalo:

& A X
(14) 5 g(x) d :S n(x) d A a v+l ZIE Ay 2%

Hagamos ahora tender ¢ a cero en el segundo miembro, El
primer sumando tiende a la integral desde cero hasta % nin-
gin )\\[es tal que R(lv)ﬁ -1,0 1o que es lo mismo, si g(x) es
sumable en (0,a), el 1fmite es cero. Si hay algin 1\( de parte
real mayor o igual que menos uno, o lo que es lo mismo, si g(x)
no es sumable en (0,a), el 1imite es infinito.

Hadamard consideré en ambos casos (integral convergente o
no convergente) como valor de la integral al 1limite para 2 ten
diendo a cero de los dos primeros sumandos y a este valer lo

denominé parte finita de la integral gue coincide con el valor

ordinario_de la integral) cuando esta es convergente,

En consecuencia para funciones g(x) de la forma (13) con
todos 1los l.\( 3_; -1,
Definicidén 4.~ La parte finita de la integral de g(x)

en (o,a) es por definicidn:

a m 1 Vi1 a
(15) p.f.g g(x) dx =z T Ay 2—= +S h(x) d x
2 V=1 Ay td 0
que segdn (14) puede también ponerse en la forma
.
a m
(16) p.f.S g(x) dx = linm Sg(x) ax+1_ Avg}—&%
© g0 ¢ \(:1 ).\f‘}'

(1)E1 segundo es constante.Respecto al tercer sumando caben dos casos

- 4] -



En el caso de que la integral se tome en (0,90 ) se dcfiue:

Ca 1 . o
p.f ggUﬁdJ(: pfS g(x) d x +<‘g&)dx
<1

o)

Desde luego que se supone que g(x) es sumable en (1,%2), vy
puede evidentemente reemplazarse el valor 1 por cualquier valor
positivo. Esto equivale también a definir:

0 a
p.f. j; g(x) d x = 1lim p.f. g(x) d x
o a=ro o
Bjemplo: tomemos la funcién e=XxS~1, con la condicién:

-1 R(s) 0. Esta funcién no es sumable en (o,a) por su tipo de

infinitud en el orfgen., Escribamos la funcién en la forma (13)

e=X XS—l - Xs-l +(e=X - 1) XS—l

y aplicando la definicibén de parte finita se tiene:

a a
p.f. S e~X xs‘l = _23—- +S (e=%X - 1) x5l g x
O (o}

~e
ANy

it

-
hw

xR o0 . i < \
p f 5 e~X x5-1 - S (e=X =« 1) x°™* d x = | (e~X - 1) X2

« 0 o) v

0o
J'._%._S e—XXSdX-TO#-—-JS;—F (s l):F(S)
(o]

Tste resultado nos aclara la idea esencial del empleo de 1las
partes finitas. La funcién gamma,rﬁ (s) queda definida para

®
R(s) > 0, por la integral S e~X xS=1 g x. Si tomamos ahora s tal
o

que - 1 <R(s) <0, la integral anterior diverge pero su parte fi-
nita nos da el valor de r1(s). Por este tipo de propiedades tie-
ne importancia la teorfa. En muchos casos la solucién de un pro-
blema de mathdticas se expresa mediante una integral en la que
aparece un pardmetro o una funcién arbitraria que son datos del
problema; en esta forma la solucién sélo existe cuando la in-
tegral as{ construida a partir de los datos es convergente, pcro

sucede en casos muy importantes (en la integracién de ecuacioncs

- Lo o



en derivadas parciales, por ejemplo) que la integral es divergen.
te, y la solucién del problema es la parte finita de esa integral
divergente.

La extensidén de la definicién de parte finita para el caso
de un intervalo (a,0) es inmediata y de ahi que se puede definir
también la parte finita de una integral en cuyo intervalo de de-
finicién haya varios puntos en los que la funcidn sea infinita
del tipo potencial.

Consideremos ahora la funcidn g(x) xX. Si R()-) es suficien-
temente grande la funcién es sumable y se tiene
(17) P(A) ;53 g(x) x* dx= S%: Ay al+1rdy + ga h(x) x1 dx

0 v=1 Aty t1 o

Il primer sumando del dltimo miembro de la igualdad es una
funcidn de l.cuyos puntos singulares son los puntos-—l.\r - 1,
Como hemos supuestojlwzi - 1, entre ellos no estd el orfgen; 1-
integral del segundo sumando define una funcidén holomorfa para
R(A) >0 y contfnua en el orfgen. Haciendo tender A a cero se tic-
ne:

. 1+ Ay (@ a
(18) llm FQL) = §~ jb( +\ h(x) d x = p.f, g g(x) dx
X0 /s Ay j o

Vemos entances que la parte finita de la integral queda de-

finida por una prolongacién analftica. Este resultado es de im-
portancia en los desarrollos que van a seguir.
Consideremos ahora el siguiente caso:

b) Uno de los ndmeros)bv'es igual a -1, Tenemos entonces que

considerar funciones de la forma

19 ezt )] A xAV 4+ h(x)
X Vv a2
¥y calculando la integral desde é; hasta a, se tiene:

a a
g(x) d x = h(x) d x+ Al log a+ E:: Aﬂ/_iz:f_f_;
; Y L 1
¢ 2 = Yo



m 4y

Gl Vi l+
iAJL logg vy &, &2V -l-'\
i.. =2 A’V + 1 )

El tercer sumando tiende siempre a %; por la presencia del
término log Y (1)3 como en el caso a) definiremos la parte fini-
ta de la integral como el 1limite de lous dos primeros sumandos,

Tenemos entonces para una funciédn de la forma (19):

H
Definicidn 49: La parte finita de la integral de g(x)

en {o,a) es por definicidn:

: -a
7 a __.H—l--‘ A‘ h's L 1 .‘/
(20) f\\ g(x) d x = A, log a4) Ayd&——— " h(x) d x
0 - ~/ =l Ay 1 Jo
que puede también escribirse en la forma:
,a a g*, A f_iif_lf_
(20') o f \ g(x) 4 x = 1lim ( g(x) dx +4q logo v oL
) ¢ 0 \ Y2 vy

\.'i_
Hay diferencias importantes entre este csso y el anterior,
Si gueremos aplicar anora 2l método de definicién por prolonga-

cién analitica se ticne.

m -~ IA .
— v & Y
a {, g\x) xt dy = TT"'+¢"‘ Ayﬁr—w - +\ h(x) x~4d ¥
\ i{ 2 - +’L""A\/ \(_

A - L

y entonces O es un polo. Poniendo

a
‘ n (
i - - [} . P e} A' '
F xﬁ«) S Aq al__i_ggz A fwwr A #ﬂ h (x) b da x
. n . .
v haciendo tender A_ hacia cero se obtiene

- Aq 7 e *lv
(21) lim | F(R,) - —rl— = Ay log a#ﬁy— A ( 4
FEYR 7 \’14 Vo

-

(x) o

-2
ot puf,E) g (x) 4 x
o

‘L_!.

Pero la diferencia esencial estd en el hecho siguientc: of

aingin Av__es igual a 1, la parte finita e¢s invariarbc respsceto

a_los cambios de variahle: es decir: i t = t(x).x = #(L) repro~

(1) Este infinito logaritmico es de interds en los desarrolles de
la mecdnica cudntica,

Lobd h—l—' . o



sentan una aplicacién biunivoca ¢ indefinidamente derivable de
intervalo (0ya) en el (b,c)(b = t{0),c = t(ai), se tiene:

a rf’C .
(22)  p.f. g g(x) d x = p.f. { g!"x-(t)] x' (t) dt

o} b L

No daremos la demostracién de este resultadoj; nos limitarec-

mos a comprobar con un ejemplo que no_se cuiaple si hay unjty;;:,g

basta ver gue se tieine

1 \/% -,
(23) P f Q:_}:‘.._ =0 $ D £\ ST = .. log 2
X \ t
0 0

-

in
mientras que se pasa de una intezral a la ctra por =l sceillfsi-
mo cambio de variable x = 2 {.
Las dificultades eii ¢ste caso pueden evitarse utilizando

¢l conccpto de parte finita logarftmica, que acd no desarrolls-

remos. (1)

16.- Pseudofunciones. Distribuciones Yy,

La funcién x™ definc, para R(m)» - 1, una distribucidn por
ser localmente sumable., Vamos ahora, utilizando la teorfa dc las
partes finitas de Hadamard, & definir una distribucién para cunl-

quier valor complejo de m,

Definicién 5.- Llawmaremos pseudofuncién monomia, ...

pefe (xM), x>0 a la distribucidn definida por la

relacidn:
L oo

(24) (p.f. (x0) X>O,LP(X)> = p,f, ‘:\ xB Cf)(x) d x

Jo
Si R(m) >- 1 el sfmbolo p.f. ¢ innccesario v cbtensmos

la distribucién Y(x) x™, que es una funcibn localmeinte sumahblc.
Consideraremos primero el caso en que m no es un enters ne-

gativo. Sea k un ndmero entero tal que R(k +14m)) ~ 1. Utili-

zando la fdrmula de MacLauris se tion

D

k Aln) . (%) k_ m
(25) :-f.m(.{)(x) = Z }%tin"— LE (O)‘?Xm!ﬂ) -: f}%—({)(n)(o;‘
=0 n=o

- ————— v .

(1) Puede verse en Bureau |.ii

~ 45 -



lo que nos prueba que (.P(x) es de la forma (13), puesto que:

k
[ (x) - .' CP(n)(o)] = xn+k+l @ k+1)(f 5
(k+1) |

: n:

es sumable en (0,00), Aplicando la definicién de parte finita s¢

tiene:
- v/

m
(26) (pof.(x™) 50’ SO> l-—)O

n=o men-+ L ni

(x) -}, 22 (o) dx+ﬁ7 altm+l ;:Q(-n)(o)
I EAURP - -

O n! N=0 n+m+l

en donde a es un punto tal que el soporte de CP esté contenido ewn
(-x,a).

Por la relacién (26) hemos definido una funcional para toda
(P del espacio D, que, evidentemente es lineal. Vemos que tuambién
es continuaj tomemos una sucesién CPi(X) convergente hacia ccro
y sea (0.a) un intervalo tal que el soporte de todas las -_10*

esté contenido en (-9,a), Se tiene entonces

1=

+'§:k"' ai+m+1 l@i(n) (O)l

n=e n+m+l n !

a mepxs1 KL
(p.f.(xm)m)o,(Fi(x»’ﬂg xitktl O; Bx ax+

e (k+1)!

k¥l
y por la convergencia uniforme de qji (0x) hacia cero » 1> cone

vergencia de CP(n)(O) hacia cero, (Sj_ tiende a cero pare i-)u .
A
Queda asf probado que (26) define una distribucién.
Observemos que este razonamiento vale también pacras ¢l caso

en que n es un entero negativo.

3
Consideremos ahora la siguiente igualdad, vdlids »n-rz A, snr-

ficientemente grande

Q0 Q0 1
-S xm"’k- (P'(x) d x :‘g‘ (w +l) xotA-1 (P(X) d x
o) o

Hagamos tender ), hacia cero y apliquemos (18); se ticne:
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1o @
- p.f,S x0 (_P'(x) dx=p ff m xm-lLP(x) d x

0 O

luego se tiene la giguiente férmula de derivacidn, cuando 1 10 eg

un _entero negativo

T
(28) [;)f (x™ )X\}O ! =n p.f. (x21)

X)O0

Si es la parte rcal de md»-1, el primer miembro es la funcidi:

Y(x) x®, y si es} -2 ambos miembros son funciones.

. . )
Pasemos ahora al caso en que m es un entero negativo - L.

Se tiene

— + l (D(D) O‘\
28 of e Ly ]_ x) 4 ene .:__J—-./‘;
(B0 (pefe (o)l F 6 = 2 {g‘?—%—l *T Z—; R

Cp(e ~1) .
ST 1gg]

luego vemos que: el infinito logarftimico aparece siempre que m

es un entero negativo.

Las férmulas de derivacién son ahora las siguientes

{
(29) fy(x), log x1 = pofe (—22)

i % XYoo

r 1 W 1 Y,S 2
0 ofe (= g ofe (—muu—— -1 -
(30) tp ( EQ) X >0 Bp £ (XQ + 1 )X (-1) %t
Probharemos la sezunda férmula para el caso Q = ] y dejare-
mos como EJERCICIO la demostracién en el caso general as{ como

la prueba de la primera. Se tiene en efecto:

1

Lok >x>ol' P G F pete () P =

= lim i' j\ﬂ_l dx -CP(O) logi-t»géﬁé—l dx - S()J—-)-+(.f3(0) logC‘I

¢ 0

= lim CPJ_)_ P(0) = 1im Cp(@*@(o) =¢0'(0) = ..((J (v )Y
@-'”U l 2 } e ¢ ¥ o
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Puede definirse también la distribucién p.f.(
x?/ Xd{o

por la relacién

1 ° 1
%L )XEO(P(X)> = PpeL. S;fPKX) xt

y se prueba entonces de manera andloga a (30), que

(31) {p.f.(

2) ' = -0 l ?,Sm
(3 {p £. <-€—>x<é] = ~Upefagy) o = @) N

Se define ahora

Ly 1 1
(33) pefu ()2 22 (dxeo + 2400 (1) L

X

y se obtiene:

)

d ,
(34) = .f.(;%—) = - P pofa(

1
d x X0+ 1

En particular para l = 1, se tiene

¢Dp.f. (--—) P> = lim [ S‘-{’Md x - P (0) 1oggJ‘+

¢—0 Joo

l:un [S(‘P(X)dx +QP(O) loggJ- liglol'S CP(x)d xj‘_P(X)d x] (V. p;’r‘?.

El valor principal &s pues un caso partlcular de parte fi-

nita.,.

Vamos ahora a dar un método de obtenciébn de las pseudofun-
ciones, por medio de la prolongacidbn analftica partiendo de las
que, por tener el exponente mayor que -1, son funciones.

Tomemos una funcidn (P cualquiera de D que consideraremos

fija desde ahora en adelante., Para R(m))» 0, la integral conver-

o .
50 x2-1 (P(x) d x = @ (m)

define una funcién holomorfa de la variable compleja m. Sez

gente

ahora n un entero positivo cualquiera, la integral anterior puc-

de escribirse en la forma

..)_1_8..



oo o o [ Qoo 2k V]
(m) =\ x°- k NEIED JE S (0) | ax +
o} CP k=0 ko }
(e)
+ " _SD_M+ xn-1 (‘P (%) d x
=0 ki (m+ k) 1

La funcién cis (m) estaba solamente definida en el semiu...
-~
no R(m)» 0, en el que era convergente la integral que la cefini. .
Con la nueva forma de escribirla estd definida en el semiplciw
R(m) ) -n, en el que es convergente el primer sumandv, con .a &0
cién de los puntos 0, -1, -2,...-(n-1) en los que se ani'z L1 e
nominador del segundo sumandoj es clarc que estos puntos scn polcs
simples de la funcién, con un resfduo enm = - p, que vale
@) (0)
pi

Como n es cualquiera podemos por este método prolongar la
funcidn é?(m) a todo el plano complejo y se obtiene asf una fun-

cidén meromorfa con polos simples en 1os puntos 0y =1y =29:ee~Njec.

en los gue el resfduo vale

qp(p)(o)i
p!

De la definicién 5 de deduce que en los puntos que no son
polos (m distinto de un entero negativo), el valor de la funci”i

es  (pef. TN Loy P 0D

Para unificar el tratamiento de las partes finitas, que
tiene diferencias segin que m sea o no entero negativc, resulta

conveniente introducir wunas nuevas distribuciones, las Y, , 2~
forma que, fijado (gb la funcidén de varia®le compleja m,(’Ym;qD

Ay
sea una funcidn entera.
Para ello busquemos mna funcién de m que no se anule nunca

n gu1e tenga los mismos polos que ;P y dividamos é%> por esta

nueva funcién. Se ve que la solucidén de este problema es la fun-
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cién gamma,‘~ (m) cuyos resfduos en el polo simple m=z -p es
» (=1)P

pi

E1l cociente &?(m) / r (m) serd entonces una funcién entera
si le asignamos el valor (-l)p(P(P)(O) en los puntos m = -p,

Si hacemos ahora variar(P y definimos para cada m la funcio-
nal que hace corresponder a CP el cociente a?(m) / Y—(m), obte~
nemos unas nuevas e importantes distribuciones las Y, s cuya de-

. " finicién es,(segin lo que acabamos de decir):

Definicién 6.~ Las distribuciones Ypm se definen por

las férmulas:

- _%TET p.f. (x81) si m es distinto de un entero negativo
: (35) v, 7)1 x>0

(S(P) sim = -p(p entero 2 0),
El sfmbolo p.f. es innecesario si R(m) >0, en cuyo caso es
Y = —& - xm=1 y(x)

* F(m)

y en particular Y7 es la funcién de Heaviside.

Es evidente que se cumple siempre la férmula

(36) Ym =Y, 4

y de la forma en que se definié Yy se deduce el siguiente teo-

rema ¢
-
Teorema 3.~ Si fijamos una funcibn de pruetw1CP s_€el produc--
to escalar <3%U q3>es, considersdo como una funcién de¢ 1o
variable complcja m, una funcién entera,
17~ Derivada_de una funcidn discontfnua sobre una superficic.
Sea f(x) una funcién del espacio enedimensional que supon-
dremos definida y localmente sumable en todos los puntos del
N . cspacio, salvo en los de una hipersuperficie S. Como S e¢s de

medida nula f(x) estd bien definida como distribucién, Suponga-




» mos ademds que cada derivada parcial sea localmente sumable y
que la funcién y las derivadas parciales tengan 1lfmite a uno y
otro lado de la hipersuperficie; la diferentia entre estos dos
1imites es el salto de la funcién o de la derivada parcial que
queda definido cuando se fijJa el sentido en que se atraviesa la
hipersuperficie y que cambiard de signo cuando sc cambie el sen-
tido, Para fijar las ideas consiccraremos el caso de tres dinen-

* siones, aun cuando €l razonamiento que vamos a hacer vale en
gencral., .

Este caso es la generaligzacién del tratado en el n® 13 de
una funcidén de una variable con un salto. Las derivadas parcic-
les ordinarias estdn definidas en todos 1los puntos, salvo ¢n S
lucgo son distribuciones que representarcmos con la notacién
[fé] ,[f'] ,[f;] ) . Vamos a determinar las dirivadas de T

N
en ¢l sentido d¢ las distribuciones. Se tiene:

.
! = - f liSEL dx dy dz = :S LWS f §J£L d } dy d
Fx P2 §R3 i dx dy dz ), S E x| dy dz

Q

-

y aplicando la férmula (5) tencmos

- 0
! = N+ f'i¢had x dy d z
-
en donde Gb es €l salto de f en el punto en que S e¢s cortada
- por una paralela al c¢je 0X, trazada por un punto arbitrario ccl
plano YZ.
Se tiene entonces:

(36) <f}'{,(€):g\sq’0q)dydz+( {f;(]({)dxdydz

JR3 -
= S-SG’OQPcosd} aaq +<[f'xlﬂ,(‘p>

en dondeci es el dngulo de la normal a 1d superficie con el

eje OX5 orientada en la misma direccidén en que la superficie

lComlsién Cagic e . r\témlcol
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es atravesada; la férmula anterior no depende del sentido pucc
al cambiar éste, cambian a la vez de signo los dos factores
U, y cosd,

La scgunda integral define una distribucibdn d: acucrdo con
la siguiente definicién:

Definicién 7.- Sea S unza hipcrsuperficie cel espa-

cio enedimensicnals 1as distribuciones (g(S) y M (8)2(8)

(cn donde /4 ¢s une funcidn definida en los puntos

de £) estdn definidas mediante las relaciones:

,

(37) (g(g),CP> =@ dq‘;\//'v’\(s)(S(s),ﬁD):J/Mc?dO*
S S

De acuerdo con esta férmula obtenemos como expresién de

la derivada
r | I
(38) fx = !:f XJ + (j"o ooso% 5 ()

Supongamos ahora que sez nula fuera de un volumen V3§ como
veremos mds adelante, por ser de soporte compacto puede exten-
derse la funcioral a las funciones indefinidamente cderivables
de soportc cualquiera, en particular el soporte puedc ser todo
el espacio. Aplicando la férmulia (36) al caso en que ({D es la

constante uno se obtiene la f£érmula cldsica de Gaouss de reduccién

de integrales miltiples a integrales de superficie, Higanse los
c4lculos como BEJERCICIO,

Vamps ahora a calcular el laplaciano de f en el sentido
Je las distribuciones, Aplicando la férmula (38) y llamando

G x? Cry, G ,s a los saltos de las derivadas parciales se tiene

¢ B ol 4y o ) S

;
{5_%_ (G, cosd (S (s))* "’g_y g% COS,BCS(S))“L %(%COSX 8 s;)}




Bl primer factor de segundo sumando es el salto de la deri-
vada normal, que no es olra cosa que la suma de las dos derivadas
normales a cada uno de los dos lados de S. Llamaremos a este sal-

to CT'Vﬁ. el tercer sumando vale

4 § (C’OCOS q 85}*._%5_3; (G;) cos/;‘(SS) + .-‘S...__(G'O cos Y O )/ (‘Q > -

r—1C L
- 0-5‘.&()_1 cos 4+§.@.cosﬂ+§£€cos X]d(!\':-'/"oé.{.iao”’
5 “I)X . Y ! 4 3 t“«

Bsta expresidén no depende tampocq del sentido de la normal
pucsto que si se cambia, cambian a la vez el signo deC}, y de
los cosenos.

Tenemos finalmentec la férmulacs

(39) A s :SL Ae] +‘7\p5<s) "'\55\7 (& &s)

Supongamos que la superficie limite un volumen V y que f
sea nula fuera de V. Tomemos una funcidén de prueba, que solo ne-
cesitamos suponer con derivadas segundas contfnuas por ser 43f
una distribucidbn de brden 2, Aplicandoe (39) se obtiene la férmu-

la de Green del andlisis cléasico

)vl AQ-¢ befaT- <43f P> - [A2), P> -

ST bs @) (L (G S @)
‘ﬂgf_f Y - 5v~”')d .

Vo Psegudofunciones en_c¢l espacio euclidiano enedimensional.,

T e . — 1 3t 2y 25

Vi

Consideremos una funcidén f del espacio ordinario enedimen-
sional, *al que su cxpresidn en coordenadas esféricas sea de la
Torma

mca 9.):0 S)n 1

en donde 6311.’. Sn_l, son las coordenadas angulares esféricas.
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c1 se quiere calcular ahora la integral de esta funcién en una

corona esférica de radio ¢ y a, se tiene, segin férmulas conocida:

a
f(x) ax :§, m+n-l[ S C(S l--»-Dn-l) dq]d r =
gir<a 1=

a . 7 N
= gjrm+n'l dr=M%Ln . v
m+n m+n
En esta férmula hay que reemplazar el dltimo miembro por
Mlog.a—Mlog.é,, cuando sea m = - n, Bn particular si C es la
constante uno, M es el d4rea S, de la esfera de radio uno del

espacio de ene dimensiones que vale

2)’En/2

N (n/2)

Hagamos ahora tender ¢ hacia ceroj caben dos casos:

Sp =

a) R{aw)y ~n. ELl primer miembro de la igualdad tiende a la in-
tegral sobre la esfera de centro el orfgen y radio a. E1l primer
sunando del dltimo miembro es constante y el segundo tiende a
cero, lo que cquivale a decir que la integral es convergente, o
lo que es lo mismo, que r® es localmente sumable.
b) R(m)< -n. El segundo sumando del segundo miembro tiende a
infinito, la integral es divergente y r® no es localmente suma-~
ble.

Generalizando lo dicho para el caso de una variable se tomo
siempre el primer sumando del dltimo miembro como valor de la

integral que serd la parte finita si R(n)< -n y el valor ordins-

rio cusnde sea R(m)) -n. El valor de la parte finita es por lo

tanto

- 3

m+n ‘ 5 n

(40) p.f.(f(x)dx:M-—‘l——-——:lim S £ (x) dx ul2 ?
Jrfa man g0 Jrs a mrr |

. o)
debiendo ponersc log., 8 en vez de € cuando m = - n,
0

Naturclmente la definicidén se extiende a funciones que

sean suma de una funcién localmente sumable y de un ndmero fi-
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nito de funciones de la forma anterior,

Vamos ahora a definir la distribucién p.f. r®, Sea(j)dc L,
Apliquemos la férmula de Taylor a.QP y tomemos coordenadﬁs g A
ricas. Se tiene: K

QP(X) = E:j c; riprktl o
o
en donde los coeficientes Cy dependen de las coordenadas esféz -
cas angulares y de los valores en el orfigen de:;P y de sus deri-
vadas hasta el brden i. .
La pseudofuncién p.f. r™ se define entonces como

<p.f. ri (_P) = p.f.(rmg{)(x) d x =JRflm [CP(X) -z]:: Cs ri] d x +

JRl’l

k
+Z:: p.f. grm 1 ocqax
c

~r<a
en donde la esfera de radio a contiene el soporte decg)y
Por cédlculos que no detallaremos se prueba que

) Coisl e =0
Iaj

n/2 /\ 1 (0)
Cos aq = fis "& LP -

- = gy AL P (C)
rz1 o 2i-1 5 : rﬂc%%_ %—i) 1

Si Sn es el area de la esfera enedimensional de radio wuno
puecc escribirse también H; en la forma

Sn

(%+0) Hi =

luego se tiene finalmente, razonando como en el caso de una

variable

¢ mnt2i ‘1,

( T (P () ax +>: Hy A\ icP<o>-—~-—-~--;-m.
i

~ U
Jrie m+n+et

) m - 3
(+1)<p.f 1 LP>_&_§O[
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(]
en donde hay que reemplazar j%— por log. & en el casc
m+4n+2i = 0.

Como en el caso de una variable se tiene la siguicnte

igualdad
k ‘.i £y { M
- A _ AT 200
[ xmcj)(x) 4 x = ( ri k (x) - Z,J C; riydx + Y oH —— !
\Rn \ Jréi i=o - i " mAn+23

44’ ri (x) d x
¢ vr2l (+>

El primer miembro estd definido para R(m)> -n, el segun-
do en R(m)> - n - k - 1, salvo en los puntos m = - n - 2i que
son polos simples. Puede entonces prolongarse analiticamente
la primera integral y se obtiene una funcidn meromorfa con po-
los simples en 1los puntos = n, = N = 24440e= 0 = 2Pyeessy €l
resfduo en esos puntos es HiAi (P (0).

En los puntos que no son polos el valor de la funcién
es ¢p.f. rm,cfb.

Cuando R(m) es suficientemente grande, se puedc probex

por cdlculos elementales que se tiene
(42) A p.f. r® = m(m+n - 2) p.f. rB2

¥y por la prolongacidén analftica esa férmula es vdlida para to -
do m gue no sea uno de los valores - n -2, = n-t,,,.,-n-2h....

Cuando sea m = - n+2 - h (h, entero> 0) se tiene la siguien-
te relacidén que no demostraremos

n
(43) A pefe 0 2= p(mgn-2) p.f. ro=24 L%“E;‘M.Li Ah S
22h-1nzf’(§ ~-h)

En particular para n>» 3, poniendo m = 2-n se tienc

n
2]
. AL =:[§1-2>7T 2 Se-tm-288
r (n/2)

en donde Sn es el area de la esfera de radio 1 en el espacio
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de n dimensiones.

Esto nos prueba que =1 es una solucién ele .« °
(n-2)8, ri=2

de la ecuacidn de Laplace, es decir una solucidn dec la ecuacid..

An=§.

Para n = 2 la solucidn elemental es ( 20T)M'L log r. Vamoeo

a probar este resultado. En efecto:

</_\10g I',(P)-‘- {log r,ACP>:Sg 2log r A 5 d X =
R

g i / - . . /'/\‘ - ,r}‘\’
350 § s 7 A0 22 G ARy 215 AR

en donde P% = log. r en el exterior del circulo de radioé v nul.

dent de el. Aplicando la férmula (39) y como [3(%;: Oy v o

la circunferencia 5l = S se tiene:

5\(‘1- oF

‘ gr;éoge %Eg d s \S 2 Wg_logg ZM’I\_C.).;O

P
gr;%::CPd X = 2’_7!"6%—-@ (g) — 270y = 29T \/ojc!p}

luego como querfamos probar

(45) A\ TN 1log r = (5

EJERCICIO: Utilizando el mismo método que acabdmos de

emplear probar directamente que ~1 as la solucién
(n-2)s, ri-°

elemental de la ecuacién de Laplace de n variables.




19.~ Pseudofunciones en el espacio de Lorentz.-

Consideremos el espacio enedimensional de las variables
(t,xl,...xn_l) con métrica de Lorentz; la longitud de un vector
es s = (£2-%x7°=....-x,_12)1/2, que se escribe en la forma
s2 = t2- 2, siendo P2 2 %12 feeeusxpy_7, es decir P es la lon-
gitud euclidiana del vector x = (X1y+0expy_7) de las coordenadi.s
o0 variables espaciales; a la variable t se le denomina variable
temporal. Vamos a estudiar la convergencia de las integrales
de Sy

En primer lugar observaremos que hay una diferencis imvor-

tante con el caso de la distancia euclidiana, en éste r era
nula sélo en el orfgen; acd s es nula en todos los puntos de
la hipersuperficie de ecuacidn t2-X12~-o-~Xnm12 = 0 que Sse& Qe

nomina el cono de ondas. Por lo tanto cuando m as negative sk

€s infinita en todos los puntos de ese cono.
Sea D un conjunto acotado en el espacio total:; tomemos
coordenadas esféricas en el ¢spacio de las variables tempora-

las., Se tiene:

m . . * .
g st 4 xdt = Sn-—l J(t— F)E (t-{-P)g P n-2 d “Dd t
D 4

en donde la integral del primer miembro es enuple, la del-se-
gundo doble y S, 1 es el 4rea de la esfera unitaria en el espa-
cio de n-1 dimensiones, La integral doble converge para
R(m/2)>-l y diverge para R(m/2)¢ -1, luego la primera integral

converge para R(m)) -2 y diverge para R(m)¥ -2, independiente -

mente de la dimensidén del espacio.

Para definir la pseudofuncién { p.f. sm,qv tomaremos como
dominio de integracién el interior del cono de ondas, es decir
los puntos que satisfacen a t2-x12—,..xn_122‘0. En muchos ca-

sos se toma como dominio el_cono del fuituro, obteniin afladier-

do a la ecuacidn anterior la t2 0. o el cono del pas.do, con

tso.
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La pseudofuncién queda definida por la integral convergen-
te de sm.CP para R(m) > -2, Para los otros valores puede definir-
se por métodos andlogoa a los de la distancia euclidiana, ponien-

do

(46) <p.f. sﬂl,(()(x) > :eli%lo [SvsH;cp(x,t) dxdt+ I (g )'}
= . _

en don&eve es un volumen prdéximo al cono de ondas, por ejcui-
plo el hiperboloide de ecuacién tg-Xlg-...-xi_lg E_Z 0 el co-
no de ecuaciones (lm-gg) t2-x12—...x§_12,0; I(E£ ) ticne que

cumplir, entre otras, la propiedad:

1=

L € 0 siR(m)y -2
im  [AE)=
£ ~0 I ) Q® si R(m)K -2

No daremos la forma de I(£ ) que es bastante complicada.

Podemos también usar el método de la prolongacidén analfti-
ca, fijando una funcién de prueba(¥) y considerando la funcién
é%)(nﬁ de la variable compleja m, definida para R(m) 2 =2 por

la integral

(m) = St P(xyt) d xdt
é% m j;: c{):x, X

Se puede probar, no daremos 1la demostracién, que la pro-
longacibn analfitica de C%)(m) es una funcién meromorfa que ticre
polos en los siguientes puntos:

a): ~29=ty=6uiieeere.

b): —ny=n-2,-n-ty.....

S1 n es impar los puntos singulares son todos polos sir-
ples; si n es par hay valores comunes a las dos series que son
polos dobles. 41 igual que en el caso de una variable dividi-
remos p.f.s® por una funcibn, de forma que desaparezcan los po-
los y quede una funcidn entera, Se tiene as{ las nuevas distri-

buciones andlogas a las Y., que denominaremos zg (esta distri-

bucién depende del nimero de dimensiones del espacio) y que
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estdn definidas en la forma siguiente; para los valorcs no sin-

gulares de m,

p.f, Sm=0
7]-1_1.;\':_2..'2111-1 "‘l(l_él_)r‘(m;Z—n)

[

(47) Zﬁ =

En los puntos 0-2, -t,..., Z es una distribicién de so-

porte el orfgen y se tiene para k entero y2 0,

(4&) Zr_l2k = k,:‘) en particular 2 = S

en donde C}k representa la potencia de orden k (es decir la

aplicacidbn reiterada k veces) del operador lorentziano

..<S2 u Szth, _ QLEJ;
[:}u = é;tz 53122 ceose 5 . >
1 n-1

Para los puntos singulares de la serie a) que ho estdn

al mismo tiempo en la serie b) es decir los puntos n-2, n-k,...
que no sean enteros pares <0, Zm ¢s una distribucidén gque ti:o-

ne como soporte la superficie del cono,

Definida asf la distribuciébn Z, para todos los valorcs
de m&Tijamos una funcibn C.P de prueba, <Zm,(P) es una funciin
entera de la variable compleja m.

Vamos a obtener férmulas de derivacién de lus distrilu-
ciones Z. Si se toma R(p) suficientemente grande sc¢ puede pPro-
bar facilmente que [ sP = p(p+ n-2) sP=2 y por lo tanto

para R(m) suficientemente grande

(m-n) (m=2) gt-n+2

E:]ZS = o= =
TEZ 1 (@) a5 )
- (men) (m-2) sm-n+2 - 0
- n=2 om=1 m~2 [ (=R} .- m=n m-n - “m-2
Trag2 om-lme2 O(izh) oo PR

y por prolongacidén analftica se deduce que es vélida para to-
do m. Se tiene as{ la fbrmula fundamental de derivacién

(%9)

N - 711
E:] Zm = Zm-2
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y en particular de (48) y (49) se deduce

(50) 1 z8 = 6

n
2

la ecuacién de las ondas BElu = o.

es decir que la distribucidn Zs es_una solucidn elemental de

En fisica interesa principalmente el caso de tres varinblcs
¢spacliales, Vamos a obtener en este caso la forma de lo distri-~

bucibn solucién elemental de la ecuacién de los ondas. Teme .cs
una funcién fije de soporte contenido en el cono ¢l rutuic,
Se tiene para A >0,
d -1
LS o) > - -
42~x2-y©=22)2 D (x,y,2,t)

gz X -\ dxdvdzdt
<ZZ "\,(\D)-S 71—,)1+qr,(g_) !"‘(Q_ti_) L X y Z
tZO & \ 2 2

in esta integral cuddruple convergente hagamos el siguien-
te cambio de variable: X = X3y =vy3 2 = 23 t = (u+x2+y2+z2)l/29

v se tiene:

% -1
<ZL+ CP>: u? P(xsvez,Vu r2dxdydzdu
2

en donde D es el dominio u4x24 y2 4 z2 > 03 se tiene entonces,

o ¢ -1 - —_—
L - Viuire)
{(Z _5 1 S (Xevezs vV urr
2+a 7 o TETINEONEED] )3 Vayr

dxdydz}du

v teniendo en cuenta la definicidn de las distribuciones

Y, (def. 6)

Iy n)d = 1 / C_E (KoY oz, V u+re) ¢xdydz
<Zz+o'\,cP> AT (S \dezyga v
' 2

U4
3 r
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. . Y .
Fijada la funcién de prueba, z" e Ym son funcioneg eil--
m

teras de mj para.dr%O, tienden respectivamente hacia Zg e ip :\9
Por lo tanto tomando limites en la igualdad anterior y llaicudo
Dy a.la distribucidn Zg, con soporte en el cono del futuro, s
tiene:

(51) (Dr,q)>=);—-r-—xl_-r-§ CPQE%V;ZJI') . dxdyd sz
" JR3

3i en lugar del cono del futuro hubiéramos tomado el cono

del pasado hubidramos obtenido esta otra distribucidn

- - 1 P(xyy,2, - dxdyd
2 D o X ay z
(52) < a? LP) )+'7T SR3

r

Dry D, son las denominadas deltas cénicas retardada y

avanzada, su suma D = D, + D, es la delta cbénica, solucidbn ele-

mental de la ecuacién de las ondas y la diferencis D; = D5 - Dp

es la delta invariante de Pauli-Jordan, solucidén de la ecuacidn

homogénea de las ondas.

Cbservacidn: El estudio que hemos hecho de las pseudoruin-

ciones en el caso de varias variables es bastante somero; dare-
mos indicaciones bibliogrificas para un posible completamiento.

El estudio sobre la base de la prolongacién analitica fué
hecho por Marcel Kilesz en [l}. La obtencidn en forma directa
puede verse en 0O'Keefe [l}y'en Methée[i]. La primera definicidn
de las partes finitas fué hecha por Hadamard y puedc verse c¢i
Hadamardfi]. Una generalizacidn muy interesante de esta teoria
a las distribuciones llamadas homogéneas ha sido hecha por

Goclfand 'y Sapiro [1].
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20,= Primitivas de una distribucidn.-

Solo trataremos el caso de las funcienes de una variable. (S
El problema es el siguientes Dada una distribucidén S cncontrar
tocdas las distribuciones T que tienen S como derivada. Suponga-
mos que eiista una de estas distribuciones T. Desde luego que
entonces existen infinitas pués basta sumar a T una funcidbn con-

gy
T -
L oCtaa

0

stante. Conocemos por otra parte el valor(’T,éP)para toca
clones %% cuya primitiva pertenezca al espacio D, puesto

[
que <T, c};): IRV ER GV}

Las funciones é?: son una clase bastante particular de luas
funciones del espacio D, toda funcién de D tiene una infinidad
de primitivas que difieren en una constantes entre ella solo
una, si existe, puede ser de¢ soporte acotado. Para que exista
ung primiti a'ﬁy'de é% que pertenezca a D es necesario que

. oD
(53) gc}m)dmo
(¢ 9]

puesto que esta integral vale‘\y'GCD) -\ (-00), 5i esta

condicidn se cumple entonces

X
(54) W) :j c{;(t) dt
LQ0 ™

es una primitiva de <§> que pertenece a D. Es evidente que es
primitiva e indefinidamente derivable. Sea (a,b) un intervalo
gue contenga el soporte de ;%) . Cuando x7 ( a, €?>(t) es nu-
lo en el intervalo (-CO ,x1) y por lo tanto’uf(xl) = 0, €1 8

X5 »b, se tiene

o0 o0
b T T
“\)(F(Xg) =\ b(t) at :g(io(t) dt -gc.f(t) at
"'CO ‘/QD b
puesto que la primera integral es nula por hipétesis'y é%:(t)

es nula en (b, GO ).
Conocemos ahora los valores del producto £ T,é@)vpara to-

das las C¥> que satisfagan la relacién (53) Como T si estd

(9) El estudio del caso de varias variables puede verse en
Schwartz Eg vol.I pdginas 59 y siguientes.
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determinado, lo estd salvo una constante aditiva podemos fijar
arbitrariamente el valor k = (T, (PO) para una funcidn fija (.PO
o, Por una constante podemos su-
poner que (PO cumple con la condicidn

0o
SCPO(X)dX:'l
- Q0

Cualquier CP de D puede descomponerse en la forma

(55) (f = c (PO“‘ %} siendo ¢ :S CQCP (x) 4 x
' 0

de D y siempre multiplicando(P

y como o_o o o0
%ﬁ(x)dx:J(P(x)dx~cS(%(x)dx:c-c:o
200 - ~cP

) T
existe una 1\}' de D tal que '\l)"':cP. Por lo tanto:

(56) (15 P)= c.k+<T,@=c.k- {8

Toda primitiva T de S se expresa por lo tanto en la for-

ma anterior; consideremos otra primitiva T de S, serd

(T Phzeigt (T d= ek - {8V
) oo

<T - Tl,(P>= Q (k - kl) :‘g (k - kl)CF(X) d x = (k - kl,cl())’

—-—

es decir tenemos el inverso del resultado enunciado al princi-
plo. Dos primitivas distintas de una misma distribucidn difie-
ren en una funcién constante. Nos falta ahora probar la existen-
cla de la primitiva. La relacidn (59) en donde k es una constan-
te arbitraria define una funcional en D que se ve inmediatamen-
te que es lineal y se puece probar sin gran dificultad que es
continuay T es por consiguiente una distribuciéng por lo tanto
se tiene: <T; CF):a(T,QP') pero CP' es una de las funciones
luego para CP“ la descomposicidn (5%) da ¢ = ¢ y por lo

tanto <T;QP> = (S}, CP} lo que prueba que S = 7T'.



Tenemos entonces el teorema siguiente:

Teorena .-~ Toda distribucidn de una variable admi-

te una infinidad de primitivas v dos cualesqguiera

de ellas difieren en una funcidn constante, Una dis-

tribucidn cuva derivada es nula es una funcidén con-

stante, Una primitiva guedsa determinada cuando se

fija.su valor (Thcpo> para uns funcidn fija arbi- | .

‘traria de D,

La demostracién del teorema nos da un método para detersi-
nar la primitiva. Como SJERCICIO puéde partirse de una distri-
btucidén conocida (funciones localmente sumables, deltas de -
racye.) y calcular su primitiva por el método quc¢ zcshamos

de indicar.



CAPITULO IV

CONVERGENCIA DE DISTRIBUCIONES., DISTRIBUCIONES DE
SOPORTE COMPACTO.

21, Bstructura del esnacio de dlstrlbu01ones.

Hemos definido las distribuciones como los elementos del
espacio D' dual del espacio D, es decir como las funciones li-
neales y continuas sobre D, pero hasta ahora solo hemos conside-
rado en D' las operaciones de nroducto por un escalar y de suma
de distribuciones, en otras palabras hemos considerado unicamen-
te la estructura de D' como esnacio vectorial. Tenemos ahora que
definir en este esnacio una estructura de tino topoldgico y para
ello, de acuerdo con lc dicho en el n? 7, tenemos que definir

las sucesiones conver. entes de distribucicnes.

La teoria de la convergencia es nrobablemente la que ne-
cesita an maycr conocimiento para su estudio completo de la teo-
ria de los espacios vectoriales tonoldgicosy como nosotros no
nresuponemos el conocimiento de esta teoria no nodemos hacer en
forma completa dicho estudioj; sin embargo los conceptos y pro-
pledades que vamos a dar se pueden comprender sin ningdn cono-
cimiento de la teoris de espaciocs vectoriales toooldgicos que
solo interviene en las demostraciones de algunos teoremas (2).

Sin entrar en la definicidn general de la estructura de
un esoacio dual, nos limitaremos a dar la definicidén de sucesio-

nes convergentes de distribuciones.

Definicidn 1.- Una sucesidn T, de distribuciones

go dice que converge hacia la distribucidn T, si

cualquiera que sea la funcidn de prueba iP la

sucesidn numérica <Tn’<4P> tiene nor limite {T,Q5 .

Definida la convergencia »ara una sucesidn numerable Tp
queda definida la ccnvergencia para las sucesiones Ty que de-
enden de un pardmetro, que es un punto del espacio enedimen-

siocnaly diremos entonces que Ty converge hacia T, nara y ten-

(2) Para un estudio completo de la teoris de conver@en01a ver
Schwartz [1} vol I, cap. IIT,
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diendo a yp si cualquiera que sea la sucesién ¥, due con-
verja hacia y, la sucesibén de distribuciones Tyn converge ha-

cia Ts se tiene

’]"_;‘io < Ty?('P > - <T7CP>

Definido el concepto de 1lfmite de una sucesidn de distri-

buciones queda automaticamente definida la suma de una serie

de distribuciones.

Hemos visto que la convergencia de distribuciones queda

definida como convergencia simple o puntual de funcionales.

BEn muchos casos puede asegurarse la convergencia de la suce-

ruetba

sién numérica < Ty, (,P} para toda funcién CP de 1

s

~oe

en ese caso ese limite define una funcicnal T gue se ve eunse-
guida que es linealy para que fuese una distribucién tendria
ademds que ser contfnua; admitiremos sin demostracidn esta

continuidad de T y podemos asi enunciar el siguiente teorema:

-

Teorema l.- Si cualguiera cue sea la funcidn de

prueba @, la sucesidn numérica ¢ Tn,CP> tiene

un 1fmite T({P), la funcional asf definida es una

distribucién T y se tiene 1lim Tp = T.

En lo que respecta a las relaclones entre convergencia
de funciones en tanto que tales y la convergencia en tanto que
distribuciones se tiene los siguientes teorema:

Teorema 2.,- Si las funciones f, convergen p.pPe

con convergencia puntual hacia una funcidn £ v

si las f,, estdn acotadas en médulo por una fun-

cidn localmente sumable g, se tiere: lim fp= T

en el sentido de las distribuciones,

Teorema 2.~ Si las funciones fr son tales que se
tiene:

lim S}fn-—fldxzo
n-=y® k

para todo conjunto acotaco K, se tiene lim fp=f,

en €l sentido de las distribuciones,
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El primer teorema resulta inmediatamente si se apilica a la
sucesidn fn,(P el teorema 16 del capituld I. El segundo se de-
duce tambidn en forma casi inmediata del teorema & del Capftulo
I. ®n ambos casocs hay que tener en cuenta que la integral sé-
lo se extiende al soporte de la funcidén de prueba.

Observemos que las hipétesis de los leoremas anteriores

se cumplen si las funciones fn convergen uniformemente hescia

£ sobre todo conjurito acotado.

22 = Continuidad de la derivacidn.

Teorema 4.~ 83 las distribuciones T, converygcn hr-

cia una distribucion T, las distribucicrnes deriva-

das de Tp convergen hacia la distribucidn derivadu

de T, &n efecto

S @ : o)
N § AR ] S <1

'd
( )
= lim ¢ 22 DY
$ *1

Bste teorema es uno de los resultados més importantes de
la %teorfa de distrituciones, pues, en contraste con las difi-
cultades que se presentan en el andlisis cidsico para la de--
rivacién término a término de las series (para cuya legitimi-
dad, ni siquiera es suficiente la convergencia uniforme) en

la teorfa de distribuciones es siempre legftimo derivar térui-

no a término uns serie, o lo que es lo mismo,el lfmite dz 1~

derivada es_siempre la derivada del 1limite.

Cuando se teangan las condiclones de los teoremas 2 y 3
a la sucesidn f, se la puede derivar cuantas veces sea nece-
sario y la sucesidn asf obtenida tiene comc 1Iimite ¢l resul-
tado de la misma operacidn de derivacidn heche con la funcién
f. Wsto permite definir como distribucidén la suma de una se-
rie divergente en el sentido ordinario. Veamos dos casos sin-

ples aplicados a las series trigonométricas de funciones de

una variable,




Teorema S+~ Toda serie trigonométrica

oo
-Z:an e 2w inx
- {
tal cue sus coeficientes ap cumplan la condicidn

lany € & |n | ¥ gsiendo k un entero positivo es con

vergente en el sentido de las distribuciones., En

efecto: saquemos el término a, y consideremos la

e a 27 1inx
(n4o) e (2 7r€11 n) k42 ©

-

cuyos coeficientes estdn mayorados por

A
TR

por lo tanto la serie converge uniformemente haci

serie

a una

funcibén £ luego esta convergencia es también cierta en el sen-

tido de las distribuciones. Basta ahora derivar k +2 veces en

el sentido de las distribuciones y se tiene:

& (k+2)
Yian e 2Minx = a + f(x)
- OO

Consideremos ahora la funcién f(z) de periodo 1 e

igual

a x en (0,1). La teorfa de la serie de Fourier nos dice que

en todos los puntos de coordenadas no enteras se tiene

Oo
-1 _ 1 sen 2 n AT x
fx) =5 - 5 Eﬁ n

Aplicando el teorema 2 y derivando término a térm

tieneéo o >
1l = Eg(n) :-Z2cos2nﬂx=-§](e2nﬁix+

- 00 1

es decir

(1)

®

oo
Y é;(n) =) e2nTrix

-

y derivando de nuevo se tiene la férmula¥
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23¢~ Aproximacién por funciones del espacio D.

Para el c¢studio de las distribuciones de soporte compectc

funciones de prueba y para ello recordaremcs clgunas Lociom.c
sobre los espacios carteslanos RPE que son tamhién vilicdas g~
ra un espacio métrico cualquicrae.

La distancia de uvun puntc . g un conjunto A, O {Xea,) €5 2l

extremo infericr de las distanciss dix,y, del punto x a uwu
ounto variable cuelquiera de L, S1 X es variable y 4 fijo 1
funcidbn de x, d(x,4) es continua en todo el espacio.

Definicidn 2,- Una esfera abierta (o entorno abier-

to), de radic r v centro 4, es el conjunto BE(A.r)

de los puntos del cspacio cuya distancia al conjun-

to A es menor gue r, Si ponemos menor o igual te-

nemos la esfera cerr=da B (AgT )

—

Es fécil ver que E(4,r

St

es un conjunto abierto y £ (4&,r)
es un conjunto cerrado. Se tiene el sigulente teoremu:

Teorema 6.~ Dada una funcidn del espacio D° f(x)

de soporte A v dados dos nimeros r v £ positivos

cualesquiera, existe una funcidén @ (x) gue tiecne

las siguientes propiedadess

N

R

a) (P(X) pertenece a D v sv soports estd contenico

i putza

en BE(A,r).

b) | f(x) - PN {E para todo x ds RU.

Para probar ¢l teorema observémos que f(x) siendo cor-
tfnua y de soporte acotado e¢s uniformemente continua en RY,
luego dado % existe ™ tal que para tode x jth gfn implica
J£(x) -~ F(x-t)}<{¢ « Sea a un ndmero real positivo mencr o
igual que r y que & -

Tomemos una funcidn \gy Gel espacio D cuyo soporté esté

contenido en }xlé 1 {por ejemplo la funcidn del nimero )

y consideremos la funcidn 1{(X? o k‘@f1 (x/a) en donde Lk



es una constante tal que

) d x = 1
an'\q,r (x) d x =

El soporte de ﬁ#f‘esté contenido en | %} < a.

considarenmos

ahora la convolucidn (mds adelante veremos este concepto) Ce

f y‘“f, es decir la funcién

»

(3) CP(X) ::3 f(x—t)”ﬁf‘)ﬁ(t) d x :gf f(t)“\jﬁr(x_t) adt
Rn i

JRn

La segunda integral se extiende sobre la interseccién

de los soportes Ay Qx-tlSa, si x no pertenece a E (A,a),

entonces para todo t de A,ix—t§ = d(x,t) > d(xyA) Yy a ¥y por lo

tanto (P(X) = 03 el soporte de ¢ estd contenido en E(A,2)
}

y por lo tanto en E(4,r).

Como cualguiera que sea x el soporte del integrando de

la segunda integral es acotado, se puede derivar respecto a

X bajo el signo integral luegc>q3es indefinidamente desrive-

ble, Queda asi probado a).

Problema b). Se tiene:

o~ ye 4 s P ow F(x
an W) a t~I9JRnf CORTAQICEIERIC)

r

| £ (x) - P :j

- ¢ _ _\lr\,(;t< (u§ -
= (e - s W) Crggl Yo o

t<a “t¥

brix) - £(x-t)W (t) a
RO \T

t

-

“we

Las funciones de D perteneces a DOj dada f de

i1

-
[

DO, por el

teorema anterior podemos definir d?n de D tales que

{ v L
ff - L'!O_nl <H.

fntonces tomando 1lfmites en el sentido de D%; 1lim Q?n = f.

Cada punto de D es lfimite e una sucesién de puntos de D,

lo que se expresa diciendo que D es dendo en D°. Puede taun-

bién probarse que D _es denso en DM,
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A

Teorema 7.~ Sea A un conjunto acotado de RR y r:

un ndmero re&l)(h Se puede siempre definir una

funcién @ de D de soporte contenido en E(A,r) e

igual a uno en los puntos de A,

Dados dos conjuntos M y N de RI, cerrados y sin puntos

.’
munes, la funcion

= 4 (x M)
3o = 3%, 1) + alx, )

es, como se ve facilmente, una funcidn continua definida en
todo el espacio, nula en M, igual a la unidad en N, yO(/g\l
en el resto de RO,

Tomemos dos nimeros rLy ro tales que O(ﬁu_(r2<:r y hagamos I
igual al complemetario de E(A,r5) y N igual a E(A,rq) y apli-
quemos a la funcidén /3 el teorema anterior y obtenemos una
funcién!qD de D cuyo soporte estd contenido en E(A,r) y que

se expresa por la férmula

P :jRn /;(x-tr\p’(t) at

Podemos ademds suponer el soporte de ”Qf‘cOntenido en
"t](;r Sea 2 cuslquisra de A, Para todo punto t del sopor-
te K de " , como Vt]<r1, x - t pertenece a E (&,r1), lucgo
/3 (x = t) 21y por lo tanto

P :j (3 =)y a b ;f W) dt =1
RA ' RA

para todo punto x de A lo gue prueba el teorema.

) P Distribuciones de soporte compacto. Espacio E,

En todo lo desarrollado hasta ahora hemos visto el pa=-
pel importante que jugaba el hecho de que las funciones de
prueba tenfan el soporte acotado. Siendo ademds cerrado
era un conjunto compacto de RN, puesto que las dos propie-
dades de conjunto cerrado y acotado caracterizan en este

espacio a los conjuntos compactos.
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Es una regla casi general que una restriccidn impucsta
a las funciones de prueba puede ser reemplazada por una res-—
triccibén de la misma fndole aplicada a las distribuciones.
Por ejemplo al espacio D® mds ampiio que el espacio Ly le
corresponde las distribuciones de érden m que “on un caso
particular de las distribuciones.

Vamos a ver ahora que si nos limitamos a las distribucio-
nes de soporte compacto podemos suprimir la condicién de aco-
tacién del soporte de las funciones de prucba., Para ello da=-
remos las siguientes definicioness:

inici o= S 1] vaclo E al es: 10
Definicidén 3 Se denomina espacic B al esvnaci

vectorial de las funciones indefinidamente deriva~.

End
¥

bles. Una sucesidén P, de funciones de E tiene co-
. _

(Pn ¥ _todas sus derivadas convergen uniformeuen

en todo conjunto compacto hacia la €f vy lag co-

rresvondientes derivadas de qz °

—~p—

Bl espacio de distribuciones Ef es el espacioc dusl

de E, es decir el espacio de las funciones lineales

w

v continuas definidas en B.

Es claro que la continuidad de T se define por la condi-
cién de que, si en E, lim LFn ='q?, entonces,
1im <T,LPn) = (T, @>.
Se ve que E es mds amplio que D: toda funcidn del espa~
cio D pertenece a Ej ademds si una sucesién (Prlconverge
hacla CP en D, también converge hacia (g) en E, por 1o ter-

™ ¢

to toda distribucidén de B' es una distribucién de D°.

e

Puede también verse que D es denso en E, En efecto:

sea (P una funcién de E y of n una funcidn de D gque es izu-l

-
\

a 1 en la esfera | x|{ n (Teorema 7); las funcﬁnwcz&?v“(x,fq
pertenecen a D, Dado un compacto K siempre existc un @

tal que K estd comprendido en toda esfera de radic maycr o
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igual que m, luego en K, para ndm, se tienc Lr = % ; luego
las funciones \Pln de D convergen en & hacia 0 .,

Consideremos ahora una distribucién T de soporte no com-
pacto.

T\es nula en el exterior de la esfera !xtf ly Juego exis-
te ura funcién LPl de soporte contenido enix|>1l y tal que
{T, L&)i 0, multiplicdndola por una constante puede conseguir-
se que sea (I, (Pl>: 1.

Asf sucesivamente puedo definir una sucesidn de funcio-
nes LPn de D tales que el soporte de U?n estd contenide en
} x| ) n, siendo (T, (.Pn) = 1.,

In cada compacto de R® la sucesidn es nula a partir de
un cierto fndice, luego los (Prltienden hacia la funcidn i e. -
ticamente nula en E mientras que se tiene {7, Qpn> 2 1 1o
que prueba que T no es continua en E, Es decir tenewos zsi

probado que una distribucién de sorvorte nc SOmpacho I Ner Lo

nece a B!,

Sea ahora T una distribucién de soporte acotado K v sea
(P una funcién de Ej; tomemos una funcién & de D que sea i-
gual a 1 en uvin entorno cerrado de K y definamos la funcional
Tﬁ‘ (CP ) = (T, (P > . E1 segundo miembro tiene sentido
puesto que cx LP pertenece a D, Esta funcional es independien~
te de la eleccidn de O( pues si /3 es otra funcién que cumpl
las mismas condiciones que dbcﬂf/B es nula en un coninrr+n a*-fe-
to que contiene K, luego su soporte estd contenide en el com~
plementario de K, en el cual es nula T, luego

% (P - T,"g(gm ={1:0d Az o

Podemos suprimir el Indice y hablar de la funcinrnal
T* (@),

La funcional as{ definida sobre E es evidentemente 1i-
neal y es también contfnua pues si lim, an = q} en I, las

‘4 q)n que tienen su soporte contenido en el ertorno cercsco
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de K, que es compacto, converzen hacia C{CP en D v se tleine

“~

* 4 Dy e (i THAD N

T () oz (T @)_ lim {T, (,\rm) s im Ty

7% es por lo tanto urna distribucidn del cspecio w7 v Lodo-
mos poner T* (CP) =T, Jr

Si la funcién QD de E perteneciese a2denifs al espacio L
s tian . 4 YVOET uneidr 2 S i A o
se tiene que (G - 1IYETD v esta funcibr es nula en un ensorno
t

de K, luego

¥ r i 12 m i £ s \ 3y \ ;
(T,~?>~(f“?5:4uﬁ¢w%z:(qU§dJ¢f;Og
1 ?

es decir que la distribucién T# es una prolonsachén de la dis~
tribueién T, la primera estd definida para funclones ce nrue-—
ba de un espacio mds amplio, ¢l E', y coincide con T pars las
funciones de prueba del espacio D. Podemos suprimir el asteris.
co y llamar T a la distribucidr asi definida para las funcic-

nes de I', Queda asf prolongada para las funciores de It cu .-

guier distribucidn de soporte compacto.

in lo que respecta a la derivacidn tampoco influve wor=

nada la introduccién de la funcidbdn ¢ pues se tisne

<T; ﬁ‘)/\: (T, 0 LP) = -/\’T’G‘\' ({J} <qu%f)’i;:° - ;:"‘ f\{;

! -
puesto que ¢ 47 es nula en K.
Estos resultados pueden resuwiirse en ¢l sigulente bteorems:

Teorema 8, Hay identidad entre las distribucioncs

del espacio K' v las distribucliones de sovorte acr

tado.

Qbservacidn: T1 método que hemos utilizado puede utilisarse
sea

para prolongar una distribucién T cuando cualiquiera gue

=

la funcién indefinidamente derivable QP . los soportes de
y CP tengan como interseccidén un conjunto compacto X.
Bastard para ellos repetir el método anterior torardo

una funciénwj igual a 1 en un entorno cerrado X y definir
N =/ 4
(8 Q> =< d )
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Terminaremos dando sin demostracién los siguientes tco-
remass (2)

Teorema Q.- Toda distribucién de soporte compacto

K es de Ordern finito v »mede ser obtenida de una

infinidad de maneras como suma de un ndmero fini-

to de derivadas de funciones continuas cuvos so-

portes estin contenidos en un entorno arbitrari

del soporte.

Teorema 10.- Toda distribucifn cuyo soporte es el

’

orfecen se expresa como una cowbinacidn lineal en

nimero finito de la deltz de Dirac v de sus deri-

vadas v esta descomposicidn es dnica,

25 o= Funciones que aproximan la delta de Dirac,

Bl estudio de la delta de Dirac se ha hecho en muchas
ocasiones considerdndola como limite, definido en general
en forma imprecisa de funciones. Tiene bastante interés el
dar en forma correcta condicilones que nos permitan obiencr
sucesiones de funciones, cuyc limite en el sentido de las
distribuciones sea la delta de Dirac.

Las funciones K,(x) que aproximan la QS son las que Cuu-

plen la condicidn

() n <K, @Y a< S,y = (o)

11

n<He

para todas las funciones del espacio DO, Si las K,(x) fue-

sen de soporte acotado enconecns 2sa igualdad vale todas las
LP continuas de soporte cualquiera.

La relacidén (5) se escribe

1lim I =1 siendo I, = (’ (x) (x) 4 x
1n 2x B

Las integrales I, scvn las integrales singulares y las

funciones K_ son los niucleos singulares, algoritmo matemd--
‘n 9

()Ver Schwartz {1}, vol I, cap 3.
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tiéo de mucho interés.

De acuerdo con lo indicado en el nimero 21 se puecden coun-
siderar en vez de las sucesiones K (x) las funciones Kd{(x) en
donde &f es un pardmetro contfnuo y tomar el lfmite parad -} Ao

Nos limitaremos a probar un teorema que da condiclones
suficientes para que un nidcleo sea singular y que sirven para
casi todos los casos importantes que se presentan en la teo-
rfa de integrales singulares.

Teorema 1l.- Sea Kn(x) una sucesién de funciones

localmente sumables gue cumnle las siguientes

condiciones:

1) Existen dos ntmeros reales >0 r v M tales cue

'JI Pk, (x)] d x ¢ W

x| £r

Esta condicidén puede reemplazarse por las

s i : > ]
1) Ixiste un ndmero r tal que K, (x) 2 0 para |xV& oo,

2) lim | Xo(x) 1 d x = 0 para todo valer dc 200,
ndyee Jix| ) a

3) 1lim Kn(x) @ x = 1 para todo valor de a2»0
n-)® )|xj4 a

Para probar el teorema basta probar que

(5) lim L (x) (x) d x = (0)
5, [mO@w e
R

para toda funcién q) contfinua y de soporte acotado, IHaremos
la demostracién suponiendo unicamente que es continua en
el orfgen, acotada, es decir ,(P (x)l_('L para todo x y que
Kntx)qj(x) es sumable, condiciones que evidentemente se cui -
plen si qD es contfnua y de soporte acotado.

Cualquiera que sea a se tiehe:

() Iy, @) = anKn CIP ) @ x =j Ky ()P (0) & x -

xj< a
b K [ Q@) - @] @ x4 %60@ G a =
jxi < a %) LP vglx?)a CF)
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Llamemos X3, I, e 13 las tres integrales del dltimo miem-

bro de la igualdad (6)., En virtud de la condicién 3)
lim I; = LP(o),

n-ow

luego, para n suficientemente grande y un'a fijo arbitrario

I; difiere de \O (0) en menos de i, .

Si se cumple la condicién 1) se tiene, para cuaslquier n,
tomando a suficientemente pequefio para que Ix\é}al , implique
- E . Z
'&P(X)‘ C€(0)<M v ademds aér,
| ¢ | ( <% <t Vax <&
LI \lx, (x) CF(X) - (.P(o) a x4% K (x)fa x¢ F(IK (x))ax<E
Ix1 < a (x1 < a X <r

Si se cumple la condicidén 1') tomando a suficientemente

pequefio para | x|%|al implique ((,P(x))- ‘-P(O)k%y ademds aér

‘12‘5 g Kn(x)((P(x) -(P(O)d)({% y‘Kn(x) a x

x| ¢ a X L@

y para n suficientemente grande, par 3)

gKn(X)dx§2 s ) ¢¢
Ix) £
Por lo tanto se cumpla la condicién 1) a la 1') pera un

valor fijo de a y para n suficientemente grance, I> es en mé-

o s 1.0 g 13

dule menor que £ .

Por cumplirse la condicidén 2) se tiene

lx3l Sj\'xn(xmq?(x)!d x € Lj'Kn (x)] d x —) 0

jxi 3 a [x)2 a n-)®

luego para n suficientemente grande y cualguiera cue sea

a Iy esen médulo menor aque T . Queda asf probado el teoremsa.
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26 o= Ejemplos de ndcleos singulares gue aproximan la

delta de Dirac,-

El teorema anterior nos va a servir ,.para determinar nd-
cleoé singulares que aproximen la delta de Diracs; tomaremos
tanto nidcleos K,y con valores discretos del pardmetro, como
nicleos K dy , con valores contfnuos del pardmetro, pucsto que
la extensién del teorema 11 a este caso es automética,.

Consideraremos primero el micleo del espacio de m dimen-

siones

(0 para |x| >

(7) K o (x) =
| 2 s x5 4
m

siendo S, el drea de la esfera de radio 1 del espacio y vamos
a probar que

(8) lim K (x) =
B Ky O

En efecto se tiene X4 (x) > 0 en todo el espacio: se
[ b 5

cumple 1').
Se cumple 3) puesto que, para d < a

JKO( (x)dx;.( Kp (x) @ % = —B . Vm(é\):l

Ix1 £ a |xI <a am Sp

en donde Vp (ch) es el volumen de la esfera de radio f del

. " m S
espacio que vale qL_—EL—~n
m

También se cumple Z) puesto que para ch & a es Ki\kx)z 0,

en fxl) G

Se tiene también en el mismo espacio

- lxd_2
(9  Q=im ol e ” Py
B +0 [ 4

En efecto se cumple 1!') por ser Kﬂ(x) Z 0 en todo el

espacio,
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Se cumple 3) puesto que

_ 1X|2 , - lxt @
Lxl/a?;_z'n 2 P2 axs= '(2#;.2:; © = e
. "« £
.|X|:.%
gque para ﬁ—-) $ O tiende a
) 12 .
N S e” 2 dx=zi4l
> -
Tambien se cumple 2) puesto que» para un cierto b
2
€ ¢_1 2 /32
X'i{g(x) d X\S ﬁ:;)qc’; X -}-»2 = B (‘/57?)% e

Vp (D) 4 g’fé_

para 3 { un cierto n.
Nos preocuparemos ahora de la delta en el espacio de una C°

mensién., Si en (9) ponemos

B = \/_.K.éd\__" y se tiene cualquiera que sea
1

k90,
p- . T
(10) 5: iim (TTk & ) 2e ke

& - +0
Poniendo en esta expresibn ko = n -2 1a expresidbn de

la (S como limite de nucleos de Weierstraas.

L a2 2
(11) .S: lim L. T F
n o  NJT

Otra expresién eés la siguiente:

(12) (S: lim 1 N
y 40 ar 72+ x°

que ya probamos al obtener la férmula (11) del Capftulo III
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vy que nos da la ég como 1fmite de un ndcleo de Poisson.

Puede deducirse del teorema 11 directamente como LJERCICIC..
o derivando la relacién -~ . = °
Y (x) = 1lim (1 - L.  rarc, tg. == ),

y =40 ™ - v

De (12) por derivacidn obtenemos

31 observawmos que
o Co

'& s t o i P v
-y t - v X sen x L - cos x t; = -
\536 cos x tdt=zje o SR gy

lo

tenemos o

(1%) 1im - ge_y cosxtdt - (S
Y“)+O T o) :

EJERCICIC: Probar que la éS es 1limite de los sigulentes

ndicleos:

- “ :
(15) —%— ne” o x| (Ndcleo de Picard)
(16) & 2 (Micleo de Stieltjes)

1 1 - cos n Xx
T n 2

A

(17) (Nﬁgleo de Fejer)
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CAPITULO \')

PRODUCTO TENSORIAL ¥ MULTIPLICATIVO

274~ Definicidn del producto tensorial.

Consideremos dos espacios euclidianos, el X de m dimensio-
nes (los puntos x de X serdn vectores de componentes Xq,..x;)
y ¢l Y de n dimensiones (los puntos y de Y serdn vectores de
componentes yl,...yn). Bl espacio producto de X por Y es el
espacio Z de m+4n dimensiones cuyos puntos z son los vectores
de componentes XpgeesZ 9 Yyge+eVne

Dos funciones f(x) y g(y) definidas respectivamente en lous
espacios X e Y definen una funcién h(x,y) = £f(x).g(y) en el

espacio Z que se denomina el producto tensorial f X g de las

dos funciones f y g.

Llamerenos Dy, Dy, Dx,y a los espaclos de las funcionecs
de soporte acotado e indefinidamente dérivables definidas res-

* pectivamente en los espacios X, YyZ3; D'y, D'y9D'x,y serdn los

respectivos espacilos de distribuciones.

S3i las funciones f(x) y g(y) son localmente sumables se
deduce de los teoremas 12 y 13 del Capftulo I generalizados
para n dimensiones que su producto tensorial es localmente su-

mable y se tiene, si ({)(x,y) pertenece a Dx,y

. (1) {fxg, k?(x,y) = j

?

£(x).g(y) cP(x,y) d z =

Z

:ff(x)[ g(y) Cf)(x,y) a y} d x :(f(x),(g(y),@(x,y)))
x y

En particular si QD(X,y) es de la formack(x).ﬁg(y) se
tiene

(2) ¢ xg,(P(X,y)> =<f(X),Oﬁ (2)> « <ely), B (Y)) :

Las relaciones (1) y (2) nos van a servir de base para
definir el producto tensorial de dos distribuciones (También

1llamado producto directo)
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. - Definicién 1.~ Dadas dos distribuciones Tx y Sy

ertenecientes respectivamente a los espacios D!
X

vy D'y.se denomina producto tensorial.(o directo)

definida me-

EgiXSy a la distribucidn W de D'X,y

diante la relacién

(3) <W,QP(X,Y)) = Ty, {Sys QP (X,y)))

A La funcibn (P(X,y) es del espacio Dy .3 cuando se fija el
valor de x es evidentemente una funcién del espacio D'y, lue-
go (Sy,&P(X,y))tiene sentido y es una funcién de x., Admiti-
remnos sin demostracidén que pertenece al espacio Dxj el segun-
do miembro de (3) define entonces una funcional en el espacio
D'x,y que es lineal (lo que es inmediato) y contfnua (lo que
admitiremos sin demostracién). Con estos resultados {3) defi-
ne una distribucibn.(2)

Si (P(x,y) es de la forma ¢ (X)ﬁ(y), (3) toma entonces

la forma:

) Wy K (x) B(y) > =( Ty < Sy, P (xy7))

Tomemos una funciédn de prueba qD(X,y); apiicando los teo=-
remas de aproximacién de funciones por polinomios se puede
probar que existe una sucesibén de polinomios Pi(x;y) es decir
de polinomics con m+n variables X]jéeeyXp3yiedesyn tales que
sobre cualquier conjunto acotado y cerrado 1la sucesién Pj
converge uniformemente hacia.CP y cada derivada de Pj converge
también uniformemente hacila la derivada correspondiente de qP.

Tomemos ahora dos funciones 1 (x) y'/ﬂ(y) tales que la
primera sea igual a la unidad en la proyeccidn del soporte
de ({) sobre el espaclio X y la segunda igual a la unidad en

la proyeccidn del soporte de qD sobre el espacio Y.

G n o NS e T et L TR WA AR M RS RN TS TR e R S G G G LR A SR A R B e VR s S e s N e S GV Am6 G D e M S GOV (e S e e e T

(2) Las demostraciones de la teorfa del producto tensorial
pueden verse en SCEWARTZ (1), vol I, cip. IV o en MARTI-
NEAU y TREVES (1) eap. IV,
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Como es inmediato que el producto de una funcién de Dy
por una funcién de Dy es una funcién de Dx,y9 la funcidn
c}iu,y) =d (x) B (y) Py (x,y)
es una funcidbdn de Dx,y igual a P;(x,y) en el soporte de q)y
es ademds una suma finita de funciones de la formac*(x)/g(y).
La sucesién de 1las é@i converge en D hacia CP s por lo tanto:

cualquier funcién de D es 1fmite en este espacio de una

X9y
sucesién de funciones tales que cada una de ellas es una su-

ma finita de funciones de la forma &K (%) A (v),

El conocimiento de los valores de una distribuciébn de
Dé v para funciones de la forma cﬂ(x)[g(y) nos permite cono-
o |
cer por linealidad los valores para funciones de la forma

P
; di(X) Bi(}’)

y por continuidad para todas las funciones del espacio,
En otros términos: una distribucidén de D!x,y gueda definida
cuando se conocen sus valores en los puntos (_PE/ Dx,v de.

la_forma & (x) f3 (y).

De acd se deduce que toda relacidn referente a productos

tensoriales quedard probada si se prueba que es cierta cuan-
do nos limitamos a considerar las funciones de la forma
ok (X)ﬂ(y). En particular tendremos el siguiente teorema:

Teorema l.- Si V es una distribucién de D'y,y? tal

que para toda funcién de prueba de la formaC*(x)[%Ly)

se cumpla:

(5) (Vo (x) B(y) > =T, & (x)>. <5y 3(y)

entonces V es el producto tensorial T X S,

~De a¢d se deduce que el producto tensorial es conmutati-

¥o y coincide con el procducto tensorial de funciones cuando

Sy T son funciones localmente sumables.

-~ Bl



28 ¢ Propiedades del producto tensorial,

Se puede prohar con cilerta facilidad ques el soporte de
1 .

SXT es el producto de los soportes de S y de T, es decir,

el conjunto de los puntos (x,y) en donde x pertenece al sopor-
te de S e y pertenece al soporte de T, S1 S y T son de sopor- |
te acotado también lo es S XT,
Si se tiene lim Sy, = Sy lim T = T, se tiene
lim S, X Ty = SXT.
En efecto, admitida la existencia del 1lfimite, se tiene pares

todo (P(X,y) de la forma d (x) {3(}/’)
lim (S, X Tpyd (x). B(y)> = 1im {8y, d (x) ). <Tn,/3(y) =

= (S,d). {T.[3)

y por lo tanto segin el teorsma 1
(6) lim S, XTp = SXT

Otra propiedad importante cuya demostracidédn dcjamos co-

mo EJERCICIO, es la siguiente:

' S1 Dy ¥ Dy representan combinaciones lineales de deriva-

ciones respecto de las variables XjseveXp @ Yyseee¥my LESPEC-

tivamente se tiene

-

(7) Dy J?_Dy (sXXTy)] = Dy Sy A Dy Sy
Si se tiene ahora tres distribuclones Ry, Sy, Ty, perte-
necientes respcctivamente a los espacios D'yy D'y, D';, se po-

drd definir el producto tensorial RYSAT que serd una distri-

3 T ind
bucibn de D XV 2 definida por

(8) RASKT = RAGHD)
es decir que se tendrd:
(9) ¢(RyX SyX Tz (-P):< Rys <Sy9 <Tza QP (X,752)077
La extensidn a un nidmero cualquiera de factores es innedi.-
ta y es también fécil de probar, hdgase como EJERCICIC, la

propiedad asociativa,

- 85 =



ruébense como EJERCICIO las férmulas

- = ; . ;SY(.X.,La...Xl’l),_
(10)  Y(xpeeexn) = Y(x7) x,0x ¥(x,; e .-(S

en donde Y(xXjs...Xp) €s la funcibdn de Heaviside de n variables
igual a 1 para Xlzo,...XnZ Oy a cero en los restantes puntos,
Podemos ahora definir una clase de distribuciones interme.
dias entre la funcidén de Heaviside y la delta de Dirac, poniei-
do

YX eee kD (%)
(11) ¥ = ¥(xp)xesex Y(x) XS(XK+1 A X‘S *n

v es f4éil ver que se tiene:

(12) “‘éiji“ =

S *x

Yie1

20e= Definicidn del nroducto multinlicativo.

Vamos a ocuparnos ahora de la definicidén del producto
multiplicativo de dos distribuciones pertenecientes al misrno
espacio; esta definicidén es imposible cuando las dos distri-
buciones son arbitrariasy una de ellas debe scr sometida a
bastantes restricclones para hacer posible la definicidédn del
producto,

Las dificultades se presentan ya en el caso, aparentemen-
te simple, del producto de dos distribuciones que sean ambas
localmente sumables, puesto que el producto de dos funciones
localmente sumables puede no ser localmente sumable; tal es
el caso de la funcién de una variable l/\Af;l, que es local-
mente sumable, mientras su cuadrado l/[x‘no lo es,

La teorfa se desarrolla facilmente si nos limitamos a
considerar productos en los que todos los factores, salvo
uno, sean funciones derivables.

Definicidn 2.~ E1 producto de dos distribuciones

d T, en donded es_una funcién es la distribucidn

definida por la relacidn

13) ¢ T, Pz AP
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La_definicién tiene siempre sentido si c{ es ura_ funcidn

indefinidamente derivable en el sentido de las funciones.(es

decir si ol pertenece al espacio E.)

51 d es indefinidamente derivable,(j(P pertenece al es-
vacio Dy, puesto que evidentemente es infinidamente derivable
v su soporte estf{ contenido en el de %3;(13) define una fun-

cional lineal, puesto que,
b1 aQtr ol z(1,( P1+0 o)) = a T, ¢ +
+ DT, P2 ) = ald T, Q17+ 2447, P2

La funcional es también contfnua, en efecto: supongamos
que q)i-%vq) en Dj el soporte decj(Pi estd contenido en el
conjuhto fijo que contiene los soportes de las QPi ¥y las de-
rivadas de o LPi convergen uniformemente hacila las derivacas
correspondientes de d\(?, como se ve aplicando la hipétesis
de que 1lim qu = (? v la regla de derivacidén de Leibniz pa-
ra los productos, luego se tiene 1im4£_q91 :gﬂ({>en D y por

i
lo tanto
lin (A T, (.Pl> = lin( T, ;> m(T,C‘\(9>:< T, 'k?>

La definicién 2 se aplica al espacio D, Bn general, pa-
ra las distribuciones definidas como los elementes del espa—in
dual de un espacio H de funciones es posible definir el pro-
ducto por una funciéncﬂ que cumpla las sigulentes condiciones:

a) Si «Pé H, d\LPE H;

%) si las LPn convergen hacia cero en II la sucesiébn

d\LPn_converge también hacia cero en H,

En particular si T es una distribucién de érden k se
puede multiplicar por cualquier funcidén que tenga derivadas
contfnuas hasta el érden k y si es de 6rden cero por cualquir
funcién continua.

En el caso de -que T sea una funcién f{x) localmente su-

mable, d\(x) debe ser contfnua en todo el espacio, por lo

~Q‘7...




tanto acotada en todo conjunto acotado y entonces d\(x);f(x)
es localmente sumablej la distribucién producto de gy por f
coincide entonces con el producto ordinario & (x) £ (x);
basta ver que con ambes definiciones se llega al mismo resul-

tado

- +) O 3
(et Pyz [ AT ) QG0 ax

JRrh

30,4~ Propiedades y ejemplos del producto multiplicativo,

Teorema 2, %1 soporte de Ch ,T estd contenido en

la interseccién de los soportes de (b v de T,

En efectos: sean A y A' los conjuntos ablertos compleni-
tarios de los soportes de{ﬁ v T. Como la interseccién de Cus
conjuntos es el complementario de la reunidén de 1o0s co "Plu-
mentarios, el teorema estard probado si demostrarmos e A a7
es nula en la reunidén de A y A', Sea G? una funcisdn de sopcre
v tenid AU AT D tiene su ¢ tc contenido e
te contenido en AVUATY, <T tiene su govportc contenido en
(AUAY)ACA que estd contenido en A', luego

7 A i - ("" ~
(AT Y 2 (1 Y= 0
\
lo que prueva el teorema.

Corolario: Si qZJLgsw;gm§i§ﬁp;pppiégrpula para _todas

las funciones P de D,T es la distribucidiu nula.

En efecto como LF.T es de soporte acotado., se tiene
) -3
(T, @) =< (PT, 1y=0
para todo (f)de D lo que prueba el corolario.
Este corolario tiene interdés porgue, comno veremos eri-

distribuciones tiene c¢iviso-

A S R —— o —— s i v  poss

seguida, la multiplicacidn de_

res de cero, es decir gue el producto de dos discribucilocics
puede ser nulo sin que lo sea ringuno de los factorcs,

Teorcma 3.~ El1 p;pgggggii oT s¢ deriva segvn la

o — o a———

regla de derivacién deflos vroductos ordinari s.

r (. ~
(1) %ﬁi&:d_@—”f— + DY I
3 OX3 :

& X5
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En efecto:

=<1, -d\ 2 - (T Jxl

y como la suma de los segundos micmbros de las dos iguzldadcs
dltimas es igual al segundo miembro de la primera, el teoreuna
est4 probado,

Teorema 4,- Se tiene la siguiente relacidn entre

los productos tensorial y multiplicativo.

an (e B @] [sXn) = 4o s]x[Ae 1)

v

Besta probar Xa igualdad de los dos términos de (15) para fu.-

ciones de la forma u(x). v(y)
CONBIEKDY, u vy (s XT, ud o vfBy=(s, ud)(T, v[3)
:(dSX/;T, u vy :<Oﬂ S,u)(/%'l‘, v =(5, ud‘)(T, Vﬁ>

Podemos zhora definir el producto de varias distribucioiss

cuando todas ellas, menos una., son funciones indefinidamentec

derivabless el producto es entonces asociativo. In efecto si

(A3h/gson funciones indefinidamente derivables se tiene:

(G BDP>(LTdPr=(T, 54 @) =G )
Eiemplos:

Sea d una funcién continuaj se tiene
(A 8, P> <5, &P> 2 0 (0) P (0)

es decir

(16) 6\5 :d(U>6

Si d, tiene derivadas primeras contfnuas, se tiene
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_d (0) 9R(0) Sﬁ,_ﬁp_)_q)(o)

/O -
6 Xi S xi

”\
Qo
T
CN
-
¢
H
HE
\
[N
-
N
]

es decir la férmula

6 Q. éL‘S .éLS&JL_l
(17) o S X1 c (0) Sy 5 % ‘S
Para el caso unidimensionzl tenemos las siguientes fér-

mulas cuya demostracién dejamos como EJERCICIO
. ‘ ‘
(18) X.é:'O; X.(() :-—6 : X%S =0

(19)  x é(ﬁl) = - mé(m"l) ; XmoLS(m): (-l)mmIS; x(Vap %{-):: 1

(20) 5(:{. v p%;:) :(S ; (X<S) v p}-(- =0
(1) (x¥, p £ (x8) x >0 = Dofe (xBYKY x5 0

Las ffomulas (18) nos muestranla existencia de diviso-
res del cero en la multiplicacién de distribuciones; lcs
férmulas (20) son un ejemplo de la no conservacidn de la
propiedad ascciativa cuando hay més de una distribucidn que
no es una fupncién indefinidamente derivable en el sentido
de las funcicrnesj en la férmula (21), m es un ndmero com-
plejo cualquiera, pero k tiene que ser un entero positivo,
si la parté real de m+k es mayor que -1, el sfmbolo de p,f.
no es necesario én el segundo miembro, que vale entonces

Y(X) Xm + Iz

3lé~ Divisidn por potencias de X.

%1 problema de la divisidn se plantea en el caso gene-
ral de la manera siguiente: sea d, (x) una funcién indefini-
damente derivable en el sentido de las funciones y S una
distribucién, se pide determinar las soluciones de la ecua-
cién en distribuciones’

(22) dx)e TS

Si d (x) no se anula en ningdn punto 1/d (x) es uns funcibn




indefinidamente derivable, multiplicando los dos miembros de
(22) por esta funcibn se tiene 1/%(. S = T luego el problema
tiene una solucién tnica,

El problema se complica mucho si.cﬂ(xﬂ se hace igual a
cero, Nos limitaremos a tratar el caso, muy empleado en la
mecdnica cudntica, de la divisién de las distribuciones uni-
dimensionales por potencias de x. Bl teorema fundamental es
es siguiente:

Teorema 5.~ Sea S una distribucidn unidimensional:

existen una infinidad de distribuciones T que sa-

tisfacen la ecuacidn

(23) Xe T =35

Yy dos _soluciones distintas difieren en el produc-

to de urna constante arbitrariaz k por la distribu-

cibn 5 de Dirac,

Para probar este teorema vamos a demostrar dos lemas pre-
vios:

Lema 1: Para las funciones LQ(g) del espacio D las propie-

dades:a) @ (x) = x'ﬂ[(x) en donde W (x) es del espacio Dy

b) @ (0) = 0, son equivalentes.

Zn efecto: es evidente que 2) implica b). Supongamos
ahmra que se cumpla b), se tiene:
lin  Px) - LP‘(O)
x=->C X
La funcién

(24) ‘LP'(X) - Px)
X

estd definida para x distinto de cero y se tiene:

1in (x) = 1i Cx) - L) - '"(x)
x;:;O ‘wf X%E?O x <%) *

luego poniendo 1$'(O) - LP'(O);§T(X) queda definida para

todo x v es claro que si.%?es de soporte acotado tambidn lo
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es'uf} Esta funcibn es indefinidamente derivable para x dis-

tinto de cero y vamos a ver que para x = O se tiene:
' (n+1)
Y (o) 2 —E— "P (0)
n+l -

Esta férmula es cierta para n = 03 supongdmosla ciertea

para n<p. Se tiene

(p*l)
- r - ] 2{“ . H Xp
Y (x) _ﬂle. = 0+ % s.F (0) 4eunrt l),(-P
3 2
ELEZt- T (x)
(p+2)!

(p+2)
en donde 1lim T (x) = LP (0)
x -0

(p)
Derivandc p veces y teniendo en cuenta el valor de‘qf (0)

p |
(p) () E(p41)paes (p-nt2) P (B=P)
¥V eozy o s & prpig_)z)iz(p(? fl):) * @)

\J(p (x) \g(p)(o) pd(p+l)p...(p-m2) o P-mTém-P)
L= (p42)! m! (p-m)! x)

Tomando lImites para x-—0

Queda asi probado el lema 1.

Lema 2: Para cue T, distribucidn unidiemsnienal, cumpla

la condicién x.T & O es necesario y suficiente que T sea un

mdltiplo T = k(S ., de la delta de Dirac. {(k siendo una cons-

tante numérica)

En virtud de (18) la condicidn es suficiente. Vamos &
ver que es necesarias En efecto fijemos una funcibn q%j de
D tal que ‘PO(,O) = 1. Dade una funcién cualquiera‘P(x) de D

definimos

(25) M=) = n{)(x) - P(0) kP (x)
‘ (&)
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vy se tiene:

(26) gP () 2P0 ) +M () jf(o) = 0
M (x) = %o A(X) s AN(x) de D

0

Se tiene entonces

(T, P=PICT, P (x)) +< TyH)=
(2,0, G0 ¢S, P Gk (x1h= (x 5,0

siendo k la constante (T,LFB(X), lo que pruebs el lenms,

De este leme se deduce gue si la ecuacién (23) tierne una
solucidn T, » entonces T +k 8 (k constante arbitraria) es so-
lucién y que reciprocamente dos soluciones To vy Ty difiersn
en un méltiplo de LS, puesto que x(T, =) = 0,

El teorema quedard demostrado si probamos que existe una
soluciénj para ello tomemos la funcidbn anterior(fg y para to-
da,CPde D hagamos la descomposicibn (26) y definimos entonces
la funcional

T, Pz (s (=)
que vamos a probar que es una distribucién,

Es lincal pues la descomposicidn (26) aplicada 2 la fu-

ciébn a %— + b(.F2 nos da
291+ 2@, 2[af100) + P O] Py () ¢ a0 + b Lo

¥y por lo tanto

(Ty 2y + 0Py =<, aAL ¥ DAz al 7,003 4 b (1,

Ademés es contfnua; (lo admitiremos sin demostracién)

Para probar que es solucién basta observar que se tiene

(% T,'k?) =<, ::LP>: <S,LP)

puesto que la descomposicién (26) aplicada a X(P(X) nos da
l:‘?(x).
Queda asi probado el teorema, el cual nos suministra,
Junto con la prueba de la existencia un método para construir

la solucién.
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Adn cuando los resultados se pueden prever y calcular sin
necesidad de usar el método vamos a utilizarlo couo ejercita--
cién para los casos de la divisién por x de la funcién de Hea--
viside y de la (g .

Para la primera se tiene (siendo a tal que (-o®,a) con-

tenga al soporte de %)y al de KPO )

1] a !
TP Gz (20, 2= 20 o)y = g P@-90) Qo)

K
L..._

¢ =0 X

= 1in U Pw-P@  axs+( Qo li-Poud.

= (p.f (—-ﬁ;——)x,,o,*’-P(x))f}ko(S . (f? (x) )

siendo 0o
ko:S L T I
0

La solucién general es entonces
l X
(27) Pef () 4o Tk S

Para la é
- @) ¢S, LP<X>-kP<o> <PQ<y>

\

= 1in ¥ - P00 Po(x) = P'0) - O o) @0 =
(o}

x-)0 X

(5 @y Q¢S

¥y la soluciédn general es

(28) -§I+ k§

Observacién: Es dec notar la analogfa de los métodos

[ Q)
F3
o3
-t
Q
b

1

dos para resolver el problema de la divisidn por x y el vro-
blema de la primitiva (Capftulo III).
Zn los dos casos se puede determinar el valor de distri-

bucién en dos subespacios del espacio D. Para la primitiva
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el de las funciones que tienen una primitiva en el espacio D
v para la divisidn el de las funciones que se anulas en el ori-
gen,

Después se ve que dado %)de D se puede seimpre deegomponer
en la forma kp;: c\PO-t-/‘\, en donde ¢ es constante y}{,una fun-
cién que no estf en el subespacio, es decir el espacio D se
descompone en la suma directa de la recta c %%)y del subespa~
cioy, quec e$ entonces un hiperplano.

Finalmente se fija arbitrariamente el valor de ('T,q30>
para introducir la constante arbitraria gque implica cada uno
de los dos problemas y por linealidad se deduce el valor (T,l?)
para cualquier \P de D,

Para dividir shora por x2, observemos que la solucidn de

|

la ecuacién
(29) x2 T = 8
equivale a la resolucidn sucesiva de las ecuaciones

xR=S ¢ =xT=R
lo que nos permite aplicando el resultado anterior encontrar
la solueibni dos soluciones de (29) difieren en una cowbina-
cién lineal coYS + 015‘ de coeficientes arbitrarios. En efec-
te basta probar que x°T = 0 si y solo si T = 906 + cy (Sio
De las férmulas (18) se deduce que la condicidn es suficiente;
es también necesaria puesto que si x2T = 03 x(xT) = C, luego
xT = c(S; la solucién de esta ecuacién es, como se deduce de
(28) Tz =cd + e,

Generalizando este razonamiento para potencias enterqs
positivas dé X se tiene:

Teorema 6.~ Sea S una distribucidn unidimensional

v m un entero positivo: existe una infinidad de

distribuciones T que son soluciones de la ecuacién

!
(33) xBT = S

v todas las sQluciones se obtienen sumando a una

cualouiera una combinacién lineal de coeficientes
. 1 . , .

- 95 -



arbicrarios de la g'y de sus derivadns hasta el 4rden nw-i,

Lo divisién por (x-a)? se hace en la misma forma, reempla~
'e

e
zando la‘b por ),

{
[\

ye Por sucesivas divisiones se puede enton-

ces dividir por cualquier funcién de la forma

(31) (x - ap)? f..00(x - a0 P (%)
siendo f(x) indefinidamentc derivalble en el sentido de las

funcioncs y sin rafces rcales,

324~ Producto generalizados de distribucioncs.

SUCIOzS

En ffsica tedrica se calculan productos de distri

que no entran en la teorfa que zgecabamos de exponer, Uno d=z lcs

més usuales es el producto

El valor de cste producto se calcula férmalmente por los

ffsicos (ver por ejemplo W, Heitler: "Ihe Quantum Theory oFf

Radiation, pag 70) de la forma siguilente: se toman dos suce-

-

siones de funciones cuyos 1fmites sean las distribuciones
Sjy V.P.l/x, se hace su producto y sc calcula el limite del

producto. Asf Heitler considera las dos succsiones de Sunciones

20 - 7 740 “;2—}'375‘ PR S ﬁ_yT

la existencia del primer 1limite la establecimos en el Capf-
tulo IV, férmula (12)5 la del segundo sc puede probar de la
forma siguilente: por el teorema 2 del Capitulo IV, 1/2 log

(x2 +~y2) cuando y - 0, tiende a logixlen el sentido de las
distribuciones, Basta ahora derivar y aplicar el teorems 4

del Capitulo IV.

- r B £
L et AR S [ M A L1k
T X +yd 2 L *ﬁ" X yd _)'l v_“:\«-?c T2

que es el resultadc cbienido nor Heiltler,
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Ahora bien este resultado depende esencialmente de la

eleccién de las sucesiones, es decir que si se tiene dos

sucesiones Tn ¥y S, cuyos 1fmites sean las distribuciones
Ty Sy sies lfcito hacer el producto TheS, (es decir si
uno de los factores es una funcién indefinidamente deriva-

ble) el limite del producto Tn Sn no depende unicamente
de las distribuciones T y S sino de cual es la sucesidn
elegida variando los resultados al variar las sucesiones
que aproximan las distribuciones T y S.

Por ejemplo tomemos 1z anteriores funciones para apro-

ximar el valor principal y hagamos su producto por la 5 H
se tiene

< = "y ‘-P(XN"{(S VNEY

x2 + y°

=0
2;,}, ?

y tenemos la distribucién nula como valor del producto,

Vemos por lo tanto que para definir @l producto de dos

distribuciones mediante los pasos gl limite en la forma
que acdbamos de indicar es indispensable fijar condiciones
suplementarids sobre la forma de aproximar las dos distri-
buciones cuyo producto se quiere definir, (2)

La dificultad,que presenta la extensién de la defini-
cidn de producto®Bone mds en evidencia si se tiene en cuen-
ta un resultado de Schwartz (22) que vamos a enunciar:

Sea L un espacio vectorial que contehga como elementos
a todas las funciones contfnuas y en el que se¢ han defini-
do la derivacién y la multiplicacidén de la forma que cum-
plan las sigulentes condiciones:

1l: La derivacidbn coincide con la derivacién ordinaria

para las funcionss con- derivada contfnua,.

2s La multiplicacién coincide con la multiplicacién or-

dinaria cuando ambos factores son funciones contfnuas,

AP I IR - Gt G v - S T A D S SAT MR S W S M G Gup M GmE Gl P Gah e b et e Goh B TN M M S Mt Tt i Ges SRS e M Gum e G W G e G RS W e S

(¢) Ver Gonzalez Domlnguez v Scarflellofi), v en otro érden
de ideas Konig
(29) Ver Schwartz (2)
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3: La mutliplicacién es bilineal y asociativaj; tiene
como elemento unidad la constante 1 y cumple la re-~
gla de derivacién del producto.

Entonces con estas hipétesis no puede existir en L un

elemento S tal que X-S: C.

Esto nos prueba la imposibilidad de extender de una
manera amplia y natural la multiplicacién de distribuciones.,
Solo puede conseguirse una multiplicacién que no cumple al-
guna propiedad fundamental o en la que exista un cierto gru-

do de indeterminacién.

ooo00o000
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CAPITULO VI

CAMBIO DE__VARJABLE

33~ Definicién del cambio de variable.

El problema del cambio de variable en distribuciones es
bastante mds complicado que el caso de las funcionesj solo
daremos ac4 algﬁnas ideas incompletas y los cdlculos no se-
rdn enteramente desarrollados.

La idea central es la generalizacién del cambio de varia-
bles del cdlculo integral, Sea T(t) una distribucién defini-
da en 8l espacio de las funciones de prueba(g?(t) en donde T
es un punto del espacio de m dimensiones, t = (t14ee.%,);
sea t(x) una aplicacién del espacio de n dimensiones
X = (X3peeeXpy) en el espacio t, estard definida por las m
funcionhes,

t1 = t1(xygeaexdeceety = ty (Xye0exp)

Queremos dar ahora un sentido a la expresién

< Tt P(x)>
definiéndola para las funcibnes de prueba %7(x) del espacio
de n dimensionesj para ello dada una funcidnﬂp(x) considera-
remos la funcién
(1) W) = 9 f‘?“‘) a x
' (Stl""‘gstm ti(X)Sti

El dominio de la integral del segundo miembro depende

de t, fijade un valor de t queda fijado el dominio y la in-
tegral que es entonces ﬁna funcién de t.
Suponemos ademds que la aplicacién t(x) cumple las con-
diciones siguientes:
1) Cualquiera que sea la funcién de prueba LP(X), la
funciébn lf(t) definida por (1) es también una funcidn
de prueba.

2) si las(Pi(X) convergen hacia nf(x) en el espacio Dy
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entonces definiendo por (1) las correspondientes funcio-
nes Y 1(t) y W(t), las y;(t) convergen hacia W(t) en
en espacio Dt'

Definicién l.- Dada una distribucidén T(t) v un

cambio de variable t=t(x), la distribucién T(t(x)]

se define por la relacién

(2) (T (tx)] PG> = (T8, YWD
‘en donde '}{Xt) se define por la férmula (1).

La forma de definir la funcién S y las condiciones im-
puestas al cambio de variable nos muestran en forma inme-~
diata que la relacidn (2) define una distribucién en el
espacio de las funciones de prucba %3(x).'

Para no alargar excesivamente esta capitulo no nos ocu-
paremos de probar en los distintos casos que estudiaremos
que el cambio de variable satisface estas condiclones.

Vamos a ver, limitdndonos al caso mds simple m = n z 1,
que esta definicién coincide con la del cambio de variable
en las integrales,

De acuerdo con el teorema 1% del capftulo I debemos s -
poner que la funcién x(t) es una integral indefiiida y por
lo tanto contfnua y con derivada p.p.} por la definicién
5 del capftulo I e¢s la diferencia de dos funciones no decre-
cientes y afiadiendo t a las dos es la diferencia de dos fun-
ciones crecientes o la suma de una creciente y una decrecien-
tes

Cansideremos primeramente el caso de una funcién cre-
ciente x(t); admite entonces una funcién inversa t(x) y

aplicando (1) se tienes

(t)
() = 4 (x) d x = & P (x) dx = x'(t) Plx(t)
&t AR |

y por lo tanto

(3) (T\[t(x)]J(P(X) 3

133

{T(6), 2 () LP ;‘ xd )}7
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Si T fuera ﬁna funcibén localmente sumable, (3) toma la
forma Q0
(4) T [t,(x)} \P(x) dx = j.T(t) (?[x(t).‘ x'(t) 4 t
gy ~® -

que no es otra cosa que la férmula del cambio de variable én .
integrales,

Si T(x) es decreciente los limites en la integral que
define (t) son x(t) y =P y se tiene entonces .
(31 <1 (t), P& =<t -x*(t)cp[x(t)]>

Como la derivada de una funcién creciente es positiva y
la de una decreciente es negativa las férmulas (3) y (3!')
pueden resumirse en la
(5) < {80)]y @ (X)) = (2o, x (P [x(0)])
EJERCICIO: Probar las férmulas
)  Sshx =z §

 S(E - E)z a2

Cambios lineales, Definicidn de la derivada por paso

al 1fmite,-
Tomemos en el caso de una variable la transformacién
t = ax4b (a ) 0). Aplicando (5) y reemplazando en 8l segundo

miembro t por x, tenemos
(8)  (T(axtb),P(x)) = ‘—i-'- {T(x),*?(—i{—a:-—.?-))

Casds particulares de (7) y (8) son las férmulas siguien-

tes de bastante empleo

) Stax) £ -—‘S‘—S{-) (a 0)3 3(—x) :S(x);5"(‘"—'x)5“’-'-5‘(x) |

Consideremos ahora en el caso de m variables la trasla-

cibén t = x-h. Aplicando (1) se tiene

t1vhg ~5 tpihp

(t) = (X7 eeXp)dx=z@(t7+h1.etpthy) =
V 5*‘1’--5% gcp‘“ "P 1 n (P 1vi] ntin

:ﬁo(t* h)
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y por lo tanto obtenemos la férmula

(10) (T(x—h),(P(X)) = {T(x), %>(x4-h))

Definicién 2.~ La distribucibdn definida por la fér-

mula (10) se denomina la trasladada al punto h de

la distribucién T. Se la representa con la notacién th T,

Es inmediato que (S(a) = \Qa‘g
Una funcién f(x14...,%y) €s independiente de xq cuando
su valor no depende del x7, 0 lo que es lo miémo, si para
cualquier hy
F(X14+hy9Xseeexpy) = £(X1,y X2ueeXp)
Generalizando esta mocidén a las distribuciones se tiene:

Definicién 3.~ Una distribucidn T de n variables

X1geeeXpny se dice independiente de la variable xj

si T es invariante en toda traslacién tpT en don-

de h es paralelo al eje 0Xy, es decir h=a(hj,0...0)

Se puede probar que si T es una funcidn localmente suma-
ble independiente de xq, en el sentido de la definicidn 3,
T es igual p.p. a una funcién independiente de x; en el sen-
tido ordinaric.

El teorema siguiente nos da una definicidn de la deriva-
da de una distribucidbén que generaliza la forma usual de defi-
nicién.

Teorema 1: 81 T es una distribucidn se tiene

(11) 0T - 1im T nr-T

S Xy h.m-—>o hp

slendo h el punto cuva emésima coordenada es hy

v las demgs son todas nulas.

En efecto: sea qﬁ(x) una funcién de prueba cualquiera,

se tiene

o M=h T - T |
£ h - &P(x)-? = ﬁ[{ T,(,P(xi....xm - hpeeexp)) -
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< o e ""h ¢ o "‘h(:-foa -oJZ'-‘/‘A
'<T"‘P(Xl“'xm"xn7 :<T,‘P(Xl Xy~Pipe e -Xn) hi s Xme e -
h .

m

Pongamos

é — (p(XloooXm - hm,...Xn) -‘P(X]“"Xm‘”kn)
hm = hp

-

Para hy menor que un cierto h, las ;th tienen todas su
soporte contenido en un conjunto acotado, por ser acotado el
soporte de({>; para hm~90 las é?hm convergen unilormemente
hacia wziga_

éz ) 5%m
v las derivadas de %Ehm converge también uniformemente hacia
las correspondientes derivadas de<¥; luego las %?hm conver-
gen hacia q; en el espacio D y por la continuidad de la fun-

cional T se tiene:

6«5an1 ,LF):(T,'- %;%): %ig)o {7, c{pms

= 1lim <“t‘h T L?(A),

como queriamos probar,
Admitiremos sin demostracibn el siguiente teorema.

Teorema 2: La condicidén necesaria v suficiente pa-

ra_gue una distribucidn sea independiente de Xy €S

que __‘.S_._?___ » 0
S Xm

3%.= El cambio t igual longitud de x.

Consideremos ahora el cambio de variable
: , 2 29 1/2
de un espacio de n dimensiones a un espacio de una dimen-
sién,

Comenzaremos por el caso de dos variables. Aplicando (1)

R

t 2 7TT
\'f(t) l(ﬂp(x,y) dxdy = Ed—tS drj\.?(r cos A, T sen )
o)

<t o}

27T
rd}lz tS ©(t cos X, t sen ) a A
0
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Apliquemos este resultado a algunas distribuciones.
Tomemos una funcién de soporte contenido en el ejc positivo
f(t)., (Hay que observar que el cambio de variable t = r exi-

ge que t sea positivo)

. 0o 27
(£ (x2 4+ y2)%, &P (x,7)) = g To f(t)[gl.?(t 0031 t senA) d)x

y pasando de coordenadas polares a cartesianas se tiene

/f[(x2 +y2)% CP(x,yD jf (x2 +y2)’5] QQ(X v)dxdy

i
' Apliquemos ahora este cambio a 1la distribuci&n(s. Se tiene

(l 27!
/B(r),kP(x,y)y Q(t), t S LF(t cosA, t senX) dd=
P -\/‘S,ag%‘ l. g g?(t cos Ay t Senldl}): - 271'413(0,0)

Se tiene en consecuencia la férmula
| i
(14) (S (r) = = ZTC(S(X,.V)

Para €l caso tridimensional, se tiene, pasado a coor«

denads esféricas i

5 2 7T
‘ a_ (%2 A 2
\\f(t) 3% or dr cosLPd(f) (.P(r.cosLP.cos ) T cos‘FSen ;

o

§

AS

Py

27¢
I sen‘P) aX = t2 cosk.Pd({)ji?(r cos (Pcos)., B sen gP
' o

NI

send, r sen(P) d);

y tomando la distribucién S , se tiene
! " 1)
(S (22,0723 = (8 (0,0 ¢S 0, )
o
2- H
g2 cos(PdQP (P(o 0407 d A=89c, i?(o;o 0)

g.‘

- 104 =



es decir que obtenemos la férmula

(15) Sty =8 (x,v,2)
Con cdlculos anflogos se tiene para el casoc de n dimen-

siones

(n-1 , -1 C
16) S BV () = (1)1 1P 8, O (xpnny)
siendo Sn el arca de la esfera unitaria del espacio de n
dimensiones, Reemplazando Sn por su valor se tiene

(161) 8 (0=1)(py . (m=1)1 (~1)n=1 27T n/2
) " (n/2)

<S (X7.0.02n)

364~ El cambio t = x° - a2,

. - . ~ > - .
Consideremos la aplicacién t =z x¢ - a< entre dos espacios

unidimensional., La =rplicacidn de la férmula (1) nos da:

o ——

: - Tl Ao A Q@ (Vt+a2 uY (Nt + as
'\p’(t) :56_45'\¢(X) ux:a_%%_‘ @ (x) ax:('P\ tg\/:h...g' -
‘}£2~a2§t J1~qué§ ttra

y se obtiene asi la férmula

(Vx3a2)r P Nx+a2)
2V x+ac

(17) (T(X2-a2),kP(X)> = (T(x), P

E1l segundo miembro puede carecer de sentido ya gue la
funcidn a la que se aplica T tiene una posible discontinui-
dad en el punto x = a2, Hay por consiguiente que proceder
con cuidado al aplicar el cambio de variable.(2); cuando el
soporte de T estd comprendido en la semirecta X}~a2, no hay
ninguna dificultad ¢n aplicar la férmula (17)3 en particu-

lar para la 5 de Dirac se tiene la importante férrmlac:

A S
(18) 5) (342 ~ a2 y o - (a’)‘t_‘?-( -3, )

e

za

Hste canbio de variabvle puede tarbidn aplicarse a la
distribucién valor principal, considerando la if(t) como

nula paratgmag° Adn cuando la funcidn puede presentar

(2) Un estudio de las condicioncs de aplicacién puecde verse
en Albertoni y Cuciani (1)
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una discontinuidad en ese punto, la integral

& O — ——
v p P(Vx+ a2) +P(~Nx + a2)
5 2 x Vx ~ a2
-a

tiene sentido y queda asi definida la distribucidn. Se tiene:

. E 0N% < a2
(7 p —beey PGy = Lin ( Qijy*a)gx+~
x2 - a2 o0l Va2 2xVEra

-¢ — — w
(_ q?(JJx + al) dx o ( PVx + a2)d x + ("( Nx + a2)d yw

g2 2 xVx + ac ‘Ii 2 xVx + a2 % 2 x¥X + a2 |

Haciendo en la primera y tercera integral el cambio de
variable V x + a§ =t ¥y en la segunda y cuarta el cambio
VX ¢+ a2 = - t, descomponiendoc en fracciones simples, y pa-

sando al 1fmite, se obtiene finalmente

1]
(19) vp ——L [vpoi mvp L
x2 - a2 2 a L X = a X+

Podemos ahora definir las distribuciones

~ 4 - - q-m
(20) 61 (x2 - a2) = b(XQ - 22) = 8 (a)* U (=n)

2 a

‘-
(21) (32 (x2 = a2) = O (x2 ~ a2)

§k

g" r+
Da)+ O «a)
a

b

en donde S(a) es \taé:’

Por analogla con las anteriore se define las distribu-

clones + v
(23) 83 (x2 - a2) = é(a) 2"a’5(—a)

¢~ <~
(24) ésn (x2 - a2) = D (a) 2~()(~a)
a

Si la funcién de prueba puede prolongarse en una funcidn
holomorfa en el campo complejo en los entornos de los pun-~
tos a y =-a, las distribuciones anteriores pueden definir-

se como integrales en el campo complejo en la forma siguiente:
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(25) (Sp(x2 - 82),2p (@) ) % =k P(x) a x
27t 1 Cn .X2 . a2

(n z 1,2,3,4,

o
d/
e Q
Q
N

VR
] ? CL+
\\\_a///
Pueden probarse estas férmulas a partir de las (10)
del Capftulo III o bien descomponiendo en fracciones sim-
ples y aplicando las férmulas

(26) —L P o) dx:<§:‘P>

27C i X

0
N
; +
@ e | RS =0, O
AR

Probaremos la primera, la segunda se obtiene de la mis-

ma forma., Se tiene:

§9ch 4 x = :Qud“ md“ 5&_)_
Iy
siendo K la semicircumferencia gg;raq;ogiﬂ, Haciendo en la

tercera integral el camhiq_dgyjariaﬁlé?x =¢e it v tomando

1fmites para & tendiendo a cero se tiene

2T 1 y X TR (VP x y PG+ 524
I " ,'

lo que prueba la férmula. i

-
! tow

® R . \
. : L \

l . P

-\ .. G

! —_— ST .
- R .

!.

L~



S
Yok : DR

Los resultados obtenidos con este cambio de variable pue-
den extenderse a un caso més genéral gque es el cambio de va-
riable t = P(x), siendo P(x) un polinomio cuyas raices son |
todas reales y simples. Nos limitaremos al estudio de

_5[;(;()], (©) i oyl e

Para aplicar lé férmula (1) séld neceéitamos considerar

valores de t en un entorno del origen. Bl conjunto de los

puntos en que P(x)§1%ﬁ se descompone en los intervalos

to

pan. TN
/. N o\, e
0 X1 E2 NV TR A W 72 X6

(=00, Q1(t5)) 5 (Qa(to)y A3(p)) 500 e(Qelto)y + @)

en donde Qi(t) es la funcién inversa uniforme de P(x) en el

entorno de la rafz x;. Se tiene

W) = + ap(8) @] - o) @IPla)] 4.,

Para t = 0 se tiene Q;(0) = x; y Q'(0) = 1/P')x); obser~
vamos ademds que en la férmula anterior los signos menos
corresponden.-& los puntops: en que la-derivada P'(x) es nega~

tiva se obtiene la férmula -~ . .. - SR

(27) S [p)] -Z_% —&i-&:-l_

gue generaliza la férmula (18),

37 = Deltas de los hiperbeloides vy del cono.

Consideremos la aplicacién u = t2 - x2 - y2 = 22 - n
del espacio de 4 dimensiones (x, y, z, t) con el de una
dimensién, siendo m un nimero real mayor que cero, Pondremos

r2 = x2 ¢+ y2 + 22 y aplicando (1) tenemos

‘\,p'(u) = agajjf‘( (P(X,y,z,t) dxdydzdt
t

2‘r2ﬁngu

+ (2) Resultados mds completos pueden verse en Gonzales Do-
minguez (1).
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Nos limitaremos a considerar las funciones %) que

tienen su soporte en el cono de ondas t2 - r2 20, Entonces:
(Vr2+m+n
(28)\V(u) = SJ' '(Xy 5 2, t) dtjldxdydeza
R3 2+m+n

- ;jjj ‘Q(X,V 7. Vr24mén) « \Q(x,v,z,-—\/r +m+n) :\‘d xdyd z
N3k

2 Vre+mtn

De acd deducimos la expresiédn de la delta del hiperbo-

loide (de ecuacidn t2 = x2 = y2 = 22 = m)

(29)<6(t2—f‘—*ﬂ1) LP) jjg 3‘:‘9(}{0‘/'929\/1'2‘21‘31)*‘9(X§Vaza"\/r '»"m)}
R \/r 4 I

dxdydz

Si en la férmula anterior hacemos m = O obtecnemos la

definicibén de la delta cénica obtenida en el § 20 del Cap. III.
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CAPITULO VII

PRODUCTO DE CONVOLUC1ON

384~ Definicidn del producto de convolucién,

El concepto de producto de convolucién (también denomina-
do producto de composicidén y producto integral) es de gran Im-
portancia en el andlisis matemdtico cldsico en el gue se apli-
ca a dos funciones. Su extensién al caso en que lo; factores
son distribuciones permite ampliar su alcance y aplicar y sin-

plificar aspectos de la teoria,

Definicién l,- Se denomina producto de convolucidn

de dos funciones f(x) v g(x) definidas en el espa-

cio enedimensional a la funcidn h(x) definida por

la relacién

(1) h(x) :S £(x-t)g(t) d t :.-S £(Dyg (x=1) d't
Rn Rn

La igualdad de las dos integrales se establece mediante
el cambio vectorial de»variable x-t :‘b‘, lo que prueba la
conmutatividad del producto,

El producto se designa con la notacién h(x)=f(x)% g(x).

De la definicién se deduce'que para la existencia de
h(x) no es suficiente que f(x) y g(x) sean sumables locale.
mente; es necesario ademds que la integral sea convergente,
lo cual exige relaciones de decrecimiento de los factores en
en infinitoj por ejemplo es suficiente que una de ellas sea
sumable en R y la otra acotada en RE,

También se deduce de la definicién que el producto de
convolucidén no alteran si se reemplazan £(x) y g(x) por dos
funciones iguales p.pe. Esto!nos sugiere la posibilidad de
extender el producto de chVoluCIén a las distribucilones,
aln cuando ya se puede prever que no serd posible en gené-
ral para distribuciones cualesquiera puesto que ya no lo ¢s
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para funciones localmente sumables,

Para hacer cxtensién vamos a estudiar la forra de

-

o

&)
)

R

cional {f%n, ﬁ{) > . Se tiene

4 T = N .l" —~ .
CE¥n, @y MX‘”t>g«w%HK)d}xdt
‘ )Pzn
1
,'rﬁ \ ra
Bl campic de variable x =7 ¢ +m, % =™, nos da
1

; i
JUR s Y ot ( -~ \ ! 2
= N Q Y M@l en ) an a¥%
l"“?l - L \~n ' -

3T /4 R

Esta relacidén nos sugiere la siguiente definicién del
preducto de convolucidn de dos distribuciones:

Definicidn 2.~ Se denomira vroducto de cozvolucidn

de _dos distribuciones S y T a la distribucidn ST,

definide por la relacidn.

(2) (sm,({)(x» 248 (¥)XT (N ),‘LP(*-; £

Para ver cuando (2) tiene sentido tenemos cue cstudiar

- N - & ) .
las propiedades de la funcién %}(@»»q}? considerada como

funcién e las dos variables‘%;rfgg cuando ¥ pertencce al

- ' '
espacio D, &s clurc que la funcidn es indefinidamente deri-
vabla,

Fn camblo, salvo en el caso trivial de la fTuncidn identi-

camente nula W/ € +4) no tiene soporte acotado. In efecto
3 Tt L - . 7 Y s -}
sien un punto ¢ es ?\50, = h, entonces es LP ((‘2 +Nn) = h

ct

en todos los puntos del subespacio de R2D definidos por la
condicién.'g,é e 5 Bl soporte es pues reunién de subespa-
cios "paralelos al subespacio segunda bisectriz! (es decir

al subespacio de ecuacidén ‘g +"M = 0)5 es una "banda de ancho
finitoY,

Puesto que las dos funclones de prueba no satisfacen la

condicidn Je tener soporte acotado serd rreclso, para dar szn-




tido a (2), imponer condiciones a los soportes de S y de T.

De acuerdo con lo gque dijimos an la observacién del n? 24
podremos dar un sentido a (2) y definir una funcional lineal

y contfnua en todos los casos en que el soporte de SXT v el
de %’(§+ﬂ) tengan como interseccién un conjunto acotado , cuan-
do lo sea el soporte de %D, ¢s decir cuando el soporte de
ESXﬁftenga como interseccidn con cualquier "banda de ancho
finito" un conjunto acotado, Por lo tanto se tierne el teo-
rema siguientc:

Teorema l.~ El producto de convolucidn tiene un sen=

tido si los soportes Kg v Kp son tales que cualguier

conjunto de puntos cuyas coordenadas g v q satis-

fagan las condiciones,
(3) <€ Ks NeExm 5 |€+ql¢L @ rijo)

tenga que satisfacer entonces las condiciones

(%) ]?gl <h ]Y” < h (para un cierto h fijo)

Ejemplos en gue estd definido el producto de convolucidn:

1) Cuando el soborte de una de las distribuciones sea

acotado. fn efectos si“g +ﬁ‘S_V’X y "g | £ k, enton-
‘v~ 1
ces se tiene, | "]'ﬂ“g-l-“r‘}l +1In]€f +k

2) Cuando S v T sea distribuciones unidimensionales v

los sdportes estén los dos acotados a la izquierda

(o los dos a la derecha).®in efecto:

stfeenlel,8sa,manns Lageliay g el v v
Estos dos resultados se aclaran mds con la interpreta-
cibdn grifica: 4

AN

O

WY
Y
AN




En el primer ejemplo el soporte de SXT estd contenido
en una banda finita paralela al eje V‘, cuya interseccidn
con cualgquier banda de ancho finito paralela a la segunda
bisectriz es acotada,

En el segundo ejemplo el soporte de SXT estd en el inte-
rior del 4ngulo recto de lados paralelos a los semiejes po-
sitives y su interseccién con cualquier banda de ancho fini-
to paralela a la segunda bisectriz es acotado.

Si un soporte estuviera en la semirecta positiva y el
otro en la negativa no se cumplen las condiciones del teore-
ma, como se¢ ve considerando el conjunto de los puntos
3: nyY} = - n o graficamente,

3) Cuando las distribuciones estdn tomadas en el espacio

cuatrldimensional (X.v.2.t)s una de ellas tiene su so-

porte en el cono del futuro (o del pasado) de ecuacio-

nes t2 - x2 - y2 - 22 > 03t 20(t €0) y la otra en el

semiespacio t 2 0, (t <€0)

En efecto: sil\gl +‘§2‘§?‘/ se tiene ‘tl + t2\§?, y co-

mo ambos son positivos deben ser l tl‘é %* \ tgiék%

Por otra parte x% + yi + zi < ti é.%z implicaixl!éﬁj

w2l (ls (a2 ¢ w como |xy + xpl €] se tieme |p| <Y |efrabe =l
v analogamente 'yzlézg }22‘§ ZQ‘

EJERCICIOS:

1) Probar la siguiente férmula
) [8Gox 1) % (M@ X 1) = (5% ) x (26 % )

2) Probar para distribuciones unidimensionales las fér-

mulas

(6) 3% (S¥T) = (e2X,8) ¥ (e2%, T)

(7)  Xo (S¥T) w (x.9)%T + (x.T) ¥ S
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39,- Ejemplos de producto de convolucidén,-

19) Dadas dos funciones cuyos soportes cumplan la condi-
cibn del teorema 1 existe siempre el producto de convolucién

y se ticne, haciendo el cambio de variable gn X = tym= t:

( fxe, P (X)) = J

=

Rn

£(€) e(M)$(Eem) anag=
RZn ! )

1

f(x-t) g(t)n?(x) dxdt :‘5 { S f(x-t)g(t) dtiﬁ)(x)ﬁ T
g Jgn n

:\/ggn f{x-t) g (£) d t, ‘;?(XD

Volvemos asi a obtener la férmula (1) y comc la integrel

f h (x) QD(X) d x
RN ‘

estd definida para toda q?de D, basta tomarla igual a 1 en
un conjunto acotado cualquiera para ver que h(x) es localmen-
te sumable.,

Claro estd que el producto de convolucidn de dos funcio-
nes puede tener sentido aun cuando no se¢ cumplan las condi-
ciones sobre los soportes que impone el teorema; tal es el

caso de la férmula

- X2 - X2
8) —L_——e¢ 2G,° ¥ —L1— o 2 G2
T1iVo oy Gavorx

- x2

= __2?..4..1_. — € 2(@" o) -{-6“2) 2
VG (- Y27 1

cuya demostracién dejamos como EJERCICIO,.

29) Se tienen las férmulas

(9) S¥T=rT
{
(10) S(a)ﬁT = ‘t‘a T

gl
(1) C S
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En efecto se tiene
(KT, Q) = (T8, ¢S M), P @en)> =< 1(8), YEN
lo que prueba la primera férmula, la cual se suele escribir

en ffsica teérica en la forma, matematicamente incorrectea,

o0 o
(9') f(x) = gf (x - t).S(t) d t =z jf(t)&(x—t) dt
® e

Esta propiedad de la delta de Dirac de ser la unridad de
convolucidbn es de gran importancia.

La férmula (10) se demuestra en forma andloga a la (9) y

respecto a la (11) tenemos
(O T, PG> (T (8, <O )y P (grm> =
= (T (8), - PEgN =<1 (§), 0N

Con razonamiento andlogo se puede probar la generaliza-
cién de la férmula (11) para un operador diferencial cuzlquie-
ra
(12) DS%T: D T

32) Por razonamientosandlogos a los del ejemplo 19,
aunque un poco més delicados se puede probar que el producto
de convolucidén de una funcién f(x) por una medida M (cap.

II no 10)es, cuando arxiste, la funcidén h(x) definida por

(13) h(x) = § f(x~-1t)dm(t)

40) 8i tenemos dgg funciones f(x) y g(x) de soportes
contenidos en la semirrecta xa;o, su producto de convolu-
cibn existe por el teorema 1 y se expresa mediante la férmu-

la (1) que acd puede trascribirse

X
(14) £ (x)¥eg (x) = g f(t)e g (x-1t)dt
0
puesto f(t) es nula para t €0, y g (x-t) es nula para t)x.
Esta forma de expresar la convolucién es bdsica en la

teorfa de las transformaciones de Laplace. En este caso el
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producto de convolucién existe siempre que las funcionss scaor
localmente sumables; su comportamiento en el infinito no ir-
fluye para nada en la existencia,

59) La_convoluciédn en tnaorfa del potencial,

Para el espacio de tres dimensiones el potencial de una
distribucibdn = cergas con densidad contfnua f£(P) con sopor-

te acotado, viene dado por la férmula

(15)  U(P) = L j £ g gy ple (Pey2ea2) 2 =

LT | -G |
R3
gue se puede escribir
1
(16) U(P) = £(P)¥ ——
4 7 r

Podemos ahora definir el potencial de una distribucidn
T cualquiera de soporte acotado (por ejemplo, con masas
concentradas en un punto, dipolos,...) como la distribucidn
U dada por la fdérmula
(17) U= Tk —=—
L 7T
Si calculamos ahora el laplaciano de U, tenemos (férmu-

la (44%) del capftulo III)

18 U=T¥%d L -7 - = -T
(18) 5 g % -5
que es la extensién de la clédsica férmula de Poisson.
Analogamente se ve también que - T es el potencial del
laplaciano de T.
Los resultados se extienden inmediatamente para cualquier
nimero de dimensibn, El potencial de T es para n = 2
(16") Uz TH —t—
27 log r

y para n*2, cualquiera

(g
16!'1) Ux=T
( *’(n-z) 2 7C n/2
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Lo,~ Producto de convoluciédn de varias distribuciones.-

El producto de convolucidén para tres o mds distribuciones

se define por la siguiente generalizacién de la férmula (2)

(19) CRESKT, Pr=(R ()X S (MHXT (€),9P (€ +m+¥).
Razonamientos andlogos a los que nos condujeron al teo-
rema 1 nos prueban la existencia del producto de convolucién
cuando los scoportes de los factores cumplan la condicidn si-
guiente: si M es un conjunto de puntos cuyas coordenadas

g s M ,g s cumplen las condiciones

(200 g€ Ky 5 MEKg 5 ¥exp 3| € Mm+El<l Q rigo)
entonces tienen que cumplir las condiciones

(21) ‘g\_{h, l’nlé h;‘?!éh (para un h fijo)

La extensién a un ndmeroc cualquiera de factores es inme-
diata. De acuerdo con esta condicién podemos afirmar la exis-

tencia del producto de convolucidédn de varias distribuciones

en los.siguientes casos:

a) Los soportes de todas las distribuciones, salvo una,
son acotados.

b) Las distribuciones son unidimensionales y todos los
soportes estdn acotados a la derecha ( o todos a la
izquierda).

¢) Las distribuciones estdn definidas en el espacio cua-
tridimensional (x,y,z,t), todos los soportes estdn
contenidos en el semiespacio t20 (t<0) y todos
menos uno en el cono del futuro (cono del paszdo)

De las propiedades asociativa y conmutativa del producto
tensorial se deducen estas propiledades para el producto de
convolucién siempre y cuando se cumpla las condiciones guc
aseguran la existencia de dicho producto para toda funcién

de prueba. Si esto no se cumple, puede suceder que 1los pro-
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ductos S*¥ (R¥T) y (S¥R)¥ T tengan sentido y no sean igua-
les., Claro gue entonces no tiene sentido el producto RXSX T,

Basta en efecto observar que
(22) (1¥SH%Y = (0%Y) = 05 1X¥ W& *v) = 1%8) = 1,

Las férmulas (10 y (11) que muestran que la traslacidn
y la derivacién son casos particulares Jel vnroducto de con-
volucién nos permite cnunciar el siguiente teorema:

Teorema 2: Par~ trasladar ¢ derivar ur. producso

de convolucidén basta trasladar o cderivar unho cual-~

guiera de los factores. Zn efecto:

(23) D ( S¥RAXT) = DOXSKRXT = SH¥(DS#R)XT » S¥D RXT

y lo mismo se prueba para 1as traslecicrnes,
Cbservemos que si D implica varias ovcracionegs sucesi-
vas de derivaciér puede aplicurse parcialnmente ¢ varios fac-

tores., Asf por ejemplos:

O3 (SXRXT) -
JxJy Jz

N B D)
2%_,:[,_ ‘JS "XVR _}‘",;R

(24) = 3% oy "Dz

28 _,
= >
Jx
En las aplicaciones del teorema hay gue tener siempre
presente que la derivacién debe hacerse en el sentido de

las distribuciones. Con las derivadas en el sentido de las
funciones el teorema es solo vdlido con condiciones restric-
tivasj en la teorfa cldsica la extensidn a casos mds amprios

]

exije la consideracién da varios casos particulares ccnu dir-

O

tintas férmulas. Todos ellos quedan englobados i el tecre-

ma 2 cuando se deriva en el sentido de las distrivuciones.

41.- Regularizacién de distribuciones.

damente derivable en el sentide cde las funcicnes

y una distribucidén T se denomina regularizada de

T por @ al producto de convoitcibnd X T, cuando éste

existe,
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Se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3,.,- Sea T una distribucidn v @& (x) una fun-

cién indefinidamente derivable, siendo el soporte

de una de las dos compacto, entonces, la regulari-

zada de T por oA es una funcién indefinidamente de-

rivable.
Se entiende naturalmente que la derivabilidad indefinida
es en el sentido de las funciones,

En efecto se tiene:

(T Xd,px)> = (1 <g>,§ (M) P (G4m) amd =
Rn

=(T(E), A (x -g) ©(x) a x):(T(g),<CP(X)9d_ (x ~'%)

Rn

El dltimo miembro tiene sentido puesto que sicndo - ()
de soporte compacto, considerada como distribucidén ecs del cu -
pacio E' (Cap IV, n9 25) y por lo tanto tienc sentido el apli-
carla a una funcién k? del espacio E.

Tenemos ahora
(T CEN( @ (), (x =€ 24T ()X P (x), ¢ (x - £)

El segundo miembro tiene sentido, por el teorema 1, cuan-
do d es de soporte compacto puesto que siendo<P de soporte
acotado €l soporte de T‘X‘P corta a la banda de ancho fini-
to paralela esta vez a la primera bisectriz en un conjunto
acotadoj también lo tiene si T es de soporte compacto, pues-
to que el soporte del producto T X $’de dos distribuciones

de soporte compacto es compacto. Por lo tanto:

(T%d, Y0 ) =(PE), (T (8, d (x -2

(T (€)y of (x ~§)> es una funcibn h(x). Ln el n2 27 del

Capftulo V dijimos que sicé es del espacio D, también h(x)
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pertenece al espacio Dj puede probarse que este resultado
vale si se reemplagza el espacio D por el E, En cualquier

caso se tiene que h(x) es indefinidamente derivable. Por

otra parte:

(T %#d, ‘.P(x)) = ( xp (x)y b (x)) =(h (x), @ (x))

es decir T¥¢ = h (x), como querfamos probar.,

Corolario: si T es de soporte compzacto, su regula-

rizada por un polinomio de¢ grado m, &€s otro poli-

nomio de grado § m,.

La demostracién de este corolario se apoya en los de-
sarrollos que acabamos de hacer; dejamos como EJERCICIO el
desarrollo de los cdlculos.,

La regularizacién tiene gran importancia en los proble-

mas dec aproximacibn. Para ver como se¢ aplica este concepto

daremos, sin demostracién, el siguiente teorema de continui-

dad de la convolucidn,

Teorema 4.~ Si S, v T son dos sucesiones de dis-

tribuciones cuyos limites (en el espacio D') son

las distribuciones S v T, v si las distribuciones

Sp ¥ Tn tienen sus soportes contenidos en dos con-

juntos A v B gque tienen la propiedad de gue cual-

guier conijunto de puntos cuyas coordenadas € v

satisfagan las condiciones

tep smeflesmicd ruo

tenga cue satisfacer las condiciones

\é\ < h} IM'éh. (para un cierto h fijo)

el 1fmite de las distribuciones S,% T, es la distribucidn

SHT,
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Tomemos ahora la sucesidén de funciones indefinidamente dc.-

rivables:
0 para |XP,-%—

Kn e "I:;E_'F" para |x| <1

en donde K estd c¢legido de forma que

f (x)dx=1
g n
Rm

Es claro que la sucesién fp(x) cumple las condiciones
del teorema 11 del Capftulo IV y que en D' se tiene,
lim, £, (x) :6.
Sea ahora T una distribucién cualquieraj; los soportes de las
fn estdn todos contenidos en el conjunto acotado | x|<{1} se
puede aplicar el teorema anterior y se tiene, poniendo
dn = fn KT
lim d, = 6*T:T
Las funciones d‘n(X) no tienen por gque ser de soporte
compactoy si las multiplicamos por las funciones ﬂ;n(x) de
D iguales a 1 en | x|{n, obtenemos una sucesién
Y 0(x) = dyn(x) Balx)
de funciones de soporte acotado e indefinidamente derivables,
Sea ﬂP de Dy como LP es de soporte compacto para n?2ng,
es d\n(x).'{)(x) = Kn(x)ﬂp(x), ¥y por lo tanto para todo n2 ng,
es <Xn, l?) ={d ns (P> y por lo tanto:
(Ty P> = i—ll.f;le:d‘n’ Y= %}j;( E‘nﬂP)
luego en D'y T = lim, Xn, Es decir se tiene el teorema:
Teorema 5,- Toda distribucidén es lfmite de una suce-

sién de funciones indefinidamente derivables y de

soporte eompacto.
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42,~- Traza del producto de convolucidn.-~

\’ - () . 2
Dada una distribucién T designaremos con la notzcidn
v
Ty a la distribucién T(-x). De acuerdo con la definicidw

de cambio de variable del Capftulo anterior se tiene:

V \‘/\ \' r: - ™ N

(25) (T,tP):: (T,\V}; LT, > = (T, D
W0

Sea ahora TE D' y VgD (o TE€E! 7 L;J(,E)g e virtud del

i
A .
teorema 3, T#' es la funcién de x, {"(¥ ), ‘._“; (€~ %))
cuyo valor en el origen es {T,-’.%’t},, Analiogamente el valcr
V y - . T
en el orfgen de ¢ T%(\'J} es I, .
Recordando que se llama traza de una funcidédn continua

Tr. £f(x) a su valor en el orfgen tenemos la férmula
! v
(26) (T, ©) = Tr. (TX@) = Tr. (I%P)

De (26) se deduce que si T%&{):_O para todas las fun-
ciones de prueba, T es la distribucién nula. También se de-
duce que en un producto escalar de funciones de prueba y
de distribucicnes en donde intervienen productos ds cor-
volucidén, se puede pasar un \elemento T o ‘\t’) de un lacdo ul
otro recemplazdndolo por T o U:) » Asf, por ejemplo se¢ tier.:
{A%B%C, DX Pxy)= (A%‘\;", E'%-‘E;\*B%‘;g'}::

¥ v

(S v V%V Y eS .oy \ . 4 P #
2 Oy AXBACEDX E¥ Wy Tr (AXBXC¥D X C XKW

De, acd se obticre (teniendo en cuenta que, por la .
+ T ;" . L :
férmula (9) del Capftulo VI, ¢ = - ¢ ) como caso parti-

cular la férmula conocida
v
s ! .
(T3 @) =2¢S * 1,03 T, Iwp)a(T, -

EJERCICIO: Sea {a,x)» el producto escalar ordinario del
espacio enedimensional. Probar las férmulas:
(27) e S 3XD (S T) = (e {29% SK (e (29X T)

(28) (a,x) (S%T) = (fa,x) S)®T + (¢a.x) T)% S
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- La energfa definida per una densidad de carga f(x,y,z.
contfnua y de soporte acotado es {U,f) siendo U el potencisly
luego, salvo un factor constante, se tiene:

9

(29)  E(£) =KU,£) = (5% £, £3 2 Ir (= ¥ £X1)

que nos permite definir la energla definida por una distri-

bucidn T como:
1 v
(30) E(T) = Tr (== %X TX1T)

Esta férmula se generaliza para n dimensiones reempla-

zando 1/r por 1/rD=2 y por 1/log.r para dos dimensiones,

43,~ Algebra de convolucidn.

Recordemos que se¢ denomina dlgebras los espacios vecto~
riales en los que se ha definido una multiplicacién interna

(que hace corresponder a dos elementos del espacio otro <loe~

k4
mento del espacio) con las propiedades asociativa y bilir=ol,
El producto de convolucién tiene estas dos propiedades: acde-
28s es conmutativo y tiene un elemento unidad, la S n
Puede tencr divisores de cero, ya que, por ejemplo, se tie-
ne “% x = 0.
‘In el espacio D! no estd siempre definido el producto
. de convoluciénj esto nos obliga, para definir 4lgebras, a
considerar subconjuntos de ese espacio, que son las denomi-
. nadas £i;ebras de convoluciébn., Precisando
Definicién 4.- Un 41gebra de_convolucién es un subes-
- pacio vectorial del espacio de las distribuciones D!
en el que ticne sentido el producto de dos (y por
lo tanto de un himero finito) de sus elementos;
N dicho producto debe ademds pertenecer al dlgebra

y finalmente la !S pertenece al subespacio,

:
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Ejemplos de dlgebras de convolucifbis

1) E1 espacio E' de todas las distribuciones ¢ copo.™

acotado.

2) El espacio D% (D'.) de todus las distritucionss uni-

Gimensionales de soportes contenidos e¢n 1l zenirrecta

x20 (x£0).

67}

3) E1l espacio D' e (D'_yv . de todas 1as distribuciones

+!

del espacio cuatridimensional (x,y,z,%' contenidas en

el cono del futuro (ccono del pasadc).

Es claro que cada uno de estos espacics es an sukespocin

de D' ya que toda combinacién lineal de elementos del subes-

-~

pacio pertenece al mismo subespacioc; todcs contienen la () 3
también como vimos en el n? 38 el producto ac convolucidn

dos elementos de uno cualquiera de los subesvocics estd b

7

3,
(DX

RGN

'
N e

definidos falta probar que dicho producto pertenece tombil::

al subespacio. Para ello provaremos previamente el tcorsmn

Teorema 6.,- 81 S v T son dos distribucioncs paro

las que estd bien definido el produ:stc

lucidbén, si A v B son ¢os conjuntos gue contiegn

@
b
i

a los soportes de S y ce T, entconces el scports

de S* T estd contenido er la adherencia del con-

jU.IltO Iii. -4 Be

El conjunto A4 B estd formadc por todecs los puntos d=

2

la forma & +M en donde %X¢ Ay T\€3B. Su adherenci

¢

A4+ B estd formada por los puntos de A+ B y medos sus punt
1imites, Por lo tanto es un conjunto cerrado.

Para probar el teorema habri que demostrar que =i k?

wn

Obs

es una funcidn cuyo soporte estd ccntenido en el comviemen—~

tario abierto de A+B, { S*T, ’wg‘} = 0, Se tiene:

|

(31) (s%T,0 % = (s (B)xn (M), W (2

El soporte de S (§> X T (M) estd contenido ca =1 ;=



ducto A (};))(B (M), es decir el conjuntc de los puntos
(g,’Y\) en que ‘géA v '”f'%.éB; el soporte de \!‘;‘ (g%e”f‘;‘) es el

conjunto de los puntos (‘g,"n‘\;) tales que g e Kgp s por
1

by

L%

consiguiente no tiene ningdn puntn comin con A ()X B (7)),
puesto que gc_n y"qé'B impiican cue ‘5’ - ’Y] r.o pertencce a K 0
siendo vaclfa la interseccién de los soportes de la distribu-
cibn y de la funcién el valor de 731} es cero 1o gue pra2bu
el teorema.

Del teorema se deduce facilmentc el corolurin gue s5igt;
que prueba que los tres ejemdlos dacos son Slgeoias 7

volucién:

“orolarios S3 las cGigtribuciones S v T tisnen so-

norte acotado, tambicn es acctado el soporte de

S%Ts: si las distribuciones unidimensioncles S v

T tienen sus soportes en las semirrectas z¥a (xlu)

-

v Xx2b (z$b), SKT tiene su sopcrte en la semi-

5

rrecta x2a+0 (x&as«b)s: si las distribuciones

S v T tienan sus soportes en ¢l cono del fururso

(pasado) ST tiene su soporte en 2l mismo Cono.

Observacidén: Del teorcma S se decducs que el soporte del

Cu

producto de convolucidn estd contenido en la achcrencia de
la suma de los soportes pero puedec no ser igualj por ¢jen-
plo en el producto de convolucién 6.*'1 = Ogé: tiene co=-
mo soporte el orfgen, la constante 1 tilene como soporte el
espacio entero: la suma es el espacio entero y ¢l coportc

del producto de convolucidn es vacio,

Definicién 5.~ Fn un 4igcbra Ce convolucidn via

1

ecuacidn de convolucidn es una bJac¢51 de la

forma
(32) A ¥ X =>
en donde tanto el coeficicntsz 4 como el segundo miembro B,
como la incégnita, tienen que pertenecer al aligebra de con-

volucidn dada.
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Las ecuaciones de convolucién comprenden ~orno casos parti
culares ecuaciones de gran Importancia matemdtica,

Si el coeficiente es combinacidn lineal de derivadas de
la 5 A = D:iv obtenemos las ecuacliones en derivadas parcia-
les de coeficientes constantes,

Si suponemecs que A es una funcidén K(x), o la suma K(X)+5 X
una funcién incégnita £(x) v el segundo miembro B una funcidn

conocida g(x) cbtenemos las ecuaciones integrales

/
(33) { XK (zx~-t)f () dt =g (x)
)

(34) £ (x) <+ ('“K (x - t) £ (t) dt =g (x)

S1 suponemo

0
A
po—
O
[
W

2
I
(0]
i-
)
(&)

furciones son de una varia-
ble y que sus soportes estdn ccutenidos en la semirrecta po-
sitiva, obtenemos la ecuacidbn integral de Volterra con limi-

tes variables
rx
(35) F(x) +\V K (x=1t)P2 (£)dt =g (x)
"30
Se tiene el siguiente tcorema:

Teorema 7.~ Dado un coeficiente A para que la ecua-

=y e

cidén (32) teanga una solucién vinica, cualquiera gque

sea By es necesario y suficiente gue A tenga un in-

ir un_elemento A~ tal

verso en ¢l &lgebra, ¢s de

-
que AXA-l = ) |,

En efectc: si la solucién existe siempre, existe cuando
el segundo miembro es la 6 ; luego existe el Inverco,

Reciprocamente si existe 21 inverso, se ve que la solu-
cibn de (32) es 4=1% 3D vy es dnica pues de A¥ X = AXY, se
obtiene convclucinnendc con A“lg X =® Y.

Obscrvemos que el inverso d2 A no es otra cosa que la so-

luciébn elemental de la ecuacidn de convolucién (segundo miem-—

_
bro =o.)




Un ejemplo de ecuacién que no tiene soluciéq elemental
se obtiene en el 4lgebra E' cuando A es una funcidn indefi-
nidamente derivable, pues por el teorema 3, A¥ X serd siempre
una funcién indefinidamente derivable y por lo tanto no pue-
de ser la 6 .

La validez del teorema 7 exige que se consideren unica-
mente las distribuciones del 4lgebra, lo gque permite efectuar
los productos de convolucién y aplicar las propiedades aso~
clativa y cornmutativa. Si no se estd en un 4lgebra el teo=~
rema deja de ser cilerto.

Por ejemplo en el espacio de tres dimensiones la ecua-
cién de Laplace se escribe 4 O %X = B. La solucién elemen-
tal de esta ecuacibn es (Capftulo III no 18) (-47(x)=1 4 H
siendo H una distribucién arménica, es decir soluciédn de la
ecuacién homogénea, cualquiera por consigulente hay infini-~
tos inversos de 70\ 8 .

En el caso del 4lgebra de convolucidn cuando A no tenga
inverso, la solucién de (32) depende de cual sea el segundo
miembro, en unos casos la ecuacién no tendr4 solucién, en
;tros tendr4 solucidn dnica v en otros puede tener infinitas

soluciones.

Ll - Derivaeién de 6rden no entero.

Las distribuciones Y, (Capftulo III n@ 16) pertenecen
al 4lgebra DL .« Su convolucidn con cualquier distribucién
de esta 4lgebra nos va a permitir definir las derivadas de

érden complejo cualquiera de la distribucién.,

Definicién 6,~ La primitiva IMT v la derivada DOT

de Gna distribuciédn T de soporte contenido enAlg

semirrecta x2 0, se definen cualguiera gue sea_el

nimero compleio m por las férmulas:

m ,
(36) ImT = Yy, %T 3 DT YT
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Vamos a probar primero que estas primitivas e integrales
generalizadas coinciden con las ordinarias cuando m es un nti-

mero natural Q 2 0, Se tiene:

D ¢ T

YooxT 20 21 @

lo que prueba la coincidencia con la derivacidn ordinaria.
Aplicando la fdérmula de derivacidn de los Yp se tiene.

ab 4.1 4l ~aly I
6N (T T—\,‘d——{iYgXT] Tkt = YHT = O%T = T

lo que prueba gue quT es una primitiva de 6rden L de T,
Esta primitiva queda ademds caracterizada por ser la dnica
que tiene su soporte c~ontenido en la semirrecta x > 0. En
efecto dos primitivas distintas difieren en un polinomio
a’bitrario de 6rden‘&° Si las dos tienen su soporte en la
semirrecta también tiene que tenerlo el polinomio, pero el
Unico polinomio que cuyo soporte no es la recta entera es el
identicamente nulo, luego ambas primitivas son idénticas,
Cuando T es una funcién f(x) este resultado puede pro-

barse directamente a partir de la férmula (1l). Asi por ejem-

plo

!

X X
L (%) .—.g £(t) ¥ (x-t) dt_g f(t) d t
(o] (o]

Una férmula fundamental de esta teorfa es la siguiente
(38) 1P [IqT] = IP+ 4 T, o0 1o que es lo mismo
J
pp | DqTW DR+ QT

Como
p 1T TR (Y HT) o 3 *
I [I m TR (YL XT) o (pre Y% T

la rérrmula (38) quedard probada si probamos la férmula

2 -
(39) Tp#¥g = Ypigq
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Cuando p y q tiene su parte real 2 0, las distribuciones

Yp e Yq son funciones y la férmula (33) toma la forma

v:2)
(x-t)P-1 x q-1 . g pta -l
Jo r @ @ TPt g Para x>0

¥y esta férmula es un resultado de la teorfa clédsica de las
funciones eulerianas.
Tomemos ahore una funcién fija de prueba v fijemos el

valor de g, Las funciorcs de la variable compleja p
T . ‘ ¥
CP(p) S * Voo O () C?l (p) =<Y,. 4, (\',)(x))

son funciones enteras e iguales en el semiplano parte real
de p ¢ O3 luego son iguales an todo el plano. La férmula (39)
queda ahora probada para cualquier valor de p y valores de q
de parte real positiva, Repitiendo el mismo razonamiento para
las funciones anteriores consideradas como funciones de q
p?ra un p fijo se prueba la férmula (39) para todos los va-
léres de p y de q.
De acuerdo con lo establecido en el teorema 4 si las dis-
tribuciones T tienen como limite, en D%, la distribucién
T, €l 1imite de IMT, es IMT.
Resultados andlogos pueden establecerse para el £lgebra D!,
También pueden oblenerse resultados de este tipo para
el dlgebra D;(w reemplazando las distribuciones Y, por las
Zy de Marcel Rieszj; se define as{ para m complejo el lorent-.

ziano de érden m de una distribucidn mediantz la férmula

(%0) BT = 2 m%T que cumplie 7] mL 14 TJ :Dm"‘q T

2

'Z.~ Componentes_de Plemelj.
Tomenos una distrivucids vnidimensional T, Se denomi-

nan compenentes de Plemel], a las distribuciones

~+ -
(41) Tt Txd T~ = T3 O

cuando tienen sentido los productos de convolucién. Es cla-
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ro que se tiene:
+ -
(4+2) Tv4T ~ - T% (O —S)’=T%§:T

Si se tiene en cuenta la férmula (3%) del Capftulo III

obtenemos como componentes de Plemel]j de zS (nl

Syt . O 1 @ o1 2 0® ety 1
2 OR 4 ax x 2 27T i Xt

y analogamente

(n) = _ 9@ | (-1)" n! 1
o) —t S »f G

Si consideramos ahora distribuciones cuatridiemnsionales
del espaclo (x,7424t) sus componentes de Plemelj se definen
como las convoluciones con las distribuciones unidimensiona-
les 52. definidas en el espacio de la coordenada temporal t.

Son interesantes las componentes de Plemelj de las dis-
tribuciones (Capfitulo VI n¢ 19) D, v Dy que nos dan las cua-
tro dimensiones D;, Dry D; vy Dz. En particular tiene interés

.

la distribuciéd D, = D;~+D5 que es la denominada delta cau-

sal de Feyrrman, (2)

(9) Un estudio =zlgo mds detallado de estas distribuciones
puede verse en Gonzdles Dominguez (1).
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CAPITUL®O_ VIIT

TRANSFORMADAS DE_FOURIER.

4L6,- Transformadas integrales.

La teorfa de las transformaciones integrales, de gran im-
portancia en Matemdticas desde hace cerca de dos siglos, es
un instrumento poderoso para resolver los problemas de contor-
no de las ecuaciones de la fisica,

La teorfa de las transformaciones integrales queda inclui-
da como caso particular de la tecoria de las‘aplicaciones 1li-
neales entre dos espacios vectoriales abstractos, que, en -~
el caso de las transformaciones integrales, son espacios fun-
cionales; la aplicacién es la que a una funcién £(x) de un
cierto espacio hace corresponder otra funcién F(t) mediante

la férmula

(1) 1|e] = Fee) :JK(x,t) £(x) 4 x
i 4
Tenemos asi la siguiente definicidén:

Definicidn 1l.- Una transformacidn integral de nu-

cleo K(x.t) es una aplicacidn que hace correspon-

der a las funciones f(x) de un cierto espacio vec-

torial de funciones, la funcidn F(t) definida por (1),

La existencia de la transformacién depende de la conver-
gencia de la integral para los distintos valores de t.
Es inmediato que la transformacidn c¢s lineal es decir

gque se tiene:

I [a f(x) + b g(x}} ~al [f(xﬂ}+ b I [g(x)}

Las transformaciones mds utilizadas para las funciones

de una variable son las siguientes:
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a) Transformadas de Fourier:

< © - 2711 x
J [f(x)] =C (A) = f(x) e A g
(2) — %
cy - . (&) 7 s
1\/&P [f(X)} = C(A) g £(x) e © 1hx da x
A § J o
b) Transformada de Lapace:
(rQD
(3) F (p) = J e P X (x)dx
o
¢c) Transformada coseno de Fourier:
Ioe)
(%) Cqp (1.) = 2)/ cos (27CAx) £ (x) d x
o)
d) Transformada (.seno de Fourier:
@
(5) c2<l>,-.2)( cos (27Ax) £ (x) d x
8]
e) Transformada de Hankel:
T @ 1
(6) () = "'2‘5?_ ( x0T g7 g £ () dx
py 2] Jo

en donde J es la funcidén de Bessel de primera especie y

(5I‘d.en N o
f) Transformada de Mellin:
o .
(7) M (8) = j x 5L (%) a x
o

Nos ocuparemos unicamente de las dos primeras; estudia-
remos la de Fourier en éstecapftulo y el estudio de la de
Laplace serd objeto del siguiente.

Extenderemos estas teorfas a las distribuciones: esta
extensidén es de importancia fundamental pues con ella la
teorfa alcanza una generalidad y una armonifa imposible de

conseguir si no se sale del dominio de las funciones.
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47 - Definicién v propiedades elementales d= la trans-

formada de Fourier de una funcidén.-

Definicién 2,~ Dada una funcidén de una variable

real sumable en loda la recta su transformada de

I -
Fourier W [£(x)] es 1a funcién C (A ) definide

por la férmula (2). Se defiac también la trapsfor-

C“’ .0
mada ;Y Lﬁ(xj] cambiando en (2) el signo del e€spo-

nente.

Es inmediato que, con la hipétesis que hemcs hechc ce

=
sumabilidad de f(x), la trensiormada C (A) estd bien des”
nida para todo valor de ;\ ; como mds adelante ecmplicrenc.a

e
[

enormemente el campo de definicidn al extenicr La Trarsiol-
mada de Fourier a las distribuciones trabnjarenos wnor cl
momento con la hipdiesis de sumubilicdad de f(x). Se tienes

Teorema 1,- La transformada de Fourier es uvaa fun-~

cidn C (At) contfnua en todos los puntos, acotada

v cumple con la condicidn 1im C (R.) = 0
A

Demostraremos solamente la primera parte del teorema.
Sea 111‘§1Cﬁ la continuidad quedard probada si proba-

mos que C (ilrg = C (A ). Las fanciones g2 iAn X £ix)

convergen para n —»<& hacia la e_27Ti]kO £ £(x) y como su

médulo es el de f(x) se puede aplicar el teorema de Lebes-

gue de paso al limite bajo el signo integral y se tiene:
<o e .

- 1 X X, T P
lim C (An) = lim 72T An T r(x) a x ¢ ge =70

n - n-»>mw v
e )} ' &

14
£ix)dna

- o)

lo que prueba la continuideds para probar la azcotacién

S
basta observar gqus, cualquiera que ses A se tiene

N Gt
(€) c(Ayd Ve lax ¢ o

Supongamos ahora que f(x) sea ademds derivable y que su

-

)
9
i

-




derivada f£'(x) sea tanbién sumable. Entonces se tierm :

X
S £r(t) d t z 1lim ( £7(t) dt = 1lim f(x) - £
Xt Jg P Bty

Analogamente se prueba que existe el 1im

(O
@}
\t
by
VY
~..7
s
(&

.
"

¢

X —>-c®, y como f{x) es sumable zmbos limites tienen que
sa cero. Tenierdo esto e¢n cusnta si en (2) integramos por

partzs se tien

e vy
s O \ 7 oy
o4 , . 1 \ ~2T 1A x
-> e m2TtiAX £(x) d x = ______iu_ e f(x) d x
s st A A T
P

e p/“
es decir si C (A) = N4 [L\RJ,
F | (X)J - SITiAC (A)

N
Este proceso puede repetirse si f(x) admite derivadas
todas sumables hasta el 6réden m y se tienes

Teorema 2: Si f(x) admite derivadas sumables has-

ta el érden m y si C(A,) es _su trans formaca de Fou-

rier se tiene:

o CGle ™ )= @midme (L)

Analogamente se obtiene para la transformada;f?
— |
(9") AR ()] = (-27712)B VP L ()

In lo sucesivo estableceremos unicamente las Férmulas

oyt

Ge

para la transformada ‘( 3 las andlogas pars la \f se obtie~

ne generalmente en forma inmediata cambiando - 271 en

27TCi A
De (9) se deduce la importente acotacidn
, 0
(10) o (A —Fee 1 (W) (0)]a x 5 <P
'277:)“'12":0(: IR—'{

gue nos indica gue, cuanto mayor sea el 4rden de las deriva-

das sumables que admite f(x), mayor cs el decrecimicnto s
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C (l.) en el infinito,
Derivemos formalmente (2) respecto de <X « Tenemos:

o 1
(11)  ¢' (A) :ge 271X (Lomiox) £ (x) 4 x
-

Segin el teorema 18 del Capftulo I, la derivacién es vi-
lida si el integrando de (11) es una funcién sumable, e¢s de-
cir si es sumable la funcidén xf(x). Reiterando m veces la de-
rivacién, obtenemos:

Teorema 3.~ Si xMf(x) es sumable, la transformada

de Fourier C (2~) de f(x) es céerivable hasta el

drden m v se tiene:

(12) o) Ay = Fl-2mm1i 0™ £ ()
de la que se deduce la acotacién
: ©
(13) 'C(‘m) ()] < jd’ lomt xl® e ) a x

Vamos a obtener ahora las férmulas de los cambios elemen-

tales de variable.

Se tiene:

. P .
§}:[f(K X)] :‘S e 271k x f(K x) d x = (poniendo X x = %)

- P
g ! 2
- “omi At o1
_—l—%{—‘ S; P tr et s —o ¢ (4)
es decir
(14) Glrwn) =44 o ()

y poniendo —%—-: h

- i 3 X
(14) c () = Cpl e (=)
En particular

(15) ¢ ( -4) tz@"[f (- 0]
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por lo tanto si una funcidn es par o impar lo mismo le suce-

de a su transformada de Fourier,

Se tiene:
- (P 2midx  -2miAXK
(lé)Cij(x ]z Joe Cidx -2ridx £(x) d x =
- @

Cj;[f (]
o

(17) ¢ Pn) sple M BT £ ()]

- o —2RidK

-

Otra férmula que puede resultar de utilidad es
-~ 03 C\ *
e 3 A o
(18) C\}‘Lf(x) e‘ = J( e 271 XA p()¥ g x :j"[f(x)]
en donde con el signoeﬁ designamos el complejo conjugado,

Observacidén: No existe uniformidad en la definiciédn de

la transformada de Fouriler segin los autoresj algunos defi-
nen la transformada en forma ligeramente diferente de la que
hemos adoptado. Todas las definiciones entran dentro de la

férmula general
Q©
D(l.) = _l__ige 1WA x f(x) d x (W y h reales y :t 0).
h Z
Ademds de los valores h = 1,() = ij27t que hemos adop-

tado es también muy usual el tomar como valores
o)=t1l, h =N2 7 (0=t1, h = 1

La adaptacidén de las férmulas en los diferentes casos
se hace teniendo en cuenta la siguiente férmula de cambio

de variable,

D(l):kllc(;%l)

- 136 -




48 ¢~

EJERCICIOS:

1) Probar las férmulas

] g & sen 2 7T 4 a
19) Sz = S —
9 f\ (%) T N

. . S m
siendo f{x) =z (- 2741 x)” para !'x|%a v cerc en los dends

puntos.,

(20) f‘&(w) e @ X e —~———- (1 entaro)

nt ¢ 7 (ap2iR Hmri

(21) Care -2t o -7 A2

— r 2 /{ 2
Ge v w2 T - A
e - X xo o 3{

(21t) Y HETR EAS
~ 4
(22) Cj(e"ai?ﬂ - —2
a24_1{_)7:2a2

Indicaciones: en (19) v (20) probar primero la férm c

para m = 0. En (21) hacer en la integral el cambio de v

riable z = x 4 14 o ¥ aplicar después el teorema ce 1la in-

tegral de Cauchy el rectdngulo de vétices (-aj,a,c = i) ;-at i)

-

Hacer en todos 2o c2sos el estudio de la apliicacidédn de
los teoremas 2 y 3 y de las cotaciones (10) v (13).

2) Probar las férmulas

- _
- . 2. )
(23) qy;'cos (2Tx a) £ (x) = C{A*a)*tC (A ~a)
N 2

lenw-¥cil+w
2 1

(24) QET[sen (2mx a) £ (x) =

ow- X
3) Probar que si f es par“y Ef] o ;?Efl v que si f
—_— o
es impar Lj‘ :Lf] - ,_b§.

Vamos a tratar de extender la transformacién de Fourier
a las distribuciones y para ello vamos a ver lo que vcurio
con la teorfa anterior cuando consideramos la funcidn £ x)

como una distribucidn,

(v

—




Es evidente que se cumple la primera condicién necesaria

para poder hacer la extensidén: gsi se reeaplagza la funcidn £(x)

por otra ~(xj :erual a £(x) p.p, la transformada de Fourie

o (,;) no se aitera.

C (A) es una fuacidn conviiua, luego e€s localimente su-
mable, (adn cuando puedz no ser sumable, lo que ¢s uno de los

serios inconvenientes de la tecrfa cldsica), pedemos entcaces

considerarla comc uns distribuzién y se¢ tiene:
(C(k)7%)d)> j ?(A)% c“:2ﬂj'X&f(x)d};dl
- F - - 6

pero como Lﬁ(x) e= 2701 ZAf (x) es sumable en ¢l ¢srasio
i

producto de las x por las A , Se puede inveritir lec inbtegai-

clones y se tiene:

e RS
G ¢ i R R BN, (T
(C (), Py zirtxyje =271 X4 DA A = 20 5(x) LA
l ’.}.;: /,'_‘4.;3 .

Esta relac’dn sugiere la extenoidn s lo trancforn e

T~

de .Fourier o las distribuciones por la reliacidn

Py

e : 5‘.;-

/" r-'r‘l--. e Q":‘L s AN
(25) SRR Z2ERC R RS

Para dar sentido a esta férmula habrd que ver lias pro-
piedades que tienen las funciones que son vransrormadas cde
Fourier de una funcién O(x) del espacio D.

;
La existencia y la derivabilidad de la *rarncsformada de

~ 27t i:lx,..?(x;.

Fourier dependen de gue las funcloues e

[$23

Ve rm i1 p - -
e " 2WiIAX (Lom: x) W (x) sean sumabless vara los valor:

[N

reales de R_, Uniccs que hasta ahora hsmos counsideraca, i
exponencial tiene mddulo 1 y no ianfluye para nad:- en . oo~
mabilidad pzrec si tomamoe valores complcjos de Lo 4. -1 A -
la exponencia. tiene ur términc con cxporente real ¥ elic

en general alterars las propiedaces de sumebilidad, v por

ser el intervelo de integrecidbén infinito, peroc si wf peris-




nece a D la integracién se hace sobre un intervalo finito y
por lo tanto las funciones e¢ = 2 % in X(?(X) v

e =2 1A X (-2 TEj.xJKQ(X) son sumables para los valoras
complejos de A . La férmula (2) define en este caso una fur -
cién C(A) definida en todo el plano complejo y derivable

él, es decir una funcidn entera; se tiene entonces:

Teorema Y: La transformada de rourier de una fon-

cibn P (x) de sororte acotade es ung funcldn oA

-

gque se puede prolongar =l campe compleio y dicha

&

prolongacidn nos ds upa funcidn

ot
D

Y

2T a .

[y

La funcidn entera ¢ (A ) nc puede

Iy

scr nula en un segmen-

[#5]

°

to del eje CX sin ser identicamente nuiaj luego:

Corolario: La transformada de Fourier de una funcidn

de soporte acotado no vs_ia. funcibén de soporte aco-

tado, salvo gue sea identicamente nula., Mds adelante

veremos que la anulacidén de la transfcrmada de f implica
gue f es nula p.p

Por lo tanto, si para mantener la definicién clésica de
la transformada de una funcién, queremos definir la transfor-
mada de una distribucién por la férmula (26) tenemos que Sa-
car de las funciones de prueba la restriccién de ser de so-
porte acotado.

A primera vista podrfa pensarse en ccnsiderar las disiri--
bucinnes del espacio E', distribuciones de scporte acotado,
que definimos en el Capftulo IV n9 25, pero acabamos dec ver
gue si nos limitamos n las funcicnes de soporte compacto sus
transformadas de Fourier no son yva de coporte compacto ¥y no
sc podrd reiterar la transformacidén ce Fourier,

La posibilidad de la extensién fué conseguida por
Schwartz, creando un nueve espacio de prueba, el de las

funciones indefinidamente derivebles de decrecimiento répi-

do en el infinito, en las que se reemplaza la condicién de




ser soporte acotado, es decir de ser nulas en un entorno del
infinito, por la condicién de que las funciones en el irnfinito
sean infinitésimas de un 6rden mayor que cualquier infinito
potenéiala Precisando tenemos:

Definicidn .- Se¢ denomina S al espacio vectorial

de las funciones complejas de variable real due

son indefinicdomente derivables v talcs guese ten-

Fa, cualesquicran gue sean los nimeros enteros

Q y_m mayores o igusles que ceTro,

(26) 1im <L @ (3) =0
X Y@

Un ejemplo de funcidn del espacio S es la funcién e-x2,
La estructura del espacio S se define en la forma siguiente:

Definicidn 4.,- Una sucesidn de funciones Pi(x) del

espacio S se dice gue converge hacfa la funcidn

\ng) del mismo espacio, s cualesquiera gue sean

los enteros > O,Q v m, cada una de las sucesiones

XQ?i(m) (x) convercen uniformemente sobre el eje

real hacia la funcidn Xt(?i (x),

Si comparamos las definiciones 3 y 4 con la cdada en el
Capfitulo IV (def. 3) para el espacio E de las funciones in-
finidamente derivables y con la definicién del espacio D se
ve que toda funcién de D lo es de S y toda de S lo es de E.
Por otra parte si QP es 1fmite de las LFi en D, también lo
es en S, pues al estar todas contenidas en un compacto fijo
la convergencia uniforme de las gpi(m) hacia %)(m) implica
la convergencia uniforme de las fo(?i<m) hacia XQ %)(m),
puesto que la potencia estd acotada en el compacto fijo.

Es ademds inmediato que si las QPi convergen hacia %3 en S
converge hacia (Pen I,

Por lo tanto D_es denso en S que a su vez es denso en

E, entonces D es denso en S.
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De la definicién 3 se deduce inmediatamente:

Teorema 5.- Si O (x) pertenece a S, la funcidn

PLXJ‘P(m)ix), en donde P(x) es un polinomio perte-

nece también a S,

Antes que estudiar la transformacién de Fourier en el es-
pacio S observemos que las funciones XQ*P(m)(x) siendo contil-
nuas y con lfmite cero en el infinito son acotadas; son tam-:
bién sumables puesto que siendo acotada x%+ 2‘?(m)(x)9 se tie-

ne

5 S +2 ‘m) (x)
‘XQ‘F(m)(X)‘ = 442, 9P \ € 'M2
|x|?2 | x|
es decir que para x =, XQ({)(m)(x) es un infinitésimo -«
6rden menor o igual que dos, luego es sumable.

Por lo tanto si P (x) pertecnece al espacio S la funciédn

m ., ST
w5 TP W)

pertenece a S por ser combinacién lineal de potencias de x
y de derivadas de QP .
Sea gr(l)la transformada de Fourier de una funcién\?(x)

del espacio S3 por ser sumable XQ %)(x) para cualquier valcr

de Q ,\v'CL) e€s indefinidamente derivables; adem&s por tener
CP(X) derivadas sumables de cualquier 6rden podemos aplicar
para valores cualesquicra de los Indices de derivacién y de

los exponentes de x las igualdades (9) y (12) y se tiene:

(27) w'(m) (A) :@[(—27\*1 x ) @ (x)
i )t l\}f(m)(l) - C-'\'Ji‘i'\-—:— (-27i x)" ‘@(:«:)."t
(= Ld XQm i

El segundo miembro es la transformada de Fouricr Je uua

funcién del espacio S3 luego es sumable y se ticne:

(28) IA|? qr(m)d_ :’-{-K-—«— —3 0

|
)\_! }“ 4%) C':"
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por lo tanto la trasformada de Fourier de una funcién del es-
pacio S es también del espacic S,
Tomemos una sucesién \Pp(x) que convergen en S hacia O;

C:[?n(X)

Aplicando (27) y (27%)

vamos a ver que las ot Cﬂ(l\) convergen en S hacia O,

() Xy =C70S oms READ
i) ™) §|7 eme ‘Y’n(x)} = ng(;n(x)}

an(c)gd ¥

-~

A e s 2o §

M=
{
{
@

Pero la convergencia de las LPn n S implica la converioii-
cila uniforme en toda la recta de las 45n hacia cersc luoso 8¢

puede pasar al limite bajc el signo integral y sc¢ tisnes

.9
para n > ng }l,i’i (K) (A ):,E

1

lo que de acuerdo con la definicién 4 prueba lo afirmado.

P

v
* 4

Resultados idénticos se cbticnen para la transformacidn '

Podemos entonces enunciar el siculente teorenas
o

Teorema 6.- Si la funcidn Wrpertensce al espacio S,
T

—— £ .
sus transformadastf[ﬂ?lygf féﬁson también funciones

del espacio 83 si las ({, convergen hacia ‘¥ en S,

sus transformadas convergen hacia 1las correspon-

dientszs transformadas deﬁp o

Las dos transformaciones@§\y§§rhaplican el espacio S
de las funciones LP(X) en ¢l espacio S de 1las funciones‘?(:{);
esta aplicacidn conserva, por ser lineal, las operaciones
vectoriales, y, segun acabamos de ver, conserva los 1limites

(Y

es decir la estructuraj son por consiguicnite operadores li-

s 2w s L e nw‘vx «.cw.--,‘

neales continuos. Mds adelante probaremos que la aplicacién

¢s biunivoca, por lo tanto los operadores serin iscmorfismos

v ademds vercmos también que son inversos el uno del otro,




49§~ Distribuciones temperadas.-

Definicién 5.- Denominaremos distribuciones tem-~

peradas a los elementos del espacio D' dual del S.

~

cienales lin®ales y continuas definidas en ¢l espacio S; 1
estructura serd dada, como en todos los casos anteriorcs,
por la convergencia puntual: lim. Ty, = T en S' ¢l para vo-
da \Pde S se tiene lim. <Tn,t{>>:<T9\§>.

Las distribuciones temperadas son un caso particular de
las distribucioncs. En efecto si TE£S', como D estd conteni-
do en S, (T, ﬂP}esté definida para toda ‘-P de D. Ademds si
lim. %Dn = 0 en D, s¢ tiene lim &?n = 0 en S luego
lim {T,‘Pn): 0. Por otra parte si T es tempcrada el cono-
cimiento de ( T,“f para toda'\f de D permite, por conti~
nuidad definir (T, > para todo valor LP de S.

Un ragonamiento anédlogo nos prueba que toda distribucién
de soporte compacto e¢s temperada.

Vamos ahora a dar un ejemplo de una distribucién no
temperadaj dicho ejemplo puede tomarse dentro de las funcic-
nes localmente sumables. Sea f(x) vmo funcidén localmente
sumable positivaj para que f(x) no sea tcmperada es sufi-
ciente que exista una funcién %)(x) positiva del espacio S
tal que el producto de la-f y de¢ la (P no sea sumable.,

En efecto sabemos que existe una sucesién de funciones a?n
de D cuyo 1limite en S es q), y que podemos suponer ademis

positivass el producto escalar de la f por las Q?n de D,y =5
Ho

(f,&?n ):J £ (x) ‘iPn (x) 4 x

Como las &Pn convergen puntualmente hacia la(? pode-

mos aplicar el teorema 17 del capitulo I y se tiene

1i f, = ®©
g <f: W,
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1o que prueba que es imposible defini? el producto escalar
de <f,\{3> ya que este valor debe ser ei limite de {f, '\;",)n)y
ese limite no existe.
En particular si tomamos f(x) = e¥ y¥ix) u e=X
\

vemos que eX no es una distripucién temperada.

Ejemplos de distribuciores temperadas: Ademds del pri-

mer ejemplo de las distrihucicnes de soporte compacto tene-

mos los siguientes:

29 Las funciones sumables o de cuadrado_sumable: En efec -

to si f(x) es sumable o de cuadrado sumable, poniendo

©
(29) (f,?):\gﬂk),%Mx)dx

- ® '
esta funcional lineal estd definida para toda ﬁ)de S por
ser %?acotada y de cuadrado sumable, Si las\Fn(x) convergen

(N

hacia\P(x) en S, convergen uniformemente en toda la reccta vy
se puede pasar al 1lfimite bajo el signo integral lc que asc-

gura la continuidad de la funcional.

32 Las funciones locglmente sumables de crecimicito lert o,

Se entiende por una funcidén de crecimierto lento a 1la que
en el infinito es de 6rden menor que algidn infinito poten-
cial, es decir cuando existe un ndmero natural k tal que en

un entorno del infinito se cumpla la condicién
‘f(x)' <4 [x‘ k¥ (A constante)

En efecto en este caso (29) estd definida para toda %3

de S ya que ésta cumple con la condicién

A
P s i

en un entorno del infinito, lo que asegura la sumabilicdad
de f(x)%g(x).
Se puede también probar facilmente la continuided de 1«
funcional., Hdgase como EJERCICIO,
(1) by e ko itz

-1k



4o Ia derivada v el producto por x de una distribucidbn

temperada son también distribuciones temperadas.,

Basta ver que T' y xT estén definidas para toda funci:.

de D por las férmulas
(Tt,g(,)(x)) =<T, —‘F‘(x)) 3 {x T,t?(x)) ={T, x§ (=P

que se extienden por continuidad a las funciones <= S pues-

to que T es por hipbtesis de S' y qy(x) v Xu(?(X} socn de S
! 1

cuando lo es %3.

De aci se d duce que todo polinomio de una distribpucidn
temperanda de derivacién con coeficicntes que sea polinomios
en x es una distribucidn temperada.

En particular las pseudofunciones (Cap. III, n? 16) siecn-
do derivadas de potencias de x, e€s decir de funcioncs de cre-
cimiento lento son distribucioncs temperadas.

El estudio de las condiciones necesarias y suficlentes
para que una distribucidn sea temperada pucde verse en

Schwartz (1) vol II, pug. 95.

50~ Transformada de Fourier de una distribucidn temperada.

Definicidn 6.- Si T es una distribucidn temperads

sus_transformadas de Fourier cuedan definidas por

las relacioness

(30) ¢ \CF[T )}P):( TJ@/{\?) \)r{z’}@: <T?€?~ {tﬂ >

Bh virtud del teorema 6 estas relacionss definen funcio~

nales linealss y continuas en ¢l espacio S. Se obtiche cnton-
cer distribuciones temperadas. Ademfs vimos en (26) que en ei
caso 6n que T sea una funcibn la relaciébn (30) coincide con
la definicién cldsica.

Vamos ahora a generalizar para las distribuciones ias

férmulas (9), (12), (14) y (16) que probamos para, las funcio-

nes., S¢ tiene:
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Teorema 7e¢= Si T es una distribucidn temperada sa

cumplen las sicuientes relaciongs:

(31) \C}‘[T(m)(x)} = (2']iil)mbg{"\[T (x))

. (32) g[(-@ 7T 1 X)m T(X)i S mff:?‘m &f ZT(X)\%
o RN B GV, vy L
3) Fren]: A St RS =6 {1 @)

(34) g [T,a T (X)} = e~2Tida @‘ [T (:c.):\;

———

. ¢ “ Ay .
Para probar la primera si E’\X) :‘ly h?(]}jse tiene:
\

(G [r® @], P> =¢r™ 0, Yy 2 <160, (<D Y e s

= (T(x), (-1)B Cf[(-zm).)m? O (A

T(X)

:<C~?(T(X) ), erid)m SP(b) ={(2miA)" Sf—:

(—
0
~5

AN
‘ .Vﬂ
I
-
N

| i

Probemos ahora (32). Se tiene:

< @[<-2m x)® T(x):l ,\P(7~)> ={T(x), (-271 x)B f}f(x)? "

= (20, DEf [P e}, CoEE D)y :

Para probar (33) sc tiene, teniendo en cuenta (8) del

Capftule VI:

T (%
(Ce 1 0], P> =< 1k x), j 6274 1‘ﬂ&}(l) a Nz

- 5

©
. X
={T(x), j e=2 TTi A~ u?(l) dA)=

-3

)
= {T(x), ,( e-27‘€12x\(3 KA) dAY = ¢ T(x)y, (‘.F (kl)) =

- R

= (v, Q) -—1—| T, 1 @A)y = “ll;T ¢ V(_%;_.\?!:,%.;‘,;}?

1 rh N
S VA A T !
¢ ) ki PRI
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FPinalmente proboremos (34)

(Cy\[‘ta T(x)},‘?(l)) :‘(\ta T(x), X(X)S Ler(x) X(X +a)) =

= (r0 O (o2 tida b > zce2miAalp (1) p Q)

Naturalmente férmulas andlogas cambiande i en ~i se obtic-
vy

nen para la transformadsa E} .

Las transformadas de las distriblcioncs de Dirsc, son 1l.s

aaD

siguientes: |

(35) @\[5] -1 C};[S):l

<C§ S V), 00 240 Ay, e2Tidxp(x) 4 %z 0Q(x) dx
f i ?

-

= {1, ?(X))

vy lo mismo se preuba la segundai Aplicando el teorema 7 se

g [ S (m) (x)-}
cey G [ Oy @]

Estas frfomulas se pueden también deducir del siguients

ticne

1

(27‘?1)‘»513

c=2Tida

tooreria que generaliza el toerema

Teoremz 8,~ La trasnformada de Fourier de una dis-

tribucidn T de soporte acotado es una funcidn de

la variableAA gue se puede prolongar al campo com—-

plejo v dicha prolongacidn rnos da una funcidn entera,

in efectb: siendo T de soporte compacto se puede apli-
car a la funcién e—27ti Xiz, cualquiera que sea el valor
real o complejo del pardmetro A . Se obtiene asi una funcidn
v ()) del pardmetro:
Vv (A) = ¢T, e=27%1 x ) )

que,de acuerdo con lo dicho en el n2 41, es indsfinidamente
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derivables por 1o tanto es una funcibn entera.
Limitémosnos ahora a considerar los valores reales de k
N sea\P(l) una funcién de D. Se tiene:

: o
(g(T(x)),KP()\)) = ¢ 1(x), J e ~270i xMPO\) aAd

-

:<T<x>,<x9<l>, e 2701 X>‘))=<T(x) )u{)(l), e 271 };)?._:
:(@(X),(T(:c), e 2R1xhyz ), v (V)=

- j@\om v Q) ak =¢v N, Q<)>>»

-
Todos los pasos estdn rigurosamente justificados puesto

que T(x) X ‘.P(X) pertenece a E'(x,l) y e=2 1 x 2 pertenece
a E(x,l);‘?(l) pertenece a E!' v V(X) pertenece a E; V (l)
pertenece a D! y\P()) pertenece a D.

Las dos distribucionesc~1?(x)):y v (l)coinciden en todos
los puntos del espacio D y la primera es temperada, luego la
segunda también lo e€s y coincide con la primera. Tenemos enton-

ces probado el teorema y obtenemos la férmula
(37) g;[de}=<T,e-2”iAX>

de la transformada de Fourier de una distribucidn de sovorte

acotado,

5le- Férmula de reciprocidad de la transformada de Fourier,

Comenzaremos por probar la férmula

e Y )= Cj\m =0

) =S (A); aplicando (31) se tiene:

Le]

Es decir se tiene ) S(A) # 0, pero esto implica (lema

En efecto: seca

0 2RiIA S ()

11

«xm

2 del ne 31) S (X) 2]&8 » Apliquemos los dos miembros de
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. ™12 o
esta igualdad a e~ l y obtenemos, tenlendo en cicrt: 70
2 -7 A2 - A2
k =¢k 9, e=TA V= (8(A), e ¥ A >:<(}—\1; 2t
- i
(- 2 2 & 2
- -7t X - 3
(l,y\_e )]):<l,en >z S e X ax 21 §(AIzv
- @
que es lo que querfamos probary de manera andloga se obtie-~
ne la demostracidén para C}.

La férmula (38) se acostumbra a escribir en forma inco~

rrecta,

x, =
5 g~ 271 deh -2 j cos (2xA ) A A = S (x)

- P )
Tomemos ahora una funcidbn \P(x) de S y sea 6()) } f?ax,

%(X) -C[X(\)] . Demos & x un valor a fijo pero arbiuvrs-

rio., Tenemos:

Tori al 2713 ( ) :
%(a):je \la X(R) d} ::j Se eVl X = a '{)(:{) d o e

_S 271Nt " (e .
= e (P(t-‘.-a)dtd)j [cf ;,a!dl,,,

R2

= {1 @'[sp(ti-a)]

’:\[1]) DRECRIEN
= ¢ Q (1), Ptra))z @

y como a es arbitrario se tiene para (;’L;_a,l_g_u;ggrr__f_gp_q_,iépffg (x)

de S,

la segunda probdndosz de forma andloga a la primera.

Podemos ahora completar el enunciado del teorema 6 en la
forma que indicamos al establecerlo. Las dos aplicaciones
Cj yj’ del espacio S de la X en el espacio S de la ‘)_ , SO

biunfvocas puesto que dada una &P(A) se tiene

—

'«P()) = (}‘["Pl(x)} s siendo \Pl(x) :\(f"\ [q\)(){)l
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y por otra; parte de (} [ ‘{)l(x)] :(F[‘QQEX)}, se deduce
\?l(x) - k?g(x) :(}f [g‘v[t?l(x)] -("F[ﬁ‘?z(x)]} =0

es deeir ‘el(x) = ‘Q2(X)‘

Hemos probado asf que las aplicaciones son biunfvocas
v (39) nos prueba que son inversas, luego podemos enunciar
el siguiente teorema que completa el 6

q-—‘P-

Teorema 9.~ las transforma01ones & establecen

entre los espacios S de las variables x y A _dos

isomorfismos reciprocos.

Vamos ahora a extender el teorema 8 y la férmula (39) al
espacio S* de las distribuciones temperadas,

Ya hemos visto gue Gr[i(x)] es una aplicacién lineal del
espacio S! con la variable x, en el espacio S' con la varia-
ble l o Esta aplicacién es ademds continua puesto que si

T =z 3imn T, en S' se tiene

lim ((&‘\[Tn] ,\f): 1im ¢ Tn,@\[\m)z ¢ T,(\F [\P] Y= (87 LT] , §?
es decir 67 [TJ = limp L/T ]. Por otra parte

F(3) 922 ¢ 2 FCT [ Qe o >

y por lo tanto probamos la férmula de reciprocidad,

(40) g‘;(\(}\[ﬂ}:m ; @[(}:[Tﬂ =T
y podemos elunciar el

Teorema 10,- Tas transformaciones ,E z estable—

cen entre los espacios S' de las distribuciones
temperadas en las variables X v A dos isomorfismos

reciprogos,

En particular si (3\[ T] = 0, entonces T = 0; el conoci-
miento de la transformada de Fourier de una distribucién
temperada T, caracteriza T.

La férmula de reciprocidad (40) tiene un papel esencial
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~

en la teorfa de la transformacién de Fourier. ¥n la teorfs

cldsica, la validez de la férmula solo se puece establecer

con condiciones generales restrictivas y-aplicando métodes
particulares para su extensidr en diferentes casos,
Por ejemplo, si partimos de una funcidn sumable £(x) y

definimos su transformada por la férmula (2) en general la
funcién C (ﬁ) no serd sumable; para ello ssrd necesario, pe-
ro desde luego no suficiente, que sea f£(x) igual p.p- 2 una
funcién continua, En efecto si C() es sun nable, ila férmula
(40) establece la lgualdad, en tantc que distribuclones, ec

decir la igualdad p.p., de f(x) v de la funcidn

miAx C (A) ax

en todos los puntos a f4(x) ya gque dos funcioncs conifnuas
guales p.p. son iguales en todes los runtos.

Cuando C(A) no es suma le se pusde todavia en la teorfa

b
clésica dar sentido a la férmula ce rcciprocidad defiriendo
la transformada de Fourier de una Zuncién no sumable por dis-
tintos métodos de cdlculoj todos ellos quedan comprendidos
dentro de la teorfa de transformada de Fourier para distri-
buciones.,

Como consecuencia de la férmula de¢ rociprocidad vamos

a demostrar las reciprocas de las férmulas (35) y (36)

(41) G [ (- 2mi ]z e
G re2fiaxy.
(42) J e 21 S, W
En efecto {F'LfS(m) (A)] = (2771 z)m
© o~ A 1 Y M
S@ = G Friw (k}j =G {cems o




EJERCICIOS:

19 - Comprobar, haciendo el cdlculo de las integrales
por resfduos la reciprocidad en las férmulas (20)

(21) y (22).

22 - Aplicando la férmula de reciprocidad en (19) probar

o
sen k't gat=T0 (k)0)
t 2
o
52¢= TFérmula sumatoria de Poisson. i
Consideremos la distribucidn S(x) = 5: S(n)(x). Esta
-

distribuciébn es temperada puesto que

oo
(43) (8 (x), LP(X)): }:‘ ‘.P (n)
-

y esta serie es convergente por las condiciones de¢ decrec.--
miento de la funcién kP(x) de S, las cuales aseguran tam-
bién la continuidad de la funcional definida por (43) en el

espacio S. Se tiene:

_o® &
(k) 9[% O (n) (x)] 0, b

13

En efecto: sea

m
sm(x) = 7 8,
~]T1

\ 4 m .
Floaw] =0 e2®ind
-m

y teniendo en cuenta la continuidad de la transformada de

Fourier y la férmula (1) del Capftulo IV

(j[ {; 8(n)(x>] =(f\[lim Sp (X)l Z lim ’37 [sm (x%:

oL > i) o
= L oe”ERTA S FES
- P -
Por lo tanto si (P(x) e¢s una funcién del espacio S y

X (R) ¢s su transformada de Fourier se tiene:
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(45) LYw=s % P ()
+ P ~tf
que es la denominada férmula sumatoria de Poisson.
Aplicdndola a la funcién e‘t}~2 se tiene la siguiente
férmula de importancia en varias teorfas matemiticas v de £7-

sica tedérica:

@ < P e
- e n2
(46) Ze-tn%\/—t’l L e~ E "
~cP -
536 Srmula de Parseval-Plancherel.

siaea, \P(y) una func1<5n del espacm S v 5\/’) si. transfor-

mada de Fogpler. Ambas fun01ones son ev1denteapro de cuadra-

'v.=

g i'»u'(x

do sum&éiehen ( = R, Cp) y la longltud de T’hﬁ L2 €s:

--:.“ B

5 ‘® ]
I f} 2 = ‘S'@f(x,) £ (x)*

w'Ablicando l%_fé;dﬁia (lB)VE;ia dé reciprdgidad‘se tiene:
. o ce . . o

E{ NP J f(x)J c)¥ =21 xA g2 g x

,,\:‘> o ’ v w

y como‘C(l ) es de S,,C(X,) e=27T1 xA ¢s sumable y se

tiene

o

H ;2 “J C(K)WS”X) o 271 X" d x dl= JC(H)*COU at =

£

es detir glte se tiene la férmula de Parseval~Planchercl

(7Y 1t =l G [0,

dea aHora una fureidn £{x) pertenccisnte & L2; portirc-

ce tambidd a S'. Consideremos el sistema de las fuicionss
, - %2
Wg‘n (x) = e 2 H, (x)
en dohde los Hn(xj son los polinomios de Hermitej es claro
due las fuhciones th son del espacio S. Sean Cl”"Cn9 les
coeficientes de Hermite Fouriler de f(x) y sean Gp(x) las

sumas parciales
o s
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Las(fm pertenecen al espacio S y lo mismo ocurrc con sus tross -
formadas de Fourier KHI(X). Las qhiconvergen en Lg(es decir

en media cuadrdtieca) hacia £, Por la férmula (47)

{Cm + p -Cm‘L2 Xm-!-p K\LZ

y como 12 es completd y la sucesién G tiene 1fmite, la su-
cesién )y es también convergente en 12, sea C () su 1fmite
s tna funcién de L2 que cumple la condicidn ‘ C‘ 12 = ‘fiLg
Pof otra parte las funciones f?Gﬂn\Knly'C son también de S°
La convergencia en L2 implica la convergencia en S*'j en
efecto basta tomar una %) de S, que ¢s también de L2, y

por continuidad del producto escalar en L2, se tilene:

lim ¢ G \P): (f,\.P

Por lo tanto teniendo en cuenta la continuidad de 1~

transformacién de Fourier, se tiene

cA) = lim @\[Gm (X)J = 97 (lim (;'m(x)} :g(f(:c)}

Hemos probado por lo tanto que: si f(x) es de L2, su

transformada de Fourier es tambiédn de L2 v ambas tienen

ia misma longitud.

Debenos hacer notar que la transfornada de Fourier de
f(x), que hemos probado que es una funciédn, no sieripre
puede ser obtenida aplicando la férnula (2), puesto que
f(x) es de cuadrado sunable, pero no forzosamente sumable
v entonces (2) puede no tener sentido. Los nétodos cldsi-
cos de definicibn de la transfornada de Fourier en estos
casos quedan incluidos dentro de la teorfa de¢ transforna-

das de Fourier de distribuciones.
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Podemos entonces enunciar, recordandn gue 52 denominan
operadores unitarios a los que conservan la longitud,

Teorema 11.- %n el espacio 12, las transformacirnes

de rourier son operadores unitarice recfprocos,

. s P | - Y
producto escalar, es decir que se tiene si C{s) ¥ (X} son

las transformadas dc Fourier de ©(x) v g(x),

o

2 0 ——
e B I\, N 9
(48)  (f.g)_» = |f(x). g(x) ¢ x = jC(MDA) a% = (c.D) ,

54,~  Transformacidn de Fourier. multiplicacidn v convolucidn.

Una propiedad de gran importancia de 1la teoria de la tran-
sformacidén de Feourier es la de invertir mutuamente los pro-
ductos multiplicativo y de convolueién,

Desde luego que previamente hay que estudiar en que ca-
sos dichos productos existen y son distribuciones tempera-
das cuando los factores sean ellos misnos distribuciones
temperadas. El estudio completo de este problema y de sus
relaciones con la transformacién de Fourier puede hacerse
en Schwartz (1) vol II, Cap. VII, 95 y 8. ac nos vanmos a

limitar a dar un esbozo de la cucstidn y a cnuncinr lo

prir-

633

cipales resultados.

Para ¢l producto multiplicativo égo Ts es cloro e
uno de los factores tiene que ser una funcidn indefinida-
mente derivable, sea Gy este factor, Fntonces para defini
& T por la condicidn {d T, ¥ = ,’}'\ %‘) la funcidn &\ Ge-

be ser tal que multiplicada porr una funcidn eualquieraﬂ? de

[
oy

]

S, el producto sea también una funcidn 4
’

Este resultado se consigue con las funciores (N tales

que ella vy todas sus derivadas sean funcicnss de crecimien-

to lento, es decir, seguin ya dijimos, deben ser todas cllas
furciones que en el irnfinito crezcan menos rapidaments que
una funcién potencial | x{¥. (&1 ndmero k no tiene por quc

2 A
i

ser el mismo para ¢\ y sus derivades
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¥ Entonces, como \P es dc¢ decrecimiento rdpido, la funcidén
d\‘.P perccnece a S. Tanbién se ve facilmente cue si las LPn
de S tienden a cero en S, también en este espacio la sucesidn
A \Pn tiende a cero.

Como toda combinacidn lineal de funciones de crecimiento
lento es una funcidén de crecimiento lento, el conjunto de to-
das estas funciones es un espacio vectorial que se denomina
Oy (simbolismo de operadores de multiplicacidédn), La estructu-
ra de Oy se define de la forma siguiente: la succsién CAn
converge hacia cero en Oy, si y solo si, cualesquiera que
sean ¢l numero entero (mayor o igual que cero) p y la fun-

cero en S.

m

cidn \P de S, la sucesidn d\n(p)‘\[) converge haci
i

Pasemos ahora al producto de convolucibén, Si S y T son
distribuciones temperadas puede muy bien suceder que su pro-
ducto de convolucidn no exista (basta tomar la constants uno

» y ver que no existe el producto de convolucidén de esta cons-

tante consigo misma).

Consideremos ahora ¢l espacio Oy y designemos con Oé
¢l conjunto de¢ las distribuciones que son transformadas de
Fourier de una funcién d\de OpM; €s Gecir ESEO& si y solo si
cxiste @ de Oy tal que E}iﬁﬁ} = 8. Se prueba entonces: que
Oé, pucde cdefinirse como el conjunto de las distribuciones
cuyas trasi#formadas de Fourier son funciones de Oy que si
T es teﬁperada v S es de Oé, el producto de convolucidén SXT
es una cdistribucidn temperada y que se¢ pueden intercambiar
los productos multiplicativo y de convolucidn. Se puede en-
tonces probar el siguiente teorema:

—

. {F (L
Teorema 12,~ Las transformacioncs J_yv & estable-

—— Pt

. 1] . .
cen entre los espacios Oy v OC dos isomorfismos

reciprocos e intercambian los productos rnultiplica-

tivos v de eomvolucida.

Se tiene entonces las férmulas:
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Si & EOM y TE€S', entonces:

(49) .
g\\d\jeo‘c 3 h.TE S! y(\—{d\.T} ::(I (f*\}

{ i
$Si SEO; y TES' entorces
LQ\‘LSKOM s SHTES! y?{S*T} :fﬂs}@[ﬂ

Estas férmulas subsisten vara la transformacién

En particular: la férmula (50) es v4lida cuando S es una

distribucidn de soporte acotado.

La propiedad de intercambio de los productos convolutivo
y de multiplicacién puede ser cierta también con otras hipé-
tesis, pero las condiciones del teorema 12 son de aplicacién
en muchos de los casos que se presentan en las aplicacionesy
por otra parte la propiedad de dy , © de{K.(S} de ser una
funcién de crecimiento lento es de comprobacién fécil.

A tftulo de Ejercicio, daremos la demostracién de (50)
en el caso muy simple de dos distribuciones de soporte com-

pacto. Se tiene:

h)

G \
J (S‘X-T} 2 (S*T, ¢=2T1 x4y =<5 (8), e=2T1E L),

(T (M), e-2TiMA 52 8\[’8] i)

EJECRICIO:

Utilizando las férmulas (21') y (22) demostrar las fér-

mulas
- x2 1 - X2 .
1 2
(51) —+ _—__ ¢ 201 ——— o) G‘ =
SR * & :




55e=  Aplicacidn de la trasnformacién de Fourier a la aproxi-

macidn de la 6 o

Vamos ahora a utilizar la transformada de Fourier para

probar la firmula de sproximacién de la delta de Dirac, por

nicleos de Dirichlet

1 sen a x
(53) = 1lim
5 2 T X

cuya demostracién no resulta fécil por los métodos aplica-

dos en el n2 26, Tomemos una funcién‘? del espacio D se tiene

b v (P
- o I \ =271 XA 1
<8(X), (P(X)) =<1,"$ [‘?))-%:m@ S_b ‘ Be il x ?(X) d XJ dA
y como %)(X) e¢s de soporte acotado, poniendo a = 2%b

( k :
6 \P) = lim LP(X) g e-271 xA dNd x =
a -b

bHP®

T : \
- lim -S?( ) sen 2{b x i x = 1lim <‘1 sen a x, %7(x)}
b= a7 X

-

106 que nos prueba (53)

56, Transformadas de Fourier del valor principal y de las

deltas de Heisenberg,

La funcidn log |x§ es localmente sumable y el limite
de T;T . log ]x\ es cero para X tendiendo a infinito, e€s
por io tanto una distribucién temperada, y lo mismo le su~-
cede a su derivada v.p. 1/X.

Para determinar la transformada C(A) de Fourier del

valor principal partiremos de la fdérmula

FoxF o) Tl ey =90

de donde

i
N

Sg*C(A) :6 3 cr(A) = - 27Vis

2K
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y por lo tanto (teorema 4 del capftulo III)
CA) = - 2%1 YA + k

Para determinar la constante observamos que el valor prin-

cipal es una distribucidn impar puesto que

(v P( ) ~?(x)) =¢vp= ,\?(-x))_ 1im \ﬁs_igizﬁ) ax 4+

- t>0 ®
Jh)dxj:-llm[(-ﬂ—) Sﬂz)—dx} /Vp \e(x»
¢ * g0l J ¥ ;gx

y por lo tanto segin la férmula (33) C(X) es también inmpar
luego

- 271 $ k =C(1l) = =C(~-1) =~k 3 k =71

Obtenemos asf la importante férmula
Y (v 0 1)z 7 ) L s g)
(54) LVPSZ_TFLL[E‘_—-2Y()]:~7C1 S g(A)

en donde S g(k) vale 1 para x) 0 y -1 para x<% 0.

Por procedimiento enteramente andlogo se demuestra la
férmula
(55) }vx_:»lj 7?1[2 Y()\)—l]:‘.?'tng (\)

Las transformadas de Fourier de las partes finitas pueden

verse en Gelfaud and Sapiro (1) y por derivacién y aplican-

do la férmula (34) del Capftulo III, se¢ tiene:

G NSS! N
(56)\}’[pfxt];4]=-(—q-’l—!)—— (2®id)t ®i Sg(k)

Si se convoluciona v.p. 1/x con ella misma, haciendo

el cambio de convolreién =zr mnltiplicacién se tiene
Ty
\V [v ) -%f—%% v p
y por lo tantoj

(57) vp o ¥ vop
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De acd se deduce aplicando la definicién de las deltas de

Heisenberg

(58) Cr6) = V] (§)=1-¢
(59) 8__7.[6*] 1-3Y ) 8’—;[8-]=Y(>$)
y aplicando la férmula de reciprocidad se obtiene
(60) @‘[ym] =S @\[1-Y<>\>]=5+
(61) ff[y ] = St {}:{1 -1 V] =5

Las férmula (60) se suelen escribir en la forma matemati-

gamente incorrecta:
- o + P ’
(611) 5:J e-27'(ixx dA; é =§ e-27'(iAx aA
~ P o]

Estos resultados sobre la transformada de Fourier de las
deltas de Heisenberg nos muestran la razén de la posicidn de
los signos que en la definicién aparecen algo contradisorios

»
puesto gue se denomina 5 a la que en su definicién aparece
un signo menos y viceversa. La razén de los signos es que la
. Gret) .. :
transformada de Fourler J tiene como soporte la semirec-
ta positiva.

Se¢ d4 ¢l nombre de espectro de una distribucidn temperada

al soporte de su transformada de Fourier, Las férmulas (58)
expresan que los soportes de las 6+y éd son respectivamente
el semieje positivo y el semieje negativo.

De las férmulas (58) se deducen también las ciguientes,
relativas a las componentes de Plemelj de una distribuciédn

(férmulas (36) del Capftulo anterior)

(62)37[ )- rOOYY [ [s -t q [s]

Como aplicacién vamos a determinar la transformada de Fou-
rier de log tx‘, Si C(A) ¢s dicha transformada se tiene d¢iivemde
J LlogIXI]- ch) 5 271X cQ) :J[v P ;g} =i 8 gA)
(63) A CA) =1 Sgh
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Una solucién de la ecuacidn (63) es evidentemente

Co(b = - -—%— p f (}—Jﬂ)

v por lo tanto (n2 31) la solucidn general de (63) se obtie-

ne sumando a CO()\) ¢l producto de laS por una constante ar-

bitraria., Se tiene

(6k4) & [1og!Xq: -_.21_. P f('—i—‘\ +K6

siendo K una constante a f@eterminar. Para determinarlz ha-
gamos el producto escalar de los dos miembros de la igual-
dad anterior por la funcién de prueba del espacio S, e~ \..\2 .

Se tiene

(65)(@(1og]x\], e”'xg): - ——é—- p f —&‘- + KS, e 'M)

(g[logpcl, e">\2):/log|§c\, V—f—rc -7e X2>:

® P —
‘e L2 - 1 Nt
T X - t op- vt -
2 Se logxdx-\rz Ie tflog\ﬂ)dt..

(o]

[}
]

® ——— P
’ *
Je" t t"% log t d t —’.~'—l—9__-§—7? { e=t t*T 4 ¢

V7t b

Las dos dltimas integrales son con::idass pueden verse

en una buena tabla de integrales las férmulas,

°
J e"Ptt"% logtdt:~\1f— log (’-l-peX)para p>0
P
(o]

o
fe"Ptt-%dtz\/-’l- para p> 0

p
0
gh donde X es la constante de¢ Fuler, Se tiene entonces

(66) (J[loglxl, e~ A 2] 2 -~ (log 27T & -Xé-—)

Por otra parte

1 L4 xd ¥ 1 Ool A2
(-Epfx-i-k y € >2 =5 pf)——e” d>\+k
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+J NEERE
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La suma de las dos integrales del dltimo es conocida y va-

le X « Luego

(67) (--%—pf-‘-/i-}-mké :-3-2g~4+k

y de esta férmula y de (66 se deduce

-log27f--——-g 3 o2+ kg k:::(loggff.z.‘()

mla-(

¥y por lo tanto se tiene la fAérmula

(68) {F[log [xi} = - ——%«-p f TJ;\—( -~ (log 2W+K)8

584~ La trasnformacidén de Fourier para varias variables.

La extensién de la teorfa de la transformada de Fourier
a las distribuciones enedimensionales se hace siguiendo nor-
mas completamente anflogas a las que hemos desarrollados pa-
ra las de una dimensiénj nos limitaremos a citar los resul-
tados,.

Dada una funcién f£(x)3; x = (X7j;e04%,), Sumable, su tran-
sformada de Fourier es la funcién C(}\); A= (hieeapn) de-
finida por

P
(69) c N :( e2T1{A, X2 £(x) a x = NEE

en donded;x);xlxl $ ccove ¥ N\, X, es el producto escalar

en el espacio enedimensional ds los vectores x y }\ » C()x )
es contfnua y tiene 1lIimite cero cuando |)\l —
(\
Cambiando el signo de la exponencial se define 3 {f(x)}

Si £(x) = £1(x9)ev.-fp(x,), es claro que

c (A3 = Cq ()\l)....cn()\n)
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2) 1/2

En particular para r = Ix\ u(xi o000 4+ Xn

P = \)‘\ = (>\§_ +....Ax21)l/2 se tiene:

(70) g[e-ﬁ‘rQ]: e~ ’K-Ag

v

Se defire el espacio funcional S de la misma forma que
para una variable: sus funciones son indefinidamente deriva-
bles y tales que

lim P (x) D(? =0
EET

cualesquiera que sean el polinomio P y el operador de deri-
vacién D, La convergencia de las ‘?i hacia 0 en S se define
por la convergencia uniforme en el espacio P(x)D %& hacia O,
Los teorema 6 y 9 se extienden a las funciones de varias
variables, Las distribuciones temperadas son los elementos
del espacio dual S' de S y la transformacidn de Fourier se
define mediante la fdérmula (29). Se tiene las siguientes

férmulas:

(71)

(73)

V)
(72) (Ly\[ﬁ ] = -4 72 P2Cj[T}
I

@ 7o) Lo ()
(75) {T[e-k r2}=(l‘!'__)§_ .' - ﬁi)\z
(76) g; r-(\th T)]: e=27i( )\,,h b ? [T}

(77) (3: :8] :8-:[6}: 1 ;C}:[l} :(3‘\[1} = 5

Se extienden también para las distribuciones enedimensiona-

les la férmula (403 de reciprocidad y los teoremas 10,11 yl2,
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Otro resultado interesante, fdcil de probar, es gque la
transformada de Fourier de un producto tensorial es ¢l pro-

ducto tensorial de las transformadas de Fourier.

50 ¢= Transformadas gue depegde@;solo de la distancia.

Presenta Interés particular el caso de la tran#iformada
de Fourier de una funcidbén que depende unicamente de la dis-
tancia de x al orfgen

fx) 2P 5 rz G 4 4 x2V2

Entonces la transformada de Fourier depende sélo de la
distancia P. En efecto se tiene llamando E% al dngulo de los

goftores x y ) »

(78) ¢ (A) :S e-2Tir P cos J(r) a x
R0 +
. 3 . K
Tomemos otro wector A del mismo médulo y sea G el
dngulo que forma con el vector x. Se tiene:
»* x ; X
(79) C(M:S ¢-2®irPcos L) ax
n )8
R
.X_ .
E1l paso de X a A se puede hacer por una rotacidn en el
espacio enedimensional, haciendo la rotacién inversa en las
)A.
variables de integracién, r queda invariable, cos 0" se
transforma en cos 9 v como el jacobiano es de médulo 1 se
deduce la igualdad de (78) y (79) y por lo tanto que el va-
lor de C(A) depende unicamente del médulo P de A , es una
funcién qf'(E), como querfamos probar.
Tomemos ahora el caso bidimensional. Se tiene:
V(P)‘: J e"2ﬁi<x)>%(r)dr
; R2
y tomando coordensdas polares y suponiendo que el 4ngulo

de A con OX es cero (lo que siempre es posible puesto que
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Y solo depende del médulo) se tiene:
27T

V(P) =Jd§r(§)(r)se-2ﬂirPcosgd9dr

o} o]

y teniendo en cuenta la conocida férmula

7o
< g;iixcosg d@:JO(X)
x

0

tenemos
o
(80) \S(P) = J' { (r)] { (r)\ RJ;I‘ JO(27"I'P)Q(I') dr

Por cdlculos de angloga Indole, pero més complicados se
puede generalizar la férmula )82) y se obtiene para el caso
de n dimensiones:

2 A

ne-2?
P 2

\ -2 £ ;n2 i
(81) \\‘f(P) = J r 7, J——E_— 2fr Pl (r)dr
0
que nos expresa la transformada de Fourier mediante una trans-
formacién de Hankel.

Por aplicacibén de la férmula de reciprocidad se tiene:

©
(82)8?(1-) 27 S P5 JBz2 (2mr P (P) a P
r———
2 O

i} N2
Para nz3, como J1/2(Z) =

sen z, se tiene
Rz ?

o (® .
(83) \[(P) = —E— J r sen (27r P) (r) d r

O

Tomemos ahora aD(r) = r@ y obtenemos
i

o4 n
gl\{rm} - ._2..._7_(:._ p 4+ P J.n=2 (27r P)@)(I‘) d r
P New? 2
> O

BEn la teorfa de las funciones de Bessel se demuestra la

férmula

G‘ -
X I (k 2) M1 g, -2

o}




y reemplazando se tiene

m+ n
(J[rm]= 2\ =2 ) p - (m4n)
2

e

En esta férmula para que r@ y P @ =~ I pyedan ser consi-
deradas como distribuciones, deben ser localmente sumables y
por lo tanto deben ser ambos exponentes mayores que =-n, es
decir se debe tener -~ n{m <0, Para estos valores se tiene,
poniendo delante de las potencias parte finita(lo que no alte-

ra nada) para una funcidn fija qD(A )

- (L. tn .
(?[p rem ], @A) =< [ pf (T, OO

nm™M om
rot 3100 2)

Pero los dos miembros son, cuando se fija X s funciones
meromorfas de m(n2 18 del capftulo III), por lo tanto son
iguales en todos los puntos que ro son singulares es dgcir
se tiene la siguiente fdérmula

(1 (Z=_nj

(\ i ~ 4 -
(84) [p.f ) = = - £ (=)

para todos los valores de m distintos de -n -2h, en donde h

es entero mayor o igual gque cero.(9)

Observacidn, Consideremos la fdérmula (8§) Si 4?(r) €s

la constante 1, la férmula carece de sentidoj sin embargo
como EF[;] = 6 s algunos autores escriben la férmula (80)
igualando la delta a la integral divergente y obtienen lo

que se suele denominar expresién polar de la<5 , férmula no

correcta matematicamente,

oo
(85) é(x,y) = 27T/ P J, (rjvr P) d Py r ::\{X2 + ye
o

~
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(2) Los valores de las transformadas para los valores excep-
cionales pueden verse en Schwartz (1) vol I1I pag., 11%
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unidimensional 0

(86) b(x) = - L2 Jo( 27 x P) &P
o)

por la aplicacién de la férmula (14) del capftulo VI,

60~ Transformaciédn de Fourier para las distribuciones no

temperadas.

La aplicacidbn de la teorfa de distribuciones a la trans-
formacién de Fourier ha representado un inmensc progreso con
respecto a los métodos cldsicosy en particular ese progreso
ha tenido una enorme repercusidén en la teorfa de ecuaciones
en derivadas parciales; en esta tecrfz la aplicacién de lLa
transformada de Fourier es de gran importancia, pero en mu-
chos casos es inaplicable por tener que aplicarse a funciones
que no tenfan una funcién como transformada de Fourierj la
consideracién de las distribuciones permitié awmpliar enorms--
mente la aplicacién del método y puso de manifiecto analo-
gfas que anteriormente habfan pasado desapercibidas,

Sin embargo quedaban fuera del alcance de la teorfa los
casos en gue debfa de aplicarse la transformada de Fourier
a funciones no temperadas, como la exponengiales. Se plantca-
ba asi el problema de generalizar la teorfa de la transforma-
cibn de Fourier de modo que comprendiese a la tecorfa de Schwériz
y tuviese un campo de aplicacidén mds amplio que permitiese,
en particular, suprimir las restricciones sobre el comporta-
miento en el infinito.

Vamos ahora a indicar someramente una de las soluciones
dadas a este problema, la dada en la memoria Gilfani y
Silow (1), °

La idea esencial de la nueva teorfa es la extensi‘n
del dominio de las funciones de prueba utilizandc Tunciloncs
de una o de varlas variables complejas, Para ello s¢ intro-
ducen al lado de los espacios D y S de Schwartz otros nucvos

espacios que vamos a dsfinir:
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1¢ - Espacio Kpj formado por las funciones de 5 que cum~

plen la siguiente condicién:

(87) Pla) ()

< de - B {x$ P

en donde las constantes A y B dependen sélo del ndmero g

y de la funcién %5. Se supone siempre »> 1,

La estructura del espacio queda definida por la siguien-
te condiciébn: la sucesién.(Pn converge hacia cero en K si,
para todo gq se cumplen las siguientes condiciones:

a) ‘?(%) (x) converge hacia cero uniformemente en toda

la recta.

b) La condicidn (£7) se cumple con dos constantes A v 3

fija cualguiera gue sea n, es decir que se ticnc:

PP | ¢ ne-BIHE

en donde las constantes A y B dependen unicamente
del ndmero q.
La convergencia de las Lpn_en Kp implica la convergencia
de las \Pn en S, |
2) LEspacio Zyp (p21), formado por las funciones enteras
enteras, %?(z) =(P(X-+ iy) tales que Lp(x) pertenece a S y
cualquiera que sea el polinomio P, P(z)\P(z) es, para cada y
fijo, una funcién de x de cuadrado sumable en (- ;P ) ¥y

se cumple ademds la condicién:
w4+ 1y 2 Bly\p
(88) 4J \P(x + i y).(Q(x + 1) 2 dx<4ie
e+ 1y
en donde las constantes A y B dependen del polinomio F y
de la funcidn *-P .
La estructura de este espacio se define por la regla

siguiente: una sucesién (Pn de funciones converge haclia cerpo

en ZD si se cumple las siguientes condiciones:
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a) En cada dominio acotado la sucesidn kPn(z) converge
uniformemente hacia cero
b) Cualesquieran que sena P(z) y el valor fijo de y se

tiene
o+ iy 5
lim \P(X-i-y)Qn(X-i'iy)* dx=0

n = X
_’-v*'ly

c) la condicién (88) se cumple con dos constantes 4 y B

independientes de n, es decir se tiene

ley\quy).u?n (X+iy)‘2dx§.§f;-eB’y'p
~-®+ 1y
en donde las constantes Ay B sélo dependen del polinomio,

Los autores consideran ademis otros espacios de los que
no nos vamos a ocupar,

Definidos estos espacios hay que estudiar la transforma-
cibn de Fourier en los mismos, Se parte de la férmula de la
transformada de Fourier para funciones ‘?(x) v supondremos
primeramente que x es real, La transformada de Fourier

CJ{\‘?(X)] =c (\) = JZD" 2701 XA&P(X) a x

-

es una funcidén C(A ) vy siempre que la integral sca convergen-
te pue€e definirse para valores complsjos de A .

As{ por ejemplo nosotros vimos (teorema 8) que si %)(x)
es de D,C(A) es prolongable a todo el campo complejo. Se pue-

de probar ademds que pertenece a Z1y €s decir que se tiene:

(89) s1 P(x) € D, @W(x)} =c(A\) e 29

y también que
C\
l’ €eX1lsTe a que - .
(90) st c(A) z ist € D tal c(N)
En su trabajo Gelfand y Silov prueban los siguiertes
resultados: si %kiK?, su transformadigge Fourier C(IX) queda

definida en todo ¢l plano complejo y es una funcidédn de Zq R

AN

(cen 1/p & 1/q = 1) y reciprocamente si(?(ﬂ) es de Z,con gxl

q
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es la transformada de Fourler de una funcién de Kp. Es decir
se tienen las férmulas siguientes:

1) si Ve, [@lezy (1/p + Vg =1) '
(92) si C(A ) € Zy, existe \P(x) & Kp tal que C(A) a?t‘?)
Por aplicacién de la férmula de reciprocidad se tienen
las siguientes férmulas reciprocds de las (89) y (91):

g9y s1 Yez, F(gen
(91) si Pezq (a$ 1), Gelep (/p + /g = 1)

Los espacios K@ y Zp tienen como espacios duales los es=~
pacios de distribuciones Kp' ¥ Zp': estos espacios son por
consiguiente los de las funcionales lineales y contfnuas de-
finidas en Kp y Zp; la estructura se define como en todos los
demds espacios de distribuciones: lim Tn = T si para cada QP
del espacio de las funciones de prueba, lim, (Tn,kp)- (T, t?).

Un fesultado importante que hay que destacar es que en

los espacios Zp, como sus elementos son funciones de variable

complexa se puede definir la distribucién de Dirac 6(a) pa~-

ra valores complejos de a.

Dada ahora una distribucibén T de uné cualqguiera de los
cuatro espacios D, Kp, 21 Y Zp (p» 1) se puede definir su
transformada de Fourier que serd una distribuciébdn respecti-
vamente de los espacios Z1y Zqy D ¥ Kg (1/p 4 1/¢ = 1) por
la férmula

(93) (\T[T]’ ('P ? =<T9\(F((’P)>

las propiedades de esta transformacién de Fourier son las
mismas que eh la teorfa de las distribuciones temperadas.
¥n particular la férmula §93) nos permite obtener la

transformada de Fourier de cualguier distribucidn de D, es

|

decir de cualguier distribucidn en ¢l sentido de Schwartz,.

Estas transformadas serédn distribuciones del espacio Z1 y
pueden rorser .entonces distribuciones en el scntido de Schwartiz.

En particular podemos obtener las transformadas de Fourigr de
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cualquier funcidn localmente sumable.

Como ejemplo vamos & obtener las transformadas de Fourier

de las exponenciales eSX v e2%X%. pars cuslquier valor real

o complejo de ¢ v para a real v mayor gue cero,

Tomemos en el espacio Z3 la distribuciébn S(a)’ en donde

a_puede ser complejo cualguierasy su transformada de Fourier

serd una distribucién de D'. Vamos a calcularla: para k?& D,
/F’ e o) )
J lé(a)]a“?(")> =0 (a) j; 271 xR o(x) a x)

(pﬂ“ 3

= Jez lax(?(x)dx:(e2 a X, Q(X))
> P

poniendo 2 Wi a = C

n cx Q ic
(9%) \j’ [e } = (a) 3 a = - > 7t
Se puede probar que la relacién

2
(95) (T, QA = 1 V-Z- f ,\2_9_ g\ao\) aA
~iep

en donde (P(A) es una funcién del espacio Z7 define una dis-

trituciébn de Z:'L. Se tiene para @g D

-

@ -
igo 2
»7“2A J 2 7Ci x)

<§[T],‘P(X)>=-i\/;ij et T Tm c{:'()dxd\—

-ige
o i 2
—_ 1o, P s >\ i e\
=z - iv-%——jso(x) ed X2 j A g lv:) ah|a x
~€'p ~ioe
y haciendo el cambio de variable ‘ﬂi\ L o~ xVa =Vx t, se

tiene:

— oS
(?[T] ’(P(X)') - J a x (P(X)[J - 42 d t] & x ;:Jeaxif(x)dx

> -
:(e a x=, k?(x)}
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y por lo tanto —
e & X2 = SF‘TPX
G
(96) NG Le a X2] = T
es decir que la transformada de Fourier de -

e @ X2 (ayo0)

es la distribucién T de Zi definida por la relacién (95).
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CAPITULDO IX

TRANSFORMADAS DE LAPRACE

61, ~ Transformada de Laplace de una funcidn. -

Definicidn 1.- Se denomina transformada de Lapla-

ce A {f(t) "’5\3 de una funcidn f£(t) de variable real

t, localmente sumable, a la funcidn de variable

compleja F(s) definida por la relacidn:

(1) o "ﬁf(t)} & F(s) = I:Z—st £(t) da ¢t

El dominio de definicidn de la funcidn F(s) es el de los

valores de s que hacen convergenhe la integral, Sdlo consi-
deraremos la convergencia absoluta, es decir la sumabilidad
en el sentido de Lebesgue (2)., Si ponemos S = ga} 1"1
el mdédulo del integrando es e~ gt \£(t)\ , luego la suma-
bilidad depende solo de la parte real de s, Caben tres casos:
a) e~ gt | £(t)yes sumable en (0,+ ) para todo valor
de % (por ejemplo cuando f(t) = e“tg), F(s) estd defi-
nida para todo valor de s,
b) e~ Et | £(t)} no es sumable en (0,+® ) para hingin va-
lor de ‘g . F(s) no estd definida para ningdn valor
de s.(Por ejemplo cuando f(t) = et2.
c) e” gt \f(t)\\es sumable para algunos valores de T y
no lo es para otrosj; por ejemplo sl f(t) = 1, es suma-
ble para g)O y no lo es para € < O.
En este #ltimo caso la sumabilidad para un valor go

implica la sumabilidad para todo valor de g mayor que go'

puesto que

I'f(t)le" gt - ‘f(t)} e~ ?ot e(go -%)t {?‘f(t)‘ e” gct

y se vé ademds que la converpencia de la integral es unifor-

(2)Recordemes que existen integrales imppopias en el senti-
do de Riemann que no son absolutamente convergentes y que
nor lo tanto no son sumables en el sentidc de Lebesgue.
No nos ocuparemos del estudio de la transformada de La-
place en estos casos.
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me respecto a §9 es decir uniforme en R(s)?¥ 'go. Por lo tanto
existe un ndmero real a tal que para <§ > a la integral (1)

es convergente y no lo es para *%413, Tenemos entonces el si-

Teorema 1,- Dada una funcidén localmente sumable

f(t) existe siempre un ndmero real a (que puede

ser + ®® o - ), que se denomina la abscisa de su-

fabilidad de la transformada de Lanlace de f(t),

tal que psra R(s)> a, la integsral (1) es absolu-~

tamente convergente m no lo es para R(s)< a,

guiente teorema:
Por lo tanto dada una funcidn localmente sumable o su

transformada de Laplace no existe, o estd definida en un se-

miplano R(s))> a, o estd definida en todo el plano. En este

dltimo caso estdn evidentemente las funcicnes localmente su-

mables de soporte acotadp.

El dominio de existencia de la transfcrmada de Laplace

nimerc positivo m. En efecto sea §>a y tomemos go tal que

<4
a<§o <€ 3y para t > tg, es tmée(‘g"qéo)t y por lo tanto
lem £(t) } o= € ¢lr(e)] e Eof

y como el segundo miembro es sumable en (0,P), también lo

de £(t) es el mismo que el de tUf(t), cualquiera que sea el
es el primero. Si ‘g(a, para t2 %,
|

|62 £¢£)] e~ Bt > Ye(e)) o~ Et

y como el segundo miembro #o es sumable en (0,C) tamnoco |
lo es el segundo.

De acd se deduce que, en el dominio de definicidn de
F(s), estd permitido derivar bajo el signo integral en (1)
y por lo tanto:
>
{

2) pUE) gy = | £(e) =) o ST g

J

' : 0 . N
Podemos por lc tanto enuncilar el siguiente teorema:



Tecrema 2.~ La transformada de Lanlace de una fun-

cidn £(t) es una funcidn holomorfa en el senipla-

no de definicidn y sus derivadas sucesivas satis-

facen a la ralacidn:

(3) 4 {omemrl = p®e

siendo ademds idénticos los dominios de definicidn

de las transformadas de £(t) y de tBf(t).

62.- Transformada de Laplace de una distribucidn.

Vamos a estudiar la extensidn de la transformada de Laple-
ce d¢las distribuciones unidimensionales (2).

Observemos primero que si f(t) y g(t) son iguales como
distribuciones, es decir iguales p.p., tienen la misma
transformada de Laplace.

Observemos tambidn que en la definicién de la transfor-
mada de Laplace sdlo influyen los valores positivos de t,
luego podemos siempre sdponer que todas las funciones a las
que se aplica la transformada de Laplace tienen su soporte
eh la semirecta x 2 0}

Es importante insistir sobre este aspecto; en general
los autores de tfaﬁajos y tablas de transformadas de Lapla-
ce admiten implicitamente la nulidad para t <0 y escriven,

por ejemplc ,

o {tm} G‘\{senkt}

éuandc lo que cbrresporderia escribir es

o { v(t) ¢ m } aﬁ{Y(t) sen k t}

Esto puede dar lugar a confussaiones en particular
cuando haya que derivar la funcidn en el sentido de las

distribuciones, en cuyo caso, la presencia de la funcidn

(C) EI estudio para las enedimensionales puede verse en
SCHWARTZ (3)
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7(t) de Heaviside es esencial.

Consideraremos unicamente en este capftulo distribucio-
nes de D; . Utilizando un razonemiento andlogo al empleado
en el capftulo IV (teorema 7) puede probarse:

12 Existen funciones \( (t) indefinidamente derivables,

de soporte acotado a la izquierda e iguales a unoc en

la semirecta t 20. Designaremos con P el conjunto de

estas funciones,

22 Para toda \V de D se tiene

() <1y PX= A, P>

siempre que uno de los dos miembros tenga sentide.

Un resultadoc andlogo puede hacerse para n variables,

S1 T tiene su soporte en t; > 0, existen funciones iAdefi-
nidamente derivables, de soporte contenido en t; 2 a; e igua-
les a la unidad en t; >0, cumpliéndose ademds la condicidn ().

Tomemos una distribucidn T3 supongamos que exista un
ndmero real ‘g tal que e~ gt.T sea una distribucidn tempe-
radae Tomemos un valor complejo s tal que R(s)> a., La dis~
tribucidn e~St.T se obtienen multiplicendo la distribucidn
e"gt.T que es temperada y de soporte contasddc en t2 O,
por la funcidn e- (S"g> t, que es de decrecimiento rdpi-
do en + O, luego e'St.T es temperada,

Inversaéhte supcngamos ahora queHe‘Agot.T no ¢s tempe-
rada. Si o < § el resultado anterior nos dice gque c-got, 7
no es temperada y lo mismo vale nara e-St,T si R(s) ¢ €,
pues la eXponencial imeginaria nc influye en este resultado.

Podemos vor lo tanto enunciar el teorema'siguiente:

. . . 1 .
Teorema 3.- Dada una distribucidn T de D+ exis-

te un ndmero real a (que puede ser+® o~ ) °
B 4 L4

tal que para R(s) >a, la distribucidn e~St.T es

temperada v no lo es para R{s) < a.




3 Si T es una funcidn f(t), de scporte contenido en t 20,
el ndmero real & definido por el teorema anterior es la ab-
scisa de sumabilidad de su transfcrmada de Laplace. kn efe.n-
to:
Si R(s) >a, e~Ste(t) es sumable, luego es temperada.
Si R(s) (a, consideremos la funcién‘wr(t)e“cgb_s)t, en dori-
de ‘\y‘ es una funcidn de P y R(s)(go< a. Esta funcida es
del espacio S. Si e~Stf(t) fuese temperada tendrfa que te-
ner sentido su producto escalar por esta funcidn, el cual
deberfia exnresarse pcr la integral
o , ¥
J e‘Stf(t)W{f(t) 8"(§O"S)JC d t = S () e‘%ot dt
L& v
y esta inte-ral es divergente.
Podemos entonces generalizar el concepto de abscisa de
econvergencia con la siguiente definicidn:

Definicidn 2.~ El nlmero resl definido nor el teo-

rema 3 se denomina la abscisa de sumabllidad de

la transformada de Laplace de T y el semiplano

R(s)> a2 el dominio de definicidn de la transfor-

mada de Laplace de T,

Nos queda ahora definir la transformada de Laplace en
dicho dominic. Observemos que la fdrmula (1) puede cscribir-

se en la forma

(5) o §f<t>} = ¢ £r), &St D

y esto nos suriere como definicidn de la transformada de

Laplace de una distribucidn la férmula

(6) OQ{T}=<T,e"St>

pero es claro que hay que »recisar el sentido de esta fdrg-

mulsa,

Empecemos por un gaso particular. S1 T es de soporte

compacto, €-St,TF es siempre temperada luego el dominio de
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definicidn de su transformada de Laplace es el nlano entero

vy dicha transformadsfviene definida directamente por la fdér-

mala (6), que tiene siempre sentido en este caso.

Pasemos ahora al caso de una distribucidn T tal que no
sea + (P la abscisa de sumabilidad a. Tomemos un valor de s
tal que R(s)>a y un go tal que a(‘go(R(s), y sea ‘\}f una
funcidn de P.

La funcidn ‘\*}'(t) e(go-s)t es del espacio S y la distri-
buciénty'got.T es temperada; puede siempre definirse el
producto escalar de la distribucidn por una funcidn y se

pone por definicidn:
(7) ( T, e"'st> - e~ got.T, *&’f(t) e(go—S)t

es cikiro que el valor de (7] es independiente de la clec-
cidn de ' dentro de P. También es independiente del valor
de go; en efecto: sean @1 y¥g2 tales que a (€1 (‘.gz{R(s)o

Se tiene:

Cem B ¥ 1, (e) €§1700y = (om B o7 820 1 e

e™St ¢ glt.eggt S=(e” ‘§2t T, \y (t) e(€2"s)t>

Es claro que esta definicidn de (6) coincide con el pro-
ducto escalar de T por e“St, cuando T es de soporte acotado.
Tenemos entonces la siguiente definicidn:

Definicidn 3.= Sea T una distribucidn de Di .

Su transformada de Laplacecj{if} estd definida,

para todo valor s del dominio de definicidn por

la fdrmula (6) con el sentido que acabamos de darle,

Puede probarse que se tiene el siguiente teorema genera-

lizacidn dedwtBorema 2. (no daremcs la demostracién).

Teorema 4.- La transformada de Laplace de una dis-

. . 2, 1 .
tribucidén T de D4, es una funcidn holomorfa en el
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semiplano de definicidn y sus derivadas sucesivas

satisfacen a la relacidn:

(8) & S0t = 7@

siendo ademds idénticos los dominics de definicidn

de las transformedas de T vy de tIT,

Observemos bien que la transformada de Laplace hace cc~
rresponder a una distribucidén una funcidn holomorfa, a di-
ferencia de las transformadas de Fourier que son aplicacio-
nes entre espacios de distribuciones. La transformacidn de
Laplace es evidentemente lineal y el dominio de definicidn
de la transformada de Laplace de kT + hS es el menor de los
dos dominios de definicidén de S y T.

63.~ Propiedades de la transformade de Laplace.

Sea T una distribucidn, F(s) su transformada de Laplace
y h un nidmero rea; mayor que cero. Consideremos las distri-
buciones T(h t) y \:nT. Es claro que ambas pertenecen a Dl,.
Sus transformadas de Laplace vienen definidas por las fdér-
mulas
3 o= S
(99 A{Tht)f === F(F-
(10) o { thrl=eh Sr(s)
En efecto:
d {Th )% = Cem Eob. T(n ), (8 e(€o-s)t )
y poniendo ¢ = ﬁgo/h
= (e~ E1(h t) (h €1~ s)t
d{T(h t)} - 5e . T(h t),w(t) e 7
y aplicando la férmula (8) del capitulo VI
SRR O
A{rht) =<(e" glt.Tm,"\;rct/h) e (€L~ Sm)

y como \y(t/h) es de P queda probada (9).
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Con un razonamiento andlogo se prueba la férmuls (10).

Sos inmediatas las fdérmulas:

(11) d {6%=1
(12) o {63 = gm

(13) o\ {é(a)} = ¢—Sa

Tomemos ahora dos distribuciones S y T. Sabemos que su oZg-

producto de convolucidn existe siempre y es una distribucidn
t
de Dy + Sean a y b las respectivas abscisas de sumabilidad

y Sea ‘io mayor que ambas. Se tiene:
O({s}) o\{ﬁ:}- (o™ B0F 5(x), Y1) e Goms)xy e“goy.,s(yn
e &) e( 6oy 2 ¢ o= Ko¥ 5(x) X e goy.S(ynx‘(l(xmﬁ(y)

S(oms)x (oms1y >

E1l soporte de S(x) X T(y) estd contenido en el cuadrante
(x20; y2 0) en dicho cuadrante es igual a uno la funcidn

‘fl.]yé. Por lo tanto en la fdérmula anterior se puede rcem-

plazarse u{i(x)WVé(y) por W (x + y), siendo’qf"de P, puesto
que esta funcidn de dos variables es igual & uno en el semi-

plano x 4+ y2 0 que contiene al cuadrante; se tienc entonces:

d{s} o {r}=cem Boraxem Bovin, Y x4 v) e Gome) 340Dy
= (e™ sy (om Koty , ey (G0t

y aplicando la férmula (6) del capitulo VII, tenemos

d{sg.-A{rl= e o® (s%1), Y(t) e(€o-s

es decir

A {s*t}z d{s}. 4 {r}

y por lo tanto se tiene el sigulente teormma:
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‘Teorema 5.~ Lea transformada de Laplace del produc-

to de convolucidn S* T de dos distribuciones es

irsual al producto multiplicativo de las transfor-

madas de S y T,

De acé se deduce:

d\{T(m)} = {é(m;T} - O\{é(m') }C\ {T}

es decir que se obtiene la importante fdrmula

(14) d{T(m)} v 8T g {T}

Al aplicar esta fdrmula hay que tener siempre cuidado de
derivar en el sentido de las distribuclones y no olvidar 1la
existencia de 1a.funcién de Heaviside Y(t) que muchas veces
no suele ponersé explicitamente en las fdrmulas. Con esta
precaucidn pueden resumirse en la simple férmula (14) los
distintos casos que se consideran al estudiar la derivaci@p
en la teorfa cldsica.

La fdrmula (14) es también Gtil para resolver ecuaciones
de convolucidn en el 4lgebra D; y reduciéndelas a ecuaciones
algebrdicas.

Aplicando la transformacidn de Laplace a la ecuacidn
A%X = B, tenemos d\{A}‘d\{x}u d\{B} , 1o que permite
calcular o\{x} como cociente; despues hay que determinar la
distribucidbdn cuya transformada de Laplace es ese cocilente,
es el problema de inversidn de la transformada que eshbudia-
remos mds adelante.

La férmula (14) puede generalizarse para las derivacilo-
nes de Srden no entero, de acuerdo con la definicidn dada en
el no 4%, En particular pera les primitivas de drden entero

se tiene:

Q{Im T};d},{Ym'%T}: é {Ym}' A {T}-
tm-1
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ccmo probaremos enseguida, 1/sl, Luego se tiene:

(19) g {m T} . ;—I-ln—- A\ {T}

Al aplicar (15) no hay que olvidar que de acuerdo con lo jue
que dijimos en el n2 43 INT estd determinada univocamente por
la condicidn de tener su soporte contenido en el semieje po-
sitivo.

En particular si T es una funcidn f(t) se tiene las fdér-

mnlas

t
(16) —é—- d\{f(t)}- = o {Y(t) g £(x) d x}
0
X

a7 25 a{e@}=d (Z a go £y a v}

b4, - Ejemplos de transformada de Laplace.

Vamos a dar algunos ejemplos simples de cdlculos de
transformadas de Laplace que servirian ademda para ver los
métodos mds irpoftantes que se usan en dichos cdlculos.

En la prdctica se ttilizan las tablas para la determinacidn
de las transformadas de funciones,

Las transformadas de Y(t) t® para R(ch) >0

‘
(18) ¢ {Y(t) t"\}: J_s:%-:"t%l para R(S) > O

gque vamos a probar para ck real., Haciendo el cambio de¢ wvaria-

ble st = 1 se tilene

@ @ ch d
a {Y(t) td‘}%‘~ go th =St g ¢ = f gd\ e -——5— =
o)
L Cpo\ -u - 1 a
=;T+—I—' I a e a ll-““‘"‘"“""sﬁ_*l \ ((j\+l).

o)

Para c& complejo se hace el mismo cambio de variable y
se calcula la integral en el campo complejo.

Sea ahora T unzs distribucidn de soporte en el semieje
positivo y h su abscisa de sumabilidad. De las definiciones

2 y 3 se deduce que la abscisa de sumabilidad de e A tr es
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hq-k y que se tiene:

(19) d{e)‘tT} = F(S-A) siendo F(8) = @ {T}-

de (18) y (19) se deduce
(20) o {Y(t) ert t‘*} —-—-—(-wt«%—z- vara R(S)} R())

y en particular se tilene

(21) 4 {Y(t para R(S)Y R (A)

y de (21) se deduce descomponiendo sen \ ty cos At en expo-

nenciales

(22) P {sen A t}‘ para R(S)> 0

5 +t\2

(23) o {cos A t} = -S:—z—s—-i—g- para R(S)> 0
T

Derivemos respecto de ¢f la férmula (18) escrita en la

forma

9
1 ! - -st L&\
7T | " (a+1) = S e td gt

0

y se tiene

I . drﬁd+l)+r‘(d"”l) a-].S'—-:J t% 10g t e3P q ¢

A+ T a . 0
Pasn) [ 2 al (@) & 100 a1 :(}\(Y(t)htd\ log t}
s+l | NErl) aa S

Una férmula conocida de la teoria de la funcidn gamma es

| M+ a o

i
en donde .K' es la constante de Euler! Hacilendo CK 80y

T 1 alM@+n ] -
| L\=o K

reemplazando

(24) d\ {Y(t). log t} = - l_?é_l_g_g__s

Aplicando ahora la2 férmula (14) y las (29) ¢ (30) del
capitulo III se tiene:
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(25) o {2 (Ey , 0} = -og s 4 )
!
d\_{— p.f. (_i,z'z'—)t)ro— 8}: - s (log s +‘9

(26) d §p.1. (—-i:é—)t )O}: s (log s+ Y - 1)

y aplicando sucesivamente la regla de derivacidn pueden ob-
tenerse las transformsdas de Lanlace de p.f. (l/tn)t 50 pa-
ra n entero positivo.

La férmula (26) puede escribirse en la forma

(27) -~ s(log s +X) =¢e~ got p.f.(_%_)tso.\%r(t) e(‘gé‘--s)t):

Gje*ts
=p-fo ——— dt

y haciendo s = 1, se tiene la férmula

SR
(28) p.f.f £ —--—-dt:-—x
o t
Analogamente se obtiene la férmula
* t
t2
)

Conside¥remos ahora unza sucesidh creciente de ndmeros x
reales Oﬁxl( XC?( ¢ Xn( con lim ),nch y forme-
mos la distribucidn

NS
T= S Cng()\n)

1

Su transformada de Lanlace es
Z N, s
(30) d\{T = 2.C, e /'n
1

que es la expresidm general de una serie de Dirichlet.
Vemos por lo tanto gue toda serie de Dirichlet es una trans-

formada de Laplace.
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LJERCICIO: Probar las fdérmulas

. 3
(31) d{‘[(t) (sen k t - k t cos k t) = -(_5%%2—3—2—

(32) &{Y(t) &1?}{—3} = arc ctg -Isc—-

X

t |
(33) 4 {Y(t) g S x} = —%—- arc ctg s
o

‘ —at_ o-bt Y} '
(34).0\1(1’(1:)68' : }= log S0
4 A

65.- Transfecrmadas de funciones de RBessel,

La funcidn J,(t) satisface a la ecuacidn
(35) ¥ |6 30 (8) + Te) + ¢ Jo(t)] =0

y sea

2s) = d {v(e). 0}

Se tiene entonces ‘ o L
s £(s) ;»d{SI‘JO(t)}i-d {Y(t) Jé(t)}: d\{é }}.‘.
o\{y(t) 3! (t)}: 1 +d\~'{Y(t). 'Jc; (t)}

(36) A {¥() 7 () hzs e (s) -1

21 () -5z {day @} +a{rw w0}
Bl primes sumando es nulo, luego

37 & {E®) T @F =821 (5) - s

y aplicando (3)

- o\{y(t)wg (t)} =2 s f(s) + g2 f"A(s) -1
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y reemplazando en (35)
-2 8 f(s) - s2'f'(s) + 1 48 f(s) -1 -17r1(s) =9

- £1(s) (1 + s2) = s f(s)

C

f(s) =
® (14s2)1/2

Para determinar C, en la relacidn
®

C - - ~st
_..._.___7_ = f(s) = J (t) e dt
hagamos s = 0 y se tiene

©
c:j Jo(t) d t

=1
o)
y por lo tanto tenemos la férmula
1
- 2y - —
(38) A LX) )} = (14 s2) - S

Si aplicamos ahora la fdrmula (1R) se tiene:

s {Sneheq {xo o) =45}
+ 4 {-we 718}

(39) d{Y(t). Jl(t)}: 1 - —-\-/_]_.’——Tzé‘
s

La fdérmula (20) nos d&

1
v Lt o\ = 1 1 i _ __l \/+ 5
A {¥t) e "t VT 5J°

Mval s -1
> 1
CA.{Y(t)e"lttv-E 1 :( »
Move ) 770
-
y aplicando el toerema 5 se tiene
3 1
t . V-5 V-3 Vi
d\ -—m—% el(t"m)e"ln(t-u) t d ﬂ:(—i}':g <
nw3)
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El cambio de Variable u = t Egi_l nos da

o2V /1 _ 1 V4
4 [ (2] ] et e )T Fa s (L)
Movy )2 -1 Lt
2

Pero una fdrmula conocida de las funciones de Bessel s

POpF-

(5)" " )
Ty (£) = f e~1 t X(l—xz)\(" Z 4 x

Vo {7 (v+-§-) -1

y reemplazando en la férmula ante#$pr obtenemcs

1
Vf+ s 3 Y+ 4
;ﬁ; = (1‘332 ) ?

Hagamos ahora tender W hacia -1/2 y admitiendo que se puedc

#0) o, {Y(t) tY Iy (t)} = 2V

pueden invertir los algoritmos de limite y de transformada
de Laplace obtenemos
¢ < lim 1 -L-li?%- (t) Iy (t)}*l*o\{é}
V-5 (V45
y por la unicidad de las transformadas de Laplace, gque vamos

a demostrar enseguida, obtenemos la fdérmula de aproximacidn

de la delta de Dirac,

v"’ .
(%1) lim Y(t) Al T (123 ) Jy (t) = 6
-3 EECAR-2
EJFRCICIOS:

12~ Comprobar la férmula (38) formando la serie de las
transformadas de Laplace del desarrollo en serie de poten-
cias de t de T (t).

20~ Probar la férmula

(%2) o {Y(t) Jl(t) 6 }' V14 s2

32~ Probar la férmula (41) directamente utilizando el

teorema 13 del Capitulo IV,
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664« Casos sencilllos de antitrahsformadégg.~

Dada una funcidén f(s) de la variable compleja s, se plan-
tea el problema de saber si es la transformada de Laplace de
una distribucidn y, en caso afirmativo, determinar dicha dis-
tribucidn.

Antes de abordar el estudio general de este problema va-
mos a resolverlo en algunos sencillos utilizando los resulta-
dos obtenidos hasta ahora,

Dada una funcidén racional de s las férmulas (12),(21),
(22) y (23) nos permiten calcular la antitransformada idif(s)}
es decir la distribucién T tal que & {T} = £(s), sin més
que descomponer f(s) en fracciones simples.

Por ejemplo:
-1 ( s't4s343s243 | 1L s+l 3 \I
d\ { s34s243s-s } =4 {S+ s-1 (s+1)2:|3; ¥ (s+1)2¢4

!
:8+Y(t) (et-e“t cos2t+§- e"'t'senZt]

Consideremos otro ejemplo de otra clase, Sea
cumlstem=te
£(s) = \/1 + 52

Descomponemos f(s) en la forma
s2 1

————— § —
V1 + s2 V1 4+ 82

v apliquemos la férmula (38)

4 "L{ﬁ} 2 Y(t). To(t)

q-l{vl izs?-’" } = (Y(6). T (6 )5

(L) T () = O, To(b) + Y(EITL(E) = O + X(&)IL(E)
] '
S I = O 4 O THE) + X(E) Ty (1),

§ IL(t) = 33(0) O =0
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luego

(43) -t {V1+ 2} =84 vy [0ty + 3y <t>]

HJERCICIOS:
l.- Probar la férmula
() Jt Jo(u) Jo(u - t) d u z sen t

0

2.~ Probar las fdérmulas

s2 4 2s 2

6 't
- h++liosu2++lz et 9}=6 O+ XS_;_l (09 & - cos 38)
S S

d\“I{ s+1 N _-Y (t) (1 + e ~2%)

3.~ Resolver la ecuacidn integral

t
y(t) = at 4+ sen (t - u) y(u) d u :
0

4.~ Probar que en el dlgebra de convolucidn D! 1las in-

+
versas de Y(t) cos t y de Y(t) Jo(t) son respectivamente
" J,(t) \

S+ ) ;3 ¥t _1_t_____ +§

5.~ Calcular usando transformadas de Lavlace
113
(O'+ a2 9) % w(¢) tenal
y comprobar el resultado por cdlculo directo/

67.~ Inversidén de la transformada de Laplace de una funcidn.

El problema de inversidn de la transformada de Laplace
consiste en la determinacidn de las condiciones que debe cum-
plir una funcidn F(s) de la variable compleja s, holomorfa
en un semiplano, para ser la transformada de Laplace de una
distribucidn y en la obtencidn de las férmulas que permitan
determinar una distribucidén cuando se conoce su transformada
de Lavlace,

Comenzaremos por considerar una funcidn f(t) que admita
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una transformada de Laplace F(s)j; si fijamos la parte real

'.p \ - . . .
4 de s = g + 1v se tiene:

A{EO) = F(ge 1m) = | r8) em B e INTa s
Tomemos una variable suxillar, V| = 2 7 A 3 como f£(t) tie-

ne su soporte en el semieje positivo se tiene: (para 92 fijo

v mayor que la abaeisa de sumabilidad de f{t)

e 'f“ e=2™ 1AL a t :’(E,I’f(t) o igﬁ“

~.’

4

{
(+5) F(¥+ 2%KiN) = | o£(t)
Vs

]

-

Es decir que cuardo se fije 1la perte real y se considera
#{g) como funcidn solo de la parte imaginaria, entonces F es
ia transformada de Fourier de f(t) e™ ét, es decilr que:

io transformadiddcde Lapiace puede considerarse como una fa-

dlia_de transformadas de Fourier,

Si g {f(t)}— es nula, entonces, fijado u.ng (F;[f(t) e~ %t]
ge,

- es nula y por el teorema 10 del Canftulo VIII, £(t) e~ es
nula como distribucidn y como e~ gt no es nula se deduce que
£f(t) es nula p.p.

Podemos por consigulente enunciar el teorema de unicidad

de la transformada de TLaplace:

Teorema 6.,- Si las dos funciones f£(t) y g(t) tie-

nen la misma transformada de Raplace son iguales p.Dp.

. De (45) y de la fdérmula de inversidn de la transformada

de Fourier se deduce

£(t) e~ BF :J

aﬂi’\‘th e+271)) al

$° @

v por el cambio de variable 2 7 )\ =m,

[
r(t) e~ gt = —-2-3‘——- ;"! e i‘qt w( :t;;’ b i\q) d\f\
: .
- 0 2
Jie)  £(t) = :}_ /

"5' i’v)t ! 43
I (1ML p(gsiv) ay
g por el cambio de variable 2+ i\'}: Sy
Bt 1o
+7)  £(t) = 1]; { F(s) e ° t g
27 jgm 1P
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Por lo tanto las fdrmulas (46) o (47) nos permiten calcular

@na funcidn f(t) cuando se conoce su transformada de Laplace.

Ejemplo: vames a comprobar la férmula (18) para ¢ = 1
la férmula (46) nos d4, tomando ‘g: 1;

£(t) = St jmeit“d“
2 7 L+ 1m)?

La teorfa de resfduos nos dice que si t ) 0, la integral
es el producto por 2 ™ i de los residuos en el seminlano su-

perior; el Gnico punto sihgular es el punto 1, luego se tiene,
f(t) =iet Ry =1 eb (-1t e -t) =t

Si t< 0 hay que tomar el semiplano inferior; como en é1
no hay puntos singulares se tiene f(t) = O; obtenemos final-
mente £(t) = Y(t) t de acuerdo con la férmula (18).

La aplicacién de la férmula (46) en el ejemplo es legi-
tima porque sabfamos previamente que 1/s2 era la transforma-
da de Laplace de una funcidnj; para poder aplicarla a una fun-
cidn F(s) dada hay que resolver el problema siguiente: Que
condiciones tiene que cumplir una funcidn F(s) para ser
transformada de Laplace de una funcién? Para resolver este
problema vamos a demostra el toerema diguisnte:

Teorema 7.- Si F(s) es una funcidn de la variable

COmpieja s, holomorfa en un semiplano R(s8)>a >0

v que en dicho semiplano cumple la condicidn

|F(s)} ¢ K Ist -2

entonces F(s) es la transformada de Laplace de

una funcidn £(t) que queda definida por la fér-

mulas (46) o (47).

Es claro que si F(s) es la transformada de Laplace de una
cierta funcidn f(t), esta funcidn tiene que quedar definida
mediante las férmulas (46) o (47).

Para probar el teorema consideraremos la integral de
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la férmula (47) tomando pare Sg un valor mayor que a, y de-
mostraremos:

a) la integral es convergente..

b) es independiente del valor de %; .

Estas dos propiedades nos permiten definir correctamen-
te £(t),

Probaremos despues:

¢) £f(t) es nula para valores negativos de t.

d) F(s) es la transformada de Laplace de f(t).

La convergencia de la integral (47) se prueba observan-

do que

P S
52 + ™2

y por lo tanto la funcidén es sumable en ™M desde - ® a ¢® ,

fF(s) e st

luego la integral converge y probamos a)

Vamos a nrobar b)., Para ello tomemos dos valores

‘gi ylgg de (g y supongamos por ejemplo Qf,l (%92; por el

teorema de Cauchy se tilene
fc F(s)est af =o

siendo C el contorno del rectdngulo de vértices
‘gl-ih;‘gg_—ih ‘g2+ih;§l+ih

cualquiera que sea h, luego

1+ 1¥ (g2+io° (fgl-f-ih rgl-ih

: = lim
€1 -1F @ -1 hyw ¥> - 1ih

o -

Zo +1h

Por otra parte

F(s) es t 4 t 4(%2"%1) Keth — 0
” %%i 4 ne h =y o

j€l+ih .

€o 4+ 1h

y analogamente se ve que es cero el limite de la segunda

integral, luego podemos escribir

F(s) e S ¢ F(s) e st 4t
g1 - 1 Co _ 100 y tenemos probado b),

‘gl-}id" s ‘fg-}i@ s
J dt :5

- 192 -~




De la férmula (46) se deduce

e ,
‘f(t)[(ﬁ.%L 5 K av me gt
S 20N ~Cﬁa2 +n2

en donde M es una constante y esta acotacidén vale para to-

do %) a3 luego, si t (0.

[ £(£)] ¢ 1im Mme €t =0
€ @
es decir f(t) = C para t<{03 hemos probado c¢).
Por otra parte
| £(t)]<1im  Me St _pedt
£ -a
¥ para g)a: :

luego f(t) e --%’t es sumable y como

5 K

-

®
f(t) e ~ gt = L Je tnt F('gq- iv]) d'Y} =
®

@ e
{\ -
::je 2MIAt F(\g+ SRiIN) d N = LF(€+ 27Ti)\)]
- O _

®e puede aplicar la férmula de reciprocidad de la transfor-

mada de Fourier para funciones y se tiene

- ®
r(E+27m1 M) = 9*\‘53 - & f(t)} :F—(%% 2v 1A £(ey
- iy
F(6+1M) = re ~(E4 1Mt 4y g
- P

pero como f(t) tlene su soporte en el semieje positivo

o
F(s):j e -~ st r(t)adt
0

con lo que queda probado 4) y por lo tanto el teorema,

EJERCICIO:

Partiendo de la transformada de Laplace, calcular la
transformada de Fourier de la funcidn Y(x)J,(x) e~KX
(k real y 0)

Solucidn [1 $ (k4 2L\ )] - 1/2
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68.~ Inversidn de la transformada de Laplace para distribuciones,

Se puede demostrar, no lo haremos, qué si1 T es una distri-
bucidn que admite una transformada de Laplace, entonces T es.
la derivada de un cierto drden de una funcidn f(t) que admi-
te una transformada de Laplace, T = e(m) |

Fijado g en el semiplano de sumabilidad de la transfor-

s
t

mada de Laplace de £(t), la férmula (45) nos dice que f(t)e~
tiene una transformada de Fourier C(A ). Derivemos respecto

de t, aplicando la fdérmula (31) del Capitulo VIII y se tiene:
(J[f'm e =6t - gr(t) e ~%ﬂ = 2@LAC(N)
g[f'(t) e ~§tJ = (€+27iA) C (M)

.t

y repitiendo la operacidén m veces, se tiene

9[2(”1)(1:) e 5t = (B4 2miN)® c())

'

Si aplicamos ahora (45) se tiene:
(}T{T e ’?’C] 2 (Ey 2L A F(§+ 21 )
siendo F(s) :o\{f(t)} , luego si c§> (s) :S\{T}, sabemos que
DG+ im) = (§+1mm F(E+2 W)
PE+2miN) = (B4 271 AR F(E+ 21 N)
y finalmente se obtiene la generalizacidn de la férmula (45)
(4+9) & (g4 2mMiA) = g[e-gt T}

que nos prueba que también en el caso de las distribuciones

la transformada de Laplace puede considerarse como una fa-

milia de tmansformadas de Fourier., De acd se deduce, como

en el caso de la funciones, el tesrema:

Teorema 8.- Dos distribuciones que tienen la misma v

transformadadhe Lanlace son idénticas.

Vamos ahora a generalizar el teorema 7 para distribucio-~
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nes y obtendremos as{ en forma precisa la condicidén para que ©
una funcidn sea una transformada de Laplace.

Teorema 9,~- Para que una funcidn de variable comple-

Ja F(s) seaxla_transformada de Laplace de una dis-

tribucidn de DV es necesario y suficliente que en

un semiplano R(s) >a > O, sea holomorfa y satisfa~

ga a la condicidn:

Y5
e

sn (k y n constantes)

3N

(50) FE(s)|

La condicidn es necesarioj; en efecto si F{s) es la trans-
formada de Laplace de T, existe una funcidén f, tal que f(m)= T
¥y que tiene una transformada de Laplace Fy(s)j sea ¢ un nd-
mero real mayor que la abscisa de sumabilidad de F,; para
R(s) ¢ se tiene

v | P
IFO(S)"E}[f(t)l e~ 5t qdtg /f(t) emct gt ok
(%)

)
y por lo tanto

| pis)l =\Fo(s). sB|¢x |s|

lo que prueba la neccsidad de la condicidén., Es tambipen sufi-

cilente puesto que de (50) se deduce
| E(s)_t ¢ k.
Sn + 21 - [

y por el teorema 7 existe £(t) tal que
_E(s) o g4t { }
ey = 47 {f®
y derivando n + 2 veces en el sentido de las distribuciones
@ 3 N
F(s) = ot fe 2y

lo que praeba el teorema 9.
Como ejemplo de aplicacidn supongamos que queremos cal-

cular c*"l-{gm}-para m entero y positivo, La férmula de
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. s) .
reciprocidad aplicads a 8~< nos da como vimos en el nimero

antertor

y deritando m + 2 veces

G-t i*’ﬂf X 8.0 ¢ Y(E) = Y(t)

. W e R e h s N e e T 1 e AR e e e

4]
1
R
Ny

de acuerdo con la férmul

69, ~ Transformada de Laplace de una funcidn periddica.

Sea £(t) = Y(t; g(t), siendo g{t) una funcidn periddica
de periodo a, Calculemos su trasnformada de Laplace
o N o (n+l)a
d\{f(t)} :){g(t) e” v v.d+t = E J g(t) e— 8 t d t
0 N=0 n a
Haclendo el camnio Ce variable a = t - na y teniendo en

cuenta Ia periodicidad se tiene

< ,a . ] a L
<iff(t}\ o ¥ U e-sU e nalginyda :( e-su G(u)d dé ' gTnas
L 4 vB- ;o /o

y por lo tanto se deduce la fdrmula
1 ra £
(51) oc(f(t } e b eSS b og(t) a t
1 -~ e@ 8 30
Es interesante ver que da la férmula de inversidén apli-
cada a 1a funzidn (51) Tomemcs a = 2 7, La férmula de in-

versidn nos da

€y LeF 27T
1 (= e 5 t ( st
)R S = dt d
£(t) >R ) — 57y e g(t) d ¢t ds
g- 1w /,

Sabemos que para L { o0.f{t) I o, Para t>» 0 la teorfa de

residuos nms dice gue csta integral es igual a Ja suma de

O

los resfdnos en los puntog ingulares

([)

el semiplano R(s))‘g,

es decir 2n 108 puntos s = ¥ ni. Los resfduos son



+ .
-int $
e eFlnt g(t)dt

2 7T o

luego para t) o, se tiene

o™
¥ - 1, | .
(52) £(t) = L. Cpet ™ P 5 ocpz g(t) e-int g=
-cP '
(8]

es decir que la fdérmula de inversidn nos da el producto de

Y(t) por el desarrollo en serie de Fourier de g(%),

EJEMPIO: Sea g(t) de periodo 22 ¢ igual 2 1 en o<t{c y

a ~-1lenc{t{2c. &pliquemos (51) se tiene

e c a 20
g(t) et ¢ v = | et at - | e-st 4t = —- {1 -e7SE
‘0 ) s

e - 1 - -c 8)2
e”S C 4 g 2 s c} g (1-e )

-3 -e-=ts)2_ 1 4,cs
o {x(t). e(e)} = = 1h &2

S
s(l -e=2¢C )

Puede tambiédm llegarse a este resultado observando que

o

prie) =S+ 2 b (<12 8 ne)
1

1 1 ad 1
- S I, n .—nes -
d{f(t)}-;g&{fi(t)}_;[l-}-z 2, (1)t e P =
1 -

-1 2e~¢cs} 1 1-e"C%5% 1 c S

"E{l—-l%ﬂeCS:'“S-, cs -5 th—

e

Fiercicio: Calcular la transformada de Laplace de la fune
cion lsen t! y corprobar el resaltado aplicando la férnula

de reciprocidad,

70o~  Aplicacidn a las ecumaciones diferenciales.
La teoria de las transformadas de Fourier y Laplace es
de gran importancia para las ecuaciones diferenciales tanto

ordinarias como en derivadas parchkales. No siendo nuestro
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objeto el estudio de esta teor@&anos limitaremos a dar algu-~

nos ejemplos simples que nos muestran las posibilidades de
aplicacidn,

Primeramente vamos a ver como se puede obtener la reso-
lucidn de una ecuacidn lineal de coeficientes constantes con

segundo miembro, Sea la ecuacidn
(53) ax"-}-bx'{-cx:LP(t)

Para obtener la integral general basta con una solucidn
particular x(t), por ejemplo, con las condiciones x(0)=
= x'(0) = O, Reemplazando esta solucidén en (53) y multipli-

cando por la funcidn de Heaviside Y(t) se tiene:
(54%) a Y(t) x" + b ¥(t) x' 4 c(Y(t) x = \P (t)

S%ny&):dp{ﬂﬂndw},fw):Q{Yw)?(tﬁw

Se tiene
s 7(s) 2 {x(t) 0 + ¥(®) x1(8)} = {xt) x ()}
32 y(s) zd {x' (00 + ¥(8) % (1)} 2o { W(EII(D)}
luego aplicando transformada de Laplace a (54%) se deduce
a 52y (s) +bsy(s)+ecy(s)sr(d)
y(s) = (a s2 + bs 4 c) L £(s)

y antitransformando los dos miembros de la Gltima igualidad

se obtiene la solucién

-1 1
55 x(t) z e T ————} ¥ v®) P )

HbsrObsérvese que el método vale cualquiera que sea el 4r-
den de la ecudcién, que el cdlculo de la antitransformada
se reduce, como vimos en el paragrafo 65, a una descompo-
sicidn en fracciones simples y que no es necesario conocer

la transformada del segundo miembro.,
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Tomemos otro ejemplo: vamos a determinar la solucidn de
la ecuacidn x" 4+ +tx' - x = 0 con las condiciones iniciales
x(0) = 0; x'(0) = 1, Multiplicando por Y(t) y aplicando

transformadas de Laplace se tiene
Y(t) x" - ¥Y(t) t x' - Y(t) x (t) =0
d{x). x®)} = y(s)
s y() = a{x® + v x @y =d{rw). 1 @)}
- y(s) = s y(s) za{¥(e) x ()Y
s2 y(s) = d {x' ()0 + x(8) T(H)} =4 {5} rd{x (8) T(8) ¥
s2y(s) -1z o {x"(t) ¥V}
Reemplazando se tiene
2 y & le=iy - s y' =y =0
VAR (~%—) -85) Y =~ k-

2 2

acuacibn lineal cuya solucidn es % + C L g
S s

paro como hemos supuesto que y(s) es una transformada de Lapla-
ca, no nuede crecer, como vimos en el pardgrafo anterior como
una exponencial, luego C = O y antitransformando obtenemos la
solucidn x(t) = t.

EJERCICIO: Encontrar la integral general de la acuacidn

tx" - (26 4+ L)x' + (L 4+ t) x =0
Solucibn: C; t2 e & Cp et.

En lo que respecta a las ecuaciones en derivadas parciales
de la f{sica se suele usar como método de resolucidn la trans-
formada de Fourier respecto a las variables espaciales y la de
Laplace respecto a la variable temporal,

0000000000000
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