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I N T R O D U C C I O N

T,a teoría de las distribuciones fue creada, hacia 1950, 
por el matemático francés Laurent Schwartz para dar forma co­
rrecta, desde el punto de vista matemático, a una serie de al­
goritmos creados y utilizados con éxito por los físicos a pe­
sar de su inconsistencia matemática.

Puede decirse que estos algoritmos se inician con el cál­
culo operacional de Heaviside y culminaron con la introducción 
por Dirac de la famosa función é (x) que se definía por las 
siguientes propiedades:

Es claro que esta definición no tiene sentido matemático

de esta no se altera al cambiar el valor de la función en un 
punto, adn dándole a la función el valor OO en ese punto.

nos sentido matemático. Es muy fácil obtener resultados absur-

Naturalmente que la igualdad 1 : 2 es demasiado estupefa­
ciente para aceptar el instrumento "matemático" que permite 
obtenerla, por eso no es extraño que muchos matemáticos recha­
zaran esta teoría: uno de los más grandes de la época, el hún­
garo von Neumann, dice en el prólogo de su libro "Fundamentos 
Matemáticos de la Mecánica Cuántica" que la función de Dirac 
no satisface los requisitos del rigor matemático ni siquiera 
reducido al habitual en física teórica. Uno de los propósitos 
del libro era el de desterrar de la mecánica cuántica las -fun­
ciones de Dirac, pero no lo consiguió pues los desarrollos pos­
teriores probaron la fecundidad de la teoría a pesar de su in­
consistencia matemática, la cual sn Fnlvaba con frases como la 
de Snnedon en su libro "Fourier Transforms" en donde dice, a

¿ (x) z 0 para x t  0; éi (0)

pues en cualquier definición correcta de la integral, el valor

Las derivadas de la £  que también se definían tenían aán me-

dos de esta definición: de ella se deduce que A  (x) = 2 ó (x) 
y por lo tanto se tiene:

d x s 2
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a propósito de la ¿ : f’It may be used in analysis only when it 
is obvious that no inconsistency wiil follow from its use*”
Esta especie de reserva mental no es muy aceptable para una in­
teligencia matemática*

Esta teoría creaba una situación contradictoria; por un la­
do fecundidad de sii. empleo, por el otro carencia de sentido mate­
mático. Schwartz dice, en la introducción de su obra, que cuando 
estas situaciones se presentan es bien raro que no resulta una 
teoría matemática nueva que justifique en una forma modificada, 
el lenguaje de los físicos y que hay en ello una fuente impor­
tante de progreso para la matemática y para la física.

Por otra parte estas situaciones contradictorias se han pre­
sentado muchas veces y no siempre dependiendo de cuestiones fí~ 
sicas. Por ejemplo, los números complejos se crearon para obte­
ner la raíz cuadrada de los números que no tenían raíz cuadrada» 
Este aparente absurdo se resuelve creando nuevos entes que com­
prenden a los anteriores. En forma análoga las distribuciones 
generalizan las funciones en el mismo sentido que los números 
complejos generalizan los reales; se obtienen así entes más ge­
nerales, que tienen propiedades nuevas (por ejemplo, las distri­
buciones son siempre derivables) y que forman un nuevo cuerpo 
de. estudio más rico y armonioso que el anterior, por lo menos en 
algunos aspectos.

Corno todas las creaciones del espíritu humano, la teoría 
de distribuciones ha tenido sus precursores, como por ejemplo 
las generalizaciones del concepto de función de Bochner y Sobo- 
leff, pero puede afirmarse que la de Schwartz es la primera 
teoría completa que ha podido englobar y precisar al mismc tiem­
po, diversos conceptos, en algunos casos formulados incorecta- 
mente, de distintas ramas de la matemática; por eso esta teoría 
ha suscitado un gran interés en el ambiente matemático de nue­
stros días.

Un estudio riguroso y profundo de la teoría de distribu­
ciones exige conocimientos bastantes avanzados de topología ge-
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neral y análisis funcional y usa continuamente la teoría de la 
integral de Lebesgue*

Las características de la enseñanza de la matemática para 
los físicos hacen dificil abordar el estudio de la teoría de las 
distribuciones en esta forma. El mismo Schwartz, despues de la 
exposición de su teoría en (1), ha expresado en sus cursos de 
métodos matemáticos de la física en la Sorbona, (*+) la teoría 
en forma más accesible sin exigir muchos conocimientos previosr. 
lo que le obliga a suprimir algunas demostraciones,,

Siguiendo las ideas del curso de Schwartz, expusimos a 
nuestros alumnos del Instituto de Física de Bariloohe. la teo­
ría de las distribuciones; se consigue así información suficien­
te sobre las ideas básicas y un conocimiento que permite el ma­
nejo de la teoría, al menos en sus partes más sencillas, que 
son las más utilizadas por los físicos0
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C A P I T U L O  I

BOSQUEJO DE L& INTEGRAL DE LEBESGUE

1.- Evolución del concepto de integral.
El concepto de integral, después de ser usado con todo éxito* 

aunque en forma no bien precisada, durante siglo y medio, fué da­
do en forma rigurosa por Cauchy, a principios del siglo pasado 
para las funciones continuas. En 185*+ Riemann generaliza la teo­
ría de Cauchy extendiéndola para todas las funciones, continuas 
o no, en las que existe el límite tínico

para toda sucesión de subdivisiones tales que la longitud de los 
intervalos tienda a cero.

Las funciones integrables Riemann pueden tener infinitos pun­
tos de discontinuidad los caules pueden formar un conjunto den­
so, por ejemplo el de los nilmeros racionales, pero dichos pun­
tos de discontinuidad no pueden formar un conjunto arbitrario.
Se puede probar, adelantando conceptos vamos a precisar en se- . 
guida, que; la condición necesaria y suficiente para que una 
función sea integrable Riemann es que el conjunto de sus pun­
tos de discontinuidad sea de medida nula»

Por lo tanto funciones como la de Dirichlet, que vale uno 
en los puntos racionales y cero en los irracionales, disconti­
nuas en todos sus puntos no son integrables Riemann. La exis­
tencia de funciones que se presentan de forma natural y que no 
son integrables Riemann sugiere la necesidad de generalizar 
este concepto de la integral; esta generalización fué hecha en 
forma magistral a principio de este siglo por el matemático 
francés Henri Lebesgue* Esta teoría de Lebesgue es una do las 
más fructíferas de la matemática contemporánea; por ejemplo 
en la teoría del espacio de Hilbert en forma funcional, la in­
tegral de Riemann es insuficiente; por ello la generalización
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de la integral dada por Lebesgue fué para el estudio de dichos 
espacios un progreso comparable al de la introducción de Iñs nú­
meros irracionales en la matemática clásica.

A pesar de su importancia la integral de Lebesgue no ha al­
canzado en la enseñanza la difusión que debería tener. En los 
cursos básicos de Análisis Matemático la teoría de la integral 
que se dá, o intenta dar, es la de Riemann y aún en textos mo­
dernos y extensos de Análisis Matemático, la integral de Lebes­
gue, o no aparece, o aparece en forma de un complemento poco o 
nada utilizado.

Esta rutina de la enseñanza es una rémora para la formación 
matemática; la integral de Lebesgue no es una teoría de extensa 
dificultad, no es fácil, (tampoco lo es la de la integral de Rie­
mann si se desarrolla en forma completa y rigurosa), pero es ac­
cesible a los estudiantes de los cursos básicos de análisis ma­
temático y su estudio les pondría en posesión de una herramien­
ta de gran utilidad en muchas teorías de la matemática, algunas 
como las series trigonométricas, el espacio de Hilbert o las 
distribuciones de gran importancia para la física.

Como suponemos que el lector conoce suficientemente la in­
tegral de Riemann, nos limitaremos, para no alargarnos demasiado 
en este capítulo preliminar, a dar las ideas básicas y enunciar 
sin demostración las propiedades de la integral de Lebesgue,
Como las ideas básicas no son dificiles y las propiedades son 
muy análogas a las de la integral de Riemann creemos que ello 
será suficiente para utilizar como instrumento la integral de 
Lebesgue en la teoría de las distribuciones *
-Medida de con.juntos

Para el desarrollo de la integral de Lebesg.ue es básico el 
concepto de medida de un conjunto, que fuá introducido, en la 
forma adecuada, por Borel y desarrollado y completado más tarde 
por Lebesgue en su teoría doctoral sobre el nuevo concepto de 
integral.

Tomemos un conjunto cualquiera de puntos E sobre la recta;



una sucesión de intervalos, I-]_, 12, • •. • • In, *... se dice que cubre
e¿L con.lunto E si todo punto de E pertenece a algún intervalo de
la sucesión. Para cada sucesión de intervalos formemos el número

ao_

(2) L r ¿  (longitud de In).
i

L será un nilmero real positivo si la serie converge o + «° 
si la serie diverge,

Definición 1.- La medida exterior del con.junto E es el 
extremo inferior del con.junto de los números L cuando 
se consideran todas las sucesiones de intervalos que 
cubren dicho con.junto.
Queda así definida para cualquier conjunto su medida exte­

rior que podrá ser -f-oo o un número real mayor o igual que cero. 
Por ejemplo, la medida exterior de una semirecta es+-To ; la de 
un conjunto reducido a un solo punto es cero, pues dado un £ 
siempre existe un intervalo de longitud £ que cubre el conjunto. 

Las propiedades de la medida exterior toman interés cuan­
do se restringe su aplicación al campo de los conjuntos denomi­
nados medibles. Hay muchas maneras de definir los conjuntos me­
dibles; por ejemplo, para un conjunto contenido en un interva­
lo (a,b) se define la medida interior como la diferencia entre 
la longitud de (a,b) y la medida exterior del conjunto de los 
puntos de (a,b) que no pertenecen al conjunto E y se adopta la
siguiente definición:

Definición 2«- Un conjunto E es medible cuando sus dos 
medidas exterior e interior coinciden y ese valor común■ " " ■ — 
se denomina la medida de E y se representa con la nota­
ción m (E)..
Para los conjuntos no acotados se puede descomponer la rec­

ta en intervalos sin puntos comunes y tomar como medida la su­
ma de las medidas de los conjuntos intersección de E con cada
uno de los intervalos.

Se nos presenta ahora la cuestión:¿qué conjuntos son medi­
bles? Se puede probar la existencia de no conjuntos no medibles,
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pero se los define de una forma enteramente artificial; prácti­
camente son medibles todos los conjuntos que se presentan en las 
teorías matemáticas que se usan en física; por ello no entrare­
mos en detalles sobre los conjuntos no medibles y admitiremos 
que todos los conjuntos que se nos ^an a presentar son medibles; 
no haremos por consiguiente ninguna diferencia entre la medida 
y la medida exterior.

Definición 3.- Un conjunto cuya medida es cero se dice 
que es un conjunto de medida nula.
De la definición se deduce que un conjunto es de medida nu­

la cuando se puede cubrir por una sucesión de intervalos cuya 
suma de longitudes sea menor o igual que un £  arbitrario* De 
acá se deduce que el conjunto de los números racionales, y en 
general cualquier conjunto numerable es de medida nula.

En efecto sea aj_, a2? ... .an,... .el conjunto numerable; pa-
ra cada an tomamos un intervalo de centro an y de longitud.;—11 % t i i
dichos intervalos cubren el conjunto y la suma de sus longitu­
des es igual a £  (Haremos observar que existen también conjun­
tos no numerables de medida nula).

Esta propiedad puede deducirse como an corolario del teo­
rema fundamental de la teoría de la medida que es el siguiente 
y cuya demostración no daremos.

Teorema 1.- Si los conjunto En, en número finito o en 
una infinidad numerable., no tienen puntos comunes dos 
a dos se tiene:

oc

(3) ( »J f ^ ¿  ^
V.}

en donde V  L ̂  representa el conjunto formado con los puntos 
de todos los conjuntos En. Si tuviesen puntos comunes hay que 
reemplazar el signo igual de (3) por el signo menor o igual#

La extensión al plano, al espacio y en general al espacio 
de n dimensiones se hace en forma análoga reemplazando los in­
tervalos por rectángulos, paralelepípedos....
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Se ve que la génesis del concepto de medida está en la de­
finición de áreas o volúmenes como límites de áreas rectangula­
res o volúmenes paralelepipódicos5 la idea a la vez simple y 
genial de Borel que lo permitió triunfar donde no lo pudieron 
hacer sus predecesores fuá la de cubrir los conjuntos por una 
sucesión de intervalos cn vez de hacerlo, como en las teorías 
anteriores, por un número finito.

3 «-Definición de la integral de Lebesgue»
Supongamos una función f(x) positiva definida en toda la 

recta. Dividamos el eje OY en una serie de intervalos definidos 
por los puntos 0 r y0, y^, y2,....yn,....; sea En el conjunto de 
los puntos de :: que satisfacen a la condición yn- 1 ~ f(x) yn; 
formemos la suma o serie

Definición La integral de f(x) 0 en toda la recta 
en el sentido de Lebesgue es el limite de la suma (.3) pa­
ra toda sucesión de subdivisiones tales que la longitud 
de los intervalos de subdivisión tienda a cero. Se repre­
senta con la notación habitual.
Admitiremos sin definición que este límite, finito o infini­

to, existe siempre y que es independiente de la sucesión de sub­
divisiones que se adopte.

Puede definirse ahora la integral sobre un conjunto E cual­
quiera poniendo por definición

“  -  t X ?

Dada ahora una función f(x) cualquiera definida en un con­
junto E; sea P el conjunto de los puntos de E en que es í(x) - 0 
y 'i i~\ c~r-' r.to de los puntos de E en que es f(x) £ 0,

Definición La integral n.e f(x) en el sentido de Le~

(3) X/_ ^n m (En)

( f(x) si x£E
si x £CE

besgue es
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La integral será finita si las dos integrales lo son; se­
rá infinita con signo más o menos si una do las integrales os 
finita y la otra es infinita; si ambas son infinitas la función 
no es integrable. Una función cuya integral de Lebesgue es fini­
ta se denomina sumable.

Vanos a precisar el alcance de esta definición. Para que • 
pueda aplicarse la definición a la. función, tienen que ser medi­
bles los conjuntos En? la función se dice medible» Como dijimos 
que considerábamos todos los conjuntos como medibles (desde el 
punto de vista práctico para evitar las dificultades matemáticas 
de la teoría) entonces consideraremos todas las funciones como 
medibles, En esta hipótesis las integrales sobre E]_ y E2 existen 
siempre finitas o infinitas; si la función es acotada, y nula 
fuera de un intervalo, esas integrales tienen que ser siempre 
finitas, luego; todas las funciones acotadas y nulas fuera de 
un intervalo son sumables y si su integral de Riemann existe 
coincide con la de Lebesgue.(admitiremos sin demostración la 
segunda parte).

Para las funciones del tipo que acabamos de mencionar la 
inte’r3,1 de Lebesgue es mucho más amplia que la de Riemann 
puesto que comprende prácticamente a todas las funciones, (por 
ejemplo la función de Dirichlet es integrable Lebesgue con in­
tegral cero)»

Para las funciones que no cumplas las condiciones enterio- 
res se tiene el siguiente teorema que admitiremos sin demostra­
ción:

Teorema 2 .- Si_Ia integral impropia en el sentido de 
Riemann de una función es absolutamente convergente 
la función es sumable y su integral Lebesgue coinci­
de con la integral impropia Riemannc Si la integral 
impropia Riemann no es absolutamente convergente la 
integral no es sumable.
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Por lo tanto una función cuya integral impropia de Riemann 
exista pero sin ser absolutamente convergente no es integrable 
en el sentido de Lebesgue» Esta limitación de la integral de Lo- 
besgue deriva del hecho, que surge de la definición, de que f(x) 
es sumable si y solo si lo es lf(x)L y puede salvarse con una ge­
neralización de la integral de Lebesgue, la integral de Denjoy, 
que acá solo podemos mencionar.

Por la definición de la integral se ve que es inmediata la 
extensión a las funciones de varias variables, sin más que roer:.- 
plazar en la definición la medj.da lineal por la mecida del esco­
ció de las variables independientes.

Emplearemos indistí rxt ¿monte las notaciones
p -t- OO . + OC , • | ¿30
\ ^ (x)úx m o * j  f(x*],..Xĵ )o.x̂ ..*dx̂

o las notaciones - «w - <*> ~ 00

C f(x) dx...„ ( f (x) dxO r 4in
para designar las integrales sobre todo el espacio; cn las se­
gundas x designa un vector y dx el elemento de volumen.

En la teoría de la integral de Lebesgue tienen un papel muy 
importante las propiedades p,p. (iniciales de"pesque partout") 
que son las propiedades que se cumplen para todos los puntos de 
un conjunto con la posible excepción de un conjunto de medida 
nula.

Se tiene el siguiente teoremas (que no demostraremos)
Teorema 3.- Si una función es nula a,y. sobre el conjun­
to de definición su Integral sobre dicho conjunta vale 
cero. Si la función no es negativa p.'o. y su integral 
vale cero la función es nula Si la función de una
variable f(x) es sumable en (a,b) y si la integral 
Ja f(x)dx n O para todo x de (a,b) f(x) es nula en (a,b) 
p ■* P •

13na consecuencia im^r.tantísima es que la integral no se 
altera si se cambia el valor de la función en un conjunto de
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puntos de medida nula en el que puede suponerse Incluso que la 
función es infinita y puede también definirse la integral cuan­
do se desconoce el valor de la función en dicho conjunto de me­
dida nula*, esto puede también expresarse diciendo que dos funcio­
nes iguales p.p. tiene la misma integral,

*+.-Propiedades de la integral de Lebesgue.
Las daremos todas sin demostración y, salvo mención en con­

trario, supondremos todas las integrales definidas en el espacio 
Rn .

Teorema *f»- Si f(x) y g(x) son suma bles, también Ir son 
af(x)4- bf(x)« el máximo y el mínimo de las dos funciones.
Si g(x) es acotada, entonces f(x)«g(x) os sumable. Se 
tiene además:

(6) f  íaf (x) +■ bg(x)l dx ; a f f(x) dx * b f  g(x) dx
j e  * J J e j e

Si f(x) es sumable también lo es |f(x){ y se tiene:

( 6 !) ( f(x) dx S P f(x) I dx 
) E J e '  1

Teorema 5.- Si f(x) es sumable y si ) g(x)t £ f(x)»g(x)
es sumable y se tienes

(7 ) i C  S(x) dxl < C  lg(x) | dx S  P  f(x) dx
' 0 e * J e  J e

Teorema 6.- Dada una función f(x) sean a y m dos nú­
meros positivos cualquiera y f(a.msx) la función de 
x igual a f(x) cuando se cumplen simultáneamente las 
condiciones f xl£a y ( f(x)t £ m y nula en caso contra­
rio. Por el teorema 2.f(a.m;x) es sumable y la condi­
ción necesaria y suficiente para que f(x) sea sumable 
es que exista un número K tal que se tenga para todo 
par de valores m y a.

(8) C  | f (a , m s x) I dx 5: K 
j R ní  1
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Teorema 7»*- Sea E r U  En, en donde los conjuntos En 
soxi sIn puntos comunes dos a des; si f‘(x) es sumable 
sobre E se tiene;

(9) 1 f(x) dx ( f(x) dx
w E /j v Eĵ

Teorema 8 -̂ (Teorema del valor medio); sea g(x)¿0 
p.p. y sumable en Es sea f(x) sumable en E y tal que 
A>±f(x) -i L p.p. en E. Entonces;

(10) %  í g(x)dji < \ g(x)*f(x)dx L C g(x)dx
JT: J e  Je

En particular si E es de medida finí. ir.a se tiene;

(11) lm(E) { f(x)dx lír I.m(E)c
- E

y tomando f(x) 1,

(12) /- dx m(E).
E

Relaciones ̂ eritre integral y derivada.
Con la generalización hecha por Riemann del concepto de 

integral se planteo el problema de saber si subsistía la corres­
pondencia básica entre los conceptos de integral y función primi­
tiva que se obtiene para las funciones continuas7 y que es la 
base del cálculo integral. Esta correspondencia no subsiste, pues 
se prueba que existen funciones f(x), integrables Riemann y ta­
les que F(x) - j f(x)dx no es siempre derivable y también exis-

J aten funciones que tienen derivada acotada en un intervalo pero 
dicha derivada no es integrable Riemann-»

El problema de la correspondencia entre integral y primi­
tiva solo puede ser resuelto mediante el empleo de la integral 
de Denjoy, Acá nos limitaremos a citar dos resultados importan­
tes para las íunciones de una variable,

Teorema q:; f (x' e* sumable en (a,b'i r s 1 ponemos
Fíxi ~ P  f(x)dxA F(x) es continua en todos los puntos

.Je. ' ’ —- ....  " *“
de (a,b) yen dicho intervalo se tiene; F f(x) ~ f(x)p.p»



Teorema 10.- Si f(x) es acotada y es la derivada p.p. 
de F(x) en (a,b),f(x) es sumable en (a,b) y se tiene 
para todo x de a,b:

(13) J  X f(x)dx r F(x)«F(a)

Integración por partes para funciones de una variable.
Teorema 11.- Sea f(x) una integral indefinida en (a,b)
(por lo tanto continua y con derivada p.p„) y sea h(x)
una función sumable en (a,b), poniendo g(x) -\h(x)dxJa
se tiene:

(lU) í bf(x)h(x)dx “ jf(x)g(x)|  - (  g (x)f '(x)dx

J a 1 a J a

Reducción de Integral mdltiples a integrales simples. 
Teorema 12t- (Teorema de Fublnl). Sea f(x,y) sumable 
en R2; si fijamos el valor de una variable, la función 
considerada como función de la otr? es. salvo posible­
mente para un conjunto de valores de medida nula de la 
variable fija, sumable en R y se tiene:

(15) í ^ f (x,y)dxdy r  ̂  ̂ f(x,y)dxjdy -

— OQ CCi

I - J _ Qp

Teorema 13 (Teorema de Tonelll).- Si la función f(x.y) 
es no negativa, la existencia de una cualquiera de las 
tres integrales de la fórmula _(15) implica la existen­
cia de las otr* s dos.
Estas propiedades que permiten la reducción de integrales 

mdltiples cualesquiera a integrales simples marcan uno de los 
progresos esenciales de la integral de Lebesgue, respecto a la 
integral de Riemann; en esta teoría puede suceder que exista 
la integral doblo y no tengan sentido las integrales reiteradas 
y también puede suceder que ambas integrales reiteradas existan 
y sean iguales y no exista la integral doble.
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Fórmula del cambio de variable»
Teorema lUa~ Sea f(x) una función de una variable aco­
tada en (a.b). y sea x n k(t) una integral indefinida 
en c^t-^-b. cuyos valores están comprendidos entre a 
y b siendo k(c) tz a y k(d) s bc Entonces la función 
f Ck(t)„i k ’ (t) es sumable en (c,d) y se cumple la re­
lación;

-iC16) l f(x) dx s  ̂ f ĵ k(t)J k f (t) dt»
O  a \J: c

Teorema 15«’- Sea T una transformación biunívoca de 
un conjunto A del espacio Rn en otro conjunto B del 
mismo espacio y suponemos que las funciones

(t̂ , „ . .»tĵ)
que definen la transformación son continuas y con 
derivadas primeras continuas en un conjunto abierto 
que contiene al conjunto A» Entonces para que f(x^,.,
,«xn) sea sumable en B es necesario y suficiente que

^1 (^l * • " ̂ n) ® ® ® (t ]_».. J, — ---  j — F ( t i , . t n.)
á(tx...tn

sea sumable en A y se tiene;

(17) \ C  f(xt* .  .xn)dx]_. odxn ~ f (  F(t]_».  tĵ) dt]_..  »dt
J— 3 b j ..Ja nB

Propiedades de. paso al límite 0
Las propiedades de paso al límite son las que dan mayor va­

lor a la teoría de la integral de Lebesgue, precisamente por ser 
las más débiles en la teoría de la integral de Riemann; por ejem­
plo el límite de funciones acotadas e integrables Riemann puede 
ser una función no integrable RiemannB En el caso de la integral 
de Lebesgue tenemos las siguientes propiedades:

Teorema 16,- Sea fn(x) una sucesión de funciones que 
convergen p.pt__en__E hacia, una función f(x) y tales que 
se cumpla |fn(x)( < G(x), siendo G(x) sumable en E. En-
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tonces se tiene;

(18) lim C f (x)dx “ C f(x)dx 
n~> c»j E

Teorema 17»- Si las funcione-s un(x) son p.p. no nega­
tivas en E y samables jn E se tiene siempre;

(19) C u (x)dx •- > (  u (x)dx.
J e  't  n j  j e  a

en donde la igualdad significa que o los dos miembros 
son finitos e iguales o los des valen -h ,
Derivación bajo el signo de integral»
Daremos únicamente el siguiente teorema;
Teorema 18,- Sea f(x,t) una función de las dos varia­
bles reales, definida para todos los valores de t de 
un intervalo I, salvo un conjunto de medida nula, y 
para todos los valores de x de otro intervalo J(I y 
J pudiendo ser finitos o infinitos).
Haremos las siguientes hipótesis; 

ls - Para todo t de I, con la posible excepción de un con­
junto de medida nula, f* (x,t) existe y es continua

x
en todo x.y es además jinferiqr_e_n modulo a una función
g(t) sumable en I.

22 - Existe un x0 de J tal que f(x0,t) es sumable en I.
Entonces f(x,t) es sumable en I cualquiera que sea
x de J y la función r

F(x) - ( f(Xjt) dtJ i
es contlnua y j2erivable__en _ y la derivada es

F' (x) ~ í ft (x,t) dt»
J I x
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C A P I T U L O  II 
DEFINICION DE DISTRIBUCIONES. EJEMPLOS.

5»- Espacios vectoriales.
Suponemos conocida la teoría de los espacios vectoriales 

y nos limitaremos a recordar las definiciones y resultados fun 
damentales *

Definición 1,- Un espacio vectorial L es un conjunto 
de entes, denominados vectores (que representaremos 
con,letras griegas) en el que se define la suma de 
dos vectores v el producto de un vector por un núme­
ro. aúe denominaremos escalares (representados con 
letras latinas) tales que se cumplan las siguientes’ 
propiedades;

Li_j. t 1, ck " d\

Los espacios vectoriales son reales o complejos según que 
los escalares sean los números reales o los complejos*

Ejemplos : Además del espacio ordinario ene-dimensional con 
las definiciones corrientes de suma y producto por un escalar 
tenemos los siguientes ejemplos:

1 )- El espacio de todas las sucesiones de números ai,..an 
tales que la serie de los cuadrados de sus módulos se?, conver­
gente con las definiciones corrientes de suma de sucesiones y 
de producto de una sucesión por un número. Es sabido que esto 
espacio es el denominado espacio de Iiilbert y que se puede de-

el vector
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finir también en la forma siguientes
2)- El espacio de las funciones complejas ¿j(x) defini­

das en un conjunto E del espacio real enedimensional y tales 
que | cf (x) | 2 sea sanable en E. Este espacio también se deno­
mina espacio L2.

3)- Si en vez de suponer que sea sumable en E|dj(x) ¡ 2 su­
ponemos que sea sumable | (x)|p tenemos el espacio LP.

k)- Las funciones reales definidas en un intervalos (a,b) 
y continuas en el.

En los tres últimos ejemplos la suma y el producto por un 
número se definen como la suma de funciones y el producto de 
una función por el número en el sentido ordinario,

en el espacio vectorial ordinario las definiciones de su­
ma de vectores y de producto por un escalar son independientes 
de la unidad do longitud elegida. No lo es, en cambio, el con­
cepto de producto escalar.

En los espacios vectoriales definidos en la forma axiomá­
tica que acábanos de establecer para hacer aparecer el concep­
to de producto escalar o el de longitud hay que introducir nue­
vos axiomas. Ello puede hacerse definiendo axiomáticamente el 
producto escalar y deduciendo de este concepto primitivo el de 
longitud o bien definiendo directamente en forma axiomática el 
concepto do longitud. Para ello se adoptan las siguientes defi 
niciones:

Definición 2«- Un espacio hernitiano es un espacio 
vectorial cor.iplc-.io en el que se define el concepto 
de producto escalar de dos vectores cono una corres­
pondencia entre los pares ordenados de vectores y 
los números complejos» a r / que satisface
a las siguientes relaciones;
Mi *. <̂,4"+jfisY y - "sy  ̂̂  j Y y
M2 : <1,3> - vji / OT ̂  (representamos con "a al conjuga­

do de a)
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M3 í < í. c( ,JV> = a<¿\ , ji>
%  O y(¿) )á\> = o si y sólo si(^ s 0

El ejemplo 1) es un espacio hermitiano con la siguiente
definición de producto escalar ded\ z. H }  yf i  = í b*}

0

(D ( á\ t j5 > - Y  anbn
A
1

El ejemplo 2) es un espacio hermitiano con la siguiente 
definición del producto escalar:

(2) / J p> y  r (x)»j^(x) dx

Si en vez de considerar un espacio vectorial complejo to­
mamos un espacio vectorial real, con la misma definición (M2 to 
mará entonces la forma obtenemos los espacios
denominados euclidianos.

En los ejemplos 3) y *0 no resulta adecuada la introduc­
ción de un producto escalar y se introduce directamente el con­
cepto de longitud o norma de un vector con la siguiente defini­
ción.

Definición 3.- Un espacio vectorial se denomina nor­
mado, cuando se hace corresponder a cada vectorck un 
número reali tal que se cumplen las siguientes re­
laciones s
Ni s I é] + I <  I é\ 1 I J3> I
N2 s I a. d\ | = I a | I Ó\ |
N3 : |Ó|| ~  J y IcK ! - O si y sólo si es : 0  

Un espacio hermitiano es un espacio normado si se adopta 
como definición de norma de al número «¿1 A> Así en los 
ejemplos 1 ) y 2) la longitud de un vector viene expresada como

o) 1 4 1 = r i  1 o-*!2,>) j

(If) I ch | .r £ | f (x) | 2 dxj 2
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En los ejemplos 3) y k) se puede definir directamente la 
norma de la manera siguientes

(5) N  | = [ J E |f(x )|P d x ] 1/P

(6) I ¡ ~ máximo de | ̂  j (x) en (a£ x< b)

Observación; en los espacios LP, y en particular en el 
espacio funcional de Hilbert dos funciones que son iguales p.p. 
se considera que representan el mismo vector, o que es lo mis­
mo son dos representaciones distintas del mismo ente, lo mismoo 
aue 3 /5 y 6/10 son dos representaciones del mismo número racio­
nal.

6.- Espacios métricos y topológicos
A partir del concepto de longitud de un vector podemos de­

finir la distancia de dos vectores o puntos del espacio por la 
expresión d(di»ĵ  ) ~ á\ ~ * Se obtiene así lo que se denomina 
espacio métrico de acuerdo con la siguiente definición: 

Definición *+.- Un espacio métrico es un conjunto de 
entes, denominados puntos en el que se define una 
correspondencia entre un par de puntos del •
espacio y un número real d(dC «/3 ) que satisface las 
propiedades siguientes:

D1 ; d (ds = d )
D2 : d (c\ ,^) < d (&,£) + d
D3 : d ,jj) ) 0 y d (Ĉ  ,J^)= 0 si y sólo siC\ -

Se ve fácilmente que definiendo en un espacio normado la 
distancia d como ¡dv - j se obtiene un espacio métrico.
Es claro que el concepto de espacio métrico es más amplio 
puesto que no necesita que se definan previamente en él las 
operaciones vectoriales,

El concepto de distancia es el que da una estructura al
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espacio que hace posible la extensión a él de las propiedades 
del espacio ordinario. Nos fijaremos especialmente en la conti­
nuidad de funciones. Consideremos la función y = f(x)? en don­
de x es un punto de un espacio métrico X e y un punto de 
otro espacio métrico Y. Generalizando el concepto de continui­
dad del análisis clásico diremos que f(x) es continua en XQ 
si dado un £ existe un tal que d(x5x0) £ implica

Lo mismo que análisis clásico puede también definirse la 
continuidad usando el concepto de entornos (entorno de un pun­
to de un espacio métrico es el que contiene una hiperesfera de 
centro el punto) y entonces f(x) es continua en xc si dado 
un entorno arbitrario de f(x0) W, existe un entorno V de xOJ 
tal que si x está en V,f(x) está en W, Esta ferma de defi­
nición se extiende a los espacios métricos definiendo como hi­
peresfera de centro x al conjunto de los puntos y tales que 
d(x,y)l r.

Pero puede suceder que la estructura conveniente de un 
espacio sea imposible de definir mediante una distancia, pero 
en cambio sea posible definir los entornos de un punto; se ob­
tiene así una categoria de espacios más amplios que los espa­
cios métricos y que son los denominados espacios topolágicos, 
que acá no haremos más que mencionar.

Existe también una tercera manera de definir la continui­
dad en el análisis clásico por intermedio del concepto de lí­
mite de una sucesión: f(x) es continua en x0 si dada una 
sucesión cualquiera xn cuyo límite sea xQ, la sucesión 
f(xn) tenga siempre como límite f(x0).

El concepto de límite de una sucesión se extiende a los 
espacios métricos; una sucesión xn tiene como límite xQ, 
si fijado un £ , existe un m tal que para n ¿ m,d(xn,x0)^ £/ 
Así en el espacio L2 la convergencia de funciones e*la conver-
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gencia en media cuadrática y en el ejemplo V) la convergencia
de funcirnos, tanto que elementos del espacio, es la conver-

•• i
gencia uniforme.

Puede suceder que la estructura de un espacio no pueda 
expresarse por una distancia ni comienza hacerlo por medio de 
entornos pero que sea posible o resulte más conveniente definir­
la mediante el concepto de límite. Tal es el caso de los espa­
cios que se presentan en la teoría de distribuciones, que son 
espacios vectoriales en que la estructura, y por lo tanto la 
continuidad, se obtienen definiendo previamente en el espacio 
las sucesiones convergentes.

7.- Funciones lineales y continuas,-“ Espacio Dual.
Definición. 5»-.Una funcional sobre un espacio vec­
torial es una correspondencia A(Cj> ) que hace corres­
ponder a cada punto del espacio un escalar* La funcio- 
nal se denomina lineal si tiene la propiedad: '

(7) A (c{-+j§) m A(c( ) 4- a(J9 ) 5 A(md\ ) tz mA(Ó\ ).

Nosotros consideraremos únicamente las funcionales linea­
les y c ontínuas♦ Naturalmente que para lo último es necesario 
que en el espacio esté definida una estructura sea mediante 
una norma, sea mediante una definición de sucesiones conver­
gente s .

Dadas dos funciones A y B se puede definir la suma 
C = A + B de las funcionales por la relación C (4)= Á(cO+B(o| ) 
y el producto de una funcional por un escalar aA - B por 
la relación B(d|) = aA(o(). Es claro que si A y B son funcio­
nales continuas también lo son A’ + B y aA.

Definición 6.- Dadc un espacio vectorial L se denof 
mina espacio dual de L al espacio L 1 de todas las 
funcionales lineales y continuas sobre L.
El espacio queda definido con las operaciones de suma y 

producto por un escalar que acábanos de exponer; en lo que
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respecta a su estructura consideraremos primero el caso de los 
espacios normados:

Sea L un espacio normado y A una funcional lineal y con­
tinua en el. La norma de A es por definición el extremo supe­
rior de los valores de A(ĉ ) para todos los vectores de L 
que cumplan la condición 14»= i.

En el caso particular del espacio de Hilbert puede pro­
barse que si A(d> ) es una funcional lineal y continua se tie­
ne un vector a del espacio tal que A(<jj ) es igual al produc­
to escalar a^ . Es muy fácil ver que además la norma de la fun­
cional es la norma de a. Esto permite considerar al espacio de 
Hilbert como su propio dual y de acá generalizar el concepto 
de producto escalar definiendo el producto escalar de un vector 
de L por un vector A del espacio dual como el valor A( Q() de 
la funcional A en el punto <X . Representaremos este producto 
con la notación

Para los espacios no normados, que vamos a utilizar en la 
teoría de distribuciones, definiremos en cada caso las sucesio­
nes convergentes del espacio dual.

8•- Espacios de funciones de prueba. Definición de distribución. 
Definición 7.- Sea f(x) una función comple.ia defini­
da en el espacio real enedimensional. El con.iunto de 
los puntos: x del espacio tales que f(aO no es idén­
ticamente nula en ningún entorno de x se denomina 
el soporte de f(x). Se lo designa con la notación Kf 
El conjunto complementario del soporte de f(x) es el con­

junto x de los puntos del espacio tales que f(x) es idénti­
camente nula en un entorno del punto. Es inmediato que este 
conjunto es abierto, luego el soporte de una función es un con­
.iunto cerrado.

Obsérvese que la función puede ser nula en los puntos del 
soporte.
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Definiremos ahora los espacios básicos de la teorías son 
los siguientes;

Espacio D°; es el espacio de las funciones comlejas 
definidas en el espacio real enedimensional Rn continuas y do 
soporte acotado. Este espacio también se denomina espacio CU

Espacio Dm ; es el espacio de las funciones complejas Cp(x) 
definidas en Rn con derivadas continuas hasta el orden m y 
de soporte acotado„

Espacio D; es el espacio de las funciones complejas C P (x )

definidas en Rn , indefinidamente derivables y de soporte acotado. 
Definiremos ahora las sucesiones convergentes en cada uno 

estos ospacios;

cumplen las siguientes condiciones;
a) Los soportes Kcpn están todos contenidos en un conjunto 

acotado K.
b) En Rn hay convergencia uniforme, en el sentido clásico 

de las funciones C p n hacia CP"
En D111: La misma condición a) y en B) se exige la conver­

gencia uniforme de las Cp^, y de todas sus derivadas hasta el 
órden m hacia la función límite y las correspondientes deri­
vadas .

En D; La misma condición a) y en b) se exige la convergen­
cia uniforme de lasCPn y de todas sus derivadasc

Se debe entender que la convergencia uniforme se refiere 
a cada una de las sucesiones formadas con las CS3n y sus deriva­
das y no considerándolas todas en conjunto.

Debe observarse que para definir la convergencia en un 
espacio vectorial basta definir las sucesiones que convergen 
hacia el vector nulo. Definidas estas5 una sucesión de funcio­
nes del espacio tendrá como límite otra sucesión si la suce­
sión converge hacia el vector nulo, es decir en el caso de-

converge hacia la sucesión
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los espacios que estamos considerando hacia la función nula en 
todos los puntos. Diremos entonces que la sucesión converge ha­
cia cero.

Entre los espacios D y Dm hay la siguiente relación: todo 
punto de D es punto de Dm y si una sucesión de funciones de D 
converge hacia cero en D converge también hacia cero en Dm. 

Definición 8.- El espacio D definido anteriormente 
se denomina el espacio de las funciones de prueba % 
el espacio Dm es el espacio de las funciones de prue­
ba de órden m.
Como ejemplo de función del espacio D podemos citar la fun­

ción

{0 si I x| ¿ 1

e “ 1/3- x si J xj ^ 1

Definición 9.- Una distribución es un elemento del 
espacio dual D* del espacio D de las funciones de 
prueba, es decir una funcional lineal y continua soto¿- 
sobre D. Una distribución de órden m es un elemeri-̂ ; 
to del espacio dual del espacio Dm« es decir una fur-■ 
cional lineal y continua sobre D.
Las propiedades básicas de las distribuciones serán por lo 

tanto í
(9) <a T -t-b S, tp>= aCT,cp>tb<

(10) Si lim<^)n z:(j^ (en D) entonces lim K Tj^n^ “X

Se puede ver que toda distribución de órden m es distri­
bución de órdenes inferiores y en particular es una distribución. 
En efecto si T está definida para toda función de Dm está tam­
bién definida para toda función de D (puesto que D es un sub- 
conjunto de Dm) 5 es inmediato que T es también lineal en D y 
es continua puesto que si las cpn convergen hacia Cp en D tam-
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bión convergen en Dm, por ser la convergencia menos exigente
en este espacio y por lo tanto

lim < T,cfn> r<T,Cf>> 
n «

9.- Ejemplos de distribuciónes : funciones localmente sumables_.
Una función f(x) se dice localmente sumable cuando es su­

mable en cualquier conjunto acotado; es claro que una función 
sumable (1 ) es localmente sumable, pero la recíproca no es cier­
ta, x2 es localmente sumable pero no sumable; la función x“l no 
es localmente sumable pues no es sumable en ningún intervalo que 
contenga el origen.

Definición 10.- Dada la función f(x) localmente su- 
mabledefinimos la distribución de órden cero f por 
la relación:

(11) f (x)Cp(x) dx

La integral se extiende únicamente sobre el soporte deCp ; 
en dichr conjunto C_p es acotada y f es sumable, luego (teo­
rema b del capítulo I) f(x)cp (x) es sumable, la integral exis­
te siempre.

Es inmediato que la distribución así definida es lineal; 
también es continua pues si las Cpn convergen hacia en D°, 
convergen únicamente hacia cp en el conjunto K que contiene to­
dos sus soportes y se tiene para n J>. no

|<f,Cp)-<f>cpn> | - |  f(x)| |cp(x)-£pn (x)|dxl£Q f(x)|dx =£l

es decir que se cumple lim
Observemos que dos funciones iguales p.p. definen la mis­

ma distribución y se puede probar la recíproca: si dos funcio­
nes definen la misma destribución son iguales p.p. (2), por
(1) Desde ahora cuando nos refiramos a una función sumable sin 

especificar el conjunto de definición se sobreentenderá que 
es sumable en todo el espacio.

(2) Ver SCHWARTZ [5} 5 fascículo II pag. 5
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esta razón y también por el hecho de que existen funciones corno 
la x-1 que no definen distribuciones, vemos que las funciones 
no son estrictamente un caso particular de las distribuciones 
sino que lo que generalizan en el concepto de clases de función 
nes localmente sumables. dos funciones perteneciendo a la misma 
clase cuando son iguales p.p.

Por lo tanto cuando nos ocupemos de las propiedades de las 
funciones localmente sumables en tanto que distribuciones siem­
pre que digamos que f(x) tiene una propiedad (ser continua, anu­
larse en un conjunto,...) se sobreentiende que tiene esta propie- 
dad cuando se modifican, si fuera necesario, sus valores en un 
conjunto de medida nula, así por ejemplo la función de Dirichlet 
(Capítulo 1,1) es una función idénticamente nula.

Definición 11.- Definiremos las distribuciones de 
Dirac § y S (s ) por las fórmulas

(1 2) < S , <̂ >> r cp ( 0) , (cp > = cp (a)

Es inmediato que así se obtiene una funcional lineal y con­
tinua sobre D°, las distribuciones son por lo tanto de órden 
cero. Las fórmulas (12) se escriben con mucha frecuencia

p  Cyj QQ
J S  (x) * cp (x) dx o C|> ( 0) S (x-a)Cp (x) dx = (_P (a)

- ̂
Esta escritura es incorrecta pues puede probarse que no 

existe ninguna función (5 (x) localmente sumable que satisfaga 
una de estas relaciones para todas las funciones de D°,

Si ponemos para el caso de una variable (veremos más ade­
lante la razón de la notación)

d3) =

obtenemos, como se ve inmediatamente una distribución de órden 1 .
Un ejemplo de distribución que no es distribución de nin-

gdn órden finito es °0

(1*0 < 6  , Cp> - ^  Cp (n)(n) 
o
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La suma tiene siempre un ndmero finido de sumandos por 
ser cp de soporte acotado. Puede probarse fácilmente que es 
una funcional lineal continua sobre D,

10.- Integral de Stiel.ies.- Medidas.
Hemos visto que las funciones localmente sumables eran 

distribuciones de órden cero que se expresaban como integra­
les del producto de la función por la de prueba. Con un nue­
vo concepto de integral, el de Stiljes, vamos a ver que todas 
las distribuciones de órden cero se expresan mediante integra­
les.

Sean dadas en un intervalo (a,b) una función f(x) conti­
nua y otra g(x) no decreciente y acotada. Dividamos el inter­
valo (a,b) en intervalos parciales mediante los números

a M ^ X1 ̂  • • • • ̂
en cada intervalo tomemos un punto arbitrario ^ i y formemos 
la suma n

S = J L  f(^i> j_g (xi) - g ( x ^ j

En las hipótesis dadas, se puede probar que para toda 
sucesión de subdivisiones, tales que la longitud de los in­
tervalos tienda a cero, la sucesión de las sumas S así forma­
das tiene un límite que es independiente de la elección de la 
sucesión de subdivisiones y de la de los *. n- en cada intervalo. 

Definición 12.- El limite común de las sumas S pa­
ra las sucesiones de subdivisiones tales que la lon­
gitud del mayor intervalo tienda a cero, es la intei&p 
gral de Stiel.ies de f(x) respecto de g(x),
En vez de ser no decreciente la función g(x) puede tomar­

se de variación acotada, caso que se reduce al anterior por 
ser toda función de variación acotada diferencia do dos fun­
ciones no decrecientes. La generalización al caso en que las 
funciones son complejas de variable real se hace descomponión-
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dolas en partes reales e imaginarias y haciendo la combinación 
lineal de las integrales que resulten.

Claro esta que puede definirse la integral de Stieljes pa­
ra todo par de funciones tales que se cumpla la existencia y u~ 
nicidad del límite de las sumas S.

En esta integral es importante precisar si se toma un in­
tervalo con o sin los extremos, pues el valor puede cambiar si 
la función g(x) tiene un salto en ellos. La integral de Stiel- 
jes se expresa con la notación

(1 5) f f (x) d g (x)
^ a

y tiene las siguientes propiedades 
b
ci

(17) f bj”ci c2 d g(x) "  Clj fl(x) d S<'x) ^

r b r c r c
(16) \ f(x) d g(x)+ \ f(x) d g(x) =\ f(x) d g(x) 

J a  0 b J a

J al
^b

+ c2( f2(x) d g(x)
) a

r-.b < M.V(1 8) j f(x) d g(x)

En la última fórmula, que es la generalización del teo­
rema del valor medio, M representa el máximo del módulo de 
f(x) y V la variación total de la función en el intervalo.

Supongamos ahora que g(x) es una primitiva, es decir r 
que se tenga

g (x) - \ h (x) d x 
J a

la integral en el sentido <?.e Lebesgue; entonces (teorema 9 
del capítulo I) g(x) es continua y g'(x) - h(x) p.p. Se pue­
de ver que también g(x) es de variación acotada en todo in­
tervalo finito, descomponiendo el intervalo (a,x) en los con­
juntos P(x) y N(x) en donde h(x) e s > 0, < 0, respectivamente;
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se tiene entonces

y g(x) es la diferencia de dos funciones acotadas no decrecien
tes. Dada f(x) continua existe la integral de Stieljes de f(x)
respecto de g(x) y se puede probar la relación

r  b r b />b
(19) l f(x) d g(x) zy f(x) h(x) dx 2\ f(x) g *(x) d x 

J a  J a  Ja
las dos últimas integrales en el sentido de Lebesgue.

De la identidad (poniendo - x^ - aj^n-KL^ xn+l = )̂

resulta que si existe la integral de Stieljes de f(x) respecto 
de g(x) también existe la integral de Stieljes de g(x) respect 
a f(x) y se tiene la fórmula de integración por partes

Consideremos ahora una función m(x) de variación acotada 
en todo intervalo finito 5 podemos definir la distribución de 
órden cero

en donde (a,b) es un intervalo que contiene el soporte de

Definición 1^.- Toda distribución definida median­
te la fórmula (21) se denomina una medida. Se ve 

inmediatamente que es lineal y ln continuidad sale aplicando 
la fórmula (1 8).

De la fórmula (19) se deduce que toda función localmente 
sumable h(x) es una medida. En efecto: si g(x) es una primiti­
va do h(x) se tiene

co



Consideremos la función de Heaviside Y(x) nula para x <0 

e igual a la unidad para x<* 0. Aplicando la definición se ve que

luego la distribución c) es la medida definida por la función uni­
taria de Heaviside.

En general si m(x) es escalonada con n saltos , \T,... IT 
en los puntos x xn se tiene

En virtud de un teorema famoso de Riesz: toda funcional 
lineal y continua en el espacio D° se puede expresar mediante 
una integral de Stiel.ies. por lo tanto toda distribución de ór­
den cero se puede definir mediante la fórmula (21)5 en otras 
palabras: hay identidad entre los conceptos de distribución de 
órden cero y de medida.

La denominación de medida se debe al hecho de que a par­
tir de una integral de Stieljes puede definirse una medida de 
conjuntos, que abarca como caso particular la medida de Lebes- 
gue, cuando g(x) ~ x.

Esbozaremos este método: podemos limitarnos a las funcio­
nes g(x) reales y no decrecientes. Para cada intervalo (a,b) 
definiremos como medida del intervalo

De acuerdo con lo dicho al definir la integral hay que espe­
cificar si el intervalo contiene o no los extremosyy debe tam­
bién considerarse el caso en que se reduce a un punto.

A partir de esa definición para cada intervalo se puede 
definir, por métodos análogos a los usados para definir la me­
dida de Lebesgue, una función ÁA 00 definida para los conju.o-

( 22 )
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tos de una cierta familia y que goza de algunas propiedades 
análogas a las de la medida de Lebesgue, en particular la expre­
sada por el teorema 1) del capítulo I. Para el caso de la me­
dida de Dirac (E) es cero si E no contiene al origen y uno si 
lo contiene.

Modernamente se ha visto que es preferible definir las me­
didas como funcionales lineales y continuas y, a partir de la 
funcional ^p> ? determinar la función de conjuntoJÁ ( E) ,

al revés de lo que se hacía anteriormente. Muchas propiedades 
pueden deducirse directamente de la funcional sin necesidad de 
determinar la función de conjunto.

La medida puede ser interpretada físicamente como una 
distribución (de .̂ hí el nombre de la teoría) de masas materia­
les o cargas eléctricas o magnéticas. Una distribución definida 
por una función localmento sumable representa una distribución 
de cargas cuya densidad en el punto x es f(x). Lací>(a) Sé 
Dirac representa una masa +1 concentrada en el punto a.

Hemos expuesto los conceptos y resultados para el caso 
do medidas sobre la recta, pero la teoría se extiende a las 
medidas definidas sobre el espacio enedimensional.

Para finalizar daremos un resultado cuyo interés radica 
en que da un criterio para ver que ciertas distribuciones son 
medidas.

Definición 1̂ -.- Una distribución T se dice real si 
^T,cp>es real para toda función cp real. Una dis­
tribución T real es positiva si^T»cP>es ^ 0 cuan-

Se puede probar (no daremos la demostración) queí toda 
distribución positiva es una medida. (1 )

1 1.- Soporte de una distribución.
Vimos en el nQ 8 que el soporte de una función era el
'CD Ver SCHWARTZ "fXf”vol I,” pag 29
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conjunto complementario del conjunto abierto N de los puntos 
en que la función f(x) tenía la propiedad de ser nula en un 

entorno de dicho punto. Puede verse fácilmente que esto equi­
vale a definir N como el mayor conjunto abierto en que f(x) 
es idénticamente nula, es decir la reunión de todos los con­
juntos abiertos en que f(x) es idénticamente nula.

Sea ahora f(x) nula en un conjunto abierto A. Si el so­
porte de cj) (x) está contenido en A, f(x)cp(x) es nula para 
todo x y entonces / f̂ cj)̂  •- 0, y se puede probar que la recí­
proca es cierta.

El soporte de f(x) puede entonces definirse como el con­
junto complementario del conjunto reunión de todos los abiertos 
tales que ^ f,cp> es nula si el soporte de está conteni­
do en el abierto.

Este resultado permite generalizar el concepto de soporte 
para las distribuciones. Diremos que una distribución T es nula 
en un conjunto abierto A si ( T,cp>= 0 para todos los pp cuyo 
soporte está contenido en A. Por ejempi© la distribución <$ es 
nula en todo abierto que no contenga el origen. Se tiene el 
siguiente teorema:

Teorema 1: Si una distribución T es nula en cada uno 
de los conjuntos abiertos de una cierta familia es 
nula en la reunión de todos ellos. (1 )
Hemos visto que este teorema es cierto cuando T es una 

función, es fácil de probar para algunrs distribuciones párta­

se apoya en nociones topológicas que no presuponemos conocidas 
y por lo tanto admitiremos este teorema sin demostración.

Apoyándonos en este teorema definiremos el soporte de una 
distribución de la forma siguiente:

(1) Ver SCHWARTZ [1] vol I pag. 270 Martineau y Tierres (ij

culares es inmediato), pero la demostración general

pag. I1!-
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Definición 15.- El soporte de una distribución T 
es el con,junto complementario del conjunto reunión 
de todos los abiertos en los que T es nula- o lo 
que es lo mismo, el complementario del mayor con­
junto abierto en el que T es nula.
El soporte de la distribución (̂ a es por lo tanto el punto

a.
Sea T una distribución de soporte K, sea A un conjunto 

abierto que contiene a K, si c p 7 son iguales en A, el
soporte de ĉ) 1 cp 2 está contenido en complementario de A y 
por lo tanto en el de K, luego

< T.-<Pl -<?2 > ' 0 < T; ¿Pl> = <  T' <^2> »
es decir:

Teorema 2; 21 valor de < T. <|>» depende únicamente 
de los valores de en un conjunto abierto arbitra­
rio que comprenda al soporte de T.
Debemos observar que el conocimiento de los valores de 

en el soporte de T no es en general suficiente para calcular 
< T, ). Por ejemplo (  S j CO) y para calcular Cp’(o)
necesitamos conocer el valor de Cp en todos los puntos de un 
entorno del origen, y es inF.&.diato que el soporte de ( S ' se 
reduce al origen.
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c A P I T  U L O  I I I

12.

DERIVACION DE DISTRIBUCIONES. EJEMPLOS 

Derivada de una distribución.
Sea f(x) una función de una variable, localmente sumable y 

que además sea una primitiva. Por el teorema 9 de Capítulo I, f(x) 
admite p.p. una derivada f ’(x), que también suponemos que es lo­
calmente sumable. Vamos a ver la relación que hay entre f(x) y 
f'(x) consideradas como distribuciones.

Como <_p es una función de soporte acotado, tenemos aplican­
do el teorema 11 de Capítulo I.

C 00 I OO r°° r OO
Jf(x)cp(x) dx s | f (x)cp' (x) - jf (x) Cp 1 (x) dx - - ̂  f (x) Cj>' (x)ax

es decir que tenemos la relación
Pasando ahora al caso de varias variables se tiene:

5 f(x)op(x) dx --  clx dx1 ...dxk _1 dxk...axnRn
y repitiendo la integración por partes se obtiene la relación

(1) < >f>« - < f> M  >¿xk I ¿xk

la que conserva un sentido si se pone en lugar de f una distri­
bución cualquiera T lo que nos conduce a adoptar la siguiente 
definición:

C tDefinición 1.- La derivada zL__do upa distribución T
<S Xk

es la funcional lineal y continua definida mediante 
la relación:

(2) /  íLi ,(£>> = -<t,
' <5 xk Y  íxk

Hay que probar que esta relación define una funcional li- 
neal y continua. Cualquiera que sea CP de D pertenece tam­
bién a D, luego la funcional está definida en todos les puntos 
del espacio D; es inmediato que es lineal; también es continua^

- 3 1 * -



en efecto supongamos que las (ú n convergen hacia en D; por la 
definición de convergencia en D, también las H J Ü  convergen * j u -

5 cp ( ■> 1 &cia -f-rr en D, luego los números <̂ T. 'i-ÍS-) convergen hacia 'T,— .—  ¿xk ’ ' ¿xk v ¿M:
y por lo tanto la sucesión numórieay¿l-í--, \ tiene como líuiite

' S xk' l 11'

Cf>’
Como las funciones de prueba son indefinidamente derivables, 

y admiten siempre la inversión del órden de las derivaciones,, se 
tiene el siguiente teoremas

Teorema 1„~ Toda, distribución es indefinidamente

derivable y se puede siempre cambiar el órden de 
las derivaciones o
Esta propiedad de la derivabilidad indefinida es una de las 

más importantes entre las propiedades de las distribuciones.
En particular una función es siempre- indefinidamente derivable 
en el sentido de las distribuciones; si os una primitiva y su 
derivada es localmente sumable, la derivada en el sentido dé­
las distribuciones coincide con la derivada en el sentido de las 
fu'-;!?tonos, pero en general ello no será asír; puede suceder
que la derivada en el sentido de las funciones no exista y puede 
también suceder que exista y sea distinta de la derivada en el 
sentido de las distribuciones.

r
13*- Derivadas de las funciones con saltos.- Derivadas de la O  *

Consideremos una función m(x) de variación acotada en todo 
intervalo finito; os localnente sumable y por lo tanto define 
una distribución; si cp pertenece a D, tomando un intervalo que 
comprenda al soporte de cp se +-ieno por la fórmula (20-) del Ca­
pítulo II

rb .-b b
^m'cp)a-j^ m(x) • (x)dx = ~j m(x)dcp(x) =~|m(x)cp(x)

.b
a

Es decir se tienes
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Teorema 2.- Sea m(x) una función que define una me­
dida /H. ; la derivada en el sentido de las distribu- 
ciones de la función m(x) es la medida M  » En par­
ticular la derivada de la función unitaria de HeaTi- 
side es la 8 de Dirac.
Las derivadas sucesivas de la S se expresa mediante las 

fórmulas:
(3) Y'(x) = «S Íp>= -cf'(0) cp>= (m) (0)

3n virtud de la fórmula (23) del Capítulo II la derivada de
una función escalonada ra(x) con n saltos es

Oo
(>f) ■■ ■ s <p> ,cp>= jcp(x) d m(x) = C(Tm ̂  (x 'm)’ «*• Oo 1n

<(m, cp > = 2_jQ”m c$(xm )

Pasemos ahora al caso de una función f(x) que es continua 
y derivable salvo en un número finito de discontinuidades de 
primera especie. f(x) admite en el sentido ordinario una deri­
vada que no está definida en el conjunto finito de los puntos 
de discontinuidad.

Supongamos • esta derivada localmente sumable, entonces 
define una distribución que la representaremos con la notación 
^f’(x)j para distinguirla de la derivada f ’ en el sentido de las 
distribuciones. Se tiene entonces la siguiente fórmula genera­
lización de (̂f)

(5) f 1 = O  , &  (xm)

Haremos la demostración para el caso de un solo punto de 
discontinuidad; la extensión al caso de n puntos surge en for­
ma inmediata. Se tiene, siendo a el punto de discontinuidad

^f ’ Cp)= - ̂  f(x)cp*(x) dx - lim ^  f(x)cp?(x) d x +
oc
f(x)cp*(x) dx

a t e  1

s lim
e->o

f (x)Cp (x)
a-&

-  Oo
f (x) (x) ] -
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a— £, . oo

f(a-fo) - f(a-o)+• \ f ’ (x)Cp (x) dx K f ’ (x)cp(x) dx| sCD(a)
- OO j '

r> oo
J ^ U ) c p ( x )  dx =(rJj^p>+-\ [f '3  ,cp>

como queríamos demostrar.
Supongamos ahora que la función f(x) admite derivada* hasta 

el órden k, que cumplen las mismas condiciones que la f(x), se 
obtiene derivando en el sentido de las distribuciones la fórmula
(5)

(6) ¿ . . . ( T (k- » S  ,1
(xm) (xm ; m (xm)

en donde rr1 representa el salto de la derivada de órden i en el m
sentido ordinario en el punto xm4¡ Por ejemplo la derivada segun­
da de (x) es 2 Ó .

La fórmula (6) nos da un ejemplo de la diferencia entre 
derivada ordinaria de una función y la derivada en el sentido 
de las distribuciones. Muchas fórmulas que se expresan en foruu 
no muy fácil cuando se consideran derivadas ordinarias se simpli­
fican cuando se deriva en el sentido de las distribuciones; tal 
es en particular el caso, que veremos más adelante, de las fór­
mulas de la teoría de transformadas de Laplace.

La distribución en la interpretación, matemáticamente 
correcta, del concepto muy usado, pero no matemáticamente bien 
definido, de dipolo de momento eléctrico +1 colocado en el ori­
gen de la recta; éste puede definirse como el límite (sin espe­
cificar en que sentido) de un sistema de dos cargas; una carga

situada en el origen y una carga Ü  en el punto . fc <o

Si llamamos a la distribución definida por estas dos cargas
se tiene, de acuerdo con lo que dijimos en el parágrafo 10
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Si O el ultimo miembro tiende a ̂  (0) El oipolo puoae
entonces definirse con corrección matemática como la distribución 
T definida por la fórmula <T,Cp>= es decir la distribu­
ción, -á'

Distribuciones valor principal y deltas de Keinsenberp. 
Consideremos la función logjxj que siendo localmonte suma- 

ble define una distribución y vamos a calcular su derivada,(1 ) 
Se tiene

- 4  * ^

( [log¡ x¡ j 3 Cp> " ■■ ( log |xí , Q  > :: - ,log|x¡CPr (x) d x -
~oo

lim \log j x| (x) d x + \ logjxj^P (x) d xj -

= lim 
fc,->0

,00 r°°
- ) log j x j CP (x)¡ "t \ -̂ L2L¿. dx -¡log|x|cp(x)Í T y & Ú .

-oo - ¿o ’ «o fc
=^lim (-&)) log^ + ^ . d x *

— Oo £
X

Y ahora bien

lim -CP (-^){ log Cy = lim 2 . Cf * (B ) . log £ o

Luego

7 ) (¡log j xj ¡ , CP> r lim
S>->0

-fe
a x 4- ( d xX J Xroo 4-

oo 1

El segundo miembro es el valor principal en el sentido de 
Cauchy de la integral, en general no convergente de la función

ytx)
x

(8) v,
rco f ^  ^

.p. 1 _Íí£JJL1 d x « lim \ d  x  -f n ¿ xj
_ Oo x ^  x -i X

Definición 2.- Llamaremos distribución valor principal 
de — íL_ a la definida mediante la relaciónx

(9) </ V.p. _1_  , <p >a V p d x
- Oo X

(1) Se entiende la derivada en el sentido de las distribuciones. 
La derivada en el •sentido de las funciones es la función no 
localmente sumable n



Como hemos probado que esta relación nos dá la derivada de 
la distribución log j xj no necesitamos probar que es una funcio­
nal lineal y continua„

EJERCICIO: Probar directamente a partir de las fórmulas (8) 
y (9) que v.p* es una distribución
EJERCICIOS Probar que la derivada en el sentido de las dis­
tribuciones de la función

0 par a x < 0
f (x) » íl~L- " x > o 

V x
es

■- v̂ (x) fx"'̂ / 2 d x 4^p(0)£
'O - V a- L ¿ J e ,

" 1/2
...>G L , j¡ o 'L L Je

Definición Se llaman deltas de Kelsenberg a las
distribuciones /- +• C -> r - C

O - ~ V*P* Í

La aparente inconsistencia de los signos de estas defini­
ciones se explicará al estudiar sus transformadas de Fourier.

Las distribucione c + <nes u y i.) pueden definirse como limites
de integrales en el campo comple.io, mediante las fórmulas

2 7 7 1 y -7 + 0  J x t iy
(10 V  -oo

CO
1 .im \ JJLAz-l d x

i
2 TTi lim r°°jg_Lx_i d xy-> + ° J x - iy 

-  00

En efecto: tomando los argumentos entre -TTy TT 
o

lim d x _  T_ 
2ñ f i lim

c-o
- - ?rri —  „ Í£3>(x) lüg (x*t iy)j 2 TT i y -)> 0 J X + i y ¿ Vt 1 y ~> +0 * 1 \- oo

\ Cp'(x) log (x+iy) d x s 4 í t  lir, (cp'(x) Log (x-¡-iy) dx “ 
J i <¿yri y-v-í-0 } ¡
“ 040 ~-GO

Oo
- !?ipr lim faüOjlog (x? -f y2) 1 /2 + i a r .g (x iy)'] ¡Jxy—>*f0 J f U j

- '0.,

Cr.» - 0.0 oc
„  1 i 
” ZJFT I

(f'(x) log ¡ x¡ d x -f N lP’(x) íl - Y (x)J 'TT i d x
I J ' J '•— Oo — CO
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Análogamente se prueba la segunda fórmula. Sumando ambas se
tiene

fórmula importante que encontraremos mas adelante por otros medio;
De los cálculos de la demostración se deduce que si defini­

mos las siguiente distribuciones mediante integrales en el pla­
no complejo

nirse distribución a partir de una función no localmente sumable 
mediante un sistema de sumación de integrales divergentes: la in­

artificio de tomar límites simétricamente a la derecha y a la 
izquierda del origen, se le da a dicha integral un valor que 
coincide con el de la integral cuando esta converge. SI 22 ejer­
cicio del ne l*f es otro caso de esta manera de definir distri­
buciones, es un caso particular de la teoría de las partes fi­
nitas de Hadamard; esta teoría se aplica las funciones que no

i
son sumables por poseer un punto en el que el crecimiento de la 
función es demasiado grande, aunque siempre del tipo potencial. 
Podemos suponer sin perdida de generalidad que ese punto es el 
origen y consideraremos el caso en que el intervalo de . inte-

( 11 )

- oo
se tienes

15=- Partes finitas de Hadamard.
La distribución v.p. JL_ es un ejemplo de como puede defi

tegral de _i_<̂ )(x) no es, en general, convergente, pero, por el
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gración es (O,a). Precisando estas consideraciones consideraremos
una función de la forma

m
* v(1 3) g(x) s h (x)

V'-l
en donde h(x) es sumable en (o,a) y los números X ̂  son comple­
jos cualesquiera. Consideraremos dos casos distintos:
a) Todos los números Xy son distintos de menos uno.

Si algunos de los X  y* son tales que su parte real R(\y) 
es menor o igual que -l,g(x) no es sumable en (0,a), pero si 
lo es en (£,a). Calculemos la integral en este intervalo:

(l^) C g(x) d X = f h(x) a XiHH Ay- Ay fe , t. J-. 
\  X  V i l ’ 3L,ti y.i ' \ V + 1

Hagamos ahora tender a cero en el segundo miembro. El 
primer sumando tiende a la integral desde cero hasta nin­
gún \yres tal que R(^y)< -l,o lo que es lo mismo, si g(x) es 
sumable en (0,a), el límite es cero. Si hay algún X y  de parte 
real mayor o igual que menos uno, o lo que es lo mismo, si g(x) 
no es sumable en (0,a), el límite es infinito.

Hadamard consideró en ambos casos (integral convergente o 
no convergente) como valor de la integral al límite para £> ten- 
diendo a cero de los dos primeros sumandos y a este valer lo 
denominó parte finita de la integral que coincide con el valor 
ordinario de la integral cuando esta es convergente»

En consecuencia para funciones g(x) de la forma (13) con 
todos los A-y* ^  “1*

Definición *+.-» La parte finita de la integral de g(x) 
en (o,a) es por definición:

5 a m X v x t  ̂3-
g(x) dx s HJ Ay ------- * \ Mx) d x

o V'=l 4. y + 1 Jo
que según (I1*-) puede también ponerse en la forma

ra(16) p.f. \ g(x) dx r lim
Jo  e - > °

C g(x) d X + H J  Ay X.
Y-'i X / + 1.

(1)E1 segundo es constante.Respecto al tercer sumando caben dos casos
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En el caso de que la integral se tome en (0,°© ) se define;

r 00 r1p.f 1 g(x) d x = p f \ g(x) d x | í g(x) d x 
o 0 ^ 1

Desde luego que se supone que g(x) es sumable en (1,°^), y 
puede evidentemente reemplazarse el valor 1 por cualquier valor
positivo. Esto equivale también a definir:

o° r a
p0f. \ g(x) d x = lim p.f. \ g(x) d x

Jo Jo
Ejemplo: tomemos la función e“xxs“-̂, con la condición: 

-l^RCs) <0. Esta función no es sumable en (o,a) por su tipo do 
infinitud ei¿ el origen. Escribamos la función en la forma (13)

e-x xs-l = xs-l -f (e-x _ D  xs-l 

y aplicando la definición de parte finita se tiene:
a s-a

S“1 - _a3__ .A rc-x _ -n Ys-1p.f. \ e~x x = — |--- 4-̂  (e“x - 1 ) d x

.00 ^-00
p f \ e”x xs_1 ~ V (e~x - 1 ) x3”-"- d x -

o J0
•oo

i ,
Jr C e“x xs d x = 0 •?* -i— P (s 1 ) : p  (s)

-̂ o

(e"x - 1) s
X3' i t

Este resultado nos aclara la idea esencial del empleo de las
partes finitas. La función gamma,p (s) queda definida para00
R(s)> 0, por la integral \ e~x x3"*1 d x. Si tomamos ahora s talJo'
que - 1 <R(s) <0, la integral anterior diverge pero su parte fi­
nita nos da el valor de p(s). Por este tipo de propiedades tie­
ne importancia la teoría. En muchos casos la solución de un pro- 

£blema de matmáticas se expresa mediante una integral en la que 
aparece un parámetro o una función arbitraria que son datos del 
problema; en esta forma la solución sólo existe cuando la in­
tegral así construida a partir de los datos es convergente, poro 
sucede en casos muy importantes (en la integración de ecuaciones
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en derivadas parciales, por ejemplo) que la integral es divergen­
te, y la solución del problema es la parte finita de esa integral 
divergente.

La extensión de la definición de parte finita para el caso 
de un intervalo (a,0) es inmediata y de ahí que se puede definir 
también la parte finita de una integral en cuyo intervalo de de­
finición haya varios puntos en los que la función sea infinita 
del tipo potencial.

Consideremos ahora la función g(x) xX. Si R(X) es suficien­
temente grande la función es sumable y se tiene

(17) F( X ) z( g(x) x^ dx- 5H Av— - -i- ( h(x) x^ dx
Jo Y=1 X + ̂-Y + 1 ) 0

EL primer sumando del último miembro de la igualdad es una 
función de X cuyos puntos singulares son los puntos -X y  " ^
Como hemos supuesto Xy £ - 1 , entre ellos no está el origen? 1: 
integral del segundo sumando define una función holomorfa para 
R( X  ) >0 y continua en el origen. Haciendo tender X  a cero se tio- 
ne s

n fa ra(1 8) lim F(X) - ¿ A Y --------+■ v h(x) d x = p.f. \ g(x) dx
A ->0 v,l i + A y  J0 ) 0

Vemos entonces que la parte finita de la integral queda de­
finida por una prolongación analítica. Este resultado es de im­
portancia en los desarrollos que van a seguir.

Consideremos ahora el siguiente caso:
b) Uno de los números X V es igual a -1. Tenemos entonces que
considerar funciones de la forma

m
(19) g(x) z — ---+ )__1 A y x ^ V  + h(x)

x Y »2

y calculando la integral desde £  hasta a, se tiene:
•a - m

g(x) d x - \ h(x) d x-j-
%

- >+3 -



SI tercer sumando tiende siempre a por la presencia del
término log ^  (1 ); corno en el caso a) definiremos la parte finí
ta de la integral como el límite de los dos primeros sumandos,

Tenemos entonces para una función de la forma (1.9) t
I

Definición Us? La parte finita de la integral de g(x) 
en (o,a) es por definición:

a
r a /tvki ((20) p f \ g(x) d x r An log a _¡. Ay ̂ J---  *1* \ h(x) d x

O 'Ya2 Á. Y 1 ) o
que puede también escribirse en la forma1

a
(2 0’) p f \ g(x) d x ™ lim

J o  &  0
(

?■ AV'-:i
g(x) dxiÁ! l o g ^  V \.v, ¿ 1  

%
Hay diferencias importantes entre este, caso y el anterior. 

Si queremos aplicar ahora el método de definición por prolonga­
ción analítica se tiene.

> f a ¡ a-, A  rj \4irA.v r£ i■? (/'.; Z\ g v x ) X' - dx - 4  ̂v — c— t \ h(x) x^“ d x
Jo 1  2 Jc

y entonces 0 es un polo. Poniendo

F A )  . _SL_ = Al a L ± +¿  A +C  h (x) d x 
1  \Í g V J c

y haciendo tender A. hacia cero se obtiene

 ̂ A “i m- 1+Av í^1(21) lim ¡ F(/t) --- -i- = A-, log a-f T~: Av L (x) d x
A->oL X  J “V  > 1 + * v J 0

“ p.f. \ g (x) d x
o

Pero la diferencia esencial está en el hecho siguiente: r._i 
ningún ~Xy es igual a 1 , la parte finita os .invarianto respecto 
a los cambios de variable: es decir: si t ~ t(x)«x s, r. (t) .repro-

(1) Este infinito logarítmico es de interés en los desarrolles de
la mecánica cuántica»



sentan una aplicación biunívoca e indefinidamente derivadle de 
intervalo (0,a) en el (b,c)(b ~ t(0),c = t(a)), se tiene:

(22) p.f. C g(x) a x « p.f. ( gfx (t)l x* (t) d t
O _)b L -»

No daremos la demostración de este resultado; nos limitare­
mos a comprobar con un ejemplo que no se cumple si hay un ^ v' ::: J.i 

basta ver que se tiene
í 1 A fi , .(2 3) p f l = 0  5 ü f \ = - log 2\ x i t
J o  o

mientras que se pasa de una integral a la otra por el secillísi- 
mo cambio de variable x = 2 t.

Las dificultades en este; caso pueden evitarse utilizando 
el concepto de parte finita logarítmica, que acá no desarrolla­
remos. (1 )

16.- Pseudofuneiones> Distribuciones Ym
La función xm define, para R(m)> - 1 , una distribución por 

ser localmente sumableo Vamos ahora, utilizando la teoría de las 
partes finitas de Hadamard, a dofinir una distribución para cual­
quier valor complejo de m.

Definición 5,- Llamaremos pseudofunción monomia» .. 
p.f. (xm). x > 0 a la distribución definida por la 
relación:

,  Oo

(2b) <p.f. (xm) x>OJ tp (x)> » p.f. { xm Cp(x) d x
-■* o 1

Si R(m)> - 1 el símbolo p.f. es innecesario y obtenemos 
la distribución Y(x) xra, que es una función localmente sumable0 

Consideraremos primero el caso en que m no es un entero ne­
gativo-, Sea k un número entero tal que R(k *hl + m),> - 1. Utili­
zando la fórmula de MacLauris se tione

(25) s“ üXx) = C  ^ - f (n ) (o:

' n=o c n®o *
(1) Puede verse en Bureaü* JTj " "
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lo que nos prueba que Cp(x) es de la forma (1 3), puesto que:

+ k + l Cp(k+l)fQ ¿CD(x) - _x£_ Cp (n)(0) 
J  n=o n¡ 1 J

n Xm
(k + 1) ¡

es sumable en (0,co). Aplicando la definición de parte finita 
tiene:

(26) /p.f.(xm) }(P)= ü m  
v x>o 1 £ -> 0

(y?
xJm

jí
(D(x) dxH'YZlI n=oO m r n -f 1 ni

0 M

Xa1 £p(x) - ^  (n)(0)
1 n=o n! I

dx+. p  an -V m t i__ íp(n)(0)

n-o n + m + 1 n]

en donde a es un punto tal que el soporte de Cp esté contenido en 
(— C©, a).

Por la relación (26) hemos definido una funcional para toda 
Cp del espacio D, que, evidentemente es lineal. Vemos que también 
es continua 5 tomemos una sucesión <̂ p̂ (x) convergente hacia coro 
y sea (0.a) un intervalo tal que el soporte de todas las úp ¿ 
esté contenido en (-00,a). Se tiene entonces

¿i = | ( p . f . £  s £ ± £ + ¿  lj)*+1 (0 X) a x +

+ r "  aP + rc+l |(Pl(n)
feo n-fm + 1 n i

(0)

M I O.Vi-y por la convergencia uniforme de Cpi (Ox) hacia cero 1? c 
vergencia de CD^n^(o) hacia cero,(5 i tiende a cero pare i—>0c/,

’ A
Queda así probado que (26) define una distribución*

Observemos que este razonamiento vale también para vi caso 
en que n es un entero negativo.

Consideremos ahora la siguiente igualdad, válida A. su­
ficientemente grande

00
x

'0
m+A- Cp'(x) d x (n +X) xm‘^^'"1 cp(x) d x

Hagamos tender X- hacia cero y apliquemos (18)5 se tiene:

-  1*6 -



co 00
p.f. \ xm (j)1 (x) d X s p f í rn xm"1 (D(x) d x 

o J o

luego se tiene la siguiente fórmula de derivación, cuando ni no es 
un entero negativo

( 28 ) t p. f, (xm) vx > o = m p.f. (x111”1) X > o

Si es la parte real de m)-!, el primer miembro es la función 
Y(x) xmj y si es y -2 ambos miembros son funciones.

Pasemos ahora al caso en que m es un entero negativo - Ü, c 
Se tiene

00 p

(28) /p.f. (— i_)t tf(x)> = lim C SLllÚ. d x t f " ^ - — --1 
N "*■ ^  A  xl n*o n "x l x >° £ o

cp (E- - i )+
L <o

log

i

■o(t-l)¿
luego vemos que: el infinito logaritimico aparece siempre que m 
es un entero negativo.

Las fórmulas de derivación son ahora las siguientes

(29)

(30)

Y(x), log x = p -f - '“ i - 11 x > o

[ p-f - l ~ i r ) * > o ] , = - B p -í -
Prabaremos la segunda fórmula para el caso * 1 y dejare­

mos como EJERCICIO la demostración en el caso general así como 
la prueba de la primera. Se tiene en efecto;

= lim 6 '> °

X *>oI

oo,

(x) > +  (  p.f. (rrkj)
x X 2 X>0

J cp (x) > =

) dx -<p'(0) log dx - ^ 0 1 +Cp '(0) log £;

= lim
£-)0P x l ¿e

- i+7 -



Puede definirse también la distribución p.f.(— i— )xt x o
por la relación

(31) ( p . f 5 CPU) > i p.f. f CP (x) — —  d x
x^ x<o ' J ' • xt-oo

y se prueba entonces de manera análoga a (3 0), que
c(^)

(32) [p.f.(-i-) V  = -Ep.f.(-r^) - (-DÍ-Aíf— -l_ XI X<0 | Xufi X (0
Se define ahora

(33) p.f.(-i-): P .f.(^-)x<0 + p.f.(J^)xt x^ l x>0

y se obtiene:

(3*°  r r  p-f - (^ - ) = - í p*f - (^ r n )
En particular para | : l, se tiene 

( p. f. (-i— ), cp> = lim C  ̂  ¿ x - Cp ( 0) log £ I ix T e->o . x T  J
lim
¿~>0

X - •oo
CP _ r00 < v.-pTcp(x)3§- + Cp(0) log£]= lim C r'|p(x)lJLtr(f(x)á_£
<0 J fe—'>°L'ico

El valor principal es pues un caso particular de parte fi­
nita .
Vamos ahora a dar un método de obtención de las pseudofun- 

ciones, por medio de la prolongación analítica partiendo de las 
que, por tener el exponente mayor que -1 , son funciones.

Tomemos una función Cp cualquiera de D que consideraremos 
fija desde ahora en adelante. Para R(m)> 0, la integral conver - 
gento

J o x™-1 ¿p (x) d x s (J) (m)

define una función holomorfa de la variable compleja m. Sea 
ahora n un entero positivo cualquiera, la integral anterior pue 
de escribirse en la forma

- -



r1 ” n k o ^  ^(m) -j x111"1 - j - y  Y  (0) J d x -V-
o k-o

GC^  y  v*w(0) j .  1(O (k) (o) n
_ X --- iü i +• \ xm-l ^  ( x ) d x

=0 k¿ (m+k) Ji T

La función (m) estaba solamente definida en el sen.Vút..
no R(m)y 0, en el que era convergente la integral que la ccfini- * 
Con la nueva forma de escribirla está definida en el semipleno 
R(m) y -n, en el que es convergente el primer sumando, con ...a .xc- v
ción de los puntos 0, -1 , -2,...~(n-l) en los que se anula el .e-
nominador del segundo sumando; es claro que estos puntos son polcs
simples de la función, con un residuo en m " - p, que vale

(0)

Como n es cualquiera podemos por este método prolongar la 
función dp(m) a todo el plano complejo y se obtiene así una fun­
ción meromorfa con polos simples en los puntos 0 5 -1 , -2,».. ~n,. 8. 
en los que el residuo vale

(P)
íxai

p!

De la definición 5 de deduce que en los puntos que no son
polos (m distinto de un entero negativo), el valor de la función 

„m-l'es (p.f. (x111"1) X)D, cp (x)>

Para unificar el tratamiento de las partes finitas- que
tiene diferencias según que m sea o no entero negativo, resulta
conveniente introducir unas nuevas distribuciones, las Ym ,
forma que, fijado Cp;ia función de variable compleja m,

l
sea una función entera.

Para ello busquemos una función de m que no se anule nunca 
p que tenga los mismos polos que y dividamos por esta
nueva función. Se ve que la solución de este problema es la fun-
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ción gamma, f~ (m) cuyos residuos en el polo simple m= ~p es
(-l)P
Pí

El cociente ĉ >(m) / p (m) será entonces una función entera 
si le asignamos el valor (-l)P(j>(p)(0) en los puntos m = -p.

Si hacemos ahora variar (p y definimos para cada m la funcio­
nal que hace corresponder a (p el cociente ¿>(m) / f(m), obte­
nemos unas nuevas e importantes distribuciones las Y , cuya de­
finición es,(segdn lo que acabamos de decir):

Definición 6.- Las distribuciones Ym se definen por 
las fórmulas?

1
ttt p.f. (xm~l) si m es distinto de un entero negativo v ' x>o

si m - -p(p entero 0).

El símbolo p.f. es innecesario si R(m) >-0, en cuyo caso es

Yn z — i---xm~l Y(x)
P (m)

y en particular Y]_ es la función de Heaviside.
Es evidente que se cumple siempre la fórmula

« «  = V i

y de la forma en que se definió Ym se deduce el siguiente teo­
rema :

Teorema ?>,- Si fi.iamos una función de prueba , el produc• 
to escalar /Y C p ) es, considerado como una función do la 
variable compleja m, una función entera.

17•- Derivada de una función discontinua sobre una superficiee 
Sea f(x) una función del espacio enedimensional que supon­

dremos definida y localmente sumable en todos los puntos del 
espacio, salvo en los de una hipersuperficie S. Como S es de 
medida nula f(x) está bien definida como distribución. Suponga­
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mos además que cada derivada parcial sea localmente sumable y 
que la función y las derivadas parciales tengan límite a uno y 
otro lado de la hipersuperficie5 la diferencia entre estos dos 
límites es el salto de la función o de la derivada parcial que 
queda definido cuando se fija el sentido en que se atraviesa la 
hipersuperficie y que cambiará de signo cuando se cambie el sen­
tido, Para fijar las ideas consideraremos el caso de tres dimen­
siones, aun cuando el razonamiento que vamos a hacer vale en 
general.

Este caso es la generalización del tratado en el n^ 13 do 
una función de una variable con un salto. Las derivadas par ció­
les ordinarias están definidas en todos los puntos, salvo cn S 
luego son distribuciones que representaremos con la notación 
[f¿j >[fy] > * Vacl0S a determinar las derivadas de f
en el sentido de las distribuciones. Se tiene:

"Íhb f dx dy dz = i  [ 5  f a x 'x
~Cg

dy dz

y.aplicando la fórmula (5) tenemos
,00

d y d zd x. xj -f
-Oü

en donde cr0 es el salto de f en el punto en que S es cortada 
por una paralela al eje 0X, trazada por un punto arbitrario del 
plano YZ.

Se tiene entonces;

i 1 Cp d x d y d z
J r3

= C cr0 9  eos d, a cr + < [ f ] ' , c p >
. J o  1 1~»S

en donde es el ángulo de la normal a la superficie con el 
eje 0X, orientada en la misma dirección en que la superficie

| Comisión te:. atómico |
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es atravesada; la fórmula anterior no depende del sentido puc_* 
al cambiar este, cambian a la vez de signo los dos factores 
<ro y eos cj .

La segunda integral define una distribución de acuerdo co,.1, 
la siguiente definición:

Definición 7-- Sea S una hiparsuperficie del espa­
cio enedi.~ensional; las distribuciones o (S) y (S) o (S)
(en donde une, función definida en los puntos
de S) están definidas mediante las relaciones:

(37) <(í(3)>cp> -jcp 5 (s)íS(s)J^p>-J/V^ ¿ CT
s s

De acuerdo con esta fórmula obtenemos como expresión de 
la derivada

(38) f fx f'xJ + C-o 003 01 &  (S)

Supongamos ahora que sea nula fuera de un volumen V; como 
veremos más adelante, por ser de soporte compacto puede exten­
derse la funcional a las funciones indefinidamente derivables 
de soporte cualquiera, en particular el soporte puede ser todo 
el espacio. Aplicando la fórmula (36) al caso en que Cp es la 
constante uno se obtiene la fórmula clásica de Gauss de reducción 
de integrales múltiples a integrales de superficie. Háganse los 
cálculos como EJERCICIO.

Vamos ahora a calcular el laplaciano de f en el sentido 
de las distribuciones. Aplicando la fórmula (3 8) y llamando 
CTx5 (Tyí CT"zs a los sal'*:os -̂e ^as derivadas parciales se tiene

^  f = [ Ú fj-r(íj'x  co sd>+<ry c o s B + C y  c o s ^ )  ¿  (s) ±

[ s 4 -  CCT^oosd) $  (S)H  - í j  %  co sJi$i g ) )\ ¿ 3:»j
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El primer factor de segundo sumando es el salto de la deri­
vada normal, que no es otra cosa que la suma de las dos derivadas 
normales a cada uno de los dos lados de S. Llamaremos a este sal­
to cr y,, el tercer sumando vale

f ° ° 0S « K  V" f y  (C° ¡f 4)/ f  >

Z - \ Go \ eos 4 + tlliL eos B  -i. ¿ I-P- eos vid o-- - d ^Js u & x , S y I S 2 «J ' J3 TT
: ' 1v7 e ° '~( s ) ’ Cf  )

Esta expresión no depende tampoco del sentido do la normal
puesto que si se cambia, cambian a la vez el signo de C Q y de 
los cosenos.

Tenemos finalmente la fórmula:

(39) = [  ¿ f ] + (<b ¿es))

Supongamos que la superficie limite un volumen V y que f 
sea nula fuera de V„ Tomemos una función de prueba, que solo ne­
cesitamos suponer con derivadas segundas continuas por ser 
una distribución de órden 2, Aplicando (39) se obtiene la fórmu­
la de Green del análisis clásico

j v  [ f ¿ « P - ?  /-iíja T r < ^ f

cp > + < i _  (0-0 Ss) ,  (p) =

18 s - Pseudofuneionc s en_el_ e s jp acio euclidiano enedimensional.
Consideremos una función f del espacio ordinario enedimen­

sional. tal que su expresión en coordenadas esféricas sea de la 
forma

rmc<$l,,,. c) n-1

en donde ¿5 i ,. J}n-1> son 3-as coordenadas angulares esféricas.
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Gi se quiere calcular ahora la integral de esta función en una 
corona esférica de radio £, y a, se tiene, según fórmulas conocida;

■a

f(x) dx r (r m+n-1
i<Cr < a ^ C(9 i....9n-l} d<̂ ]d r  =

’a
I M\rm+n“ 1 d r - M <i£L±JL_ _ M £  ^

m + n m + n
b

En esta fórmula hay que reemplazar el último miembro por 
Mlog.a-Mlog.£ , cuando sea m = - n. En particular si C es la 
constante uno, M es el área Sn de la esfera de radio uno del 
espacio de ene dimensiones que vale

2 Tí n/2
Sn = p "(n/2)

Hagamos ahora tender hacia cero; caben dos casos;
a) R(m))» -n. El primer miembro de la igualdad tiende a la in­
tegral sobre la esfera de centro el origen y radio a. El primer 
sumando del último miembro es constante y el segundo tiende a 
cero, lo que equivale a decir que la integral es convergente, o 
lo que es lo mismo, que r111 es localmente sumable.
b) R(m)< -n. El segundo sumando del segundo miembro tiende a 
infinito, la integral es divergente y rm no es localmente suma- 
ble.

Generalizando lo dicho para el caso de una variable se tome 
siempre el primer sumando del último miembro como valor de la 
integral que será la parte finita si R(n)< -n y el valor ordina­
rio cuando sep R(m))> -n. .El valor de la parte finita es por lo 
tanto

f (x) d x 4.MÍLÜUÍ |
ría m r n f

(^0) p.f. ( f(x) d x = M — — ~—  » lim 
Jr<a

debiendo ponerse log,£ en vez do cuando m = - n.
0

Naturalmente la definición se extiende a funciones que 
sean suma de una función localmente sumable y de un número fi-
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nito de funciones de la forma anterior.
Vamos ahora a definir la distribución p.f. rm. Sea cp ¿o D. 

Apliquemos la fórmula de Taylor a (j) y tomemos coordenadas 
ricas. Se tiene; k -

Cp(x) - ) \ Cj_ rif rk+1 Tk
* o

en donde los coeficientes Cj_ dependen de las coordenadas es.fér: 
cas angulares y de los valores en el origen de C|3 y de sus deri 
vadas hasta el órden i.

La pseudofunción p.f. rm se define entonces como
k

x/p.f. r“ cp) s p.f.f^rm cp(x) d x rm J'cp(x) -£]]í ci r \̂ d

k r

p.f. \ rm -fi Ci d x 
o — r < a

en donde la esfera de radio a contiene el soporte de f y  
R(m 4-k \ 1) > -n.

Por cálculos que no detallaremos se prueba que

C c2i+l dCr= 0
Jr»i

7T"n/2 /\ i (D(0)C d(T = --- ------— ----------- = Hi A 1 (O
r=l 2 2i-l i ! P T 4 -  + 0

Si Sn es el area de la esfera enedimensional de radio uno
puec.o escribirse también H-j_ en la forma

(M-0) %  = . Sn
¿ 21 n (n -i- 2 ) . . . .  (n -}- 2i - 2)

luego se tiene finalmente, razonando como en el caso de una 
variable

f
t _ . ^ mfn+2i
( rm CPU) dx + > HjL £  1CD(0)^— —  - ; 
_)r>̂   ̂ m-fnf̂ i
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en donde hay que reemplazar por log. <r, en el es se
0

m + n + 2i = 0.
Como en el caso de una variable se tiene la s.iguicr_t(. 

igualdad
f C r ~\ A i ( ry
( xm Cp(x) d X = ( rm (D(x) - JH? ci rijdx + Ch.*— ----'■-- --
}Rn T ) r i l  L T  i=o J i m n + 2i

-M rm C D  (x) d x 
Jr>l T

El primer miembro está definido para R(m)> ~n, el segun­
do en R(m)> - n - k - 1, salvo en los puntos m = - n - 2i que 
son polos simples. Puede entonces prolongarse analíticamente 
la primera integral y se obtiene una función meromorfa con po­
los simples en los puntos - n, - n - 2,....- n - 2p,....; el 
residuo en esos puntos es Cp (0).

En los puntos que no son polos el valor de la función 
es ^p.f. rm, cp̂ .

Cuando R(m) es suficientemente grande, se puede probar 
por cálculos elementales que se tiene

(*+2) &  p.f. rm = m(mfn - 2) p.f. rm“ 2

y por la prolongación analítica esa fórmula es válida para to - 
do m que no sea uno de los valores - n -2 , - n-*f,.,.-n-2h....
Cuando sea m = - n  + 2 -  h (h, entero > 0) se tiene la siguien­
te relación que no demostraremos

n
(^3) ^  P*f• rm - m(m+n-2) p.f. rm~2 .̂ S

En particular para n>3, poniendo m = 2-n se tiene

n
(Ifif) / S -- r — ------- 2_ ^  b ~ (n - 2) Sn C>

r p(n/2)

en donde Sn es el area de la esfera de radio 1 en el espacio

- 56 -

I



de n dimensiones.
Esto nos prueba que -ZÍ-------- es una solución ele..*- . ,(n-2)Sn rn~2 — ■ ~ - -

de la ecuación de Laplace. es decir una solución de la ecuación
A n  - S •

J
Para n ~ 2 la solución elemental es ( 2<7T) log r* Vamos 

a probar este resultado. En efecto:

<Vl log r,c£^= <log r,/ácj^=ÍC log r &  S  d x -
J J r 2

\ - > o I  ^  r 4CP d X ^
en donde r log. r en el exterior del círculo de radio y nul<.
dent de el. Aplicando la fórmula (39) y como /\ R; = o. y ~ r.

C C ^
la circunferencia — í¿--- z — £—  se tiene:

S r i  ^

QáSL d s + f  - i_c D a  s

C loS &  ^ 2 .  d s I < 2 7T¿ logC M —$C

Jr-fc, ^  ¿">0

C  -¿-cpd x = 2 9 T ¿ - L - c p  ( ^ ) — )-27rcp(o) = 2 f f  (  d j t p /  

Jr = (̂  ' &

luego como queríamos probar

C+5) ^  (2 7 T)'1 log v = o

EJEPiCICIO: Utilizando el mismo método que acabámos de
emplear probar directamente que ---------- - es la solunió’'1

(n-2 )Sn rn-z
elemental de la ecuación de Laplace de n variables.
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19.- Pseudofunciones en el espacio de Lorentz»-
Considoremos el espacio enedimensional de las variables 

(t,,x̂ ,.. .xn_^) con métrica de Lorentz; la longitud de un vector 
es s ~ (t2-x-j_2-... .-Xj^2)!/2j qUe se escribe en la forma 
s2 = t2~ P 2, siendo p 2 r x^2 +.<,. .+xn_1? es decir p es la lon­
gitud euclidiana del vector x r (x1 ,...xn_1) de las coordenadas
o variables espaciales; a la variable t se le denomina variable 
temporal. Vamos a estudiar la convergencia de las integrales

de sm
En primer lugar observaremos que hay una diferencia impor­

tante con el caso de la distancia euclidiana, en éste r era 
nula sólo en el origen; acá s es nula en todos los puntos de 
la hipersuperf icie de ecuación t2-x̂ _2-.,. -x^i2 = 0 que se de­
nomina el cono de ondas. Por lo tanto cuando m as negativo sm 
es infinita en todos los puntos de ese cono.

Sea D un conjunto acotado en el espacio total; tomemos 
coordenadas esféricas en el espacio de las variables tempora­
les. Se tiene:

C  Sm d x d t = Sn x \ (t- P )2 (t + pjf P n_2 dpd t
D J/j

en donde la integral del primer miembro es enuple, la del*se­
gundo doble y Sn -1 es el área de la esfera unitaria en el espa­
cio de n-1 dimensiones. La integral doble converge para 
R(m/2),)-l y diverge para R(m/2)^ -1, luego la primera integral 
converge para R(m)> -2 y diverge para R(m)^ -2, independiente­
mente de la dimensión del espacio.

Para definir la pseudofunción ̂ p.f. sm,Cp) tomaremos como 
dominio de integración el interior del cono de ondas, es decir 
los puntos que satisfacen a t2-x^2-,..xn_]^> 0. En muchos ca­
sos se toma como dominio el cono del futuro* obtenido añadien­
do a la ecuación anterior la t^ 0. o el cono del pasudo, con 
t < 0.
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La pseudofunción queda definida por la integral convergen­
te de sm.Cppara R(m)>-2. Para los otros valores puede definir­
se por métodos análogoa a los de la distancia euclidiana, ponien­
do
(b6) /p.f. Sm,Cp(x ) > = lim P C  SmCD(x,t) d x d t + I (£, f

>0 L

en dondeV^. es un volumen próximo al cono de ondas, por ejem­
plo el hiperboloide de ecuación t^-x^2-...-x2_1> £ 2 o el co­
no de ecuaciones (1-fc,2) t2-X;L2-.. .x2^ ^  O5 I(£ ) tiene que 
cumplir, entre otras, la propiedad:

, , . f 0 si R(m)> -2 
lim [ :(Q z V
i->0 00 si R(m)< -2

No daremos la forma de I(£) que es bastante complicada. 
Podemos también usar el método de la prolongación analíti­

ca, fijando una función de prueba y considerando la función 
¿p (m) de la variable compleja m, definida para R(m)> -2 por 
la integral

c|> (m) =  ̂ Sm Cp(x,t) d x d t
c

Se puede probar, no daremos la demostración, que la pro­
longación analítica de £^>(m) es una función meromorfa que tiene 
polos en los siguientes puntos:

a): ^, —ó •«.....«
b): -n,-n-2,-n-1+,....
SI n es impar los puntos singulares son todos polos sim­

ples 5 si n es par hay valores comunes a las dos series que son 
polos dobles. Al igual que en el caso de una variable dividi­
remos p.f.sm por una función, de forma que desaparezcan los po­
los y quede una función entera. Se tiene así las nuevas distri­
buciones análogas a las Ym, que denominaremos z^ (esta distri­
bución depende del número de dimensiones del espacio) y que
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están definidas en la forma siguiente; para los valores no s 
guiares de m,
, n ________ p.f. sm-n__________^

' 2 m-1 p  ( m ) p (m + 2-n ) 5

En los puntos 0-2, -L¡-,..., es una distribución de s
porte el origen y se tiene para k entero y^.0,

(*+8) Zn2k - □  en particular z£ - S

en donde representa la potencia de orden k (es decir la 
aplicación reiterada k veces) del operador lorentziano

rnu - & _ Ü  .L.Ü- _....„ 4 — ^
<512 6  xi2 <5 xn_1

Para los puntos singulares de la serie a) que no están 
al mismo tiempo en la serie b) es decir los puntos n-2, n-b3 

que no sean enteros pares <0, Z es una distribución que tii — 7 m
ne como soporte la superficie del cono.

Definida así la distribución Zm para todos los valoresIH
de m,Afijamos una función Cp de prueba,/ Zm , © s una func 
entera de la variable compleja m.

Vamos a obtener fórmulas de derivación de las distribu­
ciones Z. Si se toma R(p) suficientemente grande so puede pr 
bar fácilmente que Q  sP = p(p+n-2) sP”2 y por lo tanto 
para R(m) suficientemente grande

p—i zn _ ______(m-n) (m-2) sm~n ^ 2___________ _
sjl Gil2 2a1" 1 p  (S.) p  (SLt-2.rS. )-- I ' 2 ' ' 2

(m-n) (m-2) Sm~n 2______
~  m -2q fn-2 2m-l ^ 2  p  (Sz») ■" S=n p^2r£_)

y por prolongación analítica se deduce que es válida pa.ra to 
do m. Se tiene así la fórmula fundamental de derivación
C W  D  Z£ ; zS_2
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y en particular de (1+8) y (M?) se deduce 

(5o) 0  z§ = S

es decir que la distribución Zg es una solución elemental de 
la ecuación de las ondas D u  a o .

En física interesa principalmente el caso de tres variables 
espaciales. Vamos a obtener en este caso la forma de la distri­
bución solución elemental de la ecuación de las ondas. Tome..\cs 
una función fija de soporte contenido en el cono dr.-l futuro.
Se tiene para o O  0?

r  A -1
<ZP \  ( p > = \ d  x d y d z d t ' 2+l\) I 7T2l^p(.sL) p(s¿±2_)

J t>0 2 ' 2

En esta integral cuádruple convergente hagamos el siguien­
te cambio de variables x s x; y s y; z :  z; t s (u+x2+-y2+z2)-*-/2j 
y se tienes

* -1
u (x.v,z, V u  r2 d x d y d z d u

7Tp2tc^p(.sL.) P( ¿ + 2 ) \ ¡ u + r '‘
D I 2 * o

en donde D es el dominio u +•x2 + y2 4 z2 > O5 se tiene entonces.

QD

< W > = u
&  -1 Z

7T  1 2  p  n  ( <» + 2 )

2 2 R'
(xty,z.V u*r2) 

3 V u f

d x d y d z d u

y teniendo en cuenta la definición de las distribuciones 
Ym (def. 6)

/ />M =----- 1— ---/v . ( dxdvdj
' 2 + ^ . T  r r ¿ (<L.) N J r3 v í t * 5
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Fijada la función de prueba. Z* e Ym son funciones e: •-m
teras de m| para tienden respectivamente hacia Zg e Y0 " !
Por lo tanto tomando límites en la igualdad anterior y llaiiauc*o

3i en lugar del cono del futuro hubiéramos tomado el cono 
del pasado hubiéramos obtenido esta otra distribución

Dr y Da son las denominadas deltas cónicas retardada y 
avanzada. su suma D = Dr -+ Ba es la delta cónica, solución ele­
mental de la ecuación de las ondas y la diferencia Dj = Da - Dr 
es la delta invariante de Pauli-Jordán, solución de la ecuación 
homogénea de las ondas.

Observación; El estudio que hemos hecho de las pseudofun­
ciones en el caso de varias variables es bastante somero; dare­
mos indicaciones bibliográficas para un posible completamiento.

El estudio sobre la base de la prolongación analítica fue 
hecho por Marcel Riesz en fl] . La obtención en forma directa 
puede verse en O'Keefe (i)y en Methéej*lJ. La primera definición 
de las partes finitas fué hecha por Hadamard y puede verse on 
Hadamardflj . Una generalización muy interesante de esta teoría 
a las distribuciones llamadas homogéneas ha sido hecha por 
Golf and y Sapiro [ij .

Dr a.la distribución Z^j con soporte en el cono del futuro, s 
tiene:

(52) d x d y d z
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20.~ Primitivas de una distribución.-
Solo trataremos el caso de las funciones de una variable.(£ 

El problema es el siguientes Dada una distribución S encontrar 
todas las distribuciones T que tienen S como derivada. Suponga­
mos que exista una de estas distribuciones T. Desde luego que 
entonces existen infinitas pués basta sumar a T una fúnción con­
stante. Conocemos por otra parte el valor (  T,¿jipara todas fun­
ciones cuya primitiva ~̂|T pertenezca al espacio D, puesto
que <t, cb> = <t, V>=-<s y y

Las funciones ¿j? son una clase bastante particular de la; 
funciones del espacio D, toda función de D tiene una infinidad 
de primitivas que difieren en una constante; entre ella solo 
una, si existe, puede ser de soporte acotado. Para que exista 
una primiti a y  de cp que pertenezca a D es necesario que

(53) (t) d t * 0
-co

puesto que esta integral vale "\|r (+°°) - y  (-co). Si esta 
condición se cumple entonces

/•X
(5^) iircx) = \ ^>(t) d t

j 00 ~
es una primitiva de que pertenece a D. Es evidente que es
primitiva e indefinidamente derivable. Sea (a,b) un intervalo 
que contenga el soporte de . Cuando x̂ _ ^ a, ĉ > (t) es nu­
lo en el intervalo (-CO ?x̂ ) y por lo tanto ̂ (x^) s 0. Si c-s 

x2 y b, se tiene
b í  r ° °

-^f(x2) <f>(t) d t s^c£>(t) d t ~ d t

puesto que la primera integral es nula por hipótesis y dp (t) 
es nula en (b, 00 ).

Conocemos ahora los valores del producto para to­
das las que satisfagan la relación (53) Como T si está
Je) El estudio del caso de varias variables puede verse en 

Schwartz fl] vol.I páginas 59 y siguientes.
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determinado, lo está salvo una constante aditiva podemos fijar 
arbitrariamente el valor k = ( T; para una función fija 
de D y siempre multiplicando Cj)Q por una constante podemos su­
poner que (0o cumple con la condición

,0o
\ Cp0 (x) d X = 1

-  co
Cualquier de D puede descomponerse en la forma

t r qp(55) (j? = c Cpo + c p  siendo c z\ (J¡̂> (x) d x
OO * ^y comor _ r co /'OO

\¿y(x) d z : 1 Cp(x) d x - c \ CÚ (x) d x = c _c = 0
-¿oo ^

existe una Y  de D tal que r - 9 -  Por lo tanto:

(56) <T, Cp>= C .  k + < T,^)>= c. k - (  S,-UT>

Toda primitiva T de S se expresa por lo tanto en la for­
ma anterior; consideremos otra primitiva T de S5 será

< Tl > ^ >  = 0. kx + <?!, t £ >  =

.CO
<( T - c (k - = \ (k - k-j_)Cp(x) d x s(k -

-¿OO 1
es decir tenemos el inverso del resultado enunciado al princi­
pio. Dos primitivas distintas de una misma distribución difie­
ren en una función constante. Nos falta ahora probar la existen­
cia de la primitiva. La relación (55) en donde k es una constan­
te arbitraria define una funcional en D que se ve inmediatamen­
te que es lineal y se puede probar sin gran dificultad que es 
continua; T es por consiguiente una distribución; por lo tanto 
se tiene: /T{ = -^T5 cp'̂ ) pero C p1 es una de las funciones
<̂ > luego para c p ’ la descomposición (5*0 da c = o y por lo 
:anto < i; cp> = (  s. cp> lo que prueba que S = T .
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Tenemos entonces el teorema siguiente:
Teorema *+.- Toda distribución de una variable admi­
te una infinidad de primitivas y dos cualesquiera 
de ellas difieren en una función constante. Una dis­
tribución cuva derivada e,s. nula es una función con­
stante. Una primitiva queda determinada cuando se 
fi.ja.su valor K T,^Po) para una función fl.la arbi- # ¿

■ . traria de D¿
La demostración del teorema nos da un método para deterl

liar la primitiva. Como EJERCICIO puede partirse de una ¿List 
bución conocida (funciones localmente sumables, deltas de D 
rae,..) y calcular su primitiva por el método que- acabamos 
de indicar.
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CONVERGENCIA DE DISTRIBUCIONES. DISTRIBUCIONES DE
SOPORTE COMPACTO.

21.- Estructura del espacio de distribuciones.
Hemos definido las distribuciones como los elementos del 

espacio D' dual del espacio D, es decir como las funciones li­
neales y continuas sobre D, pero hasta ahora solo hemos conside­
rado en D' las operaciones de producto por un escalar y de suma 
de distribuciones, en otras palabras hemos considerado únicamen­
te la estructura de D’ como esnacio vectorial. Tenemos ahora quo 
definir en este espacio una estructura de tipo topológico y para 
ello, de acuerdo con lo dicho en el nQ 7» tenemos que definir 
las sucesiones conver, entes de distribuciones.

La teoría de la convergencia es nrobablemente la que ne­
cesita un mayor conocimiento para su estudio completo de la teo­
ría de los espacios vectoriales topolcgicos; como nosotros no 
presuponemos el conocimiento de esta teoría no podemos hacer en 
forma completa dicho estudio; sin embargo los conceptos y pro­
piedades que vamos a dar se pueden comprender sin ningún cono­
cimiento de la teoría de espacios vectoriales topológicos que 
solo interviene en las demostraciones de algunos teoremas (2).

Sin entrar en la definición general de la estructura de 
un espacio dual, nos limitaremos a dar la definición de sucesio­
nes convergentes de distribuciones.

Definición 1.- Una sucesión Tn de distribuciones 
se dice que converge hacia la distribución T, si 
cualquiera que sea la función de prueba la
sucesión numérica (’ Tn, Cp > tiene ñor límite <T,CP>_.
Definida la convergencia ^ara una sucesión numerable Tn 

queda definida la convergencia para las sucesiones Ty que de­
penden de un parámetro, que es un punto del espacio enedimen- 
sional; diremos entonces que Ty converge hacia T, para y ten-
(e) Para un estudio completo de la teoría de convergencia ver 

Schwartz [1] vol Is cap. III.

C A P I T U L O  IV
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diendo a y0 si cualquiera que sea la sucesión yn que con­
verja hacia yQ la sucesión de distribuciones Tyn converge ha­
cia T; se tiene

lim < T ,(£> > = < T, Cf>>
1 ->YoDefinido el concepto de límite de una sucesión de distri­

buciones queda automáticamente definida la suma de una serie 
de distribuciones.

Hemos visto que la convergencia de distribuciones queda 
definida como convergencia simple o puntual de funcionales.
En muchos casos puede asegurarse la convergencia de la suce­
sión numérica < Tn, cf> para toda función Op de prueba; 
en ese caso ese límite define una funcional T que se ve ense­
guida que es lineal; para que fuese una distribución tendría 
además que ser continua; admitiremos sin demostración esta 
continuidad de T y podemos así enunciar el siguiente teoremas 

Teorema 1.- Si cualquiera que sea la función de 
prueba , la sucesión numérica ( Tn , Cp^ tiene 
un limite T (<p), la funcional asi definida es una 
distribución T y se tiene lim Tn = T.
En lo que respecta a las relaciones entre convergencia 

de funciones en tanto que tales y la convergencia en tanto que 
distribuciones se tiene los siguientes teoremas

Teorema 2.- Si las funciones fn convergen p.p. 
con convergencia puntual hacia una función f y 
si las fn están acotadas en módulo por una fun­
ción localmente sumable g. se tienes lim fn= f 
en el sentido de las distribuciones.
Teorema Si las funciones f„ son tales que se11 ■ * I I I I  I ■ l i I • “ -I.-.. ■■ I -I «.ih*.!..» -I'.

tiene s
lim í I fr - f ¡ d y. " 0 

n — (P J k
para todo conjunto acotado K, se tiene lim fn-fj 
en el sentido de las distribuciones0
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El primer teorema resulta inmediatamente si se aplica a la 
sucesión fn,tp el teorema 16 del capítulo I. El segundo se de­
duce también en forma casi inmediata del teorema 8 del Capítulo 
I. Sn ambos casos hay que tener en cuenta que la integral só­
lo se extiende al soporte de la función de prueba.

Observemos que las hipótesis de los teoremas anteriores 
se cumplen si las funciones f convergen uniformemente hacia 
f sobre todo conjunto acotado.

Continuidad de la derivación.
Teorema h.- Si las distribuciones Tn convergen ha­
cia una distribución T« las distribuciones deriva­
das de Tn convergen hacia la distribución derivada 
de T. En efecto

Este teorema es uno de los resultados más importantes de 
la teoría de distribuciones, pues, en contraste con las difi­
cultades que se presentan en el análisis clásico para la de­
rivación término a término de las series (para cuya legitimi­
dad, ni siquiera es suficiente la convergencia uniforme) en 
la teoría de distribuciones es siempre legitimo derivar térmi­
no a término una serie, o lo que es lo mismo, el límite de la 
derivada es siempre la derivada del límite.

Cuando se tengan las condiciones de los teoremas 2 y 3 
a la sucesión f se la puede derivar cuantas veces sea nece­
sario y la sucesión así obtenida tiene como límite el resul­
tado de la misma operación de derivación hecho con la función 
f. Esto permite definir como distribución la suma de una se­
rie divergente en el sentido ordinario. Veamos dos casos sim­
ples aplicados a las series trigonométricas de funciones de 
una variable»



Teorema 5’*- Toda serie trigonométrica
00
£ an e 2 7T i n x
-00 [

tal que sus coeficientes an cumplan la condición 
| an | £ A |n | k siendo k un entero positivo es con­
vergente en el sentido de las distribuciones. En 
efecto: saquemos el término a0 y consideremos la serie

(n i o) S~‘ -- -— ^ ------- *- e 2 1 n x
1 T j L. (2 Tfi n) k + 2-Oo /1

cuyos coeficientes están mayorados por
A

por lo tanto la serie converge uniformemente hacia una 
función f luego esta convergencia es también cierta en el sen­
tido de las distribuciones. Basta ahora derivar k^-2 veces en
el sentido de las distribuciones y se tiene:

Oo
£ a n e 2Tri n x * ao + f (̂ +2)
-00

Consideremos ahora la función f(x) de periodo 1 e igual 
a x en (0,1), La teoría de la serie de Fourier nos dice que 
en todos los puntos de coordenadas no enteras se tiene

Oo. 1 1 p  sen 2 n/TT x 
U ' ’ " 2 fr n

Aplicando el teorema 2 y derivando término a término, se 
tiene:
1 - S (n) 5 -J] 2 eos 2 nTTx a - J] (e2 nTr± x+e 2 

-Ce í i

es decir
oo Ct>

(1) E  S(n) = E  e 2 “TTi *-GP _oo
y derivando de nuevo se tiene la fórmula':

oo ( (k) °°
(2) £¡ ¿  - £¡ (2 nTTi)ke 2 nTT i x 

-00 (n) _££■
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23*- Aproximación por funciones del espaelo P3

Para el estudio de las distribuciones de soporte campe eá; 
tenemos que introducir previamente algunas propiedades ell'-,s 
funciones de prueba y para ello recordaremos algunas noclaa.í 
sobre los espacios cartesianos Rn que son también válidas pa- 
ra un espacio métrico cualquiera*

La distancia, de un punte :i a un con .i unto A, d(x,A) es el 
extremo inferior de las distancias d(x3y) del punto x a un 
punto variable cualquiera de A, Si x es variable y A fijo la 
función de x, d(x5A) es continua en todo el espacioc

Definición 2.- Una esfera abierta (o entorno abler  ̂
to), de radio r y centro A, es el conjunto E(A,r) 
de los puntos del espacio cuya distancia al conjuri" 
to A es menor que r. Si ponemos menor o igual te­
nemos la esfera cerrada B (A,r)«
Es fácil ver que E(A,r) es un conjunto abierto y E (A9r) 
es un conjunto cerrado. Se tiene el siguiente teoremaí 
Teorema 6.- Dada una función del espaelo D° f(x) 
de soporte A y dados dos números r y positivos 
cualesquiera, existe una función (x) que tiene 
las siguientes propiedadess
a) Cp (x) pertenece a D y su soporte está contenido 

en E(A,r)e
b) } f(x) -- CP(x)i^£ para todo x de r;i?n

Para probar el teorema observemos que f(x) siendo con­
tinua y de soporte acotado es uniformemente continua en Rn, 
luego dado existe ^  tal que para todo x | t j < rr\ implica 
lf(x) - f (x-t)¡<£, « Sea a un número real positivo menor o 
igual que r y que „

Tomemos una función 'xjdel espacio D cuyo soporte esté 
contenido en Jx|£ 1 (por ejemplo la función del número o) 
y consideremos la función 'y'(x) ” (x/a) en dordp k
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es una constante tal que

J rii

El soporte de está contenido en | xj C a. consideremos 
ahora la convolución (más adelante veremos este concepto) ce 
f y*\jJ"j es decir la función

(3 ) CD(x) - ( f(x-tPJÍ(t) d x -| f(t)"\jT(x~t) d t 
T JRn ^Rn

La segunda integral se extiende sobre la intersección 
de los soportes A y )x-t¡£a¡, si x no pertenece a E (A«a)? 
entonces para todo t de Asjx-tí s d(x?t) > d(x,A) y» a y por lo 
tanto Cp(x) - 05 el soporte de CD está contenido en E(A?a) 
y por lo tanto en E(A,r),

Como cualquiera que sea x el soporte del integrando de 
la segunda integral es acotado, se puede derivar respecto a 
x bajo el signo integral luego cp es indefinidamente deriva~ 
ble. Queda así probado a).

Problema b)e Se tiene;

(  'AÍT(t) d te/| ( f (x)-ViT(t) ,d t s? f(x) J R n  1 J Rn >

I f (x) - Cp(x) s  ̂ | f(x) - f(x-t)il|r (t) d t -

if(x) - f(x-t)jif(t) d t<£Í iiru> - 1 -
>t <a '

Las funciones de D perteneces a D°5 dada f de D°? por el 
teorema anterior podemos definir £jpn de D tales que

! f -

Entonces tomando límites en el sentido de D0? lim f n  = f. 
Cada punto de D° es límite de una sucesión de puntos de D5
lo que se expresa diciendo que D es dendo en D0<, Puede tam­
bién probarse que D es denso en Dm.
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Teorema Sea A un conjunto acotado de Rn y r- 
un número realeo. Se puede siempre definir una 
función CP de D de soporte contenido en E(ATr) e 
igual a uno en los puntos de A,
Dados dos conjuntos M y N de Rn, cerrados y sin puntos 

muñes, la función
a  (x) = — _
¡ °  K } d(x,N) + d(x,M) 

es, como se ve fácilmente, una función continua definida en 
todo el espacio, nula en M, igual a la unidad en N, yO< 
en el resto de Rn.
Tomemos dos números r̂_ y r2 tales que ° ¿ rl < r2 ¿ r y hagamos j>] 
igual al complemetario de E(A,r2) 7 N igual a E(A,r^) y apli­
quemos a la función el teorema anterior y obtenemos una 
función tp de D cuyo soporte está contenido en E(A,r) y que 
se expresa por la fórmula

Cp(x) / 3 ( x - t ) A f ( t )  d t

Podemos además suponer el soporte de T  contenido en 
| t} ̂ S e a  2 cualquiera de A. Para todo punto t del sopor­
te K de T  > como x - t  pertenece a E (A,rj_), luego 

(x-t) ; 1 y por lo tanto

<P< *) = r  / 3 u - t  ) l T ( t )  a t = j " n' Y '(t) d t s 1

para todo punto x de A lo que prueba el teorema.

2b Distribuciones de soporte compacto. Espacio E,
En todo lo desarrollado hasta ahora hemos visto el pa­

pel importante que jugaba el hecho de que las funciones de 
prueba tenían el soporte acotado. Siendo además cerrado 
era un conjunto compacto de Rn, puesto que las dos propie­
dades de conjunto cerrado y acotado caracterizan en este 
espacio a los conjuntos compactos.
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Es una regla casi general que una restricción impuesta 
a las funciones de prueba puede ser reemplazada por una res­
tricción de la misma índole aplicada a las distribuciones.
Por ejemplo al espacio Dm más amplio que el espacio D? lo 
corresponde las distribuciones de órden m que ~on un caso 
particular de las distribuciones„

Vamos a ver ahora que si nos limitamos a las distribucio­
nes de soporte compacto podemos suprimir la condición de aco­
tación del soporte de las funciones de prueba» Para ello da­
remos las siguientes definiciones;

Definición 3.- Se denomina espacio E al espacio 
vectorial de las funciones indefinidamente deriva-*.. 
bles. Una sucesión lpn de funciones de E tiene co­
mo limite en dicho espacio una función si las 
Cpn v todas sus derivadas convergen uniformeuente 
en todo conjunto compacto hacia la Cf y las co­
rrespondientes derivadas de J£_.
El espacio de distribuciones E; es el espacio dual 
de E, es decir el espacio de las funciones lineales 
y continuas definidas en E.
Es claro que la continuidad de T se define por la condi­

ción de que, si en E, lim entonces,
lím < T ,C p n > = < T ,  Cp>.

Se ve que E es más amplio que D: toda función del espa­
cio D pertenece a E; además si una sucesión converge 
hacia t|) en D, también converge hacia Cp en E, por lo tan- 
to toda distribución de E* es una distribución de D'c 

Puede también verse que D es denso en E. En efecto: 
sea Cp una función de E y o( n una función de D que es igual 
a 1 en la esfera ¡x|( n (Teorema 7 ); las func.? rr'rr. (p. “^ r 
pertenecen a D. Dado un compacto K siempre existe- un rn 
tal que K está comprendido en toda esfera de radio mayor o
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igual que m, luego en K, para n> m, se tiens vpn ~ ^  5 luego 
las funciones n de D convergen en S hacia ip .

Consideremos ahora una distribución T de soporte no com- 
pacto.

T es nula en el exterior de la esfera |x|^ 1, luego exis­
te ura función ^  de soporte contenido en|x¡>l y tal que

0, multiplicándola por una constante puede conseguir­
se que sea ( T, 1.

Así sucesivamente puedo definir una sucesión de funcio-
nes íPn de D tales que el soporte de CD está contenido eni ; n
| xj ) n, siendo (T, Cpn > a 1.

En cada compacto de Rn la sucesión es nula a partir de 
un cierto índice, luego los <P n tienden hacia la función 
ticamente nula en E mientras que se tiene ^ T, (pr^ ~ 1, lo»
que prueba que T no es continua en S. Es decir tenemos a,sí 
probado que una distribución de soporte no compacto no 
nece a Er.

Sea ahora T una distribución de soporte acotado K y sea 
una función de Ej tomemos una función d  de D que sea i- 

gual a 1 en un entorno cerrado de K y definamos la funcional 
C ^  ) = < T.« y  > . El segundo miembro tiene sentido 

puesto que c< f  pertenece a D. Esta funcional es independien­
te de la elección de o( pues si /3 es otra función que cumple 
las mismas condiciones que "/3 es nula en un conjir^o -
to que contiene K, luego su soporte está contenido en el com­
plementario de K, en el cual es nula T, luego

1 = >r C.
Podemos suprimir el índice y hablar de la funcional 

T* ( C p ) .

La funcional así definida sobre E es evidentemente li­
neal y es también continua pues si lim. (pn ~ <P en E? las 
°( ^pn qUe tienen su soporte contenido en el entorno cerrado
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de K, que es compacto, converjan hacia of Cp en D y se tiene

T*((|)) <T?0( (p> - lim<T,c(Cpn > « lim t V.?b '

U ct C _L O

T*es por lo tanto una distribución del espacio
mos poner T* (C^) ~ 4 T ? Cp),

Si la función (p de E perteneciese a¿er>5s al e:

se tiene que (o( - Di^cD y esta función e* nula en un entornot
de K, luego

( T j -p ̂  - (T5 z C T,«4 C p ; - ^  ■'!) ~ ü:í,

es decir que la distribución T* es una prolongacv6n de la dis­
tribución T, la primera está definida para funciones ¿e prue­
ba de un espacio más amplío, el Ef, y coincide con T para las 
funciones de prueba del espacio D. Podernos suprimir el asteris­
co y llamar T a la distribución así definida para las funcio­
nes de E1, Queda asi prolongada para las funciones rir n8 r. • 
quier distribución de soporte compactoa

Sn lo que respecta a la derivación tampoco influye, par h 
nada la introducción de la función pues se tiene

; T , ’ c p > =  c i U  c p )  =  - < t , cs <p> - -  < ? ;  ( ? )

puesto que o*' ¿p es nula en K,
Estos resultados pueden resumirse en el siguiente te 
Teorema 8.- Hay identidad entre las distribucloncs 
del e s pació E» v la s dis t r i bu c ijDne s_ de_ s o porte ac <~ 
tado»

Observación; El método que hemos utilizado puede utiliza 
para prolongar una distribución T cuando cualquiera que 
la función indefinidamente derivable Cp ? los soportes 
y Cp tengan como intersección un conjunto compacto K,.

Bastará para ellos repetir el método anterior tomando 
una función d\ igual a 1 en un entorno cerrado lí y definir

<T,Cp> ;  < TJ(^ cp>

WiUU.
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Terminaremos dando sin demostración los siguientes teo­
remas i (e)

Teorema 9.- Toda distribución de soporte compacto 
K es de órden finito y pgede ser obtenida de una 
infinidad de maneras como suma de un número fini­
to de derivadas de funciones continuas cuyos so­
portes están contenidos en un entorno arbitrario 
del soporte.
Teorema 10.- Toda distribución cuyo soporte es el 
origen se expresa como una combinación lineal en •' 
número finito de la delta de Dirac. y de sus deri­
vadas y esta descomposición es única.

25.- Funciones que aproximan la delta de Dirac.
El estudio de la delta de Dirac se ha hecho en muchas 

ocasiones considerándola como límite, definido en general 
en forma imprecisa de funcionese Tiene bastante interés el 
dar en forma correcta condiciones que nos permitan obtener 
sucesiones de funcionesi cuyo límite en el sentido de las 
distribuciones sea la delta de Dirac.

Las funciones K^x) que aproximan la son las que cum­
plen la condición
(1+) lirn̂  < Kn, qp > R < (̂  > - (p (0)

para todas las funciones del espacio D°. Si las Kn(x) fue­
sen de soporte acotado enconcos esa igualdad, vale todas las 
Cp continuas de soporte cualquiera.

La relación (5) se escribe

lim I - I siendo I s \ K (x)CD (x) d x n->o> n n J^n T

Las integrales In sen las integrales singulares y las 
funciones son los núcleos singulares5 algoritmo matemá-

(2)Ver Schwartz (1) 5 vol I5 cap 3»

-  76 -



tico de mucho interés.
De acuerdo con lo indicado en el número 21 se pueden con­

siderar en vea de las sucesiones E^Cx) las funciones Kc((x) en
i

donde ck es un parámetro continuo y tomar el límite paracj -v v 

Nos limitaremos a probar un teorema que da condiciones 
suficientes para que un núcleo sea singular y que sirven para 
casi todos los casos importantes que se presentan en la teo­
ría de integrales singulares.

Teorema 11.- Sea Kn(x) una sucesión de funciones 
localmente sumables que cumple las siguientes 
condiciones;
1) Existen dos números reales > 0 r y M tales que

I ,
( Kn (x)| d x C M 

|x| < r
Esta condición -puede reemplazarse por la;
I') Existe- un número r tal que Kn(x) 0 para \ *-n'

2) lim (  ( Xn(x) I d x = 0 para todo valor de a ) 0, 
n-)oo Jfx| ) a
.im (3) lim / Kn(x) d x 1 para todo valor de a > 0 
n CP j | x | < a

Para probar el teorema basta probar que

(5) lim í Kjj (x)Cp(x) d x = Cp (0)
^  ̂  J Rn

para toda función (p continua y de soporte acotado. Haremos 
la demostración suponiendo únicamente que (p es continua en 
el origen, acotada, es decir |cp (x)j<L para todo x y que 
Kn(x) (p (x) es sumable, condiciones que evidentemente se cu: 
píen si Cp es continua y de soporte acotado.

Cualquiera que sea a se tienes

(6) < Kn> Cp) S ^  Kq (x)Cp(x) d x s^Kn(x)íp(0) d x

4-j KjjCx) [_ (0 (x) - Cp(0)] d x+ f Kn(x) CD (x) d x, 
' J|x|>a 1
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Llamemos II, I2 e I3 las tres integrales del último miem­
bro de la igualdad (6), En virtud de la condición 3 )

lim Ii = (0(0), 
n c p  I

lúego, para n suficientemente grande y un ‘a fi.lo arbitrario
II difiere de (0) en menos de ,

Si se cumple la condición 1) se tiene, para cualquier n, 
tomando a suficientemente pequeño para que |x|4 ja| 5 implique 
J (x) - (0) ( || y además a ¿ r,

I ClKn(x)| CP (x) -(0(0) d x f |  (¡K̂ Cx)! d xf |["lKn(x)\dx£8 
-̂ |x| < a ' |xl£ a Jlx^r

Si se cumple la condición 1’) tomando a suficientemente 
pequeño para | x| £ |af implique ((̂  (x)) - ĉ ) (0 )| < ̂  y además a 6 r

l^t- (  Kn(x)(cp(x) - ( P ( O ) d x  í  |  í  y  x) d x 
J|x| i a

y para n suficientemente grande, par 3 )

(  K^x) d x < 2 ; | I2 | 2 í  

-/f x| Ca.

Por lo tanto se cumpla la condición 1) a la 1‘) fiera,.un 
valor fl.io de a y para n suficientemente grande, I2 es en mó­
dulo menor que .

Por cumplirse la condición 2) se tiene

| I3| í  í(Kn (x)||cp(x)|d x< L 0 Kn <x>! d x -- > 0
J jx |> a  J|xl - a n ^>0°

luego para n suficientemente grande y cualquiera que sea 
a lo es en módulo menor que « Queda así probado el teorema,
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26.- Ejemplos de núcleos singulares que aproximan la 
delta de Dirac.-
E1 teorema anterior' nos va a servir .para determinar nú­

cleos singulares que aproximen la delta de Diracj tomaremos 
tanto núcleos con valores discretos del parámetro¡, como 
núcleos K d, , con valores continuos del parámetro, puesto que 
la extensión del teorema 11 a este caso es automática,

Consideraremos primero el núcleo del espacio de m dimen-
■ siones

(7) (x)
r 0 para | x j ) d(

U S t t  para , x | £ *
siendo Sm el área de la esfera de radio 1 del espacio y vamos 
a probar que
(8) lim Kj (x) - f)

d ~ > ± 0  *  U

En efecto se tiene K^(x) > 0 en todo el espacio-, se
cumple 1’).

Se cumple 3) puesto que, para c( < a

f Ko( (x) d x ~{ (x) d x = 
J  |x| < a Jjxl < a

m

en donde Vm (<̂  ) es el volumen de la esfera de radio c( del
V d m Sm espacio que vale ----—— — .m

en
También se cumple 2) puesto que para ¿ a es (x)= 0, 

| x| > a.
Se tiene también en el mismo espacio

C T I xt 2
(9) Ó  = lim tí— r — " e 0 A  ̂  V  p-l +0 /3m (2IT ) m 2 P

En efecto se cumple 1!) por ser K (x) > 0 en todo el 
espacio,
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Se cumple 3) puesto que
12 - i2lL_2x 1

í _ l _ _ e 2/62 d f __ 1 __  2
J|x|ía W (2 H ) | ! '(2Tr) m2 2

que para f$ —) f 0 tiende a

i

(2 'Ti* ) S, 2 í
fe

e 2 d-x ~ 4 1
Rm

í

También se cumple 2) puesto que para un cierto b
' _ a2

i íK/a(x) d x \ \KA(x) d x f “ fr ~ — — —-——
xoi5' 'Jaílxlíb 2

Om

vm (b) + 2 -  e  .

para fl ¿  un cierto n.
Nos preocuparemos ahora de la delta en el espacio de una u.\ 
mensión. Si en (9) ponemos

; se tiene cualquier-a que sea< 2
k > 0’j

. i  - . 7 T 2(10) ¿ : lim ( Tr k ^ ) 2 e k <*,
—) +-0

Poniendo en esta expresión k o( = n “2 la expresión de 
la (S como límite de núcleos de Weierstraas.

(11) i r  lim -£= e - “2 *2
n -roe Vtt

Otra expresión és la siguientes

(12) Q  - lim -i-
y — )t0 y2 -i- x2

que ya probamos al obtener la fórmula (11) del Capítulo ii.
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la Oy que nos da la O como límite de un núcleo de Poisson. 
Puede deducirse del teorema 11 directamente como EJERCICIO.,
o derivando la relación ■ " “

Y (x) s lim (1 - , -are» tga -f-- ),
y —> "4*0 tt y

De (12) por derivación obtenemos

(13) S  ~ -lim -1_ g. ¡Í I ..- 
¿ ; i-o 7r (y2+X2 )2

3i observamos que

e-y t eos X t d t = ¡ e-y * X sen x t - eos x 11 _ ** -U -rr¿. P Yy2. + x2 I y¿ +x¿

tenemos qc

(lV) lim -i— \ e”y  ̂eos x t d t - q  
y-)+o ^  U

EJERCICIO; Probar que la Q  es límite de los siguientes 
núcleos;

(1 5) _i_ n e” n 1 (Núcleo de Picard)

(16) 75=-- ■— -------- (Núcleo de Stielt jes )
TT n x + .-n X

(17) ~ r  £°s 31,1 —  (Núcleo de Fe;jer)
jC
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C A P I T U L O  V 
PRODUCTO TENSORIAL Y MULTIPLICATIVO

27*- Definición del producto tensorial.
Consideremos dos espacios euclidianos, el X de i dimensio­

nes (ios puntos x de X serán vectores de componentes 
y el Y de n dimensiones (los piantoa y de Y serán vectores de 
componentes yis».«yn)« KL espacio producto de X por Y es el 
espacio Z de m + n dimensiones cuyos puntos z son los vectores 
de componentes x^j.t.x ? y^s»••Yn*

Dos funciones f(x) y g(y) definidas respectivamente en los 
espacios X e Y definen una función h(x,y) = f(x).g(y) en el 
espacio Z que se denomina el producto tensorial f k g de las 
dos funciones f y g.

Llamereaos D„, D,r, D., a los espacios de las funciones «*»■ y * 3 y
de soporte acotado e indefinidamente derivables definidas res­
pectivamente en los espacios X, Y?Z; D'x, D ’̂ D ^  y serán los 
respectivos espacios de distribuciones.

Si las funciones f(x) y g(y) son localmente sumables se 
deduce de los teoremas 12 y 13 del Capítulo I generalizados 
para n dimensiones que su producto tensorial es localmente su­
mable y se tiene? si C|3 (x,y) pertenece a Dx>y,

(x,y) d z =

En particular si Cp(x5y) es de la forma C^(x).^2 fy) se 
tiene
(2) (f x g,<p(x,y)> = < f (x),c( (x)> . < g(y), /3 (y)> '

Las relaciones (1) y (2) nos van a servir de base para 
definir el producto tensorial de dos distribuciones (Tambión 
llamado producto directo)
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• Definición 1.- Dadas dos distribuciones Tx y Sy 
pertenecientes respectivamente a los espacios D*x 
y D'y se denomina producto tensorial.(o directo)
Ty X S * a la distribución ¥ de D'x v definida me- * «y 9 «y
diante la relación

(3) <W,*p(x,y)> = <TX, <Sy, (̂> (x,y)»

La función ^(x,y) es del espacio Dx ŷ$ cuando se fija el 
valor de x es evidentemente una función del espacio D'y, lue­
go <Sy, Y  (x,y)>tiene sentido y es una función de x. Admiti­
remos sin demostración que pertenece al espacio Dx ; el segun­
do miembro de (3) define entonces una funcional en el espacio 
•D’x,y Que es lineal (lo que es inmediato) y'continua (lo que 
admitiremos sin demostración). Con estos resultados (3) defi­
ne una distribución.(2)

Si (j)(x?y) es de la forma c( (x)^3(y), (3) toma entonces 
la forma:
(lf) < W, c< (x) /3 (y) > » < Tx < Sy, Qp (x,y)>

Tomemos una función de prueba (p(x,y); aplicando los teo­
remas de aproximación de funciones por polinomios se puede 
probar que existe una sucesión de polinomios Pj.(xjy) es decir 
de poLinomiOs con m + n variables xj_? 4..;xm* y ]_ • A • * yn tales que 
sobre cualquier conjunto acotado y cerrado la sucesión Pj_ 
converge uniformemente hacia £p y cada derivada de Pj_ converge 
también uniformemente hacia la derivada'correspondiente de Cp • 

Tomemos ahora dos funciones ^ (x) y /H.(y) tales que la 
primera sea igual a la unidad en la proyección del soporte 
de CjP sobre el espacio X y la segunda igual a la unidad en 
la proyección' del soporte de C|2 sobre el espacio Y.

(2) Las demostraciones de la teoría del producto tensorial 
pueden verse en •SCKWARTZ (1), vol I, c&pi IV o en MARTI- 
NEAU y TRSVES .(1) cap. IV.
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Como es inmediato que el producto de una función de Dx 
por una función de Dy es una función de DX}y? la función

¿£>i(x,y) so((x) [i (y) Pi (x,y) 

es una función de igual a P¿(x,y) en el soporte de (j) y
es además una suma finita de funciones de la forma o((x )/3(y). 
La sucesión de las converge en D hacia Cp , por lo tantos 
cualauier función de D„ ,, es límite en este espacio de una--------------  --------------- —-- c--- -------
sucesión de funciones tales que cada una de ellas es una su­
ma finita de funciones de la forma (x) Á  i y.)*

El conocimiento de los valores de una distribución de 
y, para funciones de la forma nos permite cono­

cer por linealidad los valores para funciones de la forma

f i i W

y por continuidad para todas las funciones del espacio.
En otros términos: una distribución de D*„ „ queda definida

i- x » y ------------------
cuando se conocen sus valores en los puntos Dx,y
lauforma <6 (x) f i (  y).

De acá se deduce que toda relación referente a productos 
tensoriales quedará probada si se prueba que es cierta cuan­
do nos limitamos a considerar las funciones de la forma 
cfc(x)^(y). En particular tendremos el siguiente teorema: 

Teorema 1.- Si V es una distribución de D'„ ,T. tal-------------------------------------- Xjy? ---
que para toda función de prueba de la formad(x)/3(y) 
se cumpla:

(5) < v,eí(x) fi(y) > = < T, e( (x) > . < S, (i (y)
entonces V es el producto tensorial T X S.
- De acá se deduce que el producto tensorial es conmutati­

vo y coincide con el producto tensorial de funciones cuando 
S y T son funciones localmente sumables.
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28,- Propiedades del producto tensorial.
Se puede probar con cierta facilidad ques el soporte de 

SXT es el producto de los soportes de S y de T, es decir, 
el conjunto de los puntos (x,y) en donde x pertenece al Sopor 
te de S e y pertenece al soporte de T. Si S y T son de sopor­
te acotado también lo es SXT.

Si se tiene lim Sm - S y lim In s T¡ se tiene 
lim Sn X Tn = S X T.

En efecto, admitida la existencia del límite, se tiene ]5ara 
todo l|)(x,y) de la forma & (x) 3̂ (y)

lim / Sn X Tn, ̂  (x). (y) > r lim ( Sn , c( (x) ) . < Tn, fó (y) =

= <s ,<A>.<t ./3>
y por lo tanto según el teorema 1

(6) lim Sn^Tn = S*T

Otra propiedad importante cuya demostración dejamos co­
mo EJERCICIO, es la siguientes

’ Si Dx y By representan combinaciones lineales de deriva­
ciones respecto de las variables X]_,t<.xm e y]_5«..ymj respec­
tivamente se tiene

(7) Dx|„Dy (Sx A %)] = Bx Sx *By Sy
Si se tiene ahora tres distribuciones RXJ Sy, Tz, perte­

necientes respectivamente a los espacios D fx, B ’y, B rz, se po 
drá definir el producto tensorial R *s J t que será una distri 
bución de B ’x yjZ deí>inida Por
(8) R ¿s Jr T a R 6¿T) 
es decir que se tendrás
(9) <RX* Sy Jr Tz, Cp)- < Rx, < Sy, < Tz, Cp (x,y,z)>»

La extensión a un número cualquiera de factores es inn.edi 
ta y es también fácil de probar, hágase como EJERCICIO, la 
propiedad asociativa.
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(10) y(x1...xn) = Y(xx) x,.x Y(x 5 ¿
o •'*■1 • • • 'O^n

en donde Ytx^,„,«xn) es la función de Heaviside de n variables 
igual a 1 para X;j_ > 0,.. .xn > 0 y a cero en los restantes puntos 

Podemos ahora definir una clase de distribuciones interme­
dias entre la función de Heaviside y la delta de Dirac, ponie
do ^

, ( ) y ... )¿ a  (xn)
(1 1) Yk = Y(x1 )x...x Y(xk ) X  U (xk+1

y es fáóil ver que se tienes 

(ia) = ^

Pruébense como EJERCICIO las fórmulas

29#- Definición del producto multiplicativo.
Vamos a ocuparnos ahora de la definición del producto 

multiplicativo de dos distribuciones pertenecientes al mismo 
espacio5 esta definición es imposible cuando las dos distri­
buciones son arbitrarias", una de ellas debe ser sometida a 
bastantes restricciones para hacer posible la definición del 
producto.

Las dificultades se presentan ya en el caso, aparentemen­
te simple, del producto de dos distribuciones que sean ambas 
localmente sumables, puesto que el producto de dos funciones 
localmente sumables puede no ser localmente sumable; tal es 
el caso de la función de una variable l/vf"x |, que es local­
mente sumable, mientras su cuadrado l/(x|no lo es.

La teoría se desarrolla fácilmente si nos limitamos a 
considerar productos en los que todos los factores, salvo 
uno, sean funciones derivables.

Definición 2„- El producto de dos distribuciones 
d .T. en donded es una función es la distribución 
definida por la relación
(13) 1, lP) = < T. ¿  cp y

«
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La definición tiene siempre sentido si ck es una función 
indefinidamente derivable en el sentido de las funciones.(es 
decir si d, pertenece al espacio E.)

Si es indefinidamente derivable, dcf pertenece al es­
pacio D, puesto que evidentemente es infinidamente derivable 
y su soporte está contenido en el de 5(1 3) define una fun­
cional lineal, puesto que,

> a Cp f b (^2 y n ̂  T, (a ̂ p^+b ̂ 2 ) “ a <C T, d (p]_̂  4*

+ b <T5C^Cp2 > = a<d^ TjCp^ f b<a,T3 Cp2)

La funcional es también continua, en efecto; supongamos 
que en D; el soporte de G\ (p̂  está contenido en el
conjunto fijo que contiene los soportes de las y las de­
rivadas de convergen uniformemente hacia las derivadas 
correspondientes de Cp*? como se ve aplicando la hipótesis 
de que lim y la regla de derivación de Leibniz pa­
ra los productos, luego se tiene lim cA Cp¿ ~ o\ &  en D y por• i
lo tanto

lim((^T, Cpi> s lim(T,<ACpi> « < T,Ĉ  cp> = /<̂ T, Cp >
La definición 2 se aplica al espacio D. En general, pa­

ra las distribuciones definidas como los elementos del espa^L 
dual de un espacio H de funciones es posible definir el pro­
ducto por úna función que cumpla las siguientes condiciones

a) Si y  £ h, d, (p6 H$
b) si las Cpn convergen hacia cero en II la sucesión 

ó\ ̂ n  c onverge también hacia cero en H.
En particular si T es una distribución de órden k se 

puede multiplicar por cualquier función que tenga derivadas 
continuas hasta el órden k y si es de órden cero por cualquir 
función continua.

En el caso de - que T sea una función f (x) localmente su­
mable ; d'j (x) debe ser continua en todo el espacio, por lo
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tanto acotada en todo conjunto acotado y entonces <4\(x)0‘f(x) 
es localmente sumable; la distribución producto de cfcj por f 
coincide entonces con el producto ordinario d\ (x) f (x); 
hasta ver que con ambas definiciones se llega al mismo resul­
tado

( d . f 3 ( D ) z  (  d| (x) f (x) tp (x) d x 
J Rn '

30,- Propiedades y ejemplos del producto multiplicativo„ 
Teorema 2. El soporte de cX »T está contenido en 
la intersección de los soportes de ck y de T»
En efecto: sean A y A1 los conjuntos abiertos complemen­

tarios de los soportes de $  y Ttt Como la intersección de c js  

conjuntos es el complementario de la reunión de los cG^ple- 
mentarios, el teorema estará probado si demostrados cue#»T 
es nula en la reunión de A y A*. Sea úp una función de sopor­
te contenido en AUA',(^ Cp tiene su soporte contenido en 
(AUA’)H CA que está contenido en A s 5 luego

<dU,<p> = < M < ? >  a =
lo que prueba el teoremae

Corolario: Si Cp t es__la. distr,ibución_ nula para todas 
las funciones de D?T es la distribución nula.

En efecto como ^.T es de soporte acotado, se tiene 
<T, Cp> = < Cp T, 1).= 0 

para todo de D lo que prueba el corolario,
Este corolario tiene interds porque, como veremos en­

seguida , la multiplicación de distribuciones tiene diviso-- 
res de cero, es decir que el producto de dos distribuciones 
puede sor nulo sin que lo sea ninguno de los factores „

Teorema 3«- El producto CÁ CT se deriva se-ffún la 
regla de derivación dellos productor; ordinari'_s

1 W  '  ¥ * !■ - -
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En efectos

&  ?-.2} U3)- < A I _ S  \ _ / _ A  $  *£* S,
x± > T ; '  "  ’ T ^ i  521

= < T’ -d' - § ^ > - > f  >
y como la suma de los segundos miembros de las dos igualdades 
últimas es igual al segundo miembro de la primera, el teorema 
está probado.

Teorema ]+.- Se tiene la siguiente relación entre 
los productos tensorial Y multiplicativo.

U5> [ ¿ ( x ) *  /3 (y)];' [sx *Ty] = [d((x) sxjx[/3(y) x}3

Basta probar la igualdad de los dos términos de (15) para fun­
ciones de la forma u(x). v(y)

(  (<Í,^3)(S/Í T ), u v )  ^ T , uij . v fi)z (S , uc(>( I) vji )

= (4SX(Í? , u v> = ( é , S,u></?T, v >  = (S, ud,)<T, v/J)

Podemos ahora definir el producto de varias distribuciones 
cuando todas ellas, menos una, son funciones indefinidamente 
derivables; el producto es entonces asociativo. En efecto si 
di v f e  son funciones indefinidamente derivables se tienes

<<*c/3T),ip>=</3M<p> = <T,/3¿ f >  =<<Ap> i,«f>
&iemplos

Sea d\ una función continua; se tiene

( o ) f  (O)

es decir
(16) <*.<S roKü).5

Si d\ tiene derivadas primeras continuas, se tiene

- 89 -



- < ó ^ >  = ^ ( o ) 4 | í | í _ -  t y m f o

es decir la fórmula

U 7 )  <* | 4 r  - *  (o) 4 4 r  ■ ^
Para el caso unidimensional tenemos las siguientes fór­

mulas cuya demostración dejamos como EJERCICIO

0( 1 8 )  x .  ^  H  ’ 0 5  xc S ~ ~ S 5 x ?5 -

(19) x S  ̂  = - m(S('m'’1  ̂ j xm* ^ m =̂ (-l)mm¡(S; x(v.p -)*» 1

(20) ¿ ( x . v p-) =($ ; (x5) v pi : 0

(2 1) (xk. p f (x21) x >0 z p.f. (xm+k) x> 0

Las fromulas (18) nos muestranla existencia de diviso­
res del cero en la multiplicación de distribuciones 5 le s 
fórmulas (20) son un ejemplo de la no Conservación de la 
propiedad asociativa cuando hay más de una distribución que 
no es una función indefinidamente derivable en el sentido 
de las funcionesj en la fórmula (2 1), m es un número com­
plejo cualquiera, pero k tiene que ser un entero positivo, 

j
si la parte real de m + k es mayor que -1 , el símbolo de p,f. 
no es necesario ón el segundo miembro, que vale entonces 
Y(x) xm + k

314- División por potencias de x.
il problema de la división se plantea en el caso gene­

ral de la manera siguientes sea (x) una función indefini­
damente derivable en el sentido de las funciones y S una 
distribución, se pide determinar las soluciones de la ecua­
ción en distribuciones'
(22) d  (x). T - S
Si (x) no se anula en ningún punto 1/ĉ  (x) es una función
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indefinidamente derivable* multiplicando los dos miembros de
(22) por esta función se tiene l/<^ . S » T luego el problema 
tiene una solución única.

El problema se complica mucho si ck (x) se hace igual a 
cero. Nos limitaremos a tratar el caso, muy empleado en la 
mecánica cuántica, de la división de las distribuciones uni­
dimensionales por potencias de x* El teorema fundamental es 
es siguientes

Teorema 5.- Sea S una distribución unidimensionals 
existen una infinidad de distribuciones T que sa­
tisfacen la ecuación

(23) x. T = S
y dos soluciones distintas difieren en el produc­
to de una constante arbitraria k por la distribu­
ción 6 de Dirac.
Para probar este teorema vamos a demostrar dos lemas pre­

vios %
Lema 1: Para las funciones lfi(x) del espacio D las propie­

dades: a ) Cp (x) a x ̂  (x) en donde - X  (x) es del espacio D v
b) <P(Q) _ 0T son equivalentes.

En efectos es evidente que a) implica b). Supongamos 
ah^ra que se cumpla b), se tiene:

lim -ífiisl - cp* (0) 
x —> 0 x ~ 1

La función
(2h) nifu) = - ^ ¿ 0y
está definida para x distinto de cero y se tiene

lim ''Mf(x) z lim ~ cp'(x)
x - ^ 0 T x — } 0 x \

luego poniendo (0) ~ (0) ,1|T(x) queda definida para 
todo x y es claro que siCjPes de soporte acotado también lo
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es y .  Esta función es indefinidamente derivable para x dis­
tinto de cero y vamos a ver que para x s 0 se tienes

Y ( n ) (o) s _ J 5_ f ( n + 1 ) (o)

Esta fórmula es cierta para n - 0; supongámosla cierta 
para n<p. Se tiene

y ( x )  = = cp'(0) + |  Vp"(0) +....+ <-0) 4

V-P + 2 + ------, T (x)
(p + 2)! 

r n (p+2)
en donde lim T (x) z (0)

x —>0 '
. , r ( p )Derivando p veces y teniendo en cuenta el valor de vD (0)

PÍ (p -KL)p . .. (p-m+2) J^!“m
y  (x)=ijí (o) i L  ti^frrtícp - m)¿ x T <*>

Y (P}(x) - U (p)(0) = ̂  p! (p-KL)p ... (p-m+2) x p-mT(m-p) 
x ~ (p+2)¡ mí (p-m)! X

Tomando límites para x — > 0

Y (p41)(0) = Cp (0)

Queda así probado el lema 1 .

Lema 2: Para que T, distribución unldiemsnional, cumpla 
la condición x.T Z 0 es necesario y suficiente que T sea., un 
múltiplo T =: k S . de la delta de Dlrac. (k siendo una cons­
tante numérica)

En virtud de (18) la condición es suficiente. Vamos a 
ver que es necesaria* En efecto fijemos una función de 
D tal que^CO) “ 1. Dada una función cualquiera<p(x) de D 
definimos

(x)(2 5) / 4 U )  = S^U) - cpco) Cp
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y se tiene s

(26) t|)' (x) - lp(0) (p0 (x) t/A (x) 5 ̂ ( 0 ) = 0
/\  (x) ~ x.\(x) ; X(x) de D

Se tiene entonces
<T ,lp )=l|)(C )<  T,<pfl U )>  +  < T ,^}=

< T> f 0 <x»  C S, lp U))\- < X T,ty = (k S ,cp>

siendo k la constante %  (x), lo que prueba el lema.
De este lema se deduce que si la ecuación (2 3) tiene una 

solución , entonces TQ+ k S  (k constante arbitraria) es so­
lución y que recíprocamente dos soluciones T0 y difieren 
en un múltiplo de 6 , puesto que x(T0 -^) = 0.

El teorema quedará demostrado si probamos que existe una 
solución; para ello tomemos la función anterior (p̂  y para to­
da (pde D hagamos la descomposición (26) y definimos entonces 
la funcional

<?, < S , \  (x)>
que vamos a probar que es una distribución.

Es lineal pues la descomposición (26) aplicada a la fun­
ción a ipi+ bC|)2 nos da

a ̂ 1  +  b ̂ 2  - [ a ^ 1 ^°^ + b ^ 0  ^  * a b

y por lo tanto

( T ,  a ̂  + b '̂ 2) •"^S> a ^l 4* a<^Ty£f>i) *

Además es continua; (lo admitiremos sin demostración)
Para probar que es solución basta observar que se tiene

<X T,^> Z<T, Iijj): <s,cp>

puesto que la descomposición (26) aplicada a x^(x) nos da 
\  =<p(x).

Queda así probado el teorema, el cual nos suministra, 
junto con la prueba de la existencia un método para construir 
la solución.
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Aún cuando los resultados se pueden prever y calcular sin 

necesidad de usar el método vamos a utilizarlo como ejercita— 
ción para los casos de la división por x*de la función de Hea~ 
viside y de la &  ,

Para la primera se tiene (siendo a tal que (-OP,a) con­
tenga al soporte de (|) y al de )

< ? » f  (*)> =  ( tP? 'fo(x) )  = ( a cp(x)-<P(o)I x > o x

rlim f p to- 9(0? dx+(a cp(0) [ 1 ..
t - > °  U ¿  X J£. X ■

: < p . f  (■4-)x > o ,l|)(x)> + fco< 6 , <p (x)>

siendo oo
k . 1 i - *p.tt (x) d 
■° - J X

o
La solución general es entonces

(27) P.f (-*-), > 0 + k S
Para la (S
(T, vp> z ( & ,  ) -

= “ ”>0 ^ L^ rei~0J~~̂ i2~u l ~ - ‘f í 0) (Pc' (o) =

= - r S ' , f >  +

y la solución general es

(28) - 5  -f k S

Observación; Es de notar la analogía de los métodos empica­
dos para resolver el problema de la división por x y el pro­
blema de la primitiva (Capítulo III).

En los dos casos se puede determinar el valor de distri­
bución en dos subespacios del espacio D. Para la primitiva
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el de las funciones que tienen una primitiva en el espacio D 
y para la .división el de las funciones que se anulas en el ori­
gen.

Después se ve que dado Cp de D se puede seimpre deeomponer 
en la forma en donde c es constante y una fun­
ción que no está en el subespacio, es decir el espacio D se
descompone en la suma directa de la recta c 1$ y del subespa-

1°ció, que e.$ entonces un hiperplano.
Finalmente se fija arbitrariamente el valor de 

para introducir la constante arbitraria que implica cada uno 
de los dos problemas y por linealidad se deduce el valor 
para cualquier de D.

Para dividir ahora por x2, observemos que la solución dei
la ecuación
(29) x2 T = S
equivale a la resolución sucesiva de las ecuaciones

x R = S ; x T r R 
lo que nos permite aplicando el resultado anterior encontrar 
la solución; dos soluciones de (29) difieren en una combina­
ción lineal cQ +■ c j 5 de coeficientes arbitrarios. En efec­
to basta probar que x2T : 0 si y solo si I : c0 5 + c1($' 0 
De las fórmulas (18) se deduce que la condición es suficiente 
es también necesaria puesto que si x2t = 0; x(xT) z C, lueg 
xT z c<5; la solución de esta ecuación es, como se deduce de 
(28) T = - c + c.S ,

Generalizando este razonamiento para potencias enteras 
positivas de x se tiene:

Teorema 6.- Sea S una distribución unidimensional 
y m un entero positivo.; existe una infinidad de 
distribuciones T que son soluciones de la ecuación r

(30) XnT = S
y todas las soluciones se obtienen sumando a una
cualquiera una combinación linea;! de coeficientes

i ,
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la &artitrarios de la ó y de sus derivadas hasta el órden n--i,
Lev división por (x-a)n se hace en la misma forma, reempla-

( rzando la O  por úr„\» Per sucesivas divisiones se puede enton»vci;
ces dividir por cualquier función de la for-ma

(31) (x - ai)R i,..,(x - am)n m f (x)
siendo f(x) indefinidamente derivable en el sentido de las 
funciones y sin raíces reales»

32»- Producto generalizados de distribuciones,
En física teórica se calculan productos de distribuciones 

que no entran en la teoría que acabamos de exponer. Uno do les 
más usuales es el producto

ir 0 'w'
El valor de este producto se calcula formalmente por los 

físicos (ver por ejemplo W. Heitler i "The Quantum Theory of 
Radiation, pag 70) de la forma siguientes se toman dos suce­
siones de funciones cuyos límites sean las distribuciones 
5 y v0p.l/x, se hace su producto y se calcula el límite del 
producto* Así Heitler considera las dos sucesiones de funciones

(3 2) ó r  1 lim — Z— 5 y p lim ■ ... *
>' v^+o x fy~ y-̂ 'VO x ■fjr

la existencia del primer límite la establecimos en el Capí­
tulo IV, fórmula (12); la del segundo se puede probar de la 
forma siguientes por el teorema 2 del Capítulo IV, 1/2 log 
(x2 4* y2) cuando y —j 0, tiende a logjxlen el sentido de las 
distribuciones, Basta ahora derivar y aplicar el teorema 1+ 
del Capítulo IV.

De acuerdo con la fórmula (13) del Capítulo IV se t•?ons

1 x y - - 1 í 1 - 2 x y "1 n C ’
TT Gc^íy^' 2 i <?T j ^  w

que es el resultado obtenido por Heitler*
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Ahora bien este resultado depende esencialmente de la
elección de las sucesiones, es decir que si se tiene dos 
sucesiones Tn y Sn cuyos límites sean las distribuciones 
T y S y si es lícito hacer el producto Tn*Sn (es decir si 
uno de los factores es una función indefinidamente deriva- 
ble) el límite del producto Tn Sn no depende únicamente 
de las distribuciones T y S sino de cual es la sucesión 
elegida variando los resultados al variar las sucesiones 
que aproximan las distribuciones T y S.

Por ejemplo tomemos Isb anteriores funciones para apro­
ximar el valor principal y hagamos su producto por la <5 5 

se tiene

< • S , 0 0  > = ( &  , ti (x) .- ■> : o
x¿ i y¿ ' ' X T y

y tenemos la distribución nula como valor del producto.
Vemos por lo tanto que para definir 91 producto de dos 

distribuciones mediante los pasos ¿1 límite en la forma 
que acabamos de indicar es indispensable fijar condiciones 
suplementarias sobre la forma de aproximar las dos distri­
buciones cuyo producto se quiere definir*(e)

La dificultad, que presenta la extensión de la defini­
ción de productosfíone más en evidencia si se tiene en cuen­
ta un resultado de Schwartz (22) que vamos a enunciar:

Sea L un espacio vectorial que contenga como elementos 
a todas las funciones continuas y en el que se han defini­
do la derivación y la multiplicación de la forma que cum­
plan las siguientes condiciones:

ls La derivación coincide con la derivación ordinaria 
para las funciones con-derivada continua.

2% La multiplicación coincide con la multiplicación or­
dinaria cuando ambos factores son funciones continuas.

(2) Ver González Domínguez y Scarfiellofl) , y en otro órden 
de ideas Konig (l)

(2Q) Ver Schwartz (2)
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3s La mutliplicación es bilineal y asociativa, tiene 
como elemento unidad la constante 1 y cumple la re­
gla de derivación del producto.

Entonces con estas hipótesis no puede existir en L un

Esto nos prueba la imposibilidad de extender de una 
manera amplia y natural la multiplicación de distribuciones 
Solo puede conseguirse una multiplicación que no cumple al­
guna -propiedad fundamental o en la que exista un cierto gra 
do de indeterminación.

tal que x.u - 0.
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C A P I T U L O  VI 
CAMBIO DE VARIABLE

3 3 *- Definición del cambio de variable.
El problema del cambio de variable en distribuciones es

bastante más complicado que el caso de las funciones; solo
daremos acá algunas ideas incompletas y los cálculos no se- t
rán enteramente desarrollados.

La idea central es la generalización del cambio de varia­
bles del cálculo integral. Sea T(t) una distribución defini­
da en él espacio de las funciones de prueba (t) en donde t 
es un punto del espacio de m dimensiones, t s (ti,..,tJX) ; 
sea t(x) una aplicación del espacio de n dimensiones 
x = (xlf.. *xn) en el espacio t, estará definida por las m 
funciones.

definiéndola para las funciones de prueba (p (x) del espacio 
de n dimensiones; para ello dada una función <j?(x) considera­
remos la función

El dominio de la integral del segundo miembro depende 
de t, fijado un valor de t queda fijado el dominio y la in­
tegral que es entonces una función de t.

Suponemos además que la aplicación t(x) cumple las con­
diciones siguientes:

t^ 3 ^(Xj, • • ‘Xĵ ) • • . »tj2j — tjjj (X1# • .Xn )
Queremos dar ahora un sentido a la expresión

T(t(xj^<p(x)>

1) Cualquiera que sea la función de prueba (x), la 
función “V|f(t) definida por (1) es también una función 
de prueba.
2) Si las (D̂ íx) convergen hacia "\jf(x) en el espacio Dx



entonces definiendo por (1) las correspondientes funcio­
nes f̂j_(t) y “\|T(t), las vr±(t) convergen hacia lf(t) en 
en espacio D^.
Definición 1.- Dada una distribución T(t) y un 
cambio de variable t=t(x)< la distribución TCt(x)] 

se define por la relación
(2) <T [t(x)] , lp(x)> = <T(t), Y(t)>

en donde t) se define por la fórmula (1).
La forma de definir la función "y* y las condiciones im­

puestas al cambio de variable nos muestran en forma inme­
diata que la relación (2) define una distribución en el 
espacio de las funciones de prueba ^(x!>.

Para no alargar excesivamente esta capítulo no nos ocu­
paremos de probar en los distintos casos que estudiaremos 
que el cambio de variable satisface estas condiciones.

Vamos a ver? limitándonos al caso más simple m = n - 1, 
que esta definición coincide con la del cambio de variable 
en las integrales.

De acuerdo con el teorema 1*+ del capítulo I debemos su­
poner que la función x(t) es una integral indefinida y por 
lo tanto continua y con derivada p.p.5 por la definición
5 del capítulo I es la diferencia de dos funciones no decre­
cientes y añadiendo t a las dos es la diferencia de dos fun­
ciones crecientes o la suma de una creciente y una decrecien­
te i

Consideremos primeramente el caso de una función cre­
ciente x(t)$ admite entonces una función inversa t(x) y 
aplicando (1) se tiene;

"^ (t )  - —---í (x) d x = jíL^íp(x) dx s x ' ( t ) ^ r x ( t ) j

d t  1 -

y por lo tanto

(3) <T[t(x)]^(x) > £ <T(t), X' :(t) | X»()|>
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Si T fuera una función localmente sumable, (3) toma la

forma /«> ,00
(*0 J T [t(x)] ip (k ) d x - ( T(t) (P|x(t)'| x*(t) d t

-CP -GD
que no es otra cosa que la fórmula del cambio de variable en 
integrales.

Si T(x) es decreciente los límites en la integral que 
define (t) son x(t) y -cO y se tiene entonces

*

(3*) < T [ t(x)] , ^(x)> z < T(t), -x‘(t)í|>[x(t)]>
Como la derivada de una función creciente es positiva y 

la de una decreciente es negativa las fórmulas (3) y (3*) 
pueden resumirse en la
(5) <T (t(x)J , (x)> = <T(t),[x*(t) l»p[x(t)l>
EJERCICIO: Probar las fórmulas
(6) ¿ (sh x) z &

(7) - i ) = a Z 6 (a)‘X a

3^.- Cambios lineales. Definición de la derivada por paso 
al límite,.-
Tomemos en el caso de una variable la transformación 

t = ax-fb (a>0). Aplicando (5) y reemplazando en el segundo 
miembro t por x, tenemos

(8) ( T(ax+b) ,cp(x) ) z y—  { T(x), J?.) )

Casds particulares de (7) y (8) son las fórmulas siguien- 
tés de bastante empleo
(9) £ ( a  x) ± taJ^O); S(-x) = S U )  j ̂ '(-x)a'- S'(x)

Consideremos ahora en el caso de m variables la trasla­
ción t z x-h. Aplicando (1) se tiene

rC m ( tlf hl ( tn+^n
ó U -

p - - -

Z ^(t* h)

a m f xi "j.
t (t) = J  _ . J f xl ” xn )dx=lp(t1+hi. .tn+hn ) ~
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y por lo tanto obtenemos la fórmula
(10) ( T(x-h), ̂ >(x) > 3 <T(x), ^p(x-+h)>

Definición 2.- La distribución definida por la fór­
mula (10) se denomina la trasladada al punto h de 
la distribución T, Se la representa con la notación t h  
Es inmediato que (a) = X a ^
Una función f(xi,...,xm) es independiente de x-̂  cuando 

su valor no depende del xi, o lo que es lo mismo, si para 
cualquier h]_

f(xi+h1?x2.. .xm) = f(xi, X2...xm)
Generalizando esta moción a las distribuciones se tiene: 
Definición ^.- Una distribución T de n variables 
xi,«.*xn , se dice independiente de la variable xi 
si T es invariante en toda traslación i^T en don­
de h es paralelo al e.ie OXj, es decir - ha(h^f 0... 0)
Se puede probar que si T es una función localmente suma- 

ble independiente de x1? en el sentido de la definición 3,
T es igual p.p. a una función independiente de x^ en el sen­
tido ordinario.

El teorema siguiente nos da una definición de la deriva­
da de una distribución que generaliza la forma usual de defi­
nición.

Teorema 1; Si T es una distribución se tiene

(11) $ T - lim *t -hT-T 
3 xm tira 0 h.m

siendo h el punto cuya emósima coordenada ea hm 
y las demás son todas nulas.
En efecto: sea (j>(x) una función de prueba cualquiera, 

se tiene
'"t —h T — T r

hto ^ (x) ̂  = hÜr” ^ ^(xi<* • *xm - .%) y -
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- ( 1 ,  f U x . . .xm. .xn) - < • •x° )~ £ (3 j L r a U ^ V .

1 hm
Pongamos

/^s — (-^1 • • • Xm ** -h-m ? • • • x n ) — x-| c • «x ^ «• • x ^ )
T h m  ~ ü ------ ----■*• I1m

Para hm menor que un cierto h, las tienen todas su
soporte contenido en un conjunto acotado, por ser acotado el 
soporte de para ^->0 las convergen uniformemente

haola
° C ~  ó*m

y las derivadas de converge también uniformemente hacia
las correspondientes derivadas de <̂>; luego las conver­
gen hacia en el espacio D y por la continuidad de la fun­
cional T se tiene:

= ilm
hm — >0 hm

Cp(x)>

como queriamos probar.
Admitiremos sin demostración el siguiente teorema* 
Teorema 2; La condición necesaria y suficiente pa­
ra que una distribución sea independiente de Xjjj es
que ~£L.'L,. ¿ 0 

<5*m
3 5 *- El cambio t igual longitud de x.

Consideremos ahora el cambio de variable

t ü r í z ***xn2 ] 1^ 2

de un espacio de h dimensiones a un espacio de una dimen­
sión.

Comenzaremos por el caso de dos variables. Aplicando (1)
t f 2 T

Y(t) = ~ r  j^CpCxjy) d x d y z ^ dr^j^(r eos \  , r senl)
(2 7T

r di.: ti cp(t eos t sen X) d X
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Apliquemos este resultado a algunas distribuciones.
Tomemos una función de soporte contenido en el eje positivo 
f(t). (Hay que observar que el cambio de variable t = r exi­
ge que t sea positivo) /CP 2

ff(x2 iy2)̂ , <^(x,y)) 2 | t.f(t) cosí, t sen \) d X j d t

y pasando de coordenadas polares a cartesianas se tiene 

( f  £(x2 +y2)^,^p(x,y) > a ^  ^ f (x2 +y2)'2’] (x,y) d x d y

( Apliquemos ahora este cambio a la distribución (5 •

C1 C' ( 2 7 t(t) (r ) > ̂ (x,y) ) ^ \ cosX , t s e n \ )  á X z

t - ( 8  ,¿pjr £ t (J cp (t eos X  , t S e n l d ^ j  > r - 2 7t fcj>(o,

Se tiene

0)

Se tiene en consecuencia la fórmula

(!>+) ó' (r) - - 27v! 5(x, y )

Para el caso tridimensional, se tiene, pasado a coor­
denada esféricas

■t *2
—  ( r2 d r d t ,6 J 7f

' 2 
rr

-2 7T
eos (j)d(p\ (p(r.cosCp .cos/l ,r cos^Sen^.

( 5  /2 7T
r sen(p) d\~ t2 cos(pd£p\^(r cos^cosX , fl sen

1 H  Jo* 2

L<j>) á \

C "y tomando la distribución 0 , se tiene



(15) c) - 8 7 r 5 (x5y,z)
Con cálculos análogos se tiene para el caso de n dimen­

siones
(16) 6 (n 1}(r) ~ (n-l)í (~l)n'~'J' Sn 6 „ .xn)

siendo Sn el area de la esfera unitaria del espacio de n 
dimensiones o Reemplazando Sn por su valor se tiene

( 1 6 = ín-l)i (-D°-l ¿  (x ;!r).
r  (n/2 ) 1

El cambio t s x2 -- a2,
Consideremos la aplicación t ~ x2 - a2 entre dos espacios 

unidimensional„ La ',.clicación de la fórmula (1) nos das

es decir que obtenemos la fórmula

(V tf a2
_ d i /A/ % - _ ñ 1 (r*/ \ (̂ t-i-a2 t i- a¿)•\T(t) z —  \ VWx) a x = -r™ <£(x) a x z JL-i---- 7==^ =— ----T d t \ T d t \rrr-*,

-^x2-a2<t -J~\,tfa

y se obtiene así la fórmula

<£> ( V/>rAa2)+ (iP ( -Vx+a2^(17) < T (x2-a2 ),tQ(x)>s<T(x)9 •.--------------

El segundo miembro puede carecer de sentido ya que la 
función a la que se aplica T tiene una posible discontinui­
dad en el punto x - -a2. Hay por consiguiente que proceder 
con cuidado al aplicar el cambio de variable<,(2); cuando el 
soporte de T está comprendido en la semirecta x}-a‘-? no hay 
ninguna dificultad en aplicar la fórmula (1 7)j en particu­
lar para la § de Dirac se tiene la Importante fórmulas

*Ñ C
(18) 5 vx2 - a2)

Este cambio de variable puede tac.bién aplicarse a la 
distribución valor principal, considerando la '\|T(t) como
nula para t < - a2. Adn cuando la función puede presentar
(2) Un estudio de 3.as condiciones de aplicación puede verse 

en Aibertoni y Cuciani (1)
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una discontinuidad en ese punto, la integral

r QP „  -----

) ( a2) Jr kp(~\jx + a2)v p
J-a<

tiene sentido y queda así definida la distribución. Se tiene

I 2 x NTx f a2

/ 1 i*V -i • í” f (DC'fx •¥ a2) d x ,<v p — i---— , Vl>Cx)> - lim Jlí— r
x2 - a2 T &->0 J „a2 * x ^ x + a

Haciendo en la primera y tercera integral el cambio de 
variable V 7  +'a^ - t y en la segunda y cuarta el cambio
V"x + a2 s - t, descomponiendo en fracciones simples, y pa­
sando al límite, se obtiene finalmente

Podemos ahora definir las distribuciones 
r c + < "  ̂~(20) ¿-l (x2 - a2) - i) (x2 - a2) - J-LÜlL

¿ a
c <~ ,(Jp (x2 - a2) “ O (x2 ~ a2) » .i.,. -‘a2.( 21 )

2 a
f t rt

en donde <J (a) es ^ a U ,

Por analogía con las anteriore se define las distribu­
ciones c x- -V 
(23) (x2 - a2) = V(^) “J l l r l L-> ¿la,

C- <r-
(2M-) &„ (X2 - a2) - ¿ílfll  .

2 a

Si la función de prueba puede prolongarse en una función 
holomorfa en el campo complejo en los entornos de los pun­
tos a y -a, las distribuciones anteriores pueden definir­
se como integrales en el campo complejo en la forma siguient
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(25) < 5 n (x2 - a2),;lp(x) > 3 — i

(n 3 1 ,2,3,S  
-a

2 7C i
r d x
Cr

■4—

■'n x2 - a2

a

-a

/ 7 \ .-a

-a

\
~r

a

Pueden probarse estas fórmulas a partir de las (10) 
del Capítulo III o bien descomponiendo en fracciones sim­
ples y aplicando las fórmulas

(26)
2 TCi

d x
(7

x : < S J f  >

0
-> p x

(27) 2 T C i  J,
( <-P(x)x

¿L
\

1 2

Probaremos la primera, la segunda se obtiene de la mis­
ma forma. Se tiene:

OO
f d x = ( a x + Íi£ísi_ a d x.

->I7 x J -<p x  - 4  x > *• ' x
siendo ^ la semicircunferencia de radio £   ̂ Haciendo en la 
tercera integral el cambio dfe jariáble^ x z & e  ^  y tomando 
límites para tendiendo a cero se tiene

2 7C

lo que prueba la fórmula.

d X 8 < v p i , ̂ (x)>4-.  ■ ■ 1' " 
27Ci

<P(0)
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Los resultados obtenidos con este cambio de variable pue­
den extenderse a un caso más general que es el cambio de va­
riable t 5 P(x), siendo P(x) un polinomio cuyas raices son 
todas reales y simples. Nos limitaremos al estudio de

5 [ l (x ) l .  (e) ; 11 •***
- *• »

Para aplicar la fórmula (1) sólo necesitamos considerar 
valores de t en un entorno del origen. SI conjunto de los 
puntos en que P(x)< tQj se descompone en los intervalos

■to
r- V - . . .  \

0 f A i *2\_ ^ 5 x6

(-ce, Qi(t0 )) , (Q2^o^ > \ . • (Qó^o) ? + cp')

en donde Q¿(t) es la función inversa uniforme de P(x) en el 
entorno de la raíz x-j_. Se tiene

\|T(t) . + Qj(t) C p ^ U ) ]  - Qg (t)<p[q2 (t)]+.....

Para t s 0 se tiene Q¿(0) = x-j_ y Qr(0) = 1/P»)x); obser­
vamos además que en la fórmula anterior los signos menos 
correspondan & los puntos-en que la-derivada P'(x) es nega*- 
tiva se obtiene la fórmula ■ - -

(27) 5fP(X) l = E 5  .*- -» i»l | P T(Xi)|

que generaliza la fórmula (1 8).

37*- Deltas de los hiperboloides y del cono.
Consideremos la aplicación u s t2 - - y2 - z2 - m 

del espacio de dimensiones (x, y, z? t) con el de una 
dimensión, siendo m un número real mayor que cero, Pondremos 
r2 z x2 + y2 + z2 y aplicando (1 ) tenemos

l)T(u) t ( ( ( í  Cp(x,y,z,t) d x d y d z d t
-'t2'*r2**m £ u

• (s) Resultados más completos pueden verse en Gonzales Do- 
mínguez (1 ).
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Nos limitaremos a considerar las funciones ip que 
tienen su soporte en el cono de ondas t2 - r^ >o. Entonces

, / / /  r/vi

• A j O |
/Vr^+m+n

,_(x» y , z, t) d t 
.r2+m+n

- i. 
“ 2 Jl3

P̂(x,y,z, Vr2*m+n) » (x,y,z,-Vr2-Hn+n)
V/r2+> m t n

d x d y d z

De acá deducimos la expresión de la delta del hiperbo­
loide (de ecuación t2 - x2 - y2 z2 - m)

(29)<S(t2-r2-.m),ip>= |
r3

(P(x,y«z,Vr2+iiiH*P (x ^ z .- V 1,24-m)1
V r 2 T m

d x d y d z

Si en la fórmula anterior hacemos m = 0 obtenemos la 
definición de la delta cónica obtenida en el % 20 del Cap. III.
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. C A P I T U L O  VII
PRODUCTO DE CONVOLUCION

3 8,- Definición del producto de convolución.
El concepto de producto de convolución (también denomina­

do producto de composición y producto integral) es de gran im­
portancia en el análisis matemático clásico en el que se apli­
ca a dos funciones. Su extensión al caso en que los factores 
son distribuciones permite ampliar su alcance y aplicar y sim­
plificar aspectos de la teoría.

Definición 1.- Se denomina producto de convolución 
de dos funciones f(x) y g(x) definidas en el espa- 
ció enedimensional a la función h(x) definida por 
la relación

(1 ) h(x) r. f f(x-t)g(t) d, t s (  f(tOg (x-t) áX
;Rn JRn

La igualdad de las dos integrales se establece mediante 
el cambio vectorial de variable x-t 5 't' > lo que prueba la 
connjutatlvidad del producto.

El producto se designa con la notación h(x)*f(x)^ g(x).
De la definición se deduce que para la existencia de 

h(x) no es suficiente que f(x) y g(x) sean sumables local­
mente 5 es necesario además que la integral sea convergente,
lo cual exige relaciones de decrecimiento de los factores en 
en infinito; por ejemplo es suficiente que una de ellas sea 
sumable en Rn y la otra acotada en Rn,

También se deduce de la definición que el producto de 
convolución no alteran si se reemplazan f(x) y g(x) poí dos

I
fundones iguales p.p. Esto nos sugiere la posibilidad de 
extender el producto de convolución a las distribuciones, 
aún cuando ya se puede prever que no será posible en gene­
ral para distribuciones cualesquiera puesto que ya no lo rfs
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para funciones localmente sumables„
Para hacer extensión vamos a estudiar la forma de la 

cional <f% h,Vj? > . So tiene
t) g(t)-P(x) d x d t 

J r 2d T
SI camtdo do variable x - ’ tf -Kn , i ;»>, nos c’.á

<?*h,tp(x).> ~ ( f(|) gí'rp.f + Tj) d ̂ d'v; ”
'  r.

i  í V, i í  g(*l J V - } d Ti | d ^  ”
rn ' : ' - n i 9 : it ll L J  p/J

~  ̂'3 ) S ( n ) j -p ( C 'r Ti ) ̂l
Esta relación nos sugiere la siguiente definición del 

producto de convolución de dos distribuciones;
Definición 2.- Se denomina producto de convolución
do. dos distribuciones S y T a la distribución S»T,
definida por la relación„

(2) <S*T,«,p(x)> - <S ( §)X T H  ),(j5(£ )>

Para ver cuando (2) tiene sentido tenemos que estudiar 
las propiedades de la función ^  + (] ) 5 considerada como 
función do las dos variables , cuando Ip pertenece al*" * 
espacio D« Es claro que la función es indefinidamente deri­
va ble o

En cambio, salvo en el caso trivial de la función idénti­
camente nula5 ) no tiene soporte acotado. En efecto 
si en un punto - h, entonces es ip (íg + Y) ) = h 
en todos los puntos del subespacio de P.2^ definidos por la 
condición ts, 4- n 31 soporte es pues reunión de subespa- 
cios '-paralelos al subespacio segunda bisectriz" (es decir 
al subespacio de ecuación ^  + r\ r 0)$ es una "banda de ancho 
finito".

Puesto que las dos funciones de prueba no satisfacen la 
condición de tener soporte acotado será preciso, para dar ser.-
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tido a (2), imponer condiciones a los soportes de S y de T.
De acuerdo con lo que dijimos &n la observación del ns 21+ 
podremos dar un sentido a (2) y definir una funcional lineal 
y continua en todos los casos en que el soporte de s X t y el 
de ̂  (5+^) tengan como intersección un conjunto acotado , cuan 
do lo sea el soporte de cp , es decir cuando el soporte de 
SXT tenga como intersección con cualquier "banda de ancho 
finito" un conjunto acotado. Por lo tanto se tiene el teo­
rema siguiente:

Teorema 1,- El producto de convolución tiene un sen­
tido si los soportes Kg y son tales que cualquier 
conjunto de puntos cuvas coordenadas %yy\ satis­
fagan las condiciones.

(3) -§.tKsi ri€-K'T'i l'l+llíí- (1 fijo)

tenga que satisfacer entonces las condiciones

(*0 | ̂ 5 I í h | | ¿ h (para un cierto h fijo)
Ejemplos en que está definido el producto de convolución:
1) Cuando el sobarte de una de las distribuciones sea 

acotado. En efectos si £ k, enton­
ces se tiene, + + h l í  t+k

2) Cuando S y T sea distribuciones unidimensionales y 
los sdportes esten .los dos acotados a la izquierda 
(o los .dos, a la derecha),En efecto:

si|t+n|í l ,Sía,*)>btni b
Estos dos resultados se aclaran más con la interpreta­

ción gráfica:
\

\

\

\. V

1 \  \
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En ei primer ejemplo el soporte de S X T está contenido 
en una banda finita paralela al eje 5 cuya intersección 
con cualquier banda de ancho finito paralela a la segunda 
bisectriz es acotada.

En el segundo ejemplo el soporte de SXT está en el inte­
rior del ángulo recto de lados paralelos a los semiejes po­
sitivos y su intersección con cualquier banda de ancho fini­
to paralela a la segunda bisectriz es acotado.

Si un soporte estuviera en la semirecta positiva y el 
otro en la negativa no se cumplen las condiciones del teore­
ma, como se ve considerando el conjunto de los puntos 
^sn,T| 5 - n o gráficamente.

3) Cuando las.distribuciones están tomadas en el espaelo 
cuatridimensional (x,y.z«t), una de ellas tiene su so­
porte en el cono del futuro (o del pasado) de ecuacio­
nes t2 - x2 - y2 - z2 > 0;t Z 0(t ̂ 0) y la otra en el 
semiespaclo t £ 0. (t ̂  0)

En efecto: si se tiene | t^ + t2| í Y co~
mo ambos son positivos deben ser | ti|^ ^  | tg| ^

Por otra parte x f + y2 4* z| C t2 < implica jxil

2) Probar para distribuciones unidimensionales las fór 
muías

EJERCICIOS:
1) Probar la siguiente fórmula

(5) [ s(x) >: T(y)J* [m(x)X N(y)] = [s(x)£ M(x)Jx[T(y) #  M(y) j

(6) eax (Sf T) s (eax.S) & (eax. T)

(7) x. (S*T) - (x.S)*T 4- (x.T) # S
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39.- Ejemplos de producto de convolución.-
12) Dadas dos funciones cuyos soportes cumplan la condi­

ción del teorema 1 existe siempre el producto de convolución 
y se tiene, haciendo el cambio de variable ^  x - t,^- tí

Volvemos así a obtener la fórmula (1) y como la integral
í h (x) (p (x) d x 
JRn *

está definida para toda Cp de D, basta tomarla igual a 1 en 
un conjunto acotado cualquiera para ver que h(x) es localmen­
te sumable.

Claro está que el producto de convolución de dos funcio­
nes puede tener sentido aun cuando no se cumplan las condi­
ciones sobre los soportes que impone el teorema; tal es el 
caso de la fórmula

-  x2
<8 > — - e 2 ( T i 2 *  - .....

<TiV2 7t O 2 V 2 r\

e 2<r22

1 e

cuya demostración dejamos como EJERCICIO.
22) Se tienen las fórmulas

(9) S * 1' ~ T
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En efecto se tiene 
<S#i,ip(x)> = (|+n)> = < « f ) ,
10 que prueba la primera fórmula, la cual se suele escribir 
en física teórica en la forma, matemáticamente incorrecta,

* no
d t ~ \f(t)<S(x-t) d t 

•s-ua

Esta propiedad de la delta de Dirac de ser la unidad de 
convolución es de gran importancia.

La fórmula (10) se demuestra en forma análoga a la (9) y 
respecto a la (11) tenemos

<S'*T,(p(x)> =<T ( f ), <5'(n ),tp (g+ 'T )»  :

= <T { % ) ,  - - < T' (% ),< £ >

Con razonamiento análogo se puede probar la generaliza­
ción de la fórmula (11) para un operador diferencial cualquie­
ra
(12) D S | T  = D T

3e) Por razonamientos análogos a los del ejemplo 12, 
aunque un poco más delicados se puede probar que el producto 
de convolución de una función f(x) por una medida /A (cap*
11 n2 10)es, cuando existe, la función h(x) definida por

(1 3) h(x) = ( f (x - t) d m (t)
JRn

*+2) Si tenemos dos funciones f(x) y g(x) de soportes 
contenidos en la semirrecta x£ 0, su producto de convolu­
ción existe por el teorema 1 y se expresa mediante la fórmu­
la (1) que acá puede trascribirse

x
f (t). g (x-t) d t

opuesto f(t) es nula para t <0, y g (x-t) es nula para t>x.
Esta forma de expresar la convolución es básica eii la 

teoría de las transformaciones de Laplace. En este caso el

( 1*0 f (x)#g (x) s

(CP

(91) f(x) = \ f (x - t) S(t)
<rp



producto de convolución existe siempre que las funciones sc-r.j 
localmente sumables; su comportamiento en el infinito no ir- 
fluye para nada en la existencia.

5Q) La convolución en tnoría del potencial.
Para el espacio de tres dimensiones el potencial de una 

distribución rio cargas con densidad continua f(P) con sopor­
te acotado, viene dado por la fórmula

(15) U(F) = ( j L i i l  d Qi I p U  (x2-(-y2<.z2)1/2 = j
**• X  1 I P-Q I

r3

que se puede escribir

1(16) U(P) z f(P)#

Podemos ahora definir el potencial de una distribución 
T cualquiera de soporte acotado (por ejemplo, con masas 
concentradas en un punto, dipolos,...) como la distribución 
U dada por la fórmula

(17) ü = T *  -- i---
b 'K  r

Si calculamos ahora el laplaciano de U, tenemos (fórmu­
la (bb) del capítulo III)

(18) ¿  U = T * 4  — 1 --- -S = - T4- 'K r
que es la extensión de la clásica fórmula de Poisson.

Análogamente se ve también que - T es el potencial del 
laplaciano de T.

Los resultados se extienden inmediatamente para cualquier 
número de dimensión. El potencial de T es para n = 2

(16') U = T ---i-
2 ^  log r 

y para n^2, cualquiera

r(f)( 1 6 ' » )  u : :  t  %
(n-2) 2 Tr n/2
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^0.- Producto de convolución de varias distribuciones.-
El producto de convolución para tres o más distribuciones 

se define por la siguiente generalización de la fórmula (2)

(19) <RfS*T,vf>:: <R ( ^ ) X s  ( T|) /Y T ( £ ) (g+'V]+£ ).
Razonamientos análogos a los que nos condujeron al teo­

rema 1 nos prueban la existencia del producto de convolución 
cuando los soportes de los factores cumplan la condición si­
guiente: si M es un conjunto de puntos cuyas coordenadas 

cumplen las condiciones

(20) Kj ¡ 1]£ Kg ! £ £ K t i| § +'Yl + ? | s £  (1 fijo)

entonces tienen que cumplir las condiciones

(21) J^| < h ; J'Tjlís (para un Ii fijo)

La extensión a un número cualquiera de factores es inme­
diata. De acuerdo con esta condición podemos afirmar la exis­
tencia del producto de convolución de varias distribuciones 
en los siguientes casos:

a) Los soportes de todas las distribuciones, salvo una, 
son acotados.

b) Las distribuciones son unidimensionales y todos los 
soportes están acotados a la derecha ( o todos a la 
izquierda).

c) Las distribuciones están definidas en el espacio cua- 
tridimensional (x,y,z,t), todos los soportes están 
contenidos en el semiespacio t>0 (t< 0) y todos 
menos uno en el cono del futuro (cono del pasado)

De las propiedades asociativa y conmutativa del producto 
tensorial se deducen estas propiedades para el producto de 
convolución siempre y cuando se cumpla las condiciones que 
aseguran la existencia de dicho producto para toda función 
de prueba. Si esto no se cumple, puede suceder que los pro-
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ductos S.^-(R9fT) y (S'H-R)-ífT tengan sentido y no sean igua­
les. Claro que entonces no tiene sentido el producto R A s AT* 
Basta en efecto observar que

(22) (1*5')* Y = (0*Y) = 0; 1* (6> Y) ~ (1*S) * 1,

Las fórmulas (10 y (11) que muestran que la traslación 
y la derivación son casos particulares del producto de con­
volución nos permite enunciar el siguiente teorema;

Teorema 2; Para trasladar o derivar un producto 
de convolución basta trasladar o derivar uno cual­
quiera de los factores. En efecto;

(2 3) D ( SX-RXT) = d S * S * R * T  = S * (D'Sá-R)* T ~ S*?D R X T

y lo mismo se prueba para las traslaciones <,
Observemos que si D implica varias operaciones sucesi­

vas de derivación puede aplicarse parcialmente s varios fac­
tores. Así por ejemplos

( 2 W  ¿ I j S i R Ü T i  - * T =

J x J y D z (jx ,)y Dx Dy " 'Jz

En las aplicaciones del teorema hay que tener siempre 
presente que la derivación debe hacerse en el sentido de 
las distribuciones. Con las derivadas en el sentido de las 
funciones el teorema es solo válido con condiciones restric­
tivas; en la teoría clásica la extensión a casos más ampliob 
exije la consideración da varios casos particulares con dis­
tintas fórmulas. Todos ellos quedan englobados en el teore­
ma 2 cuando se deriva en el sentido de las distribuciones»

*fl#- Re guiar ización ci is tr ibue ione_s c
Definición So- Dada ana función os (x) indefini­
damente derivable en el sentido de las funciones 
y una distribución T se denomina regularizada de 
T por <j\ al producto de convolución-J, &  T, cuando éste 
existe.
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Se tiene el siguiente teorema;
Teorema ^.- -Sea T una distribución y (x) una fun­
ción indefinidamente derivable, siendo el soporte 
de una de las dos compacto, entonces, la regulari­
zada de T por d, es una función indefinidamente de­
rivable .
Se entiende naturalmente que la derivabilidad indefinida 

es en el sentido de las funciones.
En efecto se tiene:

< t *<t|,(p(x)> = < t (*§), ( =
Rn

= <1(1 ), j ¿  (x -g) <f (x) d x>3 <T(g),< <p(x), d (x -p/,-

El último miembro tiene sentido puesto que siendo v(r.) 
de soporte compacto, considerada como distribución es del es­
pacio E* (Cap IV, n2 25) y por lo tanto tiene sentido el apli­
carla a una función del espacio E.

Tenemos ahora

<T ( f ) , < f  ( x M ( x  -< §) » = < I  (%)X f  (x),o! (x -f)

El segundo miembro tiene sentido, por el teorema 1, cuan­
do es de soporte compacto puesto que siendo de soporte 
acotado el soporte de T X corta a la banda de ancho fini­
to paralela esta vez a la primera bisectriz en un conjunto 
acotado; también lo tiene si T es de soporte compacto, pues­
to que el soporte del producto T-X ^  de dos distribuciones 
de soporte compacto es compacto. Por lo tanto:

<T*c^, (x)> =<lf>(x),<T (f ), (X -%)>}

x T (^), (x ~^|)> es una función h(x). En el n2 27 del 
Capítulo V dijimos que si c£ es del espacio D, también h(x)
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pertenece al espacio D; puede probarse que este resultado 
vale si se reemplaza el espacio D por el E. En cualquier
caso se tiene que h(x) es indefinidamente derivable. Por 
otra parte:

( T -*d|, (x)) = ( (x), h (x) > s < h (x), ^ (x)>

es decir T z h (x), como queríamos probar.
Corolario: si T es de soporte compacto, su regula­
rizada por un polinomio de grado m, es otro poli­
nomio de grado i m.
La demostración de este corolario se apoya en los de­

sarrollos que acabamos de hacer; dejamos como EJERCICIO el 
desarrollo de los cálculos.

La regularización tiene gran importancia en los proble­
mas de aproximación. Para ver como se aplica este concepto 
daremos, sin demostración, el siguiente teorema de continui­
dad de la convolución.

Teorema ^,- Si Sn y Tn  ̂son dos sucesiones de dis­
tribuciones cuyos limites (en el espacio D 1) son 
las distribuciones S v T, y si las distribuciones 
Sn y Tn tienen sus soportes contenidos en dos con 
.juntos A y B que tienen la propiedad de que cual­
quier conjunto de puntos cuyas coordenadas ̂  yT| 
satisfagan las condiciones

el límite de las distribuciones Sn^Tn es la distribución 
S*T.

(I fijo)

tenga que satisfacer las condiciones

(para un cierto h fijo)
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Tomemos ahora la sucesión de funciones indefinidamente do- 
rivables:

0 para J x\ * -3=—

*n (x) -

Kn e 1-|XJ2 para | x| 1 1

en donde Kn está elegido de forma que

( f (x) d x = 1
J Rm

Es claro que la sucesión fn (x) cumple las condiciones 
del teorema 11 del Capítulo IV y que en D 1 se tiene,

lim. fn(x)
Sea ahora T una distribución cualquiera; los soportes de las 
fn están todos contenidos en el conjunto acotado |xj<l; se 
puede aplicar el teorema anterior y se tiene, poniendo 

n *» í*n ̂  •
lim <̂ n z 6 ^ T  = T 

Las funciones é\ n(x) no tienen por que ser de soporte 
compacto; si las multiplicamos por las funciones (2 de
D iguales a 1 en j x|< n, obtenemos una sucesión

J n(x) s c^h(x) /3n(x) 
de funciones de soporte acotado e indefinidamente derivable*.

Sea de D, como es de soporte compacto para n^ nc 
es <̂ n (x) • (x) s ^ n(x)í|)(x), y por lo tanto para todo n> n0 

<<n» f>=<d¡n> y por lo tanto:es

<Tfip> = lim<d,n,(f> - lim < )fn, f>

luego en D f, T r lim. ^ n. Es decir se tiene el teorema: 
Teorema 5.- Toda distribución es limite de una suce­
sión de funciones indefinidamente derivables v de 
soporte compacto.
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b-2.- Traza del producto de convolución.-
Dada una distribución T designaremos con la notación

v
T, a la distribución T(-x)e De acuerdo con la definición 
de cambio de variable de3_ Capítulo anterior se tienes

(25) < T , <p>~ <T.^>-? <T, § >  s < T , ^ >

Sea ahora TCD' 7 U-'f. C (o T€.E‘ 7 \p£E)| en virtud de
V

teorema 3? T * vp es la función de x, ^"(íf )* >p x)>
cuyo valor en el origen es Análogamente el valer

>✓en el origen de / T Cp) es .' :, ip> 0

Recordando que se llama traza de una función continua 
Tr. f(x) a su valor en el origen tenemos la fórmula

(26) <̂ T, tp> = Tr0 (T*(p) ~ Tr« (T*^)

De (26) se deduce que si T^'^= 0 para todas las fun­
ciones de prueba, T es la distribución nula. También se de­
duce que en un producto escalar de funciones de prueba y 
de distribuciones en donde intervienen productos de con­
volución, se puede pasar un elemento T o ip de un laclo al

y v '
otro reemplazándolo por T o „ Así, por ejemplo se tien., i

\

y* 1.«

(AXB^C, D *  cp*Y):: (A* Vp , B*C*D-*Y>~'

De, acá se obtiene (teniendo en cuenta que, por laV
fórmula (9) del Capítulo VI, ¿)* ~ ~ ¿ ’ ) como caso parti­
cular la fórmula conocida

v

(T\ ip > - < 5' ■* T,tp> ~ < T, 5 * f >  = ( T, - (^!>

EJERCICIO: Sea (a,x> el producto escalar ordinario del 
espacio enedimens.ional, Probar las fórmulas:
(27) e < a’x> (SXT) - (e <a?x> sKr (e <a?x> T)
(28) <a,x> (S* T) ~ (<a,x> S)*T + ( < a?x> T)* S
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La energía definida p«r una densidad de carga f(:<?y,z’; 
continua y de soporte acotado es ^U,f) siendo U el potencial 
luego, salvo un factor constante, se tiene;

(29) í (f) r <U,f > - (~f~ #  f ? f > = Tr (-£- * f * f)

que nos permite definir la energía definida por una distri­
bución T como:

V
(3 0) F (T) - Tr (-i- * T * T)r

Esta fórmula se generaliza para n dimensiones reempla­
zando 1/r por l/rn“ 2 y por l/log0r para dos dimensiones,

*+3*- Algebra de convolución.
Recordemos que se denomina álgebras los espacios vecto­

riales en los que se ha definido una multiplicación interna 
(que hace corresponder a dos elementos del espacio otro ele­
mento del espacio) con las propiedades asociativa y bilinaal
El producto de convolución tiene estas dos propiedades: ais-

c
í¿ás es conmutativo y tiene un elemento unidad, la ó - 
Puede tenor divisores de cero, ya que, por ejemplo, se tie­
ne S # x r 0.

En el espacio D* no está siempre definido el producto 
de convolución; esto nos obliga, para definir álgebras, a 
considerar subconjuntos de ese espacio, que son las denomi­
nadas ¿ü.; ebras de convolución. Precisando

Definición k.- Un álgebra de convolución es un subes- 
pació vectorial del espacio de las distribuciones D ! 
en el que tiene sentido el producto de dos (y por 
lo tanto de un húmero finito) de sus elementos 5 
dicho producto debe además pertenecer al álgebra 
y finalmente la 8  pertenece al subespacio,
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Ejemplos de álgebras de convolución;
1) SI espacio E* de todas las distribucxones do sopo.. 

acotado.
2) El espacio D r4. (Df.,) de tod^s las distribuciones uni­

dimensionales de soportes contenidos en 1?. semirrecta 
x > 0 (x¿ 0),

3) El espacio D ‘+ p (D*„p ) de todas las distribuciones 
del espacio cuatridimensional (x,y,2¡,t' contenidas en 
el cono del futuro (cono del pasado)c

Es claro que cada uno de estos espacios es un subespacio 
de D' ya que toda combinación lineal de elementos del subes- 
pació pertenece al mismo subespacio; todos contienen la O ) 

también como vimos en el n_2 38 el producto do convolución de 
dos elementos de uno cualquiera de los subespacios está bien 
definido; falta probar que dicho producto pertenece tc.mbi/..: 
al subespacio. Para ello probaremos previamente el teoremas 

Teorema 6.- Si S y T son dos distribuciones v z v p 

las que está bien definido el producto de ccnro-• 
lución, si A v B son dos con,i untos que contienen 
a los soportes de S y de T, entonces el soporte 
de S*~T está contenido en la adherencia del con- 
.i unt o k + B a
El conjunto A+B está formado por todos los puntos de 

la forma ^ en donde A y Tjí B, Su adherencia
A+B está formada por los puntos de A+B y ^odos sus puntos 
limites. Por lo tanto es un conjunto cerrado,,

Para probar el teorema habrá que demostrar que si 
es una función cuyo soporte está contenido en el complemen­
tario abierto de A + B, < S*T, (O > x 0, Se tienesT

(31) (S-XrT^ip > = <S ( g)* T (~ ), f  ( £ + ' ^

El soporte de S ( % )  X T (^) está contenido en el



ducto A (^) X B ('r|), c-s decir el conjunto de los puntos 
en que ^ £ A  y 'T|£B; el soporte de ip + es el 

conjunto de los puntos (£',rv;''!) tales que ^  -¡»rn c, 5 por 
consiguiente no tiene ningún punto común con A ( ¿ ) X 33 (• i ¡ ; 
puesto que ^  £.A yTJÉí.B implican que t T) no pertenece a E - 
siendo vacía la intersección de los soportes de la distribu­
ción y de la función el valor de (3 1) es cero lo que prueba 
el teorema.

Del teorema se deduce fácilmente e l  c o ro la rio  que si^ue 

que prueba que los tros ejemplos dados son álgebras 00 co 

volucións
'■orolarios Si. la s  distribuciones S y T tienen se-

‘. r  r-

porte acotado , también es acótado el soporte de
S^T; si las distribuciones unidimens ionale s S y
T tienen sus soportes en 1as semirrectas x.^a (x5:a)
y x * b (z » b), S *cT tiene su soporte en la semi-
rrecta x > a + b (x^aíb); si las distribuciones
S y T tienen sus soportes en el cono del fururo
(pasado) S^T tiene su soporte en el mismo cono,.
Observación: Del teorema 6 se deduce que el soporte

producto de convolución está contenido en la adherencia dé­
la suma de los soportes pero puede no ser igual; por ejeiá-

's - ^ 5pío en el producto de convolución 0 ^ 1 ~ 0? O tiene co­
mo soporte el origen, la constante 1 tiene como soporte el 
espacio entero; la suma es el espacio entero y el soporte 
del producto de convolución es 'vacío.

Definición y,.- Fr. un álgebra de convoluc ión vina 
ecuación de convolución es una ecuación de la 
forma

(32) A *’■ X = E
en donde tanto el coeficiente A como el segundo miembro B, 
como la incógnita, tienen que pertenecer al álgebra de con­
volución dada.
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Las ecuaciones de convolución comprenden n.ono casos parti 
culares ecuaciones de gran importancia matemática.

Si el coeficiente es combinación lineal de derivadas de 
la (5 - D ó 5 obtenemos las ecuaciones en derivadas parcia­
les de coeficientes constantes.

Si suponemos que A es una función K(x), o la suma K(x)-vS 3X 
una función incógnita f(x) y el segundo miembro B una función 
conocida g(x) obtenemos las ecuaciones integrales

(33) { K (x - t) f (t) d t s g (x)
.J pn

(3*+) f (x) -f f  X (x - t) f (t) d t - g (x)

Si suponemos ahora que las funciones son de una varia­
ble y que sus soportes están contenidos en la semirrecta po­
sitiva, obtenemos la ecuación integral de Volterra con lími­
tes variables

fX(35) f (x) r \ K (x - t) f (t) d t Z g (x)
i^ o

Se tiene el siguiente teoremas
Teorema 7«- Dado_ un coeficiénte A para que la ecua­
ción ( 2̂) tenga una solución única, cualquiera que 
sea B. es necesario y suficiente que A tenga un in­
verso en el álgebra? es decir^ un elemento A~-*- tal 

r
que A x A~1 - 0_o
En efecto: si la solución existe siempre, existe cuando 

el segundo miembro es la r5 , luego existe el inverso.
Recíprocamente si existe el inverso, se ve que la solu­

ción de (32) es y es única pues de A-Kr X ~ A^Y, se 
obtiene convclucionando con A~^? X •- Y.

Observemos que el inverso de A no es otro cosa que la so­
lución elemental de la ecuación de convolución (segundo miem-

r
b*1 o ;()c)
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Un ejemplo de ecuación que no tiene solución elemental 
se obtiene en el álgebra E' cuando A es una función indefi­
nidamente derivable, pues por el teorema 3? A * X  será siempre 
una función indefinidamente derivable y por lo tanto no pue­
de ser la 6 .

La validez del teorema 7 exige que se consideren única­
mente las distribuciones del álgebra, lo que permite efectuar 
los productos de convolución y aplicar las propiedades aso­
ciativa y conmutativa. Si no se está en un álgebra el teo­
rema deja de ser cierto.

Por ejemplo en el espacio de tres dimensiones la ecua­
ción de Laplace se escribe ¿i 3  %  X Z B. La solución elemen­
tal de esta ecuación es (Capítulo III n2 18) (-^^r)*"^ + H 
siendo H una distribución armónica, es decir solución de la 
ecuación homogénea, cualquiera por consiguiente hay infini­
tos inversos de $  .

En el caso del álgebra de convolución cuando A no tenga 
inverso, la solución de (3 2) depende de cual sea el segundo 
miembro, en unos casos la ecuación no tendrá solución, en 
•tros tendrá solución única y en otros puede tener infinitas 
soluciones.

M+*- Deriv&clón de órden no entero.
Las distribuciones Ym (Capítulo III ns 16) pertenecen 

al álgebra D| . Su convolución con cualquier distribución 
de esta álgebra nos va a permitir definir las derivadas de 
órden complejo cualquiera de la distribución.

Definición 6.<~ La primitiva ImT y la derivada DmT 
de Una distribución T de soporte contehido en la 
semirrecta x-£ 0. se definen cualquiera que sea el 
número comple.io m por las fórmulas;

(36) ImT = Ym *T ; DmT ú T
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Vamos a probar primero que estas primitivas e integrales 
generalizadas coinciden con las ordinarias cuando m es un nú­
mero natural ?, > 0. Se tiene:

D  ̂ T s Y_f>*T - & ( V  * T - T (£)* v
lo que prueba la coincidencia con la derivación ordinaria. 

Aplicando la fórmula de derivación de los Ym se "tiene*

(37) \ I^t'; ~ ¡Vx-Tjn - Y0-XT - S*T - T d L .1 d x¿ {_ v J d x l  o

lo que prueba que I T es una primitiva de órden Y, de T.
Esta primitiva queda además caracterizada por ser la tínica 
que tiene su soporte contenido en la semirrecta x > 0. En 
efecto dos primitivas distintas difieren en un polinomio 
arbitrario de órden V, o Si las dos tienen su soporte en la 
semirrecta también tiene que tenorio el polinomio, pero el 
tínico polinomio que cuyo soporte no es la recta entera es el 
idénticamente nulo, luego ambas primitivas son idénticas.

Cuando T es una función f(x) este resultado puede pro­
barse directamente a partir de la fórmula (1). Así por ejem­
plo

fX Í X1̂- f (x) z \ f(t) Y (x-t) d t s [ f(t) d t
O Jo

Una fórmula fundamental de esta teoría es la siguiente

(3 8) iP = IP+ q T? o lo que es lo mismo

DP ! DqT̂ J ~ DP + 0. T

Como
IP [i^t] I -*(Yr*T) ~ (Y **Yn)*- L j i- h p q’P

la fórmula (3 8) quedará probada si probamos la fórmula

(39) Yp* Y q = Yp+<1
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Cuando p y q tiene su parte real £ 0, las distribuciones 
Yp e Yq son funciones y la fórmula (33) toma la forma

y esta fórmula es un resultado de la teoría clásica de las 
funciones eulerianasc

Tomemos ahora una función fija de prueba y fijemos el 
valor de q0 Las funciones do la variable compleja p

son funciones enteras o iguales en el semiplano parte real

queda ahora probada para cualquier valor de p y valores de q 
de parte real positiva, Repitiendo el mismo razonamiento para 

las funciones anteriores consideradas como funciones de q 
para un p fijo se prueba la fórmula (39) para todos los va­
lores de p y de q.

De acuerdo con lo establecido en el teorema si las dis­
tribuciones Tn tienen como límite, en D'+ , la distribución 
T, el límite de ImTn es

Resultados análogos pueden establecerse para el álgebra D 
También pueden obtenerse resultados de este tipo para 

el álgebra D^p reemplazando las distribuciones Ym por las 
Zm de Marcel Riesz; se define así para m complejo el lorent- 
ziano de órden m de una distribución mediante la fórmula

(ifO) ¡Jm T = Z„2m*T qUe cumPle Ü  m [ Q q T] T

CpmjBpnentes_ de Plemel.i a
Tomemos una distribución nn-M.irnensional T. Se denomi­

nen componentes de Plemel.i, a las distribuciones
I r- + r -(^1) T+ = T 0 T~ s T O

cuando tienen sentido los productos de convolución. Es cla-

de p ^ 0; luego son iguales *n todo el plano. La fórmula (39)
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(k2 ) 1+4 T ~ _ T* (S* - S ) ® = T
Si se tiene en cuenta la fórmula (31*-) del Capítulo III 

obtenemos como componentes de Plemelj de (3

,s (n) 1 1 S(n) (J I 1iS(n)^ .y__ 1 fi- v r» =■ "* — —k-„ n• -p-p r —
2 £*1 dxn V p x - 2 27C1 )

y analogamente

6(n) ~ _ 6 (R) i (~l)n ni -n f ( 1 >
r ? 'Tt -i p n+l

ro que se tienes

x

Si consideramos ahora distribuciones cuatridiennsionales 
del espacio (x,y,z,t) sus componentes de Plemelj se definen 
como las convoluciones con las distribuciones unidimensiona­
les t)" definidas en el espacio de la coordenada temporal t, 

Son interesantes las componentes de Plemelj de las dis­
tribuciones (Capítulo VI n£ 19) Dr y Da que nos dan las cua­
tro dimensiones D*, Dp, D* y D¿. En particular tiene interési
la distribucióñ Dc = Dp + Dá que es la denominada delta cau­
sal de Feyr.nan. (2)

(e) Un estudio algo más detallado de estas distribuciones 
puede verse en Gonzáles Dominguez (1).
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C A P I  T U L O VIII
y TRANSFORMADAS DE FOURIER.

^6C- Transformadas integrales.
La teoría de las transformaciones integrales, de gran im­

portancia en Matemáticas desde hace cerca de dos siglos, es 
un instrumento poderoso para resolver los problemas de contor­
no de las ecuaciones de la física.

La teoría de las transformaciones integrales queda inclui­
da como caso particular de la teoría de las aplicaciones li­
neales entre dos espacios vectoriales abstractos, que, en ' ' 
el caso de las transformaciones integrales, son espacios fun­
cionales; la aplicación es la que a una función f(x) de un 
cierto espacio hace corresponder otra función F(t) mediante 
la fórmula

Tenemos así la siguiente definición;
Definición 1.- Una transformación integral de nú­
cleo K(x,t) es una aplicación que hace correspon­
der a las funciones f(x) de un cierto espacio vec- 
torial de funciones, la función F(t) definida por (1), 
La existencia de la transformación depende de la conver 

gencia de la integral para los distintos valores de t.
Es inmediato que la transformación es lineal es decir 

que se tiene:

Las transformaciones más utilizadas para las funciones 
de una variable son las siguientes:

r

( 1 )

I a f(x)
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a) Transformadas de Fouriers 

í F [ f ( * ) ]  :: C ( X )  =  ̂ ■ - 2 r a <

C r I f (x) j r C ( Á. )
_ o»

b) Transformada de Lapaces

(3) F (p) r ■ e - p x f (x) d x

c) Transformada coseno de Fourier;

-i(*+) Cq_ (A.) - 2 \ eos (27T^,x) f (x) d x
■"o

d) Transformada UJseno de Fourier;

(5) (^) = 2 ( eos (2"7T/lx) f (x) d x
^ o

e) Transformada de Hankels

t 03(6) cbv-(^>) ” ( x’̂  ^ ( 2 ^  V? x) f (x) d xgv- Jo
en donde J es la función de Bessel de primera especie y 

órd en V-
f) Transformada de Mellin:

, (P
(7) M (S) 2 \ x S-1 f (x) d x

Nos ocuparemos únicamente de las dos primeras; estudia­
remos la de Fourier en éste capítulo y el estudio de la de 
Laplace será objeto del siguiente.

Extenderemos estas teorías a las distribuciones: esta 
extensión es de importancia fundamental pues con ella la 
teoría alcanza una generalidad y una armonía imposible de 
conseguir si no se sale del dominio de las funciones0

- 132



Definición y propiedades elementales de la trans­
formada de Fourier de una función.- 
Definición 2,- Dada una función de una variable 
real sumable en toda la recta su transformada de 
Fourier x)) es la función C ( A. ) definida
por la fórmula (2). Se defino también la transfor­
mada J L J íjüüL  cambiando en (2) el signo del espo- 
nente.
Es inmediato que, con la hipótesis que hemos hecho do 

sumabilidad de f(x)3 la transformada C ( ) está bien de/' -■ 
nida para todo valor de /{. ; como más adelante ampliar ene 
enormemente el campo de definición al extender la tranfor­
mada de Fourier a las distribuciones trabajaremos por el 
momento con la hipótesis de sumabilidad de f(x)« Se tiene; 

Teorema 1,- La transformada de Fourier es una fun­
ción C (/L) continua en todos los puntos, acotada 
y cumple con la condición lim C ( \ ) ~ 0

Demostraremos solamente la primera parte del teorema. 
Sea Ia continuidad quedará probada si proba­

mos que C ( A n) —> C (/t0). Las funciones e- 2 ^ i A n x f(x) 
convergen para n —> C£ hacia la e“¿ 1 ° f(x) y como su 
módulo es el de f(x) se puede aplicar el teorema de Lebes­
gue de paso al límite bajo el signo integral y se tiene:

, OS - S ̂   ̂ ." v
lim C ) = lim l e’"2^ J" ~ f(x) d x | e 2 f'x)d;

n-»c» Jn n n-*o» _) j
-cf> _ CM

= c ( X 0)

lo que prueba la continuidad\ para probar la acotación 
basta observar que s cualquiera que ser, /{, se tiene

(8) j c ( X_) ¡  ¿ \ ¡f (x)|d x <

Supongamos ahora que f(x) sea además derivable y que su



derivada f'(x) sea taribién sumable.- Entonces se tieiB

r 03 rx\ f'(t) d t ; lia \ f»(t) d t I lim f(x) 
o x-ncv J 0 x-í-Vc*

Análogamente se prueba que existe el límite d-.- f (x) par¿. 
x — » -c° 3 y como f(x) es sumable ambos límites tienen que 
ser cero. Teniendo esto en cuenta si en (2) integramos por 
partes se tiene

rCP ■'
\ e -27t i X x f (x) d x ~ --- -----\ e  ̂ f(x) d x

J~ct 2 - i X  ^

es decir si C (X) " [f(x)j,

Cx)J ~ 2Ttí\c (X)

Este proceso puede repetirse si f(x) admite derivadas 
todas sumables hasta el órden m y se tienes

Teorema 2; Si f(x) admite derivadas sumables has­
ta el órden m y si C(A ) es su transformada de Fou­
rier se tiene:

(9) ^  [f (m) (x)l = (2^i;\ )m C ( X )

Análogamente se obtiene para la transformada j*

(90 ^T|"f(m) (x).j „ (_2^i<)m ^  l̂ f (x)J

Sn lo sucesivo estableceremos únicamente las fórmulas 
para la transformada ; las análogas para la se obtie­
ne generalmente en forma inmediata cambiando - 2‘7Ti\en 
2 K l \  .

De (9) se deduce la importante acotación
j OO

(10) j C ( /L) \ --\ \ f (m) (x ) ¡ d x z ---To  ̂/v. ) i i \ J- V ̂  / \ ^ -A- «, .  ̂i m
I 27í Al D ^  ' i *-! “

que nos indica que, cuanto mayor sea el órden de las deriva­
das sumables que admite f(x), mayor es el decrecimiento ¿e
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C ( \ ) en el infinito.
Derivemos formalmente (2) respecto de \ « Tenemos;

(11) C' ( X ) : ]  e "2 n U z  (- 27Xi x) f (x) d x
- CP

Segán el teorema 18 del Capítulo I, la derivación es vá­
lida si el integrando de (11) es una función sumable, es de­
cir si es sumable la función xf(x). Reiterando m veces la de­
rivación, obtenemos;

Teorema 3.- Si xmf(x) es sumable, la transformada 
de Fourier C (A.) de f(x) es derivable hasta el 
órden m y se tiene;

(12) C'^) (A ) = <5 [(- 2-7TÍ x)m f (x)]

de la que se deduce la acotación
oo > _ ~ i m i ., „ i . x(13) I c(m) { X) \  < j I z n  x|m | f(x) | dCr

Vamos a obtener ahora las fórmulas de los cambios elemen­
tales de variable.

Se tiene:

¿j^f(K x)J =J e “2^ i^ x f(K x) d x = (poniendo K x = t)

= í ‘; ‘2*1 ^ * f(t) a 4 = Tin- c ( i - )
es decir

(lio 9" [f (K x)J a c (-I-)

y poniendo Z h

C V )  C ( h l ) : i -|h| ^  t » h
En particular

(15) c ( - X )  e ^ ’f ( - x)]
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por lo tanto si una función es par o .Impar lo mismo le suce­
de a su transformada de Fourier.

Se tiene;

/ , sCl\' , si ' í 00 -2Kílx  -2 7 t i \  K(16) xJf’|̂ i(x f K)J z \ e e f(x) d x “
-&>

_ e U ) j

(17) C í/l+h) "2T!i h x f (x)l

Otra fórmula que puede resultar de utilidad es

(18) ^^fftx)* = C e x -̂ f(x)^"d x =^rf(x)l
-CP L J

en donde con el signo designamos el complejo conjugado.
Observación; No existe uniformidad en la definición de 

la transformada de Fourier según los autores; algunos defi­
nen la transformada en forma ligeramente diferente de la que 
hemos adoptado. Todas las definiciones entran dentro de la 
fórmula general

/•CP
D(X) s _1— (e i x f(x) d x (Oí y h reales y ^  0)„ 

h ¿C P

Además de los valores h = IjCO = que hemos adop­
tado es también muy usual el tomar como valores

CO = íl, h = Virf; C0 = ±1, h = 1

La adaptación de las fórmulas en los diferentes casos 
se hace teniendo en cuenta la siguiente fórmula de cambio 
de variable,

D ( X )
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EJERCICIOS i
1) Probar las fórmulas

ÍTff fvll - __áJL. sen 2 K  j  a(19) J  |f (3C)¡ “
d i »  7r x

siendo f(x) " (- 2 7:1 x)m para !x|ía y cero en los detr.ás
puntos.

(20,̂ /! Y(x) es a ~ 7m“ '7r ¿ T ^ înT» entaro)

(21) Q f f e - e -TU.2

C T r  ?i ./'Tf* tt2 A 2(21>) Vi- | e “ K x2 j _ y *  e --- g-

£ F j e ~
(22)  V H  e - a i x ! a24-If Jt2^2

Indicaciones s en (19)-r (20) probar primero la fórrn 
para m = 0* En (21) hacer en la integral el cambio de v 

riable z = x «f i/i , y aplicar después el teorema de la i 
tegral de Cauchy al rectángulo de vótices (-a,a,¿! r i,\ * 

Hacer en todos lo: c?sos el estudio de la aplicación 
los teoremas 2 y 3 y de las cotaciones (10) y (1 3),

2) Probar las fórmulas

(2 3) H i  eos (2 7íx a) f (x) ~ -£L^±alíiL...( ̂  )
2

(2b) ^ f f s e n  ( 2 ^ x  a) f (x) - JLX'LrgLl-P. A 4 a)
2 1

r~y

3) Probar que sî  f es par "J? [f] s Cf [fl y que si f 
es impar ~ -^^Tfj

»“ El espacio S„
Vamos a tratar de extender la transformación de Four 

a las distribuciones y para ello vamos a ver lo que ocur.i 
con la teoría anterior cuando consideramos la función f(j 
como una distribución,



Es evidente que se cumple la primera condición necesaria 
para poder hacer la extensión: si se reemplaza la función f(x) 
por otra r ( x) igual a f(x) p0p0 la transformada de Fourier?
C (X) no se altera..

C (X ) es una función contigua, luego gs localmente su­
mable, (aun cuando pueda no ser sumable5 lo que es uno de los 
serios inconvenientes de la teoría clásica), podemos entonces 
considerarla como una distribución y se tiene:

«•V'S
f  ^  r <JÍ ,

< C ( X ) 5 \D (¿) > ~ i y ( X ) \ e 2 ^  1 x ̂  f (x) d x a \
l J 1 J

- rp - ca­

pero como ^)(x) e“ 2 7T i x ’A f (x) es sumable en f 1 espacioI
producto de las x por las \ , se puede invertir las in.to¿ r;;. - 
ciones y se tiene;

(C  ( i ), $ (  X  )V “ Vf(x) te " " “ 2í ^ d 2. í (x) * VjvV'vl
' I  J  - J ^  ' '  ‘ '

Esta relación sugiere la ión .is lo. transfoil.-.tU-.
de-Fourilor a las distribuciones por la relación

(25) < C(, fl , <p>=<T¿j: [ cpj>
— ♦ *

Para dar sentido a esta fórmula habrá que ver las pro­
piedades que tienen las funciones que son transformadas de
Fourier de una función )̂(x) del espacio D,

\

La existencia y la derivabilidad de la transformada de 
Fourier dependen de que las funciones e ~ r- L y
e - 2 ‘TL'i'ix (_2 7Cí x)Cp(x) sean sumables; para los valores 
reales de , úniccs que hasta ahora hemos considerado.; i . 
exponencial tiene módulo I y no influye para nad • en i. c • 
mabilidad pero si tomamos valores complejos de A -L, i Á , 
la exponencial̂ . tiene an término con exponento roa! y elle 
en general alterará las propiedades de su*iab.1.Iitfrtds y por 
ser el intervalo de integración infinito? per o si y* por te-
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nece a D la integración se hace sobre un intervalo finito y 
por lo tanto las funciones e ~ 'v 1 /v x ^(x) y 
e - 27C i X x (_ 27£i x)^(x) son sumables para los valores 
complejos de /(. <, La fórmula (2) define en este caso una fu: - 
ción C(X ) definida en todo el plano complejo y derivable 
él, es decir una función entera; se tiene enconces;

Teorema La transformada de Fourier de una lava­
ción *-P(x) de soporte acotado es una función C{A.) 
que se puede prolongar íl. campo complejo y dicha 
prolongación nos da una función entera e
La función entera C (X ) no puede ser nula en un segmen­

to del eje OX sin ser idénticamente nula; luego i
Corolario: La transformada de Fourier de una función 
de soporte acotado no ?s un- función de soporte aco­
tado, salvo que sea idénticamente nula. Más adelante 

veremos que la anulación de la transformada de f implica 
que f es nula p.p.

Por lo tanto, si para mantener la definición clásica de 
la transformada de una función, queremos definir la transfor 
mada de una distribución por la fórmula (26) tenemos que sa­
car de las funciones de prueba la restricción de ser de so­
porte acotado.

A primera vista podría pensarse en considerar las distri­
buciones del espacio E*, distribuciones de soporte acotado, 
que definimos en el Capítulo IV n® 25? pero acabamos do ver 
que si nos limitamos a las funciones de soporte compacto sus 
transformadas de Fourier no son ya de soporte compacto y no 
se podrá reiterar la transformación do Fourier,

La posibilidad de la extensión fue' conseguida por 
Schwartz, creando un nuevo espacio de prueba, el de las 
funciones indefinidamente derivables de decrecimlento_rápÍ- 
do en el infinito, en las que se reemplaza la condición de
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ser soporte acotado, es decir de ser nulas en un entorno del 
infinito, por la condición de que las funciones en el infinito 
sean infinitésimas de un órden mayor que cualquier infinito 
potencial. Precisando tenemos %

Definición Se denomina S al espaelo vectorial 
de las funciones complejas de variable real que 
son indefinidamente derivadles y tales que: se ten­
ga, cualesquieran que sean los números enteros 
 ̂y m mayores o iguales que cero,

(26) lim x^ ID (x) « 0
x ~>cP '

/ 2Un ejemplo de función del espacio S es la función e-x •
La estructura del espacio S se define en la forma siguientes 

Definición *+,- Una sucesión de funciones *>Pi(x) del 
espacio S se dice que converge hacia la función 
^P(x) del mismo espacio, si cualesquiera que sean 
los enteros > 0,1. y m, cada una de las sucesiones 
x^i(m) (x) convergen uniformemente sobre el eje 
real hacia la función xt i (x) 9
Si comparamos las definiciones. 3 y ^ con la dada en e] 

Capítulo IV (def. 3) para el espacio E de las funciones in­
finidamente derivables y con la definición del espacio D se 
ve que toda función de D lo es de S y toda de S lo es de E.
Por otra parte si es límite de las (.pj_ en D, también lo 
es en S, pues al estar todas contenidas en un compacto fijo 
la convergencia uniforme de las hacia ^  (m) implica ̂ * 
la convergencia uniforme de las x¿ hacia x̂ -
puesto que la potencia está acotada en el compacto fijo.
Es además inmediato que si las convergen hacia Cp en S
converge hacia tp en E*

Por lo tanto D es denso en S que a su vez es denso en 
E, entonces D es denso en S.
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De la definición 3 se deduce inmediatamente:
Teorema 5.- Si ^P(x) pertenece a S, la función 
P(x) (x), en donde P(x) es un polinomio perte­
nece también a S.
Antes que estudiar la transformación de Fourier en el es 

pació S observemos que las funciones x (m)(x) siendo contí 
nuas y con límite cero en el infinito son acotadas; son tam­
bién aumables puesto que siendo acotada xi^ 2 ̂ ^m (̂x) se ti
ne

• M
i*l2 * |X

es decir que para x->CP, x ? ^ m^(x) es un infinitésimo 
órden menor o igual que dos> luego es sumable.

Por lo tanto si lP (x) pertenece al espacio S la función
 ̂m r i) . , v • --i _ _ _  ...• (X)j 

pertenece a S por ser combinación lineal de potencias de x 
y de derivadas de .

Sea \^(X)la transformada de Fourier de una función ̂ (x) 
del espacio S; por ser sumable tlL (x) para cualquier valoj 
de es indefinidamente derivable; además por tener
^(x) derivadas sumables de cualquier órden podemos aplicar 
para valores cualesquiera de los índices de derivación y dé­
los exponentes de x las igualdades (9) y (12) y se tienes

(27) ~ y (m) ( X )  = 0 ^ - 2  n i  x)m <p(x)

( 2 ^ i ^ + 1Y (m)(l) = (-2 7CÍ x)m l£(x) I
d x

El segundo miembro es la transformada de Fourier J.e uní 
función del espacio S; luego es suir.able y se tiene:



por lo tanto la trasformada de Fourier de una funden del es­
pacio S es también del espacio S0

Tomemos una sucesión ^pr(x) que convergen en S hacia 0;f-** '
vamos a ver que las\yj'^r(x) “ Cn( X ) convergen en S hacia 0, 
Aplicando (27) y (27 ‘)

4 m)( X )  =^Tj7“ 7  (- 2 7 t i  x )m̂ n( x ) '  = ^ [ i > n ( x ) ' ]

| ^  | C¿H ) (-l ) | < j "I ¿Pn(x) !a *(2'vjv- j

Pero la convergencia de las (_pn en S implica la con.ver¿>,,\i- 
cia uniforme en toda la recta de las <ji>n hacia cero luego s.- 
puede pasar al límite bajo el signo integral y se tiene;

para n > n0 \ \ ¡ (1 ) 1 £

lo que de acuerdo con la definición b prueba lo afirmado. pfc
Resultados idénticos se obtienen para la transformación V— w .

Eodemos entonces enunciar el siguiente teorema;
Teorema 6.- Si la función Cp pertenece al espacio S, 
sus transformadas son también funciones
del espacio Sg si las (pr-, convergen hacia en S, 
sus transformadas convergen hacia las correspon- 
dientes transformadas de Ifi .
Las dos transformaciones^* aplican el espacio S

de las funciones ^(x) en el espacio S de las funciones /l ); 
esta aplicación conserva, por ser lineal, las operaciones 
vectoriales, y, según acabamos de ver, conserva los límites 
es decir la estructura; son por consiguiente operadores li­
neales continuos o Más adelante probaremos que la aplicacióa 
es biunívoca, por lo tanto los operadores serán isomorfismos 
y además veremos también que son inversos el uno del otro*
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Distribuciones temperadas.-
Definición 5.- Denominaremos distribuciones tem­
peradas a los elementos del espacio D 1 dual del S,
Las distribuciones temperadas son por lo tanto las fun­

cionales lineales y continuas definidas en el espacio S; 1- 
estructura será dada, como en todos los casos anteriores, 
por la convergencia puntual: lim. Tn = T en S' si para to­
da ^  de S se tiene lim. ( Tn, tp> r ( T, vp>.

Las distribuciones temperadas son un caso particular de 
las distribuciones. En efecto si I£S', como D está conteni­
do en S, (T, (jJ^está definida para toda ^  de Ds Además si 
lim. (|)n z 0 en D, se tiene lim )̂n : 0 en S luego 
lim<'T,^pn )z 0. Por otra parte si T es temporada el cono­
cimiento de { T,y para toda *V|T de D permite, por conti~ 
nuidad definir (’T,vp>para todo valor de S.

Un razonamiento análogo nos prueba que toda distribución 
de soporte compacto es temperada.

Vamos ahora a dar un ejemplo de una distribución no 
temperada; dicho ejemplo puede tomarse dentro de las funcio­
nes localmente suma bles. Sea f(x) vr-.a función localmente 
sumable positiva; para que f(x) no sea temperada es sufi­
ciente que exista una función ^p(x) positiva del espacio S 
tal que el producto de la-f y de la Cp no sea sumable.
En efecto sabemos que existe una sucesión de funciones (pj
de D cuyo límite en S es (p, y que podemos suponer además 
positivas; el producto escalar de la f por las Vpn de D, c-s

r<f,<|>n > = J f (x) ij)n (x) d x

Como las ^)n convergen puntualmente hacia la pode­
mos aplicar el teorema 17 del capítulo I y se tiene

lim <f, 0  > z 00 
n o5 »
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lo que prueba que es imposible definir el producto escalar

vemos que ex no es una distribución temperada„
Ejemplos de distribuciones temperadas £ Además del pri­

mer ejemplo de las distribuciones de soporte compacto tene­
mos los siguientes:

22 Las funciones sumables o de cuadrado sumable: En efec 
to si f(x) es sumable o de cuadrado sumable, poniendo

esta funcional lineal está definida para toda vp de S por
ser lO acotada y de cuadrado sumable0 Si las'0 (x) convergen

' » 0)haciavp(x) en S, convergen uniformemente en toda la recta y
se puede pasar al límite bajo el signo integral lo que ase­
gura la continuidad de la funcional.

3e Las funciones localmente sumables de crecimiento lert 
Se entiende por una función de crecimiento lento a la que 
en el infinito es de órden menor que algún infinito poten­
cial, es decir cuando existe un número natural k tal que en 
un entorno del infinito se cumpla la condición

En efecto en este caso (29) está definida para toda 
de S ya que ésta cumple con la condición

en un entorno del infinito, lo que asegura la sumabilidad 
de f(x )^p (x ).

Se puede también probar fácilmente la contir_ui.ded do 1; 
funcional. Hágase como EJERCICIO,

de f,^))ya que este valor debe ser el límite de (f, VDn>y 
ese límite no existe.

o /O
En particular si tomamos f(x) ex ytp(x) e~x

(29)
- CP

| f(x) | < A | x J ^ (A constante)



1+2 La derivada y el producto por x de una distribución 
temperada son también distribuciones temperadas.

Basta ver que T' y xT están definidas para toda f une jo." 
de D por las fórmulas

< T*,^(x)> r <T, -vp‘(x)> ; < x T,^(x)> = <T, x ^ U ) >

que se extienden por continuidad a las funciones S pues­
to que T es por hipótesis de S' y cp'(x) y x..íp(x} sen de St í
cuando lo es .

De acá se d duce que todo polinomio de una distribución 
temperada de derivación con coeficientes que sea polinomios 
en x es una distribución temperada.

En particular las pseudofunciones (Cap. III, n8 16) sien­
do derivadas de potencias de x, es decir de funciones de cre­
cimiento lento son distribuciones temperadas.

El estudio de las condiciones necesarias y suficientes 
para que una distribución sea temperada puede- verse en 
Schwartz (1) vol II, pag. 95»

50,- Transformada de Fourier de una distribución temperadau 
Definición 6.- Si T es una distribución temperada 
sus transformadas de Fourier quedan definidas por 
las relaciones;

(30) fj' ( f ) >

Eh virtud del teorema 6 estas relaciones definen fur.cio'-
nales lineales y continuas en el espacio S. Se obtiehe enton-

i

cer distribuciones temperadas. Además vimos en (26) que en el 
caso en que T sea una función la relación (30) coincide con 
la definición clásica.

l
Vamos ahora a generalizar para las distribuciones las 

fórmulas (9), (12), (lU-) y (16) que probamos para,las funcio­
nes. Se tiene:

-  -



Teorema 7.- Si T es una distribución temperada _s_o 
cumplen las siguientes relaciones;

( 3 D  J [ l (m)(x ) ]  = ( 2 'A i X ) m, <5 r [T (x)l

(32) í(-2 7T i x )m !( : ;)]  :: -SE-- i Tíx)jL d j.m

(33) ( F  [ T ^  x > ] = -y- "  ( ) ; v = ? [T (x)j

(3>t) [ X a  T (x)j e-2711-5 a 9" ÍT (:c)j

Para probar la primera si ^ (x) = 'Jf'' ^ ^ ) j se tiene: 

< C ^ [ V m)(x)] ,^(^)> = <Ttm)(x), J (x) > ~ <fT(x),(-l)m ̂ (m)(xn-.:

= <T(x), (-l)m íí[(-2?ril)m? <p(,l)>r.

( T(x) ] , (27{i /L)m vp(l)> = < (2 *i X )m 9T [TCx)^ ?^('0> 
Probemos ahora (32). Se tienes 

<J[(-2íti ¡)* T(i)),tf(*)>:(I(i), (-2*1 x)E ^ (x> > rj

= < k x ), (-d “7  ['f(m)a))>=<tK-(x'0 » ( - i ^ ' f ^  (!» =

= <-— í - ^ f n x ) } ,  <f a > >

Para probar (33) se tiene, teniendo en cuenta (8) del 
Capítulo VI: y vO

f T(k x)J,^(X)> =<T(k x), j e~27tl^ y (̂,i) dX):
-  C P

/
=  < T ( x ) ,  J  t p ( i )  ¿ X >  =

-  CP»

= <T(x), J  e“27ti^ x ip(kA) d = < T(x)sLJ' (  ̂  (k¿)J =
- o°

:< v(X),ip(kI)> = < v(X)5 1 k? ^)(kX)> = ^  <  v f ^ - V í  P  :1'



Finalmente probaremos (3̂ ) 

w [ t a I(x)],^(A)> S < \  T(x), ^(x)> tCT(x) ̂ (x + a)> :

= <Ttx),(J ( e - 2 ? t i X a  <|)(*)] > = < e-2 i * a ^ I(x) >

Naturalmente fórmulas análogas cambiando i en -i se obtie­
nen para la transformada ,

L&s transformadas de las distribiicionc-s de Plrac. son l .s 
siguientes; ,

(35) { T [ S ]  = 1 ^ F [ & )  = 1

En efecto
(p

£p(x) d x )z |lp(x) d x -(5"(S íX}J ,tpcx) >. ;<S (X); j e-27ri>-X

-CP
: ( 1, ^  (x) >

y lo mismo se preuba la segunda* Aplicando el teorema 7 se 
tiene

X f  [ S  (a) (x)] = (2rriX)H

G r
(36> J- [¿(a) (x)] = s-27TiX

Estas ffomulas se pueden también deducir del siguiente 
que generaliza el toerena bi 

Teorema 8.- La trasnforinada de Fourier de una dis­
tribución T de soporte acotado es una función de 
la variable A que se puede prolongar al campo com­
plejo y dicha prolongación nos da una función entera.
En efecto: siendo T de soporte compacto se puede apli­

car a la función e”^7Ci x^ y cualquiera que sea el valor 
real o complejo del parámetro \ . Se obtiene así una función 
V (X) del parámetro:

V (A) = ('T, e^TTÍ x X >
que, de acuerdo con lo dicho en el ne i*i, es indefinidamente
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/\
derivable; por ló tanto es una función entera.

Limitémosnos ahora a considerar los valores reales de X 
y seaV^cA) una función de D. Se tiene;

ĵ T(x)̂ j, = <T(x), J e -27Ci x^^(\) dA)-
:<T(x),<'lD(X), e -2íri x>>)z<I(x) >!<pd), e XA> =

2<<Pd) , ( « * ) ,  e -2*1 V ('X)> =

2 ( Vp(X) V (^) d \  = < V  {%), <^>0*)>*

*  00
Todos los pasos están rigurosamente justificados puesto 

que T(x) X (f(X) pertenece a E'(x,X) y e**27^  pertenece 
a ii(x, ¡Os f (A) pertenece a E* y n~\) pertenece a E; V (A) 
pertenece a D* y ) pertenece a D.

Las dos distribuciones ̂ *fT(x) J y V (X)coinciden en todos 
los puntos del espacio D y la primera es temperada, luego la 
segunda también lo es y coincide con la primera. Tenemos enton­
ces probado el teorema y obtenemos la fórmula

(37) = < t> e~2 n i ^ x >

de la transformada de Fourier de una distribución de soporte 
acotado.

51.- Fórmula de reciprocidad de la transformada de Fourier. 
Comenzaremos por probar la fórmula

(38) = 8
En efecto; sea 9~(i) = s (A), aplicando (3 1) se tiene;

0 [o] r 27Ci S (\)

Es decir se tiene  ̂ s(A) ± 0) pero esto implica (lema
2 del nc 31 j S (/() £ k$ : Apliquemos ios dos miembros de
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esta igualdad a e” ' ' y  obtenemos, teniendo en ojiort,-' ■; " ’

k = < k S ,  e - ^ 2 >=<sd), e-7r)'2> = <<J' [ i V = ' W,'l2>--

; < 1 , ^  ^>=<^1, e_7,;x>; ( e-Jtx J i : 1 S()¡'.
- <P

que es lo que queríamos probar; de manera análoga se obtie­
ne la demostración para •

La fórmula (3 8) se acostumbra a escribir en forma inco­
rrecta ,

’ O t-  / c P

1 2

f 4 ( r
\ e-* 27Ci x * d *  Z 2 eos (27Tx> ) d A = O (x)
-CP
Tomemos ahora una función ^(x) de S y sea í<>> “ J [iPíx 

y ^>(x) . Demos a x un valor a fijo pero arbitre
rio. Tenemos: 

'CP

^ > ( a ) r ^ e 2 7 i : i  J ^ ( X )  d ^ - J -2 7Ci} (x - a) {p U )  d :: ,

r2 cP
e -27?1^ t <p(t ir &) d t d )  z j r a i d ̂  “
p -CP

R r-—
: < i> ( T L  f  (t + a)] > = < ly  í1), f  (t + a)>

z < 5 (t), ^  (t t a) > = <P (a)

y como a es arbitrario se tiene para cualquier función (>0 

de S«
(39) íFíTcfiU (r[íTcf])--t
la segunda probándose de forma análoga a la primera.

Podemos ahora completar el enunciado del teorema 6 en la 
forma que indicamos al establecerlo. Las dos aplicaciones 

y ̂ jFdel espacio S de la x en el espacio S de la \  , son 
biunívocas puesto que dada una ) se tiene

tp ( X ) = 5 *" > siendo ^ ( x )  = (jP ^  ( X ) j

-  1 ^ 9  -



✓'N
y por otra parte de 9* c = se deduce

v ^ U )  - ^)2(X) [ < f = 0

es decir ^l(x) - ^2^x '̂
Hemos probado así que las aplicaciones son biunívocas 

y (39) nos prueba que son inversas, luego podemos enunciar 
el siguiente teorema que completa el 6:

Teorema 9»- Las transformaciones establecen
entre los espacios S de las variables x y ~A dos 
isomorfismos recíprocos.
Vamos ahora a extender el teorema 8 y la fórmula (39) al 

espacio S* de las distribuciones temperadas.
Ya hemos visto qjie ?[t(x)] es una aplicación lineal del 

espacio S* con la variable x, en el espacio S’ con la varia­
ble \ • Esta aplicación es además continua puesto que si 
T - iim Tn en S* se tiene

es decir = lim^'** ^ Tn^ . Por otra parte

^T(5’ (i), f >= < [ 9})>=<T> t >
y por lo tanto probamos la fórmula de reciprocidad,

(i*» 5 ” ( Í F ( i]]=i ¡ 5 ’( 5 ' ( t] ) = t

y podemos enunciar el __
Teorema 10.- Las transformaciones J" y Jf1 estable­
cen entre los espacios S* de las distribuciones 
temperadas en las variables z y X  dos isomorfismos 
recíprocos.
En particular si J( [ t] z 0, entonces T = 0; el conoci-

* miento de la transformada de Fourier de una distribución 
temperada T, caracteriza T.

La fórmula de reciprocidad (^0) tiene un papel esencial
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en la teoría de la transformación de Fouriere En la teoría 
clásica, la validez de la fórmula solo se puede establecer 
con condiciones generales restrictivas y aplicando métodos 
particulares para su extensión en diferentes casos»

Por ejemplo7 si partimos de una función sumable f(x) y 
definimos su transformada por la fórmula (2) en general la 
función C (A) no será sumable; para ello será necesario? pe­
ro desde luego no suficiente, que sea f(x) igual p.p.-a una 
función continua. En efecto si C(A) es sumable, la fórmula 
(*+0) establece la igualdad, en tanto que distribuciones3 es 
decir la igualdad p.p., de f(x) y de la función

(
f-L (x) ~ I 6 2 ríi^x C (\) dA

-
que es continua, Si f(x) fuese además continua sería igual 
en todos los puntos a fj(x) ya que dos funcionas continuas 
iguales p.p. son iguales en todos los puntos.

Cuando C(A) no es sumable se puede todavía en la teoría 
clásica dar sentido a la fórmula de reciprocidad definiendo 
la transformada de Fourier de una función no sumable por dis­
tintos métodos de cálculo; todos ellos quedan comprendidos 
dentro de la teoría de transformada de Fourier para distri­
buciones.

Como consecuencia de la fórmula de reciprocidad vamos 
a demostrar las recíprocas de las fórmulas (3 5) y (3 6)

(>+1) 5  [ ( - 2 a í  x )m] - d ( n )  ( X )

(te) í F [ ® 2 7 r t a x ] =  5  (A)

En efecto ^  ! $ (m) ( > )] - (~27Ti -v-'.m
(a)

‘ x;>'-L

$(m) (A) = f> [ ff j' 5 (”>) (A = 5  [(-2^1 X)»*l 

^ [ S ( a )  (í)] = s 2?ri a x 
S (a) ( h  -  $ [ 9  [¿(a) '>*> = [o 2771 “ x]

1 yl



12 - Comprobar, haciendo el cálculo de las integrales 
por residuos la reciprocidad en las fórmulas (20)
(21) y (22).

22 - Aplicando la fórmula de reciprocidad en (19) probar 
C sen k t d t ; i L  ( k > 0)
J o  * 2

52.- Fórmula sumatoria de Poisson.— --- -----------------------  C£
Consideremos la distribución S(x) r \ N(x). Esta¿-i u(.n;- tf5

distribución es temperada puesto que 

C>+3) <S (x), lp(x)>= §  Vp (n)
-

y esta serie es convergente por las condiciones de decrecí-- 
miento de la función (x) de S, las cuales aseguran tam­
bién la continuidad de la funcional definida por (1+3) en el
espacio S. Se tiene:

co

EJERCICIOS;

( W  b ( n) (x) - L j  S n (i )
' CP - cP

En efecto: sea

m rS m (x) : Y 2  5 n ^  -m

e-2* * n *C t r SmCx)J =
-m

y teniendo en cuenta la continuidad dé'la transformada de 
Fourier y la fórmula (1) del Capítulo IV

[ £  £>(n)<x ’] Sm (x)j = lim r Sm (x)] =

. cP
z Z * - Z a * ík z H f > p i h

- qP - *
Por lo tanto si ^(x) es una función del espacio S y

jf i h  es su transformada de Fourier se tiene:
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« P  C P

( W  T> 1 (n) S S  vf(n)
que es la denominada fórmula sumatoria de Poisson®

Aplicándola a la función e“^ ^ 2 se tiene la siguiente 
fórmula de importancia en varias teorías matemáticas y de f: 
sica teórica:

° °  / “ZT cP 7T 2

(W) y ^ e - 1  „2 = V J L  E  « - - r
t _ £P-O®

53-*~ Fórmala de Parseval-Plancherel.
;v.^a,r̂ (x) . una ̂ función del espacio S y ^ (A) si; transfor­

mada de;pFou£ier. Ambas funciones son evidentemente de cuadra
t . * t*/  ̂ £, ■ ■ ''j .■ í. : 7 i ■ ■ *■

'_,d©„sum̂ l%̂ n.-..(---̂ -QP--} °°) y la longitud de f  en ^  es:- 

1 í ;í L2 = i

X U U g i O U U  U . O  >i'  t S i J .  , u 2  c ''

f(x) f (x) d x
CcP

Aplicando lar fórmula (18..) yr'la de reciprocidad se tiene:
CP ,0o

| f {. ^ 2 - J f (x) J C(^)* o'“*2 ̂  dXd x

y como C(^ ) es de S, C(\ ) e“2^ i  x '̂ es sumable y se 
tiene

f) £ ® f c(A)^\f(x) e -2/ti x/* d x dA = j C(¿)*C(A) dXsjc 
1 ifp ■ ¿<P

es decir qüe se tiene la fórmula de Paráeval-Plancherel

^ 7 )  |f| l£ * | Üf | ^

Sea alicra una función f(x) perteneciente s. L2» pertene­
ce también a S*. Consideremos el sistema de las funciones

Ijfn ^  r e " ~f~ Hn(x)

en dónde lós Hn(xj sdn los polinomios de Hermite; es claro 
qüe las funciones *fn son dei espacio S. Sean Ĉ _. • *0^5 los 
coeficientes de Hermite Fourier de f(x) y sean CTm (x) las 
sumas parciales

m
£  C- Y n
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Las{¡“m pertenecen al espacio S y lo mismo ocurre con sus tr;, 
formadas de Fourier jj m (X). Las (pm convergen en L2(es decir 
en media cuadrática) hacia f. Por la fórmula ( 7̂)

i CTm i- p C m | j2 - l)fm + p “ ̂ m \ L2

y cómo L2 es completo y la sucesión tiene límite, la su­
cesión^ es también convergente en L2, sea C (̂ ) su límite 
es úna función de L2 que cumple la condición i C i L2 s¡ | f|L2 
Poi: otra parte las funciones f>(Tm ^ m y c son también de S :

La convergencia en L2 implica la convergencia en S?$ en 
efecto basta tomar una Vp de S, que es también de L2, y 
por continuidad del producto escalar en L2, se tiene:

< crm» y  > s <f» vp

Por lo tanto teniendo en cuenta la continuidad de la 
transformación de Fourier, se tiene

C(A) :  lia (FjVn  ^  ( li!B G V * ) ]  = f ( f ( x ) J

Hemos probado por lo tanto que: si f(x) es de L2, su 
transformada de Fourier es también de L2 y ambas tienen 
la misna longitud.

Debemos hacer notar que la transformada de Fourier de 
f(x), que henos probado que es una función, no siempre 
puede ser obtenida aplicando la fórmula (2), puesto que 
f(x) es de cuadrado sumable¿ pero no forzosamente sumable 
y entonces (2) puede no tener sentido. Los métodos clási­
cos de definición de la transformada de Fourier en estos 
casos quedan incluidos dentro de la teoría de transforma­
das de Fourier de distribuciones.

_  I 5lf  _



Podemos entonces enunciar, recordando que 39 denominan 
operadores unitarios a los que conservan la longitud5 

Teorema 11.- Bn el espacio las transformar.i/~nes 
de Fourier son operadores unitarics recíprocos,
Es sabido también que entonces sa conserva tanbiái: el 

producto escalar, es decir que se tiene si C(A) y D(^) son 
las transformadas de- Fourier de f (x) y g(x) ,

~

(^8) (f.g) 2 z f(xK g(x) d x = ÍC(A)DvA) d*. - (C. D) _ o

5*U - Transformación de Fcur.ler„ multiplicación y convolución,,
Una propiedad de gran importancia de la teoria de la tran­

sformación de Fourier es la de invertir mutuamente los pro­
ductos multiplicativo y de convolución.

Desde luego que previamente hay que estudiar en que ca­
sos dichos productos existen y son distribuciones tempera­
das cuando los factores sean ellos mismos distribuciones 
temperadas. El estudio completo de este problema y de sus 
relaciones con la transformación de Fourier puede hacerse 
en Schwartz (1) vol II, Cap» VII, '3 5 y 8C ac¿ nos vamos a 
limitar a dar un esbozo de la cuestión y a enunciar los prin­
cipales resultados.

Para el producto multiplicativo c¡K 0 T? es claro qus 
uno de los factores tiene que sor una función indefinida­
mente derivable, sea Cueste factor* Entonces para definir 
cf\ T por la condición (d\ T, ~^T,c^ -̂p) la función <j\ de­
be ser tal que multiplicada por.' una función cualquiera de 
S, el producto sea también una función de S0

Este resultado se consigue con las funciones d\ tales 
que ella y todas_ sus derivadas sean funcionas de crecimien­
to lento, es decir, según ya dijimos, deben ser todas ellas 
funciones que en el infinito crezcan menos rápidamente que 
una función potencial (El mimero .k no tiene por que
ser el mismo para cf\ Y sas derivadas) c
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Entonces, como os do decrecimiento rápido, la función 
(.p per ¿onece a S. También se ve fácilmente que si las |̂)r'n

de S tienden a cero en S, también en este espacio la sucesión 
d f  n tiende a cero.

Como toda combinación lineal de funciones de crecimiento 
lento es una función de crecimiento lento, el conjunto de to­
das estas funciones es un espacio vectorial que se denomina 
O24 (simbolismo de operadores de multiplicación). La estructu­
ra do Ôi se define de la forma siguiente: la sucesión (j\n 

converge hacia cero en 0]yj, si y solo si, cualesquiera que 
sean el número entero (mayor o igual que cero) p y la fun­
ción de S, la sucesión d\n"^vp converge hacia cero en S.

Pasemos ahora al producto de convolución,, Si S y T son 
distribuciones temperadas puede muy bien suceder que su pro­
ducto de convolución no exista (basta tomar la constante uno 
y ver que no existe el producto de convolución do esta cons­
tante consigo misma).

Consideremos ahora el espacio Oj/j y designemos con 0q 
el conjunto de las distribuciones que son transformadas de 
Fourier de una función de 0̂ , es decir S £, 0¿ si y solo si 
existe d  de 0^ tal que = S. Se prueba entonces: que 
0¿, puede definirse como el conjunto de las distribuciones 
cuyas traá&formadas de Fourier son funciones de 0^, que si 
T es temperada y S es de 0¿, el producto de convolución S#T 
es una distribución temperada y que se pueden intercambiar 
los productos multiplicativo y de convolución. Se puede en­
tonces probar el siguiente teoremas __

C""**Teorema 12.- Las transformaciones J* y >J estable­
cen entre los espacios 0j/¡ y 0¿ dos isomorfismos 
recíprocos e intercambian los productos multiplica­
tivos y de convolución.
Se tiene entonces las fórmulas:



ÍSi ^  £ 0^ y T£S', entonces: 
f— , v ^ 
i} í<̂ j€Oc jcK.TeS' y\f (¿,T) z \f  [<k]

Si S £ 0q y T£S* entonces
(  ̂ -̂7-  ̂ .

LvJ (s)coM 5 S*T€S' 7 \j¡ (s*t) - 7 ( ’s] . Jf (t)

Estas fórmalas subsisten para la transformación 
En particular: la fórmula (S'O) es válida cuando S es una 

distribución de soporte acotado.
La propiedad de intercambio de los productos convolutivo 

y de multiplicación puede ser cierta también con otras hipó­
tesis, pero las condiciones del teorema 12 son de aplicación 
en muchos de los casos que se presentan en las aplicaciones 5 
por otra parte la propiedad de 4  s o devJ [S] de ser una 
función de crecimiento lento es de comprobación fácil.

A título de Ejercicio, daremos la demostración de (50) 
en el caso muy simple de dos distribuciones de soporte com­
pacto. Se tiene:

vi (s *-t) =<S*T, g- 2 ^ í i 4) = <S (g), e-2^ig,\>.

(T (A^), e - 2 ^ i ^ X ^ = £p[sj . JF[t ]

EJECRICIO:
Utilizando las fórmulas (21’) y (22) demostrar las fór­

mulas
x2 _ x2

(51) ~ - = = r  e 2 fa2 ̂  1 e 2 (To2 - 
(T± V2 h  7 (T2 V2* 2

x2
1 _ _ ---- u

3.V2 7r(cr12 + crp2)
e 2( ̂ 2  + CT 2)

(52)  1---- * ----- _b---  - ... a .4  b

^(a2+x2) ^(b2 4. x2) 7T f (a f b)2 + x21J

157 -



55*- Aplicación de la trasnformación de Fourier a la aproxi­
mación de la 6 e
Vamos ahora a utilizar la transformada de Fourier para 

probar la fórmula de aproximación de la delta de Dirac» por 
núcleos de Dirichlet

1 sen a x
(53) 5 = lia _a ->cp A x
cuya demostración no resulta fácil por los métodos aplica­
dos en el n2 26. Tomemos una función del espacio D se tiene

<S(:0,<fU)> :<l,(T  (t)>-li® ( ' ^e-2,rl x^(x) d xl dA
J/_b - _cP

y como Cp (x) es de soporte acotado, poniendo a ~ 2ftb

J f ( &> ,
\ Uj z lim J (̂ )(x) j e”2^i xa d x -

—
CP
{.«,  ̂ sen 2^b x . ✓ 1 sen a x , x\ 

Z lim \V(x) -- — --------- a x “ lim <— ■ ---“ “ i y(x)>b-><í> JT 7Tx a-»ü> /s x »
-CP

10 que nos prueba (53)

56.- Transformadas de Fourier del valor principal y de las 
deltas de Keisenberg»
La función log | x \ es localmente Sumable y el límite

de -i— . log |x| es cero para x tendiendo a infinito, es
I xl

por lo tanto una distribución temperada, y lo mismo le su­
cede a su derivada v.p. 1/x.

Para determinar la transformada C(Á) de Fourier del 
valor principal partiremos de la fórmula

(v p -5-} v p 4-3 = 5" i 1 ) = $
de donde

--- i—  S * C(A) z S  ; C*(X) = - 27ViS
2^i
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y por lo tanto (teorema ^ del capítulo III)

C(A) ~ - 2*i Y(X) + k

Para determinar la constante observamos que el valor prin­
cipal es una distribución impar puesto que

(v pÍ1" ) »  f(*)> - (v p ^ , Vj)(-x)>= lim 1 i —
(#>  ̂ ^  °
J  “̂ =2L) d x = - lim ( d x + J Íísl d xlz -<v p | , vj> (x))
y por lo tanto según la fórmula (33) C(X) es también impar 
luego
- 2 7ti \ k : C(l) = - C(-l) r -k ; k = n  i

Obtenemos así la importante fórmula

(5*0 5* [v p ¿jz m  [i - 2 Y d)] - -TCi s g(A)

en donde S g(X) vale 1 para x> 0 y -1 para x(0,
Por procedimiento enteramente análogo se demuestra la 

fórmula
(55)(F [v p ij z 7Ci^ 2 Y(X) -i] = m  S g (X)

Las transformadas de Fourier de las partes finitas pueden 
verse en Gelfaud and Sapiro (1) y por derivación y aplican­
do la fórmula (3*+) del Capítulo III, se tiene:

(56) ̂ p  f (2^i*)^7Ci S g(X)

Si se convoluciona v.p. 1/x con ella misma, haciendo 
el cambio de convoli-'rv ón. or. nultiülicación se tiene

ct v p
X

■X* V p _Jk
X

- -7t2

y por lo tanto;

(57) v p -J- v p ~ ~  z - ̂  2 S
Jí. YX
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De acá se deduce aplicando la definición de las deltas de 
Heisenberg
(58) J  [S +) = y  A )  ÍF (S~] = i - y (X)

(59) g r ^ +] - 1 - y (X> £ P [ S ~ 3  = í(X)

y aplicando la fórmula de reciprocidad se obtiene

(60) (J" [  Y (A)] = b  vF - *  (X )]  = S *

(61) (Fjjf (A)} = S+ (FC1 " Y (̂ ] =5
Las fórmula (60) se suelen escribir en la forma matemati- 

samente incorrecta:

(61*) ^  = J e “2 7tiA x d A j ^  = f e " 2 A x ¿ \
- qP o

Estos resultados sobre la transformada de Fourier de las
deltas de Heisenberg nos muestran la razón de la posición ce 
los signos que en la definición aparecen algo contradictorios 
puesto que se denomina 5 a la que en su definición aparece 
un signo menos y viceversa. La razón de los signos es que la 
transformada de Fourier tiene como soporte la semirec-
ta positiva.

Se dá el nombre de espectro de una distribución temperada 
al soporte de su transformada de Fourier. Las fórmulas (58) 
expresan que los soportes de las & son respectivamente 
el semieje positivo y el semieje negativo.

De las fórmulas (58) se deducen también las r:* gruientes ? 
relativas a las componentes de Plemelj de una distribución 
(fórmulas (36J del Capítulo anterior)

(62)£F[Vj= Ytf^Js] *, = (1 - Y(\) ÍF [s]

Como aplicación vamos a determinar la transformada de Fou­
rier de log | x|; Si C(A) es dicha transformada se tiene
fF  (loS I x|j= C(X) *, 2 Ki A C(X) = J[v p =~j = 7C i s g(X)
(63) X C(A) 3 - s g A
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Una solución de la ecuación (6 3) es evidentemente

C° (X> =  - i -  p f  ( l l i )

7 por lo tanto (ne 3 D  la solución general de (6 3) se obtie­
ne sumando a CQ (\) el producto de la S por una constante ar­
bitraria. Se tiene

(6b) 5^ [l0§ I xt} = - P f ■V K S

siendo K una constante a determinar* Para determinarla ha­
gamos el producto escalar de los dos miembros de la igual­
dad anterior por la función de prueba del espacio S, e“ \ 2 . 

Se tiene
<65)<(F £log|xjJ, e” > = <-- 1- p f + k 6 , e " ̂  2 >

($£log|x|, e" ̂  2 > = < log|x| , V/fte ” * 2 x2 > =

= e “ 7t2 x2 log x d x : ( e-t t“i log^~~) d t =
o ■'o
/ CP 1 ¡p

r _ L  e- * log t d t - ’-iSgí' e_t d t
555? v *  J0

Las dos últimas integrales son coñuidas; pueden verse 
©n una buena tabla de integrales las fórmulas,

-P "k t~^ log t d t S 4 ^  1°S (*+ P 6^ ) para p > 0e
o ' P

eh donde ^ es la constante de Fuler. Se tiene entonces

(66) Q~[log|x|) e- ^ 2j z - (lóg 2 /T 4.

Por otra parte
V . cP

+ , e“ 2 > 3 - | p f J -jij- e" ̂ 2 á \ + k -

- CP
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La suma de las dos integrales del dltimo es conocida y va­
le ^ . Luego

. X 2 
i )

y de esta fórmula y de (66) se deduce

X . . .  *- log 2 7C

y por lo tanto se tiene la fórmula

(68) T[log U(] s JL p í1 “ (i°s 2 4- )j|)S
58*- La trasnformación de Fourier para varias variables.

La extensión de la teoría de la transformada de Fourier 
a las distribuciones enedimensionales se hace siguiendo nor­
mas completamente análogas a las que hemos desarrollados pa­
ra las de una dimensión; nos limitaremos a citar los resul­
tados .

Dada una función f(x); x s (x^,...xn), sumable, su tran­
sformada de Fourier es la función C(X)$A ~ ( )^1"'An^ 
finida por

(69) C e-27?i{Aj x> f (xj d x s \Jf \ f(x)l
w J-Rn

en donde d*)*X3_ X, i f I },n xn es el producto escalar
en el espacio enedimensional de los vectores x y X o C(A ) 
es continua y tiene límite cero cuando ¡X!  —  ̂\P

Cambiando el signo de la exponencial se define j f̂(x)|o 
Si f(x) s f1(x2_)..*»fn (x ), es claro que

c (X> ~ c1 (̂ -]).*..cn( \ n)
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En p a r t i c u l a r  p a r a  r  =  | x |  * ( x ^  ± x ^ )
1/2 y

P « |X| = (Al s® *

(70) 5 ' [ e - ,i'i'2] : e- KÁ
Se define el espacio funcional S de la misma forma que 

para una variable: sus funciones son indefinidamente deriva- 
bles y tales que

lim P (x) D <£> - 0
| x | + CP 1

cualesquiera que sean el polinomio P y el operador de deri­
vación D. La convergencia de las hacia 0 en S se define 
por la convergencia uniforme en el espacio P(x)D ̂  hacia 0.

Los teorema 6 y 9 se extienden a las funciones de varias 
variables. Las distribuciones temperadas son los elementos 
del espacio dual S' de S y la transformación de Fourier se 
define mediante la fórmula (29). Se tiene las siguientes 
fórmulas:

(7 1 )  ^ ( ^ í r ]  = 27^ $ ~ i < j

(7 2 ) Í F [ & ? ^ p2í  O ]

(73)

(7*+)

27T1 x k) TJ = _JL_ <3 * [

^  O  (kX)] = l Í F  ° l "k“ )

T\ 2 A 2
(75) ’ ,

(76) J  H ' T h  T)j= s - 2 * í < ^ ’)rí y‘ 0 ^

(7 7 ) [s] = ( T [ s ) = 1 0 )  =^Tj^i] = S

Se extienden también para las distribuciones enedimensiona- 
les la fórmula (^0} de reciprocidad y los teoremas 10,11 yl2.
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Otro resultado interesante, fácil de probar, es que la 
transformada de Fourier de un producto tensorial es el pro­
ducto tensorial de las transformadas de Fourier.

59*- Transformadas que depended solo de- la distancia.
Presenta interés particular el caso de la transformada 

de Fourier de una función que depende únicamente de la dis­
tancia de x al origen

1/2

Entonces la transformada de Fourier depende sólo de la 
distancia P. En efecto se tiene llamando 0  al ángulo de los 
lectores x y \ ,

(78) ( \ ) = f e-2^i r P eos Q ¿,(r) d x

Tomemos otro lector A* del mismo módulo y sea Q  el 
ángulo que forma con el vector x. Se tiene:

(79) C(A ) = ( e-S^i r P eos 0 ' J, (r) d x
JRn ¿

El paso de X a t  se puede hacer por una rotación en el 
espacio enedimensional, haciendo la rotación inversa en las 
variables de integración, r queda invariable, eos Q  se 
transforma en eos 0 y como el jacobiano es de módulo 1 se 
deduce la igualdad de (78) y (79) y por lo tanto que el va­
lor de C(^) depende únicamente del módulo P de X , es una 
función V[T(B), como queríamos probar.

Tomemos ahora el caso bidimensional. Se tiene;

R2

y tomando coordenadas polares y suponiendo que el ángulo 
de X con OX es cero (lo que siempre es posible puesto que
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2 n
e -2/ti r P eos

Tir solo depende del módulo) se tienes

d r
o

y teniendo en cuenta la conocida fórmula

'K
cos^ d 6  = j0 (X)

tenemos

= 27?
cP

Jo

x J0(27CrP)p(r) d r

Píb? cálculos de análoga índole, pero más complicados se 
puede generalizar la fórmula )82) y se obtiene para el caso 
de n dimensiones:

(81) ^f(P) r -----—  í r 9 J—Sr.2.,, (2^ r P) cp (r) d rP_nr2_ J 0 2
que nos expresa la transformada de Fourier mediante una trans­
formación de Hankel.

Por aplicación de la fórmula de reciprocidad se tiene:
,<P

(82)<̂ >(r) = \ P §■ (27tr P)^f (P) d P
^ o + C\2 o

Para nn3, como J-^/^2) sen z? se tiene

(&3 ) y(P) = —  f r sen (2?Tr P) (r) d r

Tomemos ahora (r) z, rm y obtenemos i
= ^  (  r m + ”2” J-ür2 (2Tir P)^>(r) d r
p. í^2 ,, J Q

En la teoría de las funciones de Bessel se demuestra la 
fórmula

i
. A  -1 r (./n£)p( l .  Í L p r  ) -1J^(k z) z ^ -1 d z = ---—
k'
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m 4- n 1
y reemplazando se tiene

n U
<T i rm ! - ____ ii2____ ____ p - (m + n)
U L J “ n n / m \

* 2 * » P  - 2  )

En esta fórmula para que rm y P ~m ~ n puedan ser consi­
deradas como distribuciones9 deben ser localmente sumables y 
por lo tanto deben ser ambos exponentes mayores que -n, es 
decir se debe tener - n { m < 0 o Para estos valores se tiene, 
poniendo delante de las potencias parte finita(lo que no alte­
ra nada) para una función fija \ ),i
^  p  ( m * n N

< j  [p f r » ]  , f  (*) = < L L f — P f (X)

Trm -25 \ 21

Pero los dos miembros son, cuando se fija X , funciones 
meromorfas de m(n2 18 del capítulo III)5 por lo tanto son 
iguales en todos los puntos que no son singulares es decir 
se tiene la siguiente fórmula

P  / m n) r>r i \ o f (8*0 y  jp .f  r® = ----- ¿ p  f (••— — )
L J n i + | p ( - | )  P + P > 0

para todos los valores de m distintos de -n -2h, en donde h 
es entero mayor o igual que cero.(Q)

Observación. Consideremos la fórmula (800 Si ¿>(r) es 
la constante 1, la fórmula carece de sentido; sin embargo 
como 9  ti] = 5  5 algunos autores escriben la fórmula (80) 
igualando la delta a la integral divergente y obtienen lo 
que se suele denominar expresión polar de la ó , fórmula no 
correcta matemáticamente, ______
(85) 5(x,y) = 27x1 P J (r/rr P) d P; r = Vx2 4- y2

</d
que se transforma en la denominada expresión polar de la.A-
(2) Los valores de las transformadas para los valores excep­

cionales pueden verse en Schwartz (1) vol II pag„ 11-+

>
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unidimens ional
( 8 6 )

o
por la aplicación de la fórmula (lH-) del capítulo VI.

60.- Transformación de Fourier para las distribuciones no
temperadas.
La aplicación de la teoría de distribuciones a la trans­

formación de Sourier ha representado un inmenso progreso con 
respecto a los métodos clásicos; en particular ese progreso 
ha tenido una enorme repercusión en la teoría de ecuaciones 
en derivadas parciales; en esta teoría la aplicación de la 
transformada de Fourier es de gran importancia; pero en mu­
chos casos es inaplicable por tener que aplicarse a funciones 
que no tenían una función como transformada de Fourier; la 
consideración de las distribuciones permitió ampliar enorme­
mente la aplicación del método y puso de manifiesto analo­
gías que anteriormente habían pasado desapercibidas,

Sin embargo quedaban fuera del alcance de la teoría los 
casos en que debía de aplicarse la transformada de Fourier 
a funciones no temperadas, como la exponenciales. Se plantea­
ba así el problema de generalizar la teoría de la transforma­
ción de Fourier de modo que comprendiese a la teoría de Schv/iírtz 
y tuviese un campo de aplicación más amplio que permitiese, 
en particular, suprimir las restricciones sobre el comporta­
miento en el infinito.

Vamos ahora a indicar someramente una de las soluciones 
dadas a este problema, la dada en la memoria Gllfani y 
Silow (1). *

La idea esencial de la nueva teoría es la extensión 
del dominio de las funciones de prueba utilizando fundones 
de una o de varias variables complejas. Para ello se intro­
ducen al lado de los espacios D y S de Schwartz otros nuevos 
espacios que vamos a definir:
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12 - Espacio Kp; formado por las funciones de 3 que cum­
plen la siguiente condición:

(8 7) | ip (O (x) | ^ A e - ® j x| ^

en donde las constantes A y B dependen sólo del número q 
y de la función . Se supone siempre p > 1.

La estructura del espacio queda definida por la siguien­
te condición: la sucesión ipn converge hacia cero en K si, 
para todo q se cumplen las siguientes condiciones:

a) ^  n converge hacia cero uniformemente en toda 
la recta.

b ) La c ojtió.ic x ) s tí oumple o o ¿ o s  o ons t  d 2*1 tos  .A. y ¿-j 

fi.ja cualquiera que sea n , es decir que se tienes

en donde las constantes A y B dependen únicamente 
del número q.

La convergencia de las (pn en Kp implica la convergencia
de las en S.

2) Espacio Zp (p> 1)5 formado por las funciones enteras 
enteras, V|)(z) = ̂ )(x + iy) tales que 1̂3 (x) pertenece a S y 
cualquiera que sea el polinomio P, P(z)^)(z) es, para cada y 
fijo, una función de x de cuadrado sumable en (- &  j tp ) y 
se cumple además la condición:

<*+ i 7 2 BjyjP
(88) J |P(x + i y).iP(x + i y) I d x < A e

«. o» + i y

en donde las constantes A y B dependen del polinomio P y 
de la función .

La estructura de este espacio se define por la regla 
siguiente: una sucesión (̂ n de funciones converge hacia cero 
en Zp si se cumple las siguientes condiciones:
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a) En cada dominio acotado la sucesión )̂n(z) converge 
uniformemente hacia cero

b) Cualesquieran que sena P(z) y el valor fijo de y se 
tiene

0* + i y
lim J | P(x + y)^n (x U  y) |2 d x : 0
n °̂?d> + i y

c) la condición (88) se cumple con dos constantes A y B 
independientes de n . es decir se tiene

cP-t• i y
l P(x + i y). *j)n (x V i y) j 2 d x £ 4 eBl y l P 

-<P + i y

en donde la.s constantes A y B sólo dependen del polinomio,
Los autores consideran además otros espacios de los que 

no nos vamos a ocupar.
Definidos estos espacios hay que estudiar la transforma­

ción de Fourier en los mismos. Se parte de la fórmula de la 
transformada de Fourier para funciones >̂(x) y supondremos 
primeramente que x es real. La transformada de Fourier

 ̂ ^ ) = (e ” x A f(x) d x
- CÉ>

es una función C( \ ) y siempre que la integral sea convergen­
te pue£e definirse para valores complejos de X •

Así por ejemplo nosotros vimos (teorema 8) que si (x) 
es de D,C(A) es prolongable a todo el campo complejo. Se pue­
de probar además que pertenece a Zj_) es decir que se tiene;

(89) Si ip<x) e D, 0*fl^(x)^ = C(X ) £  ZX

y también que
(90) Si C(X) Z]_3 existe £ D tal que C( X ) = 5^].

En su trabajo Gelfand y Silov prueban los siguientes
resultados: si f e  Kp, su transformádmele Fourier C( X ) queda 
definida en todo el plano complejo y es una función de Zn

* '

(con 1/p + 1/q a 1) y reciprocamente si C ( \ ) es de Zqcon qitl
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es la transformada de Fourier de una función de Kp. Es decir 
se tienen las fórmulas siguientes;
191) S i f £ K p ,  [<pH Zq (1/p + 1/q a 1)
(92) Si C( ̂  ) £ Zq, existe (x) 4  Kp tal <Iue C( A ) a*

Por aplicación de la fórmula de reciprocidad se tienen
las siguientes fórmulas recíprocás de las (89) y (91)»
(89') Si zi, ÍF (f) C D
(91*) Si f  € Z q (q f 1), e Kp (l/p + l/q = 1)

Los espacios Kp y Zp tienen como espacios duales los es­
pacios de distribuciones Kp1 y Zjp* : estos espacios son por 
consiguiente los de las funcionales lineales y continuas de­
finidas en Kp y Zp; la estructura se define como en todos los 
demás espacios de distribuciones; lim Tn a I si para cada 
del espacio de las funciones de prueba, lim.

Un Resultado importante que hay que destacar es que en 
los espacios Zp, como sus elementos son funciones de variable 
complexa se puede definir la distribución de Dirac S  (a) Eür 

ra valores complejos de a.
Dada ahára una distribución T de un¿> cualquiera de los 

cuatro espacios D, Iíp, Z]_ y Zp (p> 1) se puede definir su 
transformada de Fourier que será una distribución respecti­
vamente de los espacios Z^, Zq, D y Kq (l/p + l/q = 1) por 
la fórmula

(93) < ÍF(t) , 9  > = <1,5" (<p) >

Las propiedades de esta transformación de Fourier son las 
mismas que en la teoría de las distribuciones temperadas.

En particular la fórmula $93) nos permite obtener la
transformada de Fourier de cualquier distribución de PT es

i
decir de cualquier distribución en el sentido de Schwartz.
Estas transformadas serán distribuciones deíL espacio Zi y 
pueden r<$rser entonces distribuciones en el sentido de Schvartz. 
En particular podemos obtener las transformadas de Fourier de
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cualquier función localmente sumable.
Como ejemplo vamos a obtener las transformadas de Fourier 

de las exponenciales ecx y eaxZ« para cualquier valor real
o comple.io de c y para a real y mayor que cero.

Tomemos en el espacio Z]_ la distribución 6(a)’ en donde 
a puede ser comple.io cualquiera; su transformada de Fourier 
será una distribución de D1. Vamos a calcularlas para ^6.0,

/ ( ?  
\ i 3<£>(a) J e 2n± X^ ^ x) d x>

z le 2 i a x
- op

poniendo 2 i a : C

CX

(9*0 ¿(a) i a s ---

Se puedé probar que la relación
i <P

(95) <T, <P(X)> = - i ¿ *  f e a 2  Cp(Á) d)\
-itf> '

en donde tp(A ) es una función del espacio Z\ define una dis­
tribución de Zj_» Se tiene para ^  £ D

< J  [T],‘f>(x)> = - i\ / -£ - J  e *
-i CP

ÍCP ^2 rP

2 TTi x^e
'-CP

x) d x á\ z

oP
= - iV ,a x£ a)ll

—i CP **
d x

y haciendo el cambio de variable 
tiene í

< T [ T ] » f < * »  = J

a

CP r /
e a x2(0(x)l JrCt d 11 d
(P L - <*> J
= <e a x25 <f U) >

o°
d x ;z eax C^(x)dx

- CP
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7 por lo tanto __
e a x2 s ^  | t 1

(96) 0  a x2] = I

es decir que la transformada de Fourier de

e a x2 (a > o)

es la distribución T de Z-J_ definida por la relación (95)
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C A P I T U L O  IX
TRANSFORMADAS DE LAPS.ACE

61.- Transformada de Laplace de ana función.-
Definición 1.- Se denomina transformada de La pla­
ce { f(t) de una función f(t) de variable real 
t, localmente sumable, a la función de variable 
compleja F(s) definida por la relación:

(1) tk *̂ f(t)'̂  é F(s) = j e“sfe f(t) d t
El dominio de definición de la función F(s) es el de los 

valores de s que hacen convergente la integral. Sólo consi­
deraremos la convergencia absoluta, es decir la sumabilidad 
en el sentido de Lebesgue (2). Si ponemos S = 
el módulo del integrando es e~ , luego la suma-
bilidad depende solo de la parte real de s. Caben tres casos

a) e” \f(t)^es sumable en (0,+ C°) para todo valor 
de %  (por ejemplo cuando f(t) = e“t )? F(s) está defi­
nida para todo valor de s.
b) e~ ̂ t (f(t)l no es sumable en (0, + CP) para ningún va­
lor de ^  . F(s) no está definida para ningún valor

2de s.(Por ejemplo cuando f(t) = e^ .
c) e“ ^f(t)|es sumable para algunos valores de T y 
no lo es para otros; por ejemplo si f(t) ■ 1, es suma- 
ble para ^)0 y no lo es para ^ ~ 0.
En este él timo caso 1a. sumabilidad para un valor £ 0 

implica la sumabilidad para todo valor de ^ mayor que 
puesto que

| í(t)|e“ S t - ) f (t)f e~ f ot ^  é|f(t) ( e“ ̂ ot
y se vé además que la convergencia de la integral es unifcr-

(Q)Recordemos que existen integrales impropias en el senti­
do de Riemann que no son absolutamente convergentes y que 
por lo tanto no son sumables en el sentido de Lebesgue.
No nos ocuparemos del estudio de la transformada de La- 
place en estos casos.
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me respecto a , es decir uniforme en R(s)> ^ 0. Por lo tanto 
existe un número real a tal que para ^  > a la integral (1 ) 
es convergente y no lo es para ^<a. Tenemos entonces el si­
guiente teoremas

Teorema 1.- Dada una función localmente sumable 
f(t) exipte siempre un número real a (que puede 
ser -f o -tP), que se denomina la abscisa de su- 
iiabilidad de la transformada de Laplace de f(t), 
ta& que para R(s)>a., la integral (1) es absolu­
tamente convergente p: no lo es para R(s)< a,
Por lo tanto dada una función localmente sumable o su 

transformada de Laplace nó existe, o está definida en un se- 
mifilano R(s)> a, o está definida en todo el plano» En este 
último caso están evidentemente las funciones localmente sil- 
mables de soporte acotado.

El dominio de existencia de 1a. transformada de Laplace 
de f(t) es el mismo que el de tmf(t), cualquiera que sea el 
número positivo m. En efecto sea 5 >a y tomemos tal qúe 
a< £ 0 (  ̂  ; para t / t0 , es tm ~ e ~ y por lo tanto

I tm f (t) ¡ e" <\f (t) I e~ %ot

y como el segundo miembro es sumable en (0 ,cP), también lo 
es el primero. Si ^(a, para t¿£,

| tm f(t) I e ~ % t > Jf(t)l e~ '^t

y como el segundo miembro áo es sumable en (0 .C2) tarmoco 
lo es el segundo*

De acá se deduce que, en el dominio de definición de 
F(s), está permitido derivar bajo el signo integral en (1) 
y por lo tanto:

(2) F(Í; (S) a | f(t) (-t)m e" S t d t
' ^ oPodemos por lo tanto enunciar el siguiente teorema:
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Teorema 2.- La transformada de La place de unafun-
clón f(t) es ana función holomorfa en el semipla- 
no de definición y sus derivadas sucesivas satis- 
facen a la relación;

( 3 )

siendo además idénticos los dominios de definición 
de las transformadas de f(t) y de tmf(t).

62.- Transformada de Laplace de una distribución.
Vamos a estudiar la extensión de la transformada de Laplr.- 

ce átflas distribuciones unidimensionales (2).
Observemos primero que si f(t) y g(t) son iguales como 

distribuciones, es decir iguales p.p., tienen la misma 
transformada de Laplace.

Observemos también que en la definición de la transfor­
mada de Laplace sólo influyen los valores positivos de t, 
luego podemos siempre suponer que todas las funciones a las 
que se aplica la transformada de Laplace tienen su soporte 
eh. la semirecta x ¿ Oí

Es importante insistir sobre este aspecto; en general 
los autores de trabajos y tablas de transformadas de Lapla­
ce admiten implícitamente la nulidad para t < 0 y escriben, 
por ejemplo

Esto puede dar lugar a confusaiones en particular 
cuando haya que derivar la función en el sentido de las 
distribuciones, en cuyo caso, la presencia de la función

Te) El estudio para las enedimensionalés puede verse en 
SCHWARTZ (3)

óuando lo que cbrresporídería escribir es
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Y(t) de Heaviside es esencial.
Consideraremos únicamente en este capítulo distribucio­

nes de . Utilizando un razonemiento análogo al empleado 
en el capítulo IV (teorema. 7) puede probarse:

12 Existen funciones (t) indefinidamente derivables, 
de soporte acotado a. la izquierda e iguales a uno en 
la semirecta t >0. Designaremos con P el conjunto de 
estas funciones.
22 Para toda *\|T de D se tiene

ĉ ) < t, > = < t, y, cp >

siempre que uno de los dos miembros tenga sentido.
Un resultado análogo puede hacerse para n variables.

Si T tiene su soporte en tj_>0, existen funciones iñdefi- 
nidamente derivables, de soporte contenido en tj_>aj_ e igua­
les a la unidad en tj_>0, cumpliéndose además la condición (*+).

Tomemos una distribución T; supongamos que exista un 
ndmero real ^  tal que sea una distribución tempe­
rada, Tomemos un valor complejo s tal que R(s)>a. La dis­
tribución e~st.T se obtienen multiplicando la distribución 
e” ̂ t#j qae es temperada y de soporte cont&Mdc en t>0, 
por la función e~ (s_ que es de decrecimiento rápi-

c 4*do en t CP , luego e .T es temperada.
Inversaréite supongamos ahora que'̂ e- . T no es tempe­

rada. Si ^  el resultado anterior nos dice que 
no es t&mperada y lo mismo vale oara e_st.T si R(s) (  ^  , 
pues la exponencial imaginaria no influye en este resultado. 

Podemos por lo tanto enunciar el teorema siguiente:
Teorema 3.- Dada una distribución T de DÍ exis- 
te un numero real a (que puede ser + CP o - cP )—■-"T1 ........... ... ' 1.... ...... ■■ ■ >■ - ........—-

tal que para R(s) >a, la distribución e-s^.T es 
temperada y no lo es para R(s) < a.
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Si T es ana función f(t), de soporte contenido en t>0, 
el námero real a definido por el teorema, anterior es la ab­
scisa de sumabilidad de su transformada de Laplace. En efe.' 
to:

Si R(s) >a, e~s^f(t) es sumable, luego es temperada.
Si R(s)<a, consideremos la f unción "\jf(t )e“Clfo en don­
de es una función de P y R(s)<'^0<' a. Esta función es 
del espacio S. Si e~stf(t) fuese temperada tendría que te­
ner sentido su producto escalar por esta función, el cual
debería expresarse per la integral 

/ cP &

J e~stf (t)y(t) e"(fo~s)t d t = í f(t) e"fot d t
~ Q

y esta inte -ral es divergente.
Podemos entonces generalizar el concepto de abscisa de 

convergencia con la siguiente definición:
Definición 2.- El numero real definido ñor el teo-
rema 3 se denomina la abscisa de sumabilidad de
la transformada de Laplace de T y el semiplano
R(s)>a el dominio de definición de la transfor-
mada de Laplace de T.
Nos queda ahora definir la transformada de Laplace en 

dicho dominio. Observemos que la fórmula (1) puede escribir­
se en la forma

(5) d\ -^f(t)^ = < f(t), e~st >

y esto nos sugiere como definición de la transformada de 
Laplace de una distribución la fórmula

(6) d  { T } = < T, e”st >

pero es claro que hay que precisar el sentido de esta fór$¿* 
muía.

Empecemos por un caso particular. Si T es de soporte 
compacto, e"st.f es siempre temperada luego el dominio de
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definición de su transformada de Laplace es el plano entero 
y dicha transformad&éviene definida directamente por la for- 
mala (6), que tiene siempre sentido en este caso.

Pasemos ahora al caso de ana distribución T tal que no 
sea la abscisa de samabilidad a. Tomemos un valor de s 
tal que R(s) > a y un ^ 0 tal que a < ¿R(s), y sea AÍT una 
función de P.

La función *\|T (t) e ^ o  es del espacio S y la distri­
bución e~5o^.T es temperada; puede siempre definirse el 
producto escalar de la distribución por una función y se 
pone por definición:

(7) (  T, e“st> = e~ Jo^.T, TjT (t) e(^o-s)t

es cM.ro que el valor de (7) es independiente de la elec­
ción de Y" dentro de P. También es independiente del valor 
de ^o» en ^ecto: sean y ̂ 2 tales que a (  ̂ i  /
Se tiene:

/ e- 1 * *  e-fa* T/||f(t)

e~st e 2t > = < e" fs* T) y  (t) e(íg2~s)t >

Es claro que esta definición de (6) coincide con el pro­
ducto escalar de T por eks-t:, cuando T es de soporte acotado, 

Tenemos entonces la siguiente definición:
Definición 3*-* Sea T una distribución de D-l .
Su transformada de Laplace cjjT,} está definida, 
para todo valor s del dominio de definición por 
la fórmula (6) con el sentido que acabamos de darle. 
Puede probarse que se tiene el siguiente teorema genera­

lización 5e^¿ít§orema 2. (no daremos la demostración).
Teorema f̂.- La transformada de Laplace de una dis­
tribución T de Di es una función holomorfa en el
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semiplano de definición y sus derivadas sucesivas
satisfacen a la relación:

(8) dy -[(-t)m t} = F(m)(s) .

siendo además idénticos los dominios de definición 
de las transformadas de T y de tmT.

Observemos bien que la transformada de Laplace hace co­
rresponder a una distribución una función holomorfa, a di­
ferencia de las transformadas de Fourier que son aplicacio­
nes entre espacios de distribuciones. La transformación de 
Laplace es evidentemente lineal y el dominio de definición 
de la transformada de Laplace de kT•+hS es el menor de los 
dos dominios de definición de S y T.

Propiedades de la transformada de Laglace.
Sea T una distribución, F(s) su transformada de Laplace 

y h un ndmero real mayor que cero. Consideremos las distri­
buciones T(h t) y 'tSnT. Es claro que ambas pertenecen .a D \ . 
Sus transformadas de Laplace vienen definidas por las fór­
mulas
(9) cS{T(ht)} i: -i- F(-g-)

(10)

En efecto:

£ T(h t )^ - (e" <50 .̂ T(h t) ,ljf (t) e ( ̂  o~s ̂

d^T(h t)j. = (e- T(h t),yct) e^h s >

y aplicando la fórmula (8) del capítulo VI
s V

y como (t/h) es de P queda probada (9).



Con un razonamiento análogo se prueba la fórmula (10),.
So* inmediatas las fórmulas;

cu) { 5 } =  i

(1 2) o( { & (m)} = Sm

(13) d, { 6  (a)} = e_Sa

Tomemos ahora dos distribuciones S y T. Sabemos que su oí?*,-- 
producto de convolución existe siempre y es una distribución 
de . Sean a y b las respectivas abscisas de sumabilidad 
y sea mayor que ambas. Se tiene;

°líS3 ^ { T }  = < e- S(x)’ e(<f°"S)X>-< e"5>y.S(y),

^ 2  W  e^ ̂ o~S 2 < e" fox,s(x ) % e” . $ (y ) ,*\|T1(x )«^>(y)

e(<g0-s)x e(^o”s)y>

El soporte de S(x) J( T(y) está contenido en el cuadrante 
(x¿0; y> 0) en dicho cuadrante es igual a uno la función 
"\jfl. Por lo tanto en la fórmula anterior se puede reem­
plazarse Tjfl(x ) ̂ ( y )  por + y) f siendo'\^T de P, puesto
que esta función de dos variables es igual a uno en el semi­
pleno x + y£ 0 que contiene al cuadrante; se tiene entonces;

(Ji{s}.^{T}=(e-?ox.sAe-|°5r.T, f  (* + y) e(|o-s)(*+y>>
= \(e" §°t.S)*- (e“ ^otDjTjRt) e($°"s)t >

y aplicando la fórmula (6) del capítulo VII, tenemos

4 ^ S ^ . c\ £ t }=  e" ̂ ot(S^T),YCt) e(íf°"s)t> 
es decir

dy tA-[s}* <*, í T}
y por lo tanto se tiene el siguiente te'araaa:



Teorema 5.-» Ls transformada de Laplace del produc­
to de convolación S-^T de dos distribuciones es 
igual al producto multiplicativo de las transfor­
madas de S y T.
De acá se deduce:

Al aplicar esta fórmula hay que tener siempre cuidado do 
derivar en el sentido de las distribuciones y no olvidar la 
existencia de la función de Heaviside Y(t) que muchas veces 
no suele ponerse explícitamente en las fórmulas. Con esta 
precaución pueden resumirse en la simple fórmula (1^) los 
distintos casos que se consideran al estudiar la derivacioji 
en la teoría clásica.

La fórmula (1^) es también útil para resolver ecuaciones 
de convolución en el álgebra D'+ , reduciéndolas a ecuaciones 
algebráicas.

Aplicando la transformación de Laplace a la ecuación 
A-XX = B, tenemos dy ¿ « c\ -fB £ > lo 011:18 Permite
calcular xs  como cociente; despues hay que determinar la 
distribución cuya transformada de Laplace es ese cociente,, 
es el problema de inversión de la transformada que estudia­
remos más adelante.

La fórmula (1*+) puede generalizarse para las derivacio­
nes de orden no entero, de acuerdo con la definición dada en 
el n2 En particular para les primitivas de orden entero
se tiene:

d\-[T(m )} { ¿ H t} - c ^ ó (m) j,d\

es decir que se obtiene la importante fórmula



(15) <*. (im t]- = -5—  Á  {t}

Al aplicar (15) no hay que olvidar que de acuerdo con lo qut 
que dijimos en el nQ *+3 ImT está determinada unívocamente por 
la condición de tener su soporte contenido en el semieje po­
sitivo .

En particular si T es una función f(t) se tiene las fór­
mulas
(16) -i.

(t ^ y(t) l d x j f(y) d yj-
o o

&+»- Ejemplos de transformada de Laplace.
Vamos a dar algunos ejemplos simples de cálculos de 

transformadas de Laplace que servirían además para ver los 
métodos más icpoífeantes que se usan en dichos cálculos.
En la práctica se htilizan las tablas para la determinación 
de las transformadas de funciones.

Las transformadas de Y(t) t̂ ' para R(d*) > 0

(18) ^Y(t) Para R(s) ^ 0

que vamos a probar para c\ real. Haciendo el cambio de varia­
ble st = u se tiene

^  -̂ Y(t) t*}$ j" t^ e~st d t = í e”u —  =
0 o

cP
= ^ T T  ] U* e-u d u = - ” ” 1- r

S )Q o
Para <j\ complejo se hace el mismo cambio de variable y 

se calcula la integral en el campo complejo.
Sea ahora T una distribución de soporte en el semieje 

positivo y h su abscisa de sumabilidad. De las definiciones
2 y 3 se deduce que la abscisa de sumabilidad de e ^ 1  es

c o m a  p r o b a r e m o s  e n s e g u i d a ,  l / s m. L u e g o  s e  t i e n e :

f "i dy {f(t )J- = r\ -^Y(t)  ̂ f(x) d xj
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(19) ^ tT} *= f(S- Á ) siendo F(S) = 

de (18) y (1 9) se deduce
i

(20) di -^Y(t) e ^  -°ara R(s)^ R( ̂  ) 

y en particular se tiene

(21) '|*Y(t) e X ti = — L_™. para r(s)> r ( X )
L J S -A

y de (21) se deduce descomponiendo sen X t y cosAt en expo­
nenciales
(22) ci -í sen ^ t"V » ~T~'i—  Parn R(S) > 0

S¿- M 2

h*+- ̂  y que se tiene:

(23 ) h^cos X t j  = para R(S)). 0

Derivemos respecto de C\ la fórmula (18) escrita en la
/ CPi  orina

S* o

y se tiene
CP1 d P* (<f -r 1) , r\d *V 1) i _ f .¿.c* L -st n ,

Í T *  — + T t r r  lo§ -b- - j ^  lo§ t e  d t

r (H-n)
s*+1

— 1—  d 1 Ĉ -t'l)  ̂]_og _1_ 
P(<̂ fl) d d, S

= d\^Y(t ).bt̂  log t^-

■ - y

Una fórmula conocida de la teoría de la función gamma es

1 ,. d P  (d + 1 ) 

n c ^ + D  a<* J ^ = 0
i

en donde ^ es la constante de Euler: Haciendo S\ ^ 0 y 

reemplazando

(21+) ^  ^Y(t). log t^ = - Í-tÍ£^_3

Aplicando ahora la fórmula (l1!-) y las (29) ? (3 0) del 
capítulo III se tienes
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(25)

p,f* >o ^  } z “ s (log s +

(26) -[p.f. ( ~ 2“ )t y 0 \ * S (log s + ^ - 1)
t- ^

y aplicando sucesivamente la regla de derivación pueden ob- 
tenerse las transformadas de Laolace de p.f. (l/tn)̂. y Q pa­
ra n entero positivo.

La fórmula (26) puede escribirse en la forma

(2?) - s(log s + p   ̂e" fot e ^ S “s)t>

/ e ”* t s = p.f. í -- ----- d t
o

y haciendo s =1, se tiene la fórmula
/CP _ t v

(28) p.f. I -----d t : * |
J0 t

Análogamente se obtiene la fórmula

- t(29) P.f. í --- d t : | - 1
o

Consideremos ahora una sucesióh creciente de números v 

reales \ /  . ,  . ^ con lim \ nc CP y forme­
mos la distribución

cT = U  cn ( Xn>
1

Su transformada de Laplace es

(30) ^  ^YJ-s 2  Cn e- s

que es la expresión general de una serie de Dirichlet.
Yernos por lo tanto que toda serie de Dirichlet es una trans­
formada de Laplace.
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!

(3 1 ) d^Y(t) (sen k t - k t eos k t) = 2 J2

(3 2) */Y(t) - -% -k tl- = are ctg ̂ t J k

(33) d\ ÍY(t) ( -£££-£_ d x
/ o x

(3>0 dy -fut) Si— ■-} = iog - M - i -t j s + a

65•- Transformadas de funciones de Bessel.
La función J0(t) satisface a la ecuación

(35) Y(t) 11 j " (t) + ¿r¿(t) + t j0(t)J - o 

y sea
f(s) = c{ ^Y(t). J0(t)^

Se tiene entonces 

s f(s) = |S,J0(t)^f dy = . +

d^Y(t) j¿ (t)]~ = 1 +^£y(t). j¿ ct)}

(36) c ^ Y C t )  J¿ (t)^= s f (s) - 1

S2 f (s) - s = J¿ (t)} +d{.;Y(t) J» (t)J-

B1 primes sumando es nulo, luego

(37) *^|Y(t) J» (t)}• = S2 f (s) _ s 

y aplicando (3 )

- C\-^Y(t)tJJ (t)]f = 2 s f(s) i S2 f«(s) - 1

E J E R C I C I O  ; P r o b a r  l a s  f ó r m u l a s ’

> ■
- 1 4.——  are cte s
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y reemplazando en (35)
- 2 s f(s) - s2 f»(s) + 1 + s f(s) - 1 - f*(s) = 0

- f‘(s) (1 + s2) = s f(s)
Cf(s) = (l+s2)l/2

Para determinar C, en la relación
,CP

= f(s) = j Jo(t) e_”  a *

hagamos s s 0 y se tiene

C ; J0(t) d t s 1
O

y por lo tanto tenemos la fórmala

(38) d^{Y(t) Jott)} = (1 + s2) " _1_
2

Si aplicamos ahora la fórmala (ü) se tiene:

— , - i {!> Jo(t)} * ^  “i Y(t) j° (t)*y * +\jl + s2

Y(t) 

(39) jx(t)>= 1 - - y = = ^ 5

La fórmala (20) nos da
1 C f A  ^ + 1

-ÍY(t) e Lt tV  T~ ---i----}= (— i----  j
P  ( « /  *  I V  V s  -  i  /

i x c r a Y T 2

P ^ V *  iy \ a - i

T 'v/r  T  “i i 1 / 1  \ V T ^^ ^ y ( «  i. W - í - ^
r < v + | )

y aplicando el toerema 5 se tiene

r(« I)
o
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y j. 1El cambio de Variable u z t — x— nos da2

4  ( l ) 2T ° - itx -Y'+s/ l  O '  I  I W  V. ' J  Xk  I * m  t Q

u v + u 2V  ̂ A i  j Vi+s
2

Pero ana fórmala conocida de las funciones de Bessel es

(t \V' A  1

Jv (t) = -------  I e-1 t x(i_x2)Y - 2 a x

V - r M )  u

y reemplazando en la fórmula anteá&Dr obtenemos

(«foj { « o  t* Ct)} = p  ^  ^  (j-i-2-)

Hagamos ahora tender V  hacia -1/2 y admitiendo que se puede 
pueden invertir los algoritmos de límite y de transformada 
de Laplace obtenemos

áy /lim , ^ Y (1)^ Jy ct ))• Z 1 = di { (SI
L ^ - |  p (y + | >  2 3 L J

y por la unicidad de las transformadas de Laplace, que vamos 
a demostrar enseguida, obtenemos la fórmula de aproximación 
de la delta de Dirac,

0+1) lim Y(t) --- — ----—  (-t-)V jv (t) = &
y->~¿ r  (V+|) 2

EJERCICIOS:
12- Comprobar la fórmula (38) formando la serie de las 

transformadas de Laplace del desarrollo en serie de poten­
cias de t de J (t).

22- Probar la fórmula 
(*+2) ^  J[l(t) --- + 5 \  - \/l i~s2

32- Probar la fórmula (̂ +1) directamente utilizando el 
teorema 13 del Capítulo IV.
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66,~ Casos sencillos de antitransforma&4g¿u~
Dada una función f(s) de la variable compleja s, se plan­

tea el problema de saber si es la transformada de Laplace de 
una distribución y, en caso afirmativo, determinar dicha dis­
tribución.

Antes de abordar el estudio general de este problema va­
mos a resolverlo en algunos sencillos utilizando los resulta­
dos obtenidos hasta ahora.

Dada una función racional de s las fórmulas (12),(21),
(22) y (23) nos permiten calcular la antitransformada df*(s)}* 
es decir la distribución T tal que = f(s), sin más
que descomponer f(s) en fracciones simples.

Por ejemplo:

Consideremos otro ejemplo de otra clase. Sea

f(s) 2 \/l + s2

DescoinponemoS f(s) en la forma 
s2 1

\/l i s2 V i  V  S2

y apliquemos la fórmula (38)

«* = Y(t)- Jo(t>

(Y(t).J0(t)}‘ = S. J0(t) + Y(t)J¿(t) = ¿ + Y(t)J¿(t)

* (Y(t)J0(t))"= 6' + b J¿(t) + Y(t) J» (t).

£ J¿(t) = J¿(0) S = o
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luego
( 4 3 ) d\ -1  { \ / i  +  =  5 ' +  Y ( t >  [ j 0 c t )  +  j'¿ ( t ) " ]

EJERCICIOS:
1.- Probar la fórmula

(44) J0(u) <J0(U “ t) d ü - sen ^
o

2.- Probar las fórmulas

3.- Resolver la ecuación integral 
,t

y(t) r a t + sen (t - u) y(u) d u :
'o

4.- Probar que en el álgebra de convolución D_*. las in­
versas de Y(t) eos t y de Y(t) J0(t) son respectivamente

El problema de inversión de la transformada de Laplace 
consiste en la determinación de las condiciones que debe cum­
plir una función F(s) de la variable compleja s, holomorfa 
en un semiplano, para ser la transformada de Laplace de una 
distribución y en la obtención de las fórmulas que permitan 
determinar una distribución cuando se conoce su transformada 
de Laolace.

Comenzaremos por considerar una función f(t) que admita

5.- Calcular usando transformadas de Laolace

( S"+ a2 $ ) *  YCt) 2£2_S_Í.a
y comprobar el resultado por cálculo directo/

67.- Inversión de la transformada de Laplace de una función.
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ana transformada de Laplace F(s); si fijamos la parte real 
^ de s ¡r ^ + i Y| se tienes

r i &  »*= * I e~ e~1Y\’t d t
' o

Tomemos ana variable auxiliar? ~ 2 ^  ̂ ; como f(t) tie­
ne su soporte en el semieje positivo se tiene: (para %  fijo 
y mayor que la afeaeisa de samabilidad de f(t)

(45) F(^+ 2 * i \ )  s (Cf(t) e ~ % " e-2^i,Vt d t z f  íf(t) e~
/
, rf

Es decir que cuando se fija la parte real y se considera 
F(s) como función solo de 1c parte imaginaria, entonces F es 
la transformada de Fourier de f(t) e" es decir que:
Ir transformadáódede Laplace puede considerarse como una fa- 
■ lilla de transformadas de Fourier,

Si c*, -¿í* (t)}" es nula, entonces, fijado un^,^pjf(t) e~ 
es nula y por el teorema 10 del Caoítulo VIII, f(t) e " ^ ,  es 

nula como distribución y como e~ no es nula se deduce que 
f(t) es’nula p.p.

Podemos por consiguiente enunciar el teorema de unicidad 
de la transformada de Laplaces

Teorema 6.- Si las dos funciones f(t) y g(t) tie­
nen la misma transformada de Kaplace son iguales p.p.
De (45) y de la fórmula de inversión de la transformada 

de Fourier se deduce

f(t) e" &  = e '¿1XL ̂ tF¡ £ + 2^i X] á\
J  * -  -* s/'*'-

y por el cambio de variable 2 A - V\ f
i r9

f(t) e~ = ™ ~ -  j e f + i Y P  d V\
-

I
.46) f(t) = -i- / e i'Y]) t F(£-f i^j) d 7]

2 1* 5 ’ 1

y por el cambio de variable + í Y\z s?
icP

(47) f(t) ~ — -—  F(s) e s t d s
2 ^  x ) i &
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Por lo tanto las fórmulas (*+6) o (*+7) nos permiten calcular 
ftna función f(t) cuando se conoce su transformada de Laplace.

Ejemplo: vamos a comprobar la fórmula (18) para ^ = 1; 
la fórmula (*+6) nos dá, tomando ^  - 1;

La teoría de residuos nos dice que si t > 0, la integral 
es el producto por 2 ^  i de los residuos en el semiolano su­
perior; el único punto singular es el punto 1, luego se tiene,

f(t) = i e^ Rj¡_ = i e^ (- i t e ) r t

Si t{ 0 hay que tomar el semiplano inferior; como en él 

no hay puntos singulares se tiene f(t) z 0; obtenemos final­
mente f(t) z Y(t) t de acuerdo con 1a. fórmula (18).

La aplicación de la fórmula (̂ -6) en el ejemplo es legí­
tima porque sabíamos previamente que l/s2 era la transforma­
da de Laplace de una función; para poder aplicarla a una fun­
ción F(s) dada hay que resolver el problema siguiente: Que 
condiciones tiene que cumplir una función F(s) para ser 
transformada de Laplace de una función? Para resolver este 
problema vamos a demostra el toerema áiguiente:

Teorema 7.- Si F(s) es una función de la variable 
compleja holomorfa en un semiplano R(s)^a>0 
y que en dicho semiplano cumple la condición

entonces F(s) es la transformada de Laplace de 
una función f(t) que queda definida por la fór­
mulas (*+6) o (**7).
Es claro que si F(s) es la transformada de Laplace de una 

cierta función f(t), esta función tiene que quedar definida 
mediante las fórmulas (*+6) o (̂ -7).

Para probar el teorema consideraremos la integral de

I F(s)} < K ¡s| "2
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la formula (*f7) tomando para ^  un valor mayor que a, y de­
mostraremos:

a) la integral es convergente.,
b) es independiente del valor de ^  .
Estas dos propiedades nos permiten definir correctamen­

te f(t).
Probaremos despues:
c) f(t) es nula para valores negativos de t.
d) F(s) es la transformada de Laplace de f(t).
La convergencia de la integral (*+7) se prueba observan­

do que

|f(s) e = t \ í- ¡rr
§2 O 2

y por lo tanto la función es sumable en T| desde - oP a cP , 
luego la integral converge y probamos a)

Vamos a nrobar b). Para ello tomemos dos valores 
fi y de % y supongamos por ejemplo por G^
teorema de Cauchy se tiene

/< - 0

sierido C el contorno del rectángulo de vértices
- i h 5 - i h <g2 + 1 h 5 % 1 + 1 h 

cualquiera que sea h, luego

,%1 + i* (%2 + 105
- 1 z lim

^  - ic9 t% 2 - i*5

4 i h

S2  + 1 h

fi

u

i h 

i h

Por otra parte
(% 1  4 i h s 

F(s) es t d t

«2 •f i h
-

y analogamente se ve que es cero el límite de la segunda
integral, luego podemos escribir
■ %i 4 id* s ( % 2 + iep s

F ( s ) e s t d t  = | F ( s ) e S t d t  
%1 ~ ' f 2 - io®
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De la fórmala (^6) se deduce

l f(t)|< —  í -- ---- - d rj M e % t

2 ^  ¿ C P  a

en donde M es una constante y esta acotación vale para to­
do a; luego, si t ¿ 0.

I f(t)| C lim M e % t = 0
* % •> (P

es decir f(t) z 0 para t^O; hemos probado c).
Por otra parte

I f (t) | < lim M e ^  = M e  a t  
% CL

y para *£ > a:
| f(t) e - < M e

luego f(t) e “ 5  ̂ es sumable y como
CP

f(t) e " % t z —  J e  L^ t F(§* iV)) dOO r 
D - CP ___

2 7f i \ t p(^ + 2 ̂  i /\ ) d X ” 9" Ĵ F(̂ s + 2^1 X )]ríe
-  CP

Ke puede aplicar la fórmula de reciprocidad de la transfor­
mada de Fourier para funciones y se tiene

F(^4 2?TiX) = y(e “ % t f(t)1 = 2 ^ i A  ̂  f(t) d t
- <P

^4 i^)) I I e lVl ^  f(t) d t

- <P
r 03

F(
-CP

pero como f(t) tiene su soporte en el semieje positivo

/ ̂F(s) : e _ s tf(-t)dt 
>o

con lo que queda probado d) y por lo tanto el teorema. 
EJERCICIO:

Partiendo de la transformada de Laplace, calcular la 
transformada de Fourier de la función Y(x)J0(x) e“̂ x 
(k real y 0 )

Solución jjL t (k 4- 2 ^ i Á ) -  1/2
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68*- Inversión de la transformada de Laplace para distribuciones. 
Se puede demostrar, no lo haremos, que si T es una distri­

bución que admite una transformada de Laplace, entonces T es. 
la derivada de un cierto órden de una función f(t) que admi­
te una transformada de Laplace, T = f(m) .

Fijado ^ en el semiplano de sumabilidad de la transfor­
mada de Laplace de f(t), la fórmula (*+5) nos dice que f(t)e" ^  
tiene una transformada de Fourier C(^ ). Derivemos respecto 
de t, aplicando la fórmula (31) del Capítulo VIII y se tiene;

y repitiendo la operación m veces, se tiene

J  [f^m)(t) e “ (i?+27TiÁ)m C(A)
*

Si aplicamos ahora 0+5) se tiene:

5"[ T e “ ft] = + 2^1 X)m F(^t 21* i X )
\

siendo F(s) z ^ f (t)][- , luégo si (s) td^T^- , sabemos que 

4>(§+ i'V = (f + i-T|)m F ( ^  2 V])

+ 2 tvíX) = (f + 27\iÁ)m F(£ + 2tti7\) 

y finalmente se obtiene la generalización de la fórmula (*+5)

(*+9) (%Jr 27Ti>) - íT[e “ ft T*J

que nos prueba que también en el caso de las distribuciones 
la transformada de Laplace puede considerarse como una fa­
milia de transformadas de Fourier. De acá se deduce, como 
en el caso de la funciones, el teorema:
Teorema 8.- Dos distribuciones que tienen la misma y 

transformad&páe Laolace son idénticas.
Vamos ahora a generalizar el teorema 7 para distribucio-
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nes y obtendremos así en forma precisa la condición para que ñ 
ana función sea una transformada de Laplace.

Teorema 9»- Para que una función de variable comple­
ja F(s) sea::la transformada de Laplace de una dis- 
tribución de D!v es necesario y suficiente que en 
un semiplano R(s) ^a^ 0< sea holomorfa y satisfa­
ga a la condición:

(50) | F(s) ¡ s tí (k y n constantes)

La condición es necesario.; en efecto si F(s) es la trans­
formada de Laplace de T, existe una función f, tal que f^m =̂ T 
y que tiene una transformada de Laplace F0(s); sea c un nú­
mero real mayor que la abscisa de sumabilidad de F0; para 
R(s) c se tiene

/CP i (P
( F0(s)|^l|f(t)| e*4 d tí I f (t) e" c  ̂d t z k 

*0 "o
y por lo tanto

| F(s)¡ |f0(3). s“>|< k | s| “

lo que prueba la necesidad de la condición. Es tambipen sufi­
ciente puesto que de (50) se deduce

!__Fjs )_| / „  k_
I gn r 2 i ¿  |S! Z

y por el teorema 7 existe f(t) tal que

y derivando n | 2 veces en el sentido de las distribuciones

F(s) = c*"1 -(f $n * 25 (t)>

lo que praeba el teorema 9.
Como ejemplo de aplicación supongamos que queremos cal­

cular -f s 4  para m entero y positivo,, La fórmula de
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reciprocidad aplicada a s'*2 nos da como vimos en el número 
anterior

f s~2^ - t, Y(t) 

y derivando m 4- 2 veces

^-1 / 3-I} k Y(t) = Y(t)

a  "”j~ f i\~ - fS

«;-! {**} r
de acuerdo con la fórmula (12¿

69*- Transformada de Laplace de ana función periódica.
Sea f(t) s Y(t) g(t)} siendo g(t) ana función periódica 

de periodo a. Calculemos su trasnformada de Laplace

, T , A (&*, . „ 4, /(n+l)a= f g(t) j g(t) e- s t a t
Jo n*jO ^n a

Haciendo el cambio de variable a ~ t - na y teniendo en
cuenta la periodicidad se tiene

_ <<' / a ¿a cP
d -íf (t) V s f~', ' omS (D r n a)' g(u) d u e~sa G(a)d á; e’
' L J — ) i ‘o o 'O o

y por lo tanto se deduce la fórmala

(51) QL -ffít)]-"---------\ e~s t g(t ) d t'l i 1 - e“a s J 0

Es interesante ver que da la fórmala de inversión apli­
cada a la función (51) Tomemos a “ 2 7t . La fórmala de in­
versión nos da

<«■*■! qp 2 ̂
e“ s  ̂g(t) d t c

y o
2 'A j. 1 „„ e-2^3

' itP
Sabemos qae para t < o ?f(t) ; o0 Para t>0 la teoría de 

residuos nos dice qae c-sta integral es igual a la suma de 
los residuos en los puntos ingalares del semipleno R(s)>j£, 
es decir en los puntos s z ni* Los residuos son
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l i n t
2

F i n t g(t) d t

luego para t)o, se tiene

(52) f(t) = C . ei n t  . Cn r
-CP

g(t) e“lnt d

2

es decir que la fórmala de inversión nos da el producto de 
Y(t) por el desarrollo en serie de Foarier de g(t)„

EJEMPLO^ Sea g(t) de periodo 2° e igual a 1 en o<t<c y 
a - 1 en c < t ( 2c„ Apliquemos (5 1) se tiene

2 c
g(t) e“st a t :  j e~st dt - \ e-st dt = —

2 c

J,

_x
s 1 -e-se

*1

:]
(1,-e - e s ;
a;-:.■

2
’)

- e ~c s) _ 1 2_ o s
s (1 - e~2 c s)

Puede tambióm llegarse a este resultado observando que
CP

f*(t) - 5  + 2 T Z  (-Dn 6 Cn c)
1

i S

cyo
Ü
1

1 + 2 (-l)n e- n e s"¡ :

1
S 1 -

2 e - e s 1 1 e“ e s ,  e s---- “ ¿ t h — —e s  s ?

Ejercicio i Calcular la transformada de Laplace de la fun» 
ción jsen tj y comprobar el resaltado aplicando la formula 
de reciprocidad,

70o - Aplicación a _la_s__ecnaciones diferenciales.
La teoría de las transformadas de Fourier y Laplace es 

de gran importancia para las ecuaciones diferenciales tanto 
ordinarias como en derivadas parciales. No siendo nuestro
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objeto el estadio de esta teor$iaanos limitaremos a dar algu­
nos ejemplos simples que nos muestran las posibilidades de 
aplicación.

iPrimeramente vamos a ver como se puede obtener la reso­
lución de una ecuación lineal de coeficientes Constantes con 
segundo miembro. Sea la ecuación

(53) a x" + b x' + c x z ^p(t)

Para obtener la integral general basta con una solución 
particular x(t), por ejemplo, con las condiciones x(0)r 
z x'(0) = 0. Reemplazando esta solución en (53) y multipli­
cando por la función de Heaviside Y(t) se tiene:

(9+) a Y(t) x" + b Y(t) x f + c(Y(t) x = Vp (t)

_ Sean y(s) = ^ Y(t) x(t)}- , f (s) = d ^  Y(t) (t)^ .
Se tiene

s y(s) z<^x(t)t) t Y(t) x * (t)"̂  =ĉ -[Y(t) xKt)^ 

s2 y(s) z^{x‘(t)¿+ Y(t) x» (t;)̂  : ̂  ̂  Y(t)x>'(t)̂ ■

luego aplicando transformada de Laplace a (5*+) se deduce

a s2 y (s) 4- b s y(s) +  c y(s) Z  f(sí)

y(S) = (a s2 4- b s -j- c)"1 f(s)

y antitransformando los dos miembros de la ultima igualidad 
se obtiene la solución

(55) w '> Kt)vp(t)

ObsrObsérvese que el método vale cualquiera que sea el ór- 
den de la ecuación, que el cálculo de la antitransformada 
se reduce, como vimos en el paragrafo 65j a una descompo­
sición en fracciones simples y que no es necesario conocer 
la transformada del segundo miembro.

-  1 9 8  -



Tomemos otro ejemplo; vamos a determinar la solución de 
la ecuación x" + tx1 - x r 0 con las condiciones iniciales 
x(0) r 0; x*(0) s 1, Multiplicando por Y(t) y aplicando 
transformadas de Laplace se tiene

Y(t) x" - Y(t) t x1 - Y(t) x (t) = 0

Y(t). x(t z y(s)

s y(s) - d^x(t)5 + Y(t) x* (t)̂ f s |y (t), x* (t)"y

- y(s) - s y* (s) r <A^Y(t) x* (t)̂ -

s2 y(s) r d |x‘ (t) 5 + x!,(t) Y(t)} = + <i,ix"(t) Y(t)J-

s2 y(s) - I r  d  ^x"(t) Y(t)>

Reemplazando se tiene

s2 y *'1— liy - s y* - y s 0

y  + (_l_, - S) y = - -i-
s

1 1 2 ecuación lineal cuya solución es — ~—  + C — e

poro como hemos supuesto que y(s) es una transformada de Lapla 
ce, no Duede crecer, como vimos en el parágrafo anterior como 
una exponencial, luego C = 0 y antitransformando obtenemos la 
solución x(t) = t.
EJERCICIOí Encontrar la integral general de la ecuación

tx" - .(2t + l)x* + (1 + t) x = 0
Solución2 Cx t2 e^ + C2 et.

En lo que respecta a las ecuaciones en derivadas parciale 
de la física se suele usar como método de resolución la trans­
formada de Fourier respecto a las variables espaciales y la de 
Laplace respecto a la variable temporal.

ooooooOoooooo
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