
~ARCH!VO r ■ÜLICAC'CNl:>

AÑO

J S S :

FRENAMIENTO ELECTRONICO Y RADIACION DE TRANSICION 

DE IONES MOLECULARES RAPIDOS AL ATRAVESAR LAMINAS SOLIDAS

Néstor Ricardo Arista

TESIS DOCTORAL

Instituto de Física "D r. J . A . Balseiro” 

Universidad Nacional de Cuyo 

1 9 7 7



om.

FRENAMIENTO ELECTRONICO Y RADIACION DE TRANSICION DE IONES 
MOLECULARES RAPIDOS AL ATRAVESAR LAMINAS SOLIDAS

Néstor Ricardo Arista

Tesis presentada ante la Facultad de Ciencias de la Univer­
sidad Nacional de Cuyo, República Argentina, para optar al 

título de Doctor en Física

Dr. Raúl A. Baragiola Lic. Néstor R. Arista
Asesor Científico

San Carlos de Bariloche (R.N.) 
Argentina 

1977



RESUMEN

En la primera parte del presente trabajo se estudia teórica­
mente la pérdida de energía de un grupo de cargas rápidas (no 
relativistas) en un gas de electrones. Primeramente se consideran 
modelos simples para describir la pérdida de energía de partículas 
rápidas, teniendo en cuenta la excitación de modos colectivos y 
las colisiones próximas con electrones individuales. Se da luego 
una descripción más consistente mediante el formalismo de Lindhard 
para la respuesta dieléctrica de un gas de electrones degenerado.

Los resultados permiten explicar la existencia de efectos de 
agrupamlento en la pérdida de energía de iones moleculares rápidos 
en láminas delgadas, en satisfactorio acuerdo con evidencias 
experimentales recientes.

En la segunda parte se describen efectos de interferencia en 
la radiación de transición emitida cuando un grupo de cargas no 
relativistas atraviesa la superficie de un medio material. En 
particular, se considera la posibilidad de observar estos efectos 
cuando iones moleculares rápidos se hacen incidir sobre láminas 
sólidas delgadas.



abstract

The first part of this work is devotsd to a theoretical 
consideration of tha energy loss of swift clusters of chargss 
in an electrón gas. We first consider simple models to describe 
the energy loss of fast (non—relativistic) charges, due to the 
excitation of long—wavelength plasinons and to short—range 
collisions with individual electrons. A more consistent descrip- 
tion is thereafter given, using Lindhard s forroalisin for tha 
dielectric response of a degenerate electrón gas.

The results show the existence of interference effects in 
the energy loss of swift molecular ions travérsing thin solid 
films, in satisfactory agreement with recent experimental 
avidence.

In the sacond part we describe interference effects in 
transition radiation emitted when a cluster of non—relativistic 
charges crosses the surface of a material médium. We consider, 
in particular, the possibility of observing these effects when 
swift molecular ions pass through thin solid films.
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PRIMERA PARTE

EFECTOS DE AGRUPAMIENTO EN LA PERDIDA DE ENERGIA 
DE CARGAS RABIDAS (NO RELATIVISTAS)



a) Pérdida de energía de partículas cargadas en la materia
El frenamiento de partículas cargadas en la materia ha sido un

1“ 6tema estudiado durante muchos años , siendo por esta causa la 
bibliografía sumamente abundante. Nos limitaremos aquí a mencionar 
algunos hechos de interés en lo que concierne a la pérdida de ener 
gía de cargas rápidas en materiales sólidos.

Los procesos que contribuyen a la pérdida de energía de partí­
culas cargadas no relativistas son las colisiones elásticas con 
los átomos del material frenante, y procesos inelásticos de exci­
tación e ionización de los electrones de dichos átomos. Los proce­
sos de colisiones elásticas son importantes a bajas energías (en 
el rango de los KeV/nucleón), pero su contribución disminuye rápi­
damente a energías mayores, de modo que no serán de interés en el 
presente trabajo. Consideraremos aquí velocidades mayores que la 
velocidad de Bohr (vB=2.2 x 108 cm/seg), aunque pequeñas respecto 
a la velocidad de la luz.

En uno de los primeros trabajos sobre la pérdida de energía de 
partículas cargadas, N. Bohr estableció un importante criterio de 
adiabaticidad2'3. Para ilustrar este concepto consideremos un elec 
trón atómico que es perturbado por una partícula cargada que inci­
de con velocidad v y parámetro de impacto b; el tiempo de interac­
ción entre la carga y el electrón será del orden de b/v, mientras 
que el electrón atómico tendrá asociado un tiempo característico 
t =uf1 (u> puede considerarse como la frecuencia de revolución
V V Vclásica). Puede verse que si el tiempo de interacción es suficien 

temente grande comparado con t^ el electrón puede reacomodarse 
adiabáticamente al efecto de la perturbación, sin producirse 
transferencia neta de energía. Esto permite identificar un paráme­
tro de impacto adiabático ba(j=v/uv) , tal que las colisiones con
b > b , no dan lugar a pérdidas de energías apreciables. El concep- ci el 7to de adiabaticidad puede formularse también cuánticamente si se
considera la probabilidad de excitar un electrón atómico transfi­
riéndole una energía de excitación Ey. El tiempo característico de 
la transición es h/Ev y el correspondiente parámetro de impacto 
adiabático es bad=hv/Ev. La vinculación entre el caso clásico y el

1. Introducción

2



cuántico resulta pues de reemplazar uH’ por f í /^ v -

El tratamiento cuántico de la pérdida de energía fue realizado 
4 5por Bethe ' en 19 30, usando la aproximación de Born para calcular 

la sección eficaz diferencial para dispersión inelástica Para 
velocidades mayores que las de los electrones del material frenan­
te, la fórmula obtenida por Bethe para la pérdida de energía por 
unidad de distancia recorrida de una carga Ze esj

dE 4ire1*Z2
—  = ----- n B (1.1)
dx mv2 a

siendo
B = Z' ln(2mv2/U) (1.2)

donde v es la velocidad del proyectil, e y m son la carga y masa 
del electrón,U es el potencial de excitación medio de los átomos 
del material frenante, Z* es su número atómico y na es la densidad 
de átomos del mismo. El término dE/dx es llamado el poder de fre­
namiento de dicho material, y el factor adimensional B es denomi­
nado el número de frenamiento.

Otro tratamiento importante de la pérdida de energía es el for-gmalismo dieléctrico, introducido por Fermi para describir la pér­
dida de energía en materiales densos, usando un modelo de oscila­
dores clásicos para los electrones atómicos. Posteriormente Lind­
hard y Winther^ usaron el formalismo dieléctrico para calcular la 
pérdida de energía en un gas de electrones, mediante una descrip­
ción cuántica de los electrones en base al modelo de Lindhard 
para la constante dieléctrica. En razón de su simplicidad, este
modelo ha sido usado posteriormente en forma extensiva para cálcu-

11 12los de pérdida de energía , straggling (dispersión en la pérdida 
de energía), caminos libres medios de electrones en sólidos , etc. 
Con posteriores refinamientos, mediante una descripción de densida 
des electrónicas con funciones de onda atómicas de Hartree-Fock- 
Slater, el modelo de Lindhard y Winther ha sido aplicado al cálculo 
de poderes de frenamiento de todos los elementos de la tabla perió 
dica14, obteniéndose una descripción satisfactoria para las oscila 
ciones del frenamiento en función del número atómico de los átomos 
del blanco.

3



En ei trabajo nos referiremos frecuentemente a la pérdida de 
energía por unidad de tiempo, que denotamos por dW/dt. El poder 
de frenamiento dE/dx es convencionalmente definido como la pérdida 
de energía por unidad de distancia recorrida. En consecuencia la 
relación entre arabas magnitudes es simplemente

dE 1 dW_  = _ —  (1.3)
dx v dt

b) Interacción de proyectiles moleculares con sólidos y pérdida de 
energía
Los fenómenos de interacción de proyectiles moleculares con 

láminas sólidas delgadas han motivado gran interés recientemente, 
permitiendo obtener mayor información sobre el comportamiento de 
iones rápidos en sólidos15,16. En particular se ha estudiado la 
disociación de iones moleculares rápidos al atravesar láminas del­
gadas17,18, lo cual ocurre debido a que los electrones de unión 
de la molécula son arrancados al penetrar ésta las primeras capas 
atómicas, y los iones atómicos resultantes se repelen con fuerzas
coulombianas modificadas por el apantallamiento dinámico y la

18 19generación de ondas de plasma ' .  Algunos efectos interesantes
han sido además observados cuando iones moleculares se hacen incî
dir, sobre láminas monocristalinas, en direcciones de channelling
20,22. también se han encontrado efectos moleculares en la emisión

22de r a d i a c i ó n  característica de los iones transmitidos y en la
23emisión de electrones secundarios

El problema que concierne a la primer parte del presente traba 
jo es la pérdida de energía de iones moleculares en láminas del­
gadas, fenómeno que ha sido previamente descripto en forma teórica 
24,25 observado experimentalmente2^'26. El aspecto físico que 
diferencia a este problema del de la pérdida de energía de iones 
atómicos es que cuando dos o más cargas se mueven en un medio 
material manteniéndose a distancias relativas pequeñas (de algunos 
angstrcms) , los electrones del material pueden ser excitados en 
forma correlacionada por las cargas incidentes, lo cual afecta la 
disipación de energía; o sea, la energía transferida por dichas
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cargas a los electrones será distinta según que las cargas estén 
agrupadas o estén muy distanciadas entre sí.

En el presente trabajo usaremos el formalismo dieléctrico pre­
viamente mencionado para calcular la pérdida de energía, discutien 
do diversos aspectos del problema con el modelo de un gas de elec­
trones, y analizando posteriormente el caso de iones moleculares 
rápidos en láminas de carbono.

c) Descripción del trabajo
El problema que consideramos en esta primer parte presenta dos 

aspectos principales; en primer lugar se estudia la pérdida de 
energía de un grupo de cargas no relativistas moviéndose en un gas 
de electrones libres, considerando primeramente un modelo sencillo 
apropiado para velocidades grandes de las cargas (con respecto a 
la velocidad de Fermi del gas de electrones) y usando luego el 
modelo de constante dieléctrica de Lindhard, que permite estudiar 
todo el rango de velocidades. En segundo lugar, los resultados se 
aplican a la descripción de efectos de agrupamiento en la pérdida 
de energía de iones moleculares en láminas sólidas delgadas, 
fenómeno de reciente observación experimental.

Esta primer parte se divide en tres capítulos. En el Capítulo 1 
se considera un modelo relativamente simple para las excitaciones 
del gas de electrones, apropiado para calcular la pérdida de ener­
gía de cargas rápidas, tratando en forma separada la excitación 
de electrones individuales y de oscilaciones de plasma. Este tra­
tamiento permite obtener resultados analíticos sencillos, y pone 
de manifiesto los parámetros y aspectos físicos relevantes del 
problema.

Un estudio más sistemático de la pérdida de energía de cargas 
correlacionadas se realiza en el Capítulo 2, usando el modelo de 
Lindhard para la constante dieléctrica de un gas de electrones; 
este modelo permite tratar dentro de un mismo formalismo los pro­
cesos de excitaciones colectivas e individuales, dando una descrip 
ción más precisa de los mismos. En particular, permite calcular 
la pérdida de energía para velocidades bajas (respecto de la velo­
cidad de Fermi), y determinar el rango de velocidades en el cual 
los resultados del Capítulo 1 son aplicables. Permite, por último,
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descartar la existencia de una vinculación general entre la pérdi­
da de energía de cargas correlacionadas y la regla de partición 
para las contribuciones al frenamiento de cargas simples, debidas 
a excitaciones colectivas e individuales.

En el Capítulo 3 se considera el problema específico de la 
pérdida de energía de un grupo de iones en láminas sólidas delga­
das. Los resultados de los Capítulos 1 y 2 se utilizan para calcu­
lar la pérdida de energía por excitación de los electrones de 
valencia, considerándose correcciones debido al ancho de la reso­
nancia de plasma y a la excitación de capas internas. Se calcula 
finalmente la pérdida de energía de moléculas de hidrógeno al 
atravesar láminas de carbono, comparándose los resultados con 
datos experimentales recientes.



CAPITULO 1

PERDIDA DE ENERGIA DE CARGAS RAPIDAS EN UN GAS DE ELECTRONES

Resumen; En la sección 2 se estudia la pérdida de energía de un 
grupo de cargas mediante el formalismo general de respuesta die­
léctrica.

En la sección 3 se considera la pérdida de energía debida a 
excitaciones individuales en un gas de electrones, suponiendo que 
la velocidad de las partículas cargadas es grande en relación a las 
Velocidades de los electrones.

En las'secciones 4 y 5, los resultados de las secciones previas 
se aplican al cálculo de la pérdida de energía de dos cargas rápi­
das en un gas de electrones, discutiéndose separadamente las con­
tribuciones debidas a excitaciones individuales y colectivas y.y 
considerando finalmente tres casos límites importantes oara la 
separación entre las cargas.

2. Formalismo dieléctrico para la pérdida de energía
Obtendremos aquí una expresión general para la energía disipada 

por un conjunto de cargas no-relativistas que se mueven en un medio 
material.Usando la aproximación de respuesta lineal, la pérdida de 
energía quedará expresada en términos de la constante dieléctrica 
longitudinal.

La respuesta de un medio material a una perturbación externa es 
en general una función causal, no local, complicada. Esto es, la 
respuesta inducida (cargas, campos,etc.) en un punto r, a tiempo t, 
es función de los valores que asume la perturbación en todos los 
puntos r' a todos los tiempos t’ anteriores. Para poder escribir 
una relación algebraica sencilla entre la respuesta del medio y la 
perturbación externa, es conveniente hacer una transformación de 
Fourier de los campos y densidades de carga. Definimos dicha trans^ 
formación, para una función escalar o vectorial A(r,t) como

A(ic,w)= (2ir)
1

(2.1)

7



En la aproximación ds respuesta lineal, en que se basa el pre­
sente formalismo, el desplazamiento $(r,t) y el campo electrico 
E(r',t’) estarán relacionados a través de una función xDE(r,r#,t,t1) 
de la siguiente forma; 00

5 (r ít t) = fd3r'Ját' xDE (r, r ' ,t ,t') £(r',t') (2.2)
y *00

Si el medio posee invariancia de traslación, y sus propiedades no 
dependen del tiempo, xDE será función de la diferencia de coorde­
nadas espacio temporales; XDE= XDE(r-r',t-t'), de modo que si apli 
camos la transformación (2.1) a la ecuación (2.2) obtenemos una 
relación local en las variables k,w

D(íc,u>) = e(Íc7ü)) í£(Íc,u>) ' (2.3) 
siendo e (Íc,oj)= (2tt) 2 xDE(k,u>).

Consideremos ahora un grupo de N cargas Z^e, moviéndose en el 
medio material con velocidad v (v<<c). Si despreciamos pequeños 
apartamientos de las velocidades individuales respecto de v pode­
mos escribir la densidad de carga correspondiente como

(r,t) = 2  Z¿e « (r-rj.-vt) (2.4)pext í

siendo r. las posiciones de las respectivas cargas a tiempo t-0. 
Transformando a las variables k,w obtenemos

p . (Íc,u)= (2TT)"1 T7 Z e e~lk°ri 6(u-ic.v) (2.5)ext v—1 ̂ i
de modo que las frecuencias y longitudes de ondas que intervienen 
en el análisis espectral satisfacen wskv.

El campo eléctrico 15(&,<*)) debido a estas cargas puede separarse 
en una componente transversal (perpendicular a k) y una compo­
nente longitudinal (paralela a. k) cuya relación es aproximada­
mente3 E ^ E jM v /c ) 2? siendo además la relación entre el campo 
magnético B y S1 de orden (v/c). Dado que consideramos velocidades 
no relativistas, despreciaremos los campos eléctrico transversal 
y magnético.^ pues contribuyen a las fuerzas reactivas sobre las 
cargas Z^e con términos de orden (v/c) .

Al limitarnos a campos longitudinales, el problema de determi­
nar E y D se reduce a resolver la ecuación de Poisson, que se es­
cribe en términos de las variables k,w como

8



iic.$(]t,ü))=4irpext (ícf o») (2.6)

Bl campo eléctrico generado por la distribución de carga (2.5) 
resulta entonces

S(jc,ü))—  4it1* Pext(k,ü).)_ 2jjc g(M-Íc.v). ^  2 e e’^ ^ i  (2.7) 
k2 e(k,u>) k2 e(lc,ic.v) i 1

En esta expresión están superpuestos los campos instantáneos de las 
cargas externas y los campos debidos a la polarización inducida en 
el medio. Los efectos de dispersión espacial y temporal en la res­
puesta del medio están descriptos por la dependencia de la constan­
te dieléctrica en el vector de onda ic y en la frecuencia u.

El campo eléctrico en un punto del espacio r, en función del 
tiempo t, será entonces

/ 00

É(r,t)=(2ir) ’ 2 J d3kj dio ei(^ “?"ü)t) £(£, id)

___ f  ik. (r-r.-v t)
=-(2»)'2 z  < v >  r 3k t i  —  , t —  (2-8)i 1 J k2 e (k,k.v)

En particular, la fuerza que actúa sobre una de las cargas externas 
j serás

Z.e2 f
$.=Z.e S(r.+vt,t)=~ —  21 Zi — ~ — (2.9)3 3 J (2tt)2 i k2 e(ícXv)

siendo
El requerimiento físico de que los campos sean magnitudes reales 

impone la siguiente condición para la constante dieléctricas 
e (-ic, -w)=e* (5c,u) j por consiguiente

Re — i--- es función par de íc
le (5c,íc. v) J

im ---i--- es función impar de k
U  (ic,ic. v)  i

Usando esta propiedad en (2.9) podemos escribir en forma explí­
citamente real

r

f =  ZJ L  T  z.e d 3k ^S/cos ^.r.. Im[ 1 + sin ic.r . Reí ■'■—
^ U * ) 2 ^ ! 1 k2 V  jX Le (íc,Íc. v)  J 31 U( k , k . v)

(2.10)

9



Podemos ahora comparar el comportamiento de los dos términos

equivalente, comparar la fuerza que la carga i ejerce sobre la car 
ga j, con la que esta última ejerce sobre la primera. Vemos que 
las fuerzas mutuas que se ejercen entre las cargas i y j» debido 
al término Re{l/e}, son iguales y opuestas. Podemos llamarlas 
fuerzas internas pues dan lugar a transferencias de energía entre 
una carga y otra, y se cancelan mutuamente si sumamos las fuerzas 
que actúan sobre todo el conjunto de cargas . Las fuerzas que se 
ejercen debido al término Im{l/e) son por el contrario disipativas; 
en efecto, la pérdida de energía neta del grupo de cargas resulta 
dada por

donde se han separado los términos con i=j, que dan la pérdida de 
energía de cargas totalmente independientes, y los términos con 
iñÉj, que representan efectos de interferencia en la pérdida de 
energía debidos a la reacción, sobre cada una de las cargas exter­
nas, de la polarización dinámica del medio inducida por las res­
tantes cargas.

Es interesante calcular en forma alternativa, la energía absor 
bida por el medio debido al trabajo que el campo eléctrico 3j¡(r,t) 
realiza sobre las corrientes inducidas en el material

 ̂Estas fuerzas incluyen las fuerzas electrostáticas directas entre 
las cargas externas. Para tener solamente las fuerzas internas pro­
ducidas por la polarización del medio basta con substituir Reí1/e} 
por Re{l/e}--l.

de la integral respecto a un cambio de signo en rjj/ ° 1 0  3ue es

(2 . 11)

k2 e ()c,ic„v)

esto es

(2 . 12)

10



donde hemos transformado a las variables ic,w, y hemos usado la 
propiedad íin¿ ® í í na < » 0  * La conductividad a(&,u) expresa
la relación

:|’ind(ic,ü)) =a (ic,u)) il(ic,u>) (2.13)

Para integrar en u y u ' conviene escribir 
S(ÍC,Ü))=S(ÍC) 5 (üj-lc.v) (2.14)

siendo
(2.15)

k2 e(kfk.v)
(2.16)

Descomponiendo la conductividad en parte real e imaginaria

Esta deducción ilustra ciertos aspectos interesantes, conteni­
dos en el factor Im[-l/e (&,£. v) ] . En primer lugar, la parte real 
de la conductividad aparece dando cuenta de las corrientes induci-

y.
das que están en fase con el campo eléctrico E(k,w), que son las 
que producen absorción de energía neta. En segundo lugar, la pre­
sencia del factor de apantallamiento |e(k,k.v)| se debe a que 
los electrones del medio responden al campo eléctrico total
$(ic,w)= £ (it,o))/e (Íc,üj) , resultante del campo eléctrico externo ext
y del campo eléctrico inducido.

Finalmente, es conveniente indicar que, independientemente del 
tratamiento clásico con que hemos caracterizado a las cargas exter 
ñas, una descripción cuántica o clásica del comportamiento del

a (Íc,u)=o1(Íc,u)+io2 (ic,u) , obtenemos

(2.17)

dado que cr2 debe ser función impar de (ic.v) 
Usando (2.15) en (2.17) resulta

(2.18)

Puede verse que esta expresión coincide con (2.11) usando la
2 7relación entre la constante dieléctrica y la conductividad

e(5c,u))= 1 + o (k,w) (2.19)



medio puede ser considerada, a través de una expresión apropiada 
para la función de pérdida de energía Im{-l/e (jt,o>) }. Para descri­
bir procesos de transferencia de energía a electrones distantes 
de la trayectoria de las cargas, en que se perturba a un número 
grande de electrones, ion cálculo clásico de la constante diélec- 
trica puede ser suficiente. En cambio, para describir excitaciones 
individuales por colisiones próximas con los electrones del medio 
resulta conveniente recurrir a un tratamiento cuántico para la 
constante dieléctrica, lo cual se considerará en el Capítulo 2.

3. Descripción cuántica de la pérdida de energía por excitaciones
individuales de electrones libres
Es un hecho conocido que la pérdida de energía de cargas rápidas 

en la materia se debe en buena parte a colisiones binarias próximas 
con los electrones del medio- Por esta razón vamos a considerar 
aquí en forma particular, la pérdida de energía de un grupo de car­
gas, debido a excitaciones individuales en un gas de electrones 
libres o Supondremos que la velocidad de las cargas v es mucho mayor 
que la velocidad de los electrones, y calcularemos la probabilidad 
de excitación con la teoría de perturbaciones dependientes del 
tiempo, Como estado normal del sistema, representaremos a los elec­
trones con impulsos fiq contenidos dentro de una esfera de Fermi de 
radio ñk_,.

Consideremos la transición de un electrón de un estado inicial 
de impulso íiq (q<kp) a un estado final hq"* (q">kF) , debido a la 
perturbación provocada por un potencial externo dependiente del 
tiempo

i "T "T "T Ii |r-ri-vt|
que representa el efecto de las cargas externas Z^e.

Las funciones de onda para los estados inicial y final del elec 
trón serán

x (3.1)

(3.2)

3con normalibación apropiada para una caja de volumen L . Dado que
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consideramos electrones libres, v=fiq2/2m y v'=fiq,2/2m, donde m 
es la masa del electrón.

El elemento de matriz de la perturbación (3.1) es;

V£i(t)=J d3r*»*V(?,t) ♦ í - g j

siendo u> = v'™v , íc = q'-q.
La arnplitud de probabilidad para el estado final q'es 28 

t
4irie2

-ik.r. e i (3.3)

af (t) (t) = ---
fl H L 3k2

(3.4)

siendo A = w - ic.v.
Para tiempos suficientemente grandes podemos usar el límite;

2

— => 2 TTt 5 (X)eiXt-l
ÍX t-*00

y obtenemos la siguiente expresión para la probabilidad de transi­
ción por unidad de tiempo

W
|a,(t) |“

q q '
2rr
fl M í  I I * .VL3k2/ i 1

.í> -> -ik.r. e i 6 (e-p.v) (3.5)

siendo e = fío) = energía transferida 
p = fiít = inpulso transferido 

(la forma oarticular, e=p.v, para la conservación de energía, es con­
secuencia de haber supuesto las cargas infinitamente masivas). 

La probabilidad de excitar cualquiera de los electrones del 
sistema al estado final q' será

W .= W
a<k. qq

(3.6)

donde el factor 2 se debe a la multiplicidad de spin. Para simpli­
ficar los cálculos supondremos que las velocidades de los electro­
nes son despreciables respecto a v, y que el impulso transferido 
fije es grandes q 1 - íc >> q. La suma en (3.6) la calculamos aproxi­
madamente , para kp-̂ -0 s

W ,= N W. . q e Oq (3.7)
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siendo N el número de electrones en el volumen L .
La energía total transferida a excitaciones electrónicas por 

unidad de tiempo es entonces

= f d3q 1 E , W , (L/2u)3 í3-1
d t  J  ^  q q

con E „ = fi2q ’2/2m. En (3.8) hemos transformado la suma sobre
estados finales en una integral-

De (3o5), (3.7) y (3.8) obtenemos para la pérdida de energía

siendo n=N /L3 la densidad de electrones. La conservación de ener­
gía queda aquí expresada como h 2k2/2m = fik.v , o bien

k = (2mv/fi) cose
siendo 0 el ángulo entre k y v. El valor máximo k = (2mv/fi) co­
rresponde a una colisión ''frontal", en que el electrón inicialmen­
te en reposo, es chocado por un proyectil muy masivo, recibiendo 
un impulso 2mv..

El problema tratado aquí puede también considerarse desde otro 
punto de vista, tomando las cargas Z¿e como fijas, y los electro­
nes incidiendo sobre las mismas con velocidades próximas a -v. En 
este caso los electrones son dispersados elásticamente por el po­
tencial V(r) = £.(-Z.e2)/|r-r.|. Si calculamos la sección eficaz 
de dispersión elástica en aproximación de B o m  obtenemos nuevamente 
el factor de estructura I^Z.exp(-iic.r.) |2, que da cuenta de las 
interferencias entre las ondas dispersadas por los diversos centros 
de potencial presentes. La pérdida de energía anteriormente calcu­
lada se relaciona en este sistema de referencia con el impulso 
transferido a los electrones al ser dispersados.
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4. Proyectil diatómico
Vamos a considerar aquí el caso particular de dos cargas Z^e y 

Z^e, moviéndose en un medio material con velocidades iguales. Esto 
corresponde al caso de incidencia de moléculas diatómicas sobre 
láminas sólidas y es el caso más simple de estudiar, tanto teórica 
como experimentalmente.

Calcularemos la pérdida de energía mediante el modelo relativa­
mente simple de un gas de electrones, para velocidades de las car­
gas nucho mayores que las velocidades de los electrones.

Distinguiremos dos zonas de características diferentessa) zona 
de colisiones próximas, con parámetros de impacto relativamente 
chicos y transferencias de impulsos grandes? donde la energía 
transferida a cada electrón, en una excitación individual, es gran­
de ? b) zona de colisiones distantes, con transferencias de impulso 
consecuentemente pequeñas- la energía transferida a cada electrón 
es pequeña, pero el nírnero de electrones perturbados es grande, 
dando origen a movimientos colectivos del plasma de electrones y 
a transferencias de energía importantes.

La clasificación de las colisiones de acuerdo al parámetro de 
impacto b es en principio complementaria de la clasificación de 
acuerdo a la transferencia de impulso íik - existiendo una vincula­
ción aproximada a través del principio de incerteza (Fano )

^ Á/b (4.1)
La descripción en términos del impulso transferido es frecuente- 

mente preferida por el hecho de que -fik es un observable a diferen­
cia de b. Pero, más específicamente, para nuestros objetivos, la 
descripción en términos de k es ventajosa en cuanto permite dis­
tinguir unívocamente (al usar el modelo de Lindhard para la cons­
tante dieléctrica) entre las pérdidas de energía debidas a excita­
ciones colectivas y a excitaciones individuales, como veremos en 
el Capitulo 2.

Por ahora nos limitaremos a una descripción cualitativa de los 
efectos importantes, que permita obtener resultados analíticos sen­
cillos para la pérdida de energía de cargas correlacionadas rápi­
das. Distinguiremos entonces las dos regiones antes mencionadas en 
la siguiente forma s a) k> k , zona de excitaciones individuales-

\m*b) k< k -zona de excitaciones colectivas. Las características de c
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estas dos regiones han sido estudiadas en detalle por Pines y
Bohm27'2  ̂ . Si bien el valor de k no nos interesará particular-27mente, podemos considerar que es del orden de kc K wp/vF , donde 
ojp es la frecuencia de plasma correspondiente a un gas de electro­
nes de densidad n, y vp es la correspondiente velocidad de Fermi :

o)2 = 4,rrne2/m (4.2)

vj = (fi/m)33iT2n (4.3)F
El valor de k indica que la existencia de oscilaciones colectivas corganizadas en un gas de electrones deja de ser efectiva para 
k > “p/vF / es decir, para longitudes de onda suficientemente
pequeñas.
a) Pérdida de energía por excitaciones individuales (k > kc)

Denotamos con el vector de posición relativa entre las dos 
cargas y Z2e, y con eQ el ángulo entre rQ y v. La orientación
de íc la describimos por el ángulo polar 9 y el ángulo azimutal 4>,
como se indica en Fig.l.

La integral (3.9) nos da en este caso el siguiente resultado:

00

- 2e**n | dk I  (z ?+ Z Í+ 2 Z -Z-cos íc.rn) fi (cose - ük/2mv) dt m v / k /  k 1 2  1 2  o

kc  J

“ T R T 1 ( <zi+zi> La + 2Z1Z2 V  (4’4)

donde los términos L e I están dados por
a a

# Nota: Los parámetros característicos de un gas de electrones 
degenerado de densidad n son la velocidad de Fermi vp , el vector 
de onda kF =mvF/fi, la frecuencia de plasma (op , el radio medio 
por partícula rg y la energía de Fermi Ep = mv2/2. Otras relacio­
nes importantes son w2 = 4irne2/m, k| = 3ir2n y (4it/3)r|n = 1» En el 
modelo de Lindhard es además conveniente usar el parámetro 
adimensional x2 = eVirfiVp.
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L = a
dn, 2mv<5 (cosQ- fik/2mv) = ln ( ) 
2 tt c

dk 
k
:c 
, k ?

V I  X - c°s (k27.0/k2) J0((kp0/k2) (k2-k2)1/2> 
kC -y

(4.5)

(4.6)

I
y donde

f k2= 2mv/fi

z0= r0cose0 (4-7)

Figura 1
Para una posterior comparación con resultados experimentales, 

es conveniente calcular la pérdida de energía promedio, correspon­
diente a una distribución estadísticamente isotrópica para las 
posibles orientaciones de r^» Para calcular el promedio angular 
del término de interferencia I en (4.4) usamos el valor de la
integral 30

í

* . r, ,, 9 x1 /2 , sin (a2+b2)1//2 dx cos(ax) Jn{b(l-xz) } = --—--—T750 ' (a2+b2)
(4.8)

de modo que la pérdida de energía mediaf debida a excitaciones 
individuales resultas

+Z2 » ln  < W C > + 2Z

r nk ?

*  /  * - “ ?■")
0 c

(4.9)

El primer término de esta expresión corresponde a la pérdida de 
energía de cargas independientes 7 mi en tiras'"que el término de inter* 
ferencia tiene en cuenta los efectos de excitación correlacionada 
de los electrones por interactuar con ambas cargas Z^e y Z2 a *
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b) Pérdida de energía por excitaciones colectivas (k<kc)
Para calcular la pérdida de energía usaremos aquí el resultado

(2.11), con una expresión simplificada para la constante dieléc­
trica e(k,ü)}. Para longitudes de onda largas será suficiente con­
siderar una descripción semiclásica para el plasma electrónico. 
Esto significa describir los electrones mediante una ecuación jie 
Boltzmann para la función de distribución de velocidades f(r,u,t), 
tomando como distribución de equilibrio fQ (u) la correspondiente 
a la estadística de Fermi-Dirae. De la ecuación de Boltzmann 
linealizada, en términos de las variables Íc,w se obtiene

Une2 f d3u f0
m J (a,-£.S:e(k,M) - í -  ^ j  , -irir r  (4-10)

donde n es la densidad de electrones y fQ (u) está normalizada de
modo tal que /d^u Í q (u )=1.

Dado que nos interesa el límite de longitudes de onda largas 
y frecuencias altas, podemos usar la siguiente expresión aproxima- 
da31?32^ gue ge obtiene de (4.10) para k<<kp y w/k>>vF s

e(k,u) = 1 - (<*)p/“)2 U + f  v2k2/u>2} + i« (4.11)

donde es la frecuencia de plasma (4.2) y S es una parte imagi­
naria positiva pequeña (0<6<<1), que asegura el comportamiento
causal de la respuesta del plasma .

La parte real de la constante dieléctrica se anula para valores
de la frecuencia w dados por

(4.12)

lo cual constituye una relación de dispersión para ondas de plasma
de vector de onda k y frecuencia u>.

La función de pérdida de energía que resulta de (4.11) en el
límite <S-*0 es;

2
Im{Jll-- } = — { 6(ü>-u>k) - 6 (<u+ü>k) } (4.13)e (k,w) 2o>1c

Esta fórmula representa la absorción de energía debido a la exci­
tación de oscilaciones colectivas en el plasma. Estas oscilaciones
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pueden ser cuantificadas, dando lugar en ese caso a un cuanto de 
energía correspondiente a la excitación de un "plasmón".

Para hallar la pérdida de energía reemplazamos (4.13) en la 
integral

que resulta de (2.11) en el caso de considerar solamente dos cargas

donde z0=rQcos90 , po=rosin0Q.
La integración en 8 se calcula trivialmente usando las funciones 

<5(ic.v±u)k) de (4.13), lo cual da un límite inferior kx para la inte­
gración en k (es decir, k > k^), siendo

y como suponemos v>>vp resulta k̂ -<*)p/v. Esto corresponde a una 
longitud de onda máxima para las excitaciones colectivas, genera­
das por las cargas externas, de valor Xp=2irv/u)p.

De este modo obtenemos para la pérdida de energía por excitacio 
nes colectivas

externas Z^e y Z2 e, con ^^2=r0* *-n*-e9ral en ángulo azimutal 
(ver Fig.l) se calcula usando

2 IT

kí = (ukx/v)2 = < v v)2+! (vF/v)2ki

(4.16)

siendo k

2-u £/ v 2)1 / 2 >

(4.17)

19



Es interesante considerar el caso particular en que las cargas 
Z^e y Z2 & estén espacialmente alineadas en la dirección de movi- 
miento v/v, es decir, para Zg=rQ y Pq=0* En este caso se obtiene 
(aproximando ü)̂ = up ):

dWt
a t

4 r k v % ( uprn 'tb = ln _c_ ((Z2+Z2) +2Z.Z, eos - ^  } (4.18)mv up J 1 2  i ¿ i. v )

En particular, si las cargas son iguales, esta expresión se anula 
toda vez que

“ pr o
v

(2 j+1) , j = 0,1,2,...

o bien

^  = (Tp/2) (2j+1) (4.19)

siendo Tp = 2ir/ü)p. La condición (4.19) se satisface siempre que el 
intervalo de tiempo que separa el pasaje de las dos cargas r^ /v, 
sea igual a un número impar de semiperíodos de la oscilación de 
plasma. En tal caso la energía transferida por la primer carga al 
medio se cancela con la energía que la segunda carga recibe del 
mismo; o dicho de otra forma, se produce interferencia destructiva 
entre las ondas de plasma generadas por las dos partículas.

Si las dos cargas son diferentes, el factor entre llaves en
(4.18) oscila entre (Zj+Z^2 y (Z^-Z^2, dependiendo del modo 
en que interfieran las ondas generadas por cada una de las cargas 
en el plasma.

Finalmente, podemos calcular el promedio angular de (4.16), 
usando (4.8), lo cual nos da la perdida de energía media corres­
pondiente a una distribución estadísticamente isotrópica de las 
orientaciones de rn



Sumando (4.9) y (4.20) obtenemos la pérdida de energía media, 
debida a excitaciones individuales y colectivas:

5. Resultados para -La pérdida de Energía

< - >  * T F T  l< * l+*2» L  + 2Z1Z2 1 Jdt
(5.1)

siendo
(5.2)

(5.3)

donde k1=up/v , k2= 2mv/fi-

Es interesante observar que al sumar las dos contribuciones» 
las dependencias en kc se han cancelado; este es un hecho conve­
niente, dado que las aproximaciones usadas en las secciones 4.a) 
y 4.b) no son apropiadas para la zona intermedia en que k * k c.

El primer término de (5.1) corresponde a la fórmula asintótica 
de Bethe para el caso de un gas de electrones, y representa la 
pérdida de energía de dos cargas independientes, de valores 
y Z2 e ' con velocidad v grande.

El término de interferencia en (5.1) puede integrarse por
partes, obteniendo

la cual está representada en la Fig.2. La función coseno integral

/ ro 2J dx sin*- = G(r0u)p/v) - G(2mvr0/fc) (5.4)

en términos de la función

G(x) * SÍv ~  - Ci(x) (5.5)

está definida como

x
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Fig.2 - función

G (x) = - Ci (x)

Para valores limites de x, la función G(x) tiene el siguiente com­
portamiento

x ->■ 00 : G(x) ->■ 0 
x -*■ 0 ; G (x) *► (1-y)+ln (1/x)

siendo y=0.577, la constante de Euler.

(5.6)

Podemos entonces describir el comportamiento del término de 
interferencia I, dado por (5.4), comparando r^ con las distancias 
características Y rmin= i/2mv ' que Pueden interpre­
tarse respectivamente como la distancia adiabática correspondiente 
a excitaciones de plasma, y el valor cuántico del parámetro de 
impacto mínimo (para una colisión entre una partícula clásica y un 
electrón, con velocidad relativa v).

Resultan entonces los siguientes casos límites:
i) Limite de cargas separadas

Corresponde al caso en que la separación rQ es mucho mayor que 
la distancia adiabáticas

r n >> r = v/iú_0 max P (5.7)

en cayo caso es además rn >>fí/2mv.

22



De acuerdo con (5.6), G(x) -*■ 0 en (5.4) y el término de inter­
ferencia se anula. De modo que la pérdida de energía es la que 
corresponde a dos cargas independientes

l n l t o V í y  <5-8'

ii) Límite de cargas unidas 
Esto corresponde a

rO <<rmin=fi/2mv <5‘9)
de modo que la separación entre las partículas es inobservable 
aún para las colisiones mas próximas; la condición rQ<< v /“p=rmax 
está" por supuesto asegurada en este caso. Usando (5.6) en (5.4) 
obtenemos

I = ln ( 2mv2/fiü)p) (5.10)
resultando entonces una pérdida de energía

< a ? >  8 w 2 ln  < (5 - U )

que es la que corresponde a una carga simple de valor (Z^+Z2 )e.

iii) Límite mixto
Llamaremos así al siguiente caso límite

* «  r A «  £ (5.12)2mv 0 ü>p
Con estas condiciones obtenemos

I = (1-Y) + ln ( p ~ “) <5*13)0 P
Este límite corresponde a un caso intermedio muy importante, en 
que las cargas se comportan como separadas respecto a las excita­
ciones individuales mas próximas (pues r0>>fc/2mv), pero actúan 
como cargas unidas en cuanto a las excitaciones colectivas de 
mayor longitud de onda (pues rg<<v/<Dp).

Para el caso concreto que nos interesa, en que las cargas Z^e y 
Z2 e provienen de iones moleculares incidentes sobre un sólido, 
podemos considerar Tq^IA (por ejemplo, la separación internuclear
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+ ode H2 en el estado fundamental es rQ=1.06 A); mientras que un valor
típico para la energía de las excitaciones de plasma es eV

27(por ejemplo Al, Si, Ge, Sb, Bi).
Para velocidades grandes# (v >>1 unidad atómica) la condición 

2mvrg/ñ>>l se cumple entonces siempre, de modo que el límite unido 
no es aquí realizable prácticamente. Esto nos permite además limi­
tarnos a considerar la siguiente expresión para I, correspondiente 
a 2mvrQ/fi>>l y ui^Tq/v arbitrarios

I = G(r0iop/v) = sin(r0ü)p/v)/(r0<dp/v)-Ci(r0ü>p/v) (5.14)

Para los valores antes mencionados(rQ^u.a. , Wp^O.5u.a.) , se satis­
face además la condición ü)prg/v<<l, puesto que v es grande; en este 
caso podemos usar la expresión (5.13) correspondiente al límite 
mixto. De (5.2) y (5.13) obtenemos valores de I/L del orden de 0.4 
para v>3 u.a.(=6.6xl08cm/seg), lo cual da un efecto apreciable 
sobre la pérdida de energía, siempre que y Z2 no difieran mucho.

Debido a la repulsión coulombiana entre las cargas Z^ y Z2, la 
separación r^ aumenta con el tiempo, por lo cual en la práctica 
puede no ser apropiado limitarse al caso ü)prg/v<<l. La expresión 
(5.14) Será pues én general la más apropiada. La misma describe los 
casos intermedios entre el límite mixto y el límite separado, 
incluyendo obviamente ambos casos límite.

Para entender algunos aspectos más específicos de la pérdida de 
energía de cargas correlacionadas en un gas de electf&nes, consi­
deraremos en el Capítulo 2 un estudio más sistemático, básado en 
el modelo de Lindhard para la respuesta dieléctrica de un gas de 
electrones degenerado; lo que permite tratar en forma compacta y 
más precisa la contribución de excitaciones individuales y co.Lec­
tivas . Esto nos permitirá asimismo evaluar cuantitativamente la 
áplicabilidad del modelo que hemos desarrollado previamente.

# Nota; Las unidades atómicas (u.a.) de velocidad y de distancia 
son, respectivamente, la velocidad y el radio de Bohr. Un resumen 
de unidades atómicas se incluye al final del presente trabajo 
(ver contratapa).
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CAPITULO 2

PERDIDA DE ENERGIA CON EL MODELO DE LINDHARD 
PARA EL GAS DE ELECTRONES

Resumen; Se considera en este Capítulo una descripción más siste­
mática de la pérdida de energía en un gas de electrones, mediante 
el modelo de Lindhard para la respuesta dieléctrica de un plasma 
cuántico.

En la sección 6 se resumen los resultados de la teoría cuántica 
para la respuesta dieléctrica de un gas de electrones degenerado; 
aplicándose los mismos en la sección 7 al cálculo de la pérdida de 
energía de cargas externas moviéndose correlacionadamente.

En la sección 8 se estudia el caso límite de velocidades peque­
ñas ( v << vF) ; se encuentra que los efectos de interferencia sobre la 
pérdida de energía no alteran la dependencia de la misma con la 
velocidad, y que tales efectos dependen en este caso de la rela­
ción entre la separación de las cargas y la longitud de onda de
los electrones que están sobre la superficie de Fermi.

El caso de velocidades grandes (v >> vF ) es considerado nueva­
mente en la sección 9. En la sección 10 se presentan resultados 
numéricos para la pérdida de energía, obtenidos con el modelo de 
Lindhard, los que permiten discutir la validez de las aproximacio­
nes analíticas obtenidas en el Capítulo 1.

Se discute finalmente, en la sección 11, aproximaciones propues 
tas por otros autores, sobre la idea de relacionar la pérdida de 
energía de un grupo de cargas con reglas de partición para el fre­
namiento

6. Respuesta dieléctrica de un gas de electrones
Los resultados de la teoría semiclásica para la respuesta

dieléctrica de un gas de electrones (usados en la sección 4.b) son
satisfactorios cuando las longitudes de onda consideradas son gran
des respecto a las longitudes de onda asociadas a los electrones,
es decir, para k_1>> XF = fi/mvF , siendo m la masa del electrón y
v la velocidad de Fermi. De lo contrario, un tratamiento cuántico F
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resulta necesario; esto es precisamente lo que ocurre en nuestro 
caso cuando queremos describir las excitaciones individuales con 
valores grandes de k, que se extienden hasta k ̂ 2mv/fi.

En esta sección resumiremos algunas propiedades bien conocidasa <■ a o o o vi
de un gas de electrones degenerado ' ' ' , que serán de inte­
rés en relación al cálculo de la pérdida de energía.

La descripción cuántica de la respuesta dieléctrica de un gas 
de electrones mediante los métodos de campo autoconsistente y de 
RPA (random phase approximation) conduce a resultados equivalen­
tes32'33. El planteo del problema dentro de la aproximación de 
campo autoconsistente consiste en hallar cómo se perturba cuánti­
camente el sistema frente a campos externos, suponiendo que los 
electrones responden a la acción del campo total (campo externo 
más campo inducido, sin correcciones de campo local). Mediante 
teoría de perturbaciones dependientes del tiempo se obtiene la 
respuesta dieléctrica del sistema, a través de la llamada constante
dieléctrica de Lindhard.

Siguiendo la nomenclatura convencional usaremos, en lugar de 
las variables k,co , las variables adimensionales

u = ií/kvF , z = k/ 2 kp (6.1)

La constante dieléctrica de Lindhard puede entonces escribirse
2

e (k,<ü) = e 1 (k,ai)+ie2(k,aj) = 1+—  í f1(u,z)+if2(u,z) } (6.2)
1 z2

siendo x2=e2AfivF , un parámetro adimensional que depende de la 
densidad del gas. Las funciones adimensionales f1 y f2 están dadas 
por:

f^u,*) = j  í g(z-u) + g(z+u) } (6.3)

donde
g (x) = (1—x2) (6.4)

(u/2)u si z+u < 1

f2 (u'z) = {  ¿  {1 ' (z-u)2} si |z-u|.<l<z+u (6.5)

0 si Iz-u| >1
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Los contornos u=z-l, u=z+l y u+z=l delimitan las zonas indi­
cadas en la Fig.3.

En la región I es

f2~(it/2)u , 

en la región II es

f2 = 5 í U - (z-u)2>

* en IIJa,b es

f  2

La curva indicada con r 
es donde se anula la cons­
tante dieléctrica; dado que 
f2 es cero en toda la 
región III ,a la ecuación de

Z q r viene dada por e^(kfü))=0
Figura 3 y define una relación de

dispersión entre u y k (o bien entre u y z) correspondiente a la
existencia de modos longitudinales propios no amortiguados. Para
k << k la curva de resonancia r conduce a la relación de dispersión F
(4.12).

Para z>z ( k > k  ) la curva r penetra en la región en queO oe2 (k,tü) ¿ 0 yen consecuencia las excitaciones colectivas pueden
decaer en excitaciones individuales. Esto puede verse en forma

01relativamente sencilla , considerando la excitación de un electrón 
de la esfera de Fermi, desde un estado>inicial de vector de onda 
q a un estado final q', con transferencia de energía ñu y transfe­
rencia de impulso fííc. Las leyes de conservación nos dan

*ü> = U É + q ) 2 -  q 2 > = tm (6 .6 )

Como q.je varía entre -Vpk y +vpk (cuando'íj varía en todo el inte­
rior de la esfera de Fermi), (6.6) nos da

27



o bien z - l < u < z  + l (6.8)
Estas igualdades definen la región de excitaciones individuales 

que comprende las regiones I y II en Fig.3. Las desigualdades (6.7) 
y (6.8) son aplicables tanto a las excitaciones individuales pro­
ducidas por una perturbación externa, como al decaimiento de un 
plasmón de energía ficü=ftuk e impulso file en un par electrón-agujero.

Veamos ahora de qué forma los modelos aproximados usados en las 
secciones 3 y 4, para describir la pérdida de energía por excita­
ciones individuales y colectivas, pueden obtenerse a partir de la 
constante dieléctrica de Lindhard. En primer lugar, en la región
III , la única contribución a la función de pérdida de energía aIm{-l/e} proviene de la curva de resonancia r, donde se anula la 
constante dieléctrica; podemos usar en esta región el siguiente 
desarrollo de la función f^furz), correspondiente a z<<l<<u;

1 1
f . (u,z) ------------ + ... (6.9)

3u2 Su1*
lo cual nos aa

a)2 v¿k2e(k,w) = 1 ---- { 1 + 1 —  + ...} (6.10)
ü>2 b ü>2

que coincide con (4.11). Obtenemos así nuevamente la expresión
(4.13) para Im{-l/e} en la región IIIa , lo cual nos permitiera 
calcular la pérdida de energía por excitaciones colectivas para 
valores de k menores que k .

También es posible reobtener la descripción simplificada de las 
excitaciones individuales con k>k , mediante una aproximación

v

apropiada para e(u,z). Para ello es necesario considerar valores 
de u y z grandes, de modo tal que e^(u,z) = 1 , y

Imí-l/e} = e9(u,z) = f2(u,z) (6.11)
£ z2

aproximando además f2 para valores u,z>> 1 :

k2- 2 k kp < < k2+ 2 k k p (6.7)
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de modo que la región II de la Fig.3 se ha aproximado por la recta 
u=z (o bien u=ftk2/2m) manteniendo igual área para la integral de 
f respecto de u ó de z. Cuando reemplazamos z=k/2k„ y u=kv cosfl,2 Orrwrla función 6(u-z) se transforma en 2kpó(k— ^-cos9 ) . Esto permite 
describir las excitaciones individuales como se hizo en las sec­
ciones 3 y 4, e indica que la integral (3.9) puede obtenerse como 
una aproximación particular de la integral (2.11) del formalismo 
dieléctrico. La aproximación consiste pues en despreciar el efecto 
de apantallamiento (e^ 1 ) y el ancho de la región II (que corres­
ponde a considerar Vp-*0) . El procedimiento es lícito siempre que 
se considere valores grandes de k (k>>k_) y de m (u)=*ñk2/2m>>EF/fi) .

f2 (ufz) = {1-(z-u)2} = <5(u-z) (6.12)

7. Cálculo de la pérdida de energía
Consideremos ahora nuevamente el caso de dos cargas Z^e y Z2e 

moviéndose a velocidad v y con separación internuclear rQ. De 
acuerdo con el formalismo dieléctrico descripto en la sección 2, 

la pérdida de energía puede escribirse
(7.1)

—  = /d3k —  Im{----— -  } {(Z|+Z2) + 2Z Z2 eos íc.r0}
dt 2 ^ J  k2 e(k,É.v) 1 ¿

Si la distribución de las posibles orientaciones de rq es estadísti­
camente isotrópica, podemos calcular la pérdida de energía media 
haciendo un promedio angular del término de interferencia; 
obtenemos así

/ dW v ¿ + —1 sin kr_
f 2 j d k S S  Im{- r r V  1(Z1+Z2,+2Z1Z2 —  ) <7-2)dt 2tt2 J k2 e (k,k.v) krQ

Tomando la dirección de v como eje de coordenadas polares (Fig.l) 
resulta, d3k=kdk^- d<(>, siendo ai=kvcos9; la integración en d<t> 
es inmediata y se obtiene

« kv

<  -  )  -  g / f  / »  a“  > t (Z l +Z2) + 2Z1Z2 1 <7- ?' dt j 0 J0 krO
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Introduciendo ahora la expresión de Lindhard para la constante 
dieléctrica, y expresando las integrales en términos de u y z, 
obtenemos

< dW v . i*4Tme r ( z 2+ z 2) l + 2  Z z i } (7.4)
dt v

siendo
(7.5)

L = - S i  í z d z  í u d u  
"X  •'o J o

C r  í W - 1  sin(2k_r_z)I = — I z d z  íudu Im {—y--- r-} — —  (7.6)«x2 J0 J0 e (u,z) 2kpr0z

donde x2=e2/rávF , y el límite superior de integración en u es la
velocidad reducida w = v / v F.

Dado que (7.5) y (7.6) deben integrarse sobre los puntos en que 
lm{-l/e}^0, podemos separar las contribuciones a L e I provenien­
tes de excitaciones individuales y colectivas de la siguiente 
forma

L = L + L s r

1 = *s + Xr

(7.7)

donde L e l  son las contribuciones debidas a excitaciones indi­
viduales (creación de pares electrón-agujero), y resultan de in­
tegrar (7.5) y (7.6) en la región del plano u-z en que e2(u,z) f 0; 
esto es, la franja sombreada de la Fig.4(a) (regiones I y II de 
Fig.3), definida por |u-z| <1. La zona de integración está deli­
mitada superiormente por la línea u=w=v/vF .

L e l  son, por su parte, las contribuciones debidas a excita­
ciones colectivas (plasmones), que resultan de integrar a lo largo 
de la curva r, definida por e^(u,z)=0 y z<zc, donde las integrales 
de superficie pueden convertirse en integrales de línea sobre la 
curva de resonancia r. Debido a que w determina el límite de inte­
gración en u, existe una velocidad mínima para excitación de modos 
colectivos, que corresponde al punto en que la curva r se sumerje 
en la zona de excitaciones individuales. Designando por uc Y zc 
las coordenadas de dicho punto ( con uc=l+zc' ver Fig.4(a)),
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su valor resulta de resolver e1 (uc'uc'"1) = 0 , lo cual da35

(uc’1)
(7.8)

X

y la velocidad correspondiente es vmin= u c vF ” Para densidades
en el rango correspondiente a metales reales, las soluciones de

36(7.8) dan valores de uc entre 1.1 y 1.5.
Veamos ahora cómo las integrales de superficie pueden reducirse 

a integrales de línea. Dado que la curva de resonancia está defi­
nida por e^(u,z)=0 podemos desarrollar

'Oe(u,z) = (u-u(z))
ae^(u,z)

3u u=u(z)
+ x& 2 (u(z),z) (7.9)

siendo u=u(z) la ecuación de la curva r. 
Para e^O, de (7.9) resulta

Im |~ e (u, z)”[
iró (u-u (z)) 
3e1(u,z)/3u

(7.10)

De (7.5) y (7.10) obtenemos para L ::

, . .  [ 7 ,
r  x2 Jz(w)

z u(z)
Q c 1(u,z)/au]u_u(z)

(7.11)

y una expresión similar resulta para Ir, salvo el factor de inter­
ferencia g(z) = sin(2kFrQz)/ (2kFrQz);

: f
r  x 2 J dz

sin(2kFrQz) zu(z) (7.12)
( 2k_rnz) [3e-i (u,z)/3uj 

z (w) u=u(z)

Los valores de L y efe I resultan entonces de calcular numéricamente r,s r,slas correspondientes integrales, lo cual se realizó para diversos 
valores de la velocidad v y de la separación rQ. Antes de conside­
rar estos cálculos vamos a estudiar dos casos límites más simples: 
el caso de v <<vp y el de v > > v p , respectivamente.
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Consideremos ahora una velocidad v pequeña respecto a la velo­
cidad de Fermi v_; esto es, una velocidad reducida w <<1, como laF
indicada con en Fig.4(a). Es claro que en este caso no hay 
excitación de modos colectivos y solo interesan las excitaciones 
individuales que ocupan una delgada franja horizontal con 0 < u < w 
y 0 ̂  z < 1.

Dicho de otra forma, para v << vp solamente son excitados los 
electrones situados cerca de la superficie de Fermi, en una cás­
cara esférica de ancho fid) ̂  2fik_,v << E„. La velocidad relativar r
entre las cargas externas Z ^ e ^ e  y los electrones que pueden ser
excitados es entonces ,''V_. Esto sugiere que las interferenciasF
van a depender del parámetro kpr0‘

De (6.2) resultas
Z 2 X 2 f o (u,z)

Imí-l/e} = ----------- 5 =-------------  2 ? (8ol)(x2f2 (u,z)} +{z2+x2fi (u,z)}

de acuerdo con (6.5) podemos usar la siguiente expresión para f2:

f2 (u,z) = (tt/2) u  (8.2)

la cual es aplicable prácticamente en toda la región de integra­
ción, exceptuando un pequeño triángulo sobre el punto z = 1,U=0. 
Podemos entonces aproximar:

2

Im{-l/e} = y x 2 -------------- 2 (8.3)2 •(z2+x2f1(0,z) y
2donde hemos despreciado un término proporcional a u en el deno­

minador, y hemos reemplazado f^(u,z) = f^(0,z), dado que considera 
mos u < w ^ l .  Osando (8.3) en (7.5) obtenemos

1 w
f f  z Z  uL = 3 I z dz I u du ------------  7 (8.4)

J  J  { z 2+ x 2f , ( 0 , z ) T
0 o

e integrando en u resulta
1

8. Límite de bajas velocidades



Procediendo análogamente se obtiene, para el término de inter­
ferencia,

.1
z3 dz sin(2k_r_z)

I = w 3 I --------------- 7 ------- -— -—  (8.6)
{z2+X2f x (0 , z) } 2kpr0Z

En ambas expresiones (8.5) y (8.6) la única dependencia con la
3 3velocidad de las cargas está en el factor w =(v/vp) . Conviene 

pues definir dos coeficientes C^ y Cj , de la siguiente formas

L = w 3 CL ; I = w 3 Cj (8.7)

de modo que C_ depende sólo de la densidad del gas de electrones Li
a través de x 2 » mientras que Cj depende de x 2 Y ¿e kprg*

En términos de estos coeficientes, el poder de frenamiento a 
bajas velocidades resulta (ver ecuación (7.4));

/dEv . ydWv 4Trne1* — -i
— r  w (zí+z22> c l + 2 z iz2 ci j  (8-8)dx dt mv± *- -*F

El primer término de esta expresión, proporcional a C^, corres­
ponde al resultado de Lindhard para la pérdida de energía de dos 
cargas independientes Z^e y Z2e, con velocidad v<<vp, y está 
caracterizado por la dependencia lineal con la velocidad. El re­
sultado (8.8) indica que tal dependencia subsiste para la pérdida 
de energía de cargas que se mueven a distancias próximas; dado 
que el coeficiente C^ no depende de w. Además, la dependencia en 
kpr^ de Cj indica que la longitud con la cual r^ debe compararse,
en el caso v «  v„ , es la longitud de onda asociada a los electro-

-1nes que están sobre la superficie de Fermi, es decir, *F=kp =-h/mvF
En la Fig.5 se ha representado el cociente C^/C^, en función

de k rn, de acuerdo con resultados de integración numérica de F 0(8.5) y (8.6), realizados para vp=0.6 y 0.9 unidades atómicas. 
Estos resultados indican que los efectos de interferencia en la

'Vpérdida de energía son importantes para kfrQ<2.

= „3 I F 0
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9. Límite de altas velocidades
Si bien este caso ya ha sido considerado en el Capítulo 1, es 

interesante ver de qué forma puede tratarse con el presente forma- «
lismo. Para ésto necesitamos la siguiente expresión aproximada 
para la constante dieléctrica^0 :

Wp
e(k,o>) = 1+ --- =-- ------ (9.1)

C s r )  -  <“+ i 5 >2

siendo 6 una cantidad positiva infinitesimalmente pequeña. Esta 
aproximación corresponde al caso en que u/k >> v , pero k es arbi- 
trario, y describe en una forma muy simple las excitaciones indi­
viduales y colectivas. Es apropiada para un cálculo sencillo de
la pérdida de energía de cargas rápidas (v >> v ) .F
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De la expresión (9.1) obtenemos (para 6 0) :

siendo
“k = “P + (ftk2/2m>2 • (9 -3)

Para valores de k pequeños (9.2) y (9.3) describen la excitación 
de modos colectivos, con oĵ  » ü)p , y para valores de k grandes, 
describen excitaciones individuales con afik2/2m.

Reemplazando (9.2) en (7.3) obtenemos
k 2

sin kr
Z, ----- ? ) ; (9.4)

a t ........................ ‘  k r 0

donde los límites k^ y k2 se determinan de modo tal que la función 
6(aj-a)̂ ) contribuya a la integral en oj de (7.3); es decir, de mo­
do que ü)̂ < kv, lo cual nos da

i—  —11/2
2 Cfí/2m)2 k2 2 = v 2 + I v1* - ('hcüp/m)2 ! , (9.5)

y, para (mv2/‘fi(dp)̂  >> 1 , resulta

kl “ up/v ; k2 * 2mvA i • (9.6)
Con estos límites, (9.4) nos da nuevamente los resultados ya obte­
nidos en la sección 5.

10. Integraciones numéricas
Salvo en los casos límites considerados en las secciones 8 y 9, 

el cálculo de la perdida de energía de cargas correlacionadas en 
un gas de electrones requiere una evaluación numérica de las inte­
grales (7.5), (7.6), (7.11) y (7.12). Esto ha sido realizado para 
diversos valores de la velocidad reducida w=v/vp, y de la separa­
ción internuclear rQ . Los cálculos se hicieron para vp = 0.6, 0.75
y 0.9 unidades atómicas, lo cual abarca un rango importante en37relación con valores de vp correspondientes a metales reales

Los términos L e í  han sido calculados usando (7.5) y (7.6) t s s
e integrando sobre la región de excitaciones individuales,
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en donde e2 (u,z) #0. Para cada valor de u se integra numéricamente 
en z, entre los límites z ^  z <u+l, siendo z1 el máximo entre u-1 
y 0? el valor de u se integra a su vez entre 0 y w = v/vp (el máxi­
mo valor que asume z es w+1).

Los términos Lr e I se integran según (7.11) y (7.12) a partir
del punto z ,u (u =l+z ). Partiendo de z se comienza a recorrer c c c c c
la curva de resonancia r, con pequeños incrementos negativos de z? 
para cada valor de z se halla el correspondiente valor de u, resol^ 
viendo e(u,z) =0 mediante el método de Newton.

Como la dependencia de w aparece sólo en el límite de integra­
ción, pero no en el integrando, al ir aumentando w no es necesario 
integrar nuevamente sobre toda la región que contribuye, sino sola 
mente sobre las regiones de integración que se van agregando. Esto 
hace que el procedimiento de cálculo sea relativamente rápido.

En la Fig.6 hemos representado los resultados de L, L y L27 b
(L= L +L ) para v =0.75 u.a., los que muestran un típico comporta- r s F
miento logarítmico para w .grande. En la Fig.7 hemos representado
los correspondientes poderes de frenamiento reducidos L/w2, Lr/w2
y L /w2, que salvo un factor (4irne11Z2/mv2), representan respectiva- s *mente el poder de frenamiento total y las contribuciones debidas
a excitaciones colectivas e individuales, para una carga de valor
Ze. La línea de rayas en el rango de velocidades grandes corres­
ponde a la fórmula aproximada de Bethe

mientras que la línea de rayas en la región de velocidades peque­
ñas corresponde a la aproximación analítica

CL = { ln( 0/x2) - a/ 3} / 2 a2

con a = 1-x2/3 , 0=l+2x2/3, obtenida por Lindhard integrando (8.5) 
con f^(0,z) = 1- z2/3.

Es conveniente comentar aquí la regla de partición de Lindhard 
y Winther^? la misma establece que para velocidades mayores que la 
velocidad mínima para excitación de modos colectivos, v > vmin=vFuc' 
se cumple la siguiente relación entre las contribuciones a Ls

L = L + C (10.2)s r
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donde la constante C no depende de la velocidad v (es sólo función 
de la densidad del gas de electrones). Es decir que la diferencia 
entre las curvas de L y u defce mantenerse constante, como seO L
observa en la Fig.6 .

En consecuencia, para que haya equipartición entre las pérdidas 
de energía por excitaciones individuales y colectivas, es decir, 
para que sea L - L , la velocidad debe ser suficientemente grandeS 3T
como para que L ,L >> C. Esto requiere por lo general velocidadesr s
demasiado grandes como para que un tratamiento no relativista siga 
siendo válido.

En la Tabla I presentamos los resultados de integración numéri­
ca, realizados para v =0.6, 0.75, y 0.9 unidades atómicas. Los

r

valores denominados L e I son los que resultan de las expresio 
nes aproximadas siguientes, que corresponden a velocidades grandes 
(sección 5)%

/2 mv 2 \ 
' t i

Lap = ln|---- ] (10.3)

sin (ü)prn/v)
Jap = : .- c i < V o / v )  (10-4)P (o)pr0 /v)

Se presentan resultados para separaciones internucleares de valores
rg=2, 3, 4 y 8 u.a. Las fluctuaciones en el valor de la constante
de partición C = Ls-Lr dan idea de la precisión de los cálculos
(pues L y L han sido integrados independientemente). ir s

Puede observarse que para velocidades grandes I es mucho menors
que I , lo cual físicamente corresponde al hecho ya señalado de que 
para excitaciones individuales violentas las cargas externas tien­
den a comportarse en forma independiente. Matemáticamente, esto 
puede explicarse observando la variación del factor de interferen­
cia g(z) = sin (2kpr0 z) / (2kpr0 z) en la ílg.4(b), el cual tiende a 
cancelar la integración para valores grandes de z (al calcular I 
integrando en la región sombreada), pero afecta menos la integración 
sobre la curva r en donde los valores de z son pequeños.

Los resultados presentados en esta Tabla indican un excelente
acuerdo entre L y L , y entre l e í  , para velocidades grandes?J ap ap
el acuerdo es razonablemente bueno aún para w^ 2 .
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Cálculos de la pérdida de energía a partir de la constante 
dieléctrica de Lindhard
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Figura 8

En la Fig . 8  hemos representado el cociente I/L en función de 
«prQ/v, para vp = 0.75 u.a. (ü)p = 0.423 u.a.) y para v = 1.5, 3.0 y 
6.0 u.a.. Los círculos son el resultado de integraciones numéricas 
usando la función dieléctrica de Lindhard. Las curvas continuas 
corresponden a las expresiones analíticas aproximadas obtenidas en
la sección 5 #

siendo

L = ln ( 2mv2/fiojp)

I = G(r0<op/v) - G(2mvrQ/fi)

C(x) = siri x - Ci (x)

(10.5)

(10.6)

(10.7)

Algunas discrepancias son observables para v = 1.5 a.u., mientras
que para velocidades mayores el acuerdo es remarcable.

La curva de rayas es el resultado de cálculos aproximados de
24otros autores a partir de un modelo de altas velocidades,

P:"Nota: El término G(2mvrQ/fi) es importante sólo para rg muy chico, 
pero debe incluirse aquí para obtener el límite unido correcto':
I/L -*• 1 cuando rg->-0.
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similar en principio al nuestro; dichos cálculos están sin embargo
caracterizados por la existencia de un "plateau" en 1 / 1 1 = 0.5, para
+í/2mv < Tq < v/o)p. Tal comportamiento está en desacuerdo con los
resultados presentados en el presente trabajo (y con los presenta- 

25dos previamente ). Nos referiremos nuevamente a esta discrepancia 
en la próxima sección.

El valor de la relación I/L resulta importante para comparar la 
pérdida de energía media ^ dW/dt^ de cargas correlacionadas, dada 
por (7.4), con la pérdida de energía de cargas independientes, 
dada por

dW. , i*
h  T T  ‘  T 5 8 <Z! +ZI> L  <10' 8>at

Esto determina una relación de pérdida de energía

Z .dW./dt i i'
í 2Z1Z2\ I

+ L '

y en particular, si Z^ = Z2 ¡

R = 1 + 7 - (10.10)JLi

11. Pérdida de energía y regla de partición

Un argumento sencillo para estimar la pérdida de energía de un 
grupo de cargas rápidas ha sido dado por Brandt, Ratkowski y 
Ritchie^4 ’̂ , sobre la base de la regla de equipartición del fre­
namiento y de una hipótesis simplificatoria.

La hipótesis es que si la separación rg entre las cargas (con­
sideramos sólo dos cargas) es tal que;

fi v
--- << rQ << —  (11.1)
2 mv cúp

entonces las cargas actuarán como independientes respecto a las 
excitaciones individuales (colisiones "próximas"), y como una
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única carga, de valor ( Z ^ Z ^ e ,  respecto a las excitaciones colec­
tivas (colisiones "distantes"). De acuerdo con ésto, la pérdida de 
energía media será:

(11.2)

siendo L = Lg+Lr; mientras que la pérdida de energía de cargas 
independientes estará dada por (10.8). Con esto resulta una rela­
ción de pérdida de energía

La regla de equipartición de Bohr establece que la pérdida de 
energía de una carga rápida se distribuye en proporciones aproxima­
damente iguales en pérdidas por colisiones próximas y por colisiones 
distantes; es decir: L /L - L /L = 0.5, de donde resulta R “ 1.5.L o
De este modo la existencia de un "plateau" en los cálculos antes
mencionados fue interpretada como una manifestación de la regla
de partición Lr/L - 0.5.

Para tratar de obtener un valor más apropiado de R, Brandt y 
15Ritchie usaron posteriormente la regla de partición de Lindhard

y Winther, según la cual para v > v min (ver ecuación (7.8)) es
L =L +C, donde C no depende de la velocidad v. En este caso R s r
resulta siempre menor que 1.5 (en mejor acuerdo con los resultados 
expe r imen tale s)

Notemos que la condición (11.1) es la correspondiente al llamado 
límite mixto en la sección 5, y que, además, el comportamiento de 
cargas separadas o unidas es rigurosamente correcto sólo si consi­
deramos, respectivamente, las colisiones próximas en que la trans­
ferencia de impulso es grande, tales que k>>rg^, o las colisiones

(11.3)

En particular, si Z1 = Z^i

R - 1 + (Lr/L) (11.4)
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distantes en el sentido de que kccrg^ ? pero para valores interme­
dios de k, sobre los cuáles es necesario integrar, el comportamien
to es más complicado. Por otra parte, cuando la condición (11.1)

25se cumple, nuestro tratamiento aproximado da una expresión sen­
cilla para I(ver sección 5);

En este caso las cargas actúan como separadas respecto a excita­
ciones individuales violentas (rgk2 =rQ(2 mv/fi)>>1 ), y como cargas 
unidas para excitaciones colectivas de longitud de onda largas 
(rQk^=rQU>p/v<<l) , pero las interferencias sobre todo el rango 
intermedio de k están integradas adecuadamente.

Este comportamiento indica además que no hay una relación 
sencilla entre I y y que por consiguiente no es posible esta­
blecer una vinculación general entre la pérdida de energía de 
cargas correlacionadas y la regla de partición.

La expresión (10.9), junto con (10.5) y (10.6), describe 
correctamente los efectos de interferencia en la pérdida de ener­
gía para velocidades grandes y separaciones r^ arbitrarias, y será 
apropiada para describir la pérdida de energía de iones correlacio 
nados rápidos en el interior de un sólido, teniendo en cuenta que 
la separación internuclear entre los iones aumenta con el tiempo 
por efecto de la repulsión entre los mismos.
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PERDIDA DE EHSIíSIA DZ I01IES MOLECULARES EN LAMINAS DELGADAS

Resumen: En los capítulos previos hemos estudiado la pérdida de 
energía de un grupo de cargas en un gas de electrones, con espe­
cial interés en el caso de velocidades grandes. El objeto del pre­
sente Capítulo es considerar la existencia de efectos de agrupa- 
miento en la pérdida de energía de iones rápidos en láminas delga­
das e para un caso en que existen mediciones experimentales. La a- 
plieabilidad de algunos de los resultados obtenidos anteriormente 
debe pues discutirse en forma particular teniendo en cuenta las 
propiedades del material frenante.

Correcciones a la pérdida de energía, debido al ancho finito 
de la resonancia de plasma y a la excitación de electrones de ca­
pas internas,- se consideran en las secciones 12 y 13. En la se­
cción 14 se describe la integración de la pérdida de energía en 
una ...ámina del ¿lia, teniendo en cuenta la repulsión entre los io­
nes» Finalmente se considera el caso de iones moleculares de hi­
drógeno incidiendo sobre láminas de carbono comparándose los re­
sultados experimentales con los calculados aquí.

Bfecto del ancho de la resonancia de plasma
En el modelo de Lindhard para la constante dieléctrica las 

excitaciones colectivas están descriptas por una curva de resonan­
cia de ancho nulo, lo cual manifiesta que en la aproximación RPA 
los plasiucnes tienen vida media infinita para k<kc. En casos rea­
les diversos mecanismos de decaimiento dan a la resonancia de plas­
ma un ancho finito 38. El objeto de la presente sección es dar una 
descripción simple del efecto del ancho de la resonancia sobre el 
vcilor del término de interferencia I, y obtener una estimación de 
este efecto.

Consideramos nuevamente velocidades grandes, y además separa­
ciones internucleares rQ grandes, despreciando en consecuencia la 
contribución al valor de I debida a excitaciones individuales. Pa­
ra describir la resonancia de plasma usaremos el modelo de

CAPITULO 3
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Drude 33 , 39 para e (10) , lo cual nos da

Im [e (u] = co2 yo) (12.1)

donde y es, aproximadamente, el ancho total del pico ( correspon­
diendo a un tiempo de relajación y  ̂ ).

El término de interferencia I, de acuerdo con (7.5), resulta 
dado por « kv

f  ,, sin kr.
I =

0

o

dk " " ‘‘ 0 I du) ai Im{-l/e (oj) } (12.2)

integrando por partes respecto de k y usando (1 2 .1 ) se obtienes

= I(xp ,r)
- í / :y 0

dx G(x) r x'
(x2 -x2) ■+xzr2  r  2

(12.3)

en donde los parámetros xp y r están dados por

XP =
V p
v r = V (12.4)

y comparan, respectivamente, el intervalo de tiempo que separa las 
cargas ^ iTq/v , con el período de las oscilaciones de plasma Tp=
2ir/ü)p y con el tiempo de relajación y La función G(x) = sinx/x- 
Ci(x) es la representada en la Fig.3 .

Eh particular, para r/Xp+0, (12.3) nos da l(xp ,0) = G(xp) , lo cual 
corresponde al resultado (.5.14) para ancho nulo de la resonancia; 
mientras que para T 4 0, (tO i G~) promedia la función de interferen­
cia sobre la curva de ancho finito. La relación I (x ,r)/I(xp,0), 
que representa la reducción en el valor de I debida al ancho de la 
resonancia de plasma, ha sido calculada para diversos valores de 
x con los resultados que se muestran en la Fig.9 .
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Figura 9

13. Corrección por excitación de capas internas
Hasta aquí hemos tenido en cuenta la pérdida de energía de 

cargas agrupadas debida únicamente a electrones de valencia, con 
la hipótesis de que un modelo de electrones libres sea aplicable. 
Discutiremos ahora en qué forma los resultados previos deben co­
rregirse al incluir los procesos de excitación de capas internas, 
y consideraremos esta corrección para el caso particular del 
carbono.

En términos generales, este tipo de excitaciones dará contribu­
ciones adicionales a la pérdida de energía calculada previamente. 
Para el caso de dos cargas Z^e y Z2 e, moviéndose con velocidad v 
en el medio material, la pérdida de energía (por unidad de tiempo) 
^dW /dt^ debida a excitación de capas internas, puede escribir­
se en una forma análoga a la obtenida para excitación de electro­
nes externos; esto ess

, dW v 4in e1* f 'v
< 7 f ) ‘  — —  (<zí+zi> Bo + 2 Z1 Z 2 M  < 1 3 - 1 >dt mv v J

siendo n la densidad de átomos del material frenante. Los térmi-cL
nos B e l  tienen sin embargo un comportamiento cuantitativamenteO c
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diferente al de los correspondientes términos (ecuación (7.4)) que 
describen la excitación de los electrones de valencia, debido prin 
cipalmente a que las energías de excitación de las capas internas 
son mucho mayores. En particular, el valor del término de interfe­
rencia I dependerá de la relación entre el valor de r^ y el pará­
metro de impacto adiabático para transferir una energía de excita­
ción a un electrón de una capa interna, es decir ba£ =<fiv/Ev.
Para que los efectos de interferencia en la excitación de electro­
nes de capas internas sean importantes es necesario que ka¿ > r g' 
o biens

v > r^E^/íi (13.2)

pues én este caso el electrón que es excitado puede interactuar 
en forma no adiabática con ambos proyectiles. Esta condición requie 
re en la práctica valores de la velocidad v generalmente grandes. 
Por ejemplo, para la capa K del carbono es E^= 284 eV “ 10 u.a., 
y si tomamos como separación entre las cargas un valor rg=¡lA“2 ua., 
la condición (13.2) implica v > 2 0 u.a. , lo cual significa velocidades 
considerablemente grandes (respecto a la velocidad de Bohr). Por 
el contrario, si v<<rgE /íi, los parámetros de impacto adiabáticos 
son mucho menores que r^, pudiendo entonces despreciarse el térmi­
no de interferencia I en (13.1) y la pérdida de energía por exci-ctación de capas internas será la que corresponde a capas separadas.

Por su parte el término (Z2 +Z2) Bc , que representa la pérdida
de energía de cargas independientes, es importante sobre un rango
más amplio de velocidades. Para velocidades suficientemente grandes,
tales que 2mv2>>E , el número de frenamiento B tiene un comporta-v c
miento logarítmico del tipo de Bethe. Para velocidades menores el 
comportamiento de Bc es más complicado. El problema de excitación, 
de capas internas, y el cálculo de Bc, ha sido considerado por 
diversos autores dado que concierne, más específicamente, al frena­
miento de cargas aisladas^-.

La pérdida de energía de dos cargas en movimiento correlaciona­
do resulta entonces de adicionar las fórmulas (7.4) y (13.1) que 
corresponden a excitación de electrones de valencia y de capas 
internas. Nos ocuparemos un poco más en detalle del caso en que
I sea despreciable, es decir, que no haya efectos de agrupamientoO
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en la excitación de capas internas; esto puede abarcar en la prác­
tica ún rango de velocidades relativamente amplio. En tal caso 
podemos escribir la pérdida de energía de dos cargas correlaciona­
das en la siguiente formas

. dVJ _ 4nn e1* 
< - > =  — i- dt mv

^CZJ+Z2 > (NVL+Bc) + 2 Z1 Z2 Nvl ‘J (13.3)

siendo N el número de electrones de valencia por átomo (la densi­
dad de electrones de valencia es n = n N ). La única diferencia con

a  V

la ecuación (7.4) es la inclusión del término de corrección Bc 
Conviene entonces definir los números de frenamiento Bv y Bfc 

como
B = N L v v
B, = B + B t v e

(13.4)

Por otra parte, la pérdida de energía correspondiente a cargas 
independientes será:

dwi
dt

4irn e1* a
mv (ZÍ+Z2 > Bt (13.5)

Resultando así una relación de pérdida de energía

( dW/dt)
R = --------  = 1 +

I.dW./dt
2 Z1 Z 2

Zl+ Z 2

B.v
Bt L

(13.6)

de modo que la diferencia respecto a la expresión (10.9) obtenida 
anteriormente se debe al factor de corrección

B
B,

Bv
B +B v c

(13.7)

El grado de importancia de este factor dependerá del rango de 
velocidades que se considere y de las propiedades atómicas del 
material frenante. En la Tabla II presentamos valores de Bv/Bt
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para el caso particular del carbono. Los valores de B se han
40obtenido a partir de la teoría de Bethe - Walske para excitación 

de capa K, y Bv=NvL se ha calculado con Ny=4 y L dado por la fór­
mula <10.5), correspondiente a velocidades grandes y tomando 
fiü)p=25 éV.

Tabla II
Corrección por excitación de la capa K para el carbono

v(u.a.) 2 . 0 3.0 # o 5.0 6 . 0 7.0 o
•

00

B 8 . 6 6 11.9 14.2 16.0 17.4 18.7 19.7
V

B 0.04 0 . 2 2 0.61 1.15 1.75 2.36 2.97
C

B /B. v' t 1 . 0 0.98 0.96 0.93 0.91 0.89 0.87

De los valores presentados en esta Tabla se deduce que
corrección por excitación de capa K del carbono es poco importan­
te para las velocidades consideradas, qué corresponden al rango 
en que existen resultados experimentales.

14. Integración de la pérdida de energía en una lámina
En las secciones previas hemos considerado la pérdida de ener­

gía de dos cargas Z^e, Z^e , con separación r = rQ fija. Para com­
parar con resultados experimentales hay que tener en cuenta que al 
atravesar una lámina de espesor Ax , la separación r entre las 
cargas no será constante.

Despreciando efectos de apantallamiento a distancias r pequeñas 
(la longitud de apantallamiento dinámico, dada por v/ü)p, es grande
para cargas rápidas"^) podemos suponer que las cargas se separarán

17por efecto de su repulsión coulombiana . En este caso la vana-17 41ción de r = r(t) con el tiempo t puede calcularse mediante '



dW
AE = I dt ^ —  > (14.2)

siendo la separación a tiempo t= 0  y x = ri/r(t) ; y es la masa 
reducida de las cargas Z^e y

La pérdida de energía AE en una lámina de espesor Ax resultará 
de integrar

f T /dW \

donde ^dVí/dt^ es la pérdida de energía correspondiente a una 
separación r = r(t); T es el tiempo de tránsito en la lámina, es 
¿ecir T = Ax/v.

Una expresión más conveniente es

, r t y d W v
i E  = f d r  ( i ? )  '  — ^  <14- 3) J dt

ri

siendo r^rfO) y r^=r(T), la separación inicial y final entre las 
cargas al atravesar la lámina, y siendo

dt
dr

2Z1 Z,e2 - . 1 1 / 2
1  2  ( k  - I \' r . r ;

L  v 1

(14.4)

Por otra parte, la pérdida de energía correspondiente a cargas 
independientes será:

dW.
AE. , = 7. — - T (14.5)

ind ¿i dt

La relación de pérdida de energía en la lámina será entonces
r ,

AE
R = --- = f / dr ^  < < W d t )  (14.6)

4Eind r t I ^ / a t

donde el cociente que aparece en el integrando estará dado por
(13.6), en función de los valores de I y de L. Al disponer de 
expresiones analíticas simples para I y para L, la integración 
numérica de (14.6) no presenta inconvenientes. Para dicha integra­
ción L tiene un valor constante (por considerarse constante la 
velocidad), pero I en cambio depende de la separación r(t).
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A efectos de comparar la teoría con resultados experimentales 
de pérdida de energía de haces de H2 incidiendo sobre láminas de 
carbono, es necesario hacer un comentario para este caso particu­
lar, respecto de la aplicebilidad de los resultados obtenidos 
previamente, con un modelo de electrones libres. Nos limitaremos 
a considerar velocidades grandes (v>>vy), dado que en este caso 
el poder de frenamiento es poco sensible respecto de detalles de 
los estados electrónicos del blanco^".

Para velocidades grandes, los procesos relevantes en la pérdida 
de energía de partículas cargadas,por excitación de electrones de 
valencia, son las excitaciones individuales violentas de dichos 
electrones, y las excitaciones colectivas de longitudes de onda 
largas; de ambos procesos, solamente el último será importante en 
cuanto a la magnitud del término de interferencia.

Las excitaciones individuales debidas a colisiones violentas 
suponen transferencias de energías grandes, de modo que los elec­
trones de valencia pueden considerarse como libres al respecto.
Las inhomogeneidades en la densidad electrónica tampoco son muy 
importantes para estas colisiones, pues las cargas al moverse 
realizan, en cierta forma, un promedio de la densidad local.

En cuanto a la caracterización de las excitaciones colectivas, 
no es posible dar argumentos generales, cuando se considera elemen 
tos que no presentan comportamiento típico de electrones libres. 
Puede en cambio obtenerse información importante en ese sentido, 
para cada elemento en particular, a partir de datos de pérdida de 
energía de electrones, o mediciones de propiedades ópticas en la 
región ultravioleta.

En la Fig.10 se muestran los resultados obtenidos por Taft y 
Philipp42, a partir de mediciones ópticas, para la parte real 
e imaginaria -̂a constante dieléctrica del carbono (grafito),
y para la función de pérdida de energía Im{-1 /e} , en función de 
la energía E=fiü>, en el ran^o óptico. Se observa aquí la existencia 
de dos picos importantes en la función Im{-l/e}, para energías de 
7 y 25 eV. La existencia de los mismos y los valores de las ener­
gías están en buen acuerdo con mediciones de pérdida de energía 
de elsctronor an carbono . Puede verse también que ambos picos

15. Comparación con resultados experimentales
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aparecen para energías en que 
= O y es pequeño? son pues 

considerados como debidos a 
oscilaciones de plasma.

Dado que la pérdida de ener­
gía depende del producto (ver 
ecuación (7.3) o (12.2));

ü> Im{-l/e},

la contribución del pico de 7 eV 
es poco importante. En efecto, 
las áreas de ambos picos en Fig„

1 0  están en una relación aproximada 
de 1 :1 1 , y al ser multiplicados
por sus respectivas energías dan Fig.10
una relación 1 : 3 9  (esta es aproximadamente la misma relación en que
los electrones ir y a contribuyen a la regla de suma de Im{-l/e},42de acuerdo con una integración más cuidadosa de Taft y Philipp ). 
En consecuencia, solamente tendremos en cuenta la resonancia de
25 eV en el cálculo de la pérdida de energía.

La curva de Im{-l/e} para ñ u  > 15 eV puede aproximarse con la 
fórmula de Drude (12.1). El valor de y apropiado puede obtenerse de 
la Fig.10, a partir del valor máximo:

-  ”  3 - 7Y
(15.1)

Para u)p=25 eV/fi = 0.92 u.a., obtenemos y

26

0.25 u.a. El valor de y
permite estimar la corrección al valor de I debido al ancho de la
resonancia de plasma.

En la Fig.ll se muestran los resultados de Tape y colaboradores
para la relación de pérdida de energía R de iones moleculares y
atómicos de hidrógeno en láminas de carbono (200- 2000 A de espesor)
para energías de 655 KeV a 1 Mev por nucleón. Las curvas a y b son
resultados teóricos obtenidos para un valor intermedio de la
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velocidad? v = 6  u.a., integrando numéricamente la expresión (14.6) 
para tener en cuenta la repulsión coulombiana entre los protones 
provenientes de la molécula de H~ . Se ha tomado como separación

O . . .inicial r .=1.3 A, lo cual es un promedio de separaciones mternu- icleares, sobre los estados vibracionales de H- que son poblados en
 ̂ . . 24,45 tina fuente de iones

Figura 11

TIME IN CARBON (IO-,5sec)

La curva (a) resulta de integrar (14.6) numéricamente, para 
distintos tiempos de tránsito en la lámina, usando la expresión no 
corregida (1 0 .1 0 ) t

<dW/dt> _ . j /j
I.dW, Tdt 1  + I/L (15.2)

con las expresiones (1 0 .3 ) y (10.4) para L e í  respectivamente.
La curva (b) resulta de usar la expresión corregida (13.6) 

debido a excitación de capas internas, con Bv/B^a0.91, de acuerdo 
con los cálculos para la capa K del carbono (Tabla II); el ancho 
de la resonancia de plasma da un factor de corrección adicional 
I(xp,r)/I(xp ,0 ) “ 0 .9 , que ha sido también tenido en cuenta.
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Pesa a los amplios márgenes de incerteza experimental en los 
resultados mostrados, las siguientes conclusiones pueden extra­
erse: Io)los resultados experimentales dan evidencia de la 
existencia de efectos de agrupamiento en la pérdida de energía 
de iones moleculares; 2 o)los valores de R son claramente 
menores que el valor 1.5 previsto por vina descripción basada 
en la regla de equipartición; 3o)la magnitud de los efectos 
observados concuerda con las expectativas teóricas.

Conviene indicar además que la amplitud de los errores 
experimentales es en buena parte adjudicable al método da 
medición empleado. La dificultad reside en medir la energía 
de los iones transmitidos en la lámina, dado que al straggling 
natural de la pérdida de energía se añade una dispersión que 
resulta aún más grande, debida a la energía de repulsión 
electrostática liberada en la disociación molecular (observada 
en el sistema del laboratorio). Esto origina un ancho en los 
espectros de energía de los iones observados que es del mismo 
orden de magnitud que el efecto que se quiere medir.

Ur método diferente de medición de poderes de frenamiento44ha sido introducido por K.H./uidersen y colaboradores , 
basado en la medición directa de la energía depositada en la 
lámina. Tal procedimiento no estaría afectado por la explo­
sión couloitbiana de las moléculas, y podría ser un método 
adecuado para una medición más precisa de la pérdida de 
energía de iones moleculares rápidos en láminas sólidas.
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SEGUNDA PARTE

EFECTOS DE INTERFERENCIA EN LA RADIACION DE TRANSICION 
DE UN GRUPO DE CARGAS NO RELATIVISTAS



1. Introducción

a) Consideraciones previas
El fenómeno de "radiación de transición" consiste en la emisióu

de un pulso de radiación electromagnética cuando una partícula
cargada atraviesa, con velocidad constante, la superficie de sepa
ración entre dos medios con diferentes propiedades dieléctricas
Esta radiación es originada por la polarización eléctrica inducide
en el medio material, y surge como una consecuencia directa de las
ecuaciones de la electrodinámica. La teoría de la radiación de

46transición fue formulada por Ginzburg y Frank , y ha sido motivo
47-51de continuo interés posteriormente . Revisiones sobre el tema

50han sido efectuadas por Frank y, más recientemente, por Ter- 
Mikaelian^.

En el caso de conductores perfectos esta radiación puede pen­
sarse como debida a la desaparición (o aparición) instantánea de 
un dipolo, formado por la carga externa y la carga imágen, en el 
momento en que la primera entra al medio material (o sale del ird. 2  

mo). Un cálculo microscópico aproximado de la radiación de tran­
sición, como resultante de la polarización dinámica inducida en el

48medio por la carga externa, fue realizado por Ashley y Ritchie
El caso de una lámina delgada atravesada por partículas rápidis

49 47fue estudiado por Pafomov (ver también Ritchie y Eldridge ),
quien demostró que si la lámina es transparente se producen efectos
de interferencia entre la radiación emitida por cada superficie.
Si los efectos de atenuación en el material son importantes, es
decir, si el ancho de la lámina es mayor que la profundidad deso.?
la cual la radiación puede emerger, la intensidad de radiación
emitida por la lámina (hacia adelante o hacia atrás) coincide con
la correspondiente a un medio semi infinito.

Las primeras investigaciones experimentales de la radiación
emitida por superficies al ser bombardeadas con electrones fueron

52realizadas por Lilienfeld en 1919, cuando el origen de dicha 
radiación era aún desconocido. Más recientemente ha sido demostra­
do que la radiación de Lilienfeld corresponde al fenómeno de r|dia 
ción de transición descripto teóricamente por Ginzburg y Frank
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La radiación emitida por diversos materiales, tanto en la
región visible como en el ultravioleta, ha sido experimentalmente
estudiada, hallándose en general un buen acuerdo con la teoría^'

Los casos más estudiados son los de láminas y blancos gruesos
de elementos metálicos, bombardeados con haces de electrones de
energías variables (entre 2 y 80 KeV). La emisión de radiación de

54transición ha sido además observada por Goldsmith y Jelley , 
para el caso de protones, con energías de 1 a 5 MeV, incidiendo 
en metales.

b) Descripción del trabajo
Se estudia aquí teóricamente la radiación de transición produ­

cida cuando un grupo de cargas no relativistas atraviesa la super 
ficie de separación entre un medio material no magnético, con 
constante dieléctrica e(u>), y el vacío.

Se analizan los efectos de interferencia que tienen lugar; 
demostrándose que los mismos son importantes, para partículas no 
relativistas, cuando la separación entre las cargas del grupo es 
considerablemente menor que la longitud de onda de la radiación 
emitida. En tal caso dichos efectos pueden describirse mediante 
un factor de interferencia que depende únicamente de la frecuen­
cia de la radiación y de la estructura del grupo de cargas en el 
momento de cruzar la interfase.

Se analizan finalmente las condiciones para que los efectos de
interferencia en la radiación de transición sean observables
cuando se hace incidir proyectiles moleculares rápidos sobre lánú

55ñas sólidas delgadas
En la sección 2 se plantea el problema de determinar los campos 

electromagnéticos a partir del vector de Hertz. En la sección 3 
se calculan los campos correspondientes a un grupo de cargas en 
un medio infinito, y en la sección 4 se obtienen los campos para 
un medio semi infinito, en el caso de incidencia normal. Los 
campos de radiación se obtienen en la sección 5 mediante el pro­
cedimiento de la integral de fase estacionaria. En la sección 6  

se describen los efectos de interferencia en la radiación emitida 
y en la sección 7 se aplican los resultados al caso de proyectiles 
moleculares de hidrógeno incidiendo sobre láminas sólidas .
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2. Ecuaciones de Maxwell y vector de Hertz

Para obtener los campos electromagnéticos producidos por densi- 
dades de carga y corriente p(r,t) y ;j(r,t) en un medio material 
no magnético, caracterizado por una constante dieléctrica depen­
diente de la frecuencia e(<u), es conveniente hacer un análisis de 
Fourier de los campos y fuentes, del tipo

ce

X(r,<o) = (2tt)” 1 / 2  j  dt elü)t X(r,t) (2.1)
— co

de modo que las ecuaciones de Maxwell toman la siguiente forma 
(para permeabilidad y=l)

^.5(r,oj) = 4irp(r,ü)) (2.2)

^„5(r,tü) = 0 (2.3)

Vxá(?/Ü)) = S(r,oj) (2.4)O
VxH(r,w) = ~  ^(r,w) - 5(r,cü) (2.5)c c

y consideramos además una relación local simple entre el desplaza­
miento S(r,ü>) y el campo eléctrico S(r,u) * s

6 ( r , u i )  = e (ai) É( r , i ü )  ( 2 . 6 )

Si introducimos ahora el vector de Hertz n(r,aj), a través de las 
siguientes relaciones^

£(?,«) = -Í2L e (o)) (2.7)

E ( r , t o )  -  ^ ( V . n ( r , ü i ) )  + —  e(oi) í ( r , u )  ( 2 . 8 )
c2

resulta inmediato que las ecuaciones (2.3) y (2.4) se satisfacen 
trivialmente, mientras que la ecuación (2.5) nos da

* Para medios anisotrópicos la relación entre 2 y í es de tipo 
tensorial; aquí consideramos sólo el caso de materiales isotrópi- 
cos, que son los más comunmente usados en estudios de radiación 
de transición.



2 t̂tÍ
V2 í(rf<ü) + —  e (u>) í(r,üj) = - ----  u(r,ü>)

c 2 u) e (cu)
(2.9)

Puede verse además que la ecuación (2.2) también se satisface a 
partir de (2.9) y de la ecuación de continuidad

V.j(r,co) = iwp(r,w) (2.10)

Nuestro problema consistirá pues en resolver, para una situa­
ción particular, la ecuación (2.9)? determinando luego los campos 
electromagnéticos mediante (2.7) y (2.8). Una simplificación con­
veniente resulta de aplicar, a los campos y fuentes, la siguiente 
transformación

X(icrz,«>) = (2irf1  Jdx fdy e~i(xkx+yy  X(r,u>) (2.11)

de modo que la ecuación (2.9) se reduce a una ecuación diferencial 
ordinaria en la variable z;

[kk2- ^  e(“)
2 - ■ ■ ~

t(Íc,z,u>) - ~ 2  í(Íc»ZfW) =----- 3 (íc, z , id) ( 2 . 12 )
dz <oe(u)

4ttí

La dependencia en x e y queda así expresada a través del vector 
bidimensional & = (k ,k ), mientras que la dependencia en z la

^ y ,trataremos en forma explícita, lo cual será apropiado para deter­
minar los campos en el caso de considerar un medio material semi 
infinito en la región z < 0 .

3. Campos de un grupo de cargas en un medio infinito
Calcularemos aquí el vector de Hertz correspondiente a un gru^_

po de N cargas, de valores Z e, moviéndose en un medio material.
n . A tinfinito con velocidad v en dirección z . La densidad de aorrxenn

te asociada a este grupo de cargas serás

siendo r =(x ,y ,z ) la posición de la carga Z e a tiempo t-0. n n n n

 ̂El caso de incidencia oblicua se trata en el Apéndice.
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Transformando, mediante (2.1) y (2.11), de las variables x,y,t
a las más convenientes k ,k ,u> , obtenemos:x y

í ( R , z , u ) = í  í n j n (it,U) e W v n (3 .2 )

siendo Z eJ Oc,<o) exp{-idt.j> +<uz /v ) } (3.3)
n (2ff)

y donde «(x ,y ) es la componente vectorial de r perpendicular n n n “
al eje z.

Un procedimiento conveniente para resolver (2.12) es superponer 
los campos Ín (ic,z,aí generados por las correspondientes corrientes 
jn (ic,u)exp(iwz/vn) ; dado que la dependencia en z de estas corrien 
tes aparece sólo en el factor expíiuz/v^), la solución buscada 
será de la forma

ftn (jc,z,u>) = z  nn (it,w) e*'üiẐ vn (3 .4 )

y el valor de nn (le,tu) se determina por sustitución en (2 .1 2 ), 
resultando

4iri j (k,io)
n (& ,«) ------------------------------ ---------------- :---------  (3-5)n o> e (u) {k2 +(u/vn)2“ (w/c)2 e{oj) }

El vect&r de Hertz correspondiente al grupo dé cargas, en un 
medio semi-infinito, será entonces simplemente

í(jc,z,u>) = In f (£,*,«)

4 wiz j (ic,ü>) eiuz/rvn
0)e (ü)) n {k2 +(w/v) 2 -(w/c) 2 e (u) >n

El comportamisnto asintótico de los campos está relacionado 
con el signo de los términos Xn= (ui/v̂ i2 — (a»/cy2 e (&>) siempre que 
éstos sean positivos se obtienen campos no radiativosj por el 
contrario, si algún Xn es negativo, es decir si vr > c//F(ü>) , 
se produce radiación efe Cherenkov en el rango de frecuencias en 
que esto ocurre (ver por ejemplo Jackson , sección 13.4).
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Dado que consideramos velocidades no relativistas podemos aproxi— 
mar *ns(u/vn)2' ¥ en consecuencia no aparecerá tal radiación. 

Obtenemos asi para el caso no relativista

4iriz iw z/vn .
í()c,z,w) = ------ l  — — ■ —  jn (k,«) (3.7)

<ii e (u) n {k 2+u / v 2}

Otro tipo de campos, y con propiedades esencialmente diferen­
tes, resultan de resolver la ecuación homogénea correspondiente 
a (2 .1 2 ), es decir, la ecuación que se obtiene para 3 (k,z,u) = 0 . 
En efecto, proponiendo una solución de la ecuación homogénea, 
del tipo n(ic,z,ü>) = £(ic,w) e1KZ, resulta

(3-8)c
y el valor de í(ic,u>) queda indeterminado. La relación (3.8) es 
precisamente la condición para describir la propagación de una 
onda electromagnética de frecuencia u> y vector de onda q=(k,<) 
en un medio material, es decir

q 2 = k2 +K2 = ^ 2  e («) (3.9)

Las soluciones de la ecuación homogénea representan pues ondas 
electromagnéticas libre, cuya existencia es aquí independiente 
de la presencia de cargas externas.

4 . cálculo de los campos para un medio semi infinito

Consideremos ahora un grupo de cargas incidiendo con velocida­
des v en dirección z, desde un medio material con constante die­
léctrica e(o>) (para z < 0) hacia el vacio (para z > 0) . Calcularemos 
primero el vector de Hertz para una componente de corriente 
(ver ecuación (3 .2 )) y luego superpondremos los campos correspon­
dientes a todas las cargas Zne.

Las soluciones de la ecuación homogénea para el vector de Hertz 
son en este caso necesarias para satisfacer las condiciones de 
contorno en z = 0 ; en consecuencia aparecen campos de caracterís­
ticas radiativas, que darán lugar a radiación de transición.
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n , debido a la corriente j , en cada medios n n
Proponemos las siguientes expresiones para el vector de Hertz

Medio ls e=e(u)) , z<0

(4.1)

siendo

:i= e(“>
1 / 2 (4.2)

4iri
n

jn (kfü))
■ 2 a,.. 2 a » 2 1u>e(w) (kz+ü)z/vz)

(4.3)

Medio 2 s e = 1 z > 0

nn(2) (Íc,z,u>) =A^2) ei<2 Z + b (2 ) ei^z/vnn (4.4)

donde
r  [ i >  -  - * ]

1/2 (4.5)

B(2 ) 4tri
n 0)

jn (k,u)
(k2 +iü2 /v2)

(4.6)

A

y en ambos medios la dirección de í es la del versor z. Los tér­
minos B exp(io)z/vn) son soluciones de la ecuación (2.12) en los 
medios 1  y 2 (ver ecuación (3.7)) , pero no satisfacen las condicio 
nes de contorno. Los términos A^  exp(-ÍKiz) y A ^  exp(i<2 z) son 
soluciones de la ecuación homogénea en ambos medios y los coefi­
cientes A se determinan de modo tal que los campos (4.1) y (4.4) n t e * * . * . * .  56»verifiquen las siguientes condiciones de contorno (ver Stratton )

! ~ n (1) (ic,z,w) 9 z n

e (w) (k,z,iíi)

z= 0
= fr n„2) 9z n z= 0

(4.7)

z= 0 2 =  0

que son las apropiadas para el caso en que el vector de Hertz 
es perpendicular a la interfase.



De esta forma se obtienes 

A (1,E A (1) (£,«) -ili
n n n (k2+u>2/v2) e (ki+ek2)

A»2». A¿2) (*,») = ^ i  3" ̂ “ 7  -(1~ £—  (4.9)n n (k2 +oi2 /v2) (Ki+e<2 )

donde e=e(üj>. De modo que si e(u) es distinto de 1 puede haber 
campos de radiación, tanto en el medio material como en el vacío.

5. Campos de radiación

Para determinar los valores de los campos de radiación en la 
región de vacío (región 2 ) debemos hallar el valor asintótico de 
la parte radiativa del vector de Hertz, esto es

= i  ía2k ei(S.P+K2 z) h {2) (¡U) (5 .1 )
2 ir

donde R= ( t , z )  -  (x,y,z) son las coordenadas de un punto de
observación distante de la superficie del material, y An (k,w)
está dado por (4.9).

Es conveniente definir un vector de onda tridimensional

§ = ( S , k 2) = ( Í ,  ( U / c )2 - k 2>1/2 ) (5.2)

cuyo módulo es q=ü)/c; la fase de la integral (5.1) puede escribir 
se entonces

f (ic) = ícop̂ +k2 z = q.R (5.8)

Para R * la fase f(íc) varia muy rápidamente con k, y tiende a 
cancelar el valor de la integral (5.1). Asintóticamente la única 
contribución a la misma proviene de un entorno del punto en que 
la fase es estacionaria. En nuestro caso el punto de fase estacio 
naria corresponde, como es físicamente obvio, a que q sea parale 
a 5 (y en consecuencia ic // p ) . Designando por 6 y <|> los ángulos 
esféricos (polar y azimutal) del vector R, el valor k = kQ para ex 
cual la fase es estacionaria está dado por
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kn = q sin© cos<{>0X (5.4)
k^y= q sin8 sin<|>

Un procedimiento conveniente para calcular los campos asintóticos
57es desarrollar la fase hasta segundo orden alrededor del punto

4 . -V k = k0¡

H Í )  = q R - ¿  Iifj £tj Ak. ikj (5.5)

siendo Ak.=k.-kn., y siendo f. 32f/8k.3k
x l U l  1 J  A J

Este desarrollo permite calcular el vector de Hertz en la zona 
radiativa como

í” d (l,») =z A<2) (!?.,»)
¿ 7T

obteniéndose finalmente

jd2 Je expfy- \ f^ Ak̂ Akj } (5.6)

ftrad(R,u,) =-iqz eos 0 A,f2 )(Íc,u>) (5.7)n R n

lo cual describe una onda esférica saliente, con q=u)/c como corres^ 
ponde a una onda electromagnética en el vacío. Hemos reemplazado 
en (5 .7 ) ÍcQ por &, lo cual no originará confusiones; el vector £ 
es paralelo a la superficie z=0 , su dirección está ahora determi­
nada por el ángulo <J> (correspondiente al punto de observación) 
y su magnitud es (de acuerdo con (5.4));

k = - sin 0 (5.8)c

El valor de A^2* determinado por (4.9) puede ahora escribirse 
como:

A (2) (£,u,) =iIÍ ( 1  .£). v i (Se,cu) (5.9)n 2 / j. \ “ noj (Ki+e<2 )

donde e=e(co) y donde hemos despreciado el término k2 en el denomi­
nador de (4.9) pues según (5.8) es k 2 «o>2 /v2.
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K 1 * ^ (e-sin2 © ) " * " ^ 2

(5.10)
w o

K y  =  —  C O S  0 
¿  C

Para hallar los campos en la zona radiativa usamos las expresiones 
(2 .7 ) y (2 .8 ), que en el caso del vacio se escriben

$ = v x f
° (5.n;

£ = $($.í) + ~2 í 
w

En términos de los vectores esféricos e ^ e ^ e ^  las componentes de 
resultan, en lo que a orden de magnitud respecta,n

(̂ ad)R „ (í»Fa4)( * — n n*ad (5.12)
R

y dado que n varía como 1/R, estas componentes no contribuyen 
a campos radiativos. Limitándonos a términos que varían como 1/R, 
obtenemos para el campo magnético en la zona radiativa:

r ad(S,„) = - (u/e) 2 sin 6 líad(3,u>) é ¡5.13'n n r

Un análisis análogo para el caso del campo eléctrico da como resul 
tado

S*aa(S,»> = -(u/c)2 sine n^aa(S,«) ee (5.14:

Podemos ahora superponer los campos producidos por todas las
corrientes j ; usando (5.13), (5.14), (5.7), (5.9) y (3.3) obtene- n
mos

f S * )  _  «< V D(R,i») In zn vn 2Xp(-i(k.Pn+ ( 5 - 1  ’

De (4.2), (4.5) y (5.8), k 1 y k 2 resultan dados por

arad(S,a,)

gra d (S;U)
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siendo
^ 4ne ü) (e-1) sin 8 eos 6 . n /D(S,„) = ---  - -------  ---------  ei.U)R/c (5l6.

(2 ir) ' c 3 (K1 +EK2 ) R

con y k 2  dados por (5.10).
El término de la sumatoria en (5.15) incluye todas las magnitu­

des que tienen que ver con las cargas incidentes, mientras que el 
factor (e-1)/(k1 +ek2) en (5.16) involucra las propiedades del 
medio material.

La polarización de la radiación no es afectada por los efectos 
de interferencia, resultando el campo eléctrico orientado en el 
"plano de emisión'1, definido por la normal a la superficie (eje z) 
y la dirección de observación ( versor n = S/R).

6 . Radiación de transición
Con los resultados de la sección anterior podemos ahora calcular 

la intensidad de la radiación de transición emitida cuando un gru­
po de cargas atraviesa normalmente la superficie de un medio mate­
rial.

El flujo de energía (por unidad de área pero integrado en el 
tiempo) en un punto de observación & estará dado por;

00A c A (
£($).n = ^ 7  n. dt 5(5,t)xH(R,t)

c
4 7T

00

n.J do> f (£,w) x h* (R,ü>) (6.1)

siendo n = S/R el versor en la dirección de observación; la segunda 
igualdad resulta de hacer un análisis en frecuencias de los campos 
y utilizar el caracter real de £($,t) y de S(S,t).

Obtenemos entonces la siguiente expresión para la intensidad 
de radiación emitida en un intervalo de frecuencia du y en un 
elemento de ángulo sólido díí:

d2S c
--- = —  R 2 n.{É(É,o))x £*(5,ai)} (6.2)
dftdui 2 tí
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y sustituyendo los campos dados por (5.15) y (5.16) dbtenemos

d2S d2 S°
(6.3)

dftdui dfidtü

donde

d2 S° e 2 v 2 e (oí) - 1 2
sin2 0 eos 2 0 (6.4)

df t dc ü  tt2 c 3

2
G(íc,ü>) * l n Zn (vn/v) exp{-i (íc.pn+o)Zn/vn) } (6.5)

siendo v la velocidad promedio del grupo de cargas, que hemos
introducido aquí pues resultará útil para el análisis que sigue.
La expresión (6.4) da la intensidad de radiación de transición

50correspondiente a un protón no relativista con velocidad v 
El "factor de estructura" (6.5) describe los efectos de interfe­
rencia en la radiación de transición debidos al agrupamiento entre 
las cargas, y es independiente de las propiedades del medio.

Consideremos ahora el caso en que las velocidades individuales 
v se apartan poco del valor promedio v; es decir vn=v+un ' con 
|un |<<v (y además - 0 ), y supongamos además que las separacio­
nes entre las cargas del grupo sean mucho menores que la longitud 
de onda de la radiación emitida A=2Tr/q = 2irc/ü), de modo tal que

lo cual describe efectos de interferencia en la radiación de tran­
sición, independientes del ángulo de observación, y debidos a la 
existencia de correlaciones temporales entre los campos producido^ 
por cada una de las cargas. Las fases en el factor de interferenc:’
(6 .6 ) están determinadas por los tiempos t n=~ zn/ v n ' c3ue correspon­
den al pasaje de las cargas Zne por la superficie z=0 .

Estos resultados son claramente independientes de la elección 
que uno haga del origen del tiempo; en particular, podemos elegir

jc.p <<1. En este caso de (6.5) obtenemos:n

2
(ic,o») = GQ (u) = l n Zn exp(iwzn/vn) (6.6)
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como t= 0  el instante en que el centro geométrico del grupo de
cargas pasa por la superficie, de modo que Inzn=0 ' siendo entonces
los valores de z del orden de las distancias relativas entre lasn
cargas, y podemos escribir el factor de interferencia como

G0 (w) - T Z exp(iwz /v) ¿n n r n
2

(6.7)

despreciando términos en las fases de orden
f  u  1 ( d i Z 'i__n
u  > l v

(6 .8)

La relación (6.7) indica en forma más explícita que los efectos de interferen­
cia dependen directamente de los valores de las coordenadas z 
en el momento en que el grupo de cargas atraviesa la superficie. 
Para partículas no relativistas los efectos de interferencia son 
importantes para separaciones relativas del orden de

2 irv
Az 'v --- = X (— )v c Ju

es decir, pequeñas respecto de la longitud de onda X de la radia­
ción emitida.

Los resultados obtenidos previamente indican, en síntesis, que 
la intensidad de radiación de transición inducida por un grupo de 
cargas con velocidad v<<c, y separaciones Az<<X, es igual al pro­
ducto de la intensidad correspondiente a un protón aislado, inci­
diendo con la misma velocidad, por un factor de interferencia 
Gq(w) que es independiente de los ángulos de observación 0 y <J>, 
y está determinado por la estructura del grupo de cargas al atra­
vesar la superficie. La polarización y dependencia angular de la 
radiación de transición es la misma que la correspondiente a un 
protón incidiendo aisladamente.

La extensión de los cálculos previos, para el caso de inciden­
cia oblicua, conduce a una expresión formalmente análoga a (6.3),

El significado de estos términos es claro si escribimos (6 .8 )
como toóz /v, donde 5z =u (z /v) representa incrementos en las dis- n n n n
tancias entre las cargas durante el breve tiempo t  'v z n / v  en que el 
grupo de cargas atraviesa la superficie. Estos incrementos son 
poco importantes si las cargas se separan lentamente (|u |*<v).
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con las siguientes diferencias (ver Apéndice ) s en la expresión
(6.4) para d 2 S 0 /dftdü> se debe reemplazar v por v (la componente dez
la velocidad del grupo de cargas, en la dirección normal a la su­
perficie); la expresión (6.5) para el factor G(ic,ai) ya no es apli­
cable; pero si el tamaño del grupo de cargas es pequeño respecto 
de la longitud de onda X=2 7rc/w, se obtiene para Gq(cü) una expresión
similar a (6.7), con v en lugar de v.z

7. Radiación de transición de iones moleculares en láminas sólidas

Vamos a discutir finalmente la posibilidad de observar efectos 
de interferencia en la emisión de radiación de transición, en el 
caso de iones moleculares que atraviesan láminas sólidas.

Consideraremos el caso de incidencia normal, analizando las 
condiciones de interferencia para la radiación de transición emiti 
da "hacia adelante", cuando el grupo de cargas emerge de la lámina; 
para que el tratamiento de medio semi infinito sea apropiado es 
necesario que el ancho de la lámina sea mayor que la longitud de 
atenuación de la radiación (que suele ser del orden de la longitud 
de onda de la radiación, para metales en el rango de frecuencias 
interesantes"*0). Nos restringiremos a considerar el caso más sim­
ple en que el grupo está formado por dos protones; esto presenta 
interés en relación con experimentos en los que se bombardea 
láminas sólidas con iones Hj (ver referencias 15-18 y 20-26).

Durante el tránsito por la lámina los protones se distancian 
debido a las fuerzas repulsivas, y sus velocidades se modifican 
en cantidades un pequeñas (un<<v); si la separación entre los 
protones es chica respecto de X los resultados de la sección 
previa son aplicables, y las interferencias pueden describirse en 
función de la diferencia de tiempos con que los protones atravie­
san la superficie. Denotemos por y 9q la distancia entre los 
mismos y el ángulo entre el eje internuclear y la dirección de 
movimiento z, en el momento en que los protones atraviesan dicha 
superficie; la orientación azimutal del vector no es importan­
te en este caso (que corresponde a que íc.pn<<l) .

Podemos considerar los siguientes casos limites:
(a) proyectiles alineados en la dirección del movimiento: 6 q= 0  ;
(b) proyectiles completamente desalineados: distribución isotró-
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pica de orientaciones angulares.
Para estos casos simples, los correspondientes factores de inter 

ferencia se calculan en forma directa. Para el caso de protones 
alineados tenemos?

Gq (oí) = 2 { 1 + eos (u)rQ/v) } (7.1)

y para protones completamente desalineados obtenemos, después de 
hacer un promedio angular,

sin (cürn/v)
Gn (üí) = 2 {1 + ------~--- } (7.2)

“V v
Es claro de (7.1) que efectos de interferencia destructiva son 

importantes para valores de las fases

tur,
v

= 2 TT f c  1 r r o i
•

V  J X
'V IT (7.3)

Consideremos en particular el caso de una lámina de aluminio, 
para el cual la intensidad de radiación de transición presenta unOpico conocido alrededor de los 800 A (es decir, próximo a la longi­
tud de onda correspondiente a la frecuencia de plasma del Al). Para
longitudes de onda cercanas a este valor la condición (7.3) se

9 °satisface si tomamos por ejemplo v = 1.5*10 cm/seg y ^=20 A.
Usando estos valores y un modelo de Drude para e (o>) , de acuerdo con

58___  datos de Hunter , se ha calculado
la intensidad de radiación de tran 
sición para un ángulo de observa­
ción 0 = 26°(esta elección particular 
del ángulo 0 no és importante pues 
los efectos de interferencia son 
independientes de ángulo). Los re­
sultados se muestran en la Fig.12; 
para comparación se incluye en la 
figura el resultado correspondiente 
al límite de partículas unidas, que 
equivale a tomar Gq(üj) =4.600 1000

WAVELENGTH (Á)
1400
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A partir de la repulsión coulombiana entre los protones podemos 
estimar el ancho de la lámina requerido para obtener una separa-Oción internuclear de 2 0  A , a partir de una separación inicial de° 9 °^1.3 A y con v=1.5xl0 cm/seg. Se obtiene así un espesor d'v 5000 A
lo cual justifica el tratamiento de medio s,emi infinito.

En la práctica, los valores de Tq están siempre afectados por 
una dispersión, lo cual puede incidir sobre los efectos de inter­
ferencia en cuestión; para estimar la importancia de este hecho
se ha considerado una distribución gaussiana de separaciones rn,

0 ° 55centrada en 20 A y con un ancho total de 5 A .La intensidad de
radiación que resulta de promediar Gq(cü) sobre esta distribución 
se muestra en Fig.12 con línea de rayas para el caso (a); mientras 
que para el caso (b)jtes poco importante 2 %) y no se ha repre­
sentado. la corrección

El caso (a) podría tener relación con experimentos de canaliza­
ción (channelling) de iones moleculares en láminas monocristalinarf

21lo cual da lugar a efectos de alineación importantes
El caso (b) correspondería, por ejemplo, a experimentos en que 

los iones moleculares inciden sobre láminas sólidas amorfas. El 
factor de interferencia Gq (üj) varía en tal caso entre 4 y 2, según 
que las fases sean ü)rg/v<<iT ó ü>rg/v>>iT respectivamente, En par 
ticular, para separaciones internucleares del orden de la longitu 
de onda de la radiación emitidas rg^ X =2uc/to, resulta

ü>r0 c
—  'x, 2ir —  >> ir (7.4)
V  V

de modo que la intensidad será la correspondiente a cargas separa 
das.

Estas consideraciones ilustran la posibilidad de investigar
experimentalmente los efectos de interferencia en la radiación
de transición producida por iones moleculares rápidos en láminas

55sólidas. Esta posibilidad ha sido sugerida recientemente , 
esperándose que estos efectos provean información interesante 
respecto al comportamiento de grupos de cargas rápidas al atrave­
sar láminas delgadas.
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El problema de la pérdida de energía de un grupo de cargas 
rápidas, considerado en la primera parte del trabajo, está vincu­
lado directamente con observaciones experimentales recientes 
de efectos de agrupamiento en la pérdida de energía de iones mole­
culares en láminas solidas delgadas. El origen de dichos efectos 
resulta atribuíble a procesos de excitación correlacionada de los 
electrones de valencia del material frenante, los cuales pueden 
describirse convenientemente mediante un modelo de electrones 
libres.

Para velocidades grandes (respecto a la velocidad de Fermi) 
los parámetros importantes para describir los efectos de agrupa­
miento en la pérdida de energía resultan ser la distancia adia­
bática v/ü)p , correspondiente a excitaciones colectivas, y el 
parámetro de impacto mínimo ,ñ/2 mv , correspondiente a excitacio­
nes individuales. Para el caso de iones moleculares, las distan-Ocias internucleares r~ son del orden de los A , de modo que elu
parámetro de impacto mínimo -H/2 mv resulta pequeño respecto de 
r„ (para velocidades grandes respecto a la velocidad de Bohr);

‘J
en consecuencia, las colisiones individuales violentas no contri­
buyen en forma apreciable a los efectos de agrupamiento. Por el 
contrario, la distancia adiabática v/odp crece con la velocidad,O ^pudiendo ser típicamente del orden de 10 A. La excitación de 
modos colectivos (en distancias del orden de v/top) es en conse­
cuencia el aspecto dominante en los efectos de agrupamiento sobre 
la pérdida de energía de iones moleculares rápidos.

Para velocidades grandes, el término de interferencia I (ver 
ecuación (10.4)) resulta una función de rQü>p/v. En particular, 
si la separación internuclear rg aumenta suficientemente, de
modo que rnü>_./v ^ 1  , las cargas tienden a perder energía en 

Ü P
forma independiente.

Se ha indicado en el trabajo que los procesos de excitación 
correlacionada de electrones de capas internas pueden dar contri­
buciones adicionales a la pérdida de energía de grupos de cargas 
rápidas. Tales procesos no son relevantes para el caso del carbono 
0 n el rango de velocidades que ha sido estudiado experimentalmente, 
debido a la considerable energía de unión de la capa K (ER=2 84 eV) 
pero debieran serlo para v > 20 a.u. En el caso del Al, en cambio,

Comentarios finales

73



la excitación correlacionada de los electrones de la capa L 
(E=73 eV) debiera ser observable para v > 5 u.a.

1j

Para velocidades pequeñas (respecto a vp) la respuesta de los 
electrones de valencia tiende a ser adiabática, no produciéndose 
excitación de modos colectivos. Efectos de interferencia en la 
pérdida de energía son sin embargo posibles debido a la excitación 
correlacionada de electrones cerca de la superficie de Fermi. El 
parámetro relavante en este caso es la longitud de onda *p , 
asociada a dichos electrones. La separación internuclear r^ no 
debe ser grande respecto de ffp para que existan efectos de 
agrupamiento apreciables? la observabilidad de estos efectos está 
pues condicionada a que las cargas puedan mantenerse próximas 
durante el tránsito por la lámina. Un hecho favorable en tal 
sentido es el fuerte apantallamiento de las fuerzas repulsivas, 
que ocurre cuando las cargas son lentas.

En la segunda parte del trabajo se ha descripto la radiación 
de transición producida por un grupo de cargas no relativistas 
al atravesar la superficie de un medio material. Se predicen 
efectos de interferencia importantes cuando la separación entre 
las cargas dal grupo es del orden de Xv/c ; tales efectos se 
deben a la existencia de vana correlación de fases entre los campos 
electromagnéticos generados por cada carga, lo que también puede 
relacionarse con el intervalo temporal que separa el tránsito de 
cada carga por la superficie.

A los efectos del cálculo, no se requiere que las velocidades 
de las cargas sean iguales, y en consecuencia la separación entre 
las mismas puede variar linealmante con el tiempo. La radiación 
de transición está relacionada únicamente con la separación 
relativa de las cargas al cruzar la superficie.

Se ha descripto la radiación de transición para iones de H2  

al atravesar láminas de Al, en un rango de velocidades en el que 
la correspondiente radiación producida por protones ha sido 
experimentalmente observada. Dado que la radiación de transición 
es un fenómeno observable sobre todo el rango de frecuencias 
ópticas (el pico cercano a la frecuencia de plasma considerado en 
el trabajo es sólo un afecto particular dentro del espectro), las 
interferencias son en principio sensibles a separaciones inter- 
nucleares en un rango amplio.
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La observación de esta radiación en frecuencias ópticas 
permitirla pues estudiar el comportamiento de iones moleculares 
rápidos para distancias internucleares (o para espesores de 
láminas) mayores que aquellas para las cuáles los efectos de 
agrupamiento en la párdida de energía son importantes.
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APENDICE

Radiación de transición para incidencia oblicua

Vamos a considerar aquí el caso de una carga Zne que incide con
velocidad v en el plano (x,z), atravesando la interfase z=0 , que n
separa el medio material del vacío.

La densidad de corriente para esta carga puede expresarse como:

3 (j<,z,ü>) = 3 n (Üc,u)) exp{iynz) (Al)

donde

„n = (»- R.vn)/vnz (A2)

Z e  v .
•* /ií \ _ n n ik.p„ ^-auuz^ j (k,üi) = --- —  e n e n n

' 2*>V  v„z

vnz es la componente z de la velocidad vr. Designando con r = 1,2 
el medio material (z < 0 ) y el vacío (z > 0 ) respectivamente, poderos expre 
sar Üt en cada medio como

n = II ̂  (it,z,u) x + n,fr) (íc,z,w) z (A4)X z

y proponemos en cada caso un desarrollo similar al de la sección 4, 
es decir:

n<r>=. A <r> e+ilcrz + B (r) elunz (AS)x,z x,z x,z

siendo: . tt
B (r) = iU l --'—  (A6)
x 'z wer (y2 - * 2) n r

con e^=e ; z 2~^~ Y  k t ~ (Erw2/c2 ” k2)^2.

 ̂3T 5Lee coeficientes A de los términos radiativos se determinanx , z
a partir de las condiciones de contorno, que para el presente caso 
resultan ser las siguientes:
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y nos dan el siguiente sistema de ecuaciones

(All)

Resolviendo estas ecuaciones, para el caso en que vr«  c, obtene
mos

en este caso la parte radiativa del vector de Hertz tiene la direc 
ción del versor z, como ocurre en el caso de incidencia normal.
El cálculo de los campos distantes realizado en la sección 5, a 
través de la integral de fase estacionaria, puede hacerse aquí ar.. 
forma análoga, y superponiendo los campos debidos a las distintas 
cargas se puede expresar la intensidad de radiación emitida por 
un grupo de cargas en la forma (6.3), con el siguiente resultados

(A12)



2c OdzS e2v2
dfidü) ?r2 c 3

— sin20 cos29
e - 1

e cos0 + {e - sin2 0

(A14)

G (k,io) = l z‘‘n n expb ifÍÍ'7 n+ Z n (“'í '5 n,/Vn2 *]
z

(A15)

donde v designa la componente z de la velocidad media del grupo z
de cargas.

Si las velocidades de las diferentes cargas difieren poco entre 
sí podemos aproximar vnz ~ vz' Y si además las distancias entre las 
cargas del grupo son mucho menores que la longitud de onda de la 
radiación emitida, es decirs kpn ^kzn<<l, el factor G(k,ui) puede 
escribirse más simplemente como

G(kfw) = G 0 (u) = £nZn exp(iu)Zn/vJn z (A16)

Estos resultados describen la radiación de transición para un 
grupo de cargas cuyas velocidades pueden tener direcciones y 
magnitudes distintas, siempre que las mismas sean no relativistas.
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UNIDADES ATOMICAS

1 u.a. de energía = m e 4/^2 = 27.2 eV

1 u.a. de longitud = ú 2/tu e 2= 0.529 %

1 u.a. de velocidad = e2 /^ = 2.18 * 10 cm/seg 

1 u.a. de tiempo = * 3/m e 4= 2.42 * 10_17seg

Este sistema corresponde a tomar e = tí - m - 1

La velocidad de la luz vale c = 137 u.a.

Expresando la velocidad v en unidades atómicas, 
la energía de un ion de peso atómico M, en 
unidades de KeV, está dada por:

E (K e V ) = 25 M v2 ,

y la energía de un electrón en eV es.

E(eV) = 13.6 v2




