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A. INTRODUCCION

Dada la importancia gue el conocimiento de la distribucidn espacial y
temporal de la temperatura tiene para el diseno de elementos que componen un reac-
tor nuclear, en lo que se refiere a su comportamiento mecinico estructural, es de
sumo interé@s contar con métodos aproximados de rdpida y fdcil aplicacidn para re-
solver tales problemas de transferencia t&rmica y que no requieran el empleo de

grandes computadoras.
En este trabajo se hace una revisidn de algunas metodologias analiti-

cas aproximadas recientemente desarrolladas por los autores para la resolucidn de
la ecuacidn de conduccidn del calor estacionaria y transitoria, aplicables a geo-
metrias complejas que se presentan cominmente en algunos dispositivos y componen-
tes de reactores nucleares. Tales metcdologias analiticas estdn basadas en técni
cas de transformacidén conforme complementadas con los métodos de Ritz o Galerkin,
segiin el caso, para la resolucidn de las ecuaciones resultantes de dichas trans-

formaciones.
Se muestra la aplicacion de dichos métodos en una diversidad de situa

ciones de interé&s, que pueden originarse por la interpretacidén simplificada de cier
tos componentes de reactores nucleares, en vista al cdlculo termomecinico de los
mismos. Trataremos seguidamente tales situaciones por separado.

Se han comparado los resultados analiticos con los obtenidos por el
método numérico de elementos finitos mediante cédigos desarrollados por los auto-
res, obteniéndose en general muy buen acuerdo.

B. DISTRIBUCION ESTACIONARIA DE LA TEMPERATURA EN UN CIERTO TIPOQO DE
BARRAS PRISMATICAS COMPUESTAS

Considérese el sistema de la figura 1 dorde-la distribucién estaciona-
ria de la temperatura T (x,y) estd gobernada por el sistema diferencial:

Regidén I: k V2T = - § ( < R) (1)
1

. 0 <R
Regidn II: v2 =
egidn 1 k, V2T = 0 (R 2 Rl), T|P T, (2)

€

donde $§ es una generacidon de calor uniforme por unidad de volumen, y T la tempera
tura impuesta sobre la frontera exterior T. ©

Este problema presenta inter@s en tecnologia nuclear, en particular pa
ra la transferencia t&rmica en macroceldas constituidas por un elemento combustible
nuclear inmerso en un moderador.

Se resume a continuacidn la obtencidn de una solucidn analitica aproxi
mada basada en la técnica de transformacién conforme, compardndosela luego con re-
sultados obtenidos por el método de elementos finitos. Detalles del mé&todo pueden
verse en ElI .
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Si Ry << ap, una aproximacidén muy exacta es suponer que la temperatu-

ra T, es constante en R = Rl' En tal caso la ecuacidn (1) tiene solucidn exacta:

: $.R
= S (r2 _ n2y. R 3 ‘
T T] + 4k1 (Rl R )9 q1 2 (3)

donde q, es el flujo de calor para R = R,.

_En la regidn II Sl problema estd regido por la ecuacidn de Laplace (2)

y esto facilita el uso del método de transformacidn conforme. En |2 | se ha mostra-
do que la transformacidn aproximada de la ‘regidén Il en el plano Z (figura 2) a una
corona circular de radio exterior unidad. no ofrece dificultades si RI/ap << 1.
Los dominios poligonales regulares se transforman en un circulo de radio unidad
segin la relacidén EZ]

«© -

_ . _ 10
z = apAs-Xoal+js £'+js; a, =1; ¢ =re (4)
J=

s: nimero de lados del poligono; Ag, a : tabulados en [2] .

1+jg
Si R1/ap << 1, es licita la aproximacidn:

z = apAgt 3 Ry ¥ apAgr, (3

En el plano ¢ la ecuacidén transformada es:

dT _ o 2
= ky.2mr.g- = g = S.m.RY (6)

De (3), (5) y (6) se obtiene para la regidén I:

T - T ‘ B R
0 1[ R {2 1 1
7—-—=—1~(——)]—————— ln(——)—lnAs (7
SR} /k, 4 Ry 2k, [k ay,
y finalmente de (6) y (7) resulta, para la regién II:
T - TO _ Inr (8)
éR%/kl 2k2/k1

que junto con la (4) permite determinar el campo térmico en esta dltima regidn.

Se han obtenido soluciones numéricas de las ecuaciones (1) y (2) usan-
do el cddigo CUARM L3J basado en el método de elementos finitos. El dominio se
subdivide en elementos triangulares con interpolacién lineal del campo de tempera
turas dentro de cada uno de ellos (ver figura 3).

La figura (4) muestra una comparacidn entre las soluciones (7) y (8)
(linea llena), y los resultados por elementos finitos (cruces) para una barra de
seccidn cuadrada tal que Rl/ap = 0,20. El pardmetro adimensional de temperatura
se ha graficado para # = 0 y @ = w/4. Se observa un excelente acuerdo entre am-
bas predicciones.

En [l:[se muestran también resultados para el caso de barras de seccidn
pentagonal y hexagonal.

C. DISTRIBUCION TRANSITORIA DE LA TEMPERATURA EN PLACAS DE MATERIALES
TERMICAMENTE ORTOTROPICOS Y DE GEOMETRIA COMPLEJA

Materiales de conductividad térmica anisotrdpica con ejes principales
ortogonales, es decir, materiales térmicamente ortotrdpicos, son de uso muy gene-
ralizado en tecnologia nuclear. Problemas de conduccidén t&rmica en esos materia-
les poseen solucién analitica exacta solamente en contados casos de geometria muy
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simple. Cuando &ste no es ei caso, es necesario el empleo de métodos zproxima-
dos para la determinacidn espacial y temporal de la temperatura.

En E4—8—i se aplica a diversas cenfigu.acionss {(simples y doblemente
conexas) de dichas placas (figuras 5 y 8), una metodologia basada en transfor-
macidén conforme y una aproximacién variacional para ia resolucidn de dichos pro
blemas de transferencia t&rmica. Esbozaremos aqui las generalidades del método:

Suponiendo que los coeficientes de conduccidn ky. k, 10 varian con la
temperatura T(x,y,t) para las situaciones mostradas en dichas figuras, el pro-
blema estd gohernado por la ecuacidn

A2T . A%T aT
o = P (9)
X A2 ky gy?_ P ot

k

donde C., es el calor especifico y p la densidad del material de la placa.
Sean las siguiente condiciones iniciales y de contoino:

T(x,y,0) = T, (10.a)

T[L(x,y) = 0,t] = 0 (10.b)

donde L(xX,y) = O es la relacidén funcional que define el contornc del dominioc.
En el caso de placas doblemente conexas la condicidn (10.b) debe verificarse
para ambos contornos interior y exterior.

Haciendo "(x.y,t) = Tl(x,y) v (t) y sustizuyendc en {9),siguicendo el
clasico procedimiento de separacidn de varicbles se obtiene para -, una varia-
cién exponencial con t, en tanto qué T (x,y) deberd ser una auzofuncidn de la
ecuacidn

82T] 3T
—— ——h + g2T = 11
Ky " + ky 72 + 8 T 0 10

en la que los autovalores de §2 son las constantes de dicha sep. racién de va-
riables.

En [4] se da una solucidén exacta de (1ll) y por comsiguiente de (Y),
para un dominio reciangular, expresada en serie doble de Fourier. Si 1 cdomi-
nio es arbitraric, m@todos aproximados deben emplearse para la solucidn de (11).

Empleando c3lculo variacional puede demostrarse que una solucidn de
(11) hace minimo al funcional [4J:

r 3T \ 2 3T Y2 -
= —_ . p2m2
I(T)) L ky ( ]ty —5;9 p2m2 | dxdy (12)

D -

sujeto a la condicidn (10.b). Sea z = xtiy = f(z) la relacién funcional que
transforma el dado dominio en el plano z en un circulo unitario ({igura 7), si
dicho dominio es simplemente conexo, o en un anillo de radio exterior unitario
para los doblemente conexos (figura 2). Para contornos poligonales vale la
transformacidn (4).

Sustituyendo z = f£(Z) en (12), el problema de la minimizacién del fun
cional asi transformado resulta mucho mds sencillo por la expresidn simple que
toma la condicidn de contorno transformada. Para placas simplemente cconexas,
ésta resulta ser:

Tl(c’t)’|g|=1 =0 (13)

La aproximacidn mds simple para T que satisface (13) es probzblemente:

N
T, 0D ] 4 [1- @0 (14)
o ]
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Sustituyendo (14) en el funcional transformado, de las condiciones de minimiza-
cidn se obtiene [4,5] un sistema lineal de ecuaciones en los coeficientes An’
y de la condicidn de compatibilidad del sistema se obtiene un determinante se-
cular cuyas raices son_los autovalores deseados B%.

De la forma [4] de dicho funcional transformado, resulta claro que la
expresidn (14) lleva a un procedimiento algoritmico completamente simple desde
el punto de vista del cdlculo de las constantes de separacién. Sin embargo,
para expresar el campo térmico en su forma final, es considerablemente mis expe-
ditivo 4] usar una serie de Fourier-Bessel:

N Bot
- PNV A e
T (z,z,t) = ) B J, o, (z.0) ]e Cpp (15)
n=l -

donde J, es la funcidn de Bessel de primera especie de orden cero; los a, son
las raices de Jo(x) y los B, estdn dados por la expansidn de Fourier-Bessel:
2T

0

Bn = (16)

anJl(an)

En [8J se expone una extensidén de estos resultados al caso de placas
ortotrdpicas circulares con condiciones iniciales:

T(x,y,0) =T  [1-(r/a)?] P (» > 0) (17)
en lugar de la (10.a). La solucidn obtenida tiene la misma forma que la (15),

con la Gnica diferencia de tener la funcidén J, como argumentos a a,.Tr, ¥y que
los coeficientes de la serie estidn dados por:
p+l J (o)
B =T, r(p+1) EH_B° (18)
n p+1 2
o, J=(o_ )
n 1V n

donde T'(p+l) es la funcidn gamma de argumento p+l.

En la figura 6 se muestra la solucidn adimensionalizada obtenida para
una placa cuadrada con ky/kX = 3, Valores de T/T0 sobre el eje x, dados por 1la
aproximacidn expuesta, son comparados con la solucidn exacta 4] vy con los re-
sultados obtenidos mediante el c8digo CTR [[11-127] en elementos finitos desarrolla
do por uno de los autores. Aqui también se subdivide el dominio como en la fi-
gura 3, y para la variacidn temporal se emplea un esquema en diferencias finitas
del tipo Crank-Nicolson. _

En la figura 7 y en referenciasl 4,5,6,8] se muestran resultados ani-
logos para otras configuraciones. La concordancia entre ambas aproximaciones
es satisfactoria en todos los casos, desde un punto de vista préictico.

D. FACTOR DE FORMA DEL FLUJO CALORICO EN CONFIGURACIONES PRISMATICAS
ARBITRARIAS COMPUESTAS, CON CONTORNOS POLIGONALES Y CIRCULARES

Componentes cilindricos o prismiticos de seccidn compleja doblemente
conexa son frecuentemente empleados en tecnologia nuclear, desde conductos de
fluidos en general, hasta bloques de moderador s&lido envolviendo barras combus-
tibles nucleares. Ademds, dependiendo del tipo de aplicacidn particular, el uso
de dos o mds materiales diferentes puede resultar de utilidad.

Consideremos las configuraciones prismidticas compuestas cuyas secciones
se muestran en la figura 9. Si estas secciones pudieren ser transformadas en los
dominios anulares concéntricos de la derecha (plano ¢), obtendriamos para el flu-
jo total de calor entre las superficies interna y externa, una expresidn muy sen-—
cilla. En efecto, dado que la ecuacidn de conduccidn de calor estacionaria para
este caso en que no hay fuentes térmicas (ecuacidn de Laplace) no altera con la
transformacién, podemos resolver igualmente dicha ecuacidén en el plano transformado z.
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Con la solucidn de este Gltimo problema y el conocimiento de la transformacidn
se obtiene el campo té&rmico buscado. _

Mediante un anilisis elemental puede demostrarse|_14] que el flujo ca-
16rico entre las superficies interna (r = Xl) y externa (r =A3) en el plano
(y por consiguiente también entre las de la configuracidn original), estd dado
por la expresidn:

S kl (T1 - T3) (14)

q

donde

27
S = (factor de forma); (15)
Ao L kyoo A3 ’
In X + " 1n *

T, es la temperatura mantenida sobre la superficie internma r = Al; y Ty es la
temperatura mantenida sobre la superficie exterma y = A3.

Es posiblemente muy dificil encontrar la transformacidn z = f(z) bus-
cada para relaciones arbitrarias entre a_, R, ¥ R, para el caso de la figura l4.a,
o entre R,, R3 y a_, para la configuracidn de la figura 1l4.b. Sin embargo, una
buena aproximacidén muy simple de aquélla puede ser hallada en el caso:

Ry, R, << a (figura 14.a) (16.a)

2 P
y R, R > a ‘ (figura 14.b) (16.b)

27 73 p

(Este hecho es una consecuencia directa de lo tratado en EZW y r137 para un

inico material.) T T
Consideremos primero el caso de la figura l4.a. Si en la transforma-

cidn (4) tomamos para ¢ circulos definidos por r = A\ y r = X, tales que

Ays A, << 1, obviamente s6lo el primer término de dicha serie tendrd un valor

significante y las correspondientes imdgenes en el plano W se aproximardn bien

a circulos de radios:

R, = ap.As.Al (17
R, = ap.Ag.), (18)
tales que verifican (16.a). De las (15), (17) y (18) resulta entonces:
_ 2m
5= R, Kk, a, k, _ (19)
Ino= + — In=B 4+ -—— 1n A
R, "k, 'R, Kk, s

y conocidos los valores de Ag (tabulados en [2] ), queda resuelto el problema.

La aproximacidn es similar en el caso de la figura 9.b. Interesa en
este caso la funcidn que transforma el plano infinito con un agujero de forma
poligonal regular (plano W), en el plano infinito con una perforacidn circular
de radio unitario (plano %):

-3

1-sj i6
J=

s: orden de poligono; Aé, al—Sj: tabulados en [14] y EZ] resp.

Tomando ahora r = XA,, A3 >> 1, el primer término de (20) predominari
absolutamente sobre los demds, y los correspondientes circulos aproximados en

el plano W tendran por radios respectivos:
R, = ap.Aé.Az (21.a)

_ '
R3 = ap.As,)\3 (21.b)
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De las (21) y de la (15) resulta entonces, para la segunda configura-

cién:
27
S = R k1 R, (22)
ln =% - 1n A' 4+ — in —
ap kz R2
Haciendo R 17R2s k= k en la (19); y R, R k=k, en la (22), resultan
las correspondlentes expre51ones de S para 1os casos homogéneos [13_] Para un

conjunto de valores de R,/R; y a,/R; correspondientes a la primera configuracidnm,
y de Rq/ap y R /R2 correspondlenges a la segunda, se resolvieron ambos problemas
tambi&n con el codlgo en elementos finitos CUARM ya citado. En ref. [l&_lse mues-
tra el excelente acuerdo obtenido por ambas aproximaciones. En la TABLA I, ex-
traida de [14] ,8e exponen algunos resultados para s = 4 y s = 8 (cuadrado y oc-
tégono respectivamente).

E. CONCLUSIONES

Comparando distintas aproximaciones de origen completamente diferente,
se ha comprobado la validez de las sencillas metodologias analiticas aproximadas
aquil bosquejadas, que no requieren el empleo de grandes computadoras, para la re-
solucidn de diversos problemas de transferencia té&rmica del tipo de los aqui mos-

trado
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FIGURA 9.Db
S

R R s Element Finit Transformacidn
3/a 3/R2 ntos rinitos conforme
2.0 1.05 L 10.95 10.92
2.0 1.20 4 8.85 8.86
2.0 1.35 y 7.53 7.60
2.0 1.10 8 8.41 8.30
2.0 1.45 8 6.13 6.08
2.0 1.70 8 5.29 5.27
4.0 1.10 L 4,86 .78
4.0 1.90 L 3.42 3.37
4.0 2.70 4 2.85 2.84
4.0 1.10 8 4.,y2 u,33
4.0 2.30 8 2.94 2:87
4.0 3.50 8 2.45 2.41

TABLA 1. Comparacif6n de los resultados obtenidos ana-
liticamente y por elementos finitos del fac-
tor de forma S, para la configuracién de la
figura 9.b.




