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El objeto de este curso es repasar algunos conceptos de 
Matemáticas. No es un curso académico, formal sino una simple r e ­
visión práctica con el objeto de refrescar algunas nociones en par 
ticular aquellas que son instrumento en la "teoría de reactores".-

Sabemos ya que las Matemáticas son de imprescindible utji 
lidad en las otras ciencias para formular las leyes que rigen los 
fenómenos que estudia esa ciencia en particular.

En nuestro caso, los problemas que se describen en la teo 
ría de reactores exigen del preciso lenguaje matemático que ofrecen 
las ecuaciones diferenciales.

Ordinarias: con una variable independiente y derivadas con respec­
to a ellas.

Parciales: con más de una variable independiente y por lo tanto 
con derivadas parciales.

, \*

} JL ^  = * ^  ordinaria de 2°orden y 3cer.

T í 1/  ** .  8rad°

>.3 \l y i -
& j 3 — ¿U  *f“ ^  ̂  parcial de 3cer. orden y 2o

grado

Orden: el de la derivada de mayor orden

Grado: el exponente de la derivada de mayor orden

1.- Ecuaciones diferenciales ordinarias

La solución de una ecuación de orden n (expresión final 
para la variable dependiente) contendrá n constantes arbitrarias 
que se evalúan con las condiciones de contorno para el problema 
físico particular que se estudia.

La solución completa o general es la que contiene las n 
constantes arbitrarias independientes* son independientes si dos ó 
más no pueden reemplazarse por una. Sí CK)L4~ Q +¿2., es una solu­
ción, C C. no son independientes w'~*c *La solución

puede escribir ^ ¿j*

//.
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Una solución particular se obtiene fijando las constan­
tes .

Si una ecuación diferencial es de primer grado en la 
variable dependiente y en todas sus derivadas es lineal

1.1 Ecuaciones de primer orden lineales

a) A variables separables

én 
¿i

Ejm: Ccn X — 0

É L - _
7 ~

cuya solución 1 ^  ~ O (ecuación que define y como

a de x) o g
explícita de x ) .
función implícita de x) ó ^ r  £, (una función

. L a  sustitución en el primer miembro de la ecuación de 
^ e / a partir de cualquiera de ellas, la convierten en una' 

expresión idénticamente nula)
■ i *•

J  r  e  ( ~ t * 4 X )

0 * 0

Una sustancia o isótopa radiactivo en el que sufre cam­
bio espontáneos por desintegración radioactiva (decaimiento radio 
activo).

Si N es el n°de átomo radioactivo presentes en un cierto 
instante t ,  la velocidad de decaimiento está dada por

X
-  - /  / V

dLÁ
es la constante de decaimiento o desintegración de la 

sustancia radioactiva y es caractetística de cada sustancia radio­
activa. Mide la veloe-i;d%d de cfbcaimiento por cada átomo.

* - i' ' L
Esta ecuación descriÍDé'ípli'es el decaimiento radioactivo.

 ̂ * , JiV.

//. .
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~ - Á d j t

N  h h / = - Á é + C  .

/\f-C  £

para — O C-S bJ0 &■ d ,  (n°de átomos al t_ cero)

_A i
< V rA //

b) Ecuación diferencial exacta

La ecuación diferencial ^  ^  donde
A y B son funciones de x e y es exacta si A  fo t o  es una 
diferencial exacta. La condición necesaria y suficiente es que 
cumpla la relación de Cauchy: 2A-2É

(Si A. fu y ¡i *fi)) ■ f ?  3A que es el
caso de variables separables) <^u ^ X ,

Ejm. ( Z x ~ ^  cLx. + X.) cLoj —- q  es exacta.

Solución : ^ 2  * 1 f Í ' -  c

Si una ecuación no es exacta, puede hacerse para lo cual 
se multiplica por un factor, conocido como el fa>ctor integrante.

/ \
Ejm: ~ O  no es exacta

Se hace exactí multiplicando por . x.y

3
j-)*0 cuya solución

3
3

c ) Para la ecuación lineal de la forma

A  +
c k c - *0 -jepfí

el factor integrante es
f i  .* * ~  P

\v
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Como aplicación tenemos el decaimiento radioactivo de 
sustancias madre e hija.

Sea A el n°de átomo; de la sustancia madre y B el n°de
átomo^de la sustancia hija en el tiempo t_, Ao es el valor original 
de A al t= o .. ^

** J 0 constantes de decaimiento

Las sustancias satisfacen las ecuaciones diferenciales

La solución de la primera es 
y sustituyendo en la segunda ^

dd . d> -  Aa /4,  e~ A

^ + r  " V
Ecuación que puede resolverse por la fórmula (1)

6 = 6" [ / / ^  Aa a. e ^  + Cj
i3= c ' V  [ A a  A .  + ‘C j• «

6 r  [ \  A 0 *  C J
A

5.*
•t'» 0 X/d

C -  -

6 r O

* •

V A

//.
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d) Ecuación de Bernoulli como ejemplo de ecuación no lineal que 
se puede reducir a lineal

é í .  +- f e o  =

i * . W

reemplazando: ^  - i~ ^ 6 0  H —
tj~ M í  $  0

f k l  -f- f/f-A») J  ~  ^

j i f  que es lineal

Ejm: y -JC2,

—3
*<SJ -*

á í  ~ f 3" i-2
- í i •= e "^5 (c  -  3f e  * otz'j

si puede sustituir por el desarrollo en serie

+ ......)
_£xL 2 ! •

de ^  í  e integrar cada término

-3 ^ , i \
. . j  *  J e  ........ )  .

1.2 Ecuaciones diferenciales de orden n

Una ecuación diferencial lineal es aquella en la cual 
la variable dependiente y su derivada aparecen sólo a l'er. grado 
y no hay término que contienen productos de la variable depen­
diente y sus derivadas.

n  i * -‘ m j .. n 69j j m  i *  Ai* /» , O
+  4 .„ 4 4 - + ------------

ck K d f A
:0

Las a pueden ser constantes o funciones de x pero no
de y

//.
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recho es o
Una ecuación lineal es homogénea cuando el miembro de

independientes de

con n soluciones linealmente 

í-,.
(1)

cada una con una constante arbitraria, la solución general es la 

SUM ^
La condición necesaria y suficiente para que un conjunto 

dado de soluciones ^  f-- - ■, ^  de una ecuación diferencial

de orden n sea linealmente independiente es que el determinante: 
(Wronskiano)

y, v  - - - •

v í -
«jé* o

E j m : La ecuación

t f h .
d i z 3

f f

tiene como soluciones:

Vi'- 
1 ÁX.

vJ~=
-  O

ngson linealmente independientes. Una de las soluciones por

//•



lo menos, podrá expresarse como combinación lineal de las otras 
d o s .

En efecto, es sabido que: e 1X= eos x + i sen x

Se verifica fácilmente que un conjunto de soluciones lineal_ 
menté independiente es

í/, -

^  a CeAx.
X

«

Y la solución completa o general :

J - Cl $e*tx -f Cn x  -f e

I I I

Consideramos las soluciones de la ecuación lineal homogénea 
cuando los coeficientes son constantes. La solución puede expre 
sarse en la forma y= l(ct  y sustituyendo en (1) y dividiendo por 

de la ecuación auxiliar:

<¿A ....f a
Esta ecuación algebraica tiene n raíces (r-] , T2, ...rn )

•G *  ̂ -r x
J =  c,e t e ¡ t  + -----

la solución general de la ecuación diferencial homogénea (1) 
(Habría que analizar los casos en que la ecuación auxiliar 
tiene raíces múltiples o complejas).

E J : Ecuación del movimiento armónico simple

OL'C
La ecuación auxiliar característica 

m \2 i  Á ?  -  O

a k zr m  r -  sK

Xoc) ~ ct exkx + cl e e<n * _ ¿
N

X ( x )  =• A  cjr'lk.x. 4- X  /  A =  +



2) K X -  n
d t '-  '

25
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Í I r O  
2 *2.¿'m = A  / . _ • yi

m  = ¿  ^

- <•,£*- + e2.
u

, ' Cbúk X  +  SciM x  -  e  

\/ Jar “A O/)’/ i ;X , I ¿ís/ií- •= <s

X ,  ./! c¿)5/t i,x4- 0  s zñ k  i r

Problema

Sea un fuente plana infinita que emite neutrones en un me 
dio homogéneo infinito. Emite uniformemente a la velocidad de 
un neutrón por cada cm^ y por segundo.

El sistema de coordenadas se elige de modo que la fuente 
coincida con el plano para el cual x=0 en todos los puntos.
0 sea todos los puntos de la fuente tienen x=0 .

Como la fuente es infinita, el flujo de neutrones en cual^ 
quier punto del medio será independiente de las coordenadas
Y y Z.

Entonces la ecuación de difusión que se debe resolver para 
hallar el flujo de neutrones es:

j£sé ~ M O -
dxz

cuya solución es: ; L ^

'/ = A e +■ C ¿ '
Condiciones de contorno :
1) El flujo debe ser finito.
2) En la fuente plana la densidad de corriente es 0,5 neutrones 

por cm^ y por segundo.

ComcTJ--£).^* por definición

D es la constante propia del medio donde se difunden los neu 
trones ( constante de difusión del nedio)

V— » O x ~—*o
Aplicando la condición (1) debe ser C=0 y con la (2) como

r —i> o
€ ¿m J  l ,

ato / „-** ‘
resulta: (h — _ 0

x es el valor absoluto de la coordenada x poruqe^hay simetría 
del flujo con respec-to al plano x=0
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A

r^

La difusión es aproximadamente la 
misma en ambas direcciones no hay 
contribución a la corriente.

neutrones que vienen de la fuente 
en dirección positiva de x

plano próximo a la fuente.

&Q ,■pvewi p
Existen ecuaciones con coeficientes no constantes pero que es 
posible transformarlas con el cambio de variable x=fc?

Lo veremos en un caso particular:

*v*1 ^  o 0)n -r J
La transformamos en una ecuación de coeficientes constantes 

aplicando el cambio de variable x=

Z -  i-h X ci ?. Á
x

&

^ cL[i d'z ¿u n~ 
rtf. "  d -z “ ¿Lx ~ ‘ 37

íx3- oLx1 i dxl ‘ d i~  d ~ ~ d L ' 2s  ^  aJ7QTT1AC ílj <>

c i ’y

ClX3' '
Reemplazamos en (1,)

g - i - n

£  i?
JL - iv V = o

que es a coeficientes constantes 
ca es : f

T ^ - f  - tO'

cuya ecuación característi

Cúrrjú

rO

'i'” — _ b ± i f / 'b ' f  (i 
2 il-gj"

10' 2.

Si r 1 y r 2 son las dos soluciones, se verifica

~ — O — —/

g e ^ e r a l l f o f e r  ^  ^  y la SOlUCÍÓn
y = C < e . k z + C ¿ e

y de acuerdo al? cambio de variable
-Nk-’/O

y : c ( t c + c  x  " *
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La solución general de una ecuación diferencial lineal 
inhomogénea es la suma de una función complementaria y de 
una integral particular. La función complementaria es la solu 
ción general de la homogénea (obtenida reemplazando el miembro 
derecho por 0) y que se expresa como suma de las n soluciones 
linealmente independientes , cada una con constante arbitraria.

La solución general de la inhomogénea es pues:

' I  -  3 . no contiene constantes arbitrarias 

con sus constantes arbitrarias.

Antes de obtener la integral particular definimos el opera 
dor diferencial ^

’ ^  d x  . /
que aplicando u operando sobre y: j/V/ — -

~ d x

Puede ser tratado como una cantidad algebráica y las potencias 
de D como derivadas sucesivas.

b(y+z ) + D o sea distributivo

) C y  — C  D *'•' donde c es una constante 

Y = ( M ) í N ) v ' :° sea se factorea

Haciendo uso del operador diferencial expresamos la ecuación 
homogénea. / Al ^  .

[ D + a D +--- + QftML)+Qm n'. = o
Si los coeficientes son constantes puede factorearse

( O - - r * )(£> -'"}.)■  ■ ■ ( 0 - - r n ) y = o  (*) v  n  P< x '

y la solución general de (2) es entonces:

J s í ,  . - - -K'r>e * *

que concuerda con lo anterior (función complementaria).

Para definir la integral particular consideramos:

d »  _ f í v )
TÍ* “

y  s: jJ-, ¿ X

De modo que el símbolo 1_ puede interpretarse como integra
D

ción respecto de x. El significado de un símbolo mas complicado 
puede ser obtenido considerando
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f y .  + 3 v ~ ü x ) e c u a c i ó n  inhomogénea linealde 1°orden

c> :c .
3)j = Hv>
V - I  f

* ♦ I -  t. - + x
:

solución simbólica

Pero sabemos que la solución general de (3) ( p a g 3 M )  es:

_ ax f a*. n ,
V=C.e + e Je. Ux)dx 

-a*. ‘
Como C .t por si sola no satisface a (3) (es la función complemen 
taria solución de la homogénea)

~3ot f  n i si satisface a (3)
Y s i  C = 0  ; e J t  j.(x) d x

Es conveniente dar a la solución simbólica una interpreta 
ción compatible con la solución efectiva, entonces conviene 
asociar:

/* . i ík) = e /e J'r*)

solución simbólica solutión particular 
de (3) (cuando c = 0) que

satisface a (3)

La integral particular no lleva constante pues esta puede 
considerarse nula o involucrarse en la complementaria.

Ej: J Il jj>L. ̂ c,y= eW
A -r1 A y  . , ° x  ,  ̂ y*

(]>*_ T U  + = e

(P-3)(P-.i) .y = f ‘tx
La integral simbólica que conduce a la integral particular es:

v --------^--------- - e
fD-aXD-aj



e  . &
3L

La función complementaria : (? £  -f- C é?.
1 3L
i x. Vi'

Solución General Y= L*t ( l -f- £ ^  -/________

¿ a'

integral particular
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2-. Resolución aproximada de ecuaciones diferenciales. 
Método de desarrollo en serie .

2.1-.Sea una serie infinita de funciones

A n i*} - +A/x) - ■ ■ + i- • - -
Air o

La primera cuestión que surge, cada vez que se utiliza una 
serie de funciones, es la relativa a la determinación de los 
valores de la variablepara' los cuales converge la serie, con e_s 
te objeto se aplica el criterio del cociente

M-WA - ^Jl¿
> O o  ‘

En particular uno de los tipos más importantes por su utili 
dad, como veremos es la serie de potencias

^  £  1 = •! ‘h  ^
4* : C

Para analizar para que valores de X converge

i u I  JÉo  I , Si es convergente
V- -v o ^  1

Por consiguiente la serie será convergente para aquellos valores 
de X tales que , . n / i n lI Z I <■ -tn»

A\ —

Si -  -r
PA - OD I (Y\ i

la serie es convergente cuando X 
pertenece aj.. intervalo (-r,r) llamado intervalo de convergencia 
r es el-radio de .convergencia.

i * 'M
El.: La serie >i +  X  - -f -£~-f + - - - X  4 . - -

xl 3 *>n
I 0^ ,  ; _ 1 _ yf
i A  Al l . A\— 'V.-/| ‘

La serie converge para y ̂ diverge para }* 1 > /í
En el extremo X=-1 la se-rie se convierte enf/íf^f •*--
que es convergente (las .seíies alternadas convergen si cada tér 
mino es menor que el anterior). —

*

En el extremo X=1 se‘*obtiene la serie armónica que es diver 
gente A+ 1.-+ ^  +- ■+ ¿  4 ---

(e$ e i e - )
Por consiguiente la serie de potencias dada es convergente

Para -J < * < Á '



Veremos la serie de potencias TAYLOR. .

TEOREMA DE TAYLOR: Toda función f(x) que posea hasta la n- 
sima derivada continua en el intervalo (a,b) puede desarrollar 
se para todo valor de x del intervalo (a,b) en la forma

Al-/

|(fl = fe)+ (x-a.) r(L) •fpt-o-j’ r “tó 4 .. ffo', +■ K » ____,
I T j .  ¡ i (A-fi l -— v-----'

•resto de orden n
que es la formula de TAYLOR —

Rn representa la diferencia entre la función f(x) y el polinomio 
de grado n - 1 en x-á.

La forma especial que asume la fórmula de TAYLOR cuando se 
pone a=0 se conoce con el nombre de fórmula de MAC LAU R I N .

f) o pi ii< 9 pl>' a O
í-Oc) r  ̂(<>) i f(°) t + «• co'> X_ f X-  f - — X _ 4- K/vi 
r 1 H 2! 3', * ; \

Puede ocurrir que f(x) admita derivadas continuas de todos 
los órdenes y el resto Rn 0 cuando n-*®» independientemente de 
la elección de x. En tal caso la serie.es.infinita.

i , \ ni' / * P ^

//I 4

f f o i ) +- ---- + flM + ----
es convergente y tiene por valor a f(x) (tiende a f(x) )

La serie se llama el desarrollo de la función o la represen 
tación por serie de TAYLOR de la función f(x) alrededor del pun 
to x=a. Cuando a =0 se tiene la serie de MAC LAURIN

E J . :
Desarrollar eos x por serie de TAYLOR según las potencias
de x - T

2

f-Wi cosx

Ic*)-
- S&nr

ÍV)= - COSXL
>

(Mil 
t (*) = Se n'X,

II Z o s x ,

£)--f(«n- o

f*\) -
3! v 3-J ~ ¿)

o

Cosx = -(je-ítw -L  ( x - % f +  —
v 2 a !  ̂ x  J tr I v 1  I T
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Si desarrollamos por MAC LAURIN

C O Í T  - + ¿í, - í - - -

Análogamente, obtener las series de potencias que representan a

Sentt y f* :

S e o X  -r *  - ¿  4 2- - 2 . ¿ •
51 f. í-

e* - 4. x. +• i ' 4- - - -
x !
^ *

Se puede efectuar el cálculo de funciones por e j .:
Calcular el sen de 10°

Sen TJL~ '•
A

r IT. j3 J. -I (5L Ní ‘ Cin e-rtóv
n  ItfJ i \  K.w /  f! \ 4 t ; i í

m e  n o f  (O L^, J~.
1 Ui i °\K .#

En efecto, la fórmula de LAGRANGE para el resto Rn es:

ftt (¡A)R m w\)
f c )  - 2 —  P o ¿  &  c  /

(V\ 1 1̂,1 ^

En nuestro caso

R  (x) — 2 L  S e n  ( f r t
^  . r /c^W

í\ 4r, ^ * 7 4  4 ;
4 1 ( \ Í ) *7 [ /ÍJT \J$ / l j c] l

2.2-.Resolución aproximada de ecuaciones diferenciales.

Existen métodos de resolución aproximada que expresan la s£ 
lución en forma de serie y dan, en ocasiones la solución exacta 
si la serie se corta, o se ve que es la de una función conocida.

El desarrollo en serie resulta útil si es rápidamente con 
vergente :

Se escribe la solución en forma de serie de TAYLOR y se cal 
culan los coeficientes (derivadas) a partir de la ecuación dife 
rencial en x 0 .
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ü -  YfoO-f ti’(Yo) ÍX - 'X o )  +  y U°'°')-. ( X - X o f  + :' r y j , _________
 ̂ ; V. ?!

Resolver 4 ¿ - - * - y
d x

con la

ü ’=  * - y

>j
I

y =  a

J C L  - y » y .  -2,

) ' =  “ V'r Á - 'jL j - z + j . X

3 At

Como ¿  * J-Tt + ¿  _ ¿  + ¿  — .
i! ?>'. f/ -

7 • 5̂* c J ' vV1  £ -I - yí~X +■ T “^ 2 ¿  'j_ 4. . ,

. \  4 i  ^-X '* * V =. ¿.e 4-x-^ • '

que es la solución exacta que 
se obtiene resolviendo directamente! por las fórmulas (1 ) de p a g .3

-±J¿K f  r
e  [ J e  ,TC dx ^ P  j

+ Ce“

por las condiciones dadas



Resolver - v/̂  +- /  con la condición y=0 cuando

V o -  O

y 1-- y2  ̂x y'(x*Lo
Yfl= -zy y' ti y'\vo)-í
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y * ¿ y y  + s y 7 " V í y

i  Z-

Si se consideran valoras en un intervalo de»v0.1 
el error cometido al adoptar como solución aproximada el arco 
de parábola J_ x 2 esti< /íO-4, ■* * .

3-. Ecuaciones de BESSEL

3.1-.La función GAMMA

Que será necesaria para expresar las funciones de BESSEL. 

Se define .
oo

l ,
, e  d z  ?

n entero positivo^ ó nulo



Aplicando la fórmula de integración por partes
// 18

- J x cL(e ¡ + /* / -c e

y .e —90
X- 70a

) do-i' de.£¡r\¿tion

Reiterando el procedimiento

í"-* r"* / r1
I (M-t/i) - Al I (m) -  Hl \ to-A) l ' t o-A)= --- -

Como

r* -»

~  /  é *  ¿ *O

r  (rtlf/fl = M (<Vm) (/Vl-t) - - - -A =; 01 ]
(* \u) -  CA [

/• *c

Si en lugar de n entero , positivo o nulo, consideramos n 
como valor real, se'igeneraliza la definición rV¿) _ foL-yi) 1 
dando valores á lar función para cualquier eí. ' 1 / — { ~ /•

Así

<0

(2J *%'•-*

on para cualqu:
‘ *t.

HTj , *”
4: , . - X .

* .4
#>'

g  otfc integral que* s e ‘resuelve por la

* •> V  
sustitución £ - 2  *

S.

< *•

/. y <Jk  = i z Jz. í
es

5 ; *

Se verifica

rt)
<&*'■ • i

*, V 1:. 

%
■ % Y<,

•*í, ‘ 

é* jr v" m  v r-i 75
¿ \  ~ ' puís<i ) i  i ¿ \ i i  i í  4-/) ~  4  n , s

* /*•■••• 1 „ A  l í j '‘ l *  > ■* ' < 4
^  •" $  *

P* » : t4>=-4 r% :
■ * í  * - *
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Corvio r i m ú  ± =
' 2 - i . a

4/í, i-| =

En particular si e£ - o resulta

o! =. r (/Q =  o, r ¿ »

4 n
debe adoptarse como valor de ¡(o) el valor

Lo mismo sucede con los valores enteros y negativos de 
Así si o( = -1

(-/) i >_ r  ( o) z (-¿) i (-/i)

o o

te,
* debe adoptarse para ("*(-1) el valor»»y así sucesivamen
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3. 2-.Ecuaciones de BESSEL.

El astrónomo y matemático BESSEL (1784-1846) al considerar 
el estudio del movimiento planetario, en el estudio de las ór 
bitas de los planetas y sus perturbaciones por el movimiento del 
sol, planteó una importante ecuación diferencial.

La enorme trscendencia de las funciones que aparecen al re 
solver esta ecuación se pone en evidencia por el hecho que esas 
funciones son indispensables en el estudio de la propagación de 
la corriente eléctrica en conductores cilindricos, en los pro 
blemas vinculados con el flujo de calor a través de un cilindro 
y en el estudio de la difusión de neutrones y criticidad de reac 
tores nucleares.

La ecuación diferencial de BESSEL es de la forma

donde n es una constante. «No puede resolverse por ninguna combi^ 
nación de funciones elementales: polinomios, exponenciales, lo 
garítmicas, trigonométricas etc..

Busquemos la solución expresando la función y. como un desa 
rrollo en serie de potencias

donde m es una constante que habrá que determinar y a0puede 
considerarse distinto de cero .

Reemplazamos en la ecuación (1), calculando las derivadas 
1 o y 2o y formando los términos *

+ í*1-*') i p  O  (i}



mi r" -TI
Ce L [m-a) +■ m -Ml; 9pT. +• v-M- o.,, x t,.. 

__ ^ ('VV'.T̂  'Kv. 4 •? .V\) — A\- jQ-fy  ̂^  i 7? ^ • . - -
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^La suma de los primeros miembros es cero por (1 ) como por 
hipótesis, (2) es una solución, la suma de los segundos miembros 
también debe anularse para lo cual deben anularse los coeficien 
tes de cada una de las potencias de X .

Dicho de otra forma : Para que la igualdad a cero sea sati£ 
fecha para todo X, deben anularse los coeficientes de las suce 
sivas potencias de X.

c U  x* )

[ ( * i w ) 1-  ̂ 3  Q-, - o ( “ « x ' M )

o-fc <- j * 0  ( x  )

El coeficiente del término general da la fórmula de recu 
rrencia para los coeficientes

ñ -  :
K  -  ----------------

( n i+ k ) - /H*

La ecuación que resulta de igualar a cero el coeficiente de 
menor grado en X (en este caso -XT) se conoce como ecuación indi 
cial.

* .
Como hemos considerado â  ̂  0 para satisfacer la ecuación 

indicial elijamos mgt n y entonces la segunda condición r£ 
quiere a» = 0 ■ . 'r i# , *-*

Poniendo m = n la fórmula de recurrencia se transforma
*

<t¡ -  - 
*• A. *•

K  ( • 2 ^ + Á  )



Entonces

Q.x-í  - a °

2 (i/>i+a)

o — o  ( J p w e c e ,  «,,»e)
O

ot - -  -  ________ t i
H -

í .  V i  í « + i )  (2 <►<+*#)

a r  * 0

Si se reemplazan los coeficientes calculados en (2) se 
obtiene la serie

m1= a,** [¿- x* - + - *------ . ------ -----------<—  +

Para m = n CLt, r  ■ ,
* n » r k )

«-O
a i “

a. - a> _ «,,• a°

— -•I ‘ -  0
i.

-/h ,•** i ' A

«L = aox  G + _ * ----- +
U  ¿ ( 2 * - 2 )

i 4

Xl*\~ 1) . 2.i ( i* -* )  (3*-H)
4 ------

*  X A  i  (2/w-*2) - y  ‘ *
para n ^ de un entero positivo
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Ambas series resultan idénticas para n=0 , para n ^  O y ente 
ro resulta sin sentido o una o la otra puesto que algunos de los 
denominadores se anulan y entonces hay una única solución median 
te series de potencias. —

Para n ^ 0 y distinto de un número entero las dos series r<3 
presentan dos soluciones distintas y una combinación lineal de-  
ambas series, da la solución de la ecuación de BESSEL.

A  joo +■13 j j r )  -  o  (3)

CUANDO n ^ 0 y noentero

La determinación de la 2o solución particular de (1) cuan 
do n es entero no la consideraremos en el curso. Basta con men 
cionar que es de la forma

Cól. Jíoo Í/V» x  -f -  serie de. potencias de X 

Función con un infinito logaritmo cuando X—* 0

3.3-.Funciones de BESSEL

Consideramos la solución particular cuando

a . -
A

° / V '
En este caso la serie se convierte en :

_  '>»*■ K fo+lk 
J (x) - _JL_ _ *_ ..... + *  _______

¿ V  2 ^ ) !
^  ¿  /n*ik

3̂  ~ ^ ositlvo 
Con la función P s e  generaliza la fórmula para el caso que n 
tenga valores cualesquiera *( no sólo entero ).

I W r  7  . M .  ____  ( í . )
* v.rfak+A) v
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Función de BESSEL de especie y orden n

Para la otra raiz individual -n se obtiene

k (% X  ^
3  bc)-.?H > (*)

4,-0 4,! I (-m+K-m)
Cuando n no es entero la solución completa de acuerdo con 

(3) es j  =  4

Veremos que cuando n es entero estas soluciones no son l_i 
nealmente independientes.

Para n entero (4) tiene sentido desde k = n siendo nulos
los términos correspondientes a k = 0,1 ,2 ,....... (n-1 ) porque
en e l l o P  se hace infinita , „ L

Oo K

]  W : <  - M ______  ( f )

o bien pongo k = 0 pero corro los índices pasando de k a k+n
<y, , ,*•+« k  A * »

,  ¿  - “ , . ti)
Kao ( W ) l  I (kt/>) ^  V{**{+a)  / k ! '

m

=  M  J / >
lo cual prueba que son linealmente independientes cuando n 

es entero .

Esta función es solución de la ecuación de BESSEL pero es 
escencialmente la misma I„ (X). j .

Esta relación (5) permite definir la función de BESSEL de 
1 o especie de orden entero neg'ativo.

# *¿í -A
La solución completa cuando n es entero es:

j  ! * » > + s .  % * >
Y, (X) función de BESSEL de 2° especie orden n 
(Yn tiene la forma que se indicó con un infinito logarítmico y 
para n n°entero se dejan mediante una expresión que es combina 
ción lineal de I^y I-J
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El comportamiento de las funciones de BESSEL resulta análo 
go al de las funciones trigonométricas

Todas tienen aspecto de sinusoide amortiguada o sea los má 
ximos y mínimos -»■ 0 cuando X-*®*

Para valores grandes de X se verifica que

«  ' “ (‘ - V I )
b) las raíces de I0 (X) - 0 y I,(X) =0 (o sea los ceros de estas 
funciones) están separados en aproximadament e J L  . Así el 6.°cero 
18.071 de I* difiere del 7o cero 21.212 en 3.141.

tf i 
X  v  * . v

\
2lt+<A

para n=0 1 —-------4-----H )----r¡----- 2 +
i l r Ü i f í  (*!)

para n=1 - i .  i---í____ ..— (-/).--- -------- 4-*
J - - 2  i» r .  +  3 ' i i  ¡ i  } * * '  a  m i



2 6 ,  >  ,  ‘ h * á
para n= j 1 rv' x  v 1 —

Con esta formula y sabiendo que y que la serie es
aproximadamente la de MAC LAURIN para sen X, luego de transfor 
maciones 

se _j v^y ii
TTx

C©4X.
Análogamente __ ' ' V TTX

E1

demuestra; l  W  : ([X  /íéw* X-

1 1 ,  W  - / “

J|<’ > = ( ¿ t í .  -  «**)
Relaciones de recurrencia

« l ¿m +i k-4 
¿  I?  1 «L <  C-C ______ *
d * X  A! r w *j

¿  * M l s °  c*>

[ *  * "  X «  * *  = x  «

.*. J X =  A*.,- ^  \  - k

1 X - 1  V i *  S< — j I r £ = i t

Las Integrales correspondientes a (1)

/**■ V * >  ^  -  x" l íw

Como j- 
d x

a5>

rtiM ^ ^

Í V *  = - 1
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3 . 3 Ecuación de BESSEL modificada

4 X  jj'- ('O

Verificaremos que si y (1) es solución de la ecuación de 
BESSEL

entonces Y (i x) es solución de la modificada pues haciendo 
s=ix se tiene

A ¥ ix)
<L*> d x

J }  '<•'</

y sustituyendo en (2)

jt1 JhIM. + t ^ ̂  - (íWj v =• o

luego Y (ix) es solución de la (1).
En consecuencia, se conocen dos soluciones independientes 

de la ecuación (1) ,—.

U x) u J  (Álc) r) rió e 5  eA-ícTo
J J  ^  - : :

'i ^ ( C x )  J )f í¿x) 5t’ £  e.6f n i « o

Pero estas funciones no son reales para X real por lo cual 
es mas conveniente utilizar la función —r 1  \

- W *  - -t
que estila función de BESSEL modificada de 1 “especie y orden n 
es real p a r a X  rea! . T T T Ü t w '  >

T w -  1 - & ) .  -  ____ _

*»<* ■ a ¡  n<#ki¿) A-0,v
. n

La, función I_(X) = i‘ . 3  ^(ix) es también solución siendo su 
desarfolio 0A
, -  CO / r \¿ ^

■ I m : < _ Ü L ____ _
¿___ _ á  ! (
Á.~o

\
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La solución general de la ecuación de BESSEL modificada 
y=a L. (X) -f b I (X) cuando n no entero puesto que cuando n es 
entero (como vímks para Irt) —  es I-* = Inpues

' k -
-/v\

- -  f i f -  h -  
A ■ f.- 1

La segunda solución, cuando n es entero , es la función de BESSEL 
modificada de 2°especie y orden n

K¿X) _ 4 Ij*H SenieJepotfACias X
ctk. Je-

Las I*son positivas para X>0 y crecientes, tienden a infinito 
para X ^ o " .

Las Kfctienen el mismo comportamiento que las ^ e n  el origen 
se hacen infinitas pero al tender X-* <tsf tienden a 0.

3 . 4 Ecuaciones de LEGENDRE.

ÍA X4) A 1* ~ 2X m  M «O

n es constante

la ecuación

Aparece cuando se resuelven problemas físicos utilizando 
coordenadas esféricas. ^
Considérese que ^ -z ^  es solución

to-2.
¿  9 sb a.*  f --- («*+&-<*)A l *  f •

= W * h * ) « . 0x  - .............. -
<íx*

- ¿x otü a * x ................. -  ü(^tk-2)(Lk^  _ ..........
d x  Om / \ M+A'i 

*» ( * * )  IJ ^  a, * + ------------+  A* ^ + 4) + ------*



. < « rtvi-2. cha—/
0 ~ frii'w-A) a0?c ^ ........... |

•f X  • f ( ^ i ) ( ^ t i ~ y l )  > K - 3 ) a ^ ¿ í ^ t A“4)«¿4+

Cada coeficinete debe anularse 

^(rtn+>»)^-0

(^Vf()(^+K>^(k+- ¡ ¡ ^ M  (-** - k+*J  ̂  ( ^ 3  H - *  ~°

Para satisfacer la 1°ecuación, indicial, puede elegirse m =
0 <f 1 , si a 0 es arbitrario.
Si m = 0 por la 26e c u a c i ó n a ^  puede ser arbitrario

A(k-A *
U - l a  t  - di(*t+4) Q.x2 _ (flM K  ****) Q ̂  ^ X
ó 0 A ¿í 3 ! A V !

pues a . X V
f B.-9

V, q r>| _ /vi (/n+4) Y* f̂o-2.)C ' h ^ 4 _~] +
J “ 0 L  jj ¡ ^ ¡ ~ " ’ •*

4. Q  | \  ( * ^  ^3 | í^->0(v*XW)('Hf</) x  , - - - • J  

3 * *
Como a 6 y a^son arbitrarios esta es la solución general

Con m=1 debe ser a$ = 0 entonces la solución es la 1** serie 
y no nos conduce a una nueva solución .

3.5-.Polinomios de LEGENDRE.

Cuando n es un entero positivo o negativo, una de las dos 
series termina convirtiéndose en un polinomio.

Si n es un entero positivo par, los coeficientes de todos 
los términos de la primera,desde X^son cero y se convierte en 
un polinomio de grado n y la otra permanece una serie infinita 
y a la inversa para un entero positivo impar.

//29

Estos polinomios con coeficientes ajustados para tener un 
valor unitario para X=1 son los polinomios de LEGENDRE
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A rv\-0

X,

11

£

2 z ¿- 
í

á fhz:Z *.&■

fa) - r  x3- 
X •ix

a* U

r.i X2f I A
H

tt.i *t.L

*

- - 3  
*2,

•CkS

NOTA: si n es par , anulamos la según 
da serie con a^= 0, si n es ím 
par, elegimos a 0 = 0 para anu 
lar la 1 serie, puesto que a, 
y a0 son arbitrarios.

Naturalmente, cada uno de esos polinomios es una solución 
particular de la ecuación de LEGENDRE con el respectivo n.

A los polinomios de LEGENDRE, que están tabulados para diver 
sos valores de X, a menudo se los representan por

f c f a * )  cc s v - x .  A it':
Relaciones de recurrencia: — P¿-A

(jlty + A )  X  Pfad ( fo n  ftti-A
Funciones de LEGENDRE de segunda especie

Si n es un entero, entonces una de las dos soluciones es un 
polinomio , mientras que la otra es una serie infinita. La se 
rie infinita con coeficientes ajustados es la función de LEGEN 
DRE de 2o especie Q ^ C X ) .

ó . o - . ecuación ae itcbcmjKE asociaaa. ^ -» 

tiene por solución *2 ( t )

r  C «)
que es el polinomio de LEGENDRE asociado .
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3 . 7 Funciones ortogonales y normalizadas (ortonormales) .

Consideramos dos conjuntos de funciones 0/v*(X) y 0^(X), 
donde* m y n son enteros. Se dice que son ortogonales en el 
intervalo^a< x <  b si

& i=. o 5í'P1 =■/>*.

S; ¿ L ^ a)T d* ^ Á
se dice que las funciones están normalizadas.

Las funciones trigonométricas mantienes relaciones de 
ortogonalidad.

J Ai*. /Í€A1 rtiX cLXsO 'h'Vdtm
0 r: IT Sí  ̂ ¿Jeni el Coseno

Las funciones eos nx y sen nZ forman un conjunto ñor

malizado de funciones con respecto a cualquier intervalo de 
ancho 2 ̂  .

Las funciones de BESSEL y los Polinomios de LEGENDRE forman1 
también un sistema ortogonal. ■

Si una función puede desarrollarse en serie de funciones 
ortogonales oo

oo
1

los coeficientes se obtienen multiplicando ambos miembros por 
1 8* integrando termino a termino. Al aplicar las condiciones 

de ortogonalidad se anulan todos los términos rtienos uno.

J [
)

%
Suponiendo que puede representarse por serie-de polinomios 

de LEGENDRE. oo

A» ; a„ e,(x) 

j  f«> ^  = ** r  [p ^ T  -  
- 4 ™  

j  [<v*>r=

es 0*, = y  % ( * )  efec —  ■
.2
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depende de la elección que se haga en el problema fisico a 
resolver de acuerdo a las condiciones de simetría.

4. 2- .Ecuaciones- diferenciales, parciales
' "V

La teoría de las ecuaciones en derivadas parciales escapa 
al fin de estel^curso y no se hará un desarrollo sistemático.

%*
Nos limitaremos a la ecuación de ondas y que puede ser r£ 

suelta por el poderoso método de separación de variables.
Con este método, una ecuación diferencial parcial en n 

variables independientes se reduce a n ecuaciones diferenciales 
ordinarias. El producto de las n funciones, soluciones de las 
ordinaria^/ es la solución de la, parcial . *

La solución de una ecuación diferencial parcial involucra 
funciones arbitrarias; en la aplicación de la teoría a los pro 
blemas concretos ellas se eliminan determinando una solución par 
ticular la cual satisface a la ecuación diferencial y cumple con 
las condiciones de contorno del problema.
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La ecuación diferencial no posee una representación comple 
ta de una situación física ya que la solución general incluye 
constantes arbitrarias de integración.

Para determinar los valores adecuados de estas constantes 
se imponen a la solución restricciones con las condiciones de 
contorno obtenida de la naturaleza física del problema.

El n° de esas condiciones de contorno debe ser suficiente 
para proveer una solución única con constantes no arbitrarias.

4.3-.La forma general de la ecuación de ondas es:

que es demasiado general para hallar la solución matemática; 
es necesario considerar casos especiales

ecoacioíi Je La place.
V 2cf> r cCo3c<on 'irtts m is fc ñ  d e l a l ov

Estas ecuaciones se aplican a sistemas pasivos , aquellos 
que no contienen fuentes de perturbación en la región considera 
da o las fuentes serían externas a la región, o podrían haber 
existido en un tiempo prescedente a aquél para el cual la solu 
ción de la ecuación se aplica.

Las soluciones se obtendrían en coordenadas rectangulares, 
cilindricas y esféricas aplicables a problemas de 1,2 cf 3 
dimensiones.

*

4.4-.La ecuación de ondas contiene derivadas parciales con res^ 
pecto a las coordenadas de espacio y tiempo. Aplicando el meto 
do de separación de variables representamos 0 como producto cTe
2 funciones " " Z T  s , *£(X,J1»).Tfcfc) (_4)

donde E es una función del espacio solamente y T es función 
del tiempo solamente. ( las inducidas son las'coordenadas rec 
tangulares, pero el método puede aplicarse a cualquier sistema 
ortogonal) ^

La sustitución de (1) en cualquiera de las formas de la e 
cuación de ondas nos lleva a la separación de % ecuaciones d.i 
ferenciales. Una que contiene T (t) y la otra parcial con E 
como variable dependiente.Esta, a su vez, puede reducirse a tres 
ecuaciones diferenciales ordinarias, haciendo E= "X(x).Y ( y ) .Z(z) 
producto de funciones, cada una dé ellas función de única coor 
denada espacial. Es decir la ecuación diferencial parcial en E 
puede resolverse con 3 ecuación, diferenciales ordinarias conte 
niendo ca4a <una de las funciones X(x),Y(y) y Z(z).<

Estas soluciones X,Y,Z y T son llamadas funciones caracterís 
ticas. —
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Cada función característica contiene constantes, las c uales 
quedarán determinadas por las condiciones de contorno del proble 
ma particular . Sucede que una constante , en una función carac~ 
terística, puede tomar mas de un valor y por ello cada función- 
característica es una suma donde cada término contiene un valor 
diferente de la constante.

La solución de la ecuación de LAPLACE puede ser obtenida de 
la misma forma pero como no aparece la variable t será :
0 (x,y, z) = X (z) Y (7) Z (z)
La ecuación de ondas ^

Para resolverla aplicamos separación de variables

0 =  E..T ,
2 i i . . J L . j .  z ye " ¿i r

cada término puede igualarse a una constante ya que las varia 
bles espaciales y el t son independientemente variables

a  = y ’ T  T - A . e * u  
d i

\7‘£ =  Y * E
forma espacial de la ecuación 

de ondas cuya solución de la función espacial y conduce a la solu 
ción de la ecuación de LAPLACE, caso especial ^r.O

4.5-. Forma espacial de la ecuación de ondas, en coordenadas re£ 
tanguíares y tres dimensiones —

\72£ . Sea e Xcx).y(̂ ). Zc*)

Sustituyendo y dividiendo por X.Y.Z.

”_J_. + _ !  4. * cL‘Z - Y 1X otx* y y *1. ^ 2. m
X,Y,Z varían independientemente una de la otra, cada término debe 
ser igual a una constante y se obtienen tres ecuaciones diferen 
cíales ordinarias del tipo „ ± k } X = o
cuya solución depende del signo «x*-

X s  A  c # 4 h . x +  - k  es

X - A  C d i W x  + & Stnl k't-
La elección del signo depende de las condiciones de contorno 

que caracterizan al problema físico que' se trate.
Las posibilidades de solución serían demasiado amplias , por eso 

eligiremos un problema con sus condiciones de contorno para poder 
limitar esas posibilidades.

La ecuación que describe la distribución de neutrones en un 
reactor crítico es:

Las condiciones de contorno son , que , sia,b y c son las dimensiones 
el flujo d e’neutrones será cero en a, b, y c .

2 2 2
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4 . £ *  -
X

A . £ ± - - p
y  ' < L f '

A . é í - . - Á l
z (ü -lt

Como veremos, en este problema los signos de las constantes 
están elegidos para obtener las soluciones apropiadas ( y el_i 
minar así las otras posibilidades que no se adecúan al problema) 

. *4 ©¿* + /3*+X. ecuación que relaciona las constantes
que aparecen en las funciones características (o autofunciones) 

La solución Xa A eos ck x + C l a  única que satisface 
es el eos, pues es simétrica y anula en los bordes ( con esto 
queda claro que debe ser real y positiva).

Por la condición de contorno esoL - T\ que es el mas bajo

autovalor

>ues cuando

la ayrtofunción o función característica es

X = A X  KCu

y la solución completa

/tr\MsA
a  u ix  do u j. i : ic :n t iü i ie b  V  /  o o -eD eran  s e r  r e a ie :

• Vl 9 y  .\ t i iwjs o ¿Je Svéot/^Jo^T
Análogamente para las otras dimenciones to y ^ d e b e r á n  ser reales 
y positivas con /e>° '* ^ ' 9 ‘ ' '

<ie6 *e$
La distribución neutrónica 0 (X,Y.*Z) en el reactor C r í t i c o  es

(*,},»] = c  w S  « w ^ i .

y la solución c o m p i l a  ̂ Je ecuación de ondas espaciál ^

Í = J í T  ^  C a V » * * ,  UlOÜL--*
(La determinación de la constante C depende de la potencia del 
reactor ).
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Si por las condiciones físicas y de contorno del problema 
debiera ampliarse, por ejemplo, queoii+̂ >¿> ^  entonces sería n£ 
cesario - L ■=. &  en cuyo caso la ecuación en z tendría por so
luciones senh y cosh

4.6-.Ecuación de ondas en coordenadas cilindricas

- W )
se intenta la soluciSn £  % ^  (Il) ^  . Zfe)

Sustituyendo y dividiendo por

a  , a , 4 3*1 . 4 W)
A  ' 3a» ' ín. ' 3n. * 4  a 1 +  2  " íC F "  * '

Hacemos

y sus funciones características 

La ecuación ("O en tal cajso

f  + Jk. + y.? f  f-/4-í’l)Alr O )
IT  X 1 7T TíT + *  ¿ »«• r 1 / J ’

Hacemos ^  ^ f  -  c '

7 f í ~  1  ‘ r ________  ~ ________
Entonces la ecuación (2)

nl  ¿ÍL -  0*3 O )

(3) es la ecuación de BESSEL que pondremos en su forma común .

/t2, ¿3  4- ^  — J. [V  7 R trO
¿Jt L  Con _/£l.

A J J I*’
com o d R  ^  d R  . ¿ K  éo¿

^  a s  ^  + A £ * J > i - ^ R - o
* • « C P  m u

cuyas funciones características son:

La función de BESSEL de 2» especie Y ^ lene una singularldad

en el eje r=o por lo tanto debe descartarse en los problemas 
donde R (r) debe permanecer finita.

Cuando 0 (4) es constante *0=0 y R(r) se hace la función de 
BESSEL de orden cero.

Debemos conocer las condiciones de contorno del problema 
particular para saber cuáles funciones características elegir y 
evaluar las constantes en estas funciones.
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Obtenidas las funciones características apropiadas 
para R, 8)/ y Z entonces

En el tratamiento de un reactor cilindrico, el LAPLACIANO 
aparece en coordenadas cilindricas. Si al eje Z se lo hace coin 
cidir con el eje vertical del cilindro, solamente las.coordena- 
das Z y r necesitan ser consideradas. ■!S-'

JV<

I c p *
0 es el flujo neutrónico en cada punto 0 es la función 

especial 0 (X,Y,Z) y F e s  una constante relacionada a las dimen 
siones y geometría del reactor . Respecto a la ecuación que aca 
bamos de estudiar B es - ^ A y como no aparece la dependencia de 
m  la ecuación (3) es, en este caso, con U*=0

n  ■7-7 + n. -j—*1 Alt , ,

' 7 ----  ̂J w

4. fe*) = 0

y la ecuación de BESSEL de orden cero, con AL= eí .r

-h M- • f  -ít1 ^  = 0

cuya solución general es H  - Ai

Si el signo deo^se elige negativo se obtendría la ecuación 
de BESSEL modificada y q . í —. ** u-

H r A ,  I .  +  A 2 K o

La única solución permitida de acuerdo a las condiciones de con 
torno es J q q u e  n q  gE HAC£ INFINITA EN NINGUN PUNTO.

R(r) = A, Jo ( J>. .r) (y entonces«t es
positivo)

Para determinar el tenemos en cuenta que 
cuando r = R& (radio del reactor) la

función debe anularse.
R(r) - A, J„ ( d  ♦ Ra) =0 
.•. Jo (ol,Ra ) = o son los ceros de

las funciones BESSEL. El mas bajo autova 

lor d e ^ 0rreSp0n¿e a i i° Cero de la 

función de BESSEL J Q que es 2405.
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• • ** a, —

j  ( | . ] , U . [ V ‘ 1
Para determinar la solución respecto a z, que sea la adecuada 
condiciones del problema tenemos en cuenta la distribución sim 
trica del flujo alrededor del origen en la dirección Z entonce 
se elimina el sen $  z haciendo la constante correspondiente 
igual a cero

2  --Ca ^ . 4

Determinamos 
cuando z = H 

2

pues Z es igual a C,#cos z =0

y el mas bajo autovalor

o valor propio es
/ =  f e

M =

p t > r & )  2>l

Con

. e*S 5E E,
H

1

La constante A depende del nivel de potencia del reactor.

4.7-.Ecuación de ondas en coordenadas esféricas.

_ A _  ______? X z V * E
n* ¿ti l / n- 4®n fc' 3* y
Considerando la solución de la forma

£ ( ri»*r,vf) “ &(*')• &(*) • $(*)
reemplazarido y dividiendo por R.0.C . 2

y J- ÉtL 4-^e A- >
$  cCy* &  2 »  3 er'

t/> 
|(D
v 
fü



Zlo2-' T <] ' 4'U?V ,

hacemos u=cos como ( ^  ^  Í ^ ' ^ U V )
d v  ' s u '  ̂ ;

\ dl6 _- ¿_^ s W W  ¿ é  
I c?&1 <̂a-1 L ^ iL

•■• (3 )
Esta ecuación que es la asociada de LEGENDRE, la (1) que es una 
forma de la ecuación de BESSEL :

— Íí\l-h¿1) y  ta(2.) 
d>¿ ctn- J  ~

forman el conjunto de las ecuaciones diferenciales que posean 
las funciones características para R,0, y 0 (que son las funci£ 
nes de BESSEL, los polinomios de LEGENDRE asociados y sen y eos 
para 0)

En la mayoría de los problemas no hay dependencia del ángu 
lo>( y si se trata de la ecuación de LAPLACE V s O

, fl»1 < W .  f  ^  -  oL2 R  = Q

cuya solución se vio que es ^  1 ( p ^ i r t ^ j )

donde k = **
Como no hay dependencia de-^es m =0 luego

Í * L  G ■= O
ecuación de LEGENDRE cuya solución particular es el polinomio 
de LEGENDRE PK (eos ©0

En este caso la combinación de s o l u c i o n e s ^  ,, A .  6 *

£=  £ - ( V +•

En el tratamiento de un reactor esférico se utilizan coor 
denadas esféricas. El origen se elige en el centro de la esfera 
consideraciones de simetría eliminan la dependencia de los ángu

los V  y v  a a ,  t
(Coffio no hay entonces dependencia de ( y ^  en el 17 correspondien 
te se multiplica par r2 )

^  4 ^  ̂  ^  — O  ^  $5 h^unciip /t ts jo ic í^ l

i -y»



reemplazando y dividiendo por r"1 

^  f

^ A C n }  ^  A  u r \  fáiL + C- .se* fc' i '

¿ f a  -  / \  S t O í  ¡ O i s g í -

Como eos Br = o* cuando ,r r=0, A=0, pues 0 debe ser finito 
r

f e )  = C
en el origen 

Si es el radio del reactor 0 = C senB R,

Sen 6  R ^ = o

6 ̂   ̂ / s i

el autovalor mas bajo es í32r / ~  I
(/**, /

La autofunción correspondiente

(Vl) — ^
“ /L ^O,

5-, Series de FOURIER.

La teoría de las series de FOURIER constituye uno de los mas 
hermosos desarrollos del análisis y resulta un instrumento indis^ 
pensable para el estudio de importantes problemas físicos y me 
cánicos, tales como, las vibraciones sonoras y macánicas, la 
conducción del calor y en particular , para nosotros, en probl£ 
mas de la teoría de reactores.

5.1 -.Condiciones de DIRICHLET.

Dan una condición suficiente para la representación de 
£ ($0 en serie de F.

Sea f (e')una función definida arbitrariamente en el interva 
lo-Tfí=0^Tt uqe, fuera de ese intervalo cumple la condición 
f (©' + l » j ~ rvPj . Si f tiene un número infinito de puntos de 
discontinuidades ordinarias y un n° infinito de puntos de máximo
o mínimo en el intervalo ©*éTf > entonces puéde ser represen 
tada por la serie trigonométrica:
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$(&)■= ■%. + a4 « « l * +  4f + ---'
' <30

j V  - ÜL? ^  C<yú i  h f r M w f t 'b ')  • e n ^ err°

Dond
__ y  ^ ( V )  ta s  f l i f r  ¿ f r  ;  W ^ o / i 2- , .............

~ 11 ÍT

tA = r  4  f o  : T \ * A ^ * r - "

tsta serie, en cada punto del interva 
ge hacia el valor ¿  _) +  £  (fr-)-]

^ ~ ir
Esta serie, en cada punto del intervalo dado, - * > conver

JW
h l

( uno de los puntos donde hay continuidad es la misma £(^))*

/K

Si f(&0 ®,s continua en el interva 
l o - 1 1 ' TÍ las series de F conver 
gen absolutamente y uniformemente 
a C (y) dentro del intervalo.
Si f (?) tiene discontinuidades,

l la serie converge absolutamente y
I uniformemente a f(©0 en regiones
, donde la función es continua y en
— w - * 5, un punto de discontinuidad ¿í

¡Jn £  Ffé+t)'t’ ci/3« Jo; -¿¿u. P fotfé) ^  C (Po~ ¿ )
^  É—>0 % u  *

\
Las integrales pueden expresarse como suma de integrales componen 
tes para cada porción continua.
Por ejemplo, si f (&) que cumple las condiciones de DERICHLET 
en un intervalo C < &  <  di pero no está definida fuera del interva 
lo, puede desarrollarse en una serie de F en el intervalo.
Fuera del intervalo, la serie F es periódica aunque no hay re^ 

lación éntre la serie y f (#) pues f(e-) no está definida fuera 
del intervalo.

5.2-.Las relaciones que siguen valen para cualquier intervalo 
de ancho 2tf, los límites de integración pueden cambiarse a 
di ^ donde es un ángulo cualquiera.

a) f  <Lb-~o aib̂ ,̂ 5.
x¡

fc) i ^  ^  ° At*4£,3

I dxr s  J&r



$  I I  \ / * *
c) ÍC rt'n trM vm 'i, cL»* O { A s o. j , t . . - -

-T» l f

l )  ( *  C M ^ Í r  c w « m ± M  e) f  * * * / « >

i  ¡ vn « W &  stMUje-íte- "  < 4  **>*«»»9-íto-

En base a estas últimas relaciones de ortogonalidad se calculan 
los coeficientes de la serie. Supongamos que f (&) es una función 
continua periódica, teniendo un periodo fundamental

Se multiplica (1) p o i c o s  m <j cada término y se integra:

f f a t H *  8 <¿fr= y CMztO*dXr = ̂

Análogamente ^

^  =  Á.  <L* t o»At 2, \  •••

En la serie de F el término que contiene n=1 es el fundamen 
tal y los que contienen n>1 son los de orden mas alto.

Todos los términos de la serie son periódicos, excepto el 
1o que es el valor promedio ao .

2
a) Desarrollar f(x) en serie de F en el intervalo CA

siendo í«0 = J Para 0<x<(¡r <rL>„ J. J

**’---- - ‘ 0-M- ^  ¡CV c«vn*4e= O

..x ----v  ............. V  ■i (*■

Si n es par el paréntesis se anula, si es 'impar vale 2_.

Para x=0 la serie se reduce a y todas las curvas aproxi^
2

madas pasan por allí. /• p ^

+ » =  1

ecuaciones de las curvas ,
de aproximación

2

íS $ * \X
£> = ?  +

x = la serie se reduce aTf y todas las curvas a
2

proximadas también pasan por allí.
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Si £(<yOes par
*o

r *)-t(pues sen es impar y la integral j-tf de una función impar 
es nula )

oo

Si f («0 es impar Í V )  rr 2 _  b ^ s * « m e r
I /üai

r1"
(pues eos es par y la integral ) .ff de una función impar es cero)

La serie de los coseftos puede ser usada para representar una 
función par y la serie del seno para la impar.

Si una función f(<r)está por ejemplo, solo definida e n §£<&C 'R  
entonces, o bien la serie del sen o la del eos puede ser usada 
para representar la función en el intervalo.

Dentro del intervalo ambas series convergerán a f((T^, fuera 
de este intervalo, las series representarán funciones periódicas 
de fuentes. Nos interesan solo los valores de la serie dentro 
del intervalo en el cual la función está definida (pag.29.30

b) Desarrollo de f(x) =X
que es una función impar 

#TT

O -  jL I X «*»<*«£ <*«C

f*x (-* C* “ J  =
k < A. ^  A. . K» 1 ..

A»
, *. s L~f)

Reemplazando ’ *

*  =  ¿  (¿e**. - + - Í Ü Ü Í ----------  )
2»

<T/n

c ) Obtener la serie de F para el pulso de alturaiy ancho angu 
lar 2°ó . Puede consistir de un único pulso definido en el inter 
valo < &{ v  o  puede ser un pulso periódico de período 2 ^ .
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A

-T>

La serie de F será la misma para cualqui^ 
ra de los dos casos. Si a este pulso se 
lo convierte a serie del t puede represen 
tar una fuerza de impulso actuando sobre 
un sistema vibrante mecánico a un impulso 
jjle voltaje aplicado a un circuito eléctrico,

de eos,
Como es una función par puede representarse por una serie

t&ú d t  -  &0 
T uT

Air n
La serie del coseno.

1 *ÍT ^  l £  3

P/m  <í>b . 2 í ^ :  ̂  ^  P"
n  ;=r “T  +  ^  ¿ r 1 ~ ^ r ¡

Un caso particular es el de la onda cuadrada. &o -  ^

jV*) =■ ¿  ( o c i v - l  c r í } *  + ¿  .V- r e - ----- )

solo términos armónicos impares, y en los puntos de discontinué 
dad ©i-X » función f(Cf) = 1_

3U 2

Cuando el pulso reduce el ancho 2 C» el n° de términos si¿ 
nificativos crece rápidamente y a causa de la convergencia len 
ta de la serie se requieren muchos términos para aproximarse a 
la forma del pulso.

5.2-.Observaciones sobre la serie de FOURIER.

Es sabido que por medio de la serie de TAYLOR es posible, 
bajo ciertas restricciones, representar la función f(x) por 
medio de una serie de potencias de x, análogamente por una serie 
trigonométrica. El desarrollo en serie de TAYLOR exige que ella 
sea indefinidamente derivable, y esta es una condición restric 
tiva mientras que la expresión por medio de una serie trigono 
métrica es posible para un grupo de funciones mucho mas amplio.

En efecto, puede aplicarse a muchas funciones periódicas que, 
en el intervalo de un período , tengan un número finito de 
dicontinuidades finitas. Discontinuidad finita en un punto x¿ 
significa que existen dos límites finitos distintos de la función 
según que x tienda a Xo por la derecha o por la izquierda.

Debido a que cada término de la serie es de período 2 Toserá 
necesario limitar la discusión de la representación de funciones
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medinante esas series, a funciones de período. 2 Tí .
Se considera f(x) en el intervalo (-%¥) y fuera de él la función 
quedará definida por f(x+2lf) =f(x) . Naturalmente será válido 
cualquier otro intervalo (a,a+2lt) . Tratándose de representar 
funciones no periódicas podrá hacerse estudiándolas en un inter 
valo de amplitud 2TÍ . Lo importante es que puede ser utilizada 
para cualquier función arbitraria que satisfaga las condiciones 
de D jIRICHLET.

Las series de F , dobles o triples, son necesarias, a veces, 
para representar funciones en 2 y 3 dimensiones espaciales.

Pueden ser escritas en forma exponencial con coeficientes 
complejos pues eos n U> t = 1_ )

f  y¿/V\ U )Í  -  A' u j í  \ 
y sen n w  t=]_ f C — &

2i '■

Las series de F se usan para representar ya sea funciones 
del t o funciones de coordenadas espaciales.

Si la variable es el t, es donde T es el período de
una función periódica o la duraciófc. de una función no periódica. 
En el intervalo < X .  los coeficientes a n, por e j .:

Si la serie de F^es para representar una función de la di£ 
tancia x en el intervalo _  ̂ TTx y  f o s

h ej.

*• U  i

5.3-. Aplicación en la resolución de ecuaciones diferenciales.

Para hallar el flujo de calor en una placa sólida limitada 
por dos superficies planas paralelas con temperatura cero

Xt(ey¿)-<3 M, (&j £)”0 k * o  JvV * t o) e i  b  

di$fci*i*bi>eíén torete/

x = t
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hay que resolver la ecuación
_ jL

cL 21
Por separación de variables se encuentra:

. «.oia3k \
¿ e  ( C  CtrtCLTC 4- C )
a,

¿î dzüE

A  ív» £  . ¿Um  Oi ' T x

t

bV
por las condiciones de contorno Z1'—
■------------------—  M r **—

(')

/h s. Jt 2) .

Como

cuyos coeficientes

JJL (xt o'j -  A»* j2lirX. Joees Sene<UFe>or>'er
■ rk t

r 4  J*Cn = A. J «ufK.oJ -ó** 2LÍÜúÉx
queda determinada la constante.^ ® ^

5.4-. INTEGRAL de FO.URIER

Aunque feâ a función arbitraria que satisface las condiciones 
de DERICHLE# puede ser desarrollada en serie de F, la utilidad 
práctica de las series depende, a veces, de cuán rápido converge.

Los cálculos de los términos significativos de una serie 
convergente hasta pueden ser laboriosos.

La integral de F es una extensión de las series de F en la 
cual el intervalo fundamental se extiende a infinito, lo cual 
es beneficioso en problemas donde la serie de F converge lenta 
mente.

Si f (x) es absolutamente integrable en ( -<*> y + ^  y satisfa 
ce en este intervalo las condiciones de DERICHLET se verifica

(*) -«x'XCo®

La sumatoria de los términos discretos armónicos en la serie se 
se reemplazó por la integración sobre un espectro continuo * 
en la integral de FOURIER. Representa la función en (-«> +<*» ) 
así como la serie representa una función sobre un período finito.

La derivación de la integral de FOURIER puede hacerse a pai: 
tir de la serief «. 2 .  2 £ * + i^s*, djpe.)

En esta serie se sustituyen los coeficientes de FOURIER 
previo reemplazo de x por x* para distinguir entre la variable 
x* en la expresión para los coeficientes y la variable x en la 
serie. ^ £

d - J ,  í  Jnc) ^  d x ’ v ^ - _L (l& ) sen n̂ x'  ¿
n i u  1 iJt
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i  **  

x) -  _íi, ( f c ’J d x '  4. 7  4r  I ^j !

fe*) -  J _  f í( i ' ; í íx '+ 5" -  ( f o t  * *  ~
¿ 1  ■‘s s r  t  a  1

Se hace tender $ 00 y & /  = X  el Io término se anula formal^ 
mente poniendo la sumatoria como integral en

fw r ~r f  w & í (*-*')
C*-A —oo ̂

** /(*) - ~  /* [ M  M > k ít-T .,) <t x-> 
o IT ^  ‘

C M A xU ri£ x \* Q * \kr .U * \ÍX fin. ¿O

donde fr*>=: f  r a j a n t e  4 b lA jjtH A v lc L k
nr v

fcM)s J f ( x ')  c * \k x !  d x .‘ ( i )  y  i f f r ')A 4 * \  k x d * - ' (3)

- i
Si f(x) es una función par, la (3) es nula .

Como

f & Z  A . j ' J j ( x . ’) C4% <*.'dx' rf/C

integral del coseno de F 

Si f(x) es una función impar , la C2) es nula

f - ( x ) x  f f M  k % '  d x ’ d k

o ®
integral seno de F

La integralde de F puede expresarse en forma exponencial sus 
tituyendo en (1)  ̂ / .\ ^¿AÍX-XO -i/ t x - z ')

3.

^ " él
y recordando que00 . ,

-  x  Ax.
e

M  A 00 , /  ,
e1A* ff fr’) t *  dx'  di

U Á x .

■ «O
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5.5-, A partir de (4) se definen las transformadas de FOURIER. 

jj ( t ) ~ ¿  ' o t* ’ transformada de FOURIER

A C¿> .

J  e** *  ¿ / i  formula de inversión

5.6-. La solución de la ecuación unidimensional del flujo de 
calor para un solido infinito, es decir**®^ ̂ )( ̂ ^   ̂ puede expre 
sarse por la integral de FOURIER. En la página34 vimos la solu 
cion de la ecuación ¿ ^  para la placa de espesor J(

y en ese caso a=n *Y . Si a será .una función continua
tomando valores 0£ 0u (cuando .X crece, los valores
discretos de a se aproximan entre si.).
Por lo tanto para construir la solución integral de F reemplaza 
mos a por la v a r i a b l e s  % reemplazamos la sumatoria por la inte" 
gral en (1 ) , pag.3 4 . -

. eo ^  /li
j e "  ( c ! t d X x  + C uu n A * ) c ¿ X  

y f fc'c^jíx + C nM*\A*.) CÍA. C4)
>o

La integral de FOURIER para el (x,0) es

r / z t t 'c )  d x '  d  A
° c'

M .(x ,o ) - d .  j  I  J t(x 't t>) {<*iX%C4riAX.'l-S'tHAx.'je*¿x)elx.'‘t ¿

’ * J-“ -  ______ 5 =
Comparando N * '17 I *4 {2. )

Jco r*>
Ctt » ^  J ^ ^ A x 'c L tc ' . jL  j  J L (¿ ,o )c * m * > d**

- 00
00 <*»

/
 i i /*
e*  í *  ÍI> ; <WX ( x - x )  d f  ¿ A

C
Coincide la distribución inicial, intercambiando el orden 

de integración, con el uso de tablas de integración es posible 
la resolución.



No se han considerado ejemplos de aplicación relacionados 
con la teoría de Reactores, pues los conceptos fundamentales 
de la física y teoría de Reactores no se han adquirido aún, 
pero se tienen todas las herramientas necesarias desde el punto 
de vista matemático. Así se podrá resolver la ecuación de la 
Edad de FERMI que se puede ver en la pag. 177 del libro de 
GLASSTONE EDLUND,. " NUCLEAR REACTOR THEORY ", así como la medi 
ción de la longitud de difusión de los neutrones , en la pag.-  
177 del mismo libro, etc..

Será ̂ necesario recordar, tambieñ, la "función impropia" delta

¡E, r. J ~ A y ^(x )so hs-r2 X ^ o  ten  ¡2 pfojoie. :

/ %  Scx)=Y«b)'
— O**

6-. Transformada de LAPLACE

6.1-.La transformada de LAPLACE ofrece un método directo para 
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.
Esta transformación es una operación integral que transforma 
la ecuación diferencial en una algebraica. La transformación 
inversa de esta ecuación«conduce a la solución de la ecuación 
diferencial. La transformación de LAPLACE sirve para transformar 
una ecuación diferencial de un dominio funcional , digamos un 
dominio de tiempo, en otro dominio funcional representado por 
la ecuación transformada. La transformación inversa vuelve la 
función al dominio t.

La transformada de LAPLACE es uno de los posibles métodos 
operacionales para resolver ecuaciones diferenciales lineales.
La integral de FOURIER es otra, aunque con la misma operación 
en condiciones especiales.

Extensas tablas de transformadas de LAPLACE se han construí 
do y así la solución de problemas por este método es expeditiva.

/  (*) = /  f(¿) e *
O

-  í ü *>]
transformada de f(t) donde t ^ 0 , £  en general es complejo 
(puede ser real)

Así, las siguientes funciones tienen sus transformadas

a) Función salto unidad U (t) : U (¿)¿o  (£ * o )  \j J iL ty  i  (*><>)

f(¿) - J  e'** oLt r -jLe~4¿ p

La integral emerge para valores reales d e s  cuando;

O *
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-
é € « d i  = /

•'d

- O a U r
e / tr J -
&*• /! o

-  .(A-A.)i
e dt

■■■ ">
ambos reales, c<

c) f ( í )  -  C M  «i (

J -cu
Si s y a son ambos reales, converge cuando s >  a

j  (A) z  f e - *  CX ai  di  1 [ / * ( * * +

= Z lrZ7IJ2 * + ‘

Convergencia: Si js y a, en (1)por ejemplo, son reales esta inte 
gral converge para todo s y  a pero disverge para s ¿ a .
Esto provee un test de comparación útil para determinar la con 
vergencia de la integral de LAPLACE. Entonces una condición 
suficiente para la convergencia de la integral de LAPLACE es que

£(¿) ¿  M  e

donde M es una constante arbitraria. Si fj[t) satisface esta con 
dición, o sea no crece mas rápido que M cuando t-^o<» es de 
orden exponencial. La transformada de LAPLACE existe para cual 
quier función f('t'), continúa a trozos, y de orden exponencial 
para todo t£ 0.

a) Linealidad de las transformadas

£[■ «*>+&.<*>! « ¿ o . * ) ]  + £& *< *> !
b) Transformadas de la derivadas de una función

l  [(!*>]: ¡ J h  <?“

Si se entrega por partes poniendo u= C d-iT s $L¿) ol¿

*  eM *o

2: - f(c) 4 A ( (A)

Análogamente :

= e' i£ f j'&  é* ct£
c  - 1 (OJ _ ̂  fe®) +  -4* f  (*>
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^  m 7j íh-a M-2. r ' p f a * )

En general: ^  U  & J -  A  t (̂ ~ ^  f i 0) ” Á  ‘ "  ~ f  &)

Si £(t) y todas sus derivadas hasta la (n-1) son continuas y de 
orden exponencial cuando t y fn (t) es continua en trozos.

6.2-.Resolución de ecuaciones diferenciales.

a) f ' ( t )

con condiciones iniciales • ^

C Cjt*)] + ^ £ t ; j c¿0=o
¿ j d ) -  A  y<0- 3'(?> + *■* J w

A1 4 OL - k + fef J^>=: 0

U  /, * .. w. _&■&--  + ^ -

<r ~ ^2fk? " *+*■*• *****
Consultando una tabla, la transformada inversa 

= d  Cri bwi 4 k .  4^ k J t

Aclaración sobre la transformación inversa sobre la cual 
nos detenemos luego.

si Z  Cf<t)]r ?(*> , entonces la transformación inversa de f(s) 
es f(t) que se escribe . —

r c f c « ] = f ^
Ejemplos: , ^ ,

b) Resolver ; . . . .
k y & ) =  e

para las condiciones iniciales ^

Af Jí*)- JÍ» + -k j(») -

ondicione

5  ^

con las condiciones iniciales
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Para buscar en tablas es necesario reorganizar separando 
en fracciones parciales . Si las raíces del denominador son 
distintas

A _ A , B j. C

- 4- {3 C¿ k*k) 
¿U+kK-*-KO 

,  ¿VA+&+C) (A<LiAk4 I3a,+Ck ) 4-Ako  ̂
^  Ĉ +-k.) 

/U 6 f C = 0  • ^ A.*f A k + $ <X,4 C ks 0  • A V.*t =r A

Resolvemos el sistema es A * - L  sustituyendo en la 2‘

«¿L 4. JL 4. fio* + (-A-/8 ) k =so
a • A -  P-Í--A + A 1  - L

• » L h. ^  ^  4-
f t -  < y  ^ . - ^ - 0- * » - ^ -  -  ^

es

en consecuencia

Vi ( k \  — A A , X , — r ^  ..— .  , A

De lí ta b l a ^  ^  ^  * M  * + ~
-kfr -a*

«f (A) r -¿L + J __  . e .. _ í— «
¿ k«. k(k-a) a (*.-<0

El procedimiento general para resolver ecuaciones diferen 
ciales por el método de LAPLACE es obtener la transformada de 
ambos lados de la ecuación .

Esto conduce a una ecuación algebraica que es una función 
de y(s) . Las condiciones iniciales y(0) , y'(0) etc. son 
entonces sustraídas y se resuelve para y(s) , Aveces y(s) está 
en una forma no identificada en la tabla de transformadas. 
Entonces y(s) se separa en fracciones parciales para obtener tér 
minos para las cuales las transformadas inversas han sido tabú 
ladas.

En el cap. 6, pag. 160 del libro " NUCLEAR REACTOR PHYSICS" 
de R.L. MjJRRAY se resuelve un sistema de ecuaciones diferencia 
les relacionadas al comportamiento con el tiempo del reacto*r 
utilizando la transformada de LAPLACE. #

6.3-.Transformada inversa .

El par de transformadas de FOURIER



Tí*

u s L d ^ m V l a  ?„S“eí e I er tran sf°rmada a l dominio frecuencia  
nio t usando n í  reo??»?re?UenCla pUed* transformarse a l dSmi 
uan fuerza api icada a un s is te ín a^ ecán ico )  ! Stema ° " .

expresÍ6n°?n?eg?a?nin?ersa ¿l\ » %F0UR*ER P ^ s  a n tic ip a r  una 
- f‘"cít'i l de la transformada de LAPLACE

f(tf s i ' f k f  et c o n o c id a  lofcual sería posible evaluar

integral d e ^ n v e r s i ñ n  de f O T R I K ^ e l Í iS ? 6 CU1"Ple 6510 65 la
, ifaJL*0

f  (*) = f a )
v e  

fi d i w
¥ -¿ 0 0

En ciertas condiciones, 
sustitución s=iu en la (4)

í S p í í S l S r i c . j - ’ o ^ í / ? ^ ? 8 s i m l l a r  a l a

con lasi se puede elegirá =0 
se hace similar a la (1) .

transformada de

mismaUopera?i!n?°ndÍCÍOneS esPeciales son escencialmente la

L a  i n t e g r a c i ó n  d e  (4) s e  r e a l i z a  a l o  l a r g o  d e  l a  n a r a i p i a  
a l  e j e  i m a g i n a r i o  a  d i s t a n c i a  # . a  l a  d e r e c h a  d f ?  e l e  P a r a l e l a

f  < w M í * * a 4  j

\ Y 4 jlx.

*  nveJL

11 e?méíod§ p lr ^ c a í^ la f in L ^ ff”1' ° i.*01™* de 1 0 5  residuosque encierran polos alégrales sobre caminos cerrados

l l )

residuos para los polos encerrados por c 

Residuo para un polo de orden m

Residuo*para un polo simple 

• * ¿ ( y , )

v  . r .
0(Z) es la función .integrando
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El método mas simple para evaluar la (4) es a lo largo del 
contorno de integración formado por el semicírculo de radio A 
cuando k - + o °

j ” ̂  ^ úL ^ j r e s i d u o s

J _ - f  f (M + - i -  c *  -  Z  rC5,'<iU0"
V-xA ca

La 2°integral en los problemas físicos satisface las condi^ 
ciones para que sea nula cuando A 't+ o*

V-fÁ oo

¿b— I « d i  /  residuos

a,u  ¿ J  " ^
Determinar la transformada inversa de;

? l « S

Por el método de los residuos 
los polos en s=2,i, -i . ¿i

J  l i * .  *  ~

. e & * . . ^  e *
3  A - F X  (*~2 ) ^  *

• ~  ^  ^  ^  -  2 -

Por este método de los residuos es muy simple tomar la tabla 
e ir comprobando:

Por e j :

, P . * !  .  > £
_£**>  ¿ i  1

a ^^n • con P°l° de orden n

( < M ! d .j? ~ A U - o  C M '-

b) 1 con polo de orden 2_ . ^
-6s-a)2 ’ J  ¿ l e  — í  e

d i
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Amplaición sobre los residuos

Una función f(z) de una variable compleja Z es analítica 
en una región R si la derivada de f(z) existe en cada punto de R.

Si una función f(z) es analítica en una región R excepto en 
un punto Z0 es un punto singular.

Sea h )

f (z) representará una función analítica y 0 (Z) una función con 
polos.

Cuando Z Zo la función 0 (Z) y la singularidad en 
Zo es un polo simple .

Una función f(z) la cual es analítica en un círculo C de 
radio a con centro en Zo

~ 5 2 - A»

-*■ < y .. .(?-*■>)

fo -o  fll ' serie de TAYLOR

Si 0(Z) es analítica en cada punto de una región entre dos cír
culos c y c, ,con centró en Zo y radios r y r, , donde r,< r;
entonces en cada puntoentre estos círculos, 0(Z) puede represen 
tarse por la serie de LAURENT.

C f  \  1 „ .

v * parte principal(que contÍ£
^ ne las singularidades)

Si no hay singularidad dentro de c se demuestra que los 
coeficientes h se anulan y se convierte en la serie de TAYLOR. 

Si la parte principal contiene el término b-|

T - Z w

LA SINGULARIDAD EN Zoés un polo simple, si contiene un término 

Z donde m ^  1 es el exponente mas alto , entonces Zoés

un polo de orden m . Si m es infinitamente grande m 
entonces el punto Zo es una singularidad escencial

A . ¿ j ,  4 , 4 + ---  PclcJeo+¡leto<i

a 'k  -  j + ¿L x. - 1— + — . + —  ■*" rfíM4 *” aico *h! Zí
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e*
tiene una singularidad escencial en el origen
El coeficiente b-i de^ 1 »en la serie de LAURENT se designa como 
residuo de 0 (Z) \ Z - Z 0 ¡

; . ̂  ' en el punto singular Z0
Evaluación de residuos

Sea y su desarrollo de LAURENT
At+/»n

pero este es el desarrollo de TAYLOR de f(Z)

r ^
M Z o

•  *

t
/h h A

i

mQue nos da el residuo en un polo de orden

Si M \ -ZÁ t4.  J¿*. i ?-■*.)• 4 & - «  Pe*»)
2

Se demuestra que f a  * k

Si C 

Así

es un contorno cerrado que encierra al Polo Z«

JL_ di* ±
3 i
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