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El objeto de este curso es repasar algunos conceptos de
Matemdticas. No es un curso académico, formal sino una simple re-
visibén practica con el objeto de refrescar algunas nociones en par
ticular aquellas que son instrumento en la '"teoria de reactores'.

Sabemos ya que las Matemdticas son de imprescindible uti
lidad en las otras ciencias para formular las leyes que rigen los
fenémenos que estudia esa ciencia en particular.

En nuestro caso, los problemas que se describen en la teo
ria de reactores exigen del preciso lenguaje matemidtico que ofrecen
las ecuaciones diferenciales.

Ordinarias: con una variable independiente y derivadas con respec-
to a ellas.

Parciales: «con mids de una variable independiente y por lo tanto
con derivadas parciales. .

+ y + xé’: O  ordinaria de 2°orden y 3cer.
d.l" grado

1
a + 3 %t"l"jrt—;a pargial c\le 3cer. orden y 2°
x grado

i,

Orden: el de la derivada de mayor orden

Grado: el exponente de la derivada de mayor orden

1.- Ecuaciones diferenciales ordinarias

La solucidén de una ecuacidn de orden n (expresidén final
para la variable dependiente) contendrd n constantes arbitrarias
que se evalfian con las condiciones de contorno para el problema
fisico particular que se estudia. &

\

3

La solucidén completa o general es la que contiene las n
constantes arbitrarias independientes® son 1ndepend1entes si dos ©

mds no pueden reemplazarse por una. Si ax4-rH& es una solu-
cibn, ij Qz no son independientes c .La solucibn
¥#¢se puede escribir 0.

//..
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Una solucidn particular se obtiene fijando las constan-

tes.

Si una ecuacidn diferencial es de primer grado en 1la
variable dependiente y en todas sus derivadas es lineal

1.1 Ecuaciones de primer orden lineales

a) A variables separables

Ejm: 5_‘4 4’? Con x =0

__3__,&,—4.79,&:

cuya solucién /e“ ? +A4emx = O (ecuacién que define y como

A . -—S%x '
funci6én implicita de x) & 3~. (una funcién
explicita de x).

La sustitucidn en el primer miembro de la ecuacidn de

? ¢ , a partir de cualquiera de ellas, la convierten en una-
expresidn identicamente nula)

3”: e (-—mx')

. _feurx —Jenx
* e “C%é Codx = O

Una sustancia o isdtopo radiactivo en el que sufre cam-
bio espontidneos por desintegracidn radloactlva (decaimiento radio
activo).

Si N es el n°de dtomo radioactivo presentes en un cierto
instante t, la velocidad de decaimiento estd dada por

_,._._-0('/‘/ = AN
CL jﬁ -
/( es la constante de decaimiento o desintegracidn de la

sustancia radioactiva y es caractetistica de cada sustancia radio-
activa. Mide la veloeidad de d%calmlento por cada 4tomo.

Esta ecuac1on descrybeuphes el decaimiento radioactivo.

. -rx
. CLF .

//..
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oC/\/ _Ldt
K P Mo L£+C
N<Ce

para /{‘3 O es A/o= C (n°de 4tomos al t cero)
At
. ‘. N:/\/O e

b) Ecuacidén diferencial exacta

La ecuacidn diferencial /4 6{704 B 044 donde

A y B son funciones de x e y es exacta si /—\dl-l- B es una
diferencial exacta. La condicidén necesaria y suficienfte es que
cumpla la relacién de Cauchy: DA 93

At

3? 313
(S" A=[Q‘) ? Q’-‘](ﬁ)) Lt et -::9_.. =o que es el
caso de variables separables) 33 ——3

Ejm: (2z- ) o{,)c-l-(Jg x) dAj =0 es exacta.

Solucidn : X. Z«y ’“J

Si una ecuacidn no es exacta, puede hacerse para lo cual
se multiplica por un factor, conocido como el factor integrante.

o

Ejm: 0%_ + _';.E - g—)dm ) no es exacta

Se hace exactd multiplicando por . . Xx.y
L ( ‘J - l‘—); cuya solucidn
es JCJ -
1

c) Para la ecuacidn lineal de la forma

féog géc)
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Como aplicacién tenemos el decaimiento radioactivo de

sustancias madre e hija.
Sea A el n°de atomogde la sustancia madre y B el n°de
atomogde la sustancia hija en el tiempo t, Ao es el valor original

de A al t= o A
)l 2 ) constantes de decaimiento

Las sustancias satisfacen las ecuaciones diferenciales

ol-—,{A %@——XB-fAA

rn L4
La solucién de la primera es A— A é

y sustituyendo en la segunda '_%At
72-0‘3 £ 8B = AaAe

Ecuacidén que puede resolverse por la formula (1)
A
A € olé+C]

6. e - Jogdt Uef;e
5o Bae A, /J*e’**)*oce +C ]
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d) Ecuacidén de Bernoulli como eJemplo de ecuacidn no lineal que

se puede reducir a lineal
_0%5 loc)‘&l (Qéc)g

Y que es lineal

F &

A < 83%2 (c- /e'r%&o&)

si puede sustituir por el desarrollo en serie

(e szl g i)

de e”?f e 1ntegrar cada término
3% 5'263
se (e xamt )
3 ( 3.2

1.2 Ecuaciones diferenciales de orden n

Una ecuacidén diferencial lineal es aquella en la cual
la variable dependiente y su derivada aparecen sdlo a ler. grado
y no hay término que contienen productos de la variable depen-
diente y sus derivadas.

m -t
éﬁg +Q40(,;+,,_.-+, 6%4-&4\3 po:)
obe ™ M
Las a pueden ser constantes o func1ones de x pero no
de y

//..
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Una ecuacién lineal es homogénea cuando el miembro de-
recho es o

L Sld‘z ,3,_,—(1— - - ,j COnﬁn SOIUZA‘O.IIIGS linealmente 1
independientes de
’ A .+ay.zzj1;,+ R o a,.JE=C> (1)
m

cada una con una constante arbitraria, la solucidén general es la

suma
J= 3'""51,"' == Him
La condicién necesaria y suficiente para que un conjunto
dado de soluciones yh)’b""'/ l“ de una ecuacién diferencial

de orden n sea linealmente independiente es que el determinante:
(Wronskiano)

\Jg SL b SM
!
e N/ NETRLS ™| 0
: - 1 M-t
-(L(U\ ‘)‘72'"' . jm

Ejm: La ecuacidn ? _
Ay oy rde —y=0
A d«® dr
tiene como soluciones: 'j = Semx
[
Vbz- Conxt
q = A
3.’
Awmx O x e
4 A%
| oy < € |=0O
X
_tx -CmXe "€
£

ngson linealmente independientes. Una de las soluciones por

/..
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lo menos, podrid expresarse como combinacidn lineal de las otras
dos. .

En efecto, es sabido que: e 1¥= cos x + i sen x

Se verifica facilmente que un conjunto de soluciones lineal
menté independiente es

5,': Mx

:L-: Cod X
p 4

Sz €

Y la solucidn completa o general

=
J= C, semx + c, Cix 4 & e

Consideramos las soluciones de la ecuacidn lineal homogénea
cuando los coeficientes son constantes. La solucidn puede expre
sarse en la forma y= ¥y sustituyendo en (1) y dividiendo por

de la ecuacidn auxiliar:

neA
TP+ Q, M+ .+ @ T+&=0
Esta ecuacién algebraica tiene n raices (r7, Ty, ...Tp)

;X nz o x
]-.-.—C,C" tCet L +Ce”

la solucidn general de la ecuacidén diferencial homogénea (1)
(Habria que analizar los casos en que la ecuacidn auxiliar
tiene raices maGltiples o complejas).

EJ: Ecuacidn del movimiento armdénico simple
2
(x 2
D d2<>+ ﬂX(ﬂ:O
de?

La ecuacidn auxiliar caracteristica

iy K=o
o - K
mexia Lk .
'TZ‘"' e €% Corx + A doux
Koy = ¢, et** e, ¢ Gmo | &% eor X 4 dewe

X(x) =Am2\n+@m&x / A= ¢ +C, Y 6:(0,»62),{.
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4X _RX_
) L= RAzO

L
2
mal &\: Q
t 2
s A Lo 4 s X
/\,ﬂ__*,{l) {'CO'-" '1"‘%’)]/11‘ —_ e
/ - 17 ) "*k)f Cnro 4 ’ . -'y
>\ = @,e —l—cle clesnY—- S x = €
v X N eesy '5\14 Senh by
Problema

Sea un fuente plana infinita que emite neutrones en un me
dio homogéneo infinito, Emite uniformemente a la velocidad de
un neutrdon por cada cm2 y por segundo.

El sistema de coordenadas se elige de modo que la fuente
coincida con el plano para el cual x=0 en todos los puntos.

O sea todos los puntos de la fuente tienen x=0

Como la fuente es infinita, el flujo de neutrones en cual
quier punto del medio serd independiente de las coordenadas
Y y Z.

Entonces la ecuacidén de difusidn que se debe resolver para
hallar el flujo de neutrones es:

2 ‘15 ’
cuya solucidn es: T ﬁ&?‘dI;; 41
J': A ¢ + 2
Condiciones de contorno :
1) E1 flujo debe ser finito.

2) En la fuente plana la densidad de corrienfe es 0,5 neutrones
por cm# y por segundo.

Comé]--[) éipor definicidn

D es 1la constante propia del medio donde se difunden los neu
trones ( constante de difusidn del nedio)

A D_.‘/%.O’ - 0.5
X3 O xX—30 ‘
Aplicando la condicidn (1) 2ebe ser =0 y con la (2) como

Ji.  T= Al ADAC -4

X—0 YO
‘ €5 A=A
K0
resulta: Q{—-

x es el valor absoluto de 1a coordenada X poruqeghay simetria
del flujo con respecto al plano x=0

»\



. > - 4 .
La difusiésl es aproximadamente 1la
misma en ambas direcciones no hay

: contribucidén a la corriente.

/7% .
¢ s
&
' e
N SN
e —
< RN
" W L Y
e -

:%uean

Existen ecuaciones con coeficientes no
posible transformarlas con el cambio de

Lo veremos en un caso particular:
A’ o
e ST A )
d=z2 o x

La transformamos en una ecuaci%? de
aplicando el cambio de variable x= {£®
Eg 7 - 2%11: J OL? - :{
EJK 'Y
7.."" oy am L dy o pF
!T-' - d«-z' (:L)C : (ﬁ?: ;n 7
a‘ly — 0(211 [0[2‘)_{_ GA& o2 *._dj’..g;._
(x>~ olz2 Udx dz dx 7 42
Reemplazamos en (19
?
Ayt _wis
azr a4z -

que es a coeficientes constantes , cuya

ca es
2
7 ~ N3
.', S A +f i,41u2
-2 4

—

neutrones que vienen de la fuente
en direccién positiva de x

plano prdéximo a la fuente.

constantes pero que es
: _0Z
variable x=¢

coeficientes constantes
p4

~ &

- ! =22

+

[

Az
O

ecuacidén caracteristi

Siryy T, son las dos soluciones, se verifica

-{:+¥V£ = —kD = -/

Por lo tanto si una vale k-,

general de (1) es _'/ 04 ekz +C’2 el
y de acuerdo al; cambio de variable

I P e, "

la otra,vale -(k=1) y la solucién
/.‘./‘;z.

(R4,
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La solucidn general de una ecuacidn diferencial lineal
inhomogénea es la suma de una funcidn complementaria y de
uUna integral particular. La funcidon complementaria es la solu
cién general de la homogénea (obtenida reemplazando el miembro
derecho por 0) y que se expresa como suma de las n soluciones
linealmente independientes , cada una con constante arbitraria.

La solucidén general de la inhomogénea es pues:

L
¥ = + . .
.jc . pno contiene constantes arbitrarias
S 4

con sus constantes arbitrarias.

Antes de obtener la integral particular definimos el opera

dor diferencial Y) d
T dx /
que aplicando u operando sobre y: I{Y" ay

Pucde ser tratado como una cantidad algebrdica y las potencias
de D como derivadas sucesivas.

D(y+z ) = Dy + Dz o sea distributivo

M a
D (‘y = C D"v donde ¢ es una constante

i D2+5D ,\4{\ v :(M\)(Digj\ro sea se factorea

>

Haciendo uso del operador diferencial expresamos la ecuacién
homogénea. , , .y =
e f * ~ Q \,”\:
(D-}-QAD + -ICLM.AD«L m)J ')

Si los coeficientes son constantes puede factorearse

- Y - 9
(D-4)(D-%) - (D-Fmly=o () T
"/D-"r\c U = _4,'1_. -7, V=0 AN j:c—,,,e
\ 4 ax o ~
y la solucidén general de (2) es entonces:
\ X ) @m*
Y=@e’ t..--+0Un
que concuerda con lo anterior (funcidn complementaria).

&

-

Para definir la integral particular consideramos:
e et — R,

dv _ ey

Y= F”):i/hw’ij ‘
D
De modo que el simbolo 1 puede interpretarse como integra

cidn respecto de x. El significado de un simbolo mas complicado
puede ser obtenido considerando

a
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ciy - 3 ecuacidn inhomogénea linealde 1°orden
g avaled 2
=7
. -~ )
." \ -— HE 4 "‘“
D13y = rba
© ' . \/ <. /

solucidén simbdlica

Pero sabemos que la solucidn general de (3) ( pag3(1) es

_ax ~3ax aﬂ_ﬁ C{,
-y:: C.e +¢ e Ta? x
~-ax.
Como (.€ por si sola no satisface a (3) (es la funcidn complemen
taria solucidén de la homogénea)

~ax / Aax si satisface a (3
Ysi C=0 , € /%, @)JY )

asociar:

Es conveniente dar a la solucidén simbélica una 1nterpreta
cidén compatible con la solucidn efectiva, entonces conviene

- ax [ ax
_B/’__. .2 (x) = e e 1(\6:) dx
+ta :
. N e — _‘,__/ S : T ~\..'\/-~ ~“/
solucidn simbdlica
de (3)

solucidn particular
(cuando ¢=0) que

satisface a (3)

La integral particular no lleva constante pues esta puede
considerarse nula o 1nv01ucrarse en la complementaria

d? 4r
Ej: oY f; 4- G V..
dx? A}“ Yo
(IP_5D+ce)y=¢
4

(>-3)(D-2) vy = e

La integral simbdlica que conduce a la integral particular es

) yx.
/ — -
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[4
) ) L' l,/ -0 47 \I
Yo P< e dr
YT i-a o )
2~ 9% /A T —?.“(L-!
\j,_ e e e own | e dr
L /) o
ase.
4 e
. Ly ET
=R A R
~ o, 9 integral particular
T 3% A
@I(3 -+-C;—€.

La funcidén complementaria
2x 4
x
) +f _g_;__.

Solucién General Y= (& + Cl ¢
2
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2-. Resolucidn aproximada de ecuaciones diferenciales.
Método de desarrollo en serie

2.1-.Sea una serie infinita de funciones
6.2

\ 5%
2 ,&n (0(_' — .‘LO(X) 'I"/L(A(X) 4 - . -+ .l(,mzvl’,; + - - -
Mo L L.

La primera cuestidn que surge, cada vez que se utiliza una
serie de funciones, es la relativa a la determinacidén de 1los
valores de la variablepara los cuales converge la serie, con es
te objeto se aplica el criterio del cociente

/Z; Moy ! /{
ol T S
Vst _,,,__> (_,\3 Y i
En particular uno de los tipos mis importantes por su utili
dad, como veremos es la serie de potencias

e + 1 ey

[52e)
~

M ‘ M
Q/hr = Q\: f L}An!: -'{' [ ..-‘. amr -‘—.1—

M. o .
Para analizar para que valores de X converge

Q  . .;,ml s si es convergente
X‘ -, O\O ()1»/ !

Por consiguiente la serie serid convergente para aquellos valores
de X tales que 2/ a t
2] ¢ Lt ]2

——ny
S1 l%wf ~['Q"f.:"..‘_"—-wf”

M=0D (l 1 .

-7 m o la serie es convergente cuando X
pertenece al. intervalo (-r,r) llamado intervalo de convergencia
r es el-radio de convergencia. .

D N ;.

. 2 i m
El.: Laiserie_ A4+ X +-J:* +—§;,+V—~'~F3?~4 - -
, . ~ -m
] . 1 4
/&41' v /31—:1: ,@wu M ':/I
Mey00 + Qa, M—Dc0 | M-y
La serie converge para -—A<x </ Yy ,liverge parsa lr |> 4
En el extremo X=-1 la serie se convierte en4—/{+z‘+%+4/—- e
que es convérgente (las.sefies alternadas convé%gen si cada tér
mino es menor que el anterior).

En ef-extremg X=1 se-pobtiene la serie armdénica que es diver
gente A+A4 4 o4 L4

2_, B b» L{ ° ‘ '
’ . /4.¥ [ . - . /{ \ . {__/Ll_, - .. .._/_{* , ,/_ﬂ e N \Y
(es (Fag)vd 5 (F4--+%074 3 (G- 4574 te.

Por ‘consiguiente la serie de potencias dada es convergente
para ) e p £ 4 '
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Veremos la serie de potencias TAYLOR. .

TEOREMA DE TAYLOR: Toda funcidén f(x) que posea hasta la n-
sima derivada continua en el intervalo (a,b) puede desarrollar
se para todo valor de x del intervalo (a, b) en la forma

1()(13 = ;@J, (x-o) ][(cc) +_Q£_°‘T) F('a) $-- -4—%:_%3" f;:.; +_in'a/~/

resto de oTdenn
que es la férmula de TAYLOR -

Rn representa la diferencia entre la funcidén f(x) y el polinomio
de grado n-1 en x-4.

La forma especial que asume la férmula de TAYLOR cuando se
pone a=0 se conoce con el nombre de férmula -de MAC LAURIN.

W)
N ! Al 9 F"' “\ m-

@)z +(0)t 4o x + <@ X+ oo+ F«v +|f-<m
p RO SN (m—A.

Puede ocurrir que f(x) admita derivadas continuas de todos
los 6rdenes y el resto Rn-p 0 cuando n-.~'1ndepend1entemente de
la eleccidn de x. En tal caso la serie,es 1nf1n1ta

mh
Poy + e (x-a)y P (x0)'y - -~ 4 v ()
es convergente y tiene péf valorva‘f(x) (tleéﬁe a £f(x) )
La serie se llama el desarrollo de la funcidn o la represen

tacidn por serie de TAYLOR de la funcibén f(x) alrededor del pun
to x=a. Cuando a =0 se tiene la serie de MAC LAURIN

EJ. '
Desarrollar cos x por serie de TAYLOR seglin las potencias
de X "E 42 Y

2 .
F“" = Cosx (M=o =
4

L

g’('%):-swr Fki}):—/i

?”(r)= ~ Cos® f’ig)z O
- mx | Se n7c, s y|
()= | f(T):
y > 2
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. Si desarrollamos por MAC LAURIN

G |
Cose = /1—_~ + QC_L’( Xy
20 e 4!

Anidlogamente, obtener las series de potencias que representan a
x

fenz ¥ €
Sent = * — X,

.[.
xL
e - Jdirvc +f

Se puede efectuar el cidlculo de funciones por ej.:
Calcular el sen de 10°

. . F L
Sen SZ': i) (iz\a 1 1 CEL\ A - k% ‘ZL Con €40§
A8 A J 3[ TS 4&, 7!
a M _
me Nnov QU& (,LL Hy e
A3 1 al ?

En efecto, la férmula de LAGRANGE para el resto Rn es:

R (x) _..__ng\ 0L & <&/

En nuestro caso

" /
Ry = L. sen (2 +~MT£J

i ;\T 1 e 9
“woo_ 'T\q/\ sen (0 10 64 [T ! 4. coc [ /’“L‘\ A
(W ) A sen + : ]

4\481—_ fX (T( 94/ lx q, 14 (f/ L?!

2.2-.Resolucidn aproximada de ecuaciones diferenciales.

Existen métodos de resolucién aproximada que expresan la so
lucidén en forma de serie y dan, en ocasiones la solucidn exacta
si la serie se corta, o se ve que es la de una funcidén conocida.

El desarrollo en serie resulta Gtil si es rdpidamente con
vergente <

Se escribe la solucién en forma de serie de TAYLOR y se cal
culan los coeficientes (derivadas) a partir de la ecuacidn dife
rencial en Xo.
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n( 2
j _\f(XoH ‘f(xo\ %, Y gow —xo\’+ o«s ;,.,.;ﬁyo‘f\,ﬂ,

Ejm. :
Resolver {;2 X’Wf con la condicidn y=1 cuando x50
. % N
1
3 = X-Y Y':A
j": /‘.—U' _‘jﬂl_ 2
~

9 j'::c’x F2-s

que es la solucidén exacta que
se obtiene resolv1endo directamente por las férmulas (1) depag.3

—Jﬂc[f@fdtx'h." )«
Le *c-—/ dx’, C7

Yy x~ 4+Ce
.’L

por las condiciones dadas
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Resolver dy - yz + X con la condicién y=0 cuando
¥Xo= O

yn:_ ~\/L +x I(Xa -0

Y= 2yy'+1 (1) = 4

\/m:_ Zy\fuf_‘zyz,z, \/HI:
YW—Z,>/\/’“+6>/ 71: V:é
Y'=2yY"ssy' y”’+éy

o / 1 y? ):4 X+

Fad

]

Si se consideran valorés en un intervalo de,0.1
el error cometido al adoptar .como solucidn aprox1mada el arco
de pardbola L x? eSam< 2076« L
2 _

s A -6 ',

204 4 40 A0
S0 ~ 2 <

3-. Ecuaciones de BESSEL
3.1-.La funcidn GAMMA

Que serd necesaria para expresar las funciones de BESSEL.

Se define

o0 ¢

v -
t.e dr

n entero positivo 0 nulo -
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Aplicando la férmula de integracibén por partes

00 oy n -x|* 8 ma x )
- [‘xmd(e ):*1'5 ‘0+Mj[o7c e dx . . r?m-m):ﬁ\.ﬂ‘m)
X x ‘—’-—\/\/ T
Y .€ —90

/
FZM) Do Jef:‘-mcfon
X- 700 i i
Reiterando el procedimiento

[7M+A)-‘ m r-‘(m) = M{m'ﬂ)f-’"m—-/{): ~-. =

r'('WM) = mm-a}(m-2) 4. 10)
r?"'] = [De—xd'ﬂ =

o ‘F(m.},ﬂ: M(M—A)(M-ﬂ,----/! = m:’ .M
o o f(mn):m{

Como

{ e
Si en lugar de n entero , positivo o nulo, consideramos n
como valor real, se'sgeneraliza la definicién ["(,l) - (d_,,)l
dando valores a la funcidén para cualquierd

. AP ey ,
Y l&Z’. x . \ ) [ .
- 4 T g . & -
Asi ”é dx integral que, se ‘resuelve por la
« T : .
sustitucidn d Jood c!)C =322z CJZ. >/ es

éﬂ'i.' ‘gé"’ ;y .' ‘gj%\/“t-‘. ’;' * ~.i + - "i- -
& R flebral ide FPoi ss.oggf‘
. e ' . .- ‘ - 31

- L 5
LR :

dw
it
R A

3 2a

\-_./
B | O~ SV
Tt
—~ 1
s :
s

b
Jc €1 e,

*on- K

(CUVA
N
« 1
i
vy
<
"
n
NN, v
—
— J
RS
Tre -
r\]
1~
-.‘—
~
N
v
o lae

TS . et *:
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En particular si d= o resulta

O=lm=0lw©

A 1
debe adoptarse como valor de l(o\ el valor &2

r————

Lo mismo sucede con los valores enteros y negativos de °L
Asi si o = -1
—

(=1 ' = r'(o) = (*A)I (-4)
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3.2-.Ecuaciones de BESSEL.

El astrdnomo y matemdtico BESSEL (1784-1846) al considerar
el estudio del movimiento planetario, en el estudio de las &r
bitas de los planetas y sus perturbaciones por el movimiento del
sol, planted una importante ecuacién diferencial.

La enorme trscendencia de las funciones que aparecen al re
solver esta ecuacidn se pone en evidencia por el hecho que esas
funciones son indispensables en el estudio de la propagacidn de
la corriente eléctrica en conductores cilindricos, en los pro
blemas vinculados con el flujo de calor a través de un cilindro
y en el estudio de la difusidn de neutrones y criticidad de reac
tores nucleares.

La ecuacidén diferencial de BESSEL es de la forma
L0 ! 2 ’
2y'r g+ (Hev)y 0 )
donde n es una constante. .No puede resolverse por ninguna combi
nacién de funciones elementales: polinomios, exponenciales, lo

garitmicas, trigonométricas etc..

Busquemos la solucidn expresando la funcién y como un desa
rrollo en serie de potencias :

j =3 2{W\£§l Qq.I;U .,(1‘)

donde m es una constante que habrid que determinar y a,puede
considerarse distinto de cero

Reemplazamos en la ecuacidn (1), calculando las derivadas

1° y 2° y formando los té&rminos B
72 2 m 2, m+4 % Yo
—-mn :”m O(OI«_(\V\%A'I ?,....-m ak s - -
e R R LW

m o s T mek

T %: M QX (mig)d, X +~—»-4+Qk(/m +ﬂ:} X ..
9 m \ w44 T w2

? 9“1 = (1) Qo X (m (m4)Q, T s d)(mie) @, X 4o 4

ez | + (tmih) ('L\\-Ij,"w\) U xM+ oo
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mE A
. o S e A | :
O= En((m_/x)—;— m-md 2, T +EM+-/1.u:v: - W12 TL& too-
-1 M+

‘ . S , A
-t V’( (M‘.’»/Zr ((wH /E{;\-—,A.{ oy s /'.:.\)-—- M- }‘Q_{:\ + 0\,&\-.:‘ B B 4 - - -

—

La suma de los primeros miembros es cero por (1) como por
hipdtesis, (2) es una solucidn, la suma de los segundos miembros
también debe anularse para lo cual deben anularse los coeficien
tes de cada una de las potencias de X .

Dicho de otra forma : Para que la igualdad a cero sea satis
fecha para todo X, deben anularse los coeficientes de las suce
sivas potencias de X.

[(Anm)tm"]a.‘:o ( “ e )

=

> ©
- m wh e e goe = v

[(’MN &)z-— MZ] Qp +Qp. 2."0 (

El coeficiente del término general da la férmula de recu
rrencia para los coeficientes

» " x;nrﬁ.)

a Qp.s
R T T
(mih) = m
La ecuacidn que resulta de igualar a cero el coeficiente de
menor grado en X (en este caso- sSe conoce como ecuacifn indi
cial.
. ,

Como hemos considerado a; # 0 para satisfacer la ecuacién
indicial elijamos mz? n y entonces la segunda condicidén re
quiere a,= 0 ’ '

5
] ‘. b

. .
Poniendo m = n la férmula de recurrencia se transforma

®

a, - Q. 2

T R(avk)
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Entonces
s Qo
o -
2 (am+2)
Oy = o (gfafece, Q.aO)
&' - am - QO
N -
Y (Im+4) 2. 4(2mee) (2mev)
Q¢ = ©

Si se reemplazan los coeficientes calculados en (2) se
obtiene la serie
y x®

R e - §ooes
2(2m42) 24(0m ) Umv) 4. {Imin)Sovdar)(Imbe)

Para m = n G,k: é}f_k)
a, - o
2 -"I0am-n)

a - a,' .--M - Qo .
T lney) T 24 (ang)(amy)

0" - a’:&s = - .- o'.h-'og L O . .
’ 9 .,

L

| Ny .
Yoz QX e X 4 =X 4o
2 | _
20m-2) . 294 (2n-2) (Im-y)
x* B
-— 4 ‘ =‘+‘-—.

2.4.6 (am-2) (2n-4) (Am <)

para n # de un entero positivo

i
v
o
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Ambas series resultan idénticas para n=0 , para nz 0 y ente
ro resulta sin sentido o una o la otra puesto que algunos de 1os
denominadores se anulan y entonces hay una finica solucién median
te series de potencias.

Para n # 0 y distinto de un niimero entero las dos series Te

presentan dos soluciones distintas y una combinacién lineal de
ambas series, da la solucidn de la ecuacién de BESSEL.

A ) + Byloc) =0 (3)

CUANDO n # 0 y ndentero

La determinacidén de la 2° solucidn particular de (1) cuan
do n es entero no la consideraremos en el curso. Basta con men
cionar que es de la forma.:

Cfi,. y(x)'an X -}—- serie de. potencias de X
[}

Funcidén con un infinito logaritmo cuando X~ 0

3.3-.Funciones de BESSEL

Consideramos la solucidn particular cuando

Q A

°T "m!
En este caso la serie se convierte en :
_ m me k  mrak
JM(I)Z T .z $oee ©4) ?:-»zk J P
Lol e 27 k)]

o i anh .

-

r N
JM@) - S (ﬂ)gm n positivo

Con 1a funcidn (‘se generaliza la férmula para el caso que n

tenga valores cualesquiera '( no sélo entero ).
3o . )

jmcc): é e (Z;Z)M%

e A!TC (mrb+a)
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Funcidn de BESSEL de 1*especie y orden n

Para la otra raiz 1nd1v1dual -n se o tiene

IRCE 2(-@ "™ (4)
- I=o L) [ (mthtn)
Cuando n no es entero la solucidén completa de acuerdo con

(3) es y A j *) + 373 (U

Veremos que cuando n es entero estas soluciones no son 1i
nealmente independientes.

Para n entero (4) tiene sentido desde k = n siendo nulos
los términos correspondientes a k = 0,1,2,....... (n-1) porque
en ellof®se hace infinita ‘

Oo , -~M+2

() - 40 X
j-,,\’ Z‘ A! (-mkm) (1>

k=m
o bien pongo k = 0 pero corro los 1nd1ces pasando de k a k+n

h=o

o Je

lo cual prueba que son linealmente independientes cuando n
es entero .

Esta funcidén es solucidn de la ecuacidén de BESSEL pero es
escencialmente la misma I, (X). &

Esta relacidén (5) permite definir la funcién de BESSEL de
1° especie de orden entero negatlvo

ﬂ
’t

La solucidn completa cuando n es entero es:

e, J@ e, 3@

X) func1on de BESSEL de 2° especie orden n
6§ tiene la forma que se indicd con un infinito logaritmico y

para n n °entero se dejan mediante una expresidn que es comblna
cidén lineal de I,y I.,)

> W " )
) 2 (A-H:)l rr(kﬁ\) ) _: &) 2 r(‘:kn)/h’ (—‘):
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El comportamiento de las funciones de BESSEL resulta andlo
go al de las funciones trigonométricas

il.SOQq o8 J4QQ

OH"P
AN VT 2 \ts /\M? ,

SRS Vi~

-O‘/
0-‘3‘ rinileg Pory 2=0

:lo\

..0,3

/ Inmmfas pera X-=0
Al

Todas tienen aspecto de sinusoide amortiguada o sea los mid
ximos y minimos - 0 cuando X -»<°

Para valores grandes de X se verifica que

-
o Jeo= \)’.‘-?_,:c M(x‘q%‘m"i")

b) las raices de I (X) = 0 y L(X) =0 (o sea los ceros de estas
funciones) estdn separados en aproximadamentell. . Asi el 6 cero
18.071 de Iydifiere del 7° cero 21.212 en 3.147.

y h 4
para n=0 J.(x);.A_LX}' +_;(; $oemen ) X e

2* (21)* 2™ ()
* kA
3 5 R’
para n=1 gy - X X + X ___._._(..,) ‘ Joe-m-
Jo 3 B2 2%l 2™ k! (k)]
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sea n .2 )
P ’2' ]lt(x% é NPL‘;{-? (z

Con esta fdérmula y sabiendo que P(‘)’Wy que la serie es
aproximadamente la de MAC LAURIN para sen X, luego de transfor
maciones

se demuestra: ] x) = 2. Az

Tx

j @) = \}'B‘x Cetx

j%_ ‘Qf%‘_ (2 - )

J cn-\/—-—- (- seux ~ 2222

Relaciones de recu rencia

E1 wmi2h-4

—L{x (x)l' Z k.;‘;ﬂ(mk) i h-e *

[*Jw]ﬂ K
[_x ]@)Jw)c ] (x) R ]o gy

Analogamente

v

Como "“ [x (x)_l I 3“)+m IM-A ka)z 'm a\—(zo
)]‘z ]M_A._' % jm Si Testamos Sj +j 9”‘ J
!
Ij'= %’lc. jm"jmm Si Spmamosl _JMM Q Jm

Las Integrales correspondientes a (1)

/ x' ] 0 d = :M_]m("’
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.Ecuacién de BESSEL modificada

xt y' +x%'_ (fﬂml)g:o (“)

Verificaremos que si y (1) es solucidén de la ecuacidn de
BESSEL

3.3-

;323“ p b (A m)H=0 (1)

entonces Y (i x) es solucidén de la modificada pues haciendo
s=iXx se tiene

Ol“.('s) :_0 d (1;1)
a$>
W~ _d (m
e Ly

y sustituyendo en (2)

____“3___ P GZ %(UC _ (_12+/).|2)} =0

luego Y (ix) es solucién de la (1).

En consecuencia, se conocen dos soluciones independientes
de la ecuacidén (1)

_Jm(“‘) y jlm(“’) si n o es extefo

-

{ dnfy y Y s esentero

—

Pero estas funciones no son reales para X real por lo cual
es mas conveniente utilizar la funcién :I:(x) -m \

= [

m
que es‘.la funcién de BESSEL modificada de 1 especie y orden
es real para X real

 him 00 70 \R+M
. .:-J (x)_. Ej(ﬂ& ( :2,:)1. 2 %Y

—
e LI vom

L h=o A’ Frn,}ﬂ\.;/f &:o EN F(M-}J&\-M) ’

]

n

La’, funcién I X)= =i" . J_(ix) es también solucién 51endo su
desarrollo

Y _ o0 2& M
.;I:NJX) = <;; (f{;

v k! r'\[ h-miA)

A=0
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La solucién general de la ecuacidén de BESSEL modificada
y=a Iﬁ(X)-+ b I _(X) cuando n no entero puesto que cuando n es
entero (como vimos para I,) — es I.,= I, pues

o condhem o by
— A f Y o
T .< % , % L o3
D T — AP

e A M eminy £ b (Ban )

La segunda soluc1on, cuando n es entero , es la funcidén de BESSEL
modlflcada de 2 especie y orden n

K &) = QA /i&gﬁ $0. 5% .. )I (x) ¢ Serie de poteacias de X
“th de Eler

(cuando n no es entero se define K, (X) mediante la expresién

KM@) - T" PI-)\(?') “Im(l)

4 4 ‘2 M m qT
- s
o8 4 Y
0,6+ ko 8-
o4 4 &
oL Ly
6 4 ’_ " o

Las Inson positivas para X>0 y crecientes, tienden a infinito
para X- o2,

Las Kptienen el mismo comportamiento que las Yen el origen
se hacen infinitas pero al tender X-» < tienden a 0.

3.4.-.Ecuaciones de LEGENDRE.

g 2
la ecuacidn (A- 1") sz ix % + m (m+a) '3 =0

n es constante A

Aparece cuando se resuelven problemas fisicos utilizando
coordenadas esferlcas

Considérese que %é% es solucién
2 omh-L

t” m(A)a, X + ()m 8, X% _ g (onrh) nrh-4) 0 T e
-xl‘ M# -3

-xz%ﬁ )X w oL ek (mvke3)ag X -

x " s h-2
- 3¢ d,a'a - 9-(»\ QeX o ... - o e 2(Mf&‘2)¢h-zx k e mees
x ) meR-2
(4 MMA) 0% 4o o o —n - - Fomm)ay , X
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mA
O = mm(m -A)O.QX’« +(nv.+4)/mav(, $ oo e 4

M+&
+ % (eww& (mw& A) o - (m+#\~2)(m+)k-3>a& 1-2(414 +A-z)a + thfmny Qk';_l*
Cada coeficinete debe anularse

M\(M\-—A)R,::

(M(m3+4) 04=0

((;“"-M @;_*«‘-'ﬁelu Kwi'k-ﬂ) (-’M ~h+2 ) +m (’“’M)] Rf_g =0

Para satisfacer la 1°ecuacidén, indicial, puede elegirse m =
0 1, si a, es arbitrario.
Sim = 0 por la Z"ecuacidn a, puede ser arbitrario

Cooa, - (w hae) (meh-1) .4y
B A (& 4) )

\/}- Q, 0, ~ _G(hia) a,x? _ (n-1) (u+2) ,,x3+l_)L(M+2)(M+A)(M+3) “a

§ ‘ y
pues. - (m z;(qrn%) a, X

\J = Q, l A m(mu) X4 Mim- z)('hm)(m%) b -] +
i 7y = T
+0, [x-@ -A (fvwz 24 (m-A)(m-a)(m;a?(mw) xt o)

Como a, y a,son arbitrarios esta es la soluc1on general
Con m=1 debe ser a;= 0 entonces la solucién es la 1% serie
y no nos conduce a una nueva solucidn .

3.5-.Polinomios de LEGENDRE.

Cuando n es un entero positivo o negativo, una de las dos
series termina convirtiéndose en un polinomio.

Si n es un entero positivo par, los coeficientes de todos
los términos de la primera,desde X“son cero y se convierte en
un polinomio de grado n y la otra permanece una serie infinita
y a la inversa para un entero positivo impar.

Estos polinomios con coeficientes ‘ajustados pard tener un
valor unitario para X=1 son los polinomios de LEGENDRE
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ot = 4 meo  Oe=d
fws x m=a Qe =Q.(A=4 .. 4z4
pz("): = I%‘A m=92 Q, [A-% o4 j—;ﬁ o QO: "'3"-

NOTA: si n es par , anulamos la segun
da serie con a = 0, si n es im
par, elegimos ao = 0 para anu
lar la 1° serie, puesto que a,
y a, son arbitrarios. :

Naturalmente, cada uno de esos polinomios es una solucién
particular de la ecuacién de LEGENDRE con el respectivo n.

A los polinomios.de LEGENDRE, que estidn tabulados para diver
sosFyalores de X, a menudo se los representan por
m

(5®) donde CosO=2.  Asi: Bln®): £ e 2 np

Relaciones de recurrencia. (M) & = ﬂ:m — Baa

(QMM)X‘. Pz (vta) (s +m Pua
Funciones de LEGENDRE de segunda especie

Si n es un entero, entonces una de las dos soluciones es un
polinomio , mientras que la otra es una serie infinita. La se
rie infinita con coeficientes ajustados es la funcién de LEGEN
DRE de 2° especie Qun(X).

3.6-.Ecuac§§n de LEGENDRE asociada. 2 w
Aax?) v _ 23 AW 4 [n(mea) - 2 =0
S d.t [ A-xt

tiene por solucibn

m o~
e 2t -é-—%.‘g)‘ = § w)

que es el polinomio de LEGENDRE asociado .
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3.7-.Funciones ortogonales y normalizadas (ortonormales).

Consideramos dos conjuntos de funciones B.(X) v B (X),
donde.m y n son enteros. Se dice que son ortogonales en el
intervalo pa< X2 b si

f¢ (x)¢(x)&x o} SimEtem

*o0 Sm=m

S; f[d)a)]abc A

se dice que las funciones estdn normalizadas.

Las funciones trigonométricas mantienes relaciones de
ortogonalldad

AM\ m2 Aom mx d¥=0 S ’“'\#-‘”\
!
=T %4 m=nm , Ldem pore el coseno

Las funciones é% CO0S nx y’%% sen nZ forman un conjunto nor
malizado de funciones con respecto a cualquier intervalo de
ancho 2§ .

Las funciones de BESSEL y los Polinomios de LEGENDRE forman

también un sistema ortogonal.
Si una funcién puede desarrollarse en serie de funciones

ortogonales
[0 = Z 9‘(")
' M

Mo
los coeficientes se obtienen multiplicando ambos miembros por

@n ,® integrando término a término. Al apllcar las condiciones
de ortogonalldad se anulan todos los términos menos uno.

9> < e [ (00" g

Suponiendo que puede representarse por serie-de polinomios
de LEGENDRE. =

)C(X) = 2_ a,... PM(I)

m‘o
A

Jp®, < L [P,,\(x)] 2

Za .?m-m
pues /[’PG‘] .9m+A

es @, - .‘21;\4 / F(,,) ) ohe h=0,4,2, - --
| - v
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4.1-.E1 operador LAPLACIANO 2
V‘z::'D .}.2.. 9
v-.; 2‘2_

Puede expresarse en cgordenadas esféricas y cilindricas
depende de la eleccidn que se haga en el problema fisico a
resolver de acuerdo a las condiciones de simetria.

XA
x:rL60bY4&m<9 W

Puxy 2
En esféricas fntmm\fﬁw\% 3 )

'3
2= h % ——r> Y
‘2
.‘
e A p)
Y = = .. Ao ¥
.V.. Int T ?n,+h3');w9 3&(
N2
» En cilidricas X= Rk Cn¥ / 2)
Y=z n A fwg
2:=% '2
I
‘P r€ ;/"x. ’y
LN
b/
. x
*%25*._.‘?_ + A 2 y L 2L 2
- gnf R on oy 9tz

4,2-, EcuaéioneSadiferenciales parciales

La teor1a de las ecuaciones en derivadas parciales escapa
al fin de estéﬁturso y no se hard un desarrollo sistemidtico.

‘l@

Nos limitaremos a la ecuacidén de ondas y que puede ser re
suelta por el poderoso método de separacidn de variables.

Con este método, una ecuacién diferencial parcial en n
variables independientes se reduce a n ecuaciones diferenciales
ordinarias. El producto de las n funciones, soluciones de 1las
ordinarias’ es la solucidn-de la parcial. "

La solucidén de una ecuacién diferencial parcial involucra
funciones arbitrarias; en la aplicacidén de la teoria a los pro
blemas corncretos ellas se eliminan determinando una solucidn par
ticular la cual satisface a la ecuacidn diferencial y cumple con
las condiciones de contorno del problema.
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La ecuacidn diferencial no posee una representacién comple
ta de una situacibén fisica ya que la solucidn general incluye
constantes arbitrarias de integracion.

Para determinar los valores adecuados de estas constantes
se imponen a la solucidn restricciones con las condiciones de
contorno obtenida de la naturaleza fisica del problema.

El n° de esas condiciones de contorno debe ser suficiente
para proveer una solucibén finica con constantes no arbitrarias.

4.3-.La forma general de la ecuacidén de ondas es:

2 45

V¢=,& 3¢ ll{ J .).g(lez é)
A dfz

que es demasiado general para hallar la solucidn matemitica;

es necesario considerar casos especiales

V¢ =0 ecuaciofq de Laplace
7 = & ecvacion de la transmision del color

Estas ecuac1ones se aplican a sistemas pasivos , aquellos
que no contienen fuentes de perturbacién en la regidn considera
da o las fuentes serian externas a la regidén, o podrian haber
existido en un tiempo prescedente a aquél para el cual la solu
cidén de la ecuacidén se aplica.

Las soluciones se obtendrian en coordenadas rectangulares,
cilindricas y esféricas aplicables a problemas de 1,2 ¢ 3

dimensiones.
]

4.4-.La ecuacidén de ondas contiene derivadas parciales con res
pecto a las coordenadas de espacio y tiempo. Aplicando el méto
do de separacidén de variables representamos @ como producto de

2 funciones 94(11 2 k) E (I ? 'g) _T(_«t) ‘ (l) s

donde E es una funcidn del espacio solamente y T es funcién
del tiempo solamente. ( las inducidas son las coordenadas rec
tangulares, pero el método puede aplicarse a cualguier sistema
ortogonal)

La sustitucidén de (1) en cualquiera de 1las formas de la e
cuacién de ondas nos lleva a la separacién de 2 ecuaciones di
ferenciales. Una que contiene T (t) y la otra parcial con E
como variable dependiente.Esta, a su vez, puede reducirse a tres
ecuaciones diferenciales ordinarias, haciendo E= XX).Y(Y).Z2(2)
producto de funciones, cada una de ellas funcidén de finica coor’
denada espacial. Es decir la ecuacién diferencial parcial en E
puede resolverse con 3 ecuacibn diferenciales ordinarias conte
niendo. cada wna de las funciones X(x),Y(y) y Z(z) .

Estas soluciones X,Y,Z y T son 11amadas func1ones caracteris
ticas. « -
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Cada funcidn caracteristica contiene constantes, las c uales
quedaran determinadas por las condiciones de contorno del proble
ma partlcular . Sucede que una constante , en una funcién carac
teristica, puede tomar mas de un valor y por ello cada funcién
caracteristica es una suma donde cada término contiene un valor
diferente de la constante.

La solucidén de la ecuacidén de LAPLACE puede ser obtenida de
la misma forma pero como no aparece la variable t seri
@ (x,y,z) = X (z) Y (y) Z(2)
La  ecuacidn de ondas Vi Cﬁ

Para resolverla aplicamos separacién de variables

¢=E_:TzE . Ot-r . A . XZ.
E T

cada término puede 1gua1arse a una constante ya que las varia
bles espaciales y el t son independientemente variables

dT - ¥*T L T=A 5t
-ZE——. .
VE = YE
forma espacial de la ecuacién

de ondas cuya soluCidén de la funcibén espacial y conduce a la solu
cidén de la €cuacidén de LAPLACE, caso especial ¥=0

4.5-. Forma espacial de la ecuacidén de ondas, en coordenadas rec
tangulares y tres dlmen51ones

ViE =¥*E  _ Sea E(iﬂ,}]‘l\'a'X(x)-yq)«Z(E)

Sustituyendo y dividiendo por X.Y.Z. ”
" 2 ]
A.0LX+A 0()’+4 2z Y
oLxs N 2 S .
X,Y,Z varian independientemente una de la otra, cada término debe
ser 1gua1 a una constante y se obtie ip tres ecuaciones diferen
gx

ciales ordindrias del tipo : , k2X =0
cuya solucidén depende del signo " k2

" XzA whAkz+ Pumky o bum pard K es

T XA kb Bed ke

La eleccidn del signo depende de las condiciones de contorno
que caracterizan al problema fisico que se trate.

Las posibididades de solucidén serian demasiado amplias , por eso
eligiremos un problema con sus condiciones de contorno para poder
limitar esas posibilidades.

La ecuacidén que describe la distribucidn de neutrones en un

reactor critico es: v++ 624)_0 ¢-=E (F'Uy) B .y?
Ses b= X V.2 ot B S

Las condicibnes de contorno son , que , sia,b y c son 1as dimensiones
el flujo de"neutrones serd cero en a, b, y g .
' 2 2
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A
[ / A Xt
X dyr”
4.4 . A
¢ Y oL_tfz‘ /4
e ”
‘ EQELH:-/QL

. .‘4—-'
2
/. Y Z dx

Como veremos, en este problema los signos de las constantes
estan elegldos para obtener las soluciones apropiadas ( y eli
minar asi las otras p051b111dades que no se adecfian al problema).

o <24 2 LY B" ecuacidn que relaciona las constantes
que aparecen eh las funciones caracteristicas (o autofunciones)
La solucidén X= A cos&k x + C & X la Ginica que satisface

es el cos, pues es simétrica y anula en los bordes ( con esto
queda claro que &* debe ser real y positiva).
Por la condicidn de contorno esol = TI que es el mas bajo

autovalor A??(igf

o
pues cuando X+ & es X= A sl - O
L) 2

la aytofuncidn o funcidn caracteristica es .

X = A CBS‘EI L
Yy la solucidén completa >< ;éi_/x

mzsA
Analogamente para las otras d1menc1ones§p y xldeberan ser reales
P051t1vas con /3 q-)z vi- .L.) y o, el mys L‘yo auéuya/or

/
e oY
La distribucidn neutrdnica @ (X, Y3Z) en el reactor&ﬁrltlco es
,5 (x,?,z) C et 3% = s Ty MT‘
y la solucidn complega de lg, ecuacidén de ondas espac1a1
Biepr)= 2 2, 2. Conmym, mei_,ca"_’x/eos_.«!/-

M:A
(La determinacidén dé’&a cons ante C depende de la potenc1a del
reactor ).
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Si por las condiciones fisicas Y, de contorno del problema
debiera amplla por ejemplo, qued® +%‘>%Z entonces seria ne
cesariod ?ﬁ en cuyo casc la ecuacidén en z tendria por so

luciones senh y cosh ( oL (8 LA 6:)

4.6-.Ecuacidon de ondas en coordenadas cilindricas

l 2

JE |, 4 2E , 4 DJE - y? £
con E(n ¥, 2

u*+h an+n" 2‘?‘ 2&'- E (‘")

se intenta la solucidn
E = Rn). ji( AN

Sustltuyendo y dividiendo por g, § 2

4 R AR 4 % 4 FZ_y?
S PR S DY*+?'th'Y “)

Hacemos %IZ-__ 2
2 ﬁ

!
y sus funciones caracteristicas Z(Z)': C;M/gz +Cn m/l

3

La ecuacidén (1) en tal caso

) 3
F ot ga 5 ay{ Ho @)

Hacemos 2 . A C”
~%‘i~"0§ ﬁ-c mvm‘rmuf

Entonces la ecuac1on (2)

n‘%\tn +[_(b ¥ )rt v R=0 (3)

(3) es la ecuacidn BESSEL que pondremos en su forma comGn .
3 oUZ dR - VIR
tn o 4 [« ™ =0
2 3 2 r A
dn con ol = -ﬂ = ¥ )..u,-a{“.ll

Como éﬁ:dR.o%ﬂ %_& N
dr ~ du e R ,La +;¢"‘R+D"‘ v]R =0

cuyas funciones caracterlstlcas son
[/
R(r) = € T, (1) 4+ Co Yy ()

La funcidén de BESSEL de 2° especie Yfkiene una singularidad

en el eje r=o .por lo tanto debe descartarse en los problemas
donde R {r) debe permanecer fipita.

Cuando # () es constante V=0 y R(r) se hace la funcién de
BESSEL de orden cero.

Debemos conocer las condiciones de contorno del problema
particular para saber cudles funciones caracteristicas elegir y
evaluar las constantes en estas funciones.
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Obtepidas las funciones caracteristicas apropiadas
para R, ¢/ y Z entonces

E (n,?,z) = R(n,)-é(‘f’) ALY

En el tratamiento de un reactor cilindrico, el LAPLACIANO
aparece en coordenadas cilindricas. Si al eje Z se lo hace coin
cidir con el eje vertical del cilindro, solamente 1las, goordena
das Z y r necesitan ser consideradas.

Zé
gn*+rﬁ§¢ 221.;!35150 " "

@ es el flujo neutrénico en cada punto .*. @ es la funcidn
especial @ (X,Y, Z) y B*es una constante relacionada a las dimen
siones y geometrla del reactor . Respecto a la ecuacidn que aca
bamos de estudiar B* es -X* y como no aparece la dependencia de

la ecuacidén (3) es, en este caso, con U*=0

AR dR 2, p2) n2R
1 dn 1-‘},1 dn + (klé\j%§2‘>fl =° 2
°z Eis: d/3-+'55 (;)

- -

y la ecuacidén de BESSEL de orden cero, conld=,_.r

AR o ARy 2R oo

paa——

olu? da
cuya splucic’m general es ﬂ = AA 3, (“n_ TL)+ AZ. >Io (‘ln. n')

Si el signo deo’se elige negativo se obtendria la ecuacidn
de BESSEL modificada y ' '
F(‘:Al& :[o +-/&2k<o

La Gnica solucidén permitida de acuerdo a las condiciones de con
torno es J. oyE NO SE HACE INFINITA EN NINGUN PUNTO.

R(r) = A, Jo (d .7) (¥ entonces®’ es
positivo)
’ Lo, Para determlnarci tenemos en cuenta que
‘o ot cuando r = (radlo del reactor) la

x; funcidn debe anularse.
"R(r) = A, Jo ( «Ry) =0
e Jo ,Ra) =0 son los ceros de

... las func1ones BESSEL. El1 mas bajo autova

?r~\ lor de

° orresponde al 1° cero de la
funcidén de BESSEL Jo que es 2405.




y R0z A 3, (25 n)

Para determinar la solucién respecto a z, que sea la adecuada a las
condiciones del problema ténemos en cuenta la distribucién simé
trica del flujo alrededor del origen en la direccién Z entonces

se elimina el sen ® z haciendo la constante correspondiente

igual a cero
Z '-:CA Go's/%.z

Determinamos @s pues Z es igual a C,,cos ¥> z =0
cuando z = H ,

2
Vo BH o mT
fg=md

y el mas bajo autovalor

e e 2
0 valqr propio es ‘/6 - ({%) Con m=d¢ 3
A2 eos T
4)(:;,7.)‘, Ajo(_%’f,m) eod;lr )
por () BL oLy 4 {»,Z SR [ayes 3(:@)2
. . - Rq, H

La constante A depende del nivel de potencia del reactor.

Z(z)-e m;" ‘21

4.7-.Ecuacidn de ondas en coordenadas esféricas. ZE
2
A2 235) ?E)+4 2E _¥E
n? ﬁan,( 20 + n* m’e' 28( ov/ nlowme Sp”
Considerando la solucidon de la forma
E(r,v,¢) = R(r). OC¢), §(~r)
reemplazando y d1v1d1endo por R.O. f

.!...3..(4‘2&) %—m9 ) )§ = ¥in?

vy v suée 372
.n.“..si’ﬁ+—”P—\1n dR-.. 2o 22 (4)

4 |
" d 2 (5%&2'9 + Lised &= 0
4 Anme A ) -
Pkt T o
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i A A9 —m® )
§ 0(.101
d*& it & “9 (d—”,’_ﬁi’ S =0
'1 2 U /JCH‘U/
hacemos u=cos & como 0(67 éfel ﬂﬂzkdtf)
6£9’ o
26 - d?é“ Sem‘or - 0(6’ (- ceav’
Tor -

A= u? = 4 :zor

L (- m)d‘e wdl ol N0 (3)

Esta ecuacidén que es la asociada de LEGENDRE, la (1) que es una
forma de la ecuacidn de BESSEL :

n* R 2MLR (an-bt‘)ﬂ—o y [3(2) 26 -_m«¢
o’ AR

forman el conJunto de las ecuaciones diferenciales que posesn
las funciones caracteristicas para R,0, y @ (que son las funcio
nes dg BESSEL, los polindmios de LEGENDRE asociados y sen y cos
para @) A

En la mayoria de los problemas no hay dependencia del dngu
10X y si se trata de la ecuacién de LAPLACE ¥*:0

oonediR oL andR - 2*R=p

. dn® Kis _ k .
cuya solucidn se vid que es A =¢ n + ._%_- @a’ga‘na %)

+A
donde ‘\, =-4 t.IH'. +otd A

Como no hay dePendenc1a de<{es m =0 luego

U-a) 48 20 L8 4 h(hp)o =0

ecuacidén de LEGENDRE cuya solucidn particular es el polinomio
de LEGENDRE P¢ (cos &)

En este caso la combinacidn de solucionesa2 A A k 'P
£= ( no+ LYY

En el tratamiento de un reactor esferlco se utilizan coor
denadas esféricas. El origen se elige en el centro de la esfera
considergciones de simetria e€liminan la dependencia de los angu
losyy vX. 2
(Como no hay entonces dependencia dee y ©® en el 7 correspondien
te se multiplica por

dz(f X —I-é + P.Iz¢.=0‘ 56 és I:ch:‘oz ¢$1:»i¢ial 94(!:)

“dnt n R



dnt d;n, T dn An

reemplazando y dividieando por r'l
f“; 4-62-60:0
on v M(n) = AmBm-&—Cm?w
R
55(“): A—-—"@‘"+csm

Como cos s Br =¢# cuando r r=0, A=0, pues @ debe ser finito

P = O b

Si Re es el radio del reactor @ = C senB Ry _ 0

en el origen

Re.
Sen 6R¢ =0 ,
e'qa::fnC“— A
. 2 (91
el autovalor mas bajo es 13 =
Ra,

La autofuncidn correspondiente

C 9
b= Lam P

5-. Series de FOURIER.

_ La teoria de las series de FOURIER constituye uno de los mas

hermosos desarrollos del andlisis y resulta un instrumento indis
pensable para el estudio de importantes problemas fisicos y me
cdnicos, tales como, las vibraciones sonoras y macinicas, la
conduccién del calor y en particular , para nosotros, en proble
mas de la teoria de reactores. :

5.1—.Condiciones de DIRICHLET.
Dan una condicidn suficiente para 1la representacidn de

f(¢) en serie de F.
Sea f (U)una funcidén definida arbitrariamente en el interva

1oJY‘4?‘ uqe, fuera de ese intervalo cumple la condicidn

f (&*Z Si £ (&) tiene un nﬁmero infinito de puntos de

dlscontln 1dades ordinarias y un n°infinito de ggntos de maximo
€ ser represen

inimo en el interyalo-W& &4% , entonces pu
fada por la serie trigonométrica:
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})(9)-.: -QI‘L +0-462%+ a, CO’S.ZB#--..+LASW'3 .;Iozsmgg_*_ .

£%7— Lo + Z(%Mm%-fbmswmv) . M43 entedo
2

M=y
Donde m

T % /#@)mm% dv  :m=o0,42,--- -

=7

Esta serie, en cada unto del intervalo dado, 3¥:6:, conver
ge hacia el valor l:p{_‘ (9_4-)4_ (9 )

( uno de los puntos donde hay continuidad es la misma fqg)).

V/\\
Rﬁﬂ ST Si £(¢) es continua en el interva
'R") 10-¥<&{T 1las series de F conver
A - ;;;L; gen absolutamente y uniformemente
| () dentro del intervalo.

Si'f (%) tiene discontinuidades,
! la serie converge absolutamente y
uniformemente a f(¢) en regiones
. donde la funcidn es continua y en
%t U §+€4 4 un punto- de discontinuidad 3]

\ﬁﬁﬁ;o £ [fbve)+ (6] evando b {6se)# Jim £t
fo0) + &)

Las integrales pueden expresarse como suma de integrales componen

tes para cada porc1on continua.
Por ejemplo, Si (rue cumple las condiciones de DERICHLET

en un intervalo c‘<e'< pero no estd definida fuera del interva
lo, puede desarrollarse en una serie de F en el intervalo.

Fuera del intervalo, la serie F es peribdica aunque no hay re
lacidn entre la serie y f(©) pues f(¢) no estd definida fuera
del intervalo.

5.2-.Las relaciones que siguen valen para cualquier intervalo
de ancho 2%, los limites de integracién pueden cambiarse a
4 +2% donde & es un dngulo cualquiera.

a) //.)M\ medezso Mm=0,42
) 3 jsc,g/hv de-s o /MealAB

.,

'4“%44:9 dv = s% meo



]
."Z-R_—J.a- "é‘"""“"?‘

" /] 42
e) f“mmb'mm% oo = o

(-4

& T e
L) [ cam® Cam¥db g, ) [oSm¥ol qr asuo

—

T Sem MY s d® A Som2om B ol

En base a estas filtimas relaciones de ortogonalidad se calculan
los coeficientes de la serie. Supongamos que f (&) es una funcidn
continua periddica, teniendo un periddo fundamental ~W L& <AV,

Se multiplica (1) por. cos m¢ cada término y se integra:

| fT,Cte)wm 8019:0..‘](,012/"'64& =(’Tam
e .:. Qp = "%' j'r)?@')%m?d‘? Mm=0,4 2, .-+
-l

Analogamente

S |
bm :(;J‘-; 4#@) Aenm?v d¥ Mmsad, 2, 3, oee

En la serie de F el término que contiene n=1 es el fundamen
tal y los que contienen n»1 son los de orden mas alto. -

Todos los términos de la serie son peribddicos, excepto el
1° que es el valor promedio ao

a) Desarrollar f(x) en %§rie de F en el intexyalo #WﬂT) o
(o} -~ x <o A N
sienﬁg )f(x)-_- J ~ para 2= W[f‘:i’&joqr“]a
o ) ar 0¢x Lar L
Uz 4 [, Teormmde= O

é\:g%é?knwgamrdx=n§;6¢—Cbﬁﬂfq)

Si n es par el paréntesis se anula, si es ‘impar vale 2.

ﬁx):rg-.-}i (sz\x.;éf':g_’f—. + ,3_!"_;3—.;)

— .
Para x=0 la serie se reduce a\L y todas las curvas aproxi

2
madas pasan por alli. r o
'FQ‘): )
2
i) b
ecuaciones de las curvas ' < fl") = 2-9- + 2 Som

de aproximacidn

\ Poo= T 42 (s + 322X )

Cygndo x = tTTla serie se reduce a X y todas las curvas a
5 > ‘

proximadas también pasan por alli.
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TY*—,’,%’ﬁc)&\—*\—

/I/ \{
Y e N
//

)
A .

Si f(t)es par - T
«?0
feran> a, wimv

Mz=A

v
(pues sen es impar y la integral ).y de una funcién impar
p p g P
es nula ) oo

Si f (¥) es impar F(e,)._. Z__ bﬂ\ Sesam¥?®

M2
114
(pues cos es par y la integral j:ﬂ de una funcién impar es cero).

La serie de los cosenos puede ser usada para representar una
funcidn par y la serie del seno para la impar.

Si una funcidén f(¢)estid por ejemplo, solo definida en Q29 <AV
entonces, o bien la serie del sen o la del cos puede ser usada
para representar la funcidén en el intervalo.

Dentro del -intervalo ambas series convergeran a f(fﬁ, fuera
de este intervalo, las series representarin funciones periédicas
de fuentes. Nos interesan solo los valores de la serie dentro
del intervalo en el cual la funcién estd definida (pag.29.30

a0
b) Desarrollo de f(x) =X -
que es una funcién impar : X = 2 bqu.mr.
m
b . 2. J'.t semmx de - |
A W«
— <2 T - |, mxoe | =
-2 '“;c(-.hmmz)d:c_ q_‘:;h[-ct'.ﬂmze [D cod Tj o
|.o bm::."‘-(-‘ﬁ .
Reemplazando m
x = 9 (Amx . A2, gmdE._ .. )
- 2

c) Obtener la serie de F para el pulso de alturaly ancho angu
lar 2% . Puede consistir de un Gnico pulso definido en el inter
valo - € &{VT o puede ser un pulso peribédico de periodo 2 W,
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‘h . -~ :

- 4 La serie de F serd la misma para cualquie
ra de los dos casos. Si a este pulso se
lo convierte a serie del t puede represen
tar una fuerza de impulso actuando sobre

5 un sistema vibrante mecdnico a un impulso
- & Qvﬁ de voltaje apnlicado a un circuito eléctrico.
Como es una funcidn par puede representarse por una serie
de cos. i -9, L0LY,
‘p®): o Mg VU £ ~De
?‘aowd\‘
Vo
Qp= 2 /cm/mw(&: 2. Aeq 09,
T 4 Tien

La serie del coseno. ‘
‘ / 4 7 ;. Co4304 ... )
10(&)-.: %9_ + %_(/.?jaower-{—zmzi,mw%uw 3%, L5304 )

e O p 2S5 [eebeleciar
R)" Tt @ e T m / . —
Un caso particular es el de la onda cuadrada. 80:‘§

; -4 3 (A —4d a3t 44 cel SO - - -
f“’) - ,z+<Tr 3 5 )

solo términos armdnicos impares, y en los puntos de discontinui
dad 9,=1 , la funcién £(&)=1
2 2

Cuando el pulso reduce el ancho 28 el n° de términos sig
nificativos crece rapidamente y a causa de la convergencia len
ta de la serie se requieren muchos términos para aproximarse a
la forma del pulso.

5.2-.0bservaciones sobre la serie de FOURIER.

Es sabido que por medio de la serie de TAYLOR es posible,
bajo ciertas restricciones, representar la funcidén f(x) por
medio de una serie de potencias de x, andlogamente por una serie
trigonométrica. El1 desarrollo en serie de TAYLOR exige que ella
sea indefinidamente derivable, y esta es una condicidn restric
tiva mientras que la expresidén por medio de una serie trigono
métrica es posible para un grupo de funciones mucho mas amplio.

En efecto, puede aplicarse a muchas funciones periddicas que,
en el intervalo de un periodo , tengan un nGmero finito de
dicontinuidades finitas. Discontinuidad finita en un punto Xo
significa que existen dos limites finitos distintos de la funcidén
seglin que x tienda a xo por la derecha o por la izquierda,

Debido a que cada término de la serie es de periodo 2Wserd
necesario limitar la discusién de la representacidén de funciones
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medinante esas series, a funciones de periodo 2% .

Se considera f(x) en el intervalo (-W,) y fuera de €1 la funcién
quedari definida por f(x+2%) =f(x) . Naturalmente seri vialido
cualquier otro intervalo (a,a+2W) . Tratindose de representar
funciones no periddicas podrd hacerse estudidndolas en un inter
valo de amplitud 2W . Lo importante es que puede ser utilizada
para cualquier funcidn arbitraria que satisfaga las condiciones
de D/IRICHLET.

Las series de F , dobles o triples, son necesarias, a veces,
para representar funciones en 2 y 3 dimensiones espaciales.

Pueden ser escritas en forma exponencial con coeficientes
complejos pues cos n wt =1 (E_MWt +e—wmwt
2

Amwt —Amwity
y sen n wt=1 (6 — C
21

Las series de F se usan para representar ya sea funciones
del t o funciones de coordenadas espaciales.

Si la variable es el t, es ¢-:2X% donde T es el periodo de
una funcién periddica o la duracidh de una funcién no peribddica.
En el intervalo °;_1,<'t <%. los coeficientes a n, por ej.:

L
Q, - Z (k) eod 2Tk At
T & 4
. . z . 2 .
Si la serie de F es para representar una funcién de la dis
tancia x en el intervalo -{¢x< m SR y los

L

coeficientes p.ey. Qpe 4 feﬁ(*).'m iz olx
PR R

5.3-. Aplicacidn en la resolucidn de ecuaciones diferenciales.

Para hallar el flujo de calor en una placa sbélida limitada
por dos superficies planas paralelas con temperatura cero

lfof)=0 a(2,8)=0 pavd E=0  p(x,0) es ly
| clist rn‘buca'o'n inreval

X{O <=0
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hay que resolver la ecuacidn Q%u, 4w
g-cz‘ oA 2

Por separacidon de variables se encuentra:
~talt
e, k)= Z (c'cmax+c"$wa>c) (4)

por las cond1c1ones de contorno C'=0 vy a0 m=42,.

~—olm 7;; 7f-
,u(x :é)- 2(’ e Am_@_;_il:&
Como - ,u_(x 0) < O Aem fhrx, vees und Senede Fourier
) = 2 don 2 x4
cuyos coeficientes cn - 2 u(tlo}&m Q,E‘.‘zd:c

queda determinada la constante.
5.4-. INTEGFAL de FOURIER

Aunque @@ funcidn arbitraria que satisface las condiciones
de DERICHLET puede ser desarrollada en serie de F, la utilidad
practica de las series depende, a veces, de cuin rapldo converge.

Los cédlculos de los términos significativos de una serie
convergente hasta pueden ser laboriosos.

La integral de F es una extensidn de las series de F en la
cual el intervalo fundamental se extiende a infinito, lo cual
es benef1c1oso en problemas donde la serie de F converge lenta
mente.

Si f(x) es absolutamente integrable en.( -s y+>9) y satisfa
ce en este intervalo las condiciones de DERICHLET se verifica

C@‘):% J {F(x').mﬂ(t-l’.')d" A& (1) X <00

La sumatoria de los términos discretos armbénicos en la serie, se
se reemplazd por la integracidon sobre un espectro continuo K
en la integral de FOURIER. Representa la funcidn en (-s¢ +& )
asi como la serie representa una funcidén sobre un periodo finito.
La derivacidn de 1la 1ntegra1 de FOURIER puede hacerse a par

tir de 1la serlegw Qo+2_(q Cos MU X, by, Sem m‘il'x)
- 12 z

mz
En esta serie se sustltuyen los coeficientes de FOURIER

previo reemplazo de X por X' para distinguir entre la variable
X' en la expresién para los coeficientes y la variable x en la
serie. ]

-1 Cos WX o’ b . Som MTC d
Q r‘KT) '} j m . -—-Jf;(’) "3 e
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) oa
I dx’ f MM"’C RS mmﬂt /w-nll;%‘
f(X) = 5 [f’f) + i ﬁt} T 3
| @0
ﬁ(x) - fﬁ(:')d‘ﬁ 1 /I[’(-x:’/ et il (xx-%/) dx’
_— <
m=A 4
Se hace tender Q-é""’ y A,( el 1° término se anula formal

mente poniendo la sumatorla como integral en

1[(’9 - 4 S AP f{(x’)&ys m 4L (e-x') dx’

)
m=4

€% ;(x) - ..'_’.. /2[7{::’)%.{(&1’)0“'

Como
Cos K (2" Lot Kx ted S X'+ oMK Rtk X e “)
foo. 4 [La,@ e kx4 L(K)mﬂx]ol/s

donde

a (X« Ar(x)mmc de' (@) E(A)-—/F(x'),m\/xx'dx. (3
Si f(x;‘Zs una funcibn par, la (3) es nula .

%)Cf) o —fMKtﬂ(x')MKI dx’ dK

integral del coseno de F

Si f(x) es una funcidén impar , la (2) es nula

ﬁ(x): _&/M;cx/F(t') Aem fx' dx’ ok
To ‘ A

integral seno de F

La integralde de F puede expresarse en forma ex ?onenc1a1 sus
tituyendo en (1) JK(x-z) —4[ ~x’)
Cof K (x-% )-C

— B 2
. i e = —AAx :
., f(‘() - .j_ / .e-‘:KX‘— f,(i-') e o[x ol& (ef)
2 2o -

y recordando que

N _LAhxe ° fhx
e = (o

[v] -8
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5.5-. A partir de (4) se definen las transformadas de FOURIER.

| -AKkz’
j“):jl')f [:f@’) £ 0[1’:’ transformada de FOURIER
o2 .
F(x): A / 3([) e"{x ol K férmula de inversién
AN Zo
5.6-. La solucidén de la ecuacidén unidimensional del flujo de

calor para un s6lido infinito, es decir-=®#<%<&s , puede expre
sarse por la integra& de FOURIER. En la paginaz4 vimos 1 solu
cién de la ecuacidn dw - 4 24 para la placa de espesorég

WA
y en ese caso a=nT . Si R**‘“’, a serada,una funcidn continua
tomando valores oo <& (cuando P crece, los valores

discretos de a se aproximan entre si.).
Por lo tanto para construir la solucién integral de F reemplaza
mos a por la variableo( Y reemplazamos la sumatoria por la inte

gral en (1) , pag.34. '
A (e k)= /e"d‘ (Cleothx+ Clansx) ot £

y .M(x,oo) = /?c’crs,(x +C%hem L x) oL (1)
" °

La integral de FOURIEB para el (x,0) e

se0)= g [ u(ele) sk ) e’ d

/
a 2% MC '
M (x,0) < :L./ A (x;0) (Mx’,(m&xnn.(n':u,(x)dx'elx
oo o Jeod — : ev L —

Comparando 1) . @)

' oo
" B
=4 fxc(t;O) Aem hxllr’ , oLoa /&(z:o)co&.(z'd’c'
R - T/

o 2 e | :
o (xt) s 4 /e"“t/ullﬁo)‘o“(r-x?"“‘“

L] ¢ !

Coincide 1la distribucidén inicial, intercambiando el érden
de integracidn, con el uso de tablas de integracién es posible:

la resolucidn.
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No se han considerado ejemplos de aplicacién relacionados
con la teoria de Reactores, pues 1los conceptos fundamentales
de la fisica y teoria de Reactores no se han adquirido adn,
pero se tienen todas las herramientas necesarias desde el punto
de vista matemdtico. Asi se podrid resolver la ecuacién de 1la
Edad de FERMI que se puede ver en la pag. 177 del libro de
GLASSTONE EDLUND,. " NUCLEAR REACTOR THEORY ", asi como 1la medi
cién de la longitud de difusidén de los neutrones , en la pag.
177 del mismo libro, etc..
' Serd pecesario recordar, tambiefi, la "funcibén impropia" delta

EA = j é(x\ ox = A y S("):o par3 x#o , eon [a ,:ro/o:'eJaJ:
e / Yoy S x) = P)

6-. Transformada de LAPLACE

6.1-.La transformada de LAPLACE ofrece un método directo para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.

Esta transformacidén es una operacidn integral que transforma

la ecuacidn diferencial en una algebraica. La transformacidn
inversa de esta ecuacidn-conduce a la solucién de la eclbacidn
diferencial. La transformacidn de LAPLACE sirve para transformar
una ecuacidn diferencial de un dominio funcional , digamos un
dominio de tiempo, en otro dominio funcional representado por

la ecuacidn transformada. La transformacién inversa vuelve la
funcidén al dominio t.

La transformada de LAPLACE es uno de los posibles métodos
operacionales para resolver ecuaciones diferenciales lineales.
La integral de FOURIER es otra, aunque con la misma operacidn
en condiciones especiales.

Extensas tablas de transformadas de LAPLACE se han construi
do y asi la solucidn de Eroblemas por este método es expeditiva.

B A

Py = [y ™"
T - e

transformada de f(t) donde t$0 , $ en general es complejo
(puede ser real)
Asi, las siguientes funciones tienen sus transformadas v
a) Funcidn salto unidad U (t): u(#H)s=0 (z‘:(o) y u ()= VA (i‘?O)
s .. L =Ab e :
fa) =) & olt = -2 ™
o . A )
La integral emerge para valores reales de 8 cuando;
A20 - i
Fay= 2

b). eat F(l:)‘: ea.t (t?’o)
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Tue [ e < [

= )

o
- ~(#a)t |
ﬁ M= ¢ / = ...—4—.
A~ 4 ) -0

ZC [éatj . ,;L~ )

Si s y a son ambos reales, converge cuando s> a

c) f 1:) — eot at (/fvo) . é
%2 Py -id
?),)—[e Maidt-%/'ét(ea-;-e")olt
- L -AviE  (-A-ia)pleo ; .
f L “Adia e~A-fa, ] - 4/.{,ca. M w7 }'m‘

Zf_w& at]= i
Convergenc1a Si s y a, en(1)por ejemplo, son reales esta inte
gral converge para todo s» a pero disverge para s¢a .
Esto provee un test de comparacidn (til para determinar la con
vergencia de la integral de LAPLACE. Entonces una condicién
suficiente para la convergencia de la integral de LAPLACE es que

et e me ™t (aoa)

donde M es una constante arbitraria. E( ) satisface esta con
dicibén, o sea no crece mas ripido que M cuando twaoe es de
orden exponencial. La transformada de LAPLACE existe para cual
quier funcidn f(t), contlnﬁa a trozos, y de orden exponencial
para todo t2 0.

a) Linealidad de las transformadas

[[ro+p®] = [OA] + [(a@®]

b) Transformadas de la derivadas de una funcién

S / They e ot

-Ak I
Si se entrega por partes poniendo u= € 5 dv = F(Jé)OLé

“fof 4 f?(t) e dt

Loy 4 A I

Anilogamente : £ [F (i')] ff ) e"iou o .l
:e*ff(t)[+/$f“*)e ot
=00 - b o) + X Pa
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(1)

En general: 'C [f 0?7)6)]:: Am ]Z;@)~Am-}‘ 0)= Am—l-ﬂ;)-' o "{,(o)

Si f(t) y todas sus derivadas hasta la (n-1) son continuas y de
orden exponencial cuando t -2®° y fN(t) es continua en trozos.

6.2-.Resolucidn de ecuaciones diferenciales.
2 y'® +k2)(£)= 0
con condiciones iniciales : ‘}@)" a y; ‘j'(O)-‘: b
{ [yw] + R {y#]=0
/szj(ls) - A g(o)- j'(o) +h2 5@3)
Ae _sa - b+ Jew=o

- aA+b oh b
Yley - - + .
jo =P Fe

Consultando una tabla, la transformada inversa

) - a et BRE 3 b 4 RE
J® = ﬁ L

Aclaracidn sobre la transformacidn inversa sobre la cual
nos detenemos luego. '

Si [[F‘!‘-)]: 479} , entonces la transformacidn inversa de f(s)
es f(t) que se escribe

[:‘ [fw] = Pty
Ejemplos:

[“[‘é_&' - eaé 5 Z-A Z%q?lz Cosa t

b) Resolver ; i) 4 h yig) = e-n.l:

: .. .. )
para las condiciones iniciales Yelzo , Yyom=©

LlyTe W fLyl= Lee™ o

= - -
K Js1- 4400 -y + RaTe) -Ry0) = S

con las condiciones iniciales

oO(AY - A
’ J ) = /5(44'&){44-&)
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Para buscar en tablas es necesario reorganizar separando
en fracciones parciales . Si las raices del denominador son
distintas

I A, B, .C
5 (A+R) (A+a) T A Aeh Ao

Alsk) (a4a) + B a(a+0) + C4 (sth)
Alarh (A 4)

A(A+B+C)+),[Aa,+Ah-} Bo.+Ch )3 Ako
Alasrh) (s 4a)
A+6+C=0 ; AatAhy Ba+Ch=o ; Aha =4

1

Resolvemos el sistema es A = Aa’ sustituyendo en la .22
es: A+ 4 +Ba 4+ (-A-B) R =0
&oe 4 1
e B [ o 1+ "3 Z’.’"h,/’
en consecuencia -_1 _ "(k"“’h“"“' - .
PJ'&-a\R v C= k’-(k— a) ~ a(kh-a)
J(b) - -.:’.—. . —4—-..- .__4,_1 . —*‘i - b Py
De 1la ’cablah » (h'a) A a(k'a') +
- ~ké ~at
j (A) - - —
he &(h-a) - a(h-)

El procedimiento general para resolver ecuaciones diferen
ciales por el método de LAPLACE es obtener la transformada de
ambos lados de la ecuacién .

Esto conduce a una' ecuacidén algebraica que es una funcién
de y(s) . Las condiciones iniciales y(0) , y'(0) etc. son
entonces sustraidas y se resuelve para y(s) , Aveces y(s) estd
en una forma no identificada en la tabla de transformadas.
Entonces y(s) se separa en fracciones parciales para obtener tér
minos para las cuales las transformadas inversas han sido tabu
ladas.

En el cap. 6, pag. 160 del 1libro " NUCLEAR REACTOR PHYSICS"
de R.L. MURRAY se resuelve un sistema de ecuaciones diferencia
les relacionadas al comportamiento con el tiempo del reactor
utilizando la transformada de LAPLACE. i .

6.3-.Transforméda inversa

-

El par de transformadas de FOURIER
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605) —;ﬁ/ag(w) eiwkoiw €D

PAT

Una funcién del t puede ser transformada al dominio frecuencia
usando (2) y la funcidn frecuencia puede transformarse al domi
nio t wusando (1) (Voltaje impuesto a un sistema eléctrico o

uan fuerza aplicada a un sistema mecénico).

Por comparacién con el par de FOURIER podemos anticipar una
expresidn gptegri} inversa de la transformada de LAPLACE

e = ey e*t dt (3) con 1o cual seria posible evaluar
f(t) si f(%) es conocida. La integral que cumple esto es la

integral de inversidn de FOURIER-MELLIN.

Y+ hoo "
- 4 Pay e ds (4
F(t)‘.e‘n‘; I.%) @

d-ioco ‘
En ciertas condiciones, si se puede elegiryd =0 , con la

sustitucién s=iu en 1a (4) se hace similar a 1a (v .

La transformada de F(2) se hace similar a 1la transformada de

LAPLACE (3) f(t)=0 para t«g 0.

Luego para condiciones especiales son escencialmente 1la
misma operacién.
La integracién de (4) se realiza a 1o largo de 1a paralela
al eje imaginario a distancia ¥.a la ézfecha del eje.
!

. ?éﬁtﬁza
j \JY-U\ et

A i dz: S R, sieado R
L (z-z,)(z-z,)...(z-z,..) i ¢ )

residuos para los polos encerrados por_c

A (22) o)
d Zm"‘" & Zaﬁ

Residuo para un polo-de orden m L@~4_
. -)!

> 4

Residuo* para un polo simple

H /
D (2-%.) Bz

252, )¢ | : .
' - @(2) es 1la funcién.integrando

*
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El método mas simple para evaluar la (4) es a lo largo del
contorno de integracidn formado por el semicirculo de radio A
cuando A-$o-°

i?’ [1{3@) e OLS"' 2re51duos

Y+J.A |
j ;(’533 fds 4 A q— ({'(’5)?— ol - Z-{'esduos

Y—J.A Ca
La 2°integral en los problemas fisicos satisface las condi
ciones para que sea nula cuando A™™O®

Y+A00 51
A [ —A) € ols - Zresiduos
) :
,Q,OD
Determlnar la transformada inversa de:
Y
? @'9)@‘“) 5 sk e"‘t

s 18 ¢ T G ED

Por el método de los residuos

los polos en s=2,i, -1 st it
%_%_ﬁ:i__.-;ieu Lo Ao B e
50T fwa @ei)ad) S .: sk BD @D - 0
12‘4.'.'.‘»&;0« ﬁu T - "—"20“ e‘
3 Awi (3-2) GA)
&
' F(t)-_é_e’_d.wt_z_mt
] ® - 5_ g 5

Por este método de los residuos es muy simple tomar la tabla
e ir comprobando:

Por ej:
S - (o) s
a)%n . con polo de orden n . 4 e / - 4 )t ,
- @ da™ lazo @)
b) %?aTZ , con polo de orden 54 0( e“. ) j t e“«‘{:
, | (2-1))  ds Aza



// 55

Amplaicidén sobre los residuos

Una funcidn f(z) de una variable compleja Z es analitica
en una regidén R si la derivada de f(z) existe en cada punto de R.
Si una funcidén f(z) es analitica en una regidn R excepto en
un punto Zo es un punto singular.

Sea ¢S(2) lkz)
: _;o
f(z) representari una funcidn analitica y @ (Z) una funcidén con
polos.

Cuando Z*¥ Zo 1la funcién @ (Z)ay & 7y la singularidad en
Zo es un polo simple

Una funcidén f£(z) la cual es analitica en un circulo C de
radio a con centro en Zo

[@)= Z 7[)(8» (.'e-zo

serie de TAYLOR

Si @(Z) es analitica en cada punto de una regidn entre dos cir
culos ¢ y ¢, ,con centrd en Zo y radios r y ry , donde r,{ T;
entonces en cada puntoentre estos circulos @(Z) puede represeg
tarse por la serie de LAURENTY

CP(Z) ZQ (;,30) i nﬂclz—z.\éh—)

M=o
WG«—P@Q

' parte pr1nc1pa1(que contie
ne las singularidades)

4

Si no hay singularidad dentro de c se demuestra que los
coeficientes h se anulan y se convierte en la serie de TAYLOR.
Si la parte principal contiene el término b4

AAS

LA SINGULARIDAD EN Zoes un polo simple, si contiene un término

bm , donde m) 1 es el exponente mas alto , entonces Zoes
(Z-Zo)m

un polo de orden m . Si m es infinitamente grande m 3oy
entonces el punto Z. es una singularidad escencial

g J 4 1 , 4 1.2 4.... Polodeovdem y
Th z torge tarz AT et =
l 4 -—
L A e e Ao T !
e=zd+ *”i tim tam T T A Mmoo a2
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T
€
tiene una singularidad escencial en el origen

El coeficiente b, de.1 en la serie de LAURENT se designa como
residuo de @ (Z)1 (-7, Zoj

Evaluacién de residuos

en el punto singular Z,

Sea 'lﬁ@-)" @ %)M y su desarrollo de LAURENT bm
(2-2)™ § @)= bm+h,, B2, (i-z.),,z_a,‘(z--zo)
pero este es el desarrollo de TAYLOR de £(2) mse
. b [ d ™y d))
e« A - @“)l - d' zM lz.sz'

Que nos da el residuo en un polo de orden m

51 Mm=J B lg”v\ (2-—1.,).(!)(2),g pLZo)

2—#2

e {

Se demuestra que 4 f ¢(Z=) OLI’ {)@9 l)

Si (: es un contorno cerrado que encierra al Polo Zo

od
4

4
" 3

422 2 de ~ 242
174

g
4
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