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Las presentes notas censtituyen una reedicion, ligeramente meodificada,
de mis notas anteriormente publicadas sobre Difraccidén de Rayos X (1967) y
sobre Cristalografia (1968 ). De las modificaciones introducidas, sin duda la
mas importante es la que deriva de la unificacién del curso de Cristalografia
y del de Difraccion de Rayos X; hasta 1968 ambos cursos eran dictados inde-
pendientemente . Otras modificaciones dignas de mencién son el agregado de
un capitulo de caracter general acerca de la observacién de la materia en es-
cala atémica y de un apéndice con nociones bdsicas sobre los nimeros comple-
jos y las ondas. Todo eso habia sido ya presentado "fuera de programa' en

Cursos Panamericanos anteriores.

El espiritu general, sin embargo, ha sido mantenido.

Alberto Bonfiglioli

Buenos Aires, Enero de 1970



NOTA PRELIMINAR AL CURSO DE DIFRACCION DE RAYO>S X (edicién 1967 )

El objeto del presente curso es informar acerca de las posibilidades de
la difraccion de rayos X como técnica auxiliar de la metalurgia. Por lo tanto
se ha volcado el esfuerzo en mostrar las aplicaciones que pueden ser de utili-
dad para el ingeniero ocupado en control y andlisis. Al mismo tiempo, se ha
incluido un capitulo que trata la difraccién por cristales imperfectos dado la
enorme importancia que dicho tema tiene para el metalurgista.

Con este espiritu, sélo se dan los fundamentos de la determinacidn de
estructuras cristalinas - lo que constituye de por si una especialidad - y de
los métodos de cristal nico utilizados para tal fin. Asimismo, se evitaron
desarrollos matematicos complicados o el uso de conceptos fisicos muy ela-
borados. Se ha tratado sin embargo, de no perder generalidad ni correccidn,
en la deduccion de las leyes bdsicas.

Es importante notar que se ha supuesto que quienes asisten a este curso
de difraccion de rayos X han asimilado perfectamente el curso de cristalogra-
ffa que lo precede .

Finalmente, debe tenerse en cuenta que lo que sigue no es un libro de
texto. Son simplemente notas de curso que se dan como una guia esquemati-
ca. Ellas deben ser complementadas, ante todo, por los problemas y ejer-
cicios en laboratorio, y por la lectura de los diversos tratados de difraccién
de rayos X, varios de los cuales se dan en la bibliografia.

A .F. Bonfiglioli

Buenos Aires, Febrero de 1967



NOTA PRELIMINAR AI, CURSO DE CRISTALOGRAFIA (edicién 1968 )

Se hace cada dfa mds necesario a quienes profesan una cierta disciplina cientifica o tec-
noldgica el conocimiento de otras disciplinas bastante alejadas, a veces, de sus actividades
especificas. En ciertos casos ya cldsicos, esta necesidad se encuentra documentada en la
profusa bibliografia destirada a satisfacerla: fisica para ingenieros, matemdtica para quimi-
cos, quimica para médicos. .. incluso, alguien pronosticé una ffsica para abogados. Aunque
menos clédsico, la cristalografia es otro ejemplo de disciplina que se empaqueta en forma di-
recta o velada para diversos destinatarios: ge6logos, metalurgistas, fisicos, bidlogos... y
de prosperar la clasificacién y descripcién de movimientos utilizadas en el sistema Laban,
pronto veremos cristalografia para bailarines!

No viene al caso analizar aquf los exiremos a que puede conducir esa produccién adap-
tada a la necesidad del cliente. El hecho real es que si bien la fisica, la matemdtica, la qui-
mica, la cristalograffa, son dnicas, lo que de cada una de ellas interesa al ingeniero, al
bi6logo, al metalurgista, ... al abogado o a la bailarina, es distinto. No es pues posible,
en general, ensefiar a todos de la misma manera en nombre del rigor l6gico. Pero en este
caso, qué debe ensefiarse a cada uno conservando (© no') la estructura y metodologia de una
dada disciplina? El problema est4 allf y no serd precisamente en este curso que se brinden
buenas soluciones., Debemos ensefiar cristalograffa para metalurgistas y metalurgistas-i -
sicos y estamos acotados en el tiempo: 4 clases teéricas con otras tantas sesiones de pro-
blemas no dan lugar a demasiadas opciones, Los tépicos a tratar y los ejemplos a analizar
han sido pues seleccionades tendenciosamente, aceptando, claro estd, todos los riesgos
que implica el ser tendencioso. Se ha tratado, sin embargo, de no perder generalidad en
la introduccién de 1os conceptos bdsicos. Hubiera sido deseable una mayor coherencia y
unidad entre este curso de cristalografia y el de difraccién de rayos X. Razones de tiempo
hicieron imposible reestructurar este dltimo -editado el afio pasado- para refundirlo con
la cristalograffa. En realidad, es la primera vez que en un Curso Panamericano de Meta -
lurgia ambas asignaturas son dictadas por la misma persona y es de esperar que la unidad
entre ellas serd mayor que lo que puede preverse a través de las notas editadas.

Los problemas a resolver en las sesiones de trabajos pricticos -complemento indis-
pensable de las clases tebricas- son esencialmente los que hicieron conocer en cursos
panamericanos anteriores nuestros amigos chilenos N. Joel y O. Wittke. La revisién cui-
dadosa de escs problemas con modificaciones y agregados ha sido llevada a cabo por R.
Acufia, D. Arocena y D. Banchik, todos ellos miembros del grupo de difraccién del Depar
tamento de Metalurgia. ’

Finalmente, es de encomiar la labor de la sefiora M.E. de Artigas, que tuvo a sucar-
go todas las gestiones relativas a la impresi6n, asi como el trabajo de dactilografia pacien-
temente realizado por la sefiorita Alicia Pellettieri.

Buenos Aires, febrero de 1968 - Alberto F. Bonfiglioli



INTRODUCCION

La cristalografia tiene origenes atn mds remotos que la palabra "cristal'; y no es de-
cir poco: Homero usé 12 palabra '"kristallos' para designar a los copos de escarcha que se
formaban sobre los escudos de los guerreros durante el sitio de Troya. En realidad, bien
puede darse comc origen de la cristalograffa el atractivo que ha ejercido sobre el hombre el
aspecto particular de ciertas piedras naturales. Con muchas de éstas - a las que se agregé
después el calificativo de ""preciosas" - es probable que se hayan adquirido y aplicado los
primeros conocimientos cristalograficos: al pulirlas y tallarles se adquirié nocién de la du -
reza y del fenémeno de clivaje; se tuvo nociba de sus propiedades épticas (la razén de tallar
en ciertas direcciones y pulir buscando efectos luminosos no es sino una comprensién empi -
rica del comportamiento de 1a 1uz en los cristales).

Desde esos lejanos comienzos, la forma particular de ordenamiento de la materia en
los cristales ha sido siempre un motivo de atraccién aunque esta se haya ejercito por razo -
nes muy distintas en comerciantes joyeros, ariistas, alquimistas, cientificos. Bunn (1) ha -
ce una referencia interesante al grabado ""La Melancclia' de Durero {1471-1528), en el cual
un dngel meditabundo (0 melancélico. ..) estd rodeado por un conjunto de objetos de los cua-
les hay uno con forma de gran cristal que ocupa una importante porcién de primer plano.
Dejemos a los criticos detenerse en apreciaciones subjetivas acerca del porqué de la melan-
colia (Bunn, por su parte, hace sus interpretaciones). Nos parece mds importante destacar
acd que el mencionado grabadc (junio con "El Caballero, la Muerte y el Diablo" y '"San Je
rénimo en su estudio'') corresponde a uno de los periodos méis licidos del artista de Niirem -
berg; y es justamente en ese periodo en que €l se siente fascinado por la forma geométrica
del tipo cristalino hasta el punto de constituirla en parte fundamental de lo que seria unade
sus obras mis importantes .

Otro ejemplo interesante es citado por Laue (2): el astrénomo Kepler publica en 1616
un opisculo acerca de la forma hexagonal de los copos de nieve. Como el mismo Laue lose-
fiala, no es de extrafiar que un astrénomo de la talla de Kepler, bhabituado a la armonia del
Universo, haya reparado en las formas particulares de los cristalitos de nieve. Pero el tra-
bajo de Kepler va mis alld de lo meramente ane«d6tico pues es la primera vez que se docu-
menta un intento de explicacién de las formas exteriores de los cristales en términos deyna
distribucién ordenada de ia materia que los constituye. Sin embargo, la casi totalidad de los
estudios cristalogréificos, hasta bien avanzado el siglo XX se centraron en las propiedades
geométricas y de simetria en los cristales naturales, adn cuando llegaron a esbozarse, en
base a esos estudios, modelos de estructura interna. De éstos, es particularmente notable
el propuesto por Huygens en su "Traité de la lumiere" {1690) para la calcita (figura i.1.).
M4s parde, en 1782, el abad francés Haiiy da una idea més precisa del apilamiento ordena-
do de las particulas que constituyen un cristal (figura i 2.)

Una contribucién particularmente importanie es la que realiza el alemdn Seeberg en
1824 tratando de explicar las propiedades térmicas y eldsticas de los cristales. Yendo mé4s
all4 de los medelos de Hally,Seeberg propone ur verdadero modelo atémico, utilizando la
nocién de 4tomo derivada de las leyes de 1a quimica, e introduce la idea -bien moderna por
cierto- de un equilibrio de fuerzas interatémicas, el cual seria responsable de la distribu-
cién ordenada de dtomos tipiea de un cristal. El estudio de Seeberg, puestos aparte de sus
valores cristalogrificos, es de veal avanzada en ¢l dominio del conocimiento cientifico:
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constituye - treinta afios antes que la teoria cinética de los gases - el primer intento de
explicacién de un fenémeno fisico en base a una teoria atémica.

Ya en las postrimerias del siglo XIX, correspondié a Hessel, Bravais, Fedorov y
Barlow, '""redondear' el conocimiento de la estructura de los cristales demostrando que
solo existe un niimero limitado de formas cristalinas correspondientes a un nimero igual-
mente bien determinado de ordenamientos posibles de 4tomos. Se habia pues completado
la teoria de las estructuras de los cristales cuando Friedrich y Knipping llevaron a cabo
la experiencia ideada por Laue para verificar la naturaleza ondulatoria de los rayos X.El
objetivo de esa experiencia - que consistié en hacer difractar rayos X por un cristal de
blenda de zinc - fué alcanzado: el fenémeno de difraccién que se habia podido observar con-
firmaba la naturaleza ondulatoria de la radiacién descubierta por Roentgen en 1896 y abria
el camino a la espectroscopia de rayos X que tanto debia contribuir al conocimiento del 4-
tomo. Pero ademds de alcanzar su objetivo, la experiencia de Laue confirmé las ideas a-
cerca de la estructura de los cristales que se habian gestado a lo largo de siglos. Sin ese
cimulo de ideas, es muy probable que Laue no hubiese pensado en su experiencia, la cual,
desde el punto de vista de las estructuras cristalinas, solamente permitié verificar lo que
ya habia sido bien establecido tericamente, Sin embargo, esa experiencia mostré la posi -
bilidad del estudio cuantitativo de las distribuciones atémicas en la materia cristalizada.
En 1913, W.H. y W.L. Bragg convirtieron esa posibilidad en brillante realidad. Resulta-
ria sumamente diffcil resumir los progresos experimentados desde entonces y las relacio.
nes que se estableceron entre la cristalografia y otras ramas del conocimiento que le eran
originalmente ajenas. Asi puede considerarse los afios 1912-1913 como la fecha de naci-
miento de la fisica del estado sélido incluyendo dentro de ésta a 1la metalurgia fisica, Cual-
quier estudio serio dentro de estas ramas del conocimiento se apoya, en una u otra forma,
sobre una firme base cristalogrdfica (3) (4).

En lo concerniente a la cristalograffa propiamente dicha, puede considerarse hoy que
se halla dividida en dos grandes ramas: )

1. Cristalografia morfoldgica: involucra el estudio cldsico de los sélidos cristalinos en
base, fundamentalmente, a sus formas exteriores y/o propiedades fisico-quimicas
macroscépicas;

2, Cristalografia atomistica: estudia a los sélidos cristalinos desde el punto de vista de
las distribuciones de los 4tomos que lo componen,sin interesarse demasiado en las for-
mas exteriores.

Diversos autores sostienen que ambas ramas constituyen una unidad inseparable y
como tal debe ensefiarse. Esa posicién no es compartida por quien ha preparado el presen-
te curso quien estima que existen casos en que una de las dos ramas tiene importancia pre-
dominante sobre la otra. La fisica de metales constituye uno de esos casos: es bien eviden-
te que la forma exterior de un cristal metdlico nada tiene que ver con su estructura atémica,
mientras que de esa estructura dependen todas las propiedades de donde deriva el interés
prictico de un metal. A lo largo del presente curso, por lo tanto, se preferird el enfoque
atomistico.
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I. LA ESTRUCTURA RETICULAR DE LOS SOLIDOS CRISTALINOS

I.1. GENERALIDADES

Cada estado de la materia estd caracterizado por la forma en que se distribu-
yen los 4tomos que la constituyen. Las propiedades de un cuerpo gaseoso, liquido o sdlido,
dependen en tdltima instancia de la distribucién de los 4tomos en su interior .

Al estado gaseoso corresponde la distribucién atémica mis desordenada y la
teoria cinética de los gases se apoya precisamente en ese caos para explicar las propieda-
des de un gas. Los liquidos y los sélidos amorfos constituyen un Gnico estado en la mate -
ria (Un sélido amorfo-el vidrio por ejemplo-no es sino un liquido de muy alta viscosidad)
en el cual existe un orden parcial entre sus constituyentes elementales (itomos o moléculas):
éstos se nuclean formando pequefias agrupaciones en las cuales la distribucién atémica (o
molécular) estd bien diferenciada de la distribucién caética, al azar; sin embargo, noexis-
te mayor relacién entre una agrupacidén y otra. Suele decirse que en los liquidos existe un
orden de corto alcance entre sus 4tomos.

Tenemos finalmente el estado cristalino, que constituye el estado sélido pro-
piamente dicho. Un cuerpo cristalino estd caracterizado por el ordenamiento riguroso de
sus 4tomos a lo largo de toda su extensién: Se dice entonces que existe un orden atémico
de largo alcance. Todas las propiedades de la materia cristalizada dependen directa o in-
directamente de esa distribucién ordenada, de 1a misma manera que las propiedades de los
gases dependen del caos imperante entre sus 4tomos. El orden es para los sélidos lo que
el desorden para los gases.

Esa distribucién atémica ordenada se apoya en un esquema reticular tridimen-
sional y resulta 16gico empezar a estudiarla en base a una abstraccién: la red geométrica
de puntos. Como lo veremos més adelante, la red geométrica es el esqueleto sobre el que
8e construye el edificio cristalino.

I.2. REDES GEOMETRICAS DE PUNTOS

Una red geométrica de puntos es el conjunto de puntos regularmente distribui-
dos en el espacio de manera que uno cualquiera de ellos tengan a su alrededor una distri -
bucién de puntos vecinos idéntica, a la que de cualquier otro punto. A cada punto de la red
suele llam4rsele nodo.

Esta definicién, quizds un poco dificil de visualizar, puede intuirse ficilmen-
te en la prédctica. Para facilitar esa visualizacién empezaremos por estudiar las redes pla-
nas.

I.2.1. REDES PLANAS

Consideremos una familia de rectas paralelas y equidistantes entre si que

intersecte segin un 4ngulo cualquiers a otra familia de rectas también paralelas y equidis-

tantes entre si. Las intersecciones entre las rectas de las dos familias determinan puntos
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que constituyen los nodos de una red plana: uno cualquiera de ellos, que es exactamente
equivalente a cualquiera de los otros (Figura I.1.), puede elegirse como origen. A partir
de €l definimos dos vectores y cuyas direcciones son las de las familias de rectas
dadas y cuyos méddulos son la longitud entre dos nodos vecinos segiin esas direcciones.

Seg(n las direcciones de & y P 1os nodos se distribuyen en estratos regu-
lares. Pero una estratificacién, a intervalos diferentes se observa también segin cualquier
otra direccién definida por dos nodos cualquiera, a la cual en general, llamaremos fila _
reticular.

Cualquier otro nodo de 1a red puede identificarse con el vector:
> _ >
Tyy = wd + vb
donde u y v son enteros primos entre sf. Si u y v no fueran primos entre si podria ponerse:

u' = nu
vl = nv

con lo cual:
—y
Tuw' = n @u + v%) =n Ty
Con lo cual @ iy corresponde al n-simo nodo a partir del origen de la direccién de }Tw-

Los nodos de la red dividen al espacio en celdillas a las cuales llamaremos
simplemente celdas. Toda l2 red puede considerarse como una mera repeticién de una
celda convenientemente definida; pero en una red la eleccién de una celda no es tnica: la
figura I.1 muestra algunos ejemplos de celdas posibles. El nimero de celdas imaginables
cuya repetici6n permita describir una red es, sin embargo, muy limitado. En el caso de
redes planas solc existen cinco tipos de celda posibles cuyas caracterfsticas se detallan
a continuacibn :

Forma de la celda ejes de la celda y Nombre del sistema
dngulo entre ellos reticular que origina
1| Paralelogramo general a# b # 900 oblicua
2 con un nodo en
ada vértice a#Zb # 900 rectangular
Rectdngul
3 con un nodo Sty
plementario enj
1 centro ]
4 | Cuadrado a=n>o = 900 cuadritica
9| Romboidal con lados a
600 a=»>o = 1200 hexagonal







Dada una red, y eiegida una celda, siempre es posible en general transfor-
marla en otra, pero ésta siempre serd un caso particular comprendido dentro de los cinco
tipos tabulados. M4s adelante se discutird el criterio de eleccién de una celda y la manera
de transformarla.

Es importante destacar que debe existir siempre una relacién entre el area
de una celda y el namero de nodos que ella contiene. Consideremos en efecto, las celdas
que contienen solamente nodos en sus vértices u lis que 2n lo sucesivo llamaremos pri-
mitivas; cada celda tiene 4 nodos cada uno de lcs cuales es comin a 4 celdas, con lo que,
cada celda contiene, en total un solo nodo. E! nimero de celdas primitivas en una red es
pues, igual al niimero total de nodos que ella contiene . Como este nimero es independiente
de la celda elegida, podemos concluir que una red dada contiere un nimero constante de
celdas primitivas, independientemente de la forma que ésta tenva. Si ademds se tiene en
cuenta que el area total de una red plana es indeperdiente de las celdas elegidas, se deduce
que en una dada red todas las celdas primitivas tienen igual area.

Si una celda contiene dos nodos {un nodo compartido en cada vértice y un nodo
en el centro) el nimero de celdas debers ser 1a mitad del nimero de nodos; es decir, una
celda con dos nodos tendria un area igual al doble de 1s correspondiente a una celda primi-
tiva. En general, si existiera una celda conteniendo n nodos, esta tendria un area n veces
mayor que la correspondiente a una celda primitiva..

El area de una celdz se determina ficilmente a partir de los vectores que la

definen: Si estos son & y B, por definicién de producto vectorial se tiene que el area A
de la celda es: '

en general, una celda cualquiera estd definida por dcs vectores
- —_
Tuv = @ + vb
—
AW = @ +vh

Conuyv, yu'y v'primos entre si, la superficie de la celda ser4:

s =(?x“k?)

u'v’t
La celda serd primitiva si
uv

ufv’



1.2.2. REDES TRIDIMENSIONALES

_Una red tridimensional se genera a partir de una red plana construida sobre
los vectores a y?, haciéndola desplazar segiin otro vector T no coplanar con?y-g, de ma-
nera que un nodo en la direccién de Pse identifique por una traslaci6n de la forma Wé sien-
do w un entero.

De esta manera, un nodo cualquiera queda identificado por el vector:
Tr = ug + vg + w?:

Siendo u, v y w enteros primos entre sf. Un vector_i?uvw determina una fila
reticular a la que suele designarse comofuvw]

Los nodos de la red dividen al espacio en celdas y, como en el caso de las
redes planas, es posible ¢~=' 1 -0 tused como sucesivas ‘romslaniencs de una celda
La figura I.2. muestra que dada una red es
posible elegir la celda en diversas maneras,
Sin embargo, anflogamente a las redes planas
el nimero de celdas imaginables, consideran-
do cualquier red, es muy limitado: solo exis-
ten 14 formas de celda posibles nve, por su-
cesivas translaciones pueden describir vna
red. Estas celdas reciben el nombre de redes
de Bravais y se muestran en la figura 1.3,

Puede verse allf que hay celdas con nodos en
los vértices, en el centro de las caras o del
cuerpo de la celda. Siguiendo las reglas es-
tablecidas por la Unién Internacional de Cris-
talografia, las celdas, dependiendo de donde
tengan ubicado sus nodos, se designardn por
la manera siguiente:

P, primitiva (hodos en los vértices)
I, intracentrada (nodos en los vértices més

un nodo suplementario en el centro de la
celda)

F, centrada en las caras (nodo en los vérti-
ces mds un nodo en el centro de cada una
de las caras)

A, B, C, centrada en dos caras opuestas,
normales al eje &, al eje B y al eje & respectivamente (un nodo en cada vértice, m4s un
nodo en el centro de dos caras opuestas),

Las caracteristicas de las redes de Bravais estdn resumidas en el siguiente
cuadro:
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-

Nombre del sistema | Nlimero de redes Tipo de celdas relacién entre los ladod
reticular que origina| posibles en ese a,b,c y dngulos
sistema
Triclinica 1 P atb#c
XARLY
2 PyB a#b#c
\ = (3: 900 % {
Monoclinica 6
PyC atb#c
¥ = =900 #
4 P a#zb#c
t Smbica c
[Ortorrém 1 o(:(%:{=900
F
Tetragonal 2 P a=b#c
I 0( ={$={= 900
T'rigonal 1 P a=b=c¢
X =(§= 21200 # 900
Hexagonal 1 P a=h#c
e =,/>= 903 = 1200
|
i
3 P a=b=c¢

[Cdbica

—
o
1l
1l
Nl
[en]
[e]

Cualquier otra celda, no incluida entre las 14 enumeradas o bien,por sucesi-
vas traslaciones no origina una red(cada nodo no tiene la misma configuracién de vecinos
que cualquier otro nodo),o bien puede reducirse a una de las celdas, ya enumeradas.Algunos
ejemplos serdn tratados en los problemas de aplicacién.

Dada una red y elegida la celda, ésta siempre podrd en general ser transfor-
mada en otra (que debe ser un caso particular contemplado en las 14 redes de Bravais).La
descripcién de una estructura reticular en base a un cierto tipo de celda responde, fundamen-
talmente a razones de orden prictico:puede resultar cémodo utilizar una celda primitiva,pe-
ro es dable el caso de celdas miltiples que,por tener lados iguales entre si,o d4ngulos rectos,
resulten mis adecuadas ya que se simplifican las relaciones angulares o es menor el nime-
ro de pardmetros necesarios para especificar la red.Un ejemplo interesante es el siguiente:
una celda trigonal P cuyos lados a=h=c forman,dos adE)éngulos de 600, se puede transformar
en la red cibica F con 4 nodos por celda. * En general se prefiere esta dltima

* Debe notarse que la equivslencia entre la celda cidbica F y la trigonal vale para un caso
muy particular de ésta ﬁltima(Q(zg =X= 600) y no puede decirse que por esa equivalencia
deba suprimirse a una de las dos celdas de la lista de redes de Bravais, como ocurre en
otros casos (ver problemas de aplicacibn}.
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representacién porque a los efectos précticos, es mejor utilizar un cubo que en romboedro.

Un razonamiento andlogo al que se hizo con las redes planas muestre que exis-
te una relacién directa entre el volumen de una celda y el nimero de nodos que contiene,Ca-
da celda primitiva contiene, an efecto, un nodo en cada uno de sus 8 vértices compartido.
con 8 celdas vecinas: debe haber igual nGmero de nodos que de celdas primitivas. Si una cel-
da contiene n nodos, habrd 1/n celdas o sea, en una red dada, el volumen de una celda de
orden n es n veces mayor que el de una celda primitiva.

El volumen de la celda, es directamente el producto doble mixto de los vecto-
res que constituyen sus aristas. Sea la celda construida sobre los vectores

£ — - —
uww=ua+vb-+weg

-
— - -
Tuviw'=ua +vb +w ¢

- - e
Tpitytwy s = u";_f .,.VHB’.,. wlic’

siendo u,v,w; u',v:,w', u" v'",w'" primos entre sf. El volumen de esa celda es:

- = g
Ve = (Tuvw x Tutviw') . Tu''v''w"

es decir
uvw
= txy » 1
Ve u'v'w . @abe)
u"V”W”{

—

donde (a b c) representa el producto doble mixto de los vectores elementales 5: b, c.
La celda serd primitiva si:
uvw

utvtw! =
uHVHwH

1+
ot

y contendréd n nodos si :

uvw
u'v'w!
uHVHWH

Il
+
=]

)

Consideremos nuevamente a titulo de ejemplo la equivalencia entre la celda trigonal P con

= /% — \( 60° y la celda cdbica F, yseana, b, & (a = b = ¢ )hsaristas dela
celda trigonal. Sobre la base de esos vectores , la celda cidbica F equivalente estd definida
por las filas reticulares siguientes:

—— -— = —iy

riq1 = -a+b+c
—

—1"111= a-b+ec
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\ ’ -
L (celda cibica F) Ve (celda trigonal) |

T
i
PO I
i
ek

0 sea .
v ¢ (celda cdbica F)

4 Vc (celda trigonal)

Efectivamente, la celda cdbica F contiene 4 nodos.

La red tridimensional presenta respecio de las redes planas estudiadas un
elemento nuevo: el plano reticular, Se llama plano reticular al plano determinado por tres
nodos cualesquiera (0 también por dos filas reticulares).

En una red infinita, existen infinitos planos reticulares y dado un plano reti-
cular cualquiera, existe una familia de infinitos planos paralelos a él, regularmente espa-
ciados, La distancia entre dos planos paralelos se llama espaciado. Dado que siempre se
puede hacer pasar un plano de una familia por el nodo origen, el espaciado es también la
distancia al origen del plano de 1a familia que se encuentre mds préximo a dicho nodo,

Dos planos que se cortan segdin una fila reticular se dicen que forman una
zona, y esa fila reticular, a la que se da el nombre de eje de zona,sirve para identificar
la zona.Se habla asf de la zona Javw], si el eje de zona es la fila reticular tuvw) .

Sea una red en la que se ha definido el sistema de referencia sobre los vec-
toresT?‘B:: y T’y consideremos al plano reticular que corte a los ejes de referencia en
los puntos AB y C (Fig.I.4.). El plano reticular queda identificado por los miltiplos de

a, bycenque corta alos ejes coordenados. Asf, el plano ABC puede designarse por
los nimeros: 121; el DEF por 243,

Estos nimeros que se conocen como [ndices
de Weiss podrian usarse para designar los
planos reticulares. Sin embargo, resulta in-
cémodo el uso de esos Indices cuando hay que
designar planos paralelos a los ejes coorde-

| !

i i

‘ / \\ ‘l nados. Asi el plano paralelo a Z cuya traza

i / N | en el plano XY ¢s DE, deberia designarse

| /, \\ “ como 24&L; el plano paraleloa Yy Z que

{ / (\3 \\\ | pase por A serfa 1%« . Mucho més pricti-
| / /’ N N { b ca es la designacién de los planos reticulares
| / y "N B N & ymediante la notacién de Miller. Los llamados
7 7/ ’,..--—':’ -~ E indices de Miller son los reciprocos de los

{ / A”,.-- - tndices de Weiss, y asf el infinito en la nota-

cién de Weiss se transforma en cero en la
notacién de Miller: el plano 1*%o se transfor-
ma en 100, En general, un plano queda enton-
ces identificado por tres enteros hki que se
Figura 1.4. suelen escribir asi (kl). Siu,v y w son las
intersecciones del plano reticular dado sobre
los ejes X Y Z, sus Indices hkl serén:

h=%~ k:...M. 1= 2L
v w
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siendo M el minimo comin miitiplo de los indices de Weiss. Ejemplo: el plano ABC (fig.
I.4.) de Indices de Weiss 121. Tomando reciprocos:

1 1 =
1 ] % ’ 1 M 2

Lol =~
]
(S N

luego es el plano (232). Andlogamente, el plano DEF, de Indices cle Weiss 243 es, en la no-
tacién de Miller el (634).

El espaciado de los planos (kl) se designa por: dp)j y 8i un plano reticular
‘corta a los ejes en las direcciones negativas se indica por una barra arriba del indice co-
rreapondiente a la direccién negativa.

Existe un caso particular muy importante, el de la red hexagonal, en la cual
se designan los planos reticulares por cuatro fndices (hkjl). Estos corresponden (figura I.
5.) a las intersecciones del plano reticular considerado con tres ejes a, b, d que se en-
cuentran formando dngulos de 1200
entre si en el plano basal de la celda,
y con el eje ¢ normal a dicho plano.
Los tres vectores a, b,d son tales
que a=b=d.

Los tres fndices h,k,j estdn ligados
por una relacién directa que se dedu-
ce fdcilmernte observando la figura
I.5. en donde resulta evidente la
relacién:

PN N AN
area OBD = area OAD + area OAB

esas areas pueden expresarse por
los productos vectoriales en la si-
guiente manera:

OB xOD=0Xx0D +0A xOB

Figura 1.5,
es decir: a
= . ; o0 = - & , & o .. 2.2 o
- ?» sen 12 e ; sen 60 O sen 60
de donde:

e

h+k+j=0
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En muchos casos el plano (hkjl) suele escribirse: (hk.l) entendiéncose que

La notacién con cuatro indices resulta cémoda porque pone de manifiesto las
caracteristicas propias del sistema hexagonal .

Diversos ejemplos serdn analizados como problemas de aplicacion,

[.2.3. LA RED RECIPROCA

La representacién de redes en el espacio es engorrosa. Bravais ha ideado un
artificio que permite visualizar més f4acilmente las redes espaciales y sus propiedades.El
artificio consiste en definir, a partir de una red dada, otra red en la cual un nodo represen-
ta un plano de la red original. La simplificacién que involucra representar un plano por un
punto es evidente .

La red reciproca, introducida inicialmente como un simple artificio, tiene una
enorme importancia dentro del estudio de los sélidos. En particular,ella serd utilizada con-
tinuamente en el curso de difraccién de rayos X.

*
Sea una red en la que estd definida la terna de vectdres—g,, b, —g Un nodo cual-
quiera uvw estd definido por el vector

—_ 4 > -
= + +
Tovw ua vb we

A partir de ella definimos otra red, cuyos vectores de referench sean a*, b*, c* tales que

- -
;;_ b x c
Ve
— — =
b* = a\i‘c €.1.)
c
‘é‘;_ —zfx?
Ve

donde V, es el volumen de la celda de la red original . *

- El sentido de dichos vectores queda definido por la orientacién de la terna
—

a, b, ¢, tomando a ésta tal que, girando de derecha a izquierda, un observador parado so-
- — - - .
bre ¢ vea ir T hacia B. Si multiplicamos escalarmente -5*, T* y C* por &, b y ¢ respectiva-

mente:

9
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—
r e (bxc)v.C a -1
T =1 1.2.)
.o =1
y también
2% . b=a* . C=Dr A=D* . T-o%.T=o% D=0 @.2 bis)

@.2. bis) resulta directamente de las propiedades delproducto entre vectores.

€.2.)y (.2, bis) suelen darse también como definicién de red recfproca, y de alli se dedu-
cen las ecuaciones (.1.).

. . - = o -
Si la red original es tal que los vectores a, b, ¢ son ortogonales entre si-caso
de gran importancia-se tiene:

PNt
Ve =(8b¢) = (abc)
luego, de (.1.) resulta:
be

'a*' = = L
abc a
andlogamente
1
Ib* = L
| b
le*| = a1
c
También:
*hrokl= vk = 1 = 1
(abc) \% e - 1.3.)

[¢]

Esta relacién, que surge directamente en el caso en que los ejes sean ortogona-
les, tiene validez totalmente general y la demostracién se hace ficilmente a partir de pro-
piedades del producto de vectores.

Los 4dngulos ‘,( * Xy {* entre a* b* y c* se calculan en término de los
éngulosq s (3 y de la celda original. En este curso no utilizaremos las transformaciones
angulares por lo que nos limitames a indicar la literatura adecuada . *

* International Tables for X Rays Crystallography, Vol. I, Kinoch Press, Birmingham 1952

R.W. James: The optical principles of the diffraction of X rays, Bell and Sons, Londres,
1958
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Vamos a demostrar ahora la propiedad fundamental de 1a red reciproca.

Sea una red en la cual se ha definido un sistema de referencia sobre los vectores
a, b, ¢; a un plano (hkl) de esta red, le corresponde el nodo hkl, definido por el vector

- - —-—
% = X + * 4 %
T hidl ha kb le

en la red reciproca de la red dada tal que su direccién es la de la normal al plano (kl) y su
moédulo la reciproca del espaciado de dicho plano.

Por _(_i.efi_xlici(’)n de indice de Miller, el plano (hkl) corta a los ejes definidos por las
direcciones a, b, ¢ en los puntos

, b , c
k1

=2 )

Para mostrar que el vector r* es normal al plano (hkl) bastard demostrar que es normal
a dos vectores de ese plano. Es decir, bastari mostrar que el producto escalgé de *hkl por
y
h

%os vec_L%res de ese plano es nulo. Dos vectores del plano son (ver fig. 1.6.) X
1k
- -t Lamd -t
r* b a, ﬂ‘#—ki;" +1"* b a
— — e = c -
hkl'( . o ) X K h)

yen virtudde (.2.)y (.2 bis)

> P
> LA - =1-1+0
- hid ( h)
Andlogamente
- POy
r* .(c _ b )= 0
hkl 1 k

Figura 1.6,

Hemos probado que el vector T hijes normal al plano (hkl).Queda por probar que
‘r*hkﬂ = l/dhkl' Para ésto notemos que el*punto P, Fig. 1.6. es la proyecci6n de 0 sobre el
pland (hkl), luego, OP tiene la direccién rhkl y su longitud es dhkl' Calculemos el producto

escalar
T* =r . \ opr l =T . d
hklh hki l hkl hkl
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>
pues OP es la proyeccién del vector —%— sobre  xy - Pero:

T B L = N G
hkl" h h
luego:
r* d = 3
hkl |* hkl
o sea

Irhkl)= Y @.4.)

1.2.3.1. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA RED RECIPROCA Y RELACIONES QUE DE
ELLA PUEDEN DEDUCIRSE

1. La propiedad fundamental de iz red reciproca que acabamos de demostrar nos dice
que a un plano reticular de la.red original o directa como diremos en lc sucesivo, le corres-
ponde un nodo de la red reciproca. En consecuencia, a una familia de planos reticulares pa -
ralelos en la red directa corresponde una fila reticuisr en la red reciproca, que tiene la di-
reccién de la normal a los pianos dados. La distancia entre nodos de esa fila reticular es
igual a la reciproca del espaciado entre los planos dados.

2. La red reciproca de 1a red reciproca es la red directa. En efecto, las relaciones
@.1.)6 (I.2.) y @.2 bis) que se usan para definir la red reciproca soa totalmente simétricas .
La correspondencia enunciada en el punto 1, es por lo tanto reciproca y biuhivoca: a cada no-
do de la red directa le corresponde un plano en la red reciproca; una fila reticular de la red
directa corresponde una familia de planos en la red reciproca, normal a 12 fila reticular
dada.

3. Cuanto méds grande es la distancia r*p)y, es decir, cuanto més grande son los indices
hkl, menor es su reciproca, el espaciado dyj . Inversamente, cuantc menores son los indices
mayor el espaciado entre planos. Dado que el nimero de nodos en un dado volumen es cons -
tante en toda la red, cuanto menores sean los indices y mayor el espaciado, mayor deberd
ser el nimero de nodos que contiene cada plano. Inversamente, cuanto mayores sean los In-
dices y menor el espaciado, menor seri también el niGmero de nodcs en cada plano, para que
la densidad de nodos en la red se conserve.

Suele decirse que los planos de pequefios indices son "los mas importantes'. Esta de-
nominacién proviene de la mineralogfa. Supongamos por un momento, que los nodos son 4to-
mos. Entonces, los planos de pequefios indice serdn los de mayor densidad atémica y de ma

_yor espaciado. Las fuerzas interatémicas de cohesién se hacen pues sentir menos entre esos
planos y es dable observar en ciertos casos que el cristil se rompe segiin esos planos, es
decir, se cliva. En esias condiciones, el cuerpo ha quedado iimitado por una cara que es un
plano de pe quefios indices, que define en cierta manera la forma macroscépica del cuerpo,
la cual es de suma utilidad en el estudio de minerales. En metales, en donde la forma exterior
de los cristales no tiene importancia alguna, un fenémeno parecido se presenta en el curso de
la deformacién pldstica: el deslizamiento de planos aiémicos se produce sobre los planos més
densamente poblados. En el aluminio por ejemplo, el deslizamiento se produce preferencial -
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mente en los planos (111) jue son los de mayor densidad atémica y mayor espaciado.

4. La red reciproca permite deducir ficilmente las condiciones para que un plano per-
tenezca a una zona. En efecto, si dos planos se cortan segiin una fila reticular, ésta es pa-

ralela a los planos. La normal a uno de ellos serd pues normal alk fila reticular en cuestién.
Sea ésta:

S— - -
T = ua + vb + wc¢

Sabemos que la normal al plano es el vector

——2 — - -¥
* = * * *
r hkl ha* + kb* +1c
Entonces: —_ —
) T . T* = O .5.)
uvw hkl 0

Con lo que , la condicién para que el plano (hkl) pertenezca a 1a zona uvw resulta
hu +kv +1lw =0

Si dos planos (hkl) y (h'k'l') pertenecen a la misma zona (uvw), debe verificarse simultdnea -
mente

hu +kv +1lw=0 (.6.a)

h'u+ k'v+ 1'w=0 (.6.b)

Tenemos dos ecuaciones con tres incégnitas pero podemos obtener las relaciones, u/v
L Y dejando identificada la direccién [uvw] . En efecto, multiplicando I.6.a) por el

%ct&'r}ﬁ'@ y {.6.b) porrlll,—‘;, se obtiene:

hh'u + kh'v + h! = o
11'w 11'w I
hh'u 4 hk'v . h = 0
11w I11'w I

Restando miembro a miembro y reordenando resulta:

v _  hl' - hl
w T TR - kh
o o
o~ =1 11
w - k!
b
Andlogamente
k k| ‘k k'
R I u {1 1
VT T T R
1 1*] lh h'l

- 920 -



5. La red reciproca fué definida a partir de los vectores de la celda de la red direc-
ta .Si hubiésemos elegido otra celda, esos vectores habrian sido diferentes y correspondien-
temente. Sin embargo, la red reciproca habria sido la misma. Esto resulta directamente
de la relacioén entre los vectores de una red y los planos de la otra. La correspondencia
entre las dos redes es indep endiente de la celda elegida .

€. Si en la red directa se lleva a cabo un cambio de celda, evidentemente, también
se opera un cambio en los indices de los planos. La red reciproca permite hallar rdpida-
mente los {ndices correspondientes a la nueva celda, en funcién cle los 1’ndice_s> determinados
respecto de los ejes de la celda antes de la transformacién. En efecto: sean a, l-o-', ¢ los vec-
tores sobre los que estd construida la celda vieja, y queremos definir la nueva celda en

los vectores:

X= ug + Vg + WE.

=ud+vB +wic

= u"a +v'b + WG

O} o)

queremos hallar los indices HKL de los planos reticulares, en bzse a la celda construida
sobre A, B, C, en término de los indices (hkl), definidos para la celda construida sobre

a, b, c. Para esto, conviene recordar que la distancia en un espacio es la misma, indepen-
dientemente del sistema de coordenadas .

Por lo tanto, si A*, B* C* son los vectores reciprocos de A, B y C, se verifi-
ca:

HA* + KB* + LC* = ha* + kb* +lc*

Multiplicando escalarmente miembro a miembro por A* B* y C*, en forma su-
cesiva, se obtiene facilmente:

H=hu+kv +1w
K=hu'+kv' +1w!’
L =hu" + kv +1w"

Que es la transformacién requerida,
7. Utilizando la red reciproca resulta muy sencillo deducir expresiones para los
dngulos entre planos reticulares y los espaciados de los mismos. El estudiante tendrd

oportunidad de calcular esas expresiones para diversos sistemas reticulares en los pro-
blemas de aplicacién.
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I.3. ESTRUCTURA ATOMICA DE LOS SOLIDOS

I.3.1. ESTRUCTURA PERIODICA

Hasta ahora hemos estudiado las redes geométricas y sus propiedades. Que-
remos ver ahora cémo,a partir de esa abstraccién,puede generarse una estructura periédica.

Consideremos la figura 1.7 que representa un dibujo periédico bidimensional,
Si aislamos una columna como la indicada por B, tendremos un dibujo periédico morodimen-
sional. En este dibujo monodimensional puntos del motivo como P , P, Pg , Pg,eeess s€
deducen unos de otros por una translacién r =vb ; por lo tantc esos puntos son les ncdos de
una red geométrica . Lo migmo podria decirse de los puntos P', Pj , P' ... o de los pun-
tos P", Py ,... En realidad todos los puntcs homélogos de un motivo en un dibujo periédicc
se deducen unos de otros por una translacién del tipo r = v b . Por lo tanto puntos homéle-
gos de un dibujo periédico constituyen una red geométrica de puntos. Dicho de una manera
més figurada : la red puede considerarse el esqueleto sobre el que se ha construido el dibu-
jo periédico.

Andlogas reflexiones pueden hacerse considerando un dibujo periédico bidi-
mensional como el de la figura 1.7 tomado ahora en toda su extensién ( los papeles para cu-
brir paredes o las telas estampadas son excelentes ejeraplos de dibujos periédicos bidimen-
sionales ) Esta vez el dibujo se produce trasladando un motivo en direcciones tales que
T=ud +vD , Siendo u y v entercs . Para ap icar las traslaciones podriamos tomar ori-
gen en puntos tales como O , O' , O™, cada caso el con]unto de puntos homélogos
es tal que cada punto se deduoe de ot:m por trﬁslamones de la forma T= ua”+ vb, y con
tituyen por lo tanto una red geoméirica. Las distintas redes obtenidas tomando origen en O :
O', O",... son todag iguales a menos de una mera traslacién OO!, OO", O'O", ...

Sin embargo, segin donde se estazblezca el origen, el motivo que se repite cons-
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tituyendo todo e. dibujo periédico,es distinto en cada 2280 . Si tomamos origen en O , iene-
mos construida la celds 1 : el dibujo contenido dentro de ella es el motivo de repeticion.

Tomando origen en O', el motivo es el contenido en la celda 2; tomando origen en
O" el motivo es el de la celda 3. (Se dibujaron las 3 celdas separadamente por razones de
claridad del dibujo). Evidentemente el dibujo periodico en conjunto es independiente del ori-
gen. Si en una red determinada por un conjunto de puntos homélogos operamos un cambio
de celda, el motivo contenido en esta mieva celda ser4 distinto del de la celda original pero,
de nuevo, el dibujo periodico en conjunto serd el mismo.

Es muy importante captar bien las ideas de red vy dibujo periddico y las relacio-
nes que entre ellos existen: la red estd formada por un conjunto de puntos homélogos cuales-
quiera del motivo de repeticién. No hay regla fija para elegir la red que esquematiza al di-
bujo periédico: en Gltima instancia, depende del dibujo elegir puntos tales que, el motivo de
repeticién sea mas evocador del conjunto total. Pero lo que importa tener siempre presente -
es que la red es el esquema base o esqueleto de una estructura periodica: una vez estableci-
da la red el motivo queda distribuldo alrededor de los nodos de la misma.

1.3.2. ESTRUCTURA DE LOS CRISTALES

Las consideraciones que acabamos de hacer en cuanto a las estructuras periodicas
bidimensionales se generalizan inmediatamente al caso espacial . Dado un motivo espacial y
elegido un punto del mismo, la traslacién

- - — —
r = ua + vb + wc

da lugar a una estructura periddica tridimensional en la cual el motivo se dispone alrededor
de los nodos de la red definida por la traslacién r ., .

Si un motivo espacial estd constitufdo por 4tomos, sus sucesivas traslaciones da
lugar a la estructura cristalina .

En consecuencia, en forma andloga a las figuras bidimensionales, la estructura
cristalina estd definida por dos elementos fundamentales conceptualmente bien diferenciados:
la red obtenida por traslaciones enteras de un purto del motivo y el motivo distribuido alre-
dedor de cada uno de los nodos de esa red. El motivo de repeticién dependerd del punto ele-
gido como origen de las traslaciones de la celda, pero la estructura final obtenida serd inde-;
pendiente de la eleccién.

La idea de red, es fundamental ya que permite especificar las caracteristicas tan
especiales de la estructura de los s6lidos. Las nociones de filas y planos reticulares, con-
servan en el caso de los cristales, todo su valor. Lo que debe tenerse fundamentalmente en
cuenta es que a cada nodo corresponde una distribucién de dtomos segln el motivo. Asf un
plano reticular, contendrd nodos, pero ademds contendri una porcién del motivo atémico.
que corresponde a esos nodos. De esta manera, los planos reticulares méds densos, tendrian
también una mayor densidad de motivo.
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Por el contrario no tiene sentido hablar de la red reciproca de un cristal: hay que
referirse siempre a la red reciproca de la red del cristal,

Una vez establecida la red que corresponde a la estructura de un dado cristal,ca-
da uno de los nodos se identificard por sus coordenadas u, v, w, siendo estas nlimeros en-
teros. Cada uno de los 4tomos del motivo, en cambio, se especifican respecto de un ori-
gen, que en general conviene tomar en un nodo de la red, por las coordenadas x, y, z. Dado
la periodicidad de la estructura, basta especificar las coordenadas del motivo en una celda,
y resulta asf conveniente medir X, y, z en fracciones de las aristas a, b y ¢ de dicha celda.

Aunque se hardn ejercicios de aplicacién sobre las estructuras periédicas, vale
la pena discutir algunos egmplos .

1. El motivo m4ds elemental que podemos imaginar es el compuesto por un Gnico
dtomo, al cual superponemos a un nodo de la red. En este caso, cristal y red, geométri-
camente, coinciden. Es el caso de muchos metales: el cobre, el aluminio, la plata, cris-
talizan sobre una red cilbica F; el hierro, el molibdeno, el tungsteno lo hacen sobre una
red ctbica I. En todos esos casos, hay un 4tomo en cada nodo. Como las celdas F e I con-
tiene nodos, en su interior (aparte los de los vértices) las coordenadas de estos se expre-
san en fracciones de la longitud de la arista. As{, en la celda cibica I fa la que en lo suce-
sivo designaremos, como es habitual, , por las iniciales bcc de "body centered cubic) los
dtomos se encuentran sobre los nodos de coordenadas: 000 y 331, En la celda ctbica F @
la que designaremos en lo sucesivo por las iniciales fcc de "face centered cubic'"), los 4to-

mos se encuentran en los nodos cuyas coordenadas son: 000; 05%; 103; 10,

El hecho, frecuente en las estructuras netdlicas de que .os 4tomos se encuentran
en los nodos de la red, hace que corrientemente se use en forma indistinta 1a nocién de
red y cristal. Esto es cémodo y aceptable como forma de simplificar el lenguaje, pero de-
be tenerse bien presente que se trata de estructuras sumamente particulares en las que el
motivo es un 4tomo y que los nodos de la red se han tomado coincicliendo con el 4tomo del
motivo.

2. La llamada estructura hexagonal compacta (designada frecuentemente por las ini-
ciales hcp de hexagonal close-packed), se encuentra también a menudo entre los sélidos

metdlicos ( Berilio, Magnesio, Cobalto, Zinc).

Consideremos la celda hexagonal de la figura 1.8 .Ella contiene un 4tomo en el

!
t
' Q '
® N
'
'
S -d--®
N N
N N\
N ~ -
@)origen en un ién Ci~ (b) origen en un i6én Cs™ (c) origen entre ambos
iones

Figura 1.9 .
Estructura del cloruro de Cesio. El motivo de repeticiér. es distinto
segn donde se tome el origen de la celda.
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punto 000 y otro en 3 2 1. Es ficil ver que puntos con esas coordenadas no tienen la misma
configuracién de vecirtos. Ellos no pueden, por tanto formar una red. Se trata pues de una

red hexagonal con un motivo de dos 4tomos: el origen se ha tomado sobre uno de ellos

3. El Cloruro de Cesio, es un ejemplo tipico de cristal iénico en el cual los 4tomos
estdn completamente ionizados adn en el estado sélido, manteniendose unidos por fuerzas
electrostdticas.

Dicha sustancia cristaliza sobre una red cibica simple y el motivo estd constitui-
do por un ién Cl~ y un i6én Na™. Puede verse en la figura I.9. que el motivo que se repite
toma formas distintas seglin como se haya establecido el origen.

e

He————0

—|—
=
Ry

Figura I.8.
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II. SIMETRIA EN LOS CRISTALES

II.1. LA ANISOTROPIA

Teniendo presente la estructura triplemente periédica de los cristales que hemos
estudiado en el capitulo anterior, resulta evidente que la densidad de nodos {y motivos até-
micos ) no es la misma a lo largo de todas las filas reticulares o sobre todos los planos re-
ticulares, aunque la densidad considerada sobre elementos de volimenes suficientemente
grandes debe ser constante en todo el cristal. Quiere decir que, segin las direcciore s que
se consideren, las distm cias interatémicas serdn distintas, lo que hace prever que la mag-
nitud de las fuerzas que los 4tomos ejercen entre sf depende de la direccién particular con-
siderada.

En estas condiciones, se intuye ficilmente que las propiedades de los cristales
no pueden ser las mismas en todas las direcciones. Dado un cristzl, su resistencia a la
traccion, por ejemplo, depende de la direccién en que se lo traccione; lo mismo puede de-
cirse en todas sus propiedades eldsticas y mecdnicas en general, propiedades térmicas,
etc. La caracteristica de tener propiedades variables segin la direccién considerada es
tipica de los cristales,derivando directamente de la triple periodicidad de la estructura,y
se conoce como ANISOTROPIA .

Un aspecto particular de la anisotropia se manifiesta en las formas exteriores de
los cristales naturales. Hemos adelantado, en efecto, en el capitulo anterior que las caras
que presentan los cristales naturales son paralelas a planos reticulares segin los cualesel
cristal se rompe ficilmente (planos de clivaje) adquiriendo la forma macroscépica que le
es caracteristica. De la misma manera puede decirse que al crecer un cristal, sea en la
naturaleza, sea en el laboratorio (por ejemplo a partir de una solucién saturada) hay caras
que se desarrollan mis que otras. Es objeto del presente cajitulo analizar ias particulari-
dades de las formas macroscépicas de los cristales y establecer la relacién entre estas y
la estructura atémica triplemente periédica estudiada en el capitulo anterior.

II.2. GEOMETRIA MACROSCOPICA DE LOS CRISTALES

En numerosos tratados de cristalografia morfolégica o de mineralogia (1), al
definir un cristal siempre se hace referencia a las caras planas y/o a las aristas agudas
que presentan los cuerpos cristalinos .Definiciones basadas en tales caracteristicas, hoy
nos parecenimpropias: un vidrio de forma particular podria considerarse como cristal(y
es un liquido') mientras que un cristal metélico crecido en un molde cilindrico no lo serfa.
Sin embargo, esas definiciones se apoyan en lo que durante siglos, fué la principal fuente
de conocimiento de la materia cristalizada: las formas exteriores de los cristales. Atln

(1) Ver, por ejemplo, A.K.Boldyrev, Cristalografia
(Traduccién espafiola) Labor, Madrid, 1933

J.Olsacher, Introduccién a la Cristalografia,
Assandri, Cérdoba (Argentina), 1946
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hoy, que somos capaces de conocer 1as coordenadas de un 4tomo dentro de un cristal con
una precisién mejor que el 1 o/oo, las formas exteriores constituyen un punto de partida
para el estudio de una de las caracteristicas m4s importantes de TODOS los cuerpos cris -
talinos: la simetria.

La enorme importancia de la simetria en los sélidos (1) deriva del hecho que esa
propiedad no estd limitada a las formas exteriores, las cuales a primera vista pueden no
manifestarla, sino que afecta a todas las propiedades de los sélidos: si las formas de un
dado cristal son tales que muestra una cierta direccién equivalente a cierta otra, en gene-
ral ambas direcciones seran también equivalentes desde el punto de vista de las propieda-
des del cristal (segln esas direcciones las constantes eldsticas, la resistencia a la traccién,
la conductividad térmica, etc. serdn las mismas).

Consideremos, a titulo de ejemplo, el cuarzo que ha sido estudiado desde épocas
inmemoriales. Puede encontrarse constituyendo cristales cuya forma es la que estd esque-
matizada en la figura II-1.a. pero muy frecuentemente se lo halla también en la forma es-
quematizada por la figura II.1.b. A primera vista, se trata de dos formas distintas; en rea -
lidad, existen elementos comunes a ambas que permiten afirmar que se trata de dos aspec -
tos distintos de la misma forma. Si, en efecto, trazamos las normales a las caras vertica -
les de las dos formas consideradas ellas pasan por un punto, y a partir de ese punto se
"irradiadan" como las diagonales de un hexdgono. Es decir, en los dos casos la orientacién
de las caras es exactamente la misma y las normales a ellas se distribuyen con "simetria
hexagonal', esto quiere decir que una de las normales se deduce de la anterior por un giro
de 1/6 de vuelta completa, y es equivalente a cualquiera de las otras. Esta caracteristica
se manifiesta en los cristales de cuarzo, independientemente de la muestra o el origen de
la misma. Es evidente que existen imponderables que hacen que una cara u otra se encuen-
tre mds o menos desarrollada segiin los casos, pero la orientacién de las mismas es rigu-
rosamente igual independientemente de la muestra o la provenencia del cristal de cuarzo.

Ejemplos parecidos podrian citarse en base a otros cristales.

Figura iI.1 a. Figura II.1.b.

() En realidad, la simetria, bajo distintos aspectos, es una propiedad que impera en la
naturaleza toda.
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I1.2.1. OPERACIONES Y ELEMENTOS DE SIMETRIA: LOS GRUPOS PUNTUALES

Asi como vimos que el cristal de cuarzo presenta simetria hexagonal, podriamos
analizar otros cristales cuyas formas permitirfan descubrir otros t.pos de simetria. Al
mismo tiempo, un examen cuidadoso mostraria que cirtcs tipos particulares de simetrianc
puede existir en los cristales: En efecto, las formas cristalinas deben ser tales que, en-
sambladas en una direccién para constituir un cuerpo de mayores dimensiones, llenen el
espacio (conviene recordar aqui la imagen que Haily se habia hecho de los cristales, ver in-
troduccién, figura i.2.). Asf por ejemplo, quedan excluidssformas geométricas con sime-
tria pentagonal o heptagonal; puede verse esquemiticamente en la figura I1.2. que si se tu-
vieran prismas de base pentagona!, estos dejarian entie si espacios vacios al ensamblarse.
Puede verse también en la figura II.2. que io mismo ocurririaconprismas de base hepta-
gonal,

Figura I1.2.
No es posible lienar el espacio con prismas pentagonales {je de simetria
de orden 5) ni heptagonales ieje de orden 7)

La clasificacion de las simetrias en los cristales se hace en base a las llamadas
operaciones de simetria; la posibilidad de existencia de las cuales est4d limitada a las for-
mas susceptibles de llenar el espacio. Cada una de esas operaciones se designa con un sim-
bolo y las combinaciones entre ellas se simboliza por una agrupzcién adecuada de simbolos
que responde a una convencién internacional (qomenclatura de Herman-Mauguin).

Para estudiar las distintas operacicnes de simetria empecemos por considerar
el esquema monodimensional de la figura I1.3.
La figura es simétrica respecto del punto 0 y
la operacién de simetria que actda se llamsz .
"reflexion" respecto del punto 0, el cual, por 0
esa operacioén permanece invariado. La refle-
Xién respecto de un punto, es la dmica operacién

Figura I1.3.
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de simetria posible en una dimensién.

En dos dimensiones existen dos operaciones de simetria posibles: rotacién alre-
dedor de un punto y reflexién respecto de una linea. Por ejemplo, si rotamos la letra S180°
alrededor de su centro, se obtiene una figura superpuesta a la letra que coincide con ella,
en su posicién inicial; es decir, la letra S es simétrica respecto de rotaciones de g;.ralre—
dedor de su centro, el cual en el curso de la rotacién, permanece invariado. Las rctacio-
nes sedesignanpor su orden, esto es, por el nmero de veces en que una dada figura coin-
cide con ella misma cuando se ha efectuado un giro completo de 2T (un hexdgono entra en
coincidencia consigo mismo después de cada rotacién de _2 , es decir, 6 veces en un giro
de 2] , se dice entonces que tiene una simetria 6). Si nos limitamos ahora a las rotaciones
que den lugar a figuras que llenen el espacio, solo son posibles las rotaciones de orden 2,
3,4y86.

Un ejemplo tipico de refiexién respecto de una linea se encuentra en la letra
E. Una reflexién se indica con la letra m (de miroir, mirror) y es una operacién tal que
divide a la figura en que opera en dos partes/de las cuales una es imagen especular de la
otra.

I1.2.1. GRUPOS PUNTUALES BIDIMENSIONALES

El conjunto de operaciones de simetria que al actuar dejan invariado un punto
se llama grupo puntual . * Es evidente que en una dimensién solo hay una Gnica operacién
de simetria y por lo tanto un solo grupo puntual {ademds de la otra alternativa que es no
tener simetria). En dos dimensiones las posibilidades se multiplican sin embargo, el nd-
mero de grupos puntuales que conducen a formas distintas es muy limitadc: la combinacién
de ciertas operaciones de simetria, implica necesariamente la existencia de otras. Deniro
del 4lgebra abstracta, la teoria de grupos permite hallar el ndmero de combinaciones dis-
tintas posibles. Esa demostracién no contribuye en nada al desarrollo de este curso por lo
que serd omitida, admitiendo simplemente que en dos dimensiones existen solo 10
grupos puntuales por combinacién de lineas m y rotaciones de orden 2,3,4,6. Las formas
geométricas definidas por cada grupo puntual se dice que pertenece a una'clase de simetria'.

Antes de enumerar los grupos puntuales bidimensionales conviene dar €l orden
de escritura de las distintas operaciones de simetria que intervienen. Para €sto considere -
mos la figura plana cuya simetrfa se va a describir y tracemos en ella un eje de referencia
X, en la direccién horizontal. En estas condiciones, las operaciones de simetria que actuan
en la figura se escriben en el orden siguiente: primero la rotacién respecto de un punto {2,
3,4,6); en segundo lugar la reflexién m respecto de una linea normal al eje X, y respecto a
toda otra linea deducible de la primera por simetria**

*Quedan por lo tanto excluida de los grupos puntuales toda operacién que involucre traslacién.

** Dado una rotacién 2 y una linea m, la rotacién no crea otras lineas m; simplemente rela-
ciona las partes positivas y negativas de esa linea. Las rofaciones 3, 4 y 6 producen, a par-
tir de una linea m, 3, 2 y 3 lfneas m respectivamente. A titulo de ejercicio, haga dibujos

y compruebe lo que se acaba de decir.
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La combinacién de una linea m con una rotacién par da origen a otras lineas m
distintas de la primera. El simbolo de la 1inea asi generada se uPica en tercer lugar,

Ejemplos. > m
En la figura I1.4. se ve que una . . -——
rotacién de orden 2 y m originan m
otra m a 90° con la primera.
|
Figura I1 .4,

El grupo puntual correspondiente a la figura II. 4. se indica pues 2 mm

2 m m
rotacién reflexién reflexion
respecto generada
de una 1i- por las dos
nea normal operaciones
a la horizon- anteriores
tal x

En consecuencia, la aparicién de una segunda m en el simbolo de un grupo indi-
ca que gracias a la combinacién de la rotacién y reflexién respecto de una linea
se ha generado una nueva familia de 1ineas respecto de las cuales hav reflexiones. Debe
notarse bien que €sto solo ocurre con las rotaciones de orden par. Normalmente no e€s ne-

cesario, sin embargo, escribir todos los simbolos, sino solo los estrictamente necesarios
dejando el resto implicito.

Asfi 2 mm se escribe solo 2 m, aunque corrientemente se prefiere la forma
totalmente equivalente de mm.

4 mm y 6 mm Se escriben corrientemente como 4 m y 6 m respectivamente .

La tabla II.1. da la lista de los 10 grupos puntuales bidimensionales:
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TABLA II.1.

GRUPOS PUNTUALES BIDIMENSIONALES

NdGmero de orden | Operaciones de Simbolo Simbolo
del Grupo simetria que in- completo abreviado
volucra
1 ninguna 1 1

rotacién de orden

2 2 alrededor de un 2 2
punto
3 reflexién respecto 1m m

de una linea

rotacién de orden 2
y reflexiones respec-

4 o de dos liheas mutua- 2 mm mm
mente perpendiculares
5 rotacién de orden 4 4 4

rotacion de orden 4
y reflexiones respec-

6 to de dos lineas a 4 mm 4im
+ 4590
7 rotacién de orden 3 3 3

rotacibén de orden 3
8 y reflexién respec- 3m 3m
to de una linea

9 rotaciétn de orden 6 6 6

rotaci6én de orden 6
y reflexién respec-
to de dos lineas a
300

10
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Los grupos puntuales enumerados en la tabla II.1. definen clases de simetrfa a los
cuales pertencen las distintas figuras planas generadas por las operaciones de cada grupo.
Cuando dos o mis clases de simetria presentan entre s{ estrecha semejanza, se las agru-
pa en lo que denominaremos '"un sistema'. Cada sistema queda caracterizado porque las
clases de simetria que lo componen estdn definidas por grupos puntuales que contienen un
nimero minimo de operaciones de smetria . Ese nimero minimo da origen a figuras cuyas
caracteristicas esenciales pueden representarse muy bien mediante una 'figura tipo'' en las
cuales existen ciertas relaciones entre longitud de los lados y angulos que ellos forman.
Esas relaciones pueden utilizarse también para definir un sistema.

De esta manera la forma tipo correspondiente a las clases de simetria definidas por
los grupos 1 y 2 serian paralelogramas de lados desiguales y dngulos entre ellos cuales-
quiera; la correspondiente a los grupos m y 2 m serian un rectdngulo, ... etc.

Asi, las 10 clases de simetria definidas por los grupos puntuales bidimensionales
pueden reagruparse en cuatro sistemas de acuerdo a lo indicado en la tabla II.2.

TABLA II.2.
Nimero Simetria mini- |Relaciones Nombre del
de orden GRUPO ma necesaria |entre dngulos Sistema
del Grupo jpara pertenecerly lados de las
a un sistema  ffiguras tipo
1 1 ninguna ninguna oblicuo
2 2
3 m
. m Angulos rectos | rectangular
4 mm
5 4
4 todos los lados | cuadratico
iguales
6 4m angulos rectos
7 3 3
8 3m 5 lados iguales hexagonal
) 6 6 4ngulos a 1200
10 6m

- 33 -



II.2.2. GRUPOS PUNTUALES TRIDIMENSIONALES

El andlisis que hicimos de las simetrias en figuras tridimensionales facilita el en-
tendimiento de las simetrias en tres dimensiones que permiten describir a las formas cris-
talinas . Evidentemente, en tres dimensiones, el nimero de operaciones de simetria posi-
bles que dejen invariado un punto, aumenta. Sin embargo, esas operaciones en tres dimen-
siones se entienden con toda sencillez recordando las operaciones utilizadas en dos dimen-
siones . La tabla II.3. indica las operaciones de simetria tridimensionales as{ como el
nombre del elemento res-ecto del cual la operacion se efectda. Por otra parte, la figura
I1.5. esquematiza griaficamente las distintas operaciones.

TABLA IT.3.

OPERACIONES DE SIMETRIA TRIDIMENSIONALES

elemento respecto del Simbolo de
Operacion que se realiza la ope- Herman-Mauguin
racion
inversion respecto de un centro de simetria 1
punto
rotacion respecto de una{ eje de simetria de
linea (eje) de orden orden 2,3,4,6 2,3,466
2,3,4,6
reflexion respecto de un plano de simetria m
plano
rotoinversién de orden eje de rotoinversién - - ..
2,3,4,6 de orden 2,3,4,6 2,3,4,6
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AN
A\

N\
N\

1. inversién

{0 es ¢l centro de simetria)

3. Reflexién
2. Rotacién (ejemplo de un eje 3)

4, Rotoinversién _
ejemplo de un eje 4)

Figura II.5.

Operaciones de simetrfa tridimensionales
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Asfi como en el caso bidimensional 1a combinacién de las operaciones de simetria dan
lugar a 10 combinaciones diferentes que son los 10 grupos puntuales bidimensionales, en el
caso tridimensional existen 32 combinaciones diferentes que constituyen los 32 grupos pun-
tuales cristalinos.

Cada uno de ellos define una clase de simetrfa con lo que todo cristal debe pertenecer
necesariamente a una de las 32 clases de simetria.

En la designacion de los 32 grupos puntuales las convenciones de nomenclatura son
semejantes a las utilizadas para los grupos bidimensionales:

Rotacién (0 rotoinversién) de orden n
con planc m normal al eje: n/m (6 n/m)

Rotacién (o rotoinversién) de orden n
con plano m paralelo al eje: nm (6 n m)

Rotacién de orden n con un plano m
normal y otro plano paralelo al eje: n/mm

Andlogamente lo que hemos visto en el caso bidimensional , 1a presencia de ciertos
elementos implica otros por lo que no es necesario escribir todos los signos.

Andlogamente a las figuras bidimensionales las formas cristalinas pertenecientes a
clases de simetria que presenten una marcada semejanza se agrupan en sistemas . Las
clases de simetria pertenecientes a un sistema estdn caracterizadas porque los grupos pun-
tuales que la definen contienen un niimero minimo de operaciones de simetria; evidentemen-
te, pueden contener mas operaciones que las minimas requeridas, pero no menoS. En este
caso las clases definidas pasarian a constituir otro sistema de simetria menor. Las carac-
terfsticas de cada sistema pueden resumirse en ''sélidos tipo'". Estos no son sino paralele-
pipedos en que estdn contenidas las simetrias del sistema; en ellos existen relaciones par -
ticulares entre las longitudes de sus aristas (@ las que designaremgs por a,b y ¢) y los 4n-
gulos que forman entre ellas (que se designan: ab= <X bc= /b, ac=Y ). De esta manera,
puede decirse que un cristal pertenece a un dado sistema sea por los elementos de sime-
tria que contiene, sea por las relaciones fixico-angulares del sélido tipo al cual el ¢ristal
puede ser asimilado.

En la tabla I1.4. se da la lista de los 32 grupos puntuales y c6mo se reagrupan en sis-
temas las clases de simetria que ellos originan.

La figura II.6. muestra los '"sé6lidos tipo' correspondientes a cada sistema. Conviere
precisar, sin embargo, que si un cristal pertenece a un cierto sistema no tiene necesaria-
mente que tener la forma del sélido tipo de ese sistema y en general no la tiene. Ya dijimos
al principio del parrafo If.2. que las caras de un cristal pueden desarrollarse en forma muy
variada. El sélido tipe da uba imagen idealizada de las simetrias posibles del sistema,un ni-
mero minimo de las cuales deben estar contenidas en cristal que pertenezca a ese sistema.
En la fig. II.7.se dan ejemplos de las formas cristalinas posibles.

-~
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1. Triclinico

b

P —

Ortorrémbico

/h_ﬂ__. —

Tetragonal

Hexagonal

Figura II.6.

2. Monoclinico

Trigonal
(oromboédrico)

Cubico

Sélidos tipo de los 7 sistemas cristalinos

-37 -



TABLA II. 4.

GRUPOS PUNTUALES Y SISTEMAS CRISTALINOS

Nimero de or-| GRUPO Simetr{a minl- relaclones nombre del
den del Grupo |fentre parénte- |ma para perte-|dxico-angulares| Sistema
sis se indica |necer a un 8is~ gue implica la
el signo abre- | tema imetrfa mini -
_ viado) ma
1 1 ning(n a#btc o
_ elemento y Trlclfnlco
2 i HH
3 2
£b#c
=3 26m :
4 m (= 2) q=|'5=900 y N Monoclinico
5 2/m
6 2 mm(mm)
222 afbic
7 222 o Ortorrémbicd
d:F:‘.—:QOO
mm
8 2/m 2/m 2/m
(mmm)
9 4
10 4
11 4/m
4 =
6 a=bfe Tetragonal
12 42m © d jﬂz 900
4
13 4 mm
14 422 (42)
15 4/m 2/m 2/m
(4/mmm)
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16 3
17 3
3 a=b=c .
6 Trigonal
18 3 m B N =F:67£900 (0 romboédri
3 co)
19 32
20 32/m (3 m)
21 6
22 6
23 6/m
6 a=b#c
24 62 m 6 (= 1200 hexagonal
: o p-00°
25 6 mm
26 6 22 (62)
27 6/m 2/m 2/m
(6/ mmm)
28 23
29 2/m 3 (m3) a=b=c
30 I 3m 4 ejes 3 o F-7 Cdbico
31 432 (43) |diagonales de =900
un cubo
32 i/m 32/m
(m3m)
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' 3203C3.6 H20 XSO4CU. 5 HZO
(ninguna 8imetria:grupo 1) : (grupo 1)

Sistema triclfnico

RS
. R A

- 0 -

T
2 2 B i r 6. }: 2

Acido tartdrico (levogiro) - 2,4,6 tribl_jomoben- Paraquix;ona
grupo 2) T - zonitrila, (grupo 2/m)

PR ey o .
Sistema monoclinico.

] g hexabromoetano
1.Bromo-2.hidroxi-naftaleno “Meta-Bromonitrobenzeno ®rupo 2/m2/m2/m
(&grupo 222) (grupo 2 mm 6 mm) o mmm)
B L P
. 8- Sistema o?q:rémbico'
q
- .-"‘

2l | 2
: \'),
/)
Wulfenita (Mo0,Pb) urea _ Florogiucinol dietil-eter Anatasa (Ti0,)
(grupo 4) (grupo 4 2m) @®rupo 4/m) (grupo 4/m2/m2/m)
Sistema tetragonal 6 4 mmm
e ———— Qe
Figura II.7.

Ejemplos de cristales pertenecientes a los distintos sistemas cristalinos. Se indica
en cada caso el grupo puntual que define la simetria.
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BrO3K
Dipptasa @iO4HZCu) (grupo 3m)
{grupo 3)
Sistema trigonal
__________ ) PR
Dos vistas de un cristal de Apatita 3(P0,)9Ca,.F Ca
- 4 3'72
Ditionato de potasio §206Ks5) (grupo 6m)

(grupo 6/mmm)

Sistema hexagonal

2 formas de la pirita SyFe) Al mandina (i0,)jFe Al 0
(grupo 3m) espinela (A1204Mg) (grupo m3m‘$3
(grupo m3m)

__________ Ommmmmme——

Figura I1.7. (cont.)

Todos los ejemplos mencionados han sido extraidos de C.W.Bunn,
Chemical Cristallography, Oxford, 1946
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il.3. LAS FORMAS EXTERIORES ¥ LA ESTRUCTURA ATOMICA
DE LOS CRISTALES

A lo largo de todo lo expuestio haste. €l momento en varias oportunidades se ha
"'sentido" que existe una reiacién estrecha entre ias formas macroscépicas* y la estructura
atémica de los cristales. En efecto, pura dar idea de la anisotropia, una de cuyas manifes-
taciones es la formu exterior de un cristal, debimos recurrir a la estructura reticular en
virtud de la cual las distancias interatémicas son diferentes segin las direcciones en que
se midan; otro hecho significativo que seguramente ha llamado la atencién es que la forma
de los "sélidos tipos' de cada sistema cristelino coincide con la forma geométrica de las
celdus de Bravais.

Sin embargo, pese a esas relacicnes esporddicas, hemos tratado a los cristales
desde dos puntos de vista que se presentan diferentes: en el capitulo anterior nos hemos re-
ferido a la estructura reticular y triplemente periédica; en el presente capitulo hemos tra-
tado las propiedades de simetria de las formas exieriores. Queremos ahora aunar los dos
puntos de vista, y para esto vamos a encarar el problema siguiente:

Dado un cristal que en virtud de sus formas exteriores pertenece a una de las
32 clases de simetria, c6mo puede ser construido partiendo de motivos atémicos
elementales @temos, moléculas, iones) ?

Trataremos la cuestion primero en un caso simple para llegar después al caso
general . ’

III1.3.1 CASO DE UN CRISTAL CONSTITUIDO POR UN UNICO TIPO DE ATOMOS
CENTRADOS EN LOS NODOS DE LA RED

Tenemos como dato del problema un grupo puntual que define la forma exterior
del cristal a construir; para materializarla, supongamos que esta sea la de uno de los "'s4-
lidos tipo'" caracteristico del sistema al cual pertenece el grupo dado.

Ante todo debe elegirse la red sobre la cuai va a construirse el edificio atémico
cristalino: para esto basta definir la celda que se repite por sucesivas traslaciones. En el
c480 presente sabemos por hipétesis que los £tomos deben estar centrados en cada uno de
les nodos, por io cual la distribucion de &tomos en la red se hace sin dificultades. A la cel-
da. con los &tomos en sus nodcs le hacemos sufrir ahora sucesivas traslaciones enteras (tan-
tas como sean necesarias para alcanzar el tamafio del cristal macroscépico) y la estructura
asl obtenida debe "encajuir’ en la forma del sélido tipo que tenemos como dato. Pero para

* Debe quedar bien entexdido que por ahors nos referimos a los cristales en el sentido
mas clasico de acuerdo 21 cual la forma geométrica exterior manifiesta caras planas en
base a las ruiles ¢s posible deducir las propiedades de simetria.
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que esto sea posible es necesario partir de unz celda cuya forma geométrica sea la misma
que la de ese sdlido tipo. Asi para formar el sélido tipc tetragonal debemos partir de la cel-
da tetragonal. Pero en la eleccién de la celda surgen ambigiliedades: la lista de las redes de
Bravais muestra que existen dos celdas tetragonales P e I. Evidentemente cualquiera de las
dos conduciria al sélido tipo tetragonal: ambas tienen la misma forma geométrica con las
simetrias que le son caracteristicas. De la misma manera, el sélido tipo monoclinico po-
drfa alcanzarse trasladando ias celdas monoclinicasP 6 C; el ortorrémbico trasladando las
celdas o~i ‘rrémbicas P,C,I 6 F; el clbico trasladando las celdas cibicas P,1 6 F

Vemos pues ‘que zn en el caso 51mp1e que estamos tratando, una forma crista-
lina macroscdpice puede aicanzarse con distintas configuraciones atmicas seg YMO S
tome la celda de Brava1scorres porndiente . El mismo esquema simple nos permltlré hallar
otras relaciones atémico-macroscépico.

Consideremos un cristal cuyas dimensiones macroscdpicas lineales sean de apro-
Ximadamente de 0.1 mm. Las dimensiones lineales de las celdas de los cristales inorg4ni-
cos suelen ser del orden de 5 X (1 & =10- 8cm). Asf, el cristal contendr4 en una dada direc-
cién, del orden de 105 celdas. Vale decir que si pudiéramos "mirar" la estructura del cris-
tal que hemos construido verfamos un panorama totalmente andlogo al de una red tridimen-
sional practicamente infinita, en la que son vdlidas todas las propiedades estudiadas en el
capitulo anterior. Se pueden definir planos reticulares cuya densidad atémica serd variable;
como la densidad volumétrica del cristal es constante; esto implica que los pianos reticula-
res estardn separados entre si, en mayor o menor grado segiin sean m4s o menos densos,
Por esta razdn, un cristal, tenderd a fracturarse o clivarse segiln esos planos (cf. capitu-
loI); si un crlstal creciera, por ejemplo, a partir de una solucién saturada, se le desarro-
llardn unas caras mds que otrash Se tendrlan asi no ya los "s6lidos tipo" sino las formas
poliédricas ilustradas en la figura I1.7., Cada una de cuyas caras verfa paralela a un plano
reticular designidndose, como dichos pianos ycon la notacién de Miller (hki). Si un conjunto
de caras planas estdn relacionadas por operaciones de simetri a se dice que constituyen
una forma de planos y el conjunto de indices que ias designa se escribe {hkl,l . En el caso
del sélido tipo del sistema cibico por ejemplo las caras corresponden a los planos {100},
(010), (001): se trata de la forma de planosilOO} planos {111) que constituyen las carasde
un octaedro son {11) (111) (111) 117) ail) @ai1) @ii) (111) y en conjunto definen la forma

Slll . Andlogamente, las filas reticulares [uvw]relacionadas por simetrias se dice que
conStituyen una forma de ejes y se designan por{uvw) .

En la figura II.8. hemos repetido el esquema de algunas formas cristalinas de 12
figura II1.7., pero esta vez hemos asignado Indices a las caras.

Para terminar con este andlisis, esquemético, conviene recordar (capitulo I) que
en un cristal "infinito" gespecto de las dimensiores atémicas) es posible efectuar transfor-
maciones de celda, aunque la estructura de todo el cristal no depende de cudl haya sido la
celda usada como base de traslacién. Asi, un cristal ciibico por ejemplo puede constituirse
por traslacidén de una celda cibica F o por una trigonal cuyos lados formen 60° dos a dos,
sin que ésto cambie la estructura del cristal. Es evidente que el nimero de celdas que va a
caber en una cierta direccién del cristal, cuya forma y dimensiones macroscdpicas estdn
dadas, seri distinto en cada caso pero la diferencia serd despreciable € imperceptibie')
respecto del nimero tctal de celdas presentes .



Floroglucionol dietil eter

(grupo 4/m)
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Anatasa (Ti0g)

Wulfenita (Mo04Pb) (grupo 4/mmm)
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Espinela (A120 4Mg)
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Tetraedrita SbSﬁ‘C“3
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&
Almandina §i04)gFe Al
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Figura I.8.
Indices de las caras exteriores de algunos cristales
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I1.3.2, CASO DE UN CRISTAL CONSTITUIDO POR MOTIVOS ATOMI( OS DISTRIBLIDOS EN
DIVERSAS POSICIONES RESPECTO DE 1.GS NODOS DE LA RED

Como en II.3.1. debemos partir de una red cuya celds renga 1as simetrizs del
cristal macroscopico que queremos construir, perc zhora tenemcs un probleéma mis compli-
cado: alrededor de cada nodo es necesario distribuir el motive atémico y esta distribucidn
no debe destruir la simetria del grupo que define & la forms macroscépioa  Si esta cordicién
se cumple es bien evidente que vale todo lo diche en ei parcafo anterior en cuxnto o filas
planos reticulares y transformaciones de celda ¢t capitulo I)

Debemos empezar por ver pues cémo puede distribuirse un motivo atémico alre -
dedor de un punto cudlquiera. La figure 15.9 muestra alguncs ejempios de iones y molécu-
las que presentan elementos de simetriz anf&logos a los utilizados para definir 1as clases de
simetria cristalinas. Vale decir, existen sgrupacicnes atémicas que ellas, de pur si, pre -
sentan simetrfas. Si con una de €sas agrupaciones queremos consfruir un cristal pertene-
ciente 2 una clase de simetria dada, elia debe pertenecer a la misma clase " De estz mane-
ra, la agrupacién (molécula o idén) "enczjari bien" en li celda de Bravais correspondiente
a esa clase. Por ejemplo, una moléculy tetraedral enczaja en una celda cdbica haciendo com-
cidir las diagonales del cubo con lcs ejes 3 de iz moiécuia  **

Una molécula de baja simetria, repitiéndose de zcuerdo a las iraslaciones de 1z
red, no puede dar lugar a un cristal de alts simetrfa Sin embargo, por regia general, los
motivos alrededor de cada nodo de la red no estin constituidos por un tnico dtomo o molécu-
la sino que puede estar constituido por un ntitnero muy varizble de 4tomos (© moléculas)
En este caso es a la agrupacién en bloque que debe exigirsele la simetris correspondiente
al cristal, macroscopico que queremos construir, Asi, una molécula individual | puede ser
de muy baja simetrfa, perc el conjunto formade por una agrupacién conveniente de esas
moléculas puede tener la simetrla requerida La figura I3 310 ilustra algunos e jemplos
De esta manera podrian construirse un niimero ilimitado de formas de motivos atomicos
Pero)si una vez més,impénemos ia condicién que solo existan ejes 2,3 .4y 6 el niunero de
combinaciones posibles de operaciones de simetria sers 32: distribuir caras o 4tomos en
base a simetrias alrededor de un punto es formalmente el miemo problems

Consideremos ahora un punto alrededor de: cuai queremos distribuir 4Ztomos con
una cierta simetria. A un punto cualquiera de coordenadas x y z le corresponde un conjun-
to de puntos equivalentes que se deducen del primero por las cperaciones de simetria del
grupo considerado. Sea por ejemplo el grupo 2/m del sistema monociinico figura If 11),

-~ o W

al punto x y z le corresponden los puntos equivalentes x5 z, Xy z, Xy 2.

e D — T~ i D i vn S A o i ot o e ot . et S g e S8 ot

* Esta condici6n restringe el niimero de operaciones de simetria posibles en las moléculas,
ellas no pueden tener otros ejes que los de orden 2,3,4,6, En estado gasecso, £1n emhargo,
existen moléculas con ejes de orden 5. '

** Es relativamente frecuente encontrar casos de moléculas de cierta simetria que, a} for-
mar cristales se distribuyen en celdas de simetriz menor por ejemplo una molécula de si-
metria 6, en una celda triclinica), pero en este caso existe en lz molécuiz una tendencia a
la dist..sién que se manifiesta en mayor ¢ menor grado
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Cl HC = CHCL
(1-2 dicloroetileno) ) 16n carbonato

‘-dos variedades de dibromabutano

Figura II. 8.

Simetrias de algunos iones y moléculas
(Extrafda de C.Bun, Chemical Crystallography, Oxford, 1946)
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Figura 11,10
Ejemplo de distribuciones simétricas de moléculas asimétricas
Extrafdo de C.Bunn, Chemical Crystallography, Oxford, 1946)
L S N prYyZ

kyz Figura II,11,
Puntos equivalsntes deducidos del grupo 2/m perteneciente al sistema monoclinico
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Si en el punto de coordenadas x y z se encuentra un 4tomo de un dado tipo, en to -
dos los puntos equivalentes debe haber dtcmos de ese tipo.

El nimero de puntos equivalentes para cada grupo puntual es un dato de grzn im-
portancia en los trabajos de estructura cristalina, y se hallan tabulados er las Tabtlas Iuter-
nacionales de cristalografia. En ellas se considera no solo el nimero de puntos equivalen -
tes a uno dado en una cierta posicién general sino también cuando el punto inicial se halla
en posiciones especiales* , por ejemplo sobre un eje de simetria, o sobre un plano de sime
trfa. Cuando el punto inicial estd en una posicién especial el nimero de puntos equivalentes
es siempre menor que cuando se encuentra en posicién general (€l extremo seria cuando el
punto inicial se halla sobre un centro de simetria, en cuyo caso todos los puntos equivalen-
tes se confundirfian en ese centro),

Ahora que hemos visto las posibilidades de distribuir 4tomos alrededor de un
punto nos conviene volver a nuestro problema inicial de c6mo construir un cristal de sime-
trfa macroscépica dada; para ver en qué etapa de su solucién nos encontramos . Sea enton-
ces construir un cristal perteneciente a la clase de simetria C, definida por el grupo pun -
tual Gp del sistema cristalino S,

1°) elegimos un motivo que tenga alrededor de un punto las simetrias correspondientes al
grupo Gp

20) definimos una red en base a una celda de Bravais que corresg.onda al sistema S

30) distribuimos el motivo alrededor de cada nodo de la red construida en base a esa celda.

El cristal asi construido tendr4 las simetrias del grupo Gp y pertenecerd por lo
tanto a la clase C.

Parecerfa asi que hemos contestado completamente a la pregunta formulada al
comienzo del parrafo I1.3. Pero no! ... No hemos analizado todas las posibilidades audn.
En efecto, ya vimos que es posible alcanzar una forma de simetria macroscépica con va-
rias celdas de Bravais (P,I,F,...seglin el sistema). Teniendo esto presente, es evidente que
existen méas de 32 formas posibles de combinar geométricamente los 4tomos dentro de un
cristal. Pero adn utilizando todas las redes de Bravais, no se han agotado todas las posibi -
lidades. Es lo que analizaremos en el pirrafo siguiente,

e e e o e e e o e o s A ) e A At e e S S s B S o o e

* Supongamos un cristal del cual sabemos a qué clase de simetria pertenece. Siempre es
posible, en general, determinar por difraccién de rayos X, la longitud de las aristas de la
celda. Con este dato y la densidad macroscépica se calcula la masa contenida en una
celda, la cual debe ser un miltiplo entero de la masa del 4tomo, o molécula que constituye
el cristal . Con ésto se conoce el nimero de dtomos que existe en la celda. Si el nimero de
4tomos asf obtenido es inferior al nimero méximo de puntos equivalentes correspondientec
a la clase de smetria del cristal (punto inicial en posicién general), quiere decir que los
4tomos estén ubicados en posiciones especiales. Se tiene pues asi un dato de suma utilidad
cuando se quiere conocer la posicién de dtomos enla celda
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II.3.2.1. LOS GRUPOS ESPACIALES

Consideremos el motivo de la figura II.12a: se puede describir por el grupo m_
De acuerdo a la discusién preceden-
te, podriamos distribuir ese motivo

VAN My en una de las dos celdas de Bravais

- correspondiente al sistema monoclfi--

N nico (P 6 C) y por sucesivas trasla-

[om]ﬁ ciones tendriamos formado el cristal

perteneciente a la clase m del siste -

ZL% A ma monoclinico Tomemos, por ejem -

. [100] plo ia celda P; en este caso la figura

ar o~ il .12 b representa el plano (101) del

V cristal y el plano {010) actia como

plano m, Pero consideremos ahora

la distribucién de la figura IT 12 ¢

el semi motivo Mg se deduce de M,

por una reflexion seguida de una tras-

lacion de Z  Considerado en la es-
cala atémfca, el plano {010) ha deja-

c € . » ' » (200] do de ser.un plano m al menos en la

vﬂz V forma en que lo hemos entendido has -
ta ahora. Sin embargo, si observamos
la distribucién de motivos a lo largo
de toda la extensién del cristal, re-
sulta claro que el plano {0i0) actda
como plano m, pero en lugar de re-
producir la imagen especular corrien
te de M, da esa imagen desplazada
en una longiwud igual albhmitad de la
celda Este desplazamiento desde el
punto de vista macroscépico es to-
talmente inapreciable . En consecuen-
cia un motivo cuyas componentes esten relacionados por una reflexién con deslizamiento
también conduce al cristal de simetriz macroscépica perdida en este caso, clase m del
sisterha monoclinico) Hemos introducido asi un nuevo elemento de simetrfa: el plano con
deslizamiento. En lugar de efectuar el deslizamiento segiin a  pudo haberse efectuado se-
gin c que est4 coatenido también en el plano de reflexién (010) Andlogamente , puede exis-
tir el deslizamiento segiin ia diagonal de ese planc en cuyo caso la traslacién habria sido

_a’_+§b . Si el plano fuera el correspondiente & unu cara centrzdz de la celda seria posible

2  también ia traslacién Z +C
4

En forma anaicgz s la reflexion con deslizamiento, podemos introducir otra ope -
racién que alterando iu distribucién atémica no afects a la simetria exterior. la rotacién
con deslizamiento, cuyo elemento operante es el eje helicoidal Un eje helicoidal de orden
2esunejetal que1la rorzcion se le asocls una trasiacion de @ paralela al eje; el eje heli~
coidal de orden 3, .socii & la rctacion de orden 3 un despl«Zamiento de & . et>, En cada
caso, la héiice descripus por Ia votsuion y el aeslizamiento puede ser levégisa o dexirégi -
ra. La tebla T 5 d- la iiste de los ejes heiil cidales pesibles con iz 1especuva notacion.

Q -

(o 8
iy S

{o19)

lZ
D
%

Figura 11 12
extralda de A.Guinier, Théorie et
Technique de 1a Radiocristailographie,
Dunod, Paris 1364)
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TABLA II.5.

EJES HELICOIDALES

Simbolo orden del eje Translacion Tipo
24 2 1/2
&1 3 1/3 dextrogiro
35 3 1/3 levégiro
4 4 1/4 dextrégiro
49 4 1/2 incluye un eje 2
43 4 1/4 levégiro
61 1/6 dextroégiro
69 1/3 dextrégiro
63 - 1/2 incluye un eje 3
64 1/3 levégiro
65 1/6 levégiro

Resulta bien evidente que admitiendc 1a posibilidad de las nuevas operaciones
de simetria que acabamos de introducir, el niimero de puntos equivalentes a un cierto
punto de un motivo aumenta considerablemente respecto de los que se tiene con las solas
operaciones de rotacién, reflexién y rotorreflexién.Puede demostrarse que el nimero
total (incluyendo las distintas celdas de Bravais) de combinaciones posibles es 230.
Esas 230 formas giradas en otras tantas combinaciones de operaciones de simetria se
llaman grupos espaciales.

Esta vez si, hemos completado el anidlisis de las relaciones entre la estruc-
tura atdmica y estructura macroscépica: los 4tomos en los cristales pueden ordenarse
geométricamente en 230 formas; esas 230 formas de distribuciones atémicas generan
en total 32 formas macroscépicas de cristales. las cuales se clasifican en 7 sistemas
cristalinos. Quiere decir que varias distribuciones atomicas diferentes pueden generar
formas macroscépicas caracterizadas por el mismo grupo puntual de simetria. Por ejem-
plo, el grupo puntual 2 del sistema monoclinico puede alcanzarse con dos grupos espacia-
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les distintos; el 2/m del mismo sistema con 5; el grupo puntual m3m del sistema ciibico
con 10, etc. Varios grupos puntuales ya lo hemos visto- pueden estar contenidos en un tni -
co sistema. Cada grupo espacial se designa por unsimbolo cuya primera letra, una mayuis -
cula, imdica el tipo de red de Bravais: P,I,F, A,B,C, A continuacién se indica el grupo
puntual del cual deriva el grupo espacial reemplazando, eventuaimente, las rotaciones por
rotaciones con deslizamiento y las reflexiones por reflexiones con deslizamiento. En la
tabla I.5. ya se indicé la notacién de los ejes helicoidales; en cuanto a los pianos con des -
lizamiento se xgen_lplaza la_x’n de la reflexién vrdinaria por a,b,c, n 6 d, segiln que la tras-
lacién sea %, 2139 2-09 :i'zi ) 2*7'1_ respectivamente .

Los 230 grupos espaciales estdn catalogados en las Tablas Internacionales en
donde se dan, para cada uno de ellos las coordenadus de los puntos equivzlentes s un pun-
to cualquiera, agregando los que se deducen por traslacicnes de la red. Esa lista de puntos
equivalentes se da para el caso en que el punto inicizl se halle en posicién general o en
posiciones particulares. Todos estos datos son de capital importancia en el estudio de las
estructuras cristalinas y su determinacién por difraccién de Rayos X. Por el contrario,
en la gran mayoria de los 1r oblemas que pueden encontrarse en metalurgia ffsica es posi-
ble prescindir de la teoria de los grupos espaciales.

Un punto interesante a notar, finaimente, es que ninguna informacién concernien
te a los grupos espaciales puede obtenerse por métodos macroscépicos, Los métodos de
difraccién -el mds generalizado de los cuales es ei de difraccién de rayos X- at brindar
informacién en la escala atémica, son los que permiten decidir acerca del grupo espacial a
que pertenece un dado cristal. De no existir esos métodos la teorfa de los grupos espacizles
no seria mis que "un jeu d'esprit", como lo fué cuando Schoenflis y Fedorov la introduje -
ron muchos afios antes de haber sido descubierta la difraccién de los rayos X por los cris-
tales.

II.4. NOMENCLATURA STRUKTURBERICHT

Independientemente de ias designaciones que hicimos en ias estructuras en base
a la nomenclatura de Herman Mauguin, los editores del Strukturbericht del Zeitschrift
fir Kristallographie {en la actualidad Structure Reports) han adoptado una nomenclatura
simplificada para designar tiros de estructuras que se encueniran frecuentemerte . Asf,
las estructuras fcc se designan por Al, bec por A2, hep per A3, ia estructura cubica del
diamante por A4, etc.

e
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El esquema general se da en la tabla I1.€.

TABLAIIL.6.

NOMENCLATURA STRUKTURBERICHT

tipo de estructura corresponde a

A elementos

B compuesto de la forma
AB

C compuestos de la forma|
AB2

D compuestos de la forma
Au Bm

E-K compuestos mds

complejos

L aleaciones

0] compuestos orgdnicos

S Silicatos

Las estructuras tipo Al corresponden al grupo espacial Fm 3m (simbolo comple -
to F4/m 3 2/m: celda centrada en las caras un eje 4 segin 100 , normal a un plano m, un
eje 3 de rotoreflexién, segin 111 , un eje 2 segin 110 normal a un plano m Es una si-
metria tipica del sistema cGbico). El simbolo A2 describe estructuras correspondientes al
grupo espacial Im3m (igual distribucién de simetrias jque en Al pero con celda centrada en
el cuerpo). Las estructuras A3 corresponden al grupo espacial Pé3/mmc (simbolo comple-
to: P63/m 2/m 2/c: celda primitiva; un eje helicoidal con traslaciones de € y un plano m
noirmal a él; un eje 2 y un plano m normales entre si;un eje 2 normal a un plano con desli-
zamientode a +b)
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HI. LA PROYECCION ESTEREOGRAFICA

En base a lo expuesto hasta aqui, resulta bien evidente que estudiar cristales
en base a dibujos o representaciones tridimensionales es sumamente engorroso. Surge
entonces la necesidad de hacer representaciones en un plano que conserven las caracte -
risticas que resultan de interés en las figuras espaciales. Esas representaciones planas
de figuras espaciales se denominan proyecciones.

El pasaje del espacio al plano mediante una proyeccién puede hacerse de varias
maneras. Cada tipo de proyeccion conserva en el plano ciertas propiedades de la figura
espacial. Por lo tanto la forma de proyeccion dependera de las propiedades que quieren
conservarse en funcidon del problema particular considerado La cartografia da ejemplos
de este tipo de problemas .

En cristalografia se estd frecuentemente interesado en relaciones angulares
entre planos y ejes de cristales. Es importante pues que esas relaciones existentes en €l
cristal tridimensional sean conservadas cuando éste se proyecte en un plano. La proyec-
cién llamada estereogrifica cumple con esa condicién y aunque también se usan otras
proyecciones es la estereografica la de uso mds frecuente . ella da una imagen simple y
precisa de las relaciones angulares y elementos de simetria eliminando detalles como el
tamafio y forma de los planos que constituyen las caras de un cristal.

Las aplicaciones de 1a proyeccion estereografica a los problemas de metalurgia
fisica son numerosas (algunas de ellas serdn tratadas en este curso). Es la razén por la
que haremos un estudio detallado de esa proyeccion.

[11.1 LA ESFERA DE REFERENCIA

La orientacidn de un plano cristalogrifico puede hacerse midiendo su inclina-
cién respecto de un plano de referencia, o midiendo el dngulo que forman las respectivas
normales Por lo tanto, el conjunto de planos de un cristal puede representarse por un
haz de normales que son "irradiados' a partir de un cierto punto del cristal. Conside-
remos ahora a este cristal en el centro de una esfera, a la que lamaremos esfera de re-
ferencia, cuyo rzdio sea grande respecto de las dimensiones del cristal. El haz de nor-
males intersectari a la superficie de la esfera de referencia en puntos a los que llamare-
mos polos
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Los polos correspondientes a la forma 1001 estin ilustrados enla Fig. lI1.1.y
cada polo representa por su posicidén sobre la esfera la orientacién de ese plano.

También es posible representar al plano por el plano mismo En este caso (fig.
OI.2.) se prolonga el plano hasta que corte a la esfera. Si aquél pasa por el centro de ésta,
la cortard segiln un circulo midximo, en caso contrario segin un circulo menor. Dos planos
que pasen por el centro de la esfera la cortardn segin dos circulos mdximos La distancia
entre ellos sobre la esfera da la medida del 4ngulo que forman entre si los dos planos.
Pero la distancia angular medida sobre la esfera entre los polos de las respectivas norma -
les es también del 4ngulo entre los dados planos De cualquier forma, la medida de 4ngu -
los entre planos se ha reducido ahora a la medida de distancias angulares sobre la esfera
de referencia. Este resultado no nos hizo ganar gran cosa: estamos como el navegante que
no quiere medir distancias sobre la esfera sino sobre un mapa Queremos pues llevar nues -
tra representacion a un plano

La proyeccién estereogrifica - una de ias maneras de llevar la forma espacial
al plano - se realiza proyectando la distribucién de polos o formas sobre la esfera en un
plano normal al didmetro (figura II1.3 ) y se usa el otro extremo del didmetro punto B de
la figura III.3.) como punto de proyeccién. Un plano que tenga su polo P, da su imagen P*
en el plano de proyeccidén, siendo ésta la traza de la recta EP en dicho plano. Equivale a
decir que si suponemos a la esfera transparente y ponemos una luz en B,unobservador pues -
to en la direccién del didmetro normal al plano de proyeccién ve la sombra de P en P!, El
circulo maximo NSEW pasa por el centro de la esfera y se proyecta como circulo méximo
N'S'E'W!', y a éste le llamaremos circulo de referencia. Todo punto del hemisferio de la
izquierda (siempre en Fig. III.3.) se proyectard dentro de ese circulo, mientras que los
del hemisferio de la derecha se proyectarin fuera de é1. Para representar estos puntos
basta poner el punto de proyeccién en A y el plano en B, marcdndose los puntos de ese
hemisferio con - si a los del hemisferio de la izquierda se los identificé con +.

Es importante notar que el movimiento del plano de proyeccibén segin AB solo
cambia el "aumento" pero no la distribucién. Asf , en lugar de tomar el plano tangente
pudo haberse tomado el plano ecuatorial NSEW como plano de proyeccién

Si giramos el circulo NSEW alrededor de si mismo vemos que todo circulo md -
xXimo se proyecta como un arco de circulo en el circulo de referencia. Si al semicirculo
WAB lo dividimos radialmente en 18 partes iguales segln 4ngulos de 100 obtendremos la
recta que representa a dicho circulo dividida en 18 partes cada una de las cuales equivale
a 100,

Los circulos menores también se proyectan como circulos pero su centro en la
proyeccién no coincide con el centro proyectado

II1.2. LA RED DE WULFF

Consideremos un globo en el cual se han trazado meridianos y paralelos (Fig.
IIT.4.) . Si se proyecta ahora esa distribucién de meridianos y paralelos sobre un plano
paralelo al eje NS, se obtiene la llamada red de Wulff que resulta de una utilidad en el

empleo prictico de la proyeccidn estereogrifica. La red de Wulff se muestra en la figura
II1.5. Sila proyeccién se hubiera hecho en un plano paraelo al plano ecuatorizl, normal al -
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Figura o1.1. FigUra ur.2.
Polos de los planos {100} ‘Angulos entre planos representados por sus
en el sistema cébico polos y por sus trazas sobre la esfera
Elements of X-Rays Diffraction,
Addison Wesley, Reading, Mass., 1959)

Plano de Proyeccion
Circulo de reierencias
N. esfera de referencia
(N O
c B _
~~~~~~ E
A' -7 1
\
\
_ )
Observador
Figura 1.3, Globo graduado con un-

La Proyeccidén estereogrifica
(Adaptada de B,D, Cullity, obra citada)

casquete transparente
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eje NS se habria obtenido la llamada red Polar que se muestra en la figura 1I1.6

En los apéndices del presente capitulo se dan indicaciones practicas para el uso
de la proyeccidn estereogrifica que serdn de utilidad en los ejercicios a
resolver en clase de trabajos practicos. Todo lo que el alumno pueda estudiar servird para
muy poco si no resuleve por si mismo esos ejercicios.

III 4. LA PROYECCION STANDARD

Se le da ese nombre a la proyeccion estereogrifica de planos cristalinos en la
que se utiliza uno de ellos, en general de indices >equefios, como plano de proyeccion.
Normalmente suelen elegirse (100), 110), (111). Estas proyecciones son sumamente tti-
les pues se tiene en un golpe de vista las orientaciones relativas de los planos de un cris-
tal

Para construir una proyeccién standard es necesario conocer los dngulos que
forman entre sf los planos a proyectar. Esos 4ngulos dependen como se ha visto en los
ejercicios, de los indices de los planos considerados y de las longitudes a,b,c de las
aristas de la celda asf como de los 4ngulos que forman entre ellas. O sea, en general,
una proyeccién standard vale para un cristal dado. Existen, sin embargo, casos particu-
lares que son los de mayor interés en los trabajos corrientes de metalurgia fisica, en los
que una proyeccidn standard vale para todos los cristales de un sistema. En efecto, se ha
demostrado en los ejercicios, que los dngulos que forman entre si dos planos cualquiera
de cristales cilibicos solo dependen de los indices de esos planos  Luego, es posible tener
una tabla de dngulos entre planos vilida para todos los cristales de ese sistema, con lo
cual en ese caso cada proyeccidén standard también tiene validez para todos los cristales
del sistema.

La figura II.7. muestra una proyeccién standard (001) del sistema ciibico. Otras
proyecciones mis completas pueden encontrarse en la guia de trabajos pricticos de Difrac-
cion de Rayos X.

II1.4 1. EL TRIANGULO FUNDAMENTAL

Consideremos la proyeccién standard de la figura III.7. Se puede contar en ella
24 tridngulos equivalentes en cuyos vértices se encuentran polos de las formas 100
110 y 111 . Cada uno de elios se denomina tridngulo fundamental.

s

En casos en que solo interesa representar la orientacién de una direccién en un
cristal eje de un cristal en forma de alambre, normal a una l4mina monocristalina, etc.)
no es necesario mostrar toda la proyeccion standard sino que basta marcar el polo corres -
pondiente a la direccién considerada en el tridngulo fundamental. Esta forma de indicar
las orientaciones no es sin embargo, completa. Representado un cristal por un polo corres-
pondiente a una dada direccidén en el tridngulo fundamental, nada se altera en la represen-
tacién si se rota el cristal alrededor de esa direccién.Pero ésto no tiene importancia cuan -
do sélo se tiene interés-en la direccién considerada. Por ejemplo: si se determina la re-
sistencia a la traccién €n una cierta direccién de un cristal, la medida no se altera si en
la disposicién del cristal se operan cambios que solo im‘pliquen rotaciones alrededor de la
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Figura II.7.

Proyecci6n standard (001) de un cristal cibico

. N
c /
« 20°
E »
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\ F
A B
w T 120° E
|
8
Figura IT.A .1,

La medida de 4ngulos entre polos solo debe hacerse cuando
se epcuentran sobre cfrculos miximos
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direccién considerada .

Tanto en ejercicios del presente curso como en otros cursos posteriores, el
estudiante tendréd oportunidad de familiarizarse con este tipo de representacién .

APENDICE DEL CAPITULO III

OPERACION PRACTICA CON LA PROYECCION ESTEREOGRAFICA
Y LA RED DE WULFF*

1. Medicién de dngulos entre dos planos de un cristal.

a) determinando la distancia entre los polos respectivos. Recordemos la figura
III.2. El dngulo  entre dos planos se miden sobre la esfera a lo largo del circulo maxi-
mo Jue une a los polos Py y Py correspondientes a esos planos. La medida puede hacerse
también en la proyeccidn pero teniendo bien presente que los polos deben encontrarse
sobre circulos maximos. Sean los pares de polos A,B: C,D: E, F: de la figura Il . A 1.
marcados en un papel transparente . ** Se superpone el papel a la red de Wulff y en el ca-
so considerado, la medida de los 4ngulos correspondientes a cada par de polos se hace
directamente contando el nimero de grados que los separa sobre cada circulo mdximo.

Si los polos no se encuentran sobre un circulo miximo se rota la proyeccion (o
la red de Wulff) hasta que se encuentren en un circulo maximo y se miden los dngulos como
en el caso anterior. La figura III.A.2. ilustra el procedimiento.

b) Determinando el dngulo entre las trazas de los planos sobre la esfera de re-
ferencia .

En la Figura II1.2. se ve que un plano puede representarse por sutraza sobre
la esfera de referencia. Esta traza es un circulo maximo y se proyecta como tal. El polo
del plano es la interseccién de su normal con la esfera; luego, ese polo debe encontrarse
a 900 de cualquier punto del circulo maximo que define la traza del plano.Dado el polo el
circulo maximo de su traza se encuentra en la proyeccidn, rotdndola de manera tal que el
polo caiga en el ecuador. A partir de alli se miden 900 en la forma ilustrada en la fi gura
II1.A .3. el meridiano que pase por el punto asi definido es la traza buscada.

* Todos los dibujos que ilustran el presente apéndice han sido tomados de B.D.Cullity,
Elements of X-Ray Diffraction, Reading, Mass .. 1959

** Es muy frecuente disponer de redes de Wulff impresas sobre papel transparente. En

este caso se usa un papel cualquiera para la proyeccién v se hacen las mediciones a tra-
vés del papel transparente sobre el cual estd impresa la red. '
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Figura III.A .2,

Si dos polos no estin sobre un circulo mdximo debe rotarse
1a proyeccién (o la red de Wulff) de manera que ambos estén
sobre uno de esos circulos. Recien entonces puede medirse
el dngulo entre ambos polos.
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Figura IIT.A.8.
Método para encontrar la traza de un plano dado el
polo correspondiente

Ar Ay
J
By
By
8 B
Figura III A .4, Figura III.A.5

Medida de 4ngulos entre planos utilizando sus

trazas en'la proyecoién
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Si se tienen dos polcs(Figura UI A 4 ) el dngulo entre los planos correspondientes puede
medirse también determinando ¢l dngulo de interseccién de los dos circulos méximcs de
las trazas. Se prefiere sin embargo por razones de precisién, medir los dngulos deter-
minando la distancia angular entre los polos

.2. Rotacidn de polos

En numerosos problemas es necesario rotar los polos alrededor de ejes orien-
tados en distintzs direcciones .

a. Rotacién alrededor de un eje normal al plano de proyeccién

Es la rotacién que hemos realizado alrededor del centro de la red de Wulff para colocar
dos polos sobre el mismo circulo m4ximo .

b. Rotacién alrededor de un eje contenido en ei plano de la proyeccién

Se nota primero el eje alrededor del centro de la red de Wulff hasta que coincida con el
eje NS y después se desylazan los polos sobre sus respectivos paralelos {(fneas de latitud)
el nmero de grados requeridos en la rotacién El procedimiento es simple pero puede
surgir una complicacién. Supongamos en efecto que los polos A1 y By (figuraIll A .5.)
dehan rotarse 600 alrededor del eje NS en la direccién WE. Aj se desplaza sobre su pa-
ralelo y va a dar a Ay, pero B luego de haberse desplazado 400 sobre su paralelo llega
al borde de la proyeccién; ios 200 restantes los recorre del otro lado de 1la proyeccion y
va a dar al punto B1 El punto By, producto de la rotacién de 600 de Bl aparece en el
lado positivo de la proyeccién diametralmente opuesto a B'y (ara visualizar esta opera-
cidn es aconsejable dibujar un globo con meridianos y paralelos en tres dimensiones y
estudiar la proyeccién enk forma descripta por la figura III 8 ).

c. Rotacién alrededor de un eje inclinado respecto del plano de la proyeccién

Esta rotacién se lleva a cabo componiendo una rotacién alrededor de un eje perpendicular
al plano de proyeccion y otra rotacién alrededor de un eje contenido en dicho plano. Es
importante notar que en cada rotacién _todos los polos presentes en la poryeccién deben
rotar.

Para ilustrar el procedimiento consideremos la figura Il 6 a, y supongamos que deba
rotarse Aj 400 alrededor de un eje cuyo polo es Bj en el sentido de giro de las agujas de
un reloj Primero llevamos B1 al ecuador mediante una rotacién alrededor de un eje nor-
mal a la proyeccién figura III 6 b); shora rotamos alrededor del eje NS los 489 necesa-
rios para llevar Bj al centro de la proveccion, By Al mismo tiempo que Bj fué a dar a
By, las rotaciones realizadas llevaron Ay a A, Ahora efectuamos la rotacién requerida
de 400 alrededor de Bo que se encuentra en ei centro de la proyeccién y Ao desplaza has-
ta Ag. Una vez cumplida la rotacion pedida debemos devoiver By a su posicién inicial By:
desplazamos 480 Bo por una rotacién airededor del eje NS en sentido contrario al efectua-
do anteriormente con lo que Bg fue a dar a By y Ag a Ag. La posicién final de los polos
A4y By se muestra en la figura I A 6 ¢ Durante su rotacién alrededor de B A, se
mueve sobre el circuto menor que se muesira en il 6 A ¢ Este circulo sir e jarge
estd centrado en « v no en B, que €s el centro provectado Para hailar C debe tern:rse
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Figura Ii1,A.6.
Rotacién de polos alrededor de un eje inclinado respecto del plano de proyeccién



en cuenta que todos los puntos del circulo deben encontrarse a igual distancia angular de
Bi. Con la red de Wulff entre Ay y B, y Ay y By, la cual, en ambos casos es de 769; po-
demos ubicar ahora un tercer punto D, también a 760 de B . Conociendo tres puntos de
un circulo, queda automdticamente determinado su centro C

3. Construccién de una proyeccién standard

Sea construir la proyeccién standard (001) para el sistema cibico que se mues-
tra en la figura III.7. A partir de la figura II1.1. se ubican facilmente los polos 100
Un esquema simple y la tabla de 4ngulos permiten ver inmediatamente que los planos de
la forma 110 se hallan a 450 de los 100 con lo que se ubican sin dificultades los polos
110 .

Para seguir adelante conviene recurrir 4 las relaciones entre planos de una
zona: En efecto, las normales a todos los planos de una zona son coplanares y se hallan
a 900 del eje de zona, asf todos los polos correspondientes a los planos de esa zona se
hallan sobre el mismo circulo miximo en la proyeccién y el eje de zona se encontrard a
900 de dicho circulo. Aplicando pues las relaciones que hemos demostrado en el primer
capitulo para planos y ejes.de una zona se halla que el plano (111) pertenece a las zonas |
cuyos ejes son 101 y 011 . El polo (111) debe encontrarse entonces-qn la inferseccién
de los circulos mdximos correspondientes a esas dos zonas: estos circulos son los defi-
nidos por (010), (101), (010); y 100), (011) y (100). La tabla de 4ngulos.da el valor 54,70
para el dngulo entre (111) y (010) 6 (100). Este valor puede verificarse con la red de '
Wulff sobre la proyeccién.

Si se quisiera construir la proyeccién (110) podria simplemente rotarse la
(100) 45° alrededor del eje NS con lo que (110) irfa a dar al centro de la proyeccién.

En la figura II1.7. puede notarse la simetrfa de rotacién de orden 4 alrededor
del centro de la proyeccién.El eje 100 que se encuentra en €l centro es, en efecto un
eje 4,

4. . Dado un polo en una proyeccién hallar los indices de Miller del plano que representa

Sea determinar los fndices del polo A, correspondiente a un plano del sistema
- clbico (figura III.A.7.). Pueden seguirse dos caminos:

a) si se dispone de umn buena proyeccién standard (con un nimero suficientemente grande
de polos) conviene tener la proyeccién con el nodo incéginita en la misma escala que la
standard. Por simple superposicién de ambas pueden identificarse los Indices de dicho

polo,

b) El polo A define una direccién en el espacio normal al plano (hkl) cuvos indices se
quieren encontrar. Sean p,q y r 1os cosenos directores de esa normal . Entonces, por
definicién de coseno director:

q=-—ci-=cos r=_d =cos
b/k

c/l

-_4d - cos

a/h
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siendo d el espaciado del plano (kl). O sea

58

=.t.l. %“:E 9.}2:5
k re 1 re 1

En el sistema cibico la normal a un plano tiene los mismos indiees que éste Dicho de
otra manera: los fndices de Miller del plano estdn entre si en la misma relacién que los
cosenos directores de su normal

h_p hep k-g
k q I r T

Midiendo pues los dngulos , , conla red de Wulf como se indica en la figura
I .A.7 se obtiene directamente los indices del plano correspondiente al polo A

—

Algunas aplicaciones de la proyeecidn estereogrifica de interds metalogrdfi-
co serdn analizadas mds adelante en el presente curso. Un catdlogo interesante de apli-
caciones se encuentra en el libro de Barret Massalski, The Structure of Metals, Mc
Graw Hill, New York 17€6 (3a. edicién), o en ias ediciones anteriores de la misma obra

A

0[0

0 a/; '

Figura I .A 7

Dado un polo en la proyeccién esterogrifica, enconirar
los indices del plano correspondiente
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IV, ESTRUCTURA ATOMICA DE LOS METALES

IV.1. LA ESTRUCTURA CRISTALINA DE LOS ELEMENTOS Y LA CLASIFICACION
PERIODICA

Como es bien sabido, los elementos se ordenan en la tabla periédica formando
grupos verticales y periodos horizontales. En la tabla IV.1 puede verse que existe
una regularidad en la distribucién de estructuras cristalinas: elementos del mismo gru
po tienden a tener la misma estructura a temperatura ambiente Por ejemplo los elemen-
tos alcalinos (grupo IA) cristalizan todos como bec; los elementos de los grupos 1A y1IB
son hep; los del grupo IB fce

Los elementos del lado izquierdo de la tabla periddica son los tipicamente metdli-
cos* y tienen estructura cristalina muy simple Los del lado derecho son los llamados
no metales o metaloides: algunos son gases o liquidos & temperatura ambiente pero en
general poseen una estructura cristalina compleja Los elementos intermedios son los
llamados de transicién y las tierras raras ; ellos tienen caracteristicas esencialmente
metdlicas .

Las relaciones entre la estructurza cristalina de un elemento y la posicién que él
ocupa en la tabla perédica se interpreta en términos de la estructura electronica de los
dtomos. En base a esta estructura se han considerado diversas formas en las cuales los
dtomos de los distintos elementos pueden reunirse entre sf, preveyéndose las principa-
les caracteristicas estructurales de los sélidos que se originan. Asi, los distintos séli-
dos cristalinos han podido clasificarse en base al tipo de unién que liga a los d4tomos que
lo componen. La clasificacién, sin embargo, es fundamentalmente empirica y se estd
lejos de un entendimiento acabado de las relaciones entre la estructura cristalina de un
s6lido y las caracteristicas electrénicas de los 4tomos que lo componen .

IV. 2. DISTINTOS TIPOS DE UNIONES INTERATOMICAS

Queremos analizar someramente ahora ia clasificacién a que hicimos referencia
en el parrafo anterior. Debemos decir enseguida que como ocurre con toda clasificacion,
la que queremos hacer con los distintos sélidos en base al tipo de enlace atémico, es
arbitraria. En general, en un dado sélido existen simultdneamente varios tipos de enla-
ce. Sin embargo, hay cuerpos s6lidos muy tipicos cuyas uniones interatémicas tienen
caracteristicas bien definidas y convienen a los fines prdcticos hacer la clasificacién en
base a ellos. |

1, Cristales i6nicos: los sdlidos mis representativos de este tipo son los
alcalinos (CINa, CIK, FLi, .) . Los dtomos alcalinos pierden ficilmente su Gnico elec-
trén de valencia; con igual facilidad, los 4tomos de halégenos ganan un electrén Asi,

- ] S 7 T T . (L2 S e T . o Y P it S ik e e L e M P i s e

* Utilizamos el término ""metélico" en el sentido cidsico, entendiéndose que ese carac -
ter lo tiene un cuerpo dictil, opaco, que conduce bien la electricidad y el calor Esta
idea de elemento metdlico no es una defimicién rigurosa pero basta para los fines de
este curso.
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los primeros constituyen iones positivos y los segundos iones negativos Cuando los iones
positivos y negativos constituyen un cristal, entre ellos se ejercen fuerzas electrostdticas
del tipo coulombiano, origindndose entonces una distribucién de iones que hace minima la
energia del sistema . Esta condicién se logra cuando cada i6n negativo se rodea de 6 posi-
tivos (o viceversa) dando origen a una estructura eléctricamente neutra con igual cantidad
de iones de ambos signos .

2. Cristales covalentes: El elemento de unién en este caso es un electrén que se
comparte entre 4tomos vecinos, es decir, estd simultineamente en la capa exterior de dos
dtomos adyacentes completando en conjunto una capa electrénica andloga a la del gas iner
te méds préximo en la tabla periédica. Todo el cristal se comporta entonces como una gran
molécula; obteniéndose asi sélidos estables, muy duros y con alto punto de fusién. Un
ejemplo tibico es el diamante: entre 4 4tomos vecinos se comparten 4 electrones de valen-
cia los que completan, en conjunto, una capa exterior de 8 electrones, andloga a la del
neén.

3. Cristales moleculares: Los cristales orgdnicos son un ejemplo representativo de
este tipo. Los 4tomos se unen entre si para formar moléculas con un enlace covalente,
éstas, aunque electricamente neutras, poseen configuraciones electrénicas distorsioradas
cuyo centro de gravedad no coincide con el centro de gravedad de la carga positiva del con
junto de ndcleos positivos . De esta manera, las moléculas se comportan como dipolos
que ejercen entre si fuerzas llamadas de Van der Waals . Esas fuerzas son débiles y mu-
chos cuerpos orgdnicos @ltos polimeros ) dan origen a estructuras desordenadas . Por la
misma razén los cristales moleculares tienen muy bajo punto de fusién.

4, Cristales metdlicos: En un metal, los iones positivos se mantienen unidos por el
conjunto de todos los electrones de valencia que se comporta como un fluido cargado
negativamente, susceptible de moverse en todo el cristal. (gas de electrones, o gas de
Fermi). Esto explica la conductividad eléctrica de los metales

En realidad, el nGmero de dectrones de valencia en cada 4tomo metdlico es muy
pequeiio. No puede pensarse entonces que dos dtomos cualesquiera vecinos inmediatos fon
man iones positivos y negativos estables como en los cristales i6nicos, ni enlaces cova-
lentes. El gas de electrones de valencia '"bafa' a todos los 4tomos por igual y debe consi-
derarse como perteneciente a la red cristalima toda v no a un 4tomo o a un pequefio conjun-
to de dtomos particular

No forma parte de ios objetivos de este curso hacer un anflisis mds detallado de ios
distintos tipos de enlace. Por otra parte, las caracteristicas electrdnicas de los metales
serdn analizadas en un curso posterior. Nosotros nos limitaremos & analizar aqui las ca
racteristicas geométricas mds importantes de l&s principales estructuras metdlicas .
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IV.3 LA ESTRUCTURA ATOMICA DE LOS METALES Y SU REPRESENTACION POR
MODELOS DE ESFERAS RIGIDAS

Dado las caracteristicas particdires de la unién entre 4tomos en un cristal met4dli-
co (gas de electrones que bafia a los iones positivos), el enlace entre ellos no es direccio-
nal sino que cada dtomo tiende a enlazarse con sus vecinos en cualquier direccién* tratan-
do de alcanzar distribuciones muy compactas  Estas distribuciones estin caracterizadas
porque el nGmero de vecinos inmediatos que rodea a cada dtomo (lo que se denomina co -
rrientemente nlimero de coordinicién) es considerablemente grande.

En virtud de esa caracteristica no direccional del enlace metdlico resulta sumamen-
te dtil representar a las estructuras metilicas como un empaguetamiento compzcto de es-
feras rigidas, impenetrables entre si Consideremos una capa de esferas rigidas en con-
tacto como se :ilustra en la figura IV 1la Tenemos allf una estructura periédica como
las que hemos analizado en el capitulo I, en la cual cada esfera tiene 6 otras esferas como
vecinas inmediatas. Esta estructura peridédica sigue un esquema reticular cuya celda ha
sido marcada en lineas de puntos

Cada celda contiene dos tipos de espacios vacios o intersticios que hemos indicado
con las letras B y C en la figura IV 1 b; los dos tipos intersticios son triangulares pero
difieren en la orientacion: e] tipo B tiene la base abajo y un vértice arriba, mientras que
el tipo C tiene la disposicién contraria. De acuerdo a lo establecido en el capitulo I, es
posible también elegir el origen de la celda en los intersticios Resuita asi evidente que
todos los intersticios del mismo tipo estén relacionados entre si por traslaciones enteras
idénticas a las que relacionan entre si a las esferas Quiere decir que si ias esferas se
trasladaran en el plano ocupando los sitios B 6 C, se tendria también una distribucion com-
pacta descripta por las traslaciones de 1a misma red

Una estructura compacta en tres dimensiones puede construirse apilando capas de
esferas como las que hemos considerado cada una de las cuales es compacta y puede des
cribirse por el mismo sistema reticuiar. Las formas en gue las capas de esferas pueden
apilarse para dar lugar a una estructura compacta son infinitas Sea en efecto una capa A |
como la indicada en la figura IV 1.a Sobre ella podemos apilar otra capa compacta ubican -~
do las esferas sea sobre los intersticios B 6 C Supongamos que sea B como se muestra
en la figura IV.2; si sobre ésta se apila una nueva capa, ella puede ser A 6 C; y asi siguien-
do

Eligiendo al azar la ubicacién de cada capa que se apila podrian construirse infinitas
estructuras compactas . Afortunadamente solo dos son las formas de apilamiento gue ge en-
cuentran frecuentemente. una presenta la secuencia ABABAB.. , lo cual conduce a una
estructura tipo Ag; otra sigue la secuencia ABCABC ., 1o que origina una estructura ti-
po A1~ Ambos tipos de apilamientos estin ilustrados en la figura IV.3 En las dos estruc-
turas cada esfera estd rodeada por otras 12 esferas

———— — i, . S > T e o} o i et o e PO Sl e e e . o 0

"Esta caracteristica explica la ductilidad de 1os metales: si una distribucién atémica del
tipo metilico se deforma, cada 4tomo forma inmediatamente nuevos enlaces gue son tan
fuertes como en la primitiva distribucion y, asi un metal puede soportar deformaciones
considerables sin fracturarse '
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Figura IV.1.

(Extraida de L.Azaroff, J.J. Brophy, Electronic processes in Materials,
McGraw Hill, New York, 1963)

Figura IV.2,

(Extrafda de L.Azaroff, J.J.Brophy, obra citada)
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Estructura hexagoﬁal compacta generzda por el apilamiento de capas
compzctas de esferas segtn la secuencia ABABAB, . . Exn el dibujo de
la cerechs se hz representado la celda exzgonzl con el radio de las
esferss reducido para mayor claridzd.

A A

Apilamiento de capas compactas de acuerdo a la secuencia ABCABC

Figurs Tv | 3

Apilamiento de Cipas compactas

f Aduptada de L.Azaroff,r.J, Brophkv ohra citida )

S ge ICrms una capa con esferas de radio  distrituidas de manera tzl gue 1z

Cistin s entre esigr,s VEeCcinas sex 2 = (4/3)r v sorre esa C2p2 se apilan capzs idén~

ticas .o i-do stempre las esferzs de Iz C=p2 f.Jpenior sobre 1os huecos del
{07 e vk

4 ¢apa infe-
1107 2e “hitlene ( Hgurs IV, 4) unz estructuw; tipo Ay '
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Figura IV.4
Estructura bee (tipo A,) generada al
apilar capas ao compactas,

IV.5. ESTRUCTURAS METALICAS MAS COMUNES

IV,5.1, ESTRUCTURAS TIPO A, (6 fecc)

Hemos representado nuevamente a esta estructura en la fig. IV.5. donde puede

observarse otra vista del empaquetamiento de esferas. Ella se describe por el grupo
espacial F m3m.

Los dtomos estdn ubicados en los nodos de la red de Bravais fce, siendo sus
coordenadas (000), (430), (403), (03}) .

Figura IV.5,

Estructura fee (tipc Aq) generada por apilamiento compactc se-

gln los planss (111) de acuerdo a ia secueacia ABCABC... Enla
figura de la izquierda se ha representado la estructura tipo Ay
habiendo reducido el tamafio de las esferas para poner de mani-
fiesto la simetria cibica.

(Extraida de A. Taylor,X Ray Metaliography, Wilaey,New York, 1961)
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En la clase de problemas se demostrari como ejercicio que la distancia entre ve -
cinos inmediatos es a\’f: siendo a, la arista de la celda y que los 4tomos, supuestos
esféricos ocupan el 74%2 del volumen de 12 misma Se demostrard también que los planos
més compactos segin los cuales se lleva a cabo el apilamiento ABCABC. . son los (111)
y que las direcciones m4s compactas son las (llo)h

Pueden definirse 4 planos diagonales(lll )y 12 direcciones -[111:] segin las diagona -
“les de las caras del cubo. En estas condiciones, la estructura Aj, con sus 4 planos y
12 direcciones compactas es lz distribucién de mayor compacidad y simetria entre todas
las estructuras cristalinas.

Pese a que en la estructura fcc se aprovecha al maximo el espacio con la distribu-
ci6n de los 4tomos quedan, entre éstos, intersticios que pueden dar cabida a 4tomos
* més pequefios. Para estudiar estos intersticios resulta de gran utilidad el modelo de es-
feras rigidas

En una estructura como la que estamos considerando el intersticio que se indica
en la figura IV.s ., tiene directamente arriba una esfera. Por lo tanto, él estd rodeado
por 4 esferas que se distribuyen en los vértices de un tetraedro; por esta razén a un in-
tersticio de ese tipo se le llama tetraedral

Considerema ahora (figurs IV .7.) un intersticio como el anterior, pero orientado
en sentido contrario: base hacia abajo y vértice hacia arriba. Al aplicar otra capa de es-
feras, sobre ese intersticio se dispone otro orientado en sentido contrario (vértice hacia
abajo, base hacia arriba). Se tiene asi un intersticio rodeado por 6 esferas dispuestas en
los vértices de un octaedro. Este tipo de intersticio se llamz octaedral.

La figura IV.35.a muestra la disposicién de esferas alrededor de un intersticio
tetraedral mientras que la figura IV.8.b. indica la disposicién del tetraedro dentro de la
celda clbica y un esquema que ser4 de utilidad en ics ejercicios para calcular el radiode
una esfera que puede tener cabida en uno de esos intersticios En la figura IV. 9 .-se han
representado a los 4tomos por esferas pequeiias de manera que queden en evidencia la
posicién de los intersticios tetraedrales en la celda indicando las dimensiones de los mis-
mos en funcién de la arista a, de dicha celda

En la figura IV.i¢ a se muestra la disposicién de esferas alrededor de un inters -
ticio octaedral, indicando en la figura IV.3 .b. un corte que serd de utilidad en el cdlcu-
lo a realizar como ejercicio del didmetro miximo de una esfera que cabe en ese intersti-
cio. Enla figura IV .7, se ha reducido el tamafio de las esferas para mostrar la ubica -
cién de los intersticios octaedrales, indicindose la longitud de sus lados.

El resultado de 1os cdlculos a hacer en los ejercicios muestra que si se apilan es~
feras de radio r, en el intersticio tetraedral tiene cabida como m4ximo una esfera cuyo
radio es 0,225 r mientras que en el intersticio octaedral cabe una ésfera cuyo radio mé4-
ximoes 0,414 r. ‘

_ Es importante notar que si bien es posible obtener infinitas estructuras compactag -
variando las secuencias de apilamiento ,wolo eriston en esas estrictaras los dos tipos de
Intersticios estudiade. (-leravrs stocnierde qoe Los $formen son esfbrices).




A
&

Figura'lV.s: Figura IV.7.

Extrafdas de L,Azaroff, J.J.Brophy, obra citada

Figura IV .x.

Intersticio tetraedral en una estructura Al

a) disposicién de ésferas alrededor de un intersticio

b) ubicacién del tetraedro dentro de la celda ciibica

c) esquema que facilita el cdleulo del didmetro méximo
de una esfera que puede caber en el intersticio {2 uti-
lHzar <n 1o ~lase de problsmas)

(Adaptada de L. Azaroff, J.J.Bophy, obra citads )

¢ 4tomos
o intersticios

Figura IV.y .
Ubicacién de intersticios tetraedrales en la celda fcc.
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Figura IV.1C,
a) Distribucién de esferas alrededor de un intersticio octaedral
b) Esquema para facilitar el cdlculo del didmetro de la esfera mds
grande que cabe en ese intersticio

(tomado de L, Azaroff, J.J. Bophy, obra citada )

O 4tomos
o intersticios

Figura IV.11.

Disposicién de los intersticios octaedrales en la celda fcc

(Adaptada de Barret Massalski, obra citada)
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IV.5.2. ESTRUCTURA TIPO Ag (hep)

Esta estructura difiere de la A; en la manera de apilar distintas capas compactas.
Como se ha mostrado ya en la figura IV.3. el empaquetamiento de las dos primeras ca-
pas es andlogo al de la estructura A, . La tercera capa se apila, en cambio, de manera
tal que las esferas estén justo sobre las que corresponden a la capa A.

De esta manera se obtiene una estructura con dos 4tomos por celda cuyas coorde -
nadas son: (000) y (1 2 3), la cual puede describirse por el grupo espacial P6/mmc.
En esta estructura 1os 4tomos no ocupan los nodos de una red de Bravais; la celda es
primitiva pero contiene un motivo cuyo centro de simetria se halla entre los dos d4tomos
que lo componen. En las Tablas Internacionales esta estructura se halla catalogada to-
mando el origen en el centro de simetria con lo que las coordenadas de ambos 4tomos re-
sultan 121 y 211 .

334 334

Como en la estructura A;, el nlimero de coordinacién es 12 y los planos mis com-
pactos son los (0001) que son idénticos a los (111) de la mencionada estructura. Sin em-
bargo en la estructura Ag solo existe un conjunto de planos compactos contra los 4 con-
juntos de la Ay . Las direcciones mds compactas son las L11§O] , baralelas a los planos
{1010} que constituyen las caras del prisma elemental. (figura IV.12).

En un apilamiento tipo Ag de esferas, la relaci6n dxica c/a vale 1.633. La figura
IV.13. facilita el cédlculo de ese valor que se hard en las clases de problemas. Sin em-~
bargo, en las estructuras hep reales de los elementos se encuentran apartamientos mas
0 menos pronunciados de ese valor como puede verse en los ejemplos de la Tabla IV.2.

TABLA IV.2

Elemento c/a
Be 1, 5847
Ti 1,5873
Zr 1,5893
Mg 1,6235
Zn 1,8556
cd 1,8859
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-{100) ~{210] -(110)
Figura IV .12,

Planos y direcciones en el sistema hexagonal
(Adaptado de Barret-Massalski, obra citada)

Figura IV.13.
Dibujo auxiliar para calcular la relacién c¢/a en un apilamiento hep de esferas
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Para la relacién axial ideal (1,633) se calcula ficilmente que las esferas ocupan el
74% del espacio como en las estructuras fcc.

Ya hemos indicado que en el empaquetamiento compacto de esferas los intersticios
no dependen de la forma particular de apilamiento por lo que en las estructuras Ag exis-
ten intersticios de idéntico tipo y dimensiones que en las Ag. La figura IV.14. muestra
la ubicacién de los intersticios octaedrales y tetraedrales en la celda hcp.

IV.5.3. ESTRUCTURA TIPO A2 (bce)

Esta estructura ya ha sido ilustrada. Cada 4tomo en la celda ocupa un nodo de la
red de Bravais bee, por lo que sus coordenados son (000) y ( 311) y 1a estructura se des-

cribe por el grupo espacial Il m3m.

La estructura A_ no es tan compacta como b A, ola Ag. En ella los dtomos esféri-
cos ocupan el 68% del espacio contra el 74% en las otras dos. Los planos mids compactos
son los }110} , de los cuales existen 6 conjuntos. Existen sin embargo, otros planos como
los{112¢y 1232 que tienen una compacidad parecida a los mids compactos 110} . Por esta
razon, en este tipo de estructura existe una tendencia al deslizamiento por deformacidn
pldstica que se manifiesta alternativamente en las tres formas de planos. (Recordemos
lo sefialado en el capitulo I, que el deslizamiento en los cristales del tipo A se produce
preferencialmente sobre los planos {111} ). La direccién de deslizamiento es mucho mis
marcada: éste se produce segin las direcciones mds compactas{111) .

Pese a que, como se ha indicado, la estructura bec es menos compacta que la fcc
y la hep, los intersticios que en ellas se encuentran son méis pequefios que en las otras dos
estructuras.

Los intersticios octaedrales se hallan en el centro de un octaedro distorsionado cuyo
plano medio es una cara comin a dos celdas adyacentes (figura IV.15.a.). Los intersticios
tetraedrales (figura IV.15.b.) se encuentran en el centro de un tetraedro distorisionado
definido por dos 4tome de los vértices y dos 4tomos de los centros de dos celdas adya-
centes.

‘
En la figura IV .15 se dan las dimensiones de los intersticios. Es notable como ello
son mds pequefios que los correspondientes a las estructuras Ay y A3yque ,en contrapesi-

cién a esas estructuras, el sitio octaedral es mas pequefio que el tetraedral.

La figura IV.16. se muestra la posicién de ambos tipos de intersticios en la celda
bee.
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Figura 1V .14,

Intersticios octaedrales y tetraedrales en la estructura Ag -cuya relacién
4xica c/a = 1,633 ( Adaptado de Barret - Massalski, obra citada )
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Figura IV.,15.
Intersticios en la estructura A2

a) Intersticio octaedral. Si las esferas tienen radio r, el intersticio
puede dar cabida a una esfera de radio 0,154 r.

b) Intersticio tetraedral: puede dar cabida a una esfera de radio 0,219 r
( Extraido de L.Azaroff, obra citada)

F--0--

o
--\:-I
1
1
a2

g

O -

O dtomos O dtomos

O intersticios octaedrales © intersticios tetraedrales

Figura IV.1¢.
(Extralda de Barret-Massalski, obra citada)

-8) -



IV.6. FALLAS DE APILAMIENTO

Hasta ahora hemos visto que las estructuras compactas pueden considerarse cons-
tituidas por el apilamiento de capas atémicas en distintas secuencias. La sola condicién
de compacidad es que dos capas sucesivas no sean iguales: sobre una capa A debe encon-
trarse una capa B 6 C pero no otra capa A y la secuencia de apilamiento estd definida por
la estructura cristalina: si ésta es A1l secuencia serd ABCABC... ysi es Ag ABAB. ..
Es muy frecuente encontrar, sin embargo, alteraciones en la regularidad de las secuen -
cias que se denominan fallas de apilamiento.

Las fallas de apilamiento pueden ser de distinto tipo. Si la falla consiste en la re-
mocién de una capa en la secuencia, se dice que es intrinseca (por ejemplo: ABC/BCABC
en el lugar marcado por la barra falta una capa A); si por el contrario, la falla consiste
en la insercién de un plano extra, se dice que ella es extrinseca (ejemplo; ABC/CABCABC

-Un caso particular importante es cuando la falla de apilamiento divide al cristal en dos
porciones de orientacién diferente tales que, con respecto a dicha falla, una porcién del
cristal es la imagen especular de la otra porcién. En este caso se tiene una macla . *

Si las fuerzas interatémicas son tales que una estructura A_ es la que minimiza la
energia del sistema, la estructura Aq serd energéticamente casi %an favorable como la pri-
mera. En efecto, si se consideran las interacciones entre los 4tomos de dos capas veci-
nas inmediatas, no existe diferencia entre las dos estructuras pues las dos se inician con
la misma secuencia AB. Ellas difieren enh segunda capa de vecinos que serd A en Agy
Cen A;. En consecuencia, las estructuras Ay y Ag difieren en la interaccién de los se -
gundos vecinos, que es muy pequefia. Por lo tanto la diferencia de energia entre ellas
serd pequefia también. Por esta razdn es muy frecuente encontrar fallas de apilamiento
en las estructuras compactas.

La importancia de este tipo de fallas en metalurgia fisica deriva del hecho que ellas
se crean en los metales por deformacién pldstica. Supongamos por ejemplo un cristal fcc
sometido a deformaciones tales que provoquen deslizamiento; ya sabemos que éste se
producird preferencialmente sobre los planos {111& y segin las direcciones (11 0>. La fi~-
gura IV.17. muestra el plano (111) de un cristal fcc. Un deslizamiento sobre dicho plano
en la direccién [i'lO] diagonal de la cara inferiar del cubo) deberfa llevar a los 4tomos de

2 capa inmediatamente superior de un sitio B a otro sitio B mediante un desplazamiento
b= %a[ilO] , donde hemos designado por £ a 110] , a la mitad de 1a longitud de la dia-
gonal en la celda cubica. Asi, una capa B mediante el deslizamiento representado por el
vector b seguiria siendo una capa B. Sin embargo, el deslizamiento no se produace ''en
linea recta' segin b sino que resulta energéticamente mds favorable un deslizamiento "en
zig-zag': los 4tomos en posicién B pasan a las posiciones C por el desplazamiento By .
Asi, la capa B ha pasado a ser una capa C yla capa que sigue inmediatamente que era C,
al tener ubicado sus dtomos en los intersticios de la nueva capa C x-B) pasa a ser una

capa A (figura IV.17). Hemos pasado asi de su apilamiento que seguia la secuencia
ABCABCABC...a otro apilamiento segin la secuencia ABCACABC: se ha removido pues
una capa B, es decir hemos introducido una falla de apilamiento intrinseca.

* Como veremos enseguida, la macla puede afectar a muchos planos cristalinos y no
solo a uno, por lo que 1a falla de apilamiento en este caso seria una macla de espesor
minimo.
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Solo se indican los 4tomos del plano (111)
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Figura IV.15.

(adaptada de J.E.D ics i
orn, Energelics 18 piglocation Mechanics, UCRL, 10455
’ L d
Berkeley, 1963)



Si se¢ produce ahora un deslizamiento ulterior, éste se hace segﬁn% La capa C pasa
a ser nuevamente una capa B es decir, la falla se ha aniquilado y la secuencia es nueva-
mente ABCABCABC... (ver figura IV 17,).

Los vectores b se calculardn en la clase de problemas. Para ese cdlculo re-
sultari util la flgura]I % En ella se ha representado, como en IV.17. el plano (111)
solo que se ha reducido el didmetro de los 4tomos para facilitar la visualizacién de los
vectores b1 y b2

V7. MACLAS

Dos cristaies cualesquiera se dice que constituyen una macla si, formando parte del
mismo cuerpo, ellos estdn ligados por relaciones de orientacion bien definidas a través de
ciertos elementos de simetria

Si la orientacion de uno de ios dos cristales puede deducirse de la orientacidn del otro
mediante 1a reflexion en un plano, se tiene una macla de reflexion., Evidentemente este pla
no debe corresponder al mismo plano reficular en los dos cristales sin embargo, debe tener -
Se en cuenta que no se trata de un plano de simetria como los que hemos estudiado en el ca
pitulo II que divide especularmente al mismo cristal. Si las dos orientaciones de los crista
les que corresponden la macla estdn relacionadas entre si por rotaciones de orden 2,3,4y 6
se tiene una macla de rotacién. El eje de rotacién puede encontrarse en el plano comfn a
ambos cristales (plano de composicién) o normal a €l y no tiene porqué ser un elemento de
simetria de cada uno de ellcs individualmente .

En estructuras no centrosimétricas, puede existir un centro de simetria que ligue a
ambas partes de la macla,

La figura IV.19 indica dos ejemplos esquemaiticos de macla: uno cuando el elemento
de simetria que relaciona a las dos orientaciones es un plano y otro cuando ese elemento
es una rotacién de 1809

Las maclas de dos o méis cristales se encuentra frecuentemente en la naturaleza .Den-
tro de la metalurgia fisica, evidentemente las maclas de mayor interés son aquellas que se
presert an en las estructuras tipo Ay, Agy A3, las cuales pueden clasificarse en dos tipos:

1) MACLAS DE RECRISTALIZACION: se presentan en metales y aleaciones que cristalizan
sobre una red fcc, después que ellos han sido deformados y sometidos a un tratamiento
de recristalizacion z altns temperaturss

2) MACLAS DE DEFORM3C1IUS L onsisten €2 uha forns portivwlar de des’ ivamiento de

planos aztdémicos provocadcs por la deformacicn pldsiuica en metaies hep y hec.
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IV.7.1. MACLAS DE RECRISTALIZACION

La figura IV .20. muestra esqueméticamente c6mo se ve una macla en el microsco-
pio metalogrédfico. Las porciones Cy y C_ del cristal tienen exactamente la misma orien
tacién mientras M es una macla respecto
de esas dos partes que la rodean y se lla-
ma banda de macla. La relacion de orien-
taciones entre C; y M (0o My C9) es una
rotacién de 1800 alrededor de un eje de la
forma 111 por lo que estamos en presen-
cia de una macla de rotaciéon. La gran si-
metria de esta estructura hace que la re -
lacidén de orientacién sea también una ro -
tacién de 600 alrededor de dicho €je, o bien
una reflexién sobre un plano de la forma

111 , con lo cual la macla considerada
seria también de reflexidn respecto de los
planos 111 *

Figura IV .20

En la figura IV.21 .a. se muestra la ubicacién del plano ( 110) en 1a celda fcc, el
cual se corta a 900 con el (111) segin el eje [115] . La direccién [111] normal al plano
de igual Indices se encuentra cortenida en el plano (@110). El aspecto de este plano se in-
dica en la figura IV.24.b.

Consideremos ahora la figura IV 22. en la que el plano del dibujo es el (110) (los
circulos indican los 4tomos de ese plano y los puntos negros los 4tomos pertenecientes
a ptros planos). Se ve alli que el plano de macla es el {111) y se ha marcado con lineas
punteadas los puntos ""reflejados’ en ese plano

El origen de esta macla ha side un cambio en la direccién de crecimiento del cristal.
Supongamos que éste crece segln un frente de recristalizacién paralelo a los planos (111)
que avanza en la direcciénr_lllj normal a dichos planos. Segiin‘esos planos el cristal cre-
ce por apilamiento de capas atémicas de acuerdo a la secuencia ABCABC. ..

Si esta secuencia se altera, por ejemplo porque una capa A no se ha depositado:ABCABC/B. ..
tendremos una falla de apilamiento. Hora, a partir de esa falla el cristal puede seguir
creciendo con una misma secuencia tal que cada tres capas se repite la primera (ABCA. ..,
BCABCA .. , etc.) con lo cual la forma de apilamiento sigue siempre en la secuencia

propia de la estructura fcc pero con distinta orientacién. Si ulteriormente, se produce

una nueva falla en la secuencia, volveremos a la secuencia y orientacién. iniciales. Se ha
constituido asi una banda de macla que‘puede representarse por el esqugma:

* maclas que son simultdneamente de reflexidén y rotacién suelen llamarse de tipo
compuesto .
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Figura IV 21 .

L planos (110) y (111) en la celda fee y b) aspecto del plano
(110} los tomos A y B son los que se han indicado en las caras del cubo.

a) Ubicacién de los
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Figura IV.22

Plano (110) de un cristal fec indicando una banda de macla cuyo
plano es el (111)
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ABCABC BAC ABCABC

cristal original banda de macla misma secuencia que en el cristal
original

Puede verse en ese esquema que las capas C marcadas se comportan como un planc
de reflexién respecto de las secuencias que tiene a ambos lados. Sila banda de macla se
redujera a una soia capa atémica, tendrizmos uno de los tipos de falla de apilamientc a
que nos referimos en el parrafo anterior. Resulta claro ahora porqué hemos seBalado que
ese tipo de falla es una macla de espesor minimo.

IV.7.2. MACLAS DE DEFCRYAC.ON

La formacién de este tipo de m=2cias constituye un mecanismo importante dentro de
los procesns de deformacién plistics de metales y un andlisis estd fuera de los objetivos
de este cursc, nos iimitaremes por io tanto & mencionar algunos elementos cristalogra -
ficos imnportantes. .

Pricticamente €l Grico ejemplo de macla de deformacién en cristales bce es el ok~
servado en el Fe -¥ {0 ex Iz ferrita que de €l deriva) deformado por impacto a tempera=
tura ambiente o por deformacién lenta = bajas temperaturas, en donde las bandas de ma -
cla son muy estrechas {baadas de Newinan). El plano de macla es el (112) y la direccidn
de deslizamiento la{i11 } . En cristsies cibicos las maclas segfin planosillz}yillll} pro-
ducen las mismas relaciones de orientzcidn, pero varfan las distancias interaiémicas.
Los cristales fcc se macian preferencialmente a través de los planos }klll}y los bec a
través de los planos s*llZ?pC‘rque ias viriaciones de distancias interatémicas son tales
que esie preceso sea energetic smenie mds favorable respecto de unos u otros planos se -
gin la estructura

En los metales hep nora:-lmernte el plano de macla es el (1032) v la direcci6n del
deslizamiento suele ser ia[211] pars metales con S £ 4 3 (Be, Ti, Mg) ¥ la[Zﬁ]
para aquellos metales con & '7@3 “Zn,Cd). a

=9

En clase de >roblemzs se hari la representacidn de maclas en la proyeccioén estereo-
grifica.
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V. ESTRUCTURA ATOMICA DE ALGUNAS ALEACIONES

En varias materias de este Curso Panamericano se han analizado ya, o se analiza-
rdn en un futuro inmediato, distintos tipos de aleaciones y las transformaciones que en
ellas pueden llevarse a cabo . -

Nosotros queremos limitarnos aqui al andlisis cristalografico de algunes casos
particulares simples, a titulo de aplicacién de los conocimientos vertidos en los capitu-
los precedentes .

V.1. SOLUCIONES SOLIDAS INTERSTICIALES

Se origina cuando dtomos soluto se introducen en los intersticios de la estructura
del metal solvente.

Un ejemplo tipico de solucién sdlida intersticial es la austenita:los 4tomos de car-
borio estin ubicados en los intersticios de la estructurs A1 del Fe 3) .

Ya hemos visto en el capitulo IV. que los intersticios tetraedrales y octaedrales
de la estructura A, supuesta constituida por dtomos esféricos de radio T, pueden dar
cabida a 4tomos cuyos radios miximos sean 0,225 r y 0,44 r respectivamente. Supo-
niendo que el FeY satisface al modelo de esferas rigidas y saboiendo que su parimetro
de red (longitud, a, de la arista de la celda ciibica) vale 3,65 A se halla fécilmente* que
los sitios tetraedrales pueden dar cabida a un 4tomo cuyo radio sea 0,28 A y los octae-
drales a un 4tomo cuyo radio sea 0,52 A,

TABLA V.1

Flemento H B C N O
radio f.témico 0,46 0,97 0,77 0,71 0,60
(A)

Puede verse en la tabla V.1. donde se dan los radios atémicos de algunos elemen-
tos, que los 4t omos de carbono podrdn acomodarse en los intersticios octaedrales del
Fe- Y provocando distorsiones considerables en la estructura. Es poco probable, por
otra parte, que esos dtomos tiendan a ocupar los intersticios tetraedrales.

[~]
En la estructura A, del Fe % , cuyo pardmetro de red es a=2,87 A, caberian dto-
mos de 0,36 & de radio en los intersticios tetraedrales y de 0,19 A en los octaedrales.

v e e ke T a8 S T A o o S o e T o

* El cdlculo se hard en clase de problemas donde se demostrard ademds que los 4tomos
de carbono en un acero austenitico, se ubican en posiciones intersticiales.
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Con estas cifras resulta evidente que seri més ficil la constitucién de una solucidn s6-
lida intersticial en la estructura Aj del Fe ¥ que en la Ag del Few . Pero contraria-
mente a lo que puede suponerse, en esta Gltima existen evidencias que los dtomos de
carbono no se ubican en los intersticios tetraedrales sino en los octaedrales que sor
mas pequefios. Esto se explica porque la insercién de un d4tomo de carbono en un sitio
tetraedral provocaria distorsiones que involucran a los cuatro dtomos de Fe vecinos de
ese sitio;la insercién de un sitio octaedral,por el contrario,solo provoca el desplaza-
miento de los dos Atomos vecinos inmediatos del sitio,con 1o que la red clbica pasa a
ser tetragonal. Sobre estas bases es posible explicar porqué cuando se templa rapida-
mente austenita no se obtiene la estructura As basada en la red bee del Fe «w mis los
carburos formados por el carbono que estaba disuelto sino la martensita basada en una
celda tetragonal I.

V.2.SOLUCIONES SOLIDAS SUSTITUCIONALES

Dados dos metales A y B se dice que ellos constituyen una solucién sélida sus-
titucional cuando un cierto nimero de atomos del soluto B reemplaza a dtomos del sol-
vente A en la red cristalina de este dltimo. En general,el volumen de los jtomos que
componen la solucién sélida son distintos por lo que el reemplazo de d4tomos del solven-
te por los del soluto provoca una variacién en las dimensiones de la celda del solvente.
La ley de Vegard establece que las dimensiones de la celda varian linealmente cosn la
concentracién de soluto. En realidad la validez experimental de esa ley es solo aproxi-
mada.

Los atomos de A y los de B pueden distribuirse en tres formas distintas*:

1)al azar; es decir,los 4tomos A y B se distribuyen indistintamente en los sitios at6-
micos previstos por el grupo espacial de la aleacién.

2)los 4tomos A y B se distribuyen de manera tal que cada 4tomo A tiende a rodearse
por atomos B como vecinos inmediatos.

3) los atomos de la misma naturaleza tienden a agruparse entre si.

En el caso 1) se dice que hay desorden total y practicamente no se presenta en
los sistemas de aleaciones conocidos;por el contrario,los casos 2) y 3) se hallan con
frecuencia; en el primero se dice que hay una tendencia al ordenamiento y en el segun-
do una tendencia a la segregacidn**,

* No tomaremos en cuenta las distorsiones locales originadas en las diferencias de
radio atémico. Ellas pueden llegar, sin embargo, a desempefiar un papel muy impor-
tante.

** Fenémenos de ordenzmiento se encuentran también en las soluciones sélidas inters-
ticiales, pero aqui nos limitaremos a las soluciones sélidas sustitucionales.
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Es importante notar que con este tipo de distribuciones atémicas todo cuan-
to dijimos acerca de la triple periodicidad y de la simetria ha dejado de ser vilido pues
puntos equivalentes pueden estar ocupados por idtomos diferentes. Lus consideraciones
de triple peridicidad y simetria nos permitian describir una estructurx limitindonos a
una celda, la que quedaba individualizada con pocos parimetros ( aristas y dngulos en
el peor de los casos ) . Pero en el caso de las soluciones sélidus, si quisiéramos ung
descripcién fiel de la estructura de las mismas necesitarfamos especificar la posicién
individual de cada uno de los dtomos en toda la solucién sélida. Es evidente que una
descripcién de ese tipo no puede hacerse y debemos Iimitarnos a una descripcién esta-
distica de tales estructurzs. Asi, si teremos ura solucién sélida completamente desor-
denada solo podremos decir que en las posiciones equivalentes de la estructura existe

un " dtomo promedio "', es decir, un itomo ficticio cuyas caracteristicas serin un pro-
medio de las caracteristicas de los .itomos que componen la solucién sélida con un fac-
tor de"peso ' que depende de 1a composicién.

Si las distribuciones atémicas locales en la solucién sélida se apartan de la
distribucién al azar la descripciéon de esas distribuciones se hacen en términos de los
llamados parimetros de orden de corto alcance. La defiricién de tales parimetro no es
Gnicas la que nosotros adoptaremos se justificari posteriormente. Sea 'i"l"n un vector de
la red ( para simplificar la nomenclarura hemos reemplazado a los tres enteros u, v,
w por el indice m ) y consideremos a todos los pares de ifomos separados por el vector
Tm »suponiendo que en el origen de dicho vector hay un dtomo B. En estis condiciones ,
definiremos al pardmetro de orden de corto alcance de Warren-Cowley 0¢,, ,por la re-
lacién :

B
®%n = 1 - —
Ca

BA
donde P, es Lz protabilidad de hallar un &tomo A en el extremo del vector r cuan-
do hay un dromo B en el origer . y C, es la concentraciér atémica del metzl A.,

Si 1a solucibn s6lida esti completamente desordenada, la probabilidad-de en-
contrar un 4tromo A en cualquier punto definido por la red cristalina es C, ;luego,en el
desorden totzl &, = 0 pira todo m salvo para m=0 en que vale 1 ( por hip6tesis en el
origen hay un 4tomo B ). Si la solucién s6lida tiende al ordenamiento existirdn,en gene-
ral,dominios en los que cads 4tomo tierde a rodearse por dtomos de naturaleza diferen-
te,separados entre si por otros dominios de solucién s6lidz en que hay desorden total.
En este caso, la probabilidad de encontrar ur 4tomo A vecino del 4tomo B tomado como
origen serg tal que pr}é >Cy ¥ (g serz negativo para todos los vectores rm co-
rrespondientes a la primera capa de vemuc» del origea. $1 el extremo del vector rm
cae en la segunda capus de vecinos dei 4tomo B fom.:dc como origen, la probabilidad de
encontrar un 4tomo A serd pg'lA LCh y 0( seri positivo. Puesto que los dominios
ordenados sor. pequenos § eqra,n se BRA rados por dominios en que la solucién sélida esta
desorderada,al aumentar t*m R tiende a C4 ¥ correspondientemerte O§n tiende a
cero.

Si 1a solucién s6lida tendiera a la segregacidén se constituirian dominios en
los que los dtomos B {6 A) tienden a agruparse. En este caso P, < Ca ¥ Xy, re-
sulta positivo.

_92_



En esquemas bidimensionales que se distribuirdn en la clase de problemas, el
_estudiante tendrd oportunidad de familiarizarse con los pardmetros de orden de corto
alcance. Por otra parte, en difraccién de rayos X se discutird la determinacién expe-
riment al de dichos parimetros.

V.2.1. ORDEN DE LARGO ALCANCE: SUPERESTRUCTURAS

Un caso particular muy importante es aquel en gque la tendencia al ordenamiento
es tan marcada que ella se manifiesta en todo el volumen de 1a solucién sdlida. As{ se
suceden los dtomos en la secuencia ABABAB. En este caso, para la prxmﬁga capa de
vecinos p ,,BA =1 yY_ =1- 1 ; para la segunda capa de vecinos p =0y

m
=1; asiy/ ,,, oscila alternadamen%e entre los valores (1 - Ta )ylen todo el volumen
del cristal. Se dice entonces que existe orden de largo alcance

Consideremos una solucién sélida completamente desordenada como la que se in-
dica en el esquema bidimensional de la figura V. {.: la celda se define con un 4tomo pro-
medio en sus vértices.En el esquema de la figura V.2. se han representado la misma
solucién sélida, pero esta vez ella, estd ordenada; se ve claramente que la celda puede
definirse ahora en la forma corriente (Atomos idénticos en puntos equivalentes). Sin
embargo, esta celda es mis grande que la celda correspondiente a la solucién sélida
desordenada. Este hecho ha conducido a que se de el nombre de superestructuras a las
soluciones sdlidas con orden de largo alcance.

V.2.1.1., ALGUNOS TIPOS COMUNES DE SUPERESTRUCTURAS

Numerosos son los sistemas de aleaciones que dar lugar a superestructuras, sin
embargo pricticamente todas ellas pueden clasificarse en unos pocos tipos basados en
las principales estructuras metdlicas Ay, Ag y Ag. Nos limitaremos acd a mencionar
los ejemplos mds conocidos.

1. Cug Au (designacién Strukturbericht L 19)

En el estado desordenado la estructura es del tipo Aj con un 4tomo promedio en
cada nodo de la red (figura V.3.a.), describiéndose por el grupo espacial Fm3m. En el
estado ordenado la estructura corresponde al grupo espacial Pm3m; es decir, ella estd
basada en la celda cdbica simple, alrededor de cuyos nodos se ha distribuido un motivo
compuesto por un 4tomo de oro en (000) y tres 4tomos de cobre en G30) (03%) v G03)
(figura V.3.b.)

Se puede ver sin dificultades en la figura V.3 que tanto en el estado ordenado como
en el desordenado de la celda es la misma salvo que en el primero es primitiva y en el
segundo es fcc.

El tipo de superestructura L 1, ha sido observado en alrededor de 60 sistemas.
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Figura V.1. Figura vV.2.
Modelo bidimensional de una solucién sélida B, Modelo bidimensional de una solueién sélida
AB completamente desordenada ordenada.

(Adaptadas de H.Lipson, Progr.Met. Phys. Vol. II, 1950)

Figura V.2,
Aleaci6n Cug Au
a) Completamente desordenada,estructura tipo A.
() Atomo promedio (75%Cu - 25%Au)
b) Superestructura tipo L1y (J)cu Qe

(Adaptada de Barret-Massalski, obra citada)

50% Cu, 50% Zn

Figura V.4
Aleacién CuZn
a) completamente desordenada (estructura tipo A,)
b) superestructura tipo Bg

(Adaptada de Barret-Massalski, obra citada)



Ademds del ya mencionado CugAu, son de ese tipo Ptq Sn, Al3 U, AIZr3, Fe Ni3, erc,

2.CuZno latén(% (designacibn strukturbericht B2)

En el estado desordenado la estructura es del tipo Ag. Al ordenarse la celda bece
pasa a ser cibica primitiva en la cual cada nodo tiene asociado un motivo de dos dtomos:
uno de cobre y otro de zinc (ver figura V.4.).

Este tipo de superestructura se halla muy frecuentemente. Ademés del latén
pueden citarse  AuCd, F -AlNi, /3-NiZn, etc.

3. Cu Au designacién strukturbericht L1,)

En el estado desordenado la estructura es del tipo A{. En el estado ordenado la
superestructura es tal que los planos (001) contienen alternadamente solo dtomos de co -
bre y solo 4tomos de oro. El resultado es una estructura tetragonal con relacién c/a=
0,93. Es decir la celda es ligeramente mds grande en la direccién {1 00] . El grupo es-
pacial es P4/mmm; los 4tomos de cobre ocuparon lag posiciones (000) (30) y los de

oro (033) y 03).
La estructura desordenada y la superestructura se ilustran en la figura V 5.

Como ejemplos de este tipo de superestructura pueden citarse (se sefiala en cada
caso la relacibn c¢/a entre Haréntesis): AgTi (0,993), @ -CdPt (0,914), AlTi (1, 020),
FePt (0,968), O - PdZn (0, 816),

4., Sistema Fe-Al

Las aleaciones FeAl dan lugar a dos superestructuras :FeAl y FegAl (designacidn
strukturbericht L2y y DOg respectivamente ). Ambas estdn basadas en la estructura Ag
del Fe- que es la estructura de las dos soluciones sélidas completamente desordenadas .
Al ordenarse, la aleacién FeAl tiene una estructura basada en una celda cébica simple,
alrededor de cuyos nos se distribuye un motivo de dos 4tomos uno de Fe en la posicién
(000) y atro en de Aluminio en la posicién (33%) (o viceversa). La solucién s6lida FegAl,
al ordenarse posee una estructura basada en una red fcc. Alrededor de cuyos nodos se
ha asociado un motivo compuesto por 1 4tomo de aluminio y 3 4&tomos de Fe, con lo cual
la celda fcc de la superestructura contiene 16 4tomos: 4 de aluminio y 12 de hierro. wer

figura V.6.).

En los trabajos pricticos de difraccion de rayos X se analizardn en detalle las
superestructuras aqui mencionadas.
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500 Au 50%Cu

a

Figura V 5.
Aleacién Cu Au
a) Completamente desordenada (estructura tipo Aq)

b) Superestructura tipo Llo

fati C

Figura V.§.
Aleacién Fe-Al
a) Completamente desordenada (structura tipo A2)
b) Superestructura FeAl (tipo L27)
c) Superestructura Fe3A1 tipo DO3)
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V.2.1.2. PARAMETRO DE ORDEN DE LARGO ALCANCE

Se comprende ficilmente que en general una solucién sélida aunque tienda a formar
una superestructura, nunca presenta un ordenamiento completo sino que presentard a-
partamientos mis o menos pronunciados de ese estado. Si esos apartamientos no son
muy grandes resulta adecuado especificar cuantitativamente el estado de orden mediante
el 1lamado pardmetro de orden de largo alcance (Bragg y Williams). Para definirlo con-
sideremos una solucién sélida de 4tomos A y B en proporciones relativas Ca vy Cp; dis
tingamos ahora los sitios atémicos en el cristal de la aleacién en dos tipos: ¥ y
tales que si ésta se encuentra ordenada, todos los sitiosY estdn ocupados por 4tomos A
y todos los sitios [5 por dtomos B. Si el ordenamiento no es completo, solo una fraccién
re del nimero total de sitios & estard ocupada por 4tomos A; correspondiente solo
una fraccién r del nimero total de sitios /:5 estard ocupada por 4tomos B. En estas
condiciones se define al pardmetro de orden de Bragg y Williams por la relacién:

r C r,- C
S= = - A = B B
1 - Cp 1 - CB
Si el orden es perfecto r; = I, = lyS=1
Si el desorden es total ry = Chps ? = Cgys=0

El pardmetro S define asi el estado de orden de una aleacién, globalmente, en
todo su volumen. Por lo que la descripcién que de dicho pardmetro resulta es mucho me-
nos detallada que con los pardmetros de orden de corto alcance.AsT por ejemplo en un
estado para el cual S=0 pueden existir numerosas configuraciones atémicas con pardme-

tros &, #0 .
En los trabajos précticos de difraccion de rayos X se hard la determinacién expe-
rimental de un pardmetro de orden de largo alcance en la aleacién CugAu.

V.2.1.3. DOMINIOS ANTIFASE

Cuando una solucién sélida estd parcialmente ordenada pueden distinguirse en ella
dominios dentro de los cuales existe orden de largo alcance, separados por limites o
bordes en los cuales el ordenamiento se destruye localmente. Supongamos por ejemplo
que en cierta direccién tenemos la secuencia de 4tomos ABABAB/BABABA; el lugar
marcado por la barra representa un borde entre dominios.

Si se considera a la secuencia ABAB,.. como una onda en la cual A y B represen-
tan sus partes positiva y negativa, el borde de un dominio corresponderia a un cambio
de fase deTl en esa onda. Los dominios estarian pues en oposicién de fase y esto ha
originado el nombre de '"dominios antifase'.

La figura V.7. ilustra dominios antifase en un esquema bidimensional .
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Figura V.7.
Esquema bidimensional de una solucién sélida
AB en donde se han marcado los dominios antifase.
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Figura V.4.

Crecimiento de una fase precipitada con un plano de hibito

- 9§ -



V.3. PRECIPITACION: RELACIONES DE ORIENTACION PRECIPITADO-MATRIZ

Si a una cierta temperatura T la concentracién en B supera el
valor COB la configuracién de equilibrio de la aleacién no serd ya una soluci6n sdlida
homogenea (fase® )sino una mezda de fases (Y + ﬁ ). En general, si la precipitacién
de una nueva fase se lleva a cabo en condiciones de temperatura tales que se alcancen
los correspondientes estados de equilibrio, el precipitado no guarda relaciones de orien-
tacién definidas respecto de la matriz en que se forma. En numerosos casos, sin embar
go, la precipitacién se produce en soluciones sélidas sobresaturadas retenidas por tem-
plado a temperaturas mds bajas que la correspondiente a la aparicién de la nueva fase.
En estos casos es posible que la configuracion de equilibrio estable no se alcance, tenier -
do lugar en cambio un conjunto de transformaciones que pueden ir desde la segregacién
de 4tomos de soluto en zonas coherentes con la estructura cristalina de la matriz (zonas
de Guinier-Preston) hasta precipitados con estructum diferentes de la de la solucién sé-
lida madre. En esta Gltima situacién, la fase precipitada crece en general con uno de
sus planos cristalinos paralelo a una cierta familia de planos de la matriz. Se dice en-
tonces que existe un plano de hdbito.

En la figura V.8. se ilustran esquemditicamente el plano (001) de un cristal cidbico
en el cual crece una fase tetragonal con su plano (010) paralelo al plano (110) de 1a matriz.
La direccién 100 del precipitado es paralela a la 110 de la matriz. Estas relaciones
se indican:

(010) p || A10), (100l p H [110]m

Debe notarse que si el precipitado crece sobre el plano de hdbito (hkl) de la matriz,
crecerd sobre cada uno de los planos de la forma.[l hklk , bor lo que en la observacién en
el microscopio metalogridfico se tendri la impresién que el precipitado ha tomado diver-
sas orientaciones. Un ejemplo de este tipo de precipitaciéon con plano de hdbito lo cons-
tituyen las bien conocidas estructuras de Widmanstiten.

En la clase de problemas se hari un ejercicio relativo a la precipitacién con plano
de hdbito utilizando la proyeccién estereogréfica.
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APENDICE

REVISION DE NOCIONES ELEMENTALES DEL ALGEBRA VECTORIAL

Un vector es un segmento de recta MN (figura A 1 ) el cual queda
completamente definido especificando :

1. la magnitud o médulo que es la cantidad aritmética que mide la
longitud del segmento;

2. la direccién, que es la direccidn definida en el espacio por la
recta portadora del segmento, la cual suele ilamarse recta de

aceion;

3. el sentido, que es ei que tendria un mévil dirigiéndose desde
M hacia N ;

4. el origen o punto de aplicacion, que es el punto a partir del
cual se mide el segmento que representa al vector.

M

— Figura A 1 -

4

Vemos pues que un vector es un ente que para su completa def;nicién
requiere especificar no solamente una cantidad aritmética sino ademas una
direccién y ur. sentido en el espacio. Los vectores resultan imprescindibles
para la representacién de magnitudes fisicas { desplazamientos, fuerzas,
velocidades, etc. ) las cuales <oio quedan especificadas._cuando, ‘ademds de
un nidmero que mide la intensidad de ia magnitud considerada, se dan la di-
reccién y el sentido en los cuales esa magnitud actda o varfa. Estas magni-
tudes se llaman vectoriales en oposicién a las magnitudes escalares que,
como la temperatura, la densidad, la masa, quedan completamente defini-
das por un Gnico nimero.

Si al definir un vector no se especifica su origen, el vector se ilama
libre pues puede deslizar a lo largo de su recta de accién y ésta, a su vez,
puede desplazarse paralela a si misma. En el caso en que el origen quede
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definido el vector se llama ligado. Para muchos casos, basta con considerar
vectores libres y asi lo haremos en este curso: a menudo desplazaremos pues
un vector y a su recta de accidn.

Se dice que dos vectores son iguales cuando tienen igual médulo, igual

direccidén e igual sentido. Si, teniendo igual mddulo e igual direccidén dos vec-
tores tienensentido contrario, se dice que ellos son opuestos.

Ql

Q .
X
0
I
[
— Figura A.2 —

OPERACIONES CON VECTORES>S
1. Suma : Para intuir el efecto de la suma de dos vectores consideremos

un punto 0 y hagimoslo recorrer la distancia OP en la direccién Oy
(figura A .2, ); cuando el punto 0 ha liegado a P hagimoslo recorrer

la distancia PQ en la direccién Px. Resulta obvio que un desplazamien-
to 0Q tiene el mismo efecto que los desplazamientos sucesivos 0P y 0Q.
Podemos decir entonces que el vector?, determinante del desplaza-
miento 0Q es la suma de los vectores 'A-§ vy K;que determinan los des-
plazamientos sucesivos 0P y PQ y se indica

— ey ecefp

A = A1 + A2

Este resultado es el mismo que el que obtendriamos aplicando el prin-
cipio del paralelogramo para la composicion de fuerz_a.._s’; puede verse,
en efecto en la figura A.2. que trasladando el vector A; de manera de
llevar el punto 0 a P y construyendo el paralelogramo PP'Q'Q la diago-
nal _d_(idicho paralelogramo es un vector de igual direccién y médulo
que A,
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Pedemos definir entonces la suma de dos vectores en lz manera siguien-
. —e — . —s

‘e : dados d¢s vectores Ag y A, se dice quifl vector A es el vector su-

ma. de Al y A2 si, lievando el extremo de A1 en coincidencia con el ori-
gen de A2 A ure el origen de ”\1 con el extremc de A5

Resulta bastante cbvio (y pcr ello no haremos demeosiracién ) que

— g cefe e

A1+A2=A2+A1

Es decir, la suma de vectores goza de la propiedad conmutativa. Resulta
cbvia tamblen lg_generahzacmn de la suma para mds de dos vectores :

el vector A A + A + A, + L+ K; se haha haciendo coincidir
el &i extremo de A con el crigen de A, , el extremo de A2 con el orlgen de
Ag y asi suceswamente el vector A serd el que une el origen de A1 con
el extremo de A

La suma de vectores goza también de la propiedad ascciativa.

La resta de de vectores sejﬁga a cabo como la suma teniendo en cuenta
que A - A1 = A R _J E{ el caso considerado se ve ficilmente
(figura A.2.) que A - Ay = Ag;vale decir que el vector diferencia
entre dos vectores dados es un vector que une los extremos de esos dos
vectores,

Consideremos ahora n vectores iguales; puesto que ello< tieren mddulo,
direccidén y sentido iguales, se sumardn simplemente poniéndolos uno a
continuacién del otro sobre la misma recta de accidn; la longitud del
vectcr suma serd entonces n veces la longitud de los vectores componen-
te¢s. En consecuencia, la suma de n vectores iguales es otro vector de
ygual direccidn y sentido que los vectores dados y cuyo médulo es n ve-
ces el moddulo ngos vectores sumados. Esto defire entonces el produc-
to de uz vector A por un escalar enterc pesitivo i : es otro vector de
igual direccidén y sentido que el vector dado do y cuyo modulo es el produc-
to dei nimero r por el mddulo del vector A" Esta definicién se generaliza
inmediatamente para n cualquiera, positivo o negativo: el producto de

un vectcer A pcr un escalar cualquiera es otro vector de igual direccién
cuyo moduic es XA y cuyo sentide depende del signo de x. La divisién

de un vector por un escalar x se define simplemente como la multiplica-
cién dei vector por el escalar 1/x.

——s
Si x = A (midulo del vector A ), converdremos en llamar vector unita-
ric al vector & = (1/A)7RA.

Muitipliczcidn de vectores : Estin definidas do< operaciones de multi~
plicacidn entre vectores: una de ellas es el productic escalar cuyo resul-
*«do es una carntidad escalar, y el producto vectorial cuyo resultado es
Ur vecher,
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Se llama producto escalar de dos vectores A y A' | indicéndolo?\. XT
al numero AAtcos O , siendo A y A! los médulos de los vectores
A y AT respectivamente y ©K es el dngulo que esos vectores forman
entre si. Se tiene pues :

—

‘K. ' = AAt'cosoX

En otras palabras, puede decirse que el producto escalar de dos vec-
tores es igual al producto del mdédulo de uno de los vectores por la pro-
yeccion del otro sobre el primero. Puesto que el coseno es funcién
par, es decir, coseX =cos (- ©C ), no interesa el sentido en que
se mida el angulo entre los dos vectores por I lo 0 que el producto escalar
goza de la propiedad conmutativa, es decir A.A' = A' A, Obviamente,
el producto escalar de dos Vectores serd positivo si el dngulo que elloq
forman es agudo y negativo si ese 4ngulo es obtuso. Si los dos vectores
son ortogonales el producto escalar es nulo ya que cos @K = Si

o = 0, es decir, los ggs vectores tienen la misma d1recc10n coseX =1
y se tlene 51mplemente A A' = AA' | En particular el producto escalar
de un Vector por si mismo es igual al cuadrado del mddulo A.A. = A2 |

Las diversas reglas del cdlculo algebraico permanecen vilidas en el
caso del producto escalar. Asi es posible escribir :
—r g —_— i — —r et e—gn  —— —
(A1+A ) . (B1+B2)—A1.B1+A B1+B2 A1+A2.B2
El producto vectorial de dos vectores A y A es, por defi definicidén, otro
vector V perpendicular al plano determinado por A y A cuyo modulo
vale AA'sencX
Geométricamente, el mdédulo de V es numéricamente igual al area del
paralelogramo determlnado por A y_f ( figura A .3.). El producto vec-
torial se expresa V AXAT. Si los dos vectores dados son ortogona-
les, ellos determinan un rectdngulo cuya area vale AA' ; si los dos vec-
tores son paralelos (& = 0), el producto vectorial es nulo.

A V:AXAI

A -
-~ i
Srea .:!A'J(At ,
o
A
— Figara A.3 —



Eq 1mportante notar (' ﬁgura A . 3.) que el d4ngulo puede medirse desde

Ky hacia AT en el sentido positivo de rotacidn o bien desde A~ hacia A~

en el sentido nega.two ‘de ro?étcmn ‘en gmbos casos el dngulo entre los

dos vectores fendrdn igyal valor absoluto pero’ér ‘sugno del &ngulo habrad

cambiado y ahora contrariamente al caso del producto escalar, el dngulo
-entre los dos vectores interviene en una funcién impar como lo es ia

funcién seno , es decir sene = - sen (- & ). En consecuencia el

producto vectomal no es 1ndepen61ente del orden de los faotores pues

A X A=V yA' XA =T conloqueAXA“:—A XA

Vale decir, el producto vectorlal no goza de la propiedad conmutativa;
la inversién del orden de 10s factores da como resuitado vectores igra-
les pero de distinto sentido, Por ioc tanto si se aplican las reglas aige-
braicas corrientes al productc vectcr:al debe cuidarse de no 1nvertir el
orden de los factores

Podemos combinar ahora el prcductc escalar y el producto vectorial .

Dados tres vectores, A1 A2 y Ag llamaremos producto mixto de los tres
vectores a ‘

TTTTUU(AjAA,) = A X Ay Ag -
Ev1dentem(_a_r.1.te es una cantidad escalar Busquemos su significado geo-
métrico : Ap x Az es un vector B B normal ai plano definidc por los dos
vectores y su médulo A; A, sendC es numéricamente iguai al area del
paralelogramo que ellos determma‘ﬂ Consideremos ahora el pa_._r,alelo-
pipedo determinado por Al A, y A3 (figura A 4. )A1 X Az = B deter-
minan el area de la base y B A3 representa, de acuerdo la defiricién
de producto escalar, iz proyeccién de A3 sobre B lo cual es la alturz
del paralelepipedo conS1derado En consecuencia, €l producuo mixto'es
iguai al producto dei area de iz base por :a aitura del parzielepipedo de -
terminado por .us tres vecicres. C sez, ei proaucto mixto de tres vec-
tores es numéricamente igus: ai velumen de: paraleispipedc que elios
determinan. Puede mostrarse ficilmente que

(A1A2A3) = (A1XA2) . AB = (AzXA3)_‘

Resulta evidente de esas expresicres que si dos cualesquiera de los tres
vectores son paralelos el producte mixto €s nuio pues el area de la base
del paralelepipedo seriz nuia

Dada las caracteristicas del producto escalar y de: producto vectoriati,
puede invertirse el orden de ios factores mu!tiplicadcs escalarmente ,
una inversién de lcs factores.dentrc del producto vectorial dar4, en cam-
bio, una inversidén en el signo del resuitado.
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COMPONENTES DE UN VECTOR

Dado un cierto Vector“x en un plano, siempre es posible considerarle
como suma de dos vectores a los cuales escribiremos X% vh siendo X e Y
escalares adecuados y—?y?vectores unitarios. Andlogamente, un vector en
el espacio puede considerarse suma de tres vectores no coplanares. En el
primer caso, el vector Aes ia dizgonzai de! paraleogramoc determinado por
3(__5 e ﬁ( figura A.5.), en el segundo caso es la diagenal del paralelepipedo

- Figura A .5, ~—
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construido sobre*fa’ Wy?cp( figura A.6.). Los tres ntmeros X, Y, Z dejan
perfec,amegtéa determinado al vector A respectc de la terna de referenma defi-
nida por a, b y ¢c. Estos vectores se llaman vectores fundamentales o vectores
base y los nimeros X, Y, Z, las componentes del vector A. El mismo vector
A podria definirse respecto de otro sistema de referencia pero en este caso

Xa

— Figura A.6.,—

sus componentes serian distintas de las componentes en el sistema primitivo.
En este curso se tratan algunos ejemplos cristalograficos que requieren cam-
bio de sistema de referencia. Un caso particular de gran importancia es cuando
la terna de vectores base es tal que dichos vectcres son ortogonales enire si.

B .

ConSLderemos dos vectores A' A" cuyas componentes respecto de una
terna z, 2, b b C son respectivamente X' Y' Z'y X", Y, Z" y calculemos la
suma A = AT + A" .

— il v ) Y ol
A = (X“a FY'R o+ Z‘C) s (X"Z 4+ Y'b + Z"TH
y también :

A = (X' + X" )? + (Y oY )_1; . (Z' + Zn)-c"'

Anilogamente podrizmos mostrar, para la diferencia entre dos vectores

nsns ood el ——r>

A = AV - A"
~— — ) i o—n
A — {X? - XY? )a -+ (YI — YH )b -+ (Z‘ — ZV' )C

Vale decir, dadcs dos vectores pcr sus cemponentes respecto de una
terna de referescia ias componentes dei vector suma { o vector diferencia )
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de los vectores dados se okt ener sumando { o restando ) las componentes de
dichos vectores scbre cada una de las direccicones de la terna.,

Lo que acabamos de afirmar se generaliza inmediatamente para el casc
de la suma de un niimerc n de vectcres.

Resulta obvio también que i2 muitiplicacion de un vector per un escalar
equivale a multiplicar por ese escaiar cada una de las componentes del vector,

La utilizacidn de una ternz de referencia ortogonal permite hallar expre-
siones particularmente simples y dtiles para los productos escalar, vectorial
y mixto,

Sean'Z; y &9 dos vectores fales que :
A =Xia+ Y. b + Z. ¢
1 = Xl a - Yl b + 1 C
—— —r i —tpn.
= 5 A
A2 X2 a t Yob Zz C

donde;’: E-y ¢ son ortogonales entre si y calculemos el producto escala}'_;_
Simplemente multiplicamos escalarmente cada uno de los sumandos de A1 por
cada uno de los sumandos de A, como es habitual en dlgebra; debemos tener

en cuenta sin embargo : que a.a = a2 = 1 ues a es unitario . Andloga-
— e s P
e
mente b.b = 1 = ¢.cC,

De la misma mznera, aplicando la definicion de producto escalar y te-
. i e i o
niendo en cuenta que 2, b y ¢ son ortogonales entre si, resulta :

—r
c.a

b =Db.c =

It

0 . Se liega asi faciimente a la expresién :

Al LAy = X3 X, ¢ VY, b Zy Zy

e —

Un caso particular importarnte es cuardo Ay = A 9

—g
=A

AA = A2 =Xx2 + y2 4 72

e . -~ - .l
dcende X, Y, Z son i2s componentes del vecter A, Esta Gltima expresion no
es sino el resultade que nes hubiera dado el tecrema de Pitdgoras en el espa-
cio.

Otras relaciones -por otra parte facilmente previsibles- pueden demos-
trarse con toda sencillez en base a las propiedades del pro_(_i.l,xcto escalar. En
efecto, multipliquemecs escalarmente y en forma sucesiva A por los vectores
unitarios 57?3?’ en estas condiciones no estaremos <ino calculando las pro-
yeccicrpes de dicha wector sobre las diveucicaes definidas por los vectores ba-
ses {las cuales, recordemocs, son orfcgonales eaire 3i):



Anilcgamente :

wommadien
por lo tanto, las componertes X, Y, Z del vector A son las proyecciones de
dicho Vector sobre las dlreccmnes de a, g ye respectlvamente Si llamamos
Qx, f3 ’5‘ los dngulos que forma A con a g yc C respectivamente tendremos:

X = A cosX Y=Acosﬁ Z:Acos'ﬁ‘

Entonces :

X2 +Y2+22=22=42 coszo( + A2 coszﬁ + A2 cos2'6)
de donde resulta :

cos2 & + cos? f3 +cos2 P

Los dngulos que forma el vector con las direcciones de referencia no son
pues independientes : si se dan do= de ellos el tercero queda fijado por la rela-
cién entre los cosenos que acabamos de deducir; esos cosenos reciben el nom-
bre de cosenos directores del vector.

Para calcular ahora el producto vectorial entre dos vectores Xfy?’s; de-
bemos, ante todo, tomar buen cuidado de definir el orden de multiplicacién pues
sabemos que el producto vectorial depende de ese orden; éste quedard estable-
cido de la manera siguiente : llamaremos sentido positivo al sentido de giro de
derecha a izquierda (de a hacia b ) tal como lo apreciaria un observador
parado sobre el eje ¢, ( Figura A.7.). Tendremos entonces :

—cZpy — -— '—h- — — | —t —tp — —— e
Ay xA2=(X1a'r&1b+Zlc)x(X2a+Y2b+ch):X1X2axa+X1 Yoaxb+

— i —_— — —_— — — i —— e iy
+ Xy Zzaxc+Y1X2bxa +Y1 Y2bxb+Y1 Zszc +Z1X20.a+Z1 Yzcx +
+le TxC

Debemos tener en cuernta que el producto vectorial de un vector por si mis-
mo es nulo ¢ per ser nule el dngulo entre los factores ) y que el producto vectorial
de los dos vectores unitarios @ x b es, con el sentido pOSlthO que se ha definido,
¢l otro vector unitario <. ort_%’onal al p}ano definido pora y o; inviertiendo el
orden de los factores resulta bxa=-c.

De esta manera se halla :

g ke W D woliy  —i~ iy — gy — i —_—

axa=bxb=cxc=o0 axb=c axcgc=- bxc=
——p —Y et — oy —y  ——a S
bxa=-c cxa=+4b cxb=-a



— Figura AT7,—

Con lo cual resulta
— — —ti —n —
A1 xA2 = (Y Z2 - Z1 Yz)a + (2 Xy - Xy Zz)b SRR S Xz)c
Esto puede expresarse en forma de determinantes:

A1 X A

2= | Y1 Yy |, Z, Zy|w X, X

lez ,X

o, en forma mé4s compacta :

2
2 2 2



En forma anélogz puede hailarse -siemprc teéniendo en cuentas :as defini-
ciones de producto escalar Lne producto vectoriai aplicad..s a los vectores
ortogonales umtamos ar 2b yeo la sigulente expresion para el producto mixto
de tres vectores A A y Al

3
N4
(Aj A A = Xy Yy 2,
X3 \'3 Z,;
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