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ELEMENTOS DE MATEMATICA FINANCIERA

INTRODUCCION

El ingeniero nuclear como muchos otros tipos de ingenieros esta
involucrado en la recomendacidén de decisiones que afectan o cana
lizan el flujo de capital, si no en el presente, en el futuro.
Algunas decisiones tomadas son irreversibles y otras no. Esto
significa que algunas decisiones previas pueden ser revisadas o
reconsideradas en una fecha posterior y pueden a su vez tener
una influencia ulterior sobre el flujo o acumulacién del capital.

Las recomendaciones del ingeniero pueden involucrar inversiones
de dinero en equipo de planta, desembolsos, y/o ahorros que ocu-
rren en diferentes periodos de tiempo. Lo mas frecuente es que
existan varias alternativas para resolver el mismo problema, las
que pueden requerir conjuntos diferentes de flujos de caja. Esto
implica que, involucrando el valor temporal del dinero, nos ayu-
de a alcanzar una recomendacibén ingenieril razonable. Reconocien
do que no todos los items pueden ser expresados en términos de
dinmero, la solucién matemidtica de un problema en Ingenieria Eco-
némica debe ser considerada como una ayuda a la toma de una deci
sidén entre alternativas en lugar de una decisién en si misma.

Con este objetivo las siguientes definiciones y derivacidn de
formulas de interés compuesto son Gtiles para establecer una e-
quivalencia entre sumas de dinero que ocurren en diferentes fe-
chas.



DEFINICTON DE TERMINOS

Interés - Un premio (usualmente dinero) pagado por el uso de fon
dos prestados. En'una forma mids general, el interés
puede considerarse como el retorno realizable por la
inversién productiva del capital.

Tasa de - Razdn entre el interés que debe pagarse (o cobrarse)

interés al final de un periodo de tiempo, con respecto a la
suma de dinero adeudada (o invertida) al comienzo del
periodo.

SIMBOLOS DE FORMULAS DE INTERES

Sea: i = tasa de interés por periodo.
n = nimero de periodos de tiempo.
a = 1la suma periddica (usualmente anual) en una serie uni-

forme de sumas que fluyen en forma discveta al final de
cada uno de los n periodos.

f = wuna suma futura que fluye en forma discreta al final del
periodo n-ésimo.

P = una suma presente.

FORMULAS DE INTERES RELACIONANDO SUMAS PRESENTES, FUTURAS y PERIO-
DICAS

_ Si se depositan p pesos ahora en una cuenta que devenga
1‘% por periodo, la cuenta creceri a p(1+i) al final del primer pe-
rlodq, y al final del segundo periodo la cuenta seri p(1+i) (1+1i),
al final de n periodos la cuenta habrd crecido a una suma futura £,
dada por:

£ (1+i)"

(1+i)" (1)

f/p

El diagrama del flujo de caja es:



D

Donde‘p, i y n son conocidos y f debe ser calculado.

La razén de £ a p se llama "valor futuro de una suma presente' y es
denotada por (f/p)l. La reciproca, el "valor presente de una suma
futura", es denotada por.(p/f);.

p/f = 1/(1+1)" | (2)

El diagrama del flujo de caja es el mismo de la ecuacién
1, donde £, i y n son conocidos y p debe ser calculado.

Si se depositan a pesos al final de ca@a periodo‘durante
n periodos en una cuenta que devenga i% de interés por periodo, la
suma futura f acreditada al final del n-ésimo periodo es:

£=all+ (1+41) + (1+1)2 + ...+ (#0771
Multiplicando por (1+i)/a:
(£/a) (1+1) = | (1+1) + (1+1)% + ...+ (1+0)7]
Substrayendo la ecuacién de abajo de la ecuacidén de arriba:
(£/a) = |1+ (1+1) + (1+0)2 oo+ (1e)"7T]
resulta:
(£/a)i = (1+1)" - 1
o}
(£/a) = | (1+0)™ - 1] /i (3)

El diagrama de flujo de caja es:

! A f
a ‘ g a

[\
3
Q =y h

donde a, i y n son conocidos y f debe ser calculado.

El cociente entre £ y a se denomina 'valor futuro"de una
serie uniforme" y se identifica por (f/a)l . La reciproca, '"valor ”
de sérié uniforme de una suma futura" & fHBctor de fondo de amortizac

es denotado por.(a/f)i



/£ = 1 (4)
2 (1+i)% - 1

El diagrama del flujo de caja es el mismo que el de la e-
cuacidén (3), donde £, i y n son conocidos, y g debe ser calculado.

Cuando se desea la suma presente p en lugar de la suma fu
tura £, se pueden combinar las ecuaciones (2) y (3) resultando

n
p/a = (p/f)(f/a) I‘ (+i) " - 1

‘ (1+1)"

i
asi:
.\
p/a = i) - (5)
1(1+1)
El diagrama del flujo de caja es:
a a a a

P

Donde a, i y n son conocidos y p debe ser calculado.

El cociente entre p y a se 1lama "valor presente de una serie uni-
forme" y es denotada por (p/a)l . La reciproca, el "valor de serie
uniforme de una suma presente' & '"factor de recuperacién del capi-
tal'", es denotada por (a/p);

1(1+)" (6)

a/p =
(1+1)7 - 1

El diagrama del flujo de caja es el mismo que para la e-
cuacién (5), donde p, i y n son conocidos y a debe ser calculado.

Las seis férmulas de interés derivadas se comparan en la
Tabla I. Las férmulas han sido resueltas para valores seleccionados
de n e i y estdn dadas en el Apéndice I. Nétese que los cocientes
sugieren su propia aplicacidén, por lo tanto, cuando se da una suma
futura y debe calcularse la suma presente equivalente, tfenemos:

p = £(p/f)

Alternativamente,uno puede emplear el cociente teniendo la cantidad
desconocida como numerador y la cantidad conocida como denominador.
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FORMULAS DE INTERES RELACIONANDO SUMAS PRESENTES, FUTURAS Y PERIO-

DICAS.

Para

Nimero de ecuac.

Nombre de

hallar Dado y ecuacidn la férmula Uso
(1) Valor futuro de Hallar una suma
£ P £/p =(1+1)" una suma presen futura equivalen
-~ te te de una suma
presente.
(2) ¢ Valor presente Hallar una suma
P £ p/f =———— de una suma fu- presente equiva-
(1+i)n tura. lente a una suma
futura.
(3) n Valor futuro de Hallar una suma
£ a £/a _(A+i)—-1 una serie uni- futura equivalen
i forme te a una serie
uniforme de su-
mas a fin de pe*
riodo.
(4 Valor de serie Hallar una serie
a £ a/f = i uniforme de una uniforme de su-
(1+1)2-1 suma futura mas a fin de pe-.
0 riodo equivalen-
factor de fondo te a una suma fu
de amortizacidn tura.
(5) Valor presente Hallar una suma
D a p/a = §1+i}n-1 de una serie uni presente equiva-
i(1+i)n forme. lente a una se-
rie uniforme de
sumas a fin de
periodo.
(6) Valor de serie Hallar una serie
i (1+1)" uniforme de una uniforme de su-
a p a/p (L) suma presente mas a fin de pe-
(1+i)n-1 6 riodo equivalen-

Factor de recu-
peracidén del ca
pital.

te a una suma
presente.



En la Tabla II se dan los limites de los factores vistos para los

casos en.que n-osw,

i+0 vy

1o,

LIMITES DE LOS FACTORES DE INTERES.

N¢ de columna
de las tablas
de Interés

Limite cuando

Limite cuando

Limite cuando

del Apéndice Factor n-+w 10 1+
1 a/f 0 1/n 0
2 al/p i 1/n ®
4 p/f 0 1 0
5 p/a 1/41 n 0
7 f/p ® 1 ®
8 f/a ® n w

FRECUENCIA DE COMPOSICION. TASA DE INTERES NOMINAL Y EFECTIVA

En muchos estudios econémicos se contabiliza el interés
como si la composicién del mismo ocurriese una vez por afio. En la
préctica, el cdlculo del interés puede ser efectuado en forma mas
es importante notar los efectos de la frecuen-
cia de composicién y tratar adecuadamente aquellos problemas donde
suposicidn de una composicién anual del interés.
indican algunos ejemplos de frecuencias de com-

frecuente, asi que

no es apropiada la
En 1la Tabla III se
posicidn.



TABLA III. EJEMPLOS DE VARIAS FRECUENCIAS DE COMPOSICION

F .
recuencia de Ejemplo *

composicién

Anual Ciertos préstamos de largo plazo.

Semestral Ciertos tipos de bonos (por ejemplo los
Valores Nacionales Ajustables)

Trimestral Cajas de ahorro.

Mensual Depbésitos a plazo fijo

Semanal o Ciertos préstamos de gran escala y/o

diaria corto término. Letras de la Tesoreria.

Préstamos interbancarios.

Flujos de caja de ciertos negocios y 1las
reinversiones podrian ser tratadas como

Continua si todo el dinero invertido devengara un
retorno desde el momento en que ingresa
en el mismo.

* Esto no implica que la frecuencia de composicidn sea invariable
para el ejemplo dado. '

Para demostrar los efectos de la frecuencia de composicién:

sea:
f = pago a efectuar dentro de un afio
ia= tasa de interés efectiva por afio
i = tasa de interés por periodo de composicién
m = nimero de periodes de composicidn por afio
P = suma presente adeudada

Se sigue que:
im = tasa de interés nominal por afio

niimero de afios

n/m

Ahora, supongamos que una suma presente, p, €s prestada por un afio
a una tasa de interés anual fija (nominal) de im$% por afio. Al final
del afio, capital mas interés, es igual a:

£ = p(1+1)"



Por 1lo tanto:

Tasa de interés _ _{(f - p) _ . - om
anual efectiva D 1 (1+1) 1, (7)
Tasa de interés _ . _ . < 1/m

anual nominal Toim= m((1+1a) - 1) (8)

Tasa de interés
nominal por pe-
riodo

1}
|5
I}
~
—
+
He
[«
L —
—t
~
=]
]
—

(9)

Para cualquier tasa de interés nominal anual dada (im>0), la tasa
de interés efectiva depende de la frecuencia de composicién.

Dada una tasa de interés nominal del 6% por afio, se pueden substi-
tuir varias frecuencias de composicidén en la ecuacién (7) para ha-
llar la tasa de interés anual efectiva equivalente que se muestra
en la Tabia IV para m<e. Cuando m se incrementa sin limite, 1/i
también se incrementa sin limite, la frecuencia de composicidén es
continua, y la tasa de interés anual efectiva es:

1= (1+)™ - 1 = (s Ly

La base de los logaritmos naturales (e = 2,718...) puede ser expre
sada como:

e = 1im (1+1)1/%

i»0
De tal manera que, cuando la frecuencia de composicidén es continua
(i»0, m>», pero im es constante),

Tasa de interés _ i im 1
anual efectiva a

y

Tasa de interés
anual nominal

= im

1n(1+ia)



TABLA IV. FRECUENCIA DE COMPOSICION Y SU IMPACTO SOBRE LA TASA DE
INTERES ANUAL EFECTIVA (TASA NOMINAL ANUAL = 6% = im)

Frecuepcig de o ‘ i Tasa de intgrés .
composicidn anual efectiva, i,
% %

Anual 1 _ 6 . 6.000
Semestral 2 o 3 6.090
Trimestral 4 1,5 6.136
Mensual 12 0,5 6.168
Semanal 52 0,115 6.180

Diaria 365 0,016 6,183
Continua ’ +e +0 6.184

El ejemplo puede no resultar interesante para aquellas
personas acostumbradas a convivir con altas tasas de inflacién y
por ende altas tasas nominales de interés. Obsérvese qué es lo que
sucede con una tasa de interés anual nominal del 100%.

TABLA IV-Bis. FRECUENCIA DE COMPOSICION Y SU IMPACTO SOBRE LA TASA
: DE INTERES ANUAL EFECTIVA (TASA ANUAL NOMINAL = 100%=

{ = im)

Frecuencia de ' Tasa de interés
composicidn m i anual efectiva, i,
Anual - 1 100 100,00
Semestral 2 , 50 ’ 125,00
Trimestral ‘ 4 ' 25 144,14
Mensual . 12 - 8,33 161,30
Semanal : 52 1,92 169,26
Diaria - 365 _ 0,27 171,46

Continua | >0 ‘ +0 171,83




. En la ReptGblica Argentina debe tomarse como base para

el cilculo de los intereses un afio de 365 dias y un mes de 30 dias.
Ademds, el circuito financiero suele especificar para los depés;tos
y préstamos el interés anual nominal y el plazo, expresado en dias
calendario y no por su frecuencia de composicidén. De esta forma,
conociendo:

im = tasa de interés anual nominal
d = plazo en dias del préstamo o depbsito

resulta: | ‘ 365
. im d _ ¢
i, = (1+ —3gE d) 1
(Obsérvese que m = é%i )
Por lo tanto un depdsito al 100% nominal devengard a-30 dias una

tasa anual efectiva de 161,44%, a 35 dias 159,84%, a 60 dias 152,40%
y a 90 dias 144,45%.

FORMULAS DE INTERES PARA SUMAS PERIODICAS QUE SE INCREMENTAN EN
UN MONTO g POR PERIODO

Algunos problemas de ingenieria econdmica involucran ingresos o de
sembolsos que se incrementan cada periodo en una suma constante.
Las expensas por mantenimiento y reparacién de un determinado equi
po se pueden incrementar por un monto relativamente .constante, g,
por periodo. Aln cuando se esperen fluctuaciones moderadas del mo-
delo exacto,en la prédctica, el modelo puede ser Gtil como una esti
macidn conveniente de la realidad.

1.2 o3 _mdom o | .
v v 417 I l }g por perfodo para n-1 periodos

} g por periodo para n-2 periodos

L_- — { g por periodo para 2- periodos

g por periodo para 1 pefiodq

Diagrama de flujo de caja para una serie de desembolsos que se
incrementan a un monto constante de g pesos por perido.



En la figura se muestra el flujo de caja para una serie de desem
bolsos de fin de periodo que se incrementan a un monto constante
de cambio de g pesos por periodo. Para que exista un monto cons-
tante de cambio deben existir como minimo dos periodos sobre los
cuales es observada esta variacidn; por lo tanto la suma al fin
del periodo uno es cero, mientras que hay g pesos al final del
periodo dos, y (n-1)g pesos al final del periodo n.

Este modelo es apropiado cuando hay un monto constante de cambio
por periodo, y por lo tanto el crecimiento es lineal y la progre
sibén aritmética.

La suma futura (al final del periodo n-&simo) equivalente a la
serie del gradiente mostrada en la figura es:

£ = gi(f/a)l o« fra)l v Ll (£/a)} « (f/a)i}.
P GRS S ] - (e o),
1 . 1 4

. [_aen?® - 1} \ [ (1+1) -‘1}}

L 1 1
6 B )™y )™ 2 4 e (1) s (140) < n o+ 1
g
ahora bien,
(£/a) = [1+ (1+i) + (1+D)% + ...+ (1+1)7 1)

luego .

i (f/a) - n
) g
(e}

f/g = 1/i ((f/a) - n) /10/
° frg = 1 [ Q)% -1 n] /10a/

i i

La razén de f a g se llama valor futuro de una serie gradiente y
se identifica como (f/g)l , siendo usada para hallar la suma fu-
tura equivalente a una serie gradiente de sumas de final de
periodo. Si multiplicamos ambos miembros de la ecuacidén por a/f
obtenemos:

(£/g) (a/£)= ——[(£/a) (a/£) - n(a/9)]
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Simplificando,

alg —%—-[1 - n(a/f)] /11/

O

alg (1/1) - n/[(1+i)n - 1] /11a/

La razbén de a a g es el valor de serie uniforme de una serie gra-
diente, y se identifica como (a/g)l , siendo usada para hallar la
serie uniforme de sumas a fin de T periodo equivalente a una se-
rie gradiente de sumas a fin de periodo. Multiplicando ambos miem
bros de la ecuacidén /10/ por p/f noslleva a:

(f/g) (p/£f) = 1/i| (f/a) (p/£f) - n(p/f)]

Simplificando:
p/g = 1/i|(p/a) - n (p/f)] /12/
6
_ 1| (+id®- 1 n
P/g = — |7y enT (1+1)7 /12a/

La razén de p a g es el valor presente de una serie gradiente, y
se identifica como (p/g)l , siendo usada para hallar la suma pre-
sente equivalente a una Berie gradiente de sumas a fin de periodo.

Las tres formulas de interés derivadas que involucran un gradien-
te se comparan en la TABLA V. Las fdrmulas han sido resueltas pa-
ra valores seleccionados de n e i y estidn dadas en el Apéndice I.

En la TABLA VI se dan los limites de los factores vistos para los
casos en que n-»>x, i+0 e i-»>w,

TABLA V - FORMULAS DE INTERES INVOLUCRANDO LA SERIE GRADIENTE

Para Dado Nimero de ecuacién Nombre de 1la
hallar y ecuacién férmula
/10a/
n Valor futuro de
£ g £/g = ! (1+1)' -1 n} Ena serie gradien
i i €
/11a/
Valor de serie
_ 1 n uniforme de una
a & a/g = i (1+1)7-q serie gradiente
| .
F
P g plg = 1 (1+i)n-1 _..n J Valor presente
I { . N . de una serie gr
1 gra
1 (1+1) ( +D° diente




LIMITES DE FACTORES DE INTERES INVOLUCRANDO
LA SERIE GRADIENTE

N¢ de colum-
na de las ta Limite Limite Limite
blas de inte | Factor || cuando cuande cuando
rés del Apén N> i»0 i»e
dice

3 al/g 1/i (n-1)/2 0

6 p/g 1712 (n2-n)/2 0

2
g f/g o (n“-n)/2 w

FORMULAS DE INTERES RELACIONANDO FLUJOS CONTINUOS Y DE FINALES
DE PERIODO ‘

Las relaciones entre flujos de caja continuos Yy flujos
de caja de finales de periodo puede demostrarse en la sigulente
forma. Las cantidades f, p, a, i, n y m tienen el significado dado
previamente.

Sea:

a' = la suma periédica (usualmente anu§1) en una serie
uniforme de sumas que fluyen continuamente durante
n periodos.

£' = una suma futura que fluye en forma continua durante
el n-é&simo periodo.

p' = una suma presente que fluye en forma continua sobre
el periodo que justo ha terminado.

El diagrama del flujo de caja para flujos de caja continuos puede
ser dibujada de tal .forma que el irea mostrada represente el flu-
jo de caja para el afio. Un flujo de caja continuo de a' = 1§ por
afio puede ser considerado como de $1/365 por dia, o de §1/52 por
semana, o cualquier otra combinacién tal que las dimensiones del
drea rectangular son significativas s6lo de una forma relativa.



Cuando los flujos de caja tratados son anuales, se sigue de la de-
finicidén que:

a'/m = tamafio de cada uno de los ingresos o gastos durante
cada uno de los n-afios.

£'/m = tamafio de cada ingreso o gasto durante el n-&simo afio.

tamafio de cada ingreso o gasto durante el afio que jus-
to ha finalizado.

p'/m

La suma final de periodo equivalente para cada afio del flujo conti-
nuo a' es:

e N el

1
La suma de final de periodo equivalente al flujo continuo f' duran
te el afio es: )
_ £! ‘(1+i)m - 1 ‘
m

=i

f

Un diagrama del flujo de caja para p y p' puede ser (til para enfa
tizar el comportamiento temporal de p':

La suma de final de periodo equivalente al flujo continuo p' duran
te el afio que justo ha finalizado es: :

2
m

(1+1)"® - 1|

|

P

Reordenando los términos de las tres precedentes y substituyendo:

.M i
ala' = £/£f' = p/p' = l(1+l)i - 1'; “a

m im

tasa de interés anual efectiva

tasa de interés anual nominal

y debido a que la composicidn es continua:

ala' = £/8' = p/p' = (i - 1)/im =i_/(1n(1+i)))



Asi, por ejemplo, para -i_ = 10%

a' _ £' _ p' _ 1ln(1+ig) _ _0,09531
a £ b i 0,10

= 0,9531

Basados en este cdlculo podemos establecer que cuando iy = 10%,
un monto de final de periodo de $10.000 es equivalente a $9.531
fluyendo en forma continua a través del afio.

Para una dada tasa de interés un sdlo factor nos permite convertir
convenientemente desde flujos de caja continuos a flujos de caja
de final de periodo equivalentes (o viceversa), y por lo tanto son
innecesarias las tablas para anidlisis de flujos de caja continuos.
Por ejemplo:

(p/a') = (p/a) (a/a')



TASAS NOMINALES Y REALES DE INTERES

El problema de las tasas nominales y reales de interés merece ser
aclarado por su implicancia en decisiones de financiamiento. Supon
gamos que existen dos fuentes alternativas de financiacién. La pri
- mera es una obligacidén en moneda extranjera a una tasa de interés
del 9% anual, mientras que la segunda es una obligacién en moneda
nacional a una tasa de interés del 27% anual, ambas vencidas; la
~tasa de devaluacidén y de inflacién esperada es del 17%. Sin entrar
a considerar la teoria de exposicidén a la inflacién y sus ganan-
cias y pérdidas asociadas a los pasivos monetarios y no monetarios
debemos tener en cuenta que la inflacién afecta tanto a la deuda
como a sus intereses. Consideraremos que 9% es una tasa real ya _
que se aplica a una divisa de poder adquisitivo constante (por ejem
plo francos suizos o marcos alemanes). La obtencidn de la tasa de
interés real (ip) del préstamo en moneda nacional se obtiene defla
cionando las cantidades futuras por medio de la tasa de inflacién
del periodo, asi:

¢ =P (1+i)
(1+@)

donde:
f cantidad futura a devolver por él préstamo
p : monto presente del préstamo
i tasa de interés nominal del pfestamo
® : tasa de inflacién del periodo ‘considerado.

La tasa de interés real seri:

= _fp _ +i) | - _i-9
IR > (p (1+¢) p)/p v

Es decir que para el ejemplo dado:

iy = %227 - 0,17 _ 4 085 = g5

R 1+ 0,17

o

Lo expresado anteriormente sobre tasas reales y nominales de inte-
rés nos permite concluir que:

a) la "regla" generalizada de que la tasa real es igual a la tasa
nominal menos la tasa esperada de inflacién, exclusivamente, no
€s ni cierta ni exacta;

b) a medida que tanto las tasas nominales como las tasas esperadas
de inflacibn crecen en valores absolutos, es cada vez mas impor
tante para la determinacidén de la tasa real si el interds es
vencido o si es adelantado pues en ese caso la "regla generali-
zada" hace incurrir en errores afin mis significativos;



c) al elegir entre fuentes alternativas de financiamiento de dis-
tinto origen, a menos que se homogeneicen las tasas, la elec-
cién de ellas, desde el punto de vista de su costo, no siempre
habréd de ser correcta.
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APENDTICE I

TABLAS D E INTERES

——
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EVALUACION ECONOMICA

Iv-1-1 ;Cuanto estaria dispuesto a pagar hoy por un equipG para
la planta que le produciria los siguientes ahorros en ex
pensas de mantenimiento y en un mayor valor futuro de re
venta: D.M. 20.000 de ahorro dentro de 2 afios en pintura,
D.N. 35.000 en una revisién completa dentro de 5 afios, e
incrementa el posible valor futuro de reventa del equipo
en D.M. 40.000 dentro de 15 anos?

a.- Suponga que se aplica una tasa de interés del 5%.
b.- Suponga que se aplica una tasa de interés del 12%.

c.- Suponiendo la misma tasa de interés del 12% suponga
que los valores futuros sufren una tasa de inflacidn
del 6 2/3% por afio.

IV-1-2  El alquiler de una computadora cuesta U$S 100.000 por
afio. Este cargo incluye mantenimiento bésico. ¢(Cuénto es
taria dispuesto a pagar por esa computadora que espcra
tenga una vida Gtil de 8§ afios y costard U$S 10.000 en
esa fecha? Los desembolsos por mantenimiento basico se
espera sean de U$S 5.000 el primer afio, incrementandose
en U$S 1.000 por cada afio de propiedad.

a.- Suponga quec el costo del dinero es 5% por ano.

b.- Suponga que el costo del dinero es 10% por afo.

IV-1-3 El costo inicial de un compresor de aire es $10.000.
Los costos de operacién y mantenimiento tienden a incre-
mentarse afio a afio a través de la vida Gtil de acuerdo
con la siguiente tabla:

ANO COSTOS DE OPERACION Y MANTENIMIENTO
1 $ 1.000
Z $ 1.100
3 $ 1.200
4 $ 1.400
5 $§ 1.600
6 $ 2.200
7 $ 3.000

El valor de reventa es de $ 3.600 después del primer ano,
disminuyendo $ 400 en cada uno de los afios sucesivos.

Con la tasa de retorno requerida del 10%, determinar el
aflo mas econdémico para reemplazar el compresor.






