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IFTRODÜCCION Y RESIBIEN

En el cálculo de secciones eficaces diferenciales para / /  

procesos de dispersión no relativistas, podemos distinguir, en lí­

neas generales, tres rangos de energía. En la de bajas energías, /  

los cálculos pueden realizarse en forma satisfactoria, mediante el 

método de las ondas parciales, evaluando un niímero reducido de co - 

rimientos de fase de las funciones de onda correspondientes a mo ~ 

mentó angular- definido. En la de altas energías, el primer térmi­

no del desarrollo de la amplitud de dispersión, como serie de po - 

tencias de la constante de acoplamiento, proporciona resultados muy 

"buenos, siendo a la vez, un método atrayente por su simplicidad /  /  

formal y numérica, la región donde normalmente se presentan difi - 

cultades de cálculo, es en la zona que podríamos llamar, de ener - 

gías intermedias. Er-etender extender el método de las ondas par- /  

dales  a esta zona, involucra enfrentar el hecho de que al crecer /  

la energía, aumenta el número de ondas parciales necesarias para / /  

obtener convergencia del desarrollo de la amplitud de dispersión, y 

con ello, el esfuerzo numérico. Por otro lado, al extender el mé - 

todo de las altas energías a esta zona, se necesitan órdenes per - 

turbativos superiores al primero en la serie de Born. Dada la di - 

ficultad inherente al cálculo de los órdenes altos, este método re­

sulta adecuado solamente si la convergencia de dicha serie es monó­

tona, y requiere unos pocos términos de la misma.. En general, los 

límites correspondientes a las mencionadas regiones energéticas de­

penden del proceso par-ticular considerado. Valores típicos para / /  

colisiones elásticas e inolásticas e-H y et-He , por ejemplo, son 

alrededor de 25 eV , para el límite superior de la zona de baja / /  

energía, y del orden de 2 KeV , para el inferior de la de alta e- 

nergía.

SegTÍn los casos físicos considerados, en la zona de ener-
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gias intermedias, otros métodos de aproximacidn, como el semiclási-

0 0 JVffiB , o el de la función de onda distorsionada, por ejemplo, /  

pueden describir el proceso de dispersión. Sin embar-go, dado que /  

uno de los mótodos usuales para resolver problemas físicos consiste 

en el desarrollo de la, solución en algiín tipo de serie, y la impor­

tancia de hallar- mecanismos matemáticos q.ue permitan sumar rápida y 

eficientemente la misma, en este trabajo nos limitaremos a una base 

matemática única, dsta es, el desarrollo de la amplitud de disper - 

sidn en serie de polinomios, sean éstos función de la intensidad™ /  

del potencial o del momento transferido, encarándose, el problema /  

de encontrar algoritmos matemáticos que posibiliten la extensión / /  

adecuada de los métodos de la serie de Born y de las ondas parcia - 

les, a la región de energías intermedias.

En la sección 1 , se considera la extensión del primero 

de ellos, mediante el método de los aproximantes racionales de Padé, 

Se introducen las ecuaciones de Lippman-Schwinger para la función /  

de onda y para el opera,dor de dispersión T , obteniéndose, por ite 

ración de las mismas, las correspondientes series de Born. Para la 

dispersión por un potencial, se estudia,en particular, la conver - 

gencia del desarrollo perturbativo de la función de onda, y las /  /  

condiciones suficientes que aseguran la misma., EL análisis de tra­

bajos recientes, en los que se intenta mejorar la primera aproxima­

ción de Born, considerando términos de orden superior en el desa - 

rollo, indica que la convergencia de éste último, es lenta, no mo - 

nótona, siendo en oportunidades divergente, aún para energías rela­

tivamente altas. ELlo cuestiona seriamente la utilidad de los pri­

meros términos de la serie de Born, para los cálculos de secciones 

eficaces diferenciales a energías intermedias.

En la sección 1.4 , se introducen los aproximantes ra - 

clónales de Psidé, y se establece su relación con la resolución del



problema de dispersión en subespacios de dimensión finita, a través 

del principio variacional de Scliv;inger, Dada la ya mencionada di - 

ficultad de cálculo de los órdenes perturbativos superiores al pri­

mero, el esquema es aplicado, a efectos de su ensayo, a ejemplos de 

dispersión por potenciales de corto alcance, pax-a los cuales se / /  

dispone del conocimiento de var-ios de esos órdenes, y en los cuales, 

las sumas parciales de la serio de Born,asociadas, presentan un / /  

comportamiento anómalo en el sentido indicado más arriba. Para los 

potenciales de Yukawa y Exponencial, se evalúan las tablas de Padé, 

hasta los órdenes permitidos por los términos disponibles de los / /  

respectivos desarrollos perturbativos, EL estudio de las mismas, /  

demuestra que la sucesión de sumas parciales de la serie de Born es, 

al menos para los casos considerados, una de las sucesiones más po­

bremente convergentes. La convergencia de otras sucesiones de la /  

tabla, resulta ser rápida, y a los valores correctos, aún para cier­

tos casos asociados al potencial de Yukawa, para los cuales es sabi­

do que la serie de Born para la función de onda es divergente. De 

este modo, el método de los aproximantes de Padé, resulta ser ade - 

cuado para extraer la. información contenida, en los primeros órdenes 

perturbativos, de manera tal, de permitir la obtención do resulta - 

dos significativos para la sección eficaz diferencial a energías / /  

intermedias.

En la sección 2 , so considera la extensión del método /  

de las ondas par-ciales a la zona de energías intermedias. Un campo 

donde resulta, de fundamental importancia el poder efectuar una ta-1 

extensión, en forma eficiente, es en la. física de las colisiones /  

a.tómicas y moleculares. En él, las interacciones son predominante­

mente de largo alcance, determinando ésto último, una contribución 

importante de los términos correspondientes a grandes valores del /  

momento angular, en los desarrollos en ondas parcialos de la ampli­
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tud de dispersión, y de la seccidn eficaz total, y una lenta con - 

vergoncia de los mismos. Esta situación requiere el cálculo de / /  

cientos, y en oportunidades, de miles^ de corrimientos de fase, con 

los consiguientes esfuerzos numéricos. En este trabajo, el proble­

ma de la aceleración de la convergencia de la serie que define la /  

amplitud de dispersión, se encara mediante el uso de dos algoritmos 

numéricos; el esquema de los aproximantes racionales polinomiales /  

(A .R .P .)j y el de los aproximantes de Padé puntuales (A.P.P,)o

El esquema de los A .R ,P ., que es considerado formalmente 

en la sección 2.3 , es, básicamente, una generalización natural / /  

del método de los aproximantes de Pealé, adaptando éste dltimo, para 

su aplicación a series en polinomios ortogonales.

El de los A .P .P ., y sus métodos recurrentes de cálculo, /  

los algoritmos Epsilon y Eta, se estudia en la sección 2 .4  . Para

potenciadles con comportamiento asintótico del tipo Y{r) '■—' A/r^ ,
r —>00

y para los casos en que los correspondientes desarrollos en ondas /  

parciales de la amplitud de dispersión hacia adelante y hacia atrás, 

y de la sección eficaz total, son convergentes, se demuestran teo - 

remas que aseguran la convergencia de los A.P.P. a los vaiores co - 

rectos, y que, en todos esos casos, la misma es más rápida que la /  

correspondiente a las respectivas sucesiones de sumas parciales de 

dichos desarrollos. De este modo, el método resulta apropiado, en 

particular, para el estudio de procesos de colisión entre partícu - 

le^ cargadas y átomos neutros polarizables, o entre moléculas, ca ~ 

sos para los cuales, se verifican las hipótesis de los teoremas.

En la sección 2.5 , se considera, la aplicación numérica /  

de los A.R.P. y A .P.P . a distintos casos significativos desde el / /  

punto de vista físico, en los cuales se hallan presentes dificulta­

des en el cálculo de la amplitud de dispersión a través de su desao- 

rollo en ondas pajr'ciaJ.es, provenientes de las propiedades de con - 

vergencia de éste últimos el caso del potencial coulombiano, pre -
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sente en las colisiones entre partículas cargadas, y caracterizgño 

por un desarrollo divergente para la amplitud de dispersi(5n| el del 

potencial l /r  , q.ue tiene asociado un desar-rollo divergente, pa­

ra la amplitud hacia adelante, oscilante hacia a,trás, y lentamente 

convergente para ángulos de dispersión intermediosj dos casos tí - 

picos de procesos de colisiones atc5micas y moleculares en la zona /  

de energías intermedias, la colisión elástica H_-H en el rai^go de
g

0.0011 - 0.11 eV, descripta por un potencial de Lennard-Jones, y la 

colisión elástica e-He, en el rango 100-400 eV, estudiada con el 

método del potencial de polarización extendida.

Amhos métodos de aproximación demuestran su valor como / /  

mecanismos de regularización del desarrollo divergente de la ampli­

tud, correspondiente al caso coulomlDiano, y del oscilante, asociado
2

a la amplitud hacia atrás, para el l /r  . Sin embargo, la impor - 

tancia de ello es relativa, en el primer caso, ya que como se indi­

ca en la sección 2.5-1 , el conocimiento de la amplitud exacta co- 

respondiente al potencial 2 cp</r , permite su sustracción de la am­

plitud total de interés, cuando se hallan presentes, además del /  /  

coulomhiano, otros potencia,les de menor alcance.

La evidencia numérica indica, por otro lado, el valor de 

amhos tipos de aproximantes como métodos de STxma de desarrollos en 

ondas parciales lentamente convergentes, aiin, para casos para los /  

que no se dispone del conocimiento de las propiedades formales de /  

convergencia de aquellos. ELlo so manifiesta, en particular^ en un 

considerable aumento en la precisión final de los resultados,cuando 

obtenidos con los aproximantes a partir de un dado niímero de de co- 

rimientos de fase, en relación con el cálculo tradicional con las /  

sumas parciales. Consecuentemente, los métodos de aproximación /  /  

considerados, proporcionan medios eficientes para efectuar los /  /  

cáJ.culos de procesos de colisiones atómicas y moleculares en la zo­

na de energías intermedias, a partir del método de las ondas par- /
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d ales , reduciendo considerablemente, el importante trabajo numé- 

rico usualmente involucrado en los mismos.

Se destacan las posibles aplicaciones de estos esquemas, 

a otros desar-rollos en serie, q,ue aparecen típicamente al resolver 

problemas físicos, donde pudieran estar presentes dificultades /  /  

provenientes de una pobre convergencia de los mismos.

las conclusiones de la tesis expuesta, están dirigidas a 

enfatizar la importancia de introducir mátodos numéricos más efi - 

cientos en el cálculo de procesos físicos. De este modo, pueden /  

reducirse los esfuerzos necesarios para obtener tedricamente las /  

cantidades medibles, y a la vez, ampliar el rango de procesos ac - 

cesibles al cálculo numérico.
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1, EL METODO PERTUEBATIVO

1.1 - Ecuación integral de la dispersiono Principios vaxiacionales^ 

Comenzaremos con la consideración de la dispersión de una 

partícula de masa m por un potencial gY(r) . La ecuación de /  /  

Schrodinger correspondiente será

( + gV(r) E ) (r) = O (1,1»1)

A grandes distancias del centro de fuerzas, donde el potencial se /  

supone despi'ecialole, las formas asintóticas para las funciones de /  

onda "entrante" (-), y "saliente" (+), serán

r ^f—(©,j2Í)exp(±ikr) (1 .1 ,2 )

es autofunción de H 
k o

, r = I '

con autovalor E , k = kdonde

2mH./Yî  , r = jr , y se lia elegido la dirección de k como eje po - 

lar de un sistema de coordenadas esféricas. Sustituyendo (l,lc,2) /  

en (l,l„l)j y despreciando gV(r) y términos de orden r , es / /  

fácil ver q.ue soluciones (r) con comportamiento asintótico /  /

( I 0I . 2 ) existen para f—(G,0) arbitrarios. Sin embargo, el despre­

ciar gV(v) es consistente con ellas sólo si V(r) verifica

lim r 

r —

V(r) = O ( i a ,3 )

Esto excluye, en particular, el caso del potencial coulombiano, pe­

ro incluye todos los demás casos de interés físico.

Definiendo el vector k ’ , tal q.ue |kfl=ik|=: k j y cuya /  

dirección ea la caracterizada por (Qj0) , la amplitud de disper- /  

sión f ' (0,0) puede también definirse a partir del operador de /  /

dispersión T mediante la expresión ( 1 )
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±^{Q,0) = -m/2 ír . / k '  jgV I Y  = -m/27T . /]t»| T | k\

donde hemos introducido los autovectores

(1 .1 .4 )

k\ de , tales que /

sección eficaz diferencial 1.{Q^0) vendrá

dada por

2 2 /. _  2 
= m ATT . T

mientras que la total, por

Q = (1.1.6)

Resolviendo formalmente la ecuación de Schr6*dinger (1 .1 .1 ) mediante 

el método de la función de G-reen^^\ es posible obtener una ecua-/ /  

ción integral para (r) que incorpora la condición de contorno / /  

(1 ,1 .2 )

donde

= ( E - H ±Xe ) 
o o

-1
€ >  O (1.1.8)

En particular, si = -ÍL^/2m\^^ , ^j^(r) = exp(ik.r), se tiene /

r

Y  -(r) = exp(ik.r) + g QÍ(r,r» )U(r ’ ) ^  ~(r ’ )dr ’ (1.1.7* )

con U(r) = 2m /d^(r), 7

G-(r,r') = -m/27f , exp( ±ik (1.1.8')
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La ecuacidn (1 .1 .7 ) es la llamada ecuación de Lippman-Schwinger /  /

(LoSo)j y en ella y V pueden eventualmente depender de gra ~

dos internos de libertad, con lo que los procesos inelásticos pue -
(2 )

den también ser considerados, Scliwinger ha obtenido u;': princi ~ 

pió variacional para las funciones 'Y '— , Definida la magnitud bi - 

funcional

gV gv

'(k ')  I gV-gVG^gV | T (k )>  (1 .1 .9 )

la misma resulta ser igual a T , , el elemento de matriz del /  /  

operador T para la transición k —̂ k ’ , cuando 'Y^(k)\ = 'Y'

y (k<) siendo so-

luciones de las correspondientes ecuaciones (1 ,1 .7 ). Por otro ladO;

I  ̂  ̂ es estacionaria en el entorno do T-, , , , de manera de que /  

si j  ’ difieren de sus valores exactos en o ' ^  , entonces

= + o( cíy ), o sea, el error en I , es de segundoT
“k%_k k»,kk ’ ,k „  _  

orden, cuando lo es de primero en

Otro principio variacional de interés puede obtenerse /  /

considerando la ecuación de l .S , para el operador

T = gV + gVG^T (1 .1 ,10)

Manipulando esta ecuación, y tomando elementos de matriz entre es - 

tados no perturbados k ^  y —  ̂ puede definirse la magnitud

T f -./VI gV I gVG^T I k '^  + <(k' I T&^gV I k \

- I TG^T I k ^ +  <^k’ I TG^gVG^T | k ^  (1 ,1,11)



(*) /
y si se iDusca el operador T tal que I ’ , _ sea exteemal, la /

ecuación de Euler que se olotiene es la (1.1,10)* Por lo tanto, si 

T satisface la ecuación de loS., entonces ^ = ÍÊ , , y la- / /

funcional I* es estacionaria alrededor de T , , o sea que si
5 iC ' ±C ^

T , = T 4- oT, siendo T solución de (l .l .lO ), se tiene , = 
pruelDa ? \ k

+ 0 (o T  ).

- 4 -

los principios veiriacionales aquí tratados pueden usarse, 

básicamente, con dos objetivos? i) conocidas ya sea, la función de 

onda o el operador T , con buena aproximación, es posible obtener 

una mejor aproximación para , por reemplazo directo de las / /
á.\. J ̂

funciones de onda o el operador de prueba, en las respectivas fun - 

ciona^les,” i i ) se eligen funciones de onda u operador T de prueba,/ 

con parámetros variables, y se ajustan los mismos de manera de que 

aquellas sean estacionarias respecto a pequeñas variaciones de los 

mismos o Esto último enfoque es p8.rticularmente interesante si los 

elementos de prueba tienen parámetros lineales a variar, ya que en 

este caso, el problema se reduce a resolver un sistema lineal de / /  

ecuaciones. Como veremos en la sección 1.5, los aproximantes ra •- 

cionales de Padé a la amplitud » definida a través de su de-

S0.rrollo perturbati'^o, se hallan estrechamente vinculados a la re 

solución del problema de dispersión a partir de i i ) ,

1^2 ™ La serie de Born.

la serie de Born para la función de onda puede obtenerse

itersi-ndo (l,lc7), y suponiendo qiie el término de orden coro en la 

misma es

1^^' (1 .2 ,1)

(■'O En rigor, sólo están definidos los eHanentos de matriz del ope­

rador T entre estados de la misma energía ( cf, (1 ,1 .4 ) ).
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resultando (^)

+ + (1 .2 ,2 )

Análogamente, iterando (1 ,1 .10), se obtiene

T = gV + g + • (1 .2 .3 )

con

T = V(& V) 
n o

n-1
(1 .2 ,4)

Despuás de n iteraciones, la estimación de (r ) dada por la se- 

rie de Born es

i=0

n

(1 ,2 .5 )

y puede demostrarse fácilmente q,ue 

r

' f i  =
a ^ i x j T ' ) Y ( r ' ) d v '  = <4l ¡ (G^V)^ (1 .2 .6)

Consecuentemente con (1 .2 .2 ) obtendremos la serie de Born para la 

amplitud de dispersión en la forma

(1 ,2 ,7)

La aproximación n-*ésima para la amplitud de dispersión, será enton­

ces

En. lo que sigue, y cuando corresponde un supraíndice, se supo­

ne el (+).



¿  g'-f ÍQ,0) 

i=l ^
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(1 .2 ,8 )

e incluye los tórminos cuyo orden en el potencial es menor o igual 

q.ue ri.,

1,3 - Convergencia de la serie de Born para la función de onda.

En lo que sigue nos restringiremos al caso en el q.ue /  /  

= -?L^/2mV^ . Definimos las funciones

Z(r) = g V (r ') dr
r-r'

(1 .3 .1 )

para k real,

y la magnitud

d r ( r , r ' )V(r>)G^(r' , r " ) /G ^ (r ,r ") (1 .3 .2)

h h(x,x*) = Max h (x, X ' )
X, X ■

(5)
McDowell y Coleman , demuestran que las condiciones

Z <  1 (* )(1 .3 ,3 )

G (1 .3 .4 )

(*) la condición (1 .3 .3 ) asegura que el radio de convergencia de /  

la serie en el plano complejo g es no nulo para energías mayores 

o iguales que cero.
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son, alternativamente, siificientes para la convergencia de la se / /  

rie de Born (lc2 . 2)5 y han obtenido una cota para el error cometido 

al tomar "Y(r) = (r)

(n)
(1.3.5a)

donde t es una magnitud positiva q̂ ue verifica

(1.3.5-b)

Por su parte, Zemacli y iQ.ein^^\ demuestran q;ue si se verifica

Z(r) \ para todo r

Z(r) función continua de r

(1 .3 .6a) 

C1,3o61d )

Z (r ) = O (l /r ) , para r —i;, oo (1,3.6c)

entonces,

lim
k-̂>o

C = O (1 .3 .7 )

Vemos entonces, que las condiciones (1 .3 .6 ) son suficientes para la 

convergencia de la serie para energías suficientemente grandes, ere 

ciendo el radio de convergencia de la misma con la energía. Por o- 

tro lado, de (1 ,3 .5 ) resulta, que en esc límite, no sdlo la sei'ie /  

converge, sino q_ue admás es de esperar que lo haga monótonamente o

Para el caso particular de potenciales de tipo central, /  

es fácil ver que

1-̂ ,«o

Z(r) = 4m g']Y‘ (l/r ) drr V(r) + drrV(r) (1 .3 . 8 )
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por lo que las condiciones (1 .3 .3 ) J (lo3o6) se transforman en con­

diciones de verifica,ci6n relativamente sencilla en fimcidn del po - 

tencial,

1.4 - Aplicaciones prácticas de la serie de Born.

Uno de los métodos más usados pcj?a calcular secciones /  /  

eficaces diferenciales, correspondientes a procesos de colisiones /  

atómicas para energías relativamente altas, es el cálculo de f^^^

( cf« (1 ,2 ,8) ), conocida, como la primera aproximare i c5n de Born» /  /  

los principales argumentos en su favor, son su simplicidad forma l̂ /  

y numérica, y el hecho de da:r luga,r a resultados razonables en mu - 

chos casos de interés físico. La forma natur-a.1 de mejorao? la apro- 

xima.ción sería considerar términos de orden superior en la serio / /  

perturlDactiva. Para la dispersión de dos psirtículas por potenciales 

regula,res, se ha visto en la sección anterior, q.ue la. serie conver­

ge en un disco g \ R , siendo R un radio no nulo que crece con /  

la energía.. Por otro lado, cuando la. ajnplitud de dispersión es una
(*)

función regular de g ; puede definirse para todo g por conti­

nuación a.nalítica, a partiiEf de la. serie per turbativa., Ifeto signi - 

fica que los términos de esta serie tienen toda la información ne -•
(O '

cosaria para, resolver el problema de dispersión „ Para poten- /  

ciales no regulares, o para el caso de sistemas de más de dos par - 

tículas, no se conocen teoremas rigurosos. Sin embargo, puede pen­

sarse q.ue la. amplitud de interés estará definida paj?a todo g a / /  

través de los términos de lai correspondiente serie porturbativa, y 

de un meca.nismo matemático que permita extraer de ellos la informa­

ción signific activa o

(*) Condición suficiente para, ello, es que el potencial verifique

2 .
V(r) -dr < co , ( ref. (7) ).
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Dade. la compleóicLa,d involucrada en la detominación do / /  

los términos de orden aito de la, serie de Born, al encararse el es­

tudio de la, convergencia de la, misma en la zona, de energías inter - 

medicas, ello ha sido realizado, usualmente^ para casos de potencia­

les de corto alc0.nce, j  con formas p.nalíticas sencillas» En apli - 

caciones concretas se observo,, ciue atin par-a energia,s relativamente, 

altas, la serie parece converger lentpjnente y en forma no monótona  ̂

siendo, incluso, divergente, en s-lgunos casos o Holt y San-

toso^^*^\ en partictilar, calcularon f para n 4 4 ? para los po-™ 

tencia,les gr ^exp(-r/a) y g * exp (--r/a) ̂  j  concluyeron, a par-tir /  

de sus resultados, que no existe un esquemei, consistente do conver - 

gencia de lo.s sucesivas aproximaciones, y que, por lo tanto, el /  /  

cálculo de secciones eficaces diferenciales a. paj?tir de los prime - 

ros órdenes pertijar-bativos, constituye un método no confia.lDle en la 

región de energías intermedias, Da.da la ya mencionada, dificultaba /  

de cálculo inherente a. los órdenes altos, resulta así cuestionada /  

la utilidad de la serie de Born en dicha región,,

Kos plaaitefamos ahora, el problema de extraer de la. serie 

de Born, la informa.ción contenida en los primeros órdenes pertui''ba- 

tivos, de mâ nera. tal, de poder olotener valores significativos pâ ra 

la amplitud de dispersión, por ella definida, parai distintos caiso.T 

de interés fíjicoo EL método mas sencillo de cállcuJ.o, el de consi­

derar la sucesión de sumas palaciales de dicha serie, ha. resultado /  

no ser a.decuado para cansos como los menciona.dos ma.s arriba, De inr- 

pone, por lo tanto, el pensar en una transformación de esa sucesión 

en otra cuya, convergencia seâ , satisfactoria,. Un meca,nism-0 mai,temá - 

tico que permite este .tipo de cosai,, es el do los aproxima^iites ra.- /  

ciona.les de Pâ dé (A,Pe), que tiene, por otro laiio_-. la;, virtud do a_- 

proximar' también la.s propieda.des analítica.s de la. ajaplitud \

Aplicaciones de este esquema, de a.proximación a problema.s como los /  

aqiíL pla.ntea.dos, han sido rea.lizada.s recientemente por Ga.ribotti y /
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Massaro
:'-3) Cl4)

Rosenthal , y por Garilootti y Grinstein , y se /

consideran en la prdxima sección.

1 .5  ~ HL método de los aproximantes racionales de P̂ '-dé. 

Dada -una serie per turbativa formal

Oo

n=o
n Clo5=l)

el A.P. IT,M a f Cg) se define unívocamente por la expresión

í ^  \ /r n= ( Pq + P^g + "O Pĵ  ̂ ) / (  1 + + .o + â ĝ )

y el requerimiento

Cl«5,2a)

f (s ) - = 0( ) (1 , 5 c 2b )

siendo posible obtener la expresión compacta

^M-K+1
f
M+1 ^M~K+1 -- ^M+1

* >-

o
<%

M

L—j  ̂ • • *

0
•
e

M

D=o ^

i

•
n

g . . • «

9
«
•

^M+N

1

-1

de notar que la definición del A.P.

(1 .5 ,3 )

N,M ^ requiere el conoci- /

miento de los primeros F+M+1 coeficientes f^ . las propiedades 

matemáticas de estos aproximantes pueden encontrarse en referencia

11, y en los trabajos allí citados„

los A,Po pueden ser ordenados en una tabla
( 16 )
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0 , 0
- f

0,1 0,2

1 . 1 (1 .5 .4 )

Algunas sucesiones de esta talóla representan aproximaciones usualc.i- 

la dada por los A,P. primera fila, es la determinada

por las sucesivas sumas parciales de la serie perturloativa. la su-

cesi(5n 0, 0 i ,o ]^  , [ i ,ij^  , [2 , 1 '
f

N,N-1

. . . ,  es equivalente a un desarrollo de f(g ) en fracciones conti­

nuas del tipo

(1.5o5)

En particular, la sucesión N,]? „ es equivalente a una fracción /
Í1 6 'I

continua de tipo J

f(g) = a^g/P^(g) ; í'j^(g) = 1 + (1 .5 .6 )

Cuando f(g) es la amplitud de dispersión f(g ,E ,@ ) , cualquier / /

A.P. F,M
Jf

resulta de resolver las ecuaciones de dispersión /  /

(1 .1 .7 ) en subespacios de dimensión finita, siguiéndose de ello, / /  

que pueden ser obtenidos a partir del principio variacional de Sch- 

winger usando funciones de prueba adecuadas en la funcional /  /  /

(1 .1 .9 )
(17)

los A.P. N,N , en particular, resultan de conside-
/-j Q \

rar las funciones de prueba de Cini y Fubini , que involucran, /

básicamente, combinaciones lineales finitas de los vectores j

í > J

vamente, la sucesión K,N+1 ^ puede ser obtenida a partir del / /  

principio variacional para el operador T , eligiendo



_N.
T = ) y T
prueba i i

en la funcional (1 .1 ,11), siendo las , las definidas en (l,2o4)

IjOS parámetros x. se ajustan de manera de q.ue I' . sea extremal 

al reemplazar en (lo ld l ) , resultando, en ese caso  ̂ , /  /

-  12 -

f
No se conocen teoremas de convergencia generales para su­

cesiones arbitrarias de la tabla (1..5.4)» Cuando la serie (1 ,5 ,1)

es una serie de Stieltjes, la sucesión NjN+j con j^-lj conver-

(19)
ge a f(g ) cuando K-><=̂  « Por otro lado, puede demostrarse / /  

que si la dispersión es producida por un potencial de signo defini­

do, la amplitud g ^f(g ,E ,0 ) es una serie de Stieltjes en g s o ­

lamente si G = O j  E< 0  Las propiedades analíticas de los 

A.P„ en el plano complejo de la energía garantizan la convergencia 

de los mismos para energías positivas. Para ángulos de dispersión 

distintos de cero, no se ha probado la convergencia de estos apro - 

ximantes. Sin embargo, la evidencia numérica indica comportamien - 

tos similares para valores nulo y no nulos de O,

En. lo que sigue, particularizaremos a los casos de poten­

ciales de tipo Yukav\̂ a y Exponencial, demostrando que el método de /  

los A.Po proporciona sucesiones rápidamente convergentes en todo el 

rango de energías considerado. En las tablas 1 ,1 , 1„2, y 1„3, se /  

presentan las tablas de Padé para el potencial

V(r) = -2.365a^/(2ar).exp(-r/a) (l.5c7)

mientras que en la 1 ,4 , se indican los resultados para

V (r ) = -2a^/(2a).exp(-r/a) (1 .5 .8 )

donde a es una longitud característica que depende del proceso / /



(íf)
particular considerado , Debido 0-1 hecho de que es nulo pa­

ra el desarrollo (1 ,2 ,8 ), los A,P, Oj^ se anulan idénticamente» 

y no han sido indicados, los valores numéricos correspondientes a

los ro,Fl„, o sea a los fueron calculados, en talólas I d  y /

(14)
1 .2 , a partir de los determinados por Rosenthal %  mediante

la iteración de una ecuación integral para la amplitud de disper- /  

sidn, obtenida, a su vez, usando trajis formad as para la función de /  

Green para partícula libre» Por su parte, los en tablas 1„3

y 1.4} son los de Holt y Santoso^^*^\ obtenidos efectuando integra­

ciones analíticas y numéricas en las sucesivas ecuaciones (l„2„6) /  

involucradas. los valores "exactos", tomados como referencia, fue­

ron calculados por éstos áltimos, por integración numérica de las /  

ecuaciones correspondientes a las primeras 20 ondas parciales, en /  

algunos casos, y con el método de la integral de Predholm^ en otros

en los cuales, ese niímero no fue suficiente para obtener una con- /
( 2 1 ) ’

vergencia satisfactoria

Del estudio de las tablas, se sigue que incluso para e - 

nergías no demasiado bajas ( ka = 0„663 corresponde a 20 McV en la 

dispersión nucleón-nucleón), la convergencia de la sucesión d.e Born 

( A.P, 1̂ 0,N )j GS muy pobre, Ife de notar que cálculos realizados
f  A \

por Rabitz y Conn , indican que para el potencial (l,5o7) la se -■ 

rie converge para k a ^ 2 ,5 , por lo que los casos considerandos en / /  

tablas 1.1 y 1.2 ( ka = 0.663 y 1.816 ) corresponden a situaciones 

en lExs cuales la misma es divergente. En genera.!,la convergencia /  

de otras sucesiones de A.P^ es mas rápidao No existe un criterio /

(*) Con esta» elección de las constantes de acoplamiento, típica, / /
(20)

d.el estudio de la dispersión nucleón-nucleón, per ejemplo, se para -

metrizan los cálculos en función de la meignitud adimensional k a ./ /

Vaiores típicos para a son, del orden de 10 cm para procesos /
—8

nucleaj?es, y de 10 cm para los atómicos.

-  13 -
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exa.cto para, preferir ima dade. sucesión de la talDla. Desde el punto 

de vista matemático resulta muy difícil tener, a priori, un critc - 

rio comparativo para las velocidades de convergencia de desarrollos 

diferentes en fra,cciones continuas de una dada función. Incluso, /  

al considerar la serie pertur-loativa, se ha visto q,ue no es posible 

asegur-ar q.ue la aproximación de un dado orden será mejor q,ue otra /  

de orden ma,s bajo. Desde el punto de vista, físico, se debería dar 

preferencia a la sucesión de los A.P. ["n , , que son, en particu­

lar, las soluciones obtenidas con el "ansatz"_de Cini y Fubini a / /  

partir del principio var-iaciona.l de Schwinger,

EL principa.1 punto a destacar, de la consideración de los 

resultados, es que la^ sumaos parciales de Born constituyen, al me - 

nos para los cansos considerados, una de las sucesiones mas pobre- /  

mente convergentes de la tabla de Padd. Por otro la,do, si bien /  /  

f no resulta ser ima buena aproximación a la amplitud do disper­

sión, particular-mente para ^ = O , ya que al ser Im f = O , se 

viola el teoremâ  óptico ( cf. (2 .1 ,9 ) en la próxima sección ), y / /  

con ello el principio de conservación de la, probabilidad, la consi­

deración de las ta.blas 1,1b, 1,2b, 1.3b, y 1.4b, muestra que /  /  /  
( l ) 2

resulta, en lo que respecta a. su precisión, generalmente / /

superior, o a lo sumo comparaJble, a los
^(N) 2

( IÍ)>1 ) considera­

dos. Este lieclio es comprensible desde el punto de vista do la ta -

bla de Padd, Ei lugax de considerar f como la primera aproxi -

mación a la. serie de Born, se la puede reinterpretar como el primer

miembro de la sucesión |_0,lj , [ijlj^j |l,2j , i_2,2] , o, /
~ flA í

alternativamente, de la [NjN+iJ^  / que parecen converger satis- /  

f ac t o r i ajnen t e.

Algo puede decirse, además, respecto del comportaumiento /  

de los A.P. ajite la. vairiación de g . Partiendo del conocimiento /  

de los fj_.( i 7 ) en el caso del potencial de Yukawa (1.5.7)? pa­

ra ka = 0.663, y 9 = 0 ,  TT/2, y V', caso en que la serie de Born / /



resulta ser la mas pobremente convergente de la^ considerador, se /  

han estudiado las tablas de correspondientes a g/2 y g/3, /

siendo g el valor de la constsjite de acoplamiento en (1 .5 .7 ). los 

resultados se indican en las tablas 1,5 y 1 .6 , donde se han tabula-

1 2 '
do I 0.S magnitudes de . Del estudio de ellas, surgen, en

líneas generales, ler misma.s proxoieda,des relativas de convergencia 

de las distintas sucesiones de las tablas, que ya fueran observa.d^, 

verificándose la estabilidad de las mismas con la var-iación de g.

Considerando ahora, las colisiones electrdn-átomo, y o - /  

tros procesos de colisión mas complica^dos, donde a lo sumo se dis - 

pone del conocimiento de f^ , es importante notar que ol A.P. /  /  

1,1J^ se compara favorablemente con la tercera aproximación de /  /  

Born, y en algunos casos, incluso con las de orden superior. Efete /  

hecho es cierto, tanto para la pai'te rea.l,como para, la imaginajria /  

de la amplitud de dispersión, la precisión de este A.P. ha sido / /  

también verificada al estudian* las colisiones e~H y o-He \

-  15 -



16 -

2. EL !£ETODO DE LAS OKDÁS PAECIALES

2.1 - Los desarrollos en ondas -parciales para la amplitud de 

dispersión y la sección eficaz total.

En lo que sigue, se supondrá que el potencial de interac­

ción es esfericaoacnte simétrico, siendo por ello posible,represen - 

tarlo por V(r) . Si el eje polar de un sistema de coordenadas es­

féricas {v,Qf0) es elegido de manera tal de que se encuentre en /  

la dirección del haz incidente de partículas, el problema tendrá / /  

simetría azimutal, y la función de onda puede desarro- / /

liarse en la fo3?ma

<?o

'V '* ’ (r) = (1/r) X  A P (eos 0)u (r) (2 .1 .1 )
I ¿ O  ^ ^ ^

donde (eos ©) es el polinomio de Legendre de orden L j  argu -
^ 2 

mentó eos Q , y los A dependen solamente de I; y . k . Susti -

tuyendo (2 .1 .1 ) en (1 .1 .1 ) expresada en coordenadas esféricas , /

se obtiene la ecuación que debe satisfacer u (r)
Jj

2
- L(Lfl)/r^ - U(r)

dr^
u^(r) = O (2 .1 .2 )

siendo U(r) = 2mV(r)/ñ^,

Como ^  "'"(r) debe ser finita en todo el espacio, y en /  

particular, en el origen, la solución fisicamente admisible de /  /

(2 .1 .2 ) debe satisfacer la condición de contorno

u^(0) = O (2 .1 .3 )

2 2
(*) Supondremos g=l , y /2m .V  en (1 .1 .1 ), y, consecuen—

temente con el sistema de coordenadas elegido, *^^(r )=exp(ikz).



-  17 -

Si el potencial U(r) es tal que puedo considerarse despreciable /  

para r mayor que un cierto r , la ecuación radial (2 .1 .2 ) para
(*) °

r > r se reducirá a 
o

dr'
+ - L(L+l)/r^ u^(r) = O

cuyas soluciones independientes son krj-Clcr) y km^Clcr), siendo
Jj -Ü

(x) y n^C^:) las funciones esféricas de Bessel y de Neumann, / /  
L L

respectivamente, definidas por

3^(x) = (TÍ/2x )'^J^_^ (x) 5 = (Try2x)^J^¿ (x)

(2 2 )
en función de las J^(x) de Bessel . De acuerdo con ello, te- /  

niendo en cuenta los comportamientos asintdticos de estas funcio- /  

nes, se obtiene

u (r) kr 
r->oo

= sen

eos (5_ 3n-(kr) - sen <5 n (kr)
Jj Jj Jj lí

kr - L TT/2 + (5. (2 .1 .4 )

que define los corrimientos de fase S .
Jj

A fin de determinar la amplitud de dispersión f(eos O)

en función de los 6 , debemos elegir los coeficientes A en /  /
Íj Jj

(2 .1 .1 ) de manera de que "Y ^ t e n g a  el comportamiento asintótico 

dado por (1 .1 .2 ). A esos efectos, desarrollamos la onda plana /  /  

exp(ikz), en esta líltima expresión, en ondas esféricas

OO

exp(ikz)
lí=0

(2Lfl)i^j^(kr)P_(cos 9) 
Jj li

(2 .1 .5 )

e igualamos los coeficientes de las ondas esféricas entrantes en / /

(1 .1 .2 ) y (2 ,1 .1 ), con lo cual se obtiene, usando (2 .1 .4 ) y (2 .1 ,5 )



A_ = k~^. (2lH-l)i\xp(i ) (2 ,1 .6 )
L Ju

Dgterminamos ahora f (eos O) a partir de la forma asintdtica

'^ '^ (r )  - exp(ikz) r ^f(cos O)exp(ikr)
I “  r ->oo

ya que se ha garantizado q.ue la componente esférica entrante del / /  

miembro de la izquierda sea cero. De (2 .1 ,1 ) y (2 ,1 .6) obtenemos /  

finalmente

-  18 -

oo 
\ '

f(cos Q) = (l/2ik) /  /2L fl )
If O

( 2 i 5 , )  - 1
e^P— L

P^(cos ©) 
Jj

(2 ,1 ,7 )

que es el desarrollo en ondas parciales de la amplitud de disper- /  

sión (D.O.P, de la Á .D .).

la sección eficaz total definida por (1 .1 .6 ) se obtiene /  

usando las relaciones de ortogonalidad de los polinomios de legen - 

dre, resultando

OO

Q =  (4TT/k^) (2IH-1) sen^í (2 .1 .8 )
lf=0

De las expresiones (2 .1 .7 ) y (2 .1 .8 ), se sigue que los defasajes / /  

determinan oompletamente las secciones eficaces diferencial y total. 

En general, no es posible contar con una expresión analítica para /  

los mismos, en función del potencial U (r). Para su determinación, 

se debe integrar numéricamente la ecuación radial (2 .1 , 2 ) desde el 

origen, imponiendo la condición de contorno (2.1.3 )> y ajustar la /  

solución fuera del alcance del potencial a la forma asintótica /  /  

(2 ,1 .4)^ \

(*) Puede demostrarse que este desarrollo es válido para potencia­

les tales que r^'^^U(r) — O , siendo <=■ > O,
I* —¿7 GO rt

(**) uji esquema alternativo de cálculo exacto de los o_, es el pro-
Jj
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PtXL’a potenciales reales, la dispersión es pur-amente elás­

tica, y los defasajes son reales, siendo posible derivar- una /  

iDiportajite relación a partir de (2 .1 ,7 ) y (2 .1 .8 ), el llamado teo - 

rema óptico

Im f (1) = (k/4Tr )Q (2ao9)

Esta relación, que es generalizable para el caso en gue puedan es - 

tar involucrados tambidn procesos inelásticos , es de gran uti­

lidad en las aplicaciones de relaciones de dispersión a la teoría /  

de colisiones, reflejando, esencialmente,la conservación de la pro- 

babilidado

2.2 - Aplicaciones prácticas del método de las ondas parciales.

EL número 1 de defasaies necesarios para obtener una, 
max ■ ■

convergencia satisfactoria del desarrollo (2 .1 ,7 ), viene determina­

do por la relación semiclásica 1 ka , siendo a el rango / /
max ’ ^  /

efectivo del potencial. Consecuentemente, 1 crece con la e- /
’ max

nergía y la masa reducida del sistema considerado, como así también, 

con el alcance del potencial que describe las interacciones en eí" /  

mismo. Un campo en el cual son típicos los requerimientos de -un / /  

niímero elkvado de defasajes, es en el de las colisiones atómicas y /  

moleculares, donde a.quellas están determinadas predominantemente / /  

por potenciales de largo alcance. En las colisiones entre partícu­

las cargadas y sistemen neutros polarizables, por ejemplo, el efec­

to de polarización inducida en los mismos, determina un comporta- /  

miento asintótico del tipo l /r ^ , para el potencial, rientras /  /  /

porcionado por la ecuación de la fase de Calogero .

(***) En este caso, Q será la sección eficaz total, elástica nás /

inelástica, y f solamente la amplitud elástica. Ver, por ejenplo, 
(24)

Brandsen , pag. 26,

(23 )
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que la interacción de Van der Waals entre moléculas, tiene una de -

pendencia del tipo l/r^ , a grandes d i s t a n c i a s \  Por otro ladOj
2

potenciales con comportamiento del tipo l /r  , se encuentran pre - 

sentes en la colisión e-H al estudiar procesos de excitación a / /
(26 )

energías intermedias , y procesos elásticos cerca del umbral /  /

(27 } +(28 )
inelástico , y en el caso e-He , donde también se halla /  /

presente el tipo l /r  , coulombiano.

La convergencia del desarrollo (2 ,1 .7 ) depende,en general, 

del ángulo de dispersión 9 . La sucesión de sumas parciales eSj /  

cuando convergente, asintóticámente monótona para Q=0 , j  oscilan- 

te para 0= It . Debido a ello, la convergencia del D.O.Po de la 

A.D. suele ser lenta para pequeños ángulos, y lenta y poco precisa, 

en lo que respecta a su cálculo numérico, para grandes án^los, de­

bido a la fuerte cancelación de términos de magnitudes similares y 

signos opuestos. Ejemplos típicos de estas situaciones son? reque­

rimientos de 10051 defasajes para el cálculo de la sección eficaz 

diferencial elástica para 0=0, correspondiente al proceso e-He, /
( 29 )

en el rango de 100-400 eV | el uso de 500 ondas parciales en la
(2 7 )

colisión e-H a 300 eV , rnimero que a pesar de ser tan alto no

permitió una evaluación precisa de la sección eficaz diferencial de

excitación para grandes ángulos; en ciertas colisiones moleculares,

aún para ángulos de dispersión intermedios, conocidos como ángulos

de "arco iris", L puede oscilar entre 1000 y 20000 
’ max ^ ^

En general, el cálculo exacto de los corrimientos de fase 

pgira estos casos resulta numéricamente prohibitivo, y en la prácti­

ca se efectúa para las primeras ondas parciales, evaluándose las / /  

restantes por métodos a p r o x i m a d o s A ú n  así, el esfuerzo numé - 

rico involucrado resulta considerable. Ello es particularmente crí­

tico, cuando a partir de las secciones eficaces diferenciales obte-

(*) Ello se demuestra en la sección 2,4-11 , para el caso de po- /  

tendales tales que V(r) ^  -C/r^, para r —> 00



nidas experimentalmente, se plantea el problema de determinar la / /  

reconstrucción de los potenciales. U s u a l m e n t e \  se supone / /  

una forma funcional dependiente de parámetros para el potencial, se 

calculan numéricamente los defasa;ies por el método de aproximación 

semiclásica y se efectúa la sujna del D .O .P . de la AoD,, /

de manera de obtener la sección eficaz diferencial, ifete procedi­

miento es repetido variando los parámetros del potencial, determi ~ 

nándose los mismos por el mótodo de "pirueta y error".

Problemas similares de lenta convergencia, se encuentran 

presentes al calcular la sección eficaz total Q mediante el desa- 

rollo (2 .1 .8 ), para casos del tipo de los mencionados . En el / /  

caso de colisiones inelásticas en el proceso H-He"̂  en el rango de

0.1-10 eV, por ejemplo, se presentan requerimientos típicos de 100 

a 200 defasajes para obtener una convergencia satisfactoria del de~ 

siarrollo de la Q correspondiente al canal en cuestión. Como Q / /  

resulta ser una función oscilante de la energía, y para cada valor

de la misma, es necesario determinar el correspondiente juego de / /

(35)
defasajes, el trabajo numérico necesario es considerable

De lo aquí expuesto, se sigue que resulta de fundamental 

importancia encontrar métodos matemáticos que permitan la acelera - 

ción de la convergencia del D .O .P , de la A .D ., en casos como los / /  

mencionados. Dado que los polinomios de Legendre son combinaciones 

lineales finitas de potencias, podría plantearse, en primera ins- /  

tancia, la transformación de la serie original en otra de potencias 

adecuada par-a la aplicación a ella, de los aproximantes racionales 

de Padé, cuya eficiencia ha sido vista en la sección 1 .5 . Sin em - 

bargo, es inmediato observar que
O O  O O  O Q  om

y .  ^  íj l ;
If̂ O ^ ^ lf=0 j=0  ̂ j=0 i ^   ̂ J

(*) Para el caso de colisiones elásticas, ello está directamente 

relacionado con la lenta convergencia de Im f (l )  (cf. (2 .1,9))o
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quedando así restringido el rango de aplicación de este enfoque, a

aquellos casos en que se conocen todos los coeficientes f-. . ife -
L

te no es el caso real, ya que la información de la que normalmente 

se dispone, es la dada por un miímero finito de coeficientes obteni­

dos a partir del cálculo numérico de los correspondientes defasa- /  

jes.

Planteado el problema, pasamos a considerar esquemas de /  

aproximación posibles para el D .O.P. de la A.D. En la sección 2„3 

se considerará el método de los aproximantes racionales polinomia - 

les, apto para su aplicación a series en polinomios ortogonales, y 

en particular, al desarrollo (2 .1 .7)5 ©n lasección 2.4 , el de los 

aproximantes de Padé pun.tuales, método aplicable, en principio, a /  

todo tipo de series, y con ello, tanto a (2 .1 ,7 ) como a (2 .1 ,8)5 en 

la sección 2,5 se considerar-á la aplicación numérica comparativa de 

los esquemas, a distintos casos significativos,

2,3 - Aproximantes racionales polinomiales (A .R .P.)

Volvemos a analizar la definición de los aproximantes de 

Padé para series de potencias. Como ya fuera visto en la sección /

1 , 5  , dada una tal serie

Qq

g(z) = (2,3ol)
n=0

el aproximante 1T,M a g(z) es definido como el cociente
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,U,Mjg = )/Qj^(z) ; Qj^(O) 1 (2 .3 .2 )

donde los polinomios ) y órdenes respectivos M / /  

y F  , son determinados a partir de

g(z) - K mI = 0( (2 ,3 .3 )



o, eqival en teniente

g(z).Qjj(z) - Pjj(z) = 0(z“+’^+^) (2-3.4)

lÉ̂ tos aproximantes son tien conocidos como una valiosa herramienta 

para acelerar la convergencia de la serie (2„3 ,1 ), cuando la mis:.ia 

es convergente, regularizar-la cuando es divergente5 y para la pro-- 

longacidn azvalítica de g(z) „ Resulta natural pensar en una ex - 

tensión de este tipo de aproximantes a series en polinomios orto - 

gonales, y en pajr-ticular, a las series de Legendre, q.ue son aquí /  

de nuestro interés.

Dada una serie en polinomios ortogonales, pretendemos /'/ 

introducir aproximantes a la misma, en forma análoga a las ecuacio­

nes (2 .3 .2 ), (2.3„3)¡, y (2»3«4)o Sea la serie
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donde ^  conjunto de polinomios ortogonales „ Definid­

me £

| í T , M Í =  A , ^ , { z ) / B j , ( 2 )  =  E  L . '  ! 4 ^ ^ ^ 1 ( 2 . 3 . S )

n=0 m=0

la gran diferencia con el caso anterior, provendrá aliora del hecho
(■■̂ga)

de que para los polinomios ortogonales se puede demostrar % que 

en general, vale la relación

iiJ ■ .

p .(z)p  ( z ) =  l _ / r  ’ ^p^(z) (2.3»7)

donde los r^'^ son coeficientes constantes que dependen del tipo 

de polinomios en cucstió'n, en lugar de una expresión del tipo
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Como consecuoncia de ello, las análogas de (2 .3 .3 ) y (2.3»4) no se­

rán equivalentes en este caso, y darán lugar a tipos distintos de /  

aproximantes.

En el primer caso, se exige

f (z )  - '

(2,3o8)

Ifetos aproximantes fueron estudiados por P l e i s c h e r ^  para el ca - 

so de series de legendre, y a pesar de poseer propiedades satisfac­

torias en cuanto a convergencia y analiticidad, tienen el gran in - 

conveniente de que su definicidn, a partir de (2o3o8), requiere la 

solución de un sistema no lineal de ecuaciones, con las consiguien­

tes complicaciones que provienen de este hecho, en lo que respecta 

a su cálculo niimérico.

En segundo tdrmino consideramos los aproximantes defini -

dos por

f V " )  - + • • •  (2 .3 .9 )

EQ-los han sido estudiados por Holdeman , Pleischer , y por / /  

Corhella, Garihotti y G r i n s t e i n \  Itetos líltimos los han pro- /  

puesto como método para sumar el I)=OoP. de la A.Do correspondiente 

a potenciales de largo alcance, problema que aquí nos ocupa„

Usando (2 .3 .7 ) y (2 ,3 .9 ), se obtiene ûn sistema lineal de

ecuaciones

_M
1 4  M

y

1=0 ’

.a . = c^ 
1 L, 1 1

M

y~) d.a^ . = c^ O 4  I  ^  N
i=0

(2,3olO)

donde
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L+i
a.

n=|Ir-i|
n

(2,3.11)

pudiendo olstenerse el aproximante en forma compacta

®'M+1,N *** ^M+1,0 
• •

^M+i,N ^M+1 , q 
•

|N,m } =
» •
• •

^M+N,0 0

e •
•  e

^M+N,N ^M+N,0

M M
1

••• %  • • • • •  í’o
L=0 ’ If O ’

- 1

(2 .3 .12)
De Isi consideración de (2 .3 .12) resul.ta que los coinciden

formalmente con los [n ,m J de Padé ( ci. (1 .5 .3 ) ) cuando se sus­

tituye p ,(z ) por . Sin embargo, los primeros N+M+1 coefi- 

cientes del desarrollo de | n ,m | en polinomios ?-(■'̂ ) no coin­

ciden con los correspondientes de f (z ) , y debido a ello, no es /  

posible extender en forma inmediata los teoremas de convergencia /  

conocidos para los , a los | f ,m | aq_u£ definidos. Si bien no se 

conocen tales teoremas en general, la evidencia numérica indica que 

para muchos casos de interés, los ■ N,m]- convergen satisfactoria -

mente, conociéndose, además, las siguientes propiedadesi 

(37)
I»ropiedad 1 ( relación de los A.R.P. con aproximaciones de cua­

drados mínimos ); Para M figo, y en el límite IT— , los aproxi - 

mantés definidos por (2 .3 .9 ) hacen mínima la integral

I(t^,x^) =
rb

a
B(z)f(z) - A(z) W(z)dz 

N

conjunto de po5inomios ortogonales ^n°el intervalo j_a,bj con fun -

donde B(z) = ’ A(z) = » y es un /

conjunto de po5lnomi 

cidn de peso W(z) .

Propiedad 2 (Apéndic 

parámetro E , y para un cierto m

Propiedad 2 (Apéndice I ) ; Si los f^ son tales que dependen de un

, y un dado valor del para-
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metro, se tiene,

lim (h f ) = y cT ; con li = E - E 
' " m m n ^  m m

m

entonces para O 4 m ^ M, se verifica

lim h. “j N,M \ = lim (h f (z )) = y p (z )
h. —>0 h —>0
m m

Ifeta propiedad resulta pajrticulármente interesante en el caso en / /  

que la serie en cuestión es el D.O.P, de la A.3D., y E os la ener­

gía, En este caso, cuando E se halla en el entorno de E.̂ , la / /
Jj

energía de un estado ligado o resonancia, de momento angular 1 , /

se ctimple la condición exigida y los |lT,M^dan el residuo correcto,

pudiendo esperarse que sean una buena aproximación de la amplitud /

cuando M , en dicho entorno. ¥otemos que la definición de los

aproximantes es forma.l e independiente de la energía.

(37)
Propiedad 3 s Si los f^ tienen uji comportamiento asintótico / /

del tipo

V
f en
n

n oo

y la serie (2 ,3 .5 ) converge absolutamente, entonces, para el apro 

ximsnte ^1 ,m |=  i^^(z )/b^ (z ), se verifica, en el límite M — > <x)

B^(z) -> K(z~a)

A^(z) K
m=0

donde los f * son los coeficientes de la serie 
m

0<3

(z-a)f(z) = \

m=o



que tienen un comportacaionto asintático

f ' -'->0 »n^“^

y a es una constante q.ue depende del tipo de polinomios en cues - 

tidn ' , I'Totamos que esta propiedad garr.ntiza que los |^l,Mj con- /  

vergen asintdticsjuente con mayor rapidez que las sumas parciales de 

la serie (2 .3 .5 ). Caloe destacar^ que para series en polinomios de 

legendre, a=l, y las condiciones que aseguran la convergencia ab- /  

soluta de la serie son, v < -1 para z = —1 j y v < -l/2 para / /  

-1 < z < 1 .

2.4 - Aproximantes de Padé puntuales (A .P .P .)

EL interés por este tipo de aproximaciones surge con un /  

traloajo de Shanks en el que so estudian transformaciones no li­

neales do sucesiones lentamente convergentes o divergentes, Shanlcs 

inicia su estudio considerando sucesiones que pueden expresarse en 

IS- forma

i .
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1 n
n 1 -1

1=1
= S + ) ; a,qf |q |̂7̂  1 (2 .4 .1 )

donde S es la "base" de la sucesión, y los q^ parametrizan los 

" ransitorios" de la misma. Si los q  ̂ son tales que q^j< 1 , / /  

entonces la sucesión es convergente, y se tiene

lim S = S (2 .4 .2 )
n

n —>*0

o sea, que S es el límite de la sucesión. Si algitn q^ es tal /  

que q^[ >1 , la sucesión es divergente, pero puede ser regulariza­

da, asignándole el valor S , llamado antilímite, por Shanks, como

(*) a = lim (1/A  ̂ 4- C ^/A  ̂ - B /A  ), siendo A , y C los 
 ̂  ̂ m->oo m m ^ n  ̂ n ’̂ n



aq-j.61 desde el cual diverge, EL problema planteado así, consiste /

en desarrollar una transíormacidn de una dada sucesión 3 . en o -
n '

tra, que teniendo como límite 3 , tienda a ese valor rápidamente, 

a partir del "filtrado" de los transitorios matemáticos.

Las traaisformaciones estudiadas por Sb.s.nlcs consisten, bá­

sicamente, en generalizaciones formales del conocido método de ex -

trapols.ci(5n de Áitken^"^^\ Veremos, a continuación, un modelo geo-
(4-2)

métrico de las mismas debido a Johnson . Consideremos una suce­

sión formal 3^ , y supongamos q.ue partimos del conocimiento de

3 _, y 3 Construimos los vectores
r-ul’ r+2

V  =  (3 ,3  ̂ =  ( S  ,3
-1  ̂ r ’ r+1 ’ -2  ̂ r+1’ r+2'

3i la sucesión es convergente, y tiene límite 3 , entonces

lim V = lim v„ = 3 (1 ,1 )
r->co ^ r-;,co

Partiendo de esta observación, construimos la recta generada por / /  

|v ^ ,v 2  ̂ , y buscamos la intersección con la dirección del vector /

(1 ,1 ), resultando
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3^  ̂ - 3 .3  ̂
E^(3^) = ___ r+l. -___ÍL-Í>2

^ 23  ̂ - 3 - 3  ̂
r+1 r r+2

La intersección transformación de 1er, orden de /  /

3]ian]ís, y coincide con la fórmula de extrapolación de Aitken. Vea­

mos una aplicación particular de la misma. Supongamos que

coeficientes en la fórmula de recurrencia

p _ ( z ) = ( A z + B  ) p ( z ) - C p  -.(z)
■̂ n+1 n n -̂n n-̂ n-1



r , 1 _ 1 z
S = ) z = ---- -- = -----  - ------ z
^ k=0 1 - z  1 - z  1 - z

En este caso, para z < 1  , lim 3 = S = l/(l- z) , y S tiene la
r r r

la forma
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3^ = 3 + aq_ 5 con S=l/(l--z), a=-z/(l--z), y q=z

Ife fácil ver que en este caso

3 , - q.3 = 3(l-q.) 
r+1 r ^

o^ea, que todo par de elementos sucesivos so hallan relacionados / /  

linealmente, y que, por consiguiente,

- 3 (1 ,1 )
-1

que nos permite visualizar el resultado

E^(S^) = 3 para todo r ^ 0

lo importante a destacar, es que este resultado será cierto tam- / /  

Toién para z = q | ) 1 , caso en el cual la sucesión es divergente» 

ELlo se debe al hecho de que la transformación es invE-' / /

riante ante la permutación de índices (r,r+l,r+2 )<—? (r+2,r+l,r)<, 

Dicho de otro modo, ©1 valor de la serie prolongada ana­

líticamente fuera de su radio de convergencia, valor, que en este /  

caso, es el teintilimite' de la sucesión.

En el caso general, par-timos del conocimiento de 3^, /  /  

3^^^ , . . . , .  Definimos en un espacio n+1 - dimensional, los /  

vectores

V . =  ( 3  .,<»»,3 ) 5 k = 0, 1, 2, • • a , n  
-k r+k’  ̂ r+k+n ’ » > j j



y consti*uiraos el iiiperplaná de dimensidn n generado por los mis~- 

moSj biiscando su interseccidn con la dirección del vector /  /  /  /  

( 1 ,1 , . . . , l )  , perteneciente a ese espacio. Ifea intersección, /  /  

E^C^r^ , es la transformación de orden n-dsimo de Slianks, j  pue­

de expresarse en la forma
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E (S ) = 
n r

donde

DS DS  ̂ 3 
r+n-l r

DS _ • • »]DS „ _ S . 
r+n-l r+2n-2 r+n-l

DS . . .DS  ̂  ̂ S 
r+n r+2n-l r+n

DS DS , 1 
r+n-l

DS  ̂ . .DS  ̂ _ 1 
r-+n-l r+2n-2

DS ...DS   ̂  ̂ 1 
r+n r+2n-l

-1

(2 .4 .3 )

DS = 3   ̂ - 3
m m+1 m (2 .4 .4 )

pudiendo escribirse, E (S ) = p^S + p S   ̂ + . . , + p  ^3 , con
’ n r -̂1 r -̂2 r̂+l -̂ n+1 r+n’

Pl + P2 + . . .  + ~ ^ entonces, que puede interpre -

tairse a E (3 ) como un promedio pesado de S , 3 _ , . .  , S , 
n r r ’ r+1 r+n

EL mismo es, sin embargo, no lineal en los S^ , ya q.ue los pesos 

p. serán función de ellos.
a

Ife fácil ver, a partir de (2 .4 .3 ) y (1.5.3)» ^ue si

lim 3 = 3 (z) = > a .z' 
r ^ ' 1

r 3=0 ^
(2 .4 .5 )

entonces

n,n+r
Js

(2.4.6)

es decir el método de aproximación coincide, en este caso, con el 

de los Á.P. En general, si



podemos definir
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a (2 .4 .7 )
3=0 ^

oo

h(z) = a (2 .4 .8 )

j=0 ^

de tal modo de que

lim 3 = h (l )
r —>ío

j  tendremos, de acuerdo con (2 .4 .5 ) y (2 .4 .6 )

Eji(S^) =  ̂ (2 .4 .9 )
'h (l)

De (2 .4 .9 ) resulta la raz(5n por la cual los llamados /

aproximantes de Padé puntuales. De este modo, los Á.P. adquieren /  

un significado como método de transformacic5n de sucesiones, y en / /  

este sentido deben considerarse en las secciones siguientes.

Por completitud, daremos aliora un teorema debido a Shanks 

que es una generaliza.ci6n de lo visto para el caso de la sucesi(5n /  

de siimas parciales de la serie geométrica.

Teorema 1 ; Si S tiene la forma

m
\— V T

3 = 3 + j a . q .

é l  " ^

entonces , E (S ) = 3. 
m

Cabe destacar, que en una tal sucesión, cualesquiera m+1 elemen -
(42)

tos sucesivos se hallan relacionados linealmente

2.4-1 Suc_ê io_n_es_de_ Newto_n_

Demostraremos dos teoremas que nos permitirán, mas ade- /  

lante, asegurar la convergencia del esquema a los valores correc- /  

tos, cuando es la sucesic5n de sumas parciales del desarrollo /



(2 .1 .7 ) para © = O, TT j o del (2 ,1 .8 ), correspondientes a poten 

cíales de largo alcance.

Por conveniencia de notación, introducimos los determi 

nantes de Hankel

-  32 -

=

m 'm+l

"m+1 m+2

f f 
m+k-1 m+k

'm+k-1

'm+k

■m+2k-2

(2,4clO)

y el operador diferencia, definido por

D^S = ; D^S = DS 5 = S (2 .4 .11)
m m m m+l m m mm m mm m

siendo DS^ el dado por (2.4.4-). Entonces, puede demostrarse
(43)

que

E (S ) =
n m

n,n+m

(2.4 .12)

O, equivalentemente, operando sobre los determinantes en (2,4 .12)

E (S ) = (D^S )/H^ (D^S )
n m n+1 m m n m m

(2.4 .13)

Supongamos aliora que la sucesión S de interés, es tal, que asin -
^

tóticamente se tiene

S 4- a ^  (m+ yu) ^ k ; : ^ ! ,  O (2,4 .14)

(*) Diremos que S tiende asintóticámente a B , y lo indicamos
m m

3 , si dado & > O - m tal que
m m ' - ' o



Considerando las diferencias como diferenciales, es inmediato veri­

ficar, por derivación directa, q[ue

a (k+p-l)I(-)^
^  j p > 0  (2.4 .15)

Por otro lado, sustrayendo filas y operando algebraicamente en el /  

determinante (2.4 .10) podemos demostrar que para n,k >y O

H^_^^(r!) = n l(n + l)! ...(n + k )!k !(k - l)!...2 !l !  (2 ,4 .16)

Reemplazando (2.4 .15) en (2 .4 .13), y usando (2 ,4 .16), obtenemos, / /  

finalmente
C* ■)

Teorema 2 ( sucesiones de ITewton monótonas) ; Si viene dada

asintóticamente por (2 .4 .14), entonces, para n fijo, se tiene

a n!k!
E (S ) ^  S + ----------  (2,4.17)

^ (m+^)^(k+n)!

Analicemos ahora el caso de la sucesión oscilante

Si
H ^  E + (-)“  --->^1 , j x Z O  (2 .4 .18 )

Usando (2 .4 .15) y (2.4 .18) obtenemos
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I,P( (-)“ e  ) ^  C2.4.19)
m m

a^ (k+p—1) ! (— )

(k-l)!(m+/<)^+P

y partiendo de la expresión (2.4 .12) para E (E ) y operando alge-
m

braicamente sobre ella de manera tal de poder aprovechar (2.4.19)? 

resulta, usando (2.4 .16)

(*) Wynn ha demostrado teoremas análogos, para el caso k=l^'^'^^,
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Teorema 3 ( sucesiones de Newton oscilantes ) ; Si S viene dada 
------  m

as int (5 tic ámente por (2,4ol8), entonces, para n fijo, se tiene

n!(k+n-l)!
/ \E1

(2,4o20)

(k-1)!

A partir de los resultados de los teoremas 2 y 3 , podemos compa- /  

rar ahora las velocidades de convergencia de las sucesmones oTdteni­

das a partir de las transformaciones de Shanks, relativas, a las / /  

correspondientes a las sucesiones originales. Para ello comparamos

E (S ) con S  ̂ , el elemento de orden mas alto de la sucesión /  
n m m+2n ’

requerido para el cálculo del primero.

Para el caso de las sucesiones monótonas de Newton, de / /

(2 .4 .14) y C2.4ol7)j obtenemos asintóticamentej para n fijo

E (S ) - S
n m

k!

S
m+2n

y como k es fijo, y mayor o igual q̂ ue 1

(1+_2íL,}‘̂  = A
m+/A-

( 2 o 4 o 2 1 a )

<

k!

k CI-
2n

n m+yx
= k !(l /n  + 2/(m+u))^ (2.4.21b)

Vemos que para n ^ k este cociente resulta sor asintóticámente, me­

nor que 1 , disminuyendo al crecer n. De este modo, las sucesiO'- 

nes obtenidas convergen, asintóticámente, con mayor rapidez que las 

originales.

Análogamente, para las sucesiones de Fewton oscilantes y /  

puede verse de (2.4 ,18) y (2.4«20) que para n fijo, resulta

E (R ) - R
n m -/V

R R
m+2n 

que d 

m—-?c<j , a diferncia

n ! (k+n-1) I 

(k»l)!

1

.2n 2n
( 2 „ 4 c 2 2 )

ITotamos que de acuerdo con (2 ,4 .22), el cociente tiende a cero pax-a

ia de lo obtenido en (2 ,4 .21), donde tiende a un /  "



valor finito q.ue disminuye con n. iS do esperar, cono consecuen - 

cia de ello, iin aumento relativo de la velocidad de convergencia /  

mas enérgico en el caso oscilante, que en el monótonoc

2.4-II IS’_suc£Si(5n de_sum^_p^c_ial£s__de los de^aiprollos_ de_ f (l)j.

En lo q.ue sigue, demostraremos que para potenciales tales

que

V(r) -C/r^ (2.4 ,23)
r-><=o

la sucesión de sumas parciales del D .O.P. do la Á.D. para los casos

O = O y © = ^  . tiene asintdticamente la forma dada por (2,4«14) 

y (2 ,4 .18), respectivamente, mientras que la correspondiente al de­

sarrollo (2 .1 .8 ) do la sección eficaz total, tiene la forma /  /  /

(2 .4 .14 ). La demostración es válida para los casos en que los de­

sarrollos involucrados son convergentes. Queda así, en estos ca - 

sos, asegurada la convergencia de los A .P .P ., a los valores correc­

tos, a través de los teoremas 2 y 3.

De acuerdo con (2,1 .7)j definimos
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f (eos ©) = l /(2 ik ) . ) (21+1) oxp(2i5' ) - 1 P (eos Q) 

= f (eos « )

r
- l /(2 ik ). (2Lfl) exp(2i ) - 1

M I+1 1-
P_(cos Q) 

L
(2«4o24a)

para los casos en que la serie (2 .1 ,7 ) es convergente

Para potenciales con el comportamiento (2 .4 .23), y n 2 

los defasajes tienden asintóticámente a. la expresión de Massey'- /  /  

Mohr ^

(*) Para f (l )  y f(-l), ello exige n> 3 y n > 2  , respectivamente-
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(2.4o25)

siendo

n~3 n~5
n-2 n-4

w(n) =<
■ n-2 n»4

1 
2 2

2
3

n par > 2

n impar > 3

1 (n=3) ; '^/2 (n=2)

Vemos así, que los corrijuientos de fase decrecen como potencias in--

versas al aumentar el momento angular„

Si en (2,4.24-a) consideramos M suficientemente grande,

podemos desarrollar exp(2i en potencias de O , para obtener
jj Jj

f^/cos Q) ^  f (eos Q) ~ l/k  . ^  (2Lfl) 5'^P^(cos O)

Oo
If=M+l

(2„4.24b)

Notamos q.ue la velocidad de convergencia de f^(cos Q) está es en ~ 

ciaJjnente dominada por la correspondiente a su parte real, siendo /  

mas rápida la de su parte imaginariao

Vamos a considerar ahora, valores particulares de eos Q 

pax-a los cuales pueden aplicarse los teoremas 2 y 3 a las sucesio 

nes f,.(cos Concretamente, los casos eos ^ = ±1, para los / /
iVl

cusiles se tiene, además,

P^(l) = 1 5 = (-!)■ (2,4 ,2  o)

Amplitud hacia adelante f (l )  y sección eficaz total Q 

Usando (2.4»25) y (2 ,4 ,26) en (2.4 = 24)y obtenemos



f  C D - - f (l )  - 2 /k  . ( M / 2 )  (1) - A (L+l/2r^-^^

Ip M+1 If=M+1 ■ -

C2o4.27)

con A = Ck^ ^w(n) , y usando la fórmula de suma de Siler-McLaurin 

resulta

fj^j(l) - vf(l) + A(n-3)(M+ir'^'"^ + A /2  .

+ A-b2 (-n+2 )(M+-|r^'^^ + Al)  ̂C-n+2) (-n+1) (-n)
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donde "b .̂ = B ^ ./(2 i )!  , J los B son los miineros de Bernoul- / /
/ . f- \ ¿1 ¿1 ¿X

li . 0  sea que tenenoSj

f„ (l )- v f (l )  + A(n-3)(M+ir’"+2 + 0( CM+i)""’"^ ) (2 .4 .28)

que es una sucesión de la forma (2 .4 .14).

Por otro lado, de acuerdo con (2 .1 .8 ), y para n > 2  , ca­

so en que ese desarrollo es convergente \ podemos definir

oo

= Q - (4 H /k^) (2IH-1) sen^

Ip=M+1
oo

Q - (8(TA ^) Y.Í 
ij=m+i

^  Q - B V 
L=M+1

2 2n 2
con B- = 2TTC k w (n) , y iisando la fórmula de E.M., en foi*ma / /  

análoga, demostramos que la sucesión de sumas parciales para la se­

cción eficaz total Q es tamlDión de la forma (2,4.14)» es decir

%
Q + 2B(n-2)(M+i)‘“^^°~^^ + 0( (M+i)"^"^^ ) (2 .4 ,29)
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Cono consecuencia dol teorena óptico (2,1,9),  (2„4o29) refleja tan- 

"bién el conportaniento asintótico de In f^^^(l),

Anplitizd hacia atrás f(--l)

En este caso de (2,4o24) so tiene, usajido como antes /  /

(2 ,4 .25) y (2,4.26)

00

If=M+1
Oo

= f (-1) - 2/k . ) , (I^i) ^jcos 'ÍTl
L=M+1

00

-"sJ f (-1) - A / ’ (lH-í-)”^'^^cos T T l  
L=M+1

(2,4.30)

llamando li(x) = (x+-|-) cos'Tfx , con s = n™2 , la fórmula de E«]VÍ. 

nos da

~  00 ^  

dxli(x) - h(M)i ^f^(-l)-^ f (~1) - A

M i=l

(2,4.31)

Integrando por partes, y usando las expresiones asintóticas 

ra

(46)
pa~

0̂0

C(z) -

,co

x~"^cosTrx d x  y S (z) = 1 X ^sen'Tfx dx

puede demostrarse que 

}̂
 dx(x+-g-)’~^cos7r X -o (-)^^^sK TT ^(M+i-) ® ^ -s- 0( (M+-g-)’̂  ̂ ^ )
'M (2„4o32)

con

K =

(s-1)
s impar



y por otro lado, es fácil ver que

= 0( CM+Í)”®~  ̂ ) , i ^ 1  (2.4 .33)

En. definitiva, usando (2.4 .32) y (2.4 .33) en (2 .4 .31), resulta

fj^ (̂-i) ^  f (-1) + A/2 . + 0( (M+i)""^”"^ ) .

(2 .4 .34)

que es de la forma (2 .4 .18). Así, f̂ ^̂ (-l) converge con mayor ra -

pidez que fjyj(l)*

Cate destacar, que entre los casos para los cuales resixl-

tan válidos los teoremas de convergencia demostrados, quedan in- / /

cluidos los bastante usuales en el estudio de las colisiones ató- /

micas y moleculares, aquellos en los cuales los potenciales domi- /

nantes a grandes distejacias son del tipo l/r^ y l /r  . Por otro

lado, como veremos en la sección 2.5 , los rangos de convergencia /

del algoritmo son en realidad mas amplios, ya que la evidencia nu —

márica indi a una convergencia satisfactoria del mismo para todo O,
2

ai^ para los potenciales l /r  y l /r  ( para G y/ O ).

2.4-III Métodos recurrentes de_cálculo_d_e los_ A .P .P ._

En la sección anterior hemos demostrado formalmente la / /  

importancia de los A.P.P. Para efectivizar su cálculo numérico, / /  

"bastaría con usar la expresión (2 .4 .3 ). Sin embargo, por un lado, 

al aumentar r y n las diferencias D3^ decrecen, exigiendo /  /  

trabajar con niíuieros muy pequeños al calcular los determinantes, / /  

además de las consabidas pérdidas de precisión. Queda así limita - 

do el proceso de cálculo a valores relativamente chicos de r y n. 

Por otro lado, el tiempo de cálculo aumenta con n , al crecer el /  

orden de los determinantes involucrados. Por fortuna, existen al - 

goritmos que permiten el cálculo recurrente de los A .P.P. evitando 

en buena medida los mencionados inconvenientes.

- 39 ~
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Consideraremos dos de esos métodos, los algoritmos EJ)Si -
(48) (49)

Ion y Eta, deloidos a Wynn y Bauer respectivamente.

En el primero de ellos, se definen las magnitudes

& 2 n =
=  S

O r (2 .4 .35)

y otras auxiliares 2n.+l ’ significado directo, constmyéndo-

se la tatla

--1 £

1
-1

es

€

-1 , 2  
o

3

-1 ^ 3

c£

1
1

2
1

(2 .4 .36)

usando la fórmula de recurrencia

^  n+1 n-1 n n
(2.4.37)

Mediante el uso reiterado de (2^4.37) y de la relación entre estas 

transformaciones y los aproximantes de Padé ( cf. (2 .4 .6 ) y (2 ,4 .9 )) 

Y/jmn derivó fórmulas de recurrencia entre estos últimos

-1
( i+lpj - i ,j  ) - ( ijD )

-1

= ( i,á+i o
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que con las condiciones de contorno 0,k

i 9-1 = O , permiten determinar la parte triangular superior de­

recha de la talóla de Padé (1 .5 .4 ).

EL algoritmo Epsilon es una transformación no lineal de 

una dada sucesión, y si bien permite a través de (2.4 .37) o /  /  /  

(2 . 4 . 3 8 ) un cálculo relativamente sencillo de la sucesión resultan­

te de la misma, para ciertos casos, no resulta ser estable desde el 

punto de vista numérico, particularmente para las sucesiones asin- 

tóticamente m o n ó to n a s \  Ello proviene, básicamente, del hecho /  

de que cuando se está llegando a la zona de convergencia, las can­

celaciones entre términos similares en las fórmulas de recurrencia, 

determinan la pérdida de cifras significativas, siendo esto efecto 

cada vez mas crítico a medida q.ue se progresa en la tabla (2 .4 .36 )j 

de izquierda a derecha.

Una variante más estable, numéricamente, es el algoritmo 

Eta, que consiste en una transformación no lineal de una dada serie. ̂ 00
En este esquema, a partir de la serie S = ^  a , se construye la

X. -u 11=0tabla

0
'/) ^0

1
•'í°

0 n i ■y', 1 
t 2

2

0 y  2 
 ̂ 2

( 3
•
•
•

3

0 'Yl ^
•
•

h
9

4

0
•
«

o

n

n 

n

7

mediante las fórmulas de recurrencia

: (2 . 4 . 3 9 )
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m  4. = V  4 . V
1 2n+l ^ f 2n t 2n ^ I 2n-l

 ̂ ^  m )-l ( -ri m “̂ 1 ^ / Yi 21+1 )~  ̂ ^ ( nn
 ̂ / 2n+2  ̂  ̂ L 2n+l  ̂ I 2n+l  ̂ ^  ̂ í 2n ^

(2.4 .40)

y las condiciones de contorno ^ = oo . " ^ ^ = a  . S e  verifi-
r—  % Lo ' 1 m
(51)ca entonces

m-1 2n±2  
'■/i +

(2.4.41a)

o, equivalentemente

E (S ) = E (S ) + 
n m n m-1 i-2n+l

E ,(S  , ) = E ( S ) + - ^ ^  „ (2.4.4113)
n+1 m-1 n m ( 2n+2

^  V ^

W -  = ^ '  \
k=o k=o

donde la primera sima en (2.4.41a) corresponde solamente para m >1 

y S_^ = O .

Con ambos algoritmos, la determinación de E (S ) invo -
n m

lucra el conocimiento de S , S 3 „ , o lo que es lo /  /
m̂  m+1 ’ m+2n’

mismo, de S 5 a a a  ̂ . En el paso n-ásimo del / /
’ m' m+1 m+2’ ’ m+2n "

cálculo, se dete agregar una nueva diagonal a la tabla, que se ob - 

tiene a partir de la anterior y del nuevo elemento de la sucesión 

o serie mediante las fórmulas romboidales (2.4 .37) o (2 .4 .10 ). De 

esta forma, solo se requiere, a los efectos del cálculo, el almace­

namiento de la líltima diagonal en cuestión, que fuera determinada. 

Operando de este modo, en el caso del algoritmo Eta, que es el mé -•



- 43 -

todo recurrente tisado en c^te trabajo, de (2.4 .41) puede visuali -- 

zanrse que en la práctica J ^i+l^^m 1^ apareciendo /

intercaladas, como elementos sucesivos de la sucesión resultscrite /  

de la transformación, siendo irrelevante a cual de ellas se asig ->
(*)

na mayor importancia ,

Teniendo en cuenta el modelo geométrico de las transfor­

maciones » puede visualizarse la importancia de la elec- /  

cion del índice m correspondiente al elemento de orden mas bajo 

de la sucesión,involucrado en su cálculo. Por otro lado, si bien 

la velocidad de convergencia de los » crece con n , como 

lo sugiere tanto el modelo, como las estimaciones (2.4 .21) y /  /  

(2 ,4c22), es claro q.ue el trabajo numérico también aumenta con /  /  

n o Por ello, j  dado q.ue en general no se conocen,a priori, /  

los valores óptimos de m y n para una dada sucesión, un proce­

dimiento adecuado de cálculo resulta ser el siguiente. Se parte /

de m = m , y se determinan las E ( S )  y E .(S  , para va-0 ’ n m n+1 m-1 ’ ^
lores sucesivos de n . Si al llegar a un dado n^ , no se ha lo­

grado ningún tipo de convergencia, se reinician las transformacio­

nes desde n = 1 , y a  partir del elemento de la sucesión siguien­

te al TÍltimo considerado. El procedimiento se repite, hasta lo- /  

grarse convergencia dentro de límites prefijados, llegado a ese /  

punto, se sigue aumentando el orden de extrapolación hasta lograr­

(*) En el caso del algoritmo Eta, por ejemplo, y para m=o, la /  /  

nueva diagonal será se calcula a partir

de la *̂7 ^ j ° j y ^  1  “ ( c f , (2 .4 .39) ). De estas dia -

geniales, los elementos de interés para el cálculo sucesivo con las 

ecs, (2 .4 ,41), son, en este caso (m=o), los ° .

(**) número de operaciones elementales requeridas para el cál-
2

culo de E (S ) es del orden de n"" , 
n m



se la precisión requerida. La estimación (2.4o^l) sugiere, además, 

que no es conveniente aumentar n por encima de un número del or­

den de m/2 . Resulta mas redituable, desde el punto de vista nu- 

mérico, en caso de requerirse transformaciones de orden superior 

al mismo, el recomenzar las iteraciones en la forma indicada mas /  

arriba. En los cálculos realizados, el valor m fue tomado u~ /  

sualmente igual a cero, mientras que n^ osciló entre 5 y 10 „ 

La evidencia numérica indica que para la aplicación del algoritmo 

a los desarrollos en ondas parciales, que aquí interesan, los va - 

lores de m para los cuales se comienza a tener convergencia para 

las aquellos tales que los corrimientos de fase son /

funciones monótor. i de L , para todo L > m , ELlo corresponde, 

a considerar elementos de la sucesión dada, relativamente cercanos 

a su forma asintótica.

2.5 - Aplicaciones numéricas de los Á.R.P y Á.PoPo

En esta sección, consideraremos la aplicación numérica / /  

de los métodos de aproximación vistos en 2,3 y 2.4, a distintos ca­

sos significativos desde el punto de vista físico, donde se hallan 

presentes problemas de convergencia de los respectivos D .O,P, de la 

A . D , ;

I) el potencial coulombiano, presente en las colisiones entre par 

tículas cargadas, y asociado a un D.O.Po divergente^

II) el potencial g/r , caracterizado por un D .O.P. de la /  /  

lentamente convergente para O < © <C , divergente para O = O , y 

oscilante para O = TT ;

IZl) la colisión elástica , en el rango de 0,0011 - O d i  eV,
 ̂ g

caso representativo de las colisiones entre sistemas neiitros pola

rizables, descriptas con potenciales con comportamiento asintótico

del tipo V(r) A/r^ | 
r —700

IY) la colisión elástica e-He, en el rango de 100-400 eV, e;]em - 

pío de procesos de dispersión entre partículas cargadas y átomos / /

- 44 "



neutros polarizables, donde las interacciones dominantes a grandes 

distancias, son tales que, Y{v) B/r^ .
r->oo

En referencia (39i), los Á.R.P, fueron estudiados

para el potencial l /r  , representativo de potenciales de largo / /  

alcance, y para el g d(r-a) , caso límite de un potencial de corto 

alcance, los resultados indicaron que en ambos casos, los aproxi - 

mantés convergen a los valores correctos, demostrando la estabili­

dad de los A,R,P. -jN,irj ante la variación del rango del potencial. 

Sin embargo, si bien en el primer caso, pudo observarse una impor - 

tante reducción en el número de ondas paj^ciales requeridas para ob­

tener una dada precisión en el cálculo de la AoD., en el segundeóla 

velocidad de convergencia resultó ser menor que la correspondiente 

a las sumas parciales. Ifeto indujo a pensar que pudieran existir /  

situaciones de interés, en las cuales el método no tuviera utilidad 

real.

Usando el hecho de que para potenciales con comportamien­

to del tipo (2 .4 ,23), con n ^ 2  , vale as intó tic ámente la fórmula

(2.4 .25) para los defasajes, y que la convergencia de la serie /  /

(2 ,1 ,7 ) está determinada en última instancia, por las ondas parcia­

les con 1 » 1  , se efectuaron cálculos que permitieron observar, /  

numéricamente, que en general, el comportamiento de los A,R,P» 

para los casos n 3 resulta relativamente incierto, en lo que / /  

respecta a su velocidad de convergencia, la misma resultó ser, se­

gún los casos, algo mejor, compar-able, o aún inferior, a la corres­

pondiente a las sumas parciales. Por otro lado, los |i,It|, que re­

sultaron mas lentamente convergentes que los para n = 1 ,2 , 

resultan adecuados paj?a los casos en que n > 3 ? por verificarse /  

en ellos las hipótesis de la propieda,d 3 de los l .R .P , ( pag„ /  /  

26 ) \ Por ello, en los casos I y II se consideran los [N,Nj / /

(*) Notar que para este tipo de potenciales, de acuerdo con /  /  /
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como representativos de los A .R .P .j mientras que en la II I  y IV, / /  

los {i , n } ,

Por completitud, analizamosjen primer lugar, la aplicación 

de los A .P .P , y los AoR,P. jljíT^ , para sumar eü. DcO.P. de la A.Do 

asociado al potencial

V (r) = g S (r-a)
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representativo, de potenciales de corto alcance. íjOS defasajes

(39-)
vienen dados, en este caso, por

•1 ,gkaj^‘~(ka)

1 + gkaj^(ka)n^(ka)

donde J -̂r ^on las funciones esféricas de Bessel j  de Neu -

mann definidas en la sección 2^1 » En la tabla 2„1 se indican / /  

resultados para el caso g = «100 y k = 10a ^ , típicos de los ob­

tenidos para Q en el rango O 4 © , e stu d ia d o lo s  valores 

exactos, tomados como referencia, corresponden a los calculados con

las sismas parciales f (eos Q) ( c f , (2 ,4 «24a) ). con M = 18 , / /
® .6

que verifican
"  ^18 / ■18 < 10

Puede apreciarse, del estudio de los resultados, que la convergen ~ 

cia de los A.P.P. y los | 1 , f | es comparable a la de las sumas par--

(2„4.24a) y (2c4,25)? los coeficientes del desarrollo en serie de /  

polinomios de Legendre de la A.D. correspondiente, tienen un com - 

portamiento asintdtico del tipo

m
cm

2-n

ni co

Cabe destacar, además, que los |l,irj , son los A.R.P no triviales, 

de cálculo mas sencillo.
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ciales, tanto para la parte real, como para la imaginaria, para la 

cuál es más rápida en todos los casos. Esto último, que fuera ob - 

servado numéricamente tamlDién en la.s situaciones consideradas más /  

adelante, es consistente con el lieclio de que, de acuerdo con /  /  /

(2 .4 .24), y con las estimaciones (2.4 .17) y (2 .4 .20), en sus res - 

pectivos rangos de validez, en primera aproximacidn, las desviacio­

nes de las sumas parciales y de los A ,P .P ., respecto de los valores 

exactos,son reales.

Dado que para el cálculo de secciones eficaces diferen - 

ciales, es de principal interés la determinación de f(eos 9) , 

en los casos que se analizan a continuación, se estudian las des - 

viaciones relativas de los distintos métodos de aproximación, al / /  

calcular esa magnitud, a través de

'£( f^(cos Q) ) = f^(cos Q) f (eos Q) /  f (eos 9)

donde f (eos O) es, según ..f .': caso, la aproximación a f(cos Q) /
J\.

proporcionada por f^^(cos ©) , un A.E.P. , o un A ,P.P . /  /  /

E ( f (eos e) ). 
n m

2,5"Is Pot^enc^al £oulombiano.

Es "bien sabido, que en este caso, el D.O.P, de la A.D. es

divergente, siendo positle, sin emloargo, obtener exactamente la / /

A .D ., por resolución de la ecuación de Schxó'dinger correspondiente.

Tomando V(r) = 2 o(/r , y k numéricamente, en unidades de ^  /

el D.O.Po de la A .D,, para ángulos de dispersión no nulos, viene / /
(52)

dado por

f (eos Q) =
2

- i

1 - eos 9
OO

exp 2i -- i ^  log(i(l-cos9))

7  l/2i1 (2M )e x p (2 i  (T )P^(cos 9) (2 .5 .1 ) 
Jj ll
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donde - arg P  (Lfl+i '*'| ) , y siendo = c</k: = signo (o<)/k ,

con la elección de unidades realizada. Los coeficientes de la se­

rie (2,5ol) tienen un comportamiento asintdtico del tipo 

para 1 — „ La serie es divergente, pero representa, de todas /

maneras, a f (eos ©).
? c • -

En la Pig. 2,1 se han graficado lr.s magnitudes de los / /
2 ( 1 

errores relativos a,l calcular f^(cos Q) j para los A.R.P» {2,2-

[3,3] , V {5 ,5 } ., y los A,p.p. [3 , 3] , [ 5 , 4] ,[ 8 , 7] ,  y [1 2 ,12] , pa­

ra el cago  ̂ También se han indicado, entre paréntesis, los /  

números de ondas par-ciales requeridas par-a el cálculo de ca,da apro­

ximante, De la consideración de la figura, resulta la utilidad de 

ambos tipos de aproximantes para regularizar el desarrollo diver - 

gente (2,5=1) para 9 /  O , Para eos 9 = 1 , la A.D. tiene un / /  

punto de ramificación ( cf. (2 ,5 .1 ) ), y consecuentemente, al ten - 

der eos Q — > 1 , ninguna configuración racional en eos Q puede 

aproximar-la, incrementándose el error sin límite, Cahe destacar, /  

además. q.ue la velocidad de convergencia de los A.R,Po resulta ser 

algo mayor- que la correspondiente a los A ,P .P ., para los valores / /  

intermedios de Q , J aparentemente menor, para ángulos cercanos a 

TT o Por otro lado, ambos tipos de aproximantes presentan una ten­

dencia a incrementar su precisión al alimentar Q , siendo ello más 

marcado para los A<,P,P,

Desde el pimto de vista práctico, podría pensarse que es­

tos métodos podrían ser de gran valor, no tanto para el caso en que 

el potencial en cuestión es coulombiano puro, ya que se conoce en /  

este caso la amplitud exacta, sino para los casos en que a grandes 

distancias del centro de fuerzas

V(ir) 2 o</r -f- V (r)
m

donde V (r) verifica, lim r V (r) = O. En este caso, la solu -
m

r —><70
m
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ción de la ecuación radial (2 .1 ,2 ) para r suficientemente grande, 

será, en lugar de (2 .1 .4 ), de la forma

u^(r) = A^P^Ír) + B ^ ^ír )

donde P-.(r) y K^(r) son las soluciones regular e irregular, /  /
Jj _L ■ ‘

respectivamente, do (2 ,1 .2 ) para el potencial coulomloiano, y puede

(53)
demostrarse q.ue para O ,1a amplitud ooulombiana puede /  /

sus traverso de la total, obteniéndose

f (eos e) = f (eos ©) + f (eos Q) 
c m

donde

O'C

f (eos Q) = l /(2 ik ) /  I (2Lfl)exp(2i (T ) [exp(2i¿^)-l 
^  L-0

-1
con c) = tg (B--/Â ) , Vemos, entonces, que la importancia de / /  

Jj ij Jj
los A,RcP, y A.P.P. como mecanismos de regulajrización, es relativa., 

en este ca,so, aunque si podrían ser de interés como aceleradores de 

la convergencia del D .O .P , de f^(cos Q) ,

2,5-IIs Poí.enciS'l

Teniendo un largo alcance, esto potencial presenta muchas 

de las cajracterísticas de varios potenciales de interés físico, que 

determinan une. lenta convergencia del D .O.P, de la A.D, Al mismo /  

tiempo, los corrimientos de fase pueden ser evaluados en forma. /  /  

exacta, en este caso, permitiendo ello, una. precisa comparación en­

tre distintor métodos de aproximación, y el tradicional de las su - 

mas parciaJ.es.

En algunos aspectos, este potencial se comporta en forma
(54,55)

singular, y no puede ser tratado en la forma convencional

l£is dificultades se presentan, al pretender definir un Hamiltoniano



50 -

autoadjunto para este caso. El mismo, está bien definido, a priori,

para el caso g y 3/4 . Para g < 3/4 se deben buscar argumentos

físicos que aseguren una definición unívoca. los mismos existen en

forma satisfactoria, solamente para g > -l/4 . En este caso, la /

definición es miívoca, si se pretende q.ue el Hamiltoniano sea lo / /

(55)
mas similor- posible a.1 correspondiente a partícula libre  ̂ y / /

los corrimientos de fase pueden ser obtenidos en forma inmediata

(2 .5 .2 )

notándose, que son independientes de la energía.

En función de los cT_ el D .O.P, de la A.D. será el /  /
Jj

(2 .1 ,7 ) q.ue reescribimos en la forma

oo

f(cos Q) = l/k  /  (2L+l)exp(icj-^)sen (eos Q) (2„5o3)
fcO L L I,

Siendo el potencial considerado de largo alcance, habrá una gran /  

probabilidad de dispersión según pequeños án^los, reflejándose /  /  

ello, en particular, en el hecho de que f(eos O) diverge para /  /  

0 = 0 A fin de estudiar la convergencia de la serie para ©/O , 

consideramos la contribución a la. misma proveniente de las ondas / /  

par-ciales para las cuaies, l ' » l , g  „ En este límite, se s i ^ e  de

(2.4 .25), que

<r ‘ -Tfg/(41) (2 .5 .4 )

Definimos las sumas parciales f̂ ^̂ (cos Q)

M

f^^(cos o) = l/k  (2lH-l)exp(i¿^)sen ó^P^(cos Q) (2.5-5)

y el resto, Ej^(cos Q)

Ip=0
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f(cos 0) = f^j(co3 Q) + ^ (cos  ©) (2 .5 o6)

Usando (2,5 A ) ,  olotenemos, para M>>l,g

oo os

IL (eos 0 ) ^  ~ üg/(2k) ) _ ,  P (eos O) + i 1 Y W ( 8 k )  /  P^(cos 0 ) / l
Ip=M+1 1 * 1  ^

Par'a %/0 , se conocen las i g u a l d a d e s ^

(2o5o7)

oo
\ '

l/sen(0/2) = Py.ícos ©) , © ^  

-log

1=0

sen (9/2) l-¡-sen(©/2)
\ '

= Z_v P^(cos 9 )/ü  
L-1

(2.5.8)

(2.5.9)

EL hecho de que (2 .5 .8) y (2.5-9) son desarrollos convergentes

O < 0 < ÍT ; asegura que las partes real e imaginaria de Î ĵ(cos Q) 

pueden hacerse arbitrariamente pequeñas con tal de tomar M suiCi ^ 

cientemente grande. Esto prueba la convergencia de la serie , , 

(2 .5 .3 / para esos ángulos, Es de notar, que para O-TT la parte / /  

real de I^(cos 9) es oscilante, por lo cual, en este caso, /  /  /  

f (eos O) no está definida a travc : de su DoO.P<.

Usando ahora (2,5»8) y (2o »9 ) en (2.5.7)? y reemplazando 

la expresj.dn aproximada, así obtenida,para. Rĵ (̂cos O) en (2,5c6), 

resulta

M

- TTg/2
N r\

(2L+l)sen o_cos ó 
Jj

If Ô - 

~’̂ g / (  4kcen(0/2) )

;’?^(ces o) 
Jj

(2,5.10a)

M _

Im (co3 0) = k"^
L=1 -

~'n^gV(8k)log

(2Lfl)sen^cL Tí^g^/(8l)
JÜ

sen(9/ 2 ) l+sen(9/2)

P-,(eos G) 
jj

■h k ^sen^cT 
o

(2, 5,100)



La precisidn de la aproximación (2.5.10) fue estudiada^^^^\ encon

trándose que par-a M > 25 la misma es estable dentro de seis ci -
M

fras significativas. Se tomc5 ese valor estable de f (eos Q), co­

mo valor exacto de referencia, para O < 9 < TT .

En la Fig. 2.2 se indican las gráficas de magnitud de / /  

error relativo, correspondientes a los A.R.P. , \3j3; >[4-,4

los A.P.P. [7,7j j ;_14,14Í , y la suma par-cial calculada con 1000 

ondas parciales, para el caso g=l y k=10. Análogamente al caso 

coulombiano, f (eos Q) tiene un punto de ramificacidn para cosO=l 

( cf. (2 , 5 .1 0 ) ), y ello explica, nuevamente, el aumento de las / /  

magnitudes de los errores de los aproximantes para O —>O . Cabe 

destacar, que ambos tipos de aproximantes convergen, y al mismo va­

lor, para 0= Tí , proporcionando así, una regularizacidn del desa- 

rollo (2 .5 .3 ) para ese ángulo. También en este caso, se observa que 

los A.R.P. convergen con mayor rapidez que los A.PcP., aiín para / /  

Q-'u, siendo la comparación de ambos, con la suma parcial, notable 

mente favorable para los aproximantes. Es de notar, finalmente, /  

la tendencia del error relativo de la suma parcial a crecer par-a /  

grandes áralos, y la de los aproximantes a disminuir en ese lími­

te, al igual que en el caso coulombiano. Como veremos en 2.5-III 

y 2 . 5-I'V, se trata de comportamientos de tipo general.

2.5-III; Colisi6n_elástica _H2-H .

Siendo representativa de las colisiones entre moléculas,
/ O \

ba sido descripta por Hostettler y Bernstein mediante un po -

- 52 -

tencial de lennard-Jones

V(r) = 4V^ (s/r)^^ - (s/r)^ (2 .5 .11)

con V^=2 , 46x10 erg y s=2 . 91x10 ^ cm , que se ha graficado / /  

en Eig. 2.3 . De la consideración de ella, se sigue que los pará­

metros y s , están relacionados directamente con el valor del
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mínimo del potencial, y con la posicidn del mismo, respectivamente. 

Para este sistema, Bernstein^^^^ ha hecho cálculos de /  /  

secciones eficaces diferenciales y totales a partir del método de /  

las ondas parciales. Los mismos, fueron parametrizados con las va­

riables adimensionales

B=2V^s^m/^.^ 5 A=ks ; e/V^ r-.Â /S (2.5 .12)

( m = masa reducida del sistema ), tomándose B=125 , valor aproxi­

madamente igual al que corresponde al sistema H„-H ( 124.1 ), 7  /
¿ g

varios valores de A entre 3 y 30 , ELlo corresponde a un rango 

de energía de 0.0011 - 0.11 eV .

ios corrimientos de fase para L ^  50 , fueron calculados 

por Bernstein,por integración numérica de la ecuación ra'".ial de /  /  

Schró'dinger (2 .1 .2 ), para ciertos valores de L , e interpolando los 

restantes. Para L 50 , fue empleada una generalizacidn inmedia­

ta de la aproximación de Massey-Mohr (2 .4 .25), por la cual

S (3 T1/8)BA^1~^ - (63^/256)BA^\ "^^ (2 .5 .13)
Jj

En la Pig. 2.4 se ha graficado como función de 1 , para los /

casos A=10,20, y 30 , representativos del rango estudiado. Puede 

observarse, que para bajos valores de L , los defasajes son nega - 

tivos, crecen con L , pasan por un máximo, y finalmente tienden a 

cero as intó tic ámente según (2 .5 .13 ). los negativos de bajo 1,
-U

están asociados a la parte repulsiva de corto alcance del potencial, 

mientras que los de orden alto, positivos, con la parte atractiva /  

de largo alcance. Por otro lado, el número de defasajes negativos 

disminuye con A , y por lo tanto, con la energía, manifestando /  /  

ello, el hecho de que al reducirse ésta áltima, aumenta la importan­

cia del pozo atractivo del potencial.



En las Pigs. 2.5 se muestran resultados mméricos signi - 

ficativos de la aplicación de los A.R.P, y A.P.P. al D .O.P, de la /  

A.D. En todos los casos, se destaca notablemente el aumento logra­

do en la precisión de los resultados, al utilizar los aproximantes 

como método de suma de los desarrollos, a partir de un número fini­

to de corrimientos de fase. Algo análogo, puede decirse, respecto 

de la aplicación de los A.P.P. para sumar el D .O .P . de Q . R e ­

sultados que muestran esto último, se indican en la tabla 2.2 , pa­

ra el caso A=30 .

Es de notar, q,ue en los cálculos realizados por Bernstein, 

se adopto como criterio para cortar los desarrollos, el considerar 

solamente los defasajes tales que ^  0.03 . En el caso A=30 , 

por ejemplo, ello corresponde a tomar 85 ondas parciales, y a ob­

tener la amplitud de dispersión con una precisión que oscila entre 

el 1 y el 8^, dependiendo de © , siendo ella considerablemente / /  

menor que la obtenida con 61, a partir de E^(f^2 ) ( cf.Pig. 2.5c )

2.5-17; Coli^ión_elás_t¿ca _e-H£ _a_energ£as _in^erm_edias.

Este caso es típico de aquellos de colisiones entre par - 

tic-olas cargadas y átomos neutros polarizables, en cuyo estudio, / /  

se tropieza con dificultades numéricas debidas a la lenta conver -■ 

gencia del D .O.P. de la A.D.

La colisión fue estudiada por la3áhn y Callaway^^^\ /  /  

usando el método del potencial de polarización e x t e n d i d a B¿ - 

sicamente, el tratamiento permite reducir el problema al estudio de 

una ecuación monocanal para el electrón dispersado. Aparte de la /  

interacción de intercambio, se describe la colisión elástica a tra­

vés de un potencial efectivo
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V = V + V  = v + v + v  (2,5 .15)
e pe e p d 

El primer término, V , de corto alcance, incluye los efectos de /
©
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tipo estático del átomo no perturbado sobre el electrón, EL segun­

do, V , contiene las componentes de largo alcance, y es el lia - 

mado potencial de polarización extendida, siendo el que tiene en / /  

cuenta la distorsión de la función de onda atómica por la presencia 

de la carga. Se compone, a su vez, de dos términos, el primero de 

los cuales ( ) es la polarización estática, q.ue no tiene en /  /  

cuenta la velocidad finita del electrón, mientras que el segundo / /

( ),es la polarización dinámica, y representa, precisamente, la 

corrección a aquél, debida a la deformación de la distribución /  /  

electrónica del átomo al variar la posición del electrón incidente» 

Asintóticamente, y tienen desarrollos multipolares de la

forma

OO

V (r) > O
n=l

(2,3.15)

Y .(t ) ^  }  b ; b >  O
d xr  ̂ n

n=l

donde las componentes correspondientes a n=0 no aparecen, por /  /  

anularse exponencialmente para r , En particular, merece des-’

tacarse, que a^ es la polarizabilidad estática dipolar del átomO; 

y a^ , la cuadrupolar. los cálculos fueron efectuados de la mane­

ra siguiente, la ecuación de la dispersión para el e l e c t r f u e  / /  

considerada, incluyendo las componentes n=0, 1, y 2 para V y 

¿ y resuelta numéricamente para las primeras 11 ondas parcia - 

les. Para 1 ^  11 , se aprovechó del hecho de que los efectos de /  

intercambio resultan despreciables, y los defasajes fueron evalúa - 

dos mediante aproximaciones analíticas que incluyeron, la aproxima­

ción de Born y la semiclásica , para los mismos, los autores 

afirmaron haber necesitado 51 corrimientos de fa.se para los cal - 

culos de secciones eficaces diferenciales para ángulos de disper— /  

sión no nulos, para asegurar la convergencia del D .O .P . de la AoD,



con una, precisión del 1.5fo , Para G=0 , las contribuciones de / /  

las sucesivas ondas parciales se suman constructivamente, determi - 

nando ello, una muy lenta convergencia de la serie, habiéndose re - 

q.uerido 10051 defasajes, para garantizar la convergencia del de - 

sarrollo.

En el trabajo mencionado, se tabulan los corrimientos de

fase correspondientes a Ip̂ O, l .o o .,,  1 0 , 15, 25, y 50, correspon -

dientes a los casos de 100, 150, 200, 300, y 400 eV» Teniendo en

cuenta que de acuerdo con (2,5«15), en primera aproximación, /  /  /

V(r) -a /r^ , y consecuentemente con (2c4<.25) cT q./J^ ,
r->£>o L-^oo

se efectuó un ajuste de los defasajes para I  >11  j a pai’tir de / /

de '^15’ ^ 5 ’ ^ 5 0 ’ mediante la expresión

= x^/d+x^lH-x^ 1^+x^l^ ) (2 ,5 .16)

A
En Pig. 2,6 se ha graficado O como función de L , para los ca —

Í j

sos de E=100, y 400 eV. El comportamiento, característico de to - 

dos los casos en el rango de energías considerado, muestra- q.ue los 

defasajes son monótonamente decrecientes y positivos. Ello refleja 

el hecho de que el potencial es predominantemente atra.ctivo.

En la Pig. 2,7 se analiza, en par-ticular, la aplicación /  

de los A,P.P. y A.R.P, |l ,n ]p ara  el cálculo de f ( l ) ,  pai’a S=400 

eV, caso en el cual, el D .O.P, de la A,D. es el mas pobi-emente con - 

vergente. De la consideración de la figura, puede verse que para /  

m=60 , aproximadamente, la sucesión y®- encuentra, prác ™

ticamente,en su forma asintótica ( la (2,4 ,28) con n=4 y 0--â  ), 

y de acuerdo con ello, se verifican las estimaciones dadac por 

(2.4.21a) ( para k=l , y 2n « m ) para E^ ( f^ (l )  ) y 1̂ 2  ̂ ^

(*). los , por su lado, si bien convergen con mayor rapidez

que muestran menos efectivos que los A«P.P. Usando /  /
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(*) De (2 .4 .24), se sigue,que en primera aproximación.
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(2 ,4o21a) 5 podemos evaluar las desviaciones relativas de las trans­

formaciones E^( ) calculadas a partir de m=60 , según el /  

procedimiento indicado al final de la sección 2.4~III. En la tabla 

siguiente, se indican las mismas, para los aproximantes de mayor / /  

orden considerados ( n=m/2 ).

n Fo. de O.P. J

30 121 5.6x1 0
■2

3.7x10“^ 1815

60 241 2,8x10'
-2

9.3x10” "̂ 7230

120 481 1.4x10"
-2

2.3xlO~'^ 28860

Re f _  - Re f = ÁRe f.
M

y consecuentemente con ello, se tiene

’M
f - 2 ( Re f Re f + Im f Re f áRe f

M

de donde, con Touena aproximación

/ f - f 
M /  f

y algo análogo puede decirse respecto de las desviaciones asintóti-

cas relativas de los E ( f,,(l) ). Cabe destacar, que ello es con-
n M ’

sistente con los resultados numéricos obtenidos.



En la última colunma de la dereclia, se han tabulado los números (j) 

de ondas parciales requeridos para obtener las desviaciones relati­

vas de los A,P.P. con las sumas parciales. En particular, se sigue 

q.ue con 481 ondas parciales, se logra una precisión mayor en la /  

evaluación de f (1) , a partir de los A .P .P ., q.ue con la suma par­

cial de 10051 términos 5 que fuera usada por LaBalm y Callaway en 

su trabajo.

En las Pigs. 2.8 se indican los resultados de la aplica - 

ción de los aproximantes para el cálculo de f (eos O) usando has-- 

ta las primeras 20 ondas parciales en su D.O.P. En líneas gene - 

rales, se observa el mismo tipo de comportamientos en función de G 

que ya fueran vistos en los casos anteriores. En el caso de los / /  

A .P .P ., es de notar que esta tendencia de la magnitud del error re­

lativo a disminuir al crecer 9 , es consistente con las estimacio­

nes (2.4 .21) y (2 .4 .22), que preveen un aumento relativo de la ve - 

locidad de convergencia mucho mayor para 9=TT que para 9=0. Por 

otro lado, si bien los resultados obtenidos en este caso y los an - 

teriores no son concluyentes en cuanto a destacar, en general, un /  

tipo de aproximante respecto al otro, para valores intermedios de G, 

ellos parecen indicar que los A ,P.P. resultan mas efectivos para / /  

9 ^ 0  (en los casos en que el D .O .P , de la A.D. es convergente) y / /  

para 9 - ÍT , situaciones en las cuales, los problemas de conver - 

gencia, suelen ser especialmente críticos.

Finalmente, en la tabla 2.3 se presentan los resultados /  

obtenidos con los A.P.P. para el cálculo de Q , en el caso de E-= 

400 eV. la consideración de la misma, muestra que es posible obte­

ner Q con 5 cifras significativas, a partir de las primeras 20 

ondas parciales, cuando se usan los A ,P.P . como método de suma de /  

su D .O .P . Cabe destacar, que para obtener una precisión similar /  

con las sumas parciales, se requieren aproximadamente 40 ,

~ 58 -



Hemos visto la conveniencia de usar los A.R.P. y A .P .P ., 

como métodos de siima del desarrollo en ondas parciales de la ampli­

tud de dispersión, o aiín, del correspondiente a la sección eficaz /  

total ( en el caso de los A .P .P . ), para procesos descriptos por / /  

potenciales de largo alcance. Efe claro, sin embargo, q,ue debido a 

la existencia de algoritmos recurrentes de cálculo para los A ,P .P ., 

estos liltimos resultan más atrayentes por su mayor simplicidad.

Dado que el uso de series y sucesiones en los cálculos de 

procesos físicos, es bastante frecuente, resulta importante desta - 

car las posibles aplicaciones de estos esquemas de aproximación, a 

aquellos casos donde pudieran estar presentes problemas de conver 

gencia. EL método de los A .P .P . es aplicable, en principio, a todo 

tipo de series y sucesiones, mientras que el de los A.R.P», de /  /  

aplicación mas restringida, a series en polinomios ortogonales. / /  

Pueden mencionarse algunos de estos desarrollos en serie, para los 

cuales, podrían ser de utilidad; los desarrollos en polinomios de /  

Jacobi de la amplitud de dispersión correspondiente a procesos de /  

colisión electrón - molécula polar , o entre núcleos con acopla ~ 

miento 1 - S ; las series trigonométricas, que aparecen frecuente­

mente en Electromagnetismo, y que pueden expresarse como series en 

polinomios de Ghebysliev.

- 59 -
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APENDICE I : Demostración de la propiedad 2 de los A.R.Pc

Partiendo de (2.3«12)5 y usando el hecho de que para K >0

^TJ+1,N
a.
'M+1,0

®'m+í , A  ° ‘ * '':%ijQ^i 
i=± ’ 1=1

Î.Í+K,N
a.

' L I + N ,  o

= O (lol)

por ser la -dltima fila del determinante combinación lineaZ  ̂ de las /  

restantes, se verifica

•
•
e

'̂/r+1,0•
•

e
f)

% 4 l ,0í>
o
o

™1

•
o

3/ • • • •
M+R, n

0
o

^M+K, 0
•

o
r

P. o o o o
M+F, N

o

0

M+N
/ 'a. . . . .
< ' 1, F 1 
1=0 ’

M+N 
\ 1
/ /a. p. 
5—' i,o-^i 
1=0 ’

T) • e o • T)
“0

(1.^2)

Supongamos ahora que O , E.̂  una dada magnitud. E un pará-
ll

metro del que dependen los coeficientes f^ de la serie (2„3o5)j y

que se tiene ( h^ = E - E, )
Jj Jj

lim h^f = o T- 
h -O ^ ^  L nL 

1/

(1,3)

se sigue entonces, usando (2»3«7) y (2.3.11)? que para O ^ IT,

lln > : = ¿ 5  r * ’ \ p .  = p. = y^p^p.

h ^ jD  i=o ^  ̂ i=lt-Ll ^ ^ i= ít^LI
1/ (1.4)
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que nos permite demostrar, usando la forma (lo2) de los ¡,que

lim h ] F ,m | = y p = lim iLf (z ) (1.5)

li h

f (z ) es la definida por la serie (2.3 .5)} J hemos usado /  /

p5!^r»í^ TKT — n  1 Pí rR o m n c ? 'i—r-n o -1 n n  o<=5 'hr»-i m í o

donde

(1,3)-. Para F  = O , la demostración es trivial, dado q.ue

M-

.o>“ i = ,L! íiPi
i=o

APENDICE II s Cálculo de los A.R.P,

El cálculo de los aproximantes ^FyM^para valores gran­

des de ÍT a partir de la expresicfn (2 ,3 .12) no resulta convenien­

te desde el punto de vista numérico, dadas las dificultades relati­

vas al cálculo de determinantes de orden alto, particularmente, en 

lo que respecta a la precisión del mismo. Por otro lado, si consi­

deramos el sistema lineal de ecuaciones en las incógnitas x^, x^? o

JL

í L

(I I .1)

V i , 0^1 + -- + V n , o^F ^o^N+1 "  ^  % o ^ l

entonces, usando (2 .3 .12), se sigue que

Kuméricanente- resulta mas adecuado resolver el sistema (l l ,l ) ; por



el método de eliiaínacidn de G-auss, requiriendose, de este modo, lui

menor niñero de operaciones que en el cálculo de los determinantes

en (2 ,3 .12). Por otro lado, existen métodos de refinamiento ite -

rativo de las soluciones de dicho sistema, que permiten controlar /

la precisión de los resultados

la determinación de los coeficientes a. . puede efec -

tuarse a partir de (2.3 d i )  , conocidos los r ’ c Para un conjun-

(6 2 ')
to de polinomios ortogonales es saloido que vale la relacic5n
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p ^ ( z ) = ( A z + B  ) p ( z ) - C p  (z) (lio 2)
■̂ n+1̂  '  ̂ n n -̂n n-̂ n-1

y, a su vez, los r^ ’^ pueden generarse a partir de la fórmula de

. (39a) ^ 
recurrencia'

m+l,n
A /A . + r“ »^(F - B .A /A  .) 

3+1 j+1 m̂  G+1 o El o r n o

m,n. /. ^ m-l,n
+ r .%  A / A . T - C r . ’

n-1 m'̂  n-1 m n
( I I .3)

n
m,n „ . . y ■

donde r . ’ = O , si j < n-m , ó 3

Para el caso particular de los polinomios de legendre, se conoce /  

una expresión compacta para los r^ ’^ (^3)

o

m

m

2m + 1 S ^  (m+k-i )] R (i+k~m)] R [j (i+m-k)]  ̂ í+ei+Ic par

R[-|-(i+k+m)]i+m+k+1

O , i+m+k impar

(11,4)

siendo R(m) = (2m-l)! !/(2^m!).

Alternativamente, pueden generarse directamente los a. .

(37)
mediante la fórmula de recurrencia

( B / A  "- B /A  )a + (C -t / ^ -,)a  ̂ + a  _ /A  _ = 
n n m m m,n m+1 n+1 m+l,n m-l,n Wr-1
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= a , /A  + C a . /k  ( I I .5)n,n+r n n m,rL~l n

con las condiciones iniciales a ^ = 0 , a _  = 0 , y a  - / /  
■ ■ - Eij-1 ’ -l,n ’ n,o

p f ( cf. (2 .3 .5 ) ) .
O m
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EXPIICACION DE TABLAS

Tabla 1.1a s

Tabla 1.6 

Tabla 2,1

para V(r)=gr ^exp(-r/a) , kEu=0.663 , Q=0 , 

¿■'íT y Tí , siendo g y a los parámetros de V(r) 

en (1 .5 .7 ).

Tabla 1.1b 0 Idem 1 .la 9 para N,M
f

2
•

Tabla 1.2a 0 Idem 1 ,1a J para ka = 1.,816 .

Tabla 1.2b o
p Idem 1 .2a í para n ,m '

f
2

•

Tabla 1.3a 0 Idem 1 ,1a ) para ka = 3..000 .

Tabla 1.3b 0 Idem 1 ,3a J para F,M
f

2
•

Tabla 1.4a o
f

para V(r)=é5 ' exp (--r/a) ,

Tabla 1.4b s 

Tabla 1.5

ka;=1.000, y 2.000, 

0=0, i-TT , y ¡T , siendo g' y a , los parámietros de 

V(r) en (1 .5 .8 ),
1 2

em 1.4a , para
1 2 —1 

IT,M ^ para V* (r)=^gr exp(-r/a) , ka^O.663, / /

0=0, -g-Tí , y 'ÍT , siendo g y a los parámetros de /

V(r) en (1 .5 .7 ).

Idem 1.5 , para V"(r)=(g/3)r ^exp(-r/a). 

Comparación de las sumas parciales f , los
’M

A.P.P.

E^(f^) , y los A.R.P. |1,m] , para sumar el D .O.P. 

de la A,D. asociado al potencial V(r)=-100 (f(r-a) , 

ka^lO , 0=0°, 60°, 120°, y 180° ,

Tabla 2.2 t C^paracidn de las sumas parciales = 10-4
/

) ^(21+l)sen O, , y los A.P.P. E (Q )? para sumar /  
1=0 ^
el H.O.P. de la sección eficaz total Q , para el /

potencial de Lennard-Jones (2 .5 .11), en el caso A=30.

C^paración de las sumas parciales Qii/r = /  /  /  /
2 C

/ '^(21+l)sen , y los A.P.P. para sumar /

e5*^D,0,P. de Q, para la colisión elástica e-He , /  

en el caso E=400 eV .
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TABLA 1.113

ka = 0. 663

f/ m 1 2 3 4 5 6 7

0 5.593 13 ¿22 18,.82 20.18 16.84 10.35 3.920

1 8.611 5;593 4..509 4.215 4;155 4.168

2 6; 533 4;328 4..172 4.190 4.294
©=0 3 5; 29^ 4;180 4 .202 4.281

4 4.656 4; 183 4,.306

5 4;319 4.230
6 4.154 EXACTO; 4.085

0 1.585 6;044 11 i 50 15;. 64 16;70 14.20 9.401

1 1.503 2.470 2;456 2„352 2; 293 2.259
2 2 i 040 2.324 2;298 2.291 2.380

3 2; 240 2;292 2;294 2.321

4 2; 284 2; 294 2.292

5 2; 291 2.287 -

6 2.289 EXACTO; 2„282

e=iY

0 0;734 3 i 918 9.067 14.17 17.04 16;36 12.52

1 0;414 1;642 2;193 2;282 2; 261 2.220

2 0;801 2 ,1 1 6 2 i 264 2;253 2.254

3 2; 267 2;272 2;242 2.272

4 3ao2 2;256 2.249

5 2 i 416 2.227
6 2.191 EXACTO; 2.292
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TAT̂ LA 1.2^

1.816

1 2 3 4 5

0 5.593 7.077 6.032 5.153 5.177

1 6.000 5.387 5c373 5.185

2 5.465 5.323 5.329

3 5.299

4 5.157

5.385

KAACTOt 5.333

0 0.0967 0.2934 0,3002 0.1866 0.1099

1 0.0475 0.1200 0.1308 0.1282

2 0.0797 0„1239 0.1268

3 0.1338 0.1267

4 0.1365 EXACTOS 0.1267

0 0.02789 0.1182 0.1506 0.1023 0.05074

1 0.00884 0.03806 0.05000 0.04983 

9=TT 2 0.01209 0.04132 0.04725

3 0.03709 0.04775

4 0.08804 EXACTO? 0„04787
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TABLA 1.3a

ka = 3.000

1 3 4

O 2.365+iOiOOO

0=0 1 2 ; 351+ í 0.466
2 2.302+iO;470
3 2 . 296+10.460

0 0;124+10i000

1 0 ,054+10; 068 
2 0 .028+10.108

O 0.064+i0*000 
Q=-rr 1 0.021+10 i 033

2 -0.003+10;049
3 -0.007+10.076

2.441+10.454 2i313+10.505 2.284+10.468
2 i 300+10;464 2.298+10.458 
2.298+10.458

EKÁCTO; 2.299+10.459

0;138+10;139 0.059+10.164 
0.062+10.117

EXACTOS 0,053+10,125

0.072+10;089 0;011+10;106 -0.006+10,078 

0.019+10.066 0.010+10.073 
0.009+10,068

EXACTOS 0.008+10,072

ka = 3.000

TABLA 1.313

n/ li

0 5.593 6.165 5.605 5.436

©=0 1 5.744 5.505 5.491
2 5.520 5.491
3 5.483 EXACTO; 5.496

0 0;01538 0.03837 0.03038
1 0.00754 0.01753
2 0,01245 EXACTOS 0.01843

0 0;00410 0 i 01311 0.01136 0,00612
Q=u 1 0.00153 0.00472 0.00543

2 0;00241 0.00471

3 0.00583 KXACTOs 0.00525
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TABM 1,4a

ka = 1.000

1 2  3 4

O 4-..000 - 4i.275+ili323 3 ;755+ili49!5 3.679+Í1.270

9=0 1 3i8l4+il.355 3.748+Í1.281 3.773+11.277
2 3.741+ili284 3.771+11.282
3 3.775+11.272 EXACTO; 3.773+11.289

0 Oi444 • 0.428+10.564 0.045+10.582
1 O¿171+10.210 0.152+10.386
2 0.062+10.304 EXACTOS 0.116+10.403

O 0.160 ■ 0.102+10.297 -0í178+10.247 -0.161+10.053 
0= ^  1 0.041+10.056 -0.021+10.128 -0.068+10.120

2 -0.004+10.055 -0.054+10.099
3 -0.033+10.047 EXACTOS -0.069+10.102

ka = 2.000

0 4.000 4;064+10.667 3¿940+10¿682 3.939+10.660
0=0 1 3;952+10;670 3.941+10;659 3.943+10,661

2 3;941+10.659 3,942+10.661

3 3.943+10.661 1XA.CT0S 3.941+10.661

0 0.049 0.037+10i051 0.014+10«041
1 0.023+10i019 0.022+10.036
2 0.015+10.029 EXACTO; 0.019+10.036

0 0.014 0;008+10i0l6 0.0004+10.009 0.004+10.007
1 0;006+10i005 0i005+10;009 0.004+10.008
2 0;004+10.007 0.004+10.008

3 0.004+10.008 EXACTOS 0.004+10.008
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TABLA 1.4-13

ka = 1.000

n/ m 1 2 3 4

0 I6i00 20.03 16.34 15.15
0=0 1 16.38 15.69 15.87

2 15.64 15.86

3 15.87 EXACTO; 15.90

0 0;1971 0.5013 0.3407
1 0.0733 0.1721
2 0.0963 iíXACTO; 0.1759

0 0.0256 0.0986 0.0927 0.0287
o=7r 1 0.0048 0.0168 0.0190

2 0.0030 0.0127

3 0.0033 EXACTO; 0.0152

ka =: 2.000

0 16.00 16.96 15.99 15.95
0=0 1 16.07 15.97 15.98

2 15.97 15.98

3 15.98 KXAOTO; 15.97

0 0.0024 0.0040 0.00188

1 0;0009 0.00178
2 0.0011 EXACTO s 0.00166

O 0.00020 Oi00032 0.000081 0.000065
0 = r  1 0.000061 O i 000106 0.000080

2 Oi000065 0.000080
3 0.000080 EKACTO; 0.000080
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TABLA 1.5

ka = 0.663

7

0=0

1 2 3 4 5 6

0 1.3983 2 .175 0 2 .2 77 1 2.1405 1.9997 1.9222
1 2.0032 1.9 5 0 7 1 .3 2 2 8 1.9162 1 .9 1 4 7 1.9143
2 1.9731 1 .9 18 1 1.9 15 0 1.9145 1.9143

3 1.9389 1 .9 1 5 1 1.9145 1.9143
4 1.9232 1.9145 1.9143
5 1 .9 1 72 1.9143
6 1.9 15 0

■0=-fr7

9=ÍT

0 0.3960 0.8115 0.9239 0.8749 0;-7985 0.7484
1 0.5929 0;7260 0.7355 0.7350 0.7345 0.7343
2 0.7158 0.7340 0.7346 0.7344 0.-7343

3 0.7322 0 i7345 0.7344 0.7346

4 0.7342 0 i7344 0.7347

5 0^7344 0.7344
6 0.7343

0 0;1838 0.4643 0.5736 0^5561 0.5045 0.4657
1 Oi2450 0.4231 0.4477 0.4500 0.4499 0.4498

2 0;4344 0.4496 0.4500 0.4499 0.4498
3 0.4650 0.4500 0.4499 0.4490
4 0.4527 0.4499 0.„4494

5 0...4496 0.4-497
6 0.4496
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TABLA 1.6

ka = 0.663

0=0

nA 1 2 3 4 5 6 7

0 0.6215 0;8341 Oi84l6 0i8200 0;8075 0;8034 0.8027
1 0.8065 0;8056 0.8036 0;8032 0;8031 0.8031
2 0.8074 0.8033 0.8031 0.8031 0.8031
3 0.8046 0.8031 0.8031 0.8031
4 0i8035 0;8031 0.8031
5 0.8032 0.8031
6 0.8031

9 = -ir

0 0.1760 0.2851 0.2958 0.2856 0.2787 0.2761
1 0.2518 0.2746 0i2758 0.2758 0.2758 0.2758
2 0 i 2740 0.2757 Oí2758 0.2758 0.2758

3 0;2756 Oí2758 Oi2758 0.2758
/I 0.2758 0;2758 0.2758

5 0.2758 0.2758
6 0.2758

0 0.0817 Oil532 0.1642 0.1582 0.1533 0;1514
1 0;1181 0.1485 0.1509 0.1511 0.1510 0.1510
2 0.1515 0.1510 0.1511 0;1510 0*1510

3 0.1520 0.1511 0.1510 0.1510
/!
“T 0.1511 0.1510 0.1510

5 0.1510 0.1510
6 0.1510



n=(N-10)/2, m=R-3
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TABLA 2.1

’N-l

12 -1.85400 +i6¿14923 

14 -2.01129 +16.15587 
16 -2i0l895 +16.15589
18 -2.01911 +16.15589
19 -2.01912 +16.15589

^ 0 0

W

■2.13807 +16.07428 
-2.01420 +í 6;15762 

-2.01917 +16.15590 

-2.01912 +16.15589

{l,m}

-2.0306 +15.3609 
■2.0527 +16.1416 

-2.0196 +16.1559 

-2.0191 +16.1559

F

12
14
16
18
19

N-1

0.547994-10¿272653
0.513432-10.271128
0.514035-10.271120

0 . 514056-10.271129
0 . 514056-10.271129

9=60°

0 . 551121-10.272524
0.517362-10.269625
0 . 514004-1 0.2 71130
0 . 514055-10.271129

\l,m]

0 . 47358-10.29855
0.51261-10.27163
0 . 51412-10.2 7113
0 . 51405-10.2 7113

F
’F-l

12 -0.040967-10;503697 
14 -0i064771-10i502301

16 -0i064622-10i502301
18 -0 i064599-1 0 i502301
19 -0 . 064599-10.502301

0=1200

-0;036756-10;503215 
-0;063507-10;501808 
-0.064621-10;502303
-0;064600-10. 502301

-0;068252~10; 50405 
-0;063422-10; 50200 
-0;064632-10;50230 
-0.064599-10.50230

•F-1

12 -0;267712+10;472385 
14 -0.119176+10;478246 
16 -0 ; 124671+ 10.478260
18 -0;124802+10.478260
19 -0.124804+10.478260

0=180°

-0 .141598+10.472402
-0.124292+10.478506

-0.124811+10;478262
-0 . 124804+ 10.478260

h,m]
-0.10293 +10.47^62

-0.12111 +10.47919
-0;12467 +10.47826 
-0.12480 +10.47826
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TABLA 2.2

TJ

52

54
56

58
60
62
64

L̂Ü-1

0.15202

0.15378

0.15507
0.15601
0 í15670
0;15721
0.15760

0;15880

0.15843
0.15945
0;15890

0;15897
0.15893
0.15893

n= (LÍ-50 )/2

la

67
69

71
73

Sí-1

0.15801
0;15821

0.1583^
0.15848

E ,.(Q 64
)

0;15883
0;15892

0.15894
0.15894

EXACTOS 0.15894 

TABLA 2.3

n'=(l.í^65)/2

M

4
6
8

10

S ^ l

0;.69696 

0.91915 
0.98712 
1;01270 
1..02330

0;15009
0;99951
1.03070
1.03000
1.03050

n=M/2

IT
V i \ . (Q 8 )

12 1.02790 1.03150

14 1.03000 1.03250
16 1;03110 1.03280
18 1.03180 1;0328o

20 1.03210 1.03290

EXACTO; 1.03290

n'=(M-10)/2
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EXPLICACION DE FIGURAS

A

Eig. 2.1 ; Comparación gráfica de y ), al su­

mar el D.O,P, de la A,D. correspondiente al potencial /  

V(r)=2«/r , y =*/k = 1, en funcidn de 9 , (*)

Pig, 2.2 ; Comparacidn gráfica de é.(E^(f^)) , ¿á. ( {n ,N^ ) ? y /

- sumar- el D .O.P. de la A.D. correspondiente

a V(r)=l/r , k=10 , en función de 9 » (*)

Pig. 2.3 s Gráfica del potencial de Lennard-Jones (2 .5 .11).

Eig. 2.4 s Gráfica de los corrimientos de fase asociados al poten­

cial (2 .5 .11), en función de I  , pax-a los casos A=10,

20, y 30.

Eig. 2.5 s Comparación gráfica de  ̂ ^ /  /  /

^  ( |1,m| ) , al sumar el D .O .P , de la A.D. correspon - 

diente al potencial (2.5.11)? en función de 9 . (*) 

a) A=10 ; -h) A=20 | c) A=30 .

Pig, 2,6 s Gráfica de los corrimientos de fase correspondientes a 

la colisión elástica e-He , par-a E=100, y 400 eV , en 

función de L „

Pig. 2.7 ; Comparación gráfica de é-(f ) , £ (E  (f )) , y /  /  /
m n m

€ ( \ljM^ ) , al sumar el D .O .P . de la A.D. peira la co­

lisión elástica e-He , E=400 eV , 9=0° .

Pig. 2.8 s Comparación gráfica de ^  j ^ (E ^ í f^ ))  ? 7 /  /  /

€ ( ílyM^ ) 5 al sumar el D .O .P , de la A.D. correspon- 

diente a la colisión elástica e-He , en función de 9, 

(*) a) B=100 eV ; Id ) í>=200 eV ; c ) E=300 eV d) &=400 

eV .

(*) Entre parentésis, se indican los niímeros de ondas par-ciales /  

involucradas en el cálculo de la aproximación correspordiente.
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