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INTRODUCCION Y RESUMEN

En el cdlculo de secciones eficaces diferenciales para //
procesos de dispersidn no relativistas, podemos distinguir, en 1i-
neas generales, tres rangos devenergia. En la de bajas energias, /
los cdlculos pueden realizarse en forma satisfactoria, mediante el
método de las ondas parciales, evaluando un numero reducido de co -
rimientos de fase de las funciones de onda correspondientes a mo -
mento angular definido. En la de altas energias, el primer térmi-
no del desarrollo de la amplitud de dispersidn, como serie de po -
tencias de la constante de acoplamiento, proporciona resultados muy
buenos, siendo a la vez, un método atrayente por su simplicidad / /
formal y numérica. Ia regidn donde normalmente se presentan difi -
cultades de cdlculo, es en la zona que podriamos llamar, de ener -
gias intermedias. Pretender extender el método de las ondas par— /
ciales a esta zona, involucra enfrentar el hecho de que al crecer /
la energia, aumenta el nimero de ondas parciales necesarias para //
obtener convergencia del desarrollo de la amplitud de dispersidn, y
con ello, el esfuerzo numérico. Por otro lado, al extender el mé -
todo de las altas cnergias a cota zona, se necesitan drdenes per -
turbativos superiores al primero en la serie de Born. Dada la di -
ficultad inherente al cdlculo de los 4rdenes altos, este método re-
sulta adecuado solamente si la convergencia de dicha serie es mond-
tona, y requiere unos pocos términos de la misma. En general, los
limites correspondicntes a las mencionadas regiones energéticas de-
penden del proceso particular considerado. Valores tipicos para //
colisiones elédsticas e inelésticas e-H y e~He , por ejemplo, son
alrededor de 25 eV , para el limite superior de la zona de baja //
energia, y del orden de 2 KeV , para el inferior de la de alta e-
nergia.

Segun los casos fisicos considerados, en la zona de ener-
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gias intermedias, otros métodos de aproximacidn, como el semiclédsi-
co JWKB , o ¢l de la funcidn de onda distorsionada, por ejemplo, /
pueden describir el proccso de dispersién. Sin embargo, dado que /
uno de los métodos usuales para resolver problemas fisicos consiste
en el desarrollo de la solucidn en algin tipo de serie, y la impor-
tancia de hallar mecanismos matemdticos que permitan sumar rédpida y
eficientemente la misma, en este trabajo nos limitaremos a una basec
matemdtica Unica, dsta es, el desarrollo de la amplitud de disper -
sidn en serie de polinomios, sean éstos funcidn de la intensidad- /
del potencial o del momento transferido, encardndose, el problema /
de encontrar algoritmos matemdticos que posibiliten la extensidn //
adecuada de los méfodos de la serie de Born y de las ondas parcia -

les, a la regibén de energias intermedias.

En la seccidn 1 , se considera la extensidén del primero
de ellos, mediante el método de los aproximantes racionales de Padé.
Se introducen las ecuaciones dc Lippman-Schwinger para la funcidn /
de onda y para el operador de dispersién T , obteniéndose, por ite
racidén de las mismas, las corrcspondicentes scries de Born. Para la
dispersién por un potencial, se estudia,en particular, la conver -
gencia del desarrollo perturbativo de la funcidn de onda, y las / /
condiciones suficientes que ascguran la misma. El andlisis de tra-
bajos recientes, en los que sc¢ intenta mejorar la primera aproxima-
cién de Born, considcrando términos de orden superior en el desa -
rollo, indica que la convergencia de &ste dltimo, es lenta, no mo ~
nétona, siendo en oportunidades divergente, aln para energias rela-
tivamente altas. Ello cucstiona seriamente la utilidad de los pri-
meros términos de la serie de Born, para los cdlculos de secciones
eficaces diferenciales a cnergias intermedias.

En la seccidn 1.4 , se introducen los aproximantes ra -

cionales de Padé, y se establecc su relacidn con la resolucidén del
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problema de dispersidn en subespacios de dimensidn finita, a través
del principio variacional de Schwinger. Dada la ya mencionada di -
ficultad de cdlculo dc los drdecnes perturbativos superiores al pri-
mero, el esquema es aplicado, a efectos de su ensayo, a ejemplos de
dispersidn por potenciales de corto alcance, para los cualcs se //
dispone del conccimiento de varios de¢ esos drdenes, y cn los cuales,
las sumas parciales de la serioc de Born,asociadas, presentan un //
comportamiento andmalo en el sentido indicado mds arriba. Para los
potenciales dc Yukawa y Exponencial, se evaldan las tablas de Padd,

hasta los drdenes permitidos por los términos disponibles de los //
respectivos desarrollos perturbativeos., EL cstudio de las mismas, /
demucstra que la sucesidn de sumas parciales de la serie de Born es,
al menos para los casos considerados, una de las succesiones més po-
bremente convergentes. Ia convergencia de otras sucesiones de la /
tabla, resulta ser rdpida, y a los valores correctos, aln para cier--
tos casos asociados al potencial de Yukawa, para los cuales es sabi-
do que la serie de Born para la funcidn dé onda es divergente, De

este modo, el método de los aproximantes de Padé, resulta ser ade ~-
cuado para extraer la informacidn contenida en los primeros Srdenes

perturbativos, de manera tal, de permitir la obtencidén de resulta -
dos significativos para la scccidn eficaz diferencial a energias //

intermedias.

En la scccidén 2 , se considera la extensidn del método /
de las ondas parciales a la zona de¢ cnergias intermedias. Un campo
donde resulta de fundamental importancia el poder efcctuar una tal
extensidn, en forma eficiente, es en la fisica de las colisiones /
atémicas y moleculares. Bn &1, las interacciones son predominante-
mente de largo alcance, determinando ésto dltimo, una contribucidn
importante de los términos correspondientes a grandes valores del /

momento angular, en los desarrollos en ondas parcialcs de la ampli-
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tud de dispersidn, y de la scccidn eficaz total, y una lenta con -
vergencia de los mismos. Bsta situacidn requierc el cdlculo de //
cientos, ¥y en oportunidades, de miles, dc corrimientos de fase, con
los consiguientes esfuerzos numéricos. En este trabajo, el proble-
ma de la aceleracidn de la convergencia de la seric que define la /
amplitud de dispersidn, se encara mediante el uso de dos algoritmos
numéricos: el esqueme de los aproximantes racionales polinomiales /
(A.R.P.), ¥y el de los aproximantes de Padé puntuales (A.P.P.),

El esquema de los A.R.P., que es considcrado formalmente
en la secccibén 2.3 , es, bdsicamente, una gcneralizacién natural //
del método de los aproximantes de Padé, adaptando éste dltimo, para
su aplicacidn a series en polinomios ortogonales,

Fl de los A.P.P., y sus métodos rccurrcntes de cdlculo, /
los algoritmos Epsilon y Eta, se estudia en la seccién 2.4 . Para
potenciales con comportamiento asintético del tipo V(r)r:;;oA/rn .
y para los casos en que los correspondientes desarrollos en ondas /
parciales de la amplibtud dec dispersidn hacia adelante y hacia atrds,
y de la seccibn eficaz total, son convergentes, se demuestran teo -
remas que aseguran la convergencia de los A.P.P. a los valores co -
rectos, y que, en todos esos casos, la misma es mds rdpida que la /
correspondiente a las respcctivas sucesiones de sumas parciales de
dichos desarrollos. De este modo, el método resulta apropiado, en
particular, para el estudio de procesos de colisidn entre particu -~
las cergadas y dtomos neutros polarizables, o entre moléculas, ca -
sos para los cuales, se verifican las hipdtesiz de los teoremas.

En la seccidn 2.5 , se considera la aplicacién numérica /
de los A.R.P. y A.P.P. a distintos casos significativos desde el //
punto de vista fisico, en los cuales se hallan prcesentes dificulta-
des en el cdlculo de la amplitud de dispersidn a través de su desa~
rollo en ondas parciales, provenientes de las propiedades de con -

vergencia de éste Yltimos el caso del potencial coulombiano, pre -~



sente en las colisiones entre particulas cargadas, y caracterizado
por un desarrollo divergente para la amplitud de dispersidn; el del
potencial 1/r2 , quc tiene asociado un desarrollo divergente, pa—
ra la amplitud hacia adelante, oscilante hacia atrds, y lentamente
convergente para dngulos de dispersidn intcrmedios; dos casos t{ -
picos de procesos de colisiones atdémicas y moleculares en la zona /

2
00,0011 -~ 0.11 eV, descripta por un potencial de Lennard-Jones, y la

de energias intermedias, la colisidn eldstica H ~Hg cn el rango de

colisidn eldstica c-He, en el rango 100-400 eV, estudiada con el
método del potencial de polarizacidn extendida.

Ambos métodos de aproximacidén demuestran su valor como //
mecanismos de regularizacidn del desarrollo divergente de la ampli-
tud, correspondiente al caso coulombiano, y del oscilante, asociado
a la amplitud hacia atrds, para el l/r2 . ©in embargo, la impor -
tancia de ello es relativa, en el primer caso, ya que como sSe indi-
ca en la seccidn 2.5-I , el conocimiento de la amplitud exacta co-
respondiente al potencial 2 /r , permite su sustraccidn de la am-
plitud total de interés, cuando se hallan presentes, ademds del / /
coulombiano, otros potenciales de menor alcance.,

La evidencia numérica indica, por otro lado, el valor de
ambos tipos de aproximantes como métodos de suma de desarrollos en
ondas parciales lentamente convergentes, audn, para casos para los /
que no se dispone del conocimiento de las propiedades formales de /
convergencia de agquellos. Ello se manifiesta, en particular, en un
considerable aumento en la precisidn final de los resultados,cuande
obtcnidos con los aproximantes a partir de un dadc nmimero de de co-
rimientos de fase, en relacidn con el cdlculo tradicional con las /
sumas parciales. Consecuentemente, los métodos de aproximacidén / /
considerados, proporcionan medios eficientes para efectuar los / /
cdlculos de proccsos de colisiones atdémicas y moleculares en la zo-

na de energias intermedias, a partir del método de las ondas par- /
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ciales, reduciendo considerablemente, el importante trabajo numé-
rico usualmente involucrado en los mismos.

Se destacan las posibles aplicaciones de estos esquemas,
a otros deserrollos cn serie, que apareccen tfpicamente al resolver
problemas fisicos, donde pudieran estar presentes dificultades / /

provenientes de una pobre convergencia de los mismos.

Las conclusiones de la tesis expuesta, estdn dirigidas a
enfatizar la importancia de introducir métodos nundéricos mds efi -
cientes en ¢l cédlculo de procesos fisicos. De este modo, pueden

reducirse los esfuerzos necesarios para obtener tebricamente las

NN

cantidades medibles, y a la vez, ampliar ¢l rango de procesos ac -

cesibles al c4lculo numérico.
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l. EL METODO PERTURBATIVO

1.1 - Ecuacidn integral de la dispersidn., Principios variacionales.

Comenzaremos con la consideracidn de la dispersidn de una
particula de masa m por un potencial gV(r) . ILa ecuacidn de / /

Schrddinger correspondiente serd
(H +8V(z) - E) ™M) = 0 (1.1.1)
A grandes distancias del centro de fuerzas, donde el potencial se /

supone despreciable, las formas asintdticas para las funciones de /

onda "entrante" (~), y "saliente" (+), serdn

< y -1 .
'\t/"-(;g) ~ C(’k(gr_) + v (0, f)exp (Fikr) (1.1.2)
donde Lfk es autofuncidn de Ho con avtovalor E , k = [g,, k2:
2mEyh2 N r = lg‘, y se ha elegido la direccidén de k como eje po -

lar de un sistema de coordenadas esféricas. Sustituyendo (1.1.2) /
en (1.1.1), y despreciando gV(r) y términos de orden r° , es //
fédcil ver que soluciones "Y(r) con comportamiento asintdtico / /

(1.1.2) existen para fi(Q,ﬁ) arbitrarios. Sin embargo, el despre—

ciar gV(r) es consistente con ellas sélo si V(z) verifica

lim r jv(y_)' =0 (1.1.3)
-0
Esto excluye, en particular, el caso del potencial coulombiano, pe-—
ro incluye todos los demds casos de interds fisico.
Definiendo el vector k' , tal que |£f|=ig]: k , y cuya /
direccidén es la caracterizada por (8,%) , la amplitud de disper=— /
sidn £7(0,d) puede también definirse a partir del operador de / /

(1)

dispersicon T mediante la expresidn
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+ - —~ 1 - 4 \ - - 2N / ' T k\
£7(0,0) = ~-n/27 . <i; {gv |‘f’ (®)> n/2T . (& | ‘_7,
(1.1.4)
donde hemos introducido los autovectores \_1;_> de Ho , tales que /
4fk(g) =<§ l _1§> . Ia seccidn eficaz diferencial I(8,d) vendrd

dada por

(1.1.5)

O PR IR

mientras que la total, por

Q= | I(e,8)an (1.1.6)

Resolviendo formalmente la ecuacidn de Schrddinger (1.1.1l) mediante
(1)

el método de la funcidbn de Green' ’, es posible obtener una ecua-/ /

cidén integral para ¥ (r) que incorpora la condicidn de contorno //
(1.1.2)

\”%’i(g§>> = |g>> + Gggv{HV i(g§>> (1;1;7)

donde
Gg = (B~ H +ie )T ;€ > o (1.1.8)
En particular, si H_ = AV Lf’g(;_) = exp(ik.r), se tiene /
W E(z) = exp(ik.z) + gjrc;-;ﬁ(;,zwu(y)\// L(r1)ax: (1.1.7")

con U(r) = 2m/&(_1_‘), y

G?(r,r') = -m/2T . exp( *ik ‘z—-g't )/ \g—-g" (1.1;8')
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Ia ecuacidén (1.1.7) es la llamada ecuacidn de Lippman-Schwinger / /
(L.S.), v en ella Hb ¥y V pueden eventualmente depender de gra -
dos internos de libertad, con lo que los procesos ineldsticos pue -

(2)

pio variacional para las funciones'¥/i . Definida la magnitud bi -

den también ser considerados. Schwinger ha obtenido w: princi -~

funcional

Ty = k'\gv‘Y(k) @(k')\g\f‘k\
-<Ei"(g') lgV;gVGZgV !“V(£z>> (1.1.9)

la misma resulta ser igual a T , el elemento de matriz del /'/

k', k
operador T para la transicién k——gk? cuando \“F(k\\ \“F U{ )

y \’\// (k‘)l <F (li_‘)l ; siendo ‘\1/+(1_£> v \T/ (k’)\ S0
luciones de las correspondientes ecuaciones (1.,1.7). Por otro lado,

I es estacionaria en el entorno de T de manera de que /

k', k& k',k’
si “f’ Yy TP' dlfleren de sus valores exactos en (gay entonces

=Ty, g + O((fﬁV ); o sea, el error en I es de segundo
k'K

k'yk
orden. cuando lo es de primero en V¥ .

Otro principio variacional de interés puede obtenerse / /

(3)

considerando la ecuacién de L.S. para el operador T
= gV + gVG T (1.1.10)

Menivulando esta ecuacidn, y tomando elementos de matriz entre es -

tados no perturbados ! g:> y ££'>> , puedc definirse la magnitud(3ﬂ)

T =< ‘gV\k\ Q«:' gVGle> <k'ITva|k\

-\<1§_’ | 67T | _1_{_>+ <_lg' ‘ TGZgVG;Tt £> (1.1.11)
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v si se busca ¢l operador T(*) tal que Iﬁ' ke sea extremal, la /
ecuacién de Buler que sc¢ obtiene es la (1.1, lO) Por lo tanto, si
T satisface la ecuacién de L.S., entonces I Tk' : , 7 1a //
funcional Ik Ik es estacionaria alrededor de Tk' 1c? o] sea que si
T rucba = + éT, siendo T solucidn de (1.1. 10) se tiene If{, 1=
?k?(k + O(C)T )e

PO o

Ios principios variacionales aqui tratados pueden usarse,
basicamente, con dos objetivoss i) conocidas ya sea, la funcidn de
onda o el operador T , con buena aproximacidn, es posible obtener
una mejor aproximacidn para Tk',k por reemplazo directo de las //
funciones de onda o el operado; de prueba, en las respectivas fun ~
cionales; ii) se eligen funciones de onda u operador T dc pruoba?/
con pardmetros variables, y se ajustan los mismos de¢ mancra de que
aguellas scan estacionarias respecto a pequeflas variaciones de 1os
mismos, Bstc Ultimo enfoque es particularmente intercsante si  los
clcmentos dc prueba ticnen pardmetros lineales a variar, ya que en
cste caso, cl problema se reduce a resolver un sistcma linecal de //
ccuacionecs. Como veremos en la scccibén 1.5, los aproximantcs ra -
cionales de Padé a la amplitud Tk' 5 definide a través de su dc-

sarrollo perturbativo, se hallan estrcchamente vinculados a la r¢ -

solucidn del problema de dispersidn a partir de ii).

1.2 - Ia serie de Born.

Ia serie de Born para la funcidn de onda pucdec obtenerse
iterando (1.1.7), y suponiendo quc el término de orden ccro cn 1la

misma es
;_1;\, (1.2.1)
e

(*) En rigor, sélo cstdn dcfinidos los clmentos de matriz del ope-

rador T entre estados de la misma cnerglfa ( cf. (1.1.4) ).



(*)

resultando .
] ! n ~d
V() ='¥g(;) + g‘}i(g) ¥ eease + 8 '¥;fg) F oeeee (1.2.2)
Andlogamente, iterando (1.1.10), se obtiene
2 ' n L
T=gV+gVGOV+ oo » +ng+ s e ee (10203)
con
n-1 L
T, = V(GOV) (1.2.4)

I
Despuds de n iteraciones, la estimacidn dg EJ(Q) dada por la se-

rie de Born cs

n . T
W () o i};o A (1.2.5)

y puede demostrarse facilmente que
Vi@ = e @ W)Y, & = (& |© v k> (1.2.6)
3= o == - L = 0 =/ ’

Consecuentemente con (1.2.2) obtendrcmos la secrie de Born para 1la

amplitud de dispersién en la forma
- . ) . , o
£(0,%) = gf,(6,8) + g7£,(6,4) + .... (1.2.7)

Ia aproximacidn n—-ésima para la amplitud dc dispersidn, seréd cnton-

ces

(*¥*) Bn lo quc sigue, y cuando corrcsponde un suprafndice, se supo-

ne el (+).
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n i
f( )(99¢) = [\__l g fi(g’¢) (10208)
i=1
e incluye los términos cuyo orden en el potencial es menor o igual

q_u e Il.

1.3 - Convergencia de la serie de Born para la funcidn de onda,

En lo que sigue nos restringiremos al caso en ¢l que / /

-

H = -h2/?mX72 . Definimos las funciones

Z(x) = g HG (z,z' V(! }dr' = mg/2T" l‘iﬁﬁ_)i. b (1.3.1)
J |-zt
para k real,
( i |
C(r,z",k) = \dE'Go(z,z')V(z')Go(z',;:" /6, (x,z")  (1.3.2)
L -
y la magnitud
“h Il - Ilh(z,z')‘i = Max ‘h(x,x')‘
McDowell y Coleman(5> , demuestran que las condiciones

H z i|<: 1 (¥)(1.3.3)

H c H “ z H 1 (1.3.4)

(*) Ia condicidn (1.3.3) asegura que el radio de convergencia de /
la serie en el plano complejo g es no nulo para energfas mayores

o iguales que cero,
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son, alternativamente, suficientes para la convergencia de la se //

rie de Born (1.2.2), y han obtenido una cota para el error cometido

al tomar Y(g) = ’Y(n) (x)

| -\V(m“ M- Y H (1.3.52)

donde t es una magnitud positiva que verifica

s ol |z |l (1.3.50)

(6)

Por su parte, Zemach y Klcin ; demuestran que si se verifica

Z(r) < @ para todo (1.3.6a)
Z(r) funcidn continua de r (1.3.6b)
Z(r) = 0(1/r) , para T —poo (1.3.6¢)
entonces,
{] C
1im lio‘l = 0 (1.3.7)
ks

Vemos entonces, que las condiciones (1.3.6) son suficientes para la
convergencia de la serie para energfas suficientcecmente grandes, cre
ciendo el radio de convergencia de la misme con la energla., Por o-
tro lado, de (1.3.5) resulta, que en esc lImite, no sélo la serie /
converge, sino que admds es de esperar quc lo haga mondtonamente.
Para el caso particular de potenciales de tipo central, /

es fdecil ver que

_ r s o
Z(r) = 4m g?T%{ (l/f)J drrZV(r) + u>drrV(r)] (1..3.8)

r N
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por lo que las condiciones (1.3.3) y (1.3.6) sc transforman en con-
diciones de verificacidn relativamente sencilla en funcidn dcl po --

tencial,

1.4 ~ Aplicaciones prdcticas de la scrie de Born.

Uno de los métodos més usados para calcular secciones / /
eficaces diferenciales, correspondicntes o procesos de colisiones /
atdmicas para cnergfas relaotivemente altas, ¢s el cdélculo de f(l)
( cf. (1.2.8) ), conocida como la primera aproximacidn de Born. / /
Ios principales argumentos en su favor, son su simplicidad formal /
y numérica, y el hecho de der lugar a resultados razonables en mu -
chos casos de interés fisico. Io forma natural de mejorar la apro-
ximacidn seric considerar términos de orden superior en la scrie //
perturbativa, Para la dispersidn de dos particulas por potenciales

regulares, se ha visto en la seccidn antcrior, gque la seriec conver--

. ! . . ’
ge en un disco gl<.R , Siendo R wun radio no nulo gue crece con s

la energfa, Por otro lado, cuando la amplitud de dispersidn es uno
funcidn regulor de g (*); puede definirse para todo g por convti-
nuacidn analitica, a partir de le seric perturbativa. Fsto signi -
fica quec los términos dec esta seric tienen toda la informacidén nc -
cesaria para resolver el problema de dispersidn (8)0 Para poten— /
ciales no regulares, o para el caso dc sistemas de mas de dos par -
t{culas, no se conocen teoremas rigurosos. Sin cmbargo, puecde pen-—
sarsc que la amplitud de interés cstard dcfinida para todo g a //
ravés de los términos de la correspondiente serie perturbativa, ¥y
de un mecanismo matcmdtico que permita extraecr de¢ ellos la informe~

cidn significativa,

(*) Condicidn suficicnte para ello,es que ¢l potencial verifique

Qv(_:;)lng ¢ oo, (rer. (7))
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Dada la complejidad involucrada cn la determinacién de //
los términos dc oréden alto de la serie de Born, al cncararsc cl co-
tudio de la convergencia dc¢ la nisma en la zone dc¢ energiss inter -
nedias, ello ha sido rcalizado, usualmente, para casos de potenciar-
les de corto elcance, y con formas analiticas scncillas. En apli -
caciones concrctas sc obscrva, gque aln para energias relativamente
o2ltas, la seric parcce converger lentamente y en forma no mondtona,

X X X ,9,10)
siendo, incluso, divergente, en algunos casos(4'9’ )n Hol+% y San-

(10) (n)

, on particular, calcularon £
hd l 7. - Ry
tenciales gr exp(-r/a) vy g'exp(-z/2), ¥ concluycron, a partir /

toso 4, para J0s po-

de sus resultados, gque no cxistec un esquema consistentc de conver -
gencia de las succsivas aproximaciones, y que, por lo tanto, el / /
cédlculo de secciones eficaccs difercnciales & partir de los prime -
ros drdenes perturbativos, constituye un método no confiable en la

regibn de cnergias intermedias. Dada la ya mencionada dificul’ed /
de cdlculo inhercnte a los drdcnes altos, resulie asi cuestionada /
la utilidad de la scrie de Born cn dicha regidn,

Nos planseamos ahora. el problema de extracr de la scrie
de Born, la informacidén contcnida en los primeros drdencs pertuzba—
tivos, de mancra tal, dec poder obtenecr valores significativos para
la amplitud de dispersidn, por clla definida, para distintos cason
de interés fisico. L método mas scncillo de cdlculo, ¢l dc conai-
derar la sucesidn de sumas parciales de dicha serie, ha rcsultado /
no scr adccuado para casos como 1los mencionados mas arriba, C$¢ im-
pone, por 1o tanto, ¢l pensar en una transformacidn de csa sucesidn
en otra cuya convergencia sca satisfactoria. Un mecanismo mabtemé -
tico gque pcrmite estc tipo dec cosa, es ¢l de los aproximantes ra- /
cionales de P=dé (A.P.), quc ticne, por otro lado. la virtud de a -

proxiner también las propicdadcs analiticas de la amplitud(11912>o

Aplicaciones dc este esquema de aproximacidn a nroblemas como los /

agi planteados, han sido recalizadas recientemente por Garibotti y /
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Massaro"B), Rosenthal(l4), ¥y por Garibotti y Grinstein(IB), y se /

consideran en la prdxima seccidn.

1.5 — El método de los aproximantes racionales de P~dé.

Dada una serie perturbativa formal
(&)
N, |
flg)= /., fg (1.5,1)

n=0

el A.P. [N,M

;s 2 f(g) se define univocamente por la expresidn

!

[N,M]f = P, (g)/Q;(g)

M N
= (D, + D8 + o0 + DB )/(l+q1g+-o+q-wg)

(1.5.2a)
y el requerimiento
B N+M+1
£(g) - |mul, = o g ") (1.5.20)
siendo posible obtener la expresidén compacta
1 o T Tl | Tt
[I;_:TV)? — Ld o R L] L ]
- fM fM+N fM fM+N
QL\ J \% J N
l___‘,f.__Ng ¢« o0 L,f.g g o0 l
=N j=o I
(1.5.3)

Fs de notar que la definicidn del A.P. [W’M-f requiere el conoci- /
miento de los primeros N+M+1l coeficientes fn . las propiedades
matemédticas de estos aproximantes pueden encontrarse en referencia
11, y en los trabajos alli citados.

Ios A.P. pueden ser ordenados en una tabla(l6)
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[o,o]f @,1?{f [:o,z}f
ij @;1{

. {1,2]1, (1.5.4)

o308 N

Algunas sucesiones de esta tabla representan aproximaciones usualcs

La dada por los A.P. [Q,N] en la primera fila, es la determinada

f b
por las sucesivas sumas parciales de la serie perturbativa. ILa su-

cesidn [o,o]f , [1,o]f , [1,1]f , [2,1]f ... [N,N—l]f , [l
..., es equivalente a un desarrollo de f(g) en fracciones conti-

nuas del tipo

flg) =1+8.8/F () ; Fl)=1+asg/F () (1.5.5)

En particular, la sucesidn [N,N]f es equivalente a una fraccidén /

contimua de tipo J (16)

flg) = alg/Fl(g) ; F(g)=1+Dbsg- ak+lg2/Fk+l(g) (1.5.6)

Cuando f(g) es la amplitud de dispersién f(g,E,8) , cualquier //

A.P. [N,M] resulta de resolver las ecuaciones de dispersidn / /

T
(1.1.7) en subespacios de dimensidén finita, siguiéndose de ello, //
que pueden cer obtenidos a partir del principio variacional de Sch-
winger usando funciones de prueba adecuadas en la funcional [/ / /

(1.1.9)(17). Los A.P. [N,N]f , en particular, resultan de conside-

(18)

bédsicamente, combinaciones lineales finitas de los vectores ]j:> =
iy d N . _ +J . _—

@) > v G o= < l(VGO) , con j£N. Alternati

vamente, la sucesidn [N,N4l]f puede ser obtenida a partir del //

rar las funciones de prueba de Cini y Fubini s que involucran, /

principio variacional para el operador T , eligiendo
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T - )
prueba iz

en la funcional (1.1.11), siendo las T, » las definidas en (1.2.4)

Ios pardmetros X, se ajustan de manera de que Ii K sea extremal

al reemplazar T en (1.1.,11), resultando, en ese caso(4) , //

I, = v, 1]

—

prucha

f -3
No se conocen teoremas de convergencia generales para su—

1
§
k'

cesiones arbitrarias de la tabla (1.5.4). Cuando la serie (1.5.1)
es una serie de Stieltjes, la sucesidn [N,N#j]f con j2 -1, conver-
ge a £(g) cuando N->co (19)° Por otro lado, puede demostrarse //
que si la dispersidn es producida por un potencial de signo defini-
do, la amplitud g—lf(g,E,e) es una serie de Stieltjes en g so -
lamente si 8 =0 y EJCO <11>. Las propiedades analiticas de los
AP, en el plano complejo de la energia garantizan la convergencia
de los mismos para energlas positivas, Para dngulos de dispersidn
distintos de cero, no se ha probado la convergencia de estos apro -
ximantes. Sin embargo, la evidencia numérica indica comportamien -
tos similares para valores nulo y no nulos de &,

En 1o que sigue, particularizaremos a los casos de portcn~—
ciales de tipo Yukawa y Exponencial, demostrando que el método de /
los A.P. proporciona sucesiones répidamente convergentes en todo el

rango de energias considerado. En las tablas 1.1, 1.2, y 1.3, se /

presentan las tablas de Padé para el potencial

Vir) = —2.365ao/(2ar).exp(—r/é) (1;5;7)
mientras que en la 1.4, se indican los resultados para

V(r) = —2ao/(2a).exp(~r/é) (1;5;8)

donde a es una longitud caracterfstica que depende del proceso //
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particular considerado(“). Debido al hecho de que fo es nulo pa-~
ra el desarrollo (1.2.8), los A.P. [N,O]f se anulan idénticamente,
v no han sido indicados. Ios valores numéricos correspondientes a

f(N), fueron calculados, en tablas 1.1y /

los [O,le, 0 sea a los s
14

1.2, a partir de los fi determinados por Rosenthal , mediante

la iteracidn de una ecuacidn integral para la amplitud de disper— /
sidén, obtenida, a su vez, usando transformadas para la funcidn de /
Green para particula libre, DPor su parte, los [OyN]f en tablas 1.3

v 1.4y son los de Holt y Santoso(lo)

; Obtenidos efectuando integra-
ciones analiticas y numéricas en las sucesivas ecuaciones (1.2.6) /
involucradas. ILos valores "exactos", tomados como referencia, fue-
ron calculados por éstos Ultimos, por integracidn numérica de las /
ecuaciones correspondientes a las primeras 20 ondas parciales, en /
algunos casos, y con el método de la integral de Fredholm. en otros
en los cuales, ese nimero no fue suficiente para obtener una con- /
vergencia Satisfactoria(zl).

Del cestudio de las tablas, se sigue gque incluso para e -
nergias no demasiado bajas ( ka = 0.663 corresponde a 20 McV en la
dispersidén nucledn-nucledn), la convergencia de la sucesidn de Born
( A.P. [QsN]f ), es muy pobre, Bs de notar gque cédlculos realizados
por Rabitz y Conn(4), indican gque para el potecncial (1.5.7) la se¢ -
rie converge para ka§72°5, por lo que los casos considerados en //
tablas 1.1 y 1.2 ( ka = 0,663 y 1.816 ) corresponden a situaciones
en las cuales la misma es divergente. BFn general,la convergencia /

de otras succsiones de A.P. cs mas rdpida., No cxiste un criterio /

(*) Con esta eleccidn de las constantes de acoplamiento, tipica //
(20)
del estudio de la dispersidén nuclebdn-nucledbdn, par ejemplo, Sc para -

metrizan los cédlculos en funcidén de la magnitud adimensional ka,//

13

Valores tipicos para a son, del orden de 10 cm para procesos /

-8
nucleares, y de 10 = cm para los atdmicos.
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exacto para preferir una dada sucesidn de la tabla. Desde el punto
de vista matemético resulta muy dificil tener, a priori, un crite -
rio comparativo para las velocidades de¢ convergencia de Gesarrollos
diferentes en fracciones continuas de una dadae funcidén. Incluso, /
al considcrar la scrie perturbativa, se ha visto que no es posible

asegurar que la aproximacién de un dado orden serd mejor gque otra /
dc orden mes bajo. Desde el punto de vista fisico, se deberia dar

preferencia a la sucesidn de los A.F. [N,N] guc son, en particu—

f 3
lar, las soluciones obtenidas con el "ansatz" de Cini y Pubini a //
partir dcl principio variacional de Schwinger.

El principal punto a destacar, de la consideracidn dc los
resultados, es que las sumas parciales de Born constituyen, al me -
nos para los casos considerados, una de las sucesiones mas pobre— /
mente convergentes de la tabla de Padé. Por otro lado, si bien / /

f(l) no resulte scr una buena aproximacidn a la amplitud dc disper—

)

sidén, perticwlarmcnte para 8 = 0 , ya que al ser Im f = 0, sc

viola el teorema Sptico ( cf. (2.1.S) en la prdéxima seccidn ), y //
con ce¢llo el principio de conservacidn de le probabilidad, la consi-
deracidn de las tablas 1.1lb, 1.2b, 1.3b, y 1l.4b, muestra que / / /
]f(l)|2 resulta, en lo que respecta o su precisidn, generalmente //
superior, o0 & lo sumo comparable, a los lf(N)i ( ¥>1 ) considcra-
dos. Bstce hecho cs comprensible dcsde el punto de vista de la ta -

(1)

bla de Padé. En lugar dc¢ considerar f como la primera aproxi -

macidn a la scrie de Born, se la puede reinterpretar como el primer

(15)9 Oy /

miembro de la sucesidn Lg’ljf{_tl’lif’i;’2jf’ L2,2jf, oo
alternativamente, de la LN,N#lJf ; gue parecen converger satis- /

factoriamente.

Algo puede dccirse, ademds, respecto del comportamicnto /
de los A.P. ante la variacién de g . Partiendo del conocimiento /
de los fi_( 17 ) en el caso del potencial de Yukawa (1.5.7), pa—
ra ka = 0.663, y o = 0, Ti/2, y'Tﬁ caso en que la serie de Born //
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resulta ser la mas pobremente convergente dec las consideradas, se /
han estudiado las tablas dec Padé corrcspondicntes a g/2 vy &/3, /
siendo g el valor dc¢ la constente de acoplamicnto en (1.5.7). Ios
resultados se indican en las tablas 1.5 y 1.6, donde se han tabula-
do las megnitudes dec l[N,M]fi 2. Del estudio de ellas, surgen, en
1Ineas generales, las mismas propiedades relativas de convergencia
de las distintas sucesiones de las tablas, que ya fueran observadas,
verificédndose la cstabilidad de¢ las mismas con la variacidn de g.
Considerando ahora, las colisiones electrén-dtomo, y o~ /
tros procesos de¢ colisidén mas complicados, donde a lo sumo se dis -

pone del conocimiento de £ es importantc notar que cl A.P. / /

’
[1,1]f Se compara favorableionte con la tcrcera aproximacidn de / /
Born, y en algunos casos, incluso con las de ordcn superior. Este /
hecho es cierto, tanto para la parte real,como pare la imaginaria /
de la amplitud dec dispersidn. Ia precisidn de este A.P. ha sido //

también verificada al estudiar las colisiones e-=H y o-He (13).
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2. EL METODO DE LAS ONDAS PARCIALES

2.1 - Ios desarrollos en ondas parciales para la amplitud de

dispersidn y la seccidn cficaz total.

En lo que sigue, se supondrd quec el potencial de interac—
cidn es esfericamente simétrico, siendo por ello posible,represen -
tarlo por V(r) . Si el eje polar dc un sistema de coordenadas es-~
féricas (r,9,f) es eclegido de manera tal de que se encuentre en /
la direccidn del haz incidente de particulas, el problecma tendrd //
simetria azimutal, y la funcidn de onda ﬁﬁ/+(£) puede desarro- //
llarse en la forma

Qo

\}/ ) = (1/r) N A_P_(cos &)u_(r) (2.1.1)
= I{:o' 'L L o

donde PL(cos 8) es el polinomio de Legendre de orden I y argu -

mento cos € , y los AL dependen solamente de T y ,k2. Susti -

, . (%)
tuyendo (2.1.1) en (1.1.1) expresada en coordenadas esféricas y /

se obtiene la ecuacidn que debe satisfacer uL(r)

, |
& 4 x° - L(Iel)/r° = U(r) up(r) = 0 (2.1.2)

dr2

-

siendo U(r) = 2mV(r)/ﬁ2.
Como W F(r) decbc ser finita en todo el espacio, ¥y en /
particular, en el origen, la solucidén fisicamente admisible de / /

(2.1.,2) debe satisfacer la condicidn de contorno

uL(O) =0 (2.1.3)

(*¥) Supondremos g=1, ¥y Hoz—hz/?m.§72 en (1.1.1), y, consccuch——

temente con el sistema de coordenadas elcgido, ﬁpk(g)zexp(ikz).



-~ 17 -

Si el potencial U(r) es tal que pucdc considerarse despreciable /
para T mayor que un cicrto ro , la ccuacidén radizl (2.1.2) para
*

r>r  se reducird a( )
2

—= 4+ k7 -« L(I41)/r uL(r) =0

cuyas soluciones indcpendientes son ker(kr) v krnL(kr), siendo

jL(x) v nL(x) las funciones esféricas de Bessel y de Neumann, //

respectivamente, definidas por

300 = (/2075 G) 5 mple) = (/20077 ()

(22)

en funcidn de las JV(X) de Bessel . De acuerdo con cllo, te~ /
niendo en cucenta los comportamientos asintéticos de estas funcio- /

nes, sec obticne

u.(r) ~ kr
L r—on

:éos<SL jL(kr) - sen<§L nL(kr)]
= sen \’1@ - LT/2 +5L1 (2.1.4)

gue define los corrimicentos de fase (SL .

A fin de determinar la amplitud de dispersién f(cos 9)
en funcién de los (SL’ debemos elogir los coeficientes A, en //
(2.1.1) de mancra de que Y () tenga el comportamiento asintdtico
dado por (1.1.2). A esos efcctos, desarrollamos la onda plana / /
cxp(ikz ), en esta dltima expresidn, en ondas esféricas

o0

2
exp(ikz) = ;iJ (2L+l)iLjL(kr)PL(cos 9) (2.,1.5)
I=0

e igualamos los coeficientes de las ondas esféricas entrantes en //

(1.1.2) y (2.,1.1), con lo cual se obtiene, usando (2.1.4) y (2.1.5)
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A = k—l.(Zle)iLeXp(ic§£) (2.1.6)

Determinamos ahora f(cos 8) a partir de la forma asintdtica
’ﬁ/+(r) - exp(ikz) ;\J r—lf(cos 8)exp(ikr)
- ->0Q

ya que se ha garantizado que la componente esférica entrante del //
miembro de la izquierda sea cero. De (2.1,1) v (2.1.6) obtenemos /
finalmente
T
f(cos 8) = (1/2ik) / (2I+1) [exp(zi<§I) - 1} P (cos 8)
1=0 (2.1.7)
que es el desarrollo en ondas parciales de la amplitud de disper—- /
sién (D.O0.P. de la A,D.). o
Ia seccidén eficaz total definida por (1.1.6) se obtiene /
usando las relacioncs dc¢ ortogonalidad de los polinomios de Legen -

dre, resultando

gk

Q= (4TT/%) /[, (2141) sen® S (2.1.8)
I=0

De las expresiones (2.1.7) y (2.1.8), se sigue que los defasajes //
determinan oompletamente las secciones eficaces diferencial y total
En general, no es posible contar con una expresidn analfitica para /
los mismos, en funcidn del potencial U(r). Para su determinacidn,
se debe intograr numericamente la ecuacidn radial (2.1.2) desde el
origen, imponiendo la condicidn de contorno (2.1.3), ¥y ajustar la /

solucién fuera del alcance del potencial a la forma asintética / /

(2.1. 4)( y)

(*) Puede demostrarsc que este desarrollo es vdlido para potencia-
les tales que U(r) ‘%’O , siendo €& >» O,

(**) Un csquema alternatlvo de cdlculo exacto de los 5 1’ es ¢l pro-
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Pura potenciales recales, la dispersidn es puramente elds-—

tica, y los defasajes é; son reales, siendo posible derivar una /

L
importante relacidn a partir de (2.1.7) y (2.1.8), el llamado teo =~

rema Sptico
Im £(1) = (/477 )Q (2,1.9)

Esta relacidn, que es generalizable para el caso en que puecdan es ~
* %3¢
tar involucrados también procesos inelésticos( )

; cs de gran uti~
lidad en las aplicaciones de relaciones dc dispersidn a la teoria /
de colisiones, rcflejando, escncialmente,la conservacidén de la pro--
babilidad,

2.2 - Aplicaciones prdcticas del método dec las ondas parciales.

ElL nUmero Ibax de defasajes necesarios para obtener una
convergencia satisfactoria dcl desarrollo (2.1.7), viene determina-
do por la relacidn semiclésica Lmax’\J ka , siendo a el rango //
efectivo del potencial, Consecuentemente, Lmax crecc con la e~ /
nergfa y la masa reducida del sistema considerado, como asi también,
con el alcance del potencial que describe las interacciones en ¢ /
mismo. Un campo en el cual son tipicos los requerimientos de un //
nimero eclevado de defasajes, es en el de las colisiones atdmicas y /
moleculares, donde aguellas estdn determinadas predominantemente //
por potencizles de largo alcance. Bn las colisiones entre particu--
las cargadas y sistemas neutros polarizables, por ecjemplo, el efec—
to de polarizacidn inducida en los mismos, determina un comporta~ /

miento asintdtico del tipo 1/?4, para el potencial, rientras /S

(23)

porcionado por la ecuacidn de la fase de Calogero .
(¥*¥*) En estc caso, Q serd la seccidn eficaz total, eldstica nas /
ineldstica, y f solanente la arplitud eldstica. Ver, por ejenplo,

Brandsen(24), ag. 26,
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que la interaccidén de Van der Waals entre moléculas, tiene una de -
pendencia del tipo 1/%6, a grandes distancias(ZB)° Por otro lado,
potenciales con comportamiento del tipo l/’r2 , Se encuentran pre -
sentes en la colisid? 6§-H al estudiar procesos de excitacidn a //
2

, ¥ procesos eldsticos cerca del umbral / /

He+(28), donde también se halla / /

energias intermedias

(27)

ineldstico , ¥ en el caso e~
presente el tipo 1/r , coulombiano.

Ia convergencia del desarrollo (2.1.7) depende,en generdal,
del dngulo de dispersién 6 . Ia sucesidn de sumas parcizles es, /
cuando convergente, asintdticamente mondtona para =0 , y oscilan-
te para @z'ﬁ'<*). Debido a ello, la convergencia del D.0.P. de la
A.D. suele ser lenta para pequeflos dngulos, y lenta y poco precisa,
en 1lo que respecta a su cédlculo numérico, para grandes dngulos, de~-
bido a la fuerte cancelacidn de términos de magnitudes similares y
signos opuestos. ZEjemplos tipicos de estas situaciones son: reque-
rimientos de 10051 defasajes para el cdlculo de la seccidn eficaz
diferencial eldstica para ©=0, correspondiente al proceso e-He, /

en el rango de 100-400 eV(29); el uso de 500 ondas parciales en la

(27)

colisidn e-H a 300 eV , numero que a pesar de ser tan alto no
permitié una evaluacidn precisa de la seccibdn eficaz diferencial de
excitacidn para grandes dngulos; en ciertas colisiones moleculares,
aln para dngulos de dispersidén intermedios, conocidos como &ngulos
de "arco iris", Lmax puede oscilar entre 1000 y 20000 (30).
En general, el cdlculo exacto de los corrimientos de fase
para estos casos resulta numericamente prohibitivo, y en la prdcti-
ca se efectda para las primeras ondas parciales, evaludndose les //
restantes por métodos aproximadosBl)° Ain asi, el esfuerzo numé -
rico involucrado resulta considerable. FEllo es particularmente cri-

tico, cuando a partir de las secciones eficaces diferenciales obte-

(¥*) Fllo se demuestra en la seccidén 2.4-II , para el caso de po- /

tenciales tales que V(r) —~ —C/fn, para T —> co
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nidas experimentalmente, se plantea el problema de determinar la //

(32’33), se supone //

una forma funcional dependiente de pardmetros para el potencial, se

reconstruccidén de los potenciales. Usualmente

calculan numericamente los defasajes por el método de aproximacidn
semiclédsica JWKB(34), y se efectdya la suma del D.O.P. de la A.D., /
de manera de obtener la secccidn eficaz diferencial. Fste procedi-
miento es repetido variando los pardmetros del potencial, determi -~
néndose los mismos por el método de "prucba y error".

Problemas similares de lenta convergecncia, se encuentran
presentes al calcular la seccidn cficaz total Q mediante el desa-
rollo (2.1.8), para casos del tipo de los mencionados(*). En el //
caso de colisiones ineldsticas en el proceso Hf--He+ en el rango de
0.1-10 eV, por ejemplo, se presentan requerimientos tipicos de 100
a 200 defasajes para obtener una convergencia satisfactoria del de~-
sarrollo de la Q correcspondiente al canal en cuestidén. Como Q //
resulta ser una funcidn oscilante de la encrgia, y para cada valor
de la misma, es necesario determinar el correspondiente juego de //
defasajes, el trabajo numérico necesario es considerable (35)0

De lo aquf expuesto, se¢ sigue que resulta de fundamental
importancia encontrar métodos matemdticos que permitan la acelera -
cién de la convergencia del D.O.P. de la A.D., en casos como 10S //
mencionados. Dado que los polinomios de Legendre son combinaciones
lineales finitas de potencias, podria plantearse, en primera ins- /
tancia, la transformacidn de la seriec original en otra de potencias
adecuada para la aplicacidn a ella, de los aproximantes racionales
de Padé, cuya eficicncia ha sido vista en la seccidn 1.5. Sin em -

bargo, es inmecdiato observar que

{.& o I o =
' \ « L \NYoi N i
J TiPE) = 2T ) B0 = L7 L, 548
I=0 I=0 j=0 j=0 i=]

(*¥) ©Para el caso de colisiones eldsticas, ello estd directamente

relacionado con la lenta convergencia de Im f(1) (ef. (2.1.9)).
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quedando asi restringido el rango de aplicacidn dc este enfoque, a
aquellos casos en que se conocen todos los coeficientes fL . B -
te no es el caso real, ya que la informacidn de la que normalmente
se¢ dispone, es la dada por un mimero finito de cocficientes obteni-~
dos a partir del cdlculo numérico de los correspondientes defasa~ /
jes.

Planteado el problema, pasamos a considerar esquemas de /
aproximacidn posibles para el D.O.P. de la A.D. En la scccidn 2,3
se considerard el método de los aproximantes racionales polinomia -
les, apto para su aplicacidn a series cn polinomiocs ortogonales, ¥y
en particular, al desarrollo (2.1.7): en la seccidn 2.4 , el de los
aproximantes de Padé puntuales, método aplicable, en principio, a /
todo tipo de series, y con ello, tanto a (2.1.7) como a (2.1.8); en
la seccidn 2.5 se considerard la aplicacidn numérica comparativa de

los esquemas, a distintos casos significativos.

2.3 - Aproximantes racionales polinomiales (A.R.P,)

Volvemos a analizar la definicidn de los aproximantes de
Padé para series de potencias. Como ya fucra visto en la seccidn /
1.5 , dada una tal secrie

Oa

g(z) = zanzn (2.3.1)

n=0

el aproximante [N}Nﬂg a g(z) es definido como €l cociente
), = By(2)/an(z) 5 Qu(0) = 1 (2.3.2)

donde los polinomios PM(Z) v QN(Z) , de érdenes respectivos M //

vy N , son dcterminados a partir de

g(z) - [N,M]g = o( g™y (2.3.3)



1
[\
(U9

]

0, cgivalentemente
M4+ N+1 .
g(z).Qu(z) = By(z) = 0(z ") (2.3.4)

Istos aproximantes son bien conocidos como una valiosa herramicnta
para acelerar la convergencia dc la scrie (2.3.1), cuando la misna
es convergente, regularizarla cuando cs divergente, y para la pro--
longacidn aralitica dec g(z) . Resulta natural pensar en una ox -
tensidn de estec tipo de aproximantes a scries cn polinomios orto -
gonales, y en particular, a las scries de Legendre, que son aqui /
de nucstro interés,

Dada una serie en polincmios ortogonales, pretendemos o4
introducir aproximantes a la misme, en forma andloga a las ccuacic-
nes (2.3.2), (2.3.3), v (2.3.4). Seca la seric

[+7g)

£@) = ), £ (2) (2.3.5)
I=0

donde -{pL(z)g es un conjunto de polinomios ortogonales. Defini-

mos

/

o)

7=

° - <
onpn(z)/ d p (z) do"l(2°3°o/

mrm

CF
=Y

Lm0y = A, (2)/8 () =

i
O
i

Ia gran diferencia con ¢l caso anterior, provendrd ahora del hecho

- \
dc que para los polinomios ortogonales sc¢ pucde domostrar(ﬂga’? gue
en general, valc la relacidén
1+ i, :
pi(z)pj (Z) = 2__/ I‘L? pL(Z) (2"307)
I=}i-3
donde los rl’J son coeficientes constantes quc dependen del tipo

L
de polinomios en cucstidn, en lugar de una expresidn del tipo

i3 i3
nizd = gzt
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Como consecucncia de ello, las andlogas de (2.3.3) y (2.3.4) no se-
rén cquivalecntes en este caso, y dardn lugar a tipos distintos de /
aproximantes.

En el primer caso, sc exige
(z) + C

f(z) - {N,M}* = B (z) =+

Mo N1 P M N1 M N4 2P Mg N2
(2.3.8)

para el ca -

(36)

Estos aproximantes fueron cstudiados por Fleischer
so de series dc Legendre, y a pesar de poscer propiedades satisfac-
torias en cuanto a convergencia y analiticidad, tienen el gran in -
conveniente de que su definicidn, a partir de (2.3.8), requiere la
solucidén de un sistema no lineal de ecuaciones, con las consiguicn-
tes complicaciones que provienen ée este hecho, en lo gque respecta
a su cdlculo numérico.

En scgundo término considcramos los aproximentes defini -

dos por

£(z). By(z) = &y(2) = oy p Py (B) + o (2.3.9)
Ellos han sido estudiados por Holdeman(37), Fleischer(38), y por //
Corbella, Garibotti y Grinstein(Bg)e Estos dltimos los han pro- /Q’

puesto como método para sumar el D.0.P. de la A.D. correcspondiente
a potenciales de largo alcance, problema gue aqgui nos ocupa.

Usando (2.3.7) v (2.3.9), se obtiene un sistema lineal de

ecuaciones
&
N\ - L
)y diaLyi =0 N+l & L & N+M o
%ﬂ'_ (253010)
' = kS <

donde



- 25 -

i a
a. . = ). T Uf (2.3.11)
L1 n= | I~i| L

pudiendo obtenerse el aproximante &N,M% en forma compacta

* 00 s 0o & —l
“M41, N %11, 0 211, N M1, Q
IN, M} = : e B : :
{7} MV, N %MW, 0 | BN, N “M4N, 0
\ \
_/—. a p e o0 a P p es o0 0 p
L f1,7 £z °1,071 | N 0
(2.3.12)

De la consideracidn de (2.3.12) resulta que los {N,M}' coinciden
formelmente con los [N,M] de Padé ( cf. (1.5.3) ) cuando se sus-
tituye pL(Z) por ZL . Sin embargo, los primeros N+M+l coefi-
cientes del desarrollo de {N,M}' en polinomios pﬁ(z) no coin-
ciden con los correspondientes de £(z) , y debido a ;llo, no es /
posible extender en forma inmediata los teoremas de convergencia /-
conocidos para 1los [N,M], a los {N,M} aqui definidos. Si bien no se
conocen tales teoremas en general, la evidencia numérica indica que
para muchos casos de interés, los iN,M} convergen satisfactoria -
mente, conociéndose, ademds, las siguientes propiedades:

Propiedad 1(37)( relacidn de los A.R.P. con aproximaciones de cua-

drados minimos ): Para M fijo, y en el 1limite N-e , los aproxi -

mantes definidos por (2.3.9) hacen minima la integral

b 2
I(t,,%,) = .fa |3 () - a(z)|° W(z)az
I
donde B(z) = >_;tnpn(z) s A(z) =

dE

> %0 (2) .y \lpn(Z)} es un /

conjunto de poffﬁomios ortogonales en el intervalo [a,b] con fun -

BN
O

cidn de peso W(z) .

Propizdad 2 (Apéndice I): Si los fn son tales que dependen deun

parémetro E , y para un cierto m., y un dado valor Em del para-
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metro, se tiene,

lim (hmfn) = yﬁfjﬁn ; con h =E-E
hm—') 0

entonces para 0 & m & M, se verifica

i;-n;ohm {N,M} - Illgiéhmf (2)) = y_p_(2)

Esta propiedad resulte particularmentce interesante en el caso cn //
que la seric en cuestidén es ¢l D.0.P., de la AD., ¥y E cs la ener-
gia. ©En este caso, cuando E se halla en el entorno de E, la //
cnergia de un cstado ligado o resonancia, dc¢ momento anguler L , /
se cumple la condicidén cxigida y los {N,Mg(ian el residuo correcto,
pudiendo espcrarse que scan una buena aproximacidn de la amplitud /
cuando M > L , en dicho entorno. Notemos que la definicidn dc los
aproximantes cs formal e independiente dc la energia.

Propiedad 3(37>
del tipo

s Si los fn tienen un comportamiento asintdtico //

v
T ~J Cn
n

n-—eoo

v la serie (2.3.5) converge absolutamentc, entonces, para el apro -

ximente %I,Nfiz AN(Z)/Bl(z), se verifica, cn el 1imite M —> oo

B, (z) —> K(z~a)
&
h() — X 3 5p, ()

donde los f& son los coeficientes de la scrie

oa

S5 g
@a)t@) = ) £m,(2)
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que tienen un comportamicnto asintdtico

v~ c'nv-l

Dnosxe

y a es una constante que dcpende del tipo de polinomios en cues -
tidn(%). Notamos que csta propiedad garantiza quc los {l,M} con- /
vergen asintéticamente con mayor rapidez que las sumas parciales de
la serie (2.3.5). Cabe destacar, que para scries en polinomios de
Legendre, a=1l, y las condiciones que ascguran la convergencia ab-~ /
soluta de la serie son, v =1 para z =3 , 5y v< -1/2 para //
-1 <z <1 .

2.4 - Aproximantcs dc Padé puntuales (A.P.P.)

Fl interés por cste tipo de aproximaciones surge con un /
trabajo de Shanks(4o) en el que sc estudian transformaciones no 1i-
neales de sucesiones lentamente convergentes o divergentes. Shanks
inicia su estudio considcrando sucesiones guc pucden expresarse en

la forma
S =S+, ,a.q a,|# 1 (2.4.1)

donde S es la "base" de la sucesidbn, y los 45 parametrizan los
" ransitorios" de la misma. Si los g, son tales que \qi\<\l , /)

entonces la sucesidn es convergente, y se tiene

lim 8 =8 (2.4.2)
N oo
o sea, que S es el 1imite de la sucesidn. Si algin q, es tal /
que |qi[;>l , la sucesidn es divergente, pero puede ser regulariza-

da, asigndndole el valor S , llamado antilimite, por Shanks, como

/A

* — 1T
(¥*) a = lin (l/A.m__l + C el

Lin el - Bm/lm), siendo & ,B , ¥ C  1los
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aqaél desde el cual diverge. El problema planteado asi, consiste /
en desarrollar una transformacidn de una dada sucesidn Sn , en o -
tra, que teniendo como limite S , tienda a ese valor rapidamente,
a partir del "filtrado" de los transitorios matemdticos.

Ias transformaciones estudiadas por Shanks consisten, ba-

sicamente, en generalizaciones formales del conocido método de ex —

(41)

trapolacidn de Aitken . Veremos, a continuacidén, un modclo geo-—

(42)

métrico de las mismas debido a Johnson . Consideremos una suce--
sidn formal Sn , ¥ supongamos que partimos del conocimiento de Sr’

Srul’ y Sr+2’ Construimos los wvectores

= (Sr’sr+l) i Yo = <Sr+l’sr+2)

J

Si la sucesidn es convergente, y tiene limite S , entonces

lim v, = lim v, = S(1,1)

r—>m—l T oo 2

Particendo de esta observacidn, construimos la recta generada por //
{Yﬁ’XZH" y buscamos la interseccién con la direccidn del vector /

(1,1), resultando

s° - 5_.8
(s ) = r+l r’ry2
Ei * S S S
S R e P

Ia interseccidn Ei(Sr) es la transformacidn de ler. orden de / /
Shanks, y coincide con la férmula de extrapolacidén de Aitken. Vea-

mos una aplicacidn particular de la misma., Supongamos gque

coeficientes en la férmula de recurrencia

()= (&2 +B_ dp (2)=cCop ()



fgw N 1 - T+l 1 ” .
S:L—IZ = = — 2
T =0 1 -3 1 -7z 1~z

En este caso, para ’z,<f1 , limS =8 -= 1/(1-z) , ¥ S, tiene la
T

la forma
Sr =S + aqr : con S=1/(1-z), a==z/(1-2), ¥ q=2
Es fdcil ver quc en este caso

Sr'+l B qu = 5(1-q)
qéea, que todo par de elementos sucesivos se hallan relacionados //

linealmente, y que, por consiguiente,

r’Tr+l

v -, = (-0 [65,8,,,) - sa,1)]

gque nos permite visualizar el resultado
Ei(Sr) =S para todo r 20

Lo importante a destacar, es que este resultado serd cierto tam- //
bién para ‘zt = lq_i)l, caso en el cual la sucesidn es divergente,
Fllo se debe al hecho de que la transformacidén Ei(Sr) es inve~ //
riante ante la permutacidn de fndices (r,r+l,r+2) «> (r+2,r+l,r).
Dicho de otro modo, Ei(Sr) da el valor de la scric prolongada ana-
1f{ticamente fuera de su radio de convcrgencia, valor, que en este /
caso, cs el Bntilimite' de la sucesidn.

En el caso general, partimos del conocimiento de S, / /
Definimos en un espacio n+l - dimensional, los /

Sr+]_’ o8 e ’Sr+2n -
vectores

= (S .’Sr+k+n) ; k=0’1,2’--.’n

T rik’ "’



- 30 -

v construimos el hiperplante de dimensidén n generado por los mis~-

mos, buscando su interseccidn con la direccidén del vector / / / /

(1,1y...,1) , pertcneciente a cse espacio.

En(Sr) , es la transformacidn de orden n-~&simo

de expresarse en la forma

DS .. DS S
T r4+=-l T
En(Sr) =| ¢ : .
r+n~l"'DSr+2n~2 Sr+n~l
e..DS S
r+n r+2n-1 “r+n

donde

DS .

* e B0

DS

DS
r+n

pudiendo escribirse, EE(Sr) =p,S, + D

Py + Py +eeo + pn+1 = 1 . Resulta, entonces,

tarse a E£<Sr) como un promedio pesado de Sr , S

2Sr+l +

Fl mismo es. sin embargo, no lineal en los Si

pj serdn funcidn de ellos.

r4n~1" 1
ee.DS 1

Fsa interseccidn, / /

de Shanks, y pue-

r+n=1

e & o0
e 80

"Dsr+2n—2

r+2n-1 e
(2.4.3)

(2.4.4)

ceo + S con
Pni1Pren’

L N} S
r+l ? Y Tryn

sy ¥y que los pesos

B fdcil ver, a partir de (2.4.3) y (1.5.3), que si

<

J
J -

Sr = fié az" 3 lim Sr =8(z) =

entonces

i —>su

En(Sr) = [n,n+r]s

.zj (2.4.5)

(2.4.6)

es decir el método de aproximacidén coincide, en este caso, con el

de los A.P.

En general, si

gue puede interpre -



I

- N
J=0

podemos definir
@
N J
hiz) = ,a.z (2.4.8)

=0 Y

de tal modo de que

lim Sr = h(1)
0

y tendremos, de acuerdo con (2.4.5) y (2.4.6)

En(Sr) = [n,n+f}h(1) (2.4.9)
De (2.4.,9) resulta la razdn por la cual los Ei(Sr) son llamados /
aproximantes de Padé puntuales. De este modo, los A.P. adquieren /
un significado como método de transformacidn de sucesiones, y en //
este sentido deben considerarse en las secciones siguientes.

Por completitud, daremos ahora un teorema debido a Shanks
que es una generalizacidn de lo visto para el caso de la sucesién /

de sumas parciales dec la serie geométrica.

Teorema 1 ; Si Sr tiene la forma

m
7

r
S. =95 + | a, q,
iy f&i 171
entonces , E (S_) = S.
m X
Cabe destacar, que en una tal sucesidn, cualesquiera m+l elemen -
tos sucesivos se hallan relacionados 1inealmente(42).

2.4-T Sucesiones de Newton

~

Demostraremos dos tcoremas que nos permitirdn, mas ade-

™~

lante, asegurar la convergencia del esquema a 1los valores correc-

~N

tos, cuando Sr es la sucesidn de sumas parciales del desarrollo
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(2,1.7) para & = 0,17 , o del (2.1.8), correspondientes a poten -

ciales de largo alcance.

Por conveniencia de notacidn, introducimos los determi -
nantes de Hankel

m mel 7 fm+k—l
fm+l m+2 "°°° fm+k
m(£) = : : : (2.4.10)
T : . .
fm+k—1 fm+k et fm+2k—2

y el operador diferencia, definido por

pPs = pP s - P ls . p’S =S (2.4.11)
mm m m

m+1 m’ "mm m’ "mm m

siendo DSm el dado por (2.4.4). ©Entonces, puede demostrarse(43)

que

- 2 :
E (S_) = Ln,n+ﬁ] = T (8)/M(D5,) 5 m=0,1,2,.05 1=0,1,2,..
(2.4.12)

0, equivalentemente, operando sobre los determinantes en (2.4.12)
o T T
E ()= Hh+l(DmSm)/Hi(DmSm) (2.4.13)

Supongamos ahora que la sucesidn Sm de interés, es tal,que asin -

(*)

téticamente se tiene

Kk
SR ak/(m+/u) sk 21, MZO0 (2.4.14)

(*) Diremos que Sm tiende asintéticamente a Bm’ y 1o indicamos

Sﬁw%n,sidwoé”>o 31%'m1mm bﬁ8m|48ﬂ<GPME mym
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Considerando las diferencias como difcrenciales, es inmediato wveri-
ficar, por derivacidén directa, que
a, (k+p=1) 1 (=)P

. .
DPs ~ : p O (2.4,15)
BT e 1)1 (e /u)k”fp

Pcr otro lado, sustrayendo filas y operando algebraicamente en el /

determinante (2.4.10) podemos demostrar que para n,k 2 0
Hi_'_l(r!) = nl(n+l) .. (nek)1k! (k=1)1...2111 (2.4.16)

Reemplazando (2.4,15) en (2.4.13), y usando (2.4.16), obtenemos, //
finalmente

*
Teorema 2 { sucesiones de Newton mondtonas)( >: Si Sm viene dada

asintéticamente por (2.4.14), entonces, para n fijo, se tiene

akn!k!

En(Sm) ~ S + - (2.,4.17)
(m+/4) (k+n)!?
Analicemos ahora el caso de la sucesidn oscilante
m 8y

R ~ R+ (=) —F— k>/l,/u>,o (2.4.18)
m

(m+ )

Usando (2.4.15) y (2.4.18) obtenemos

a, (k+p~1)1 (¥

(2.4.19)
(e=1)1 (g pt )P

P (=R )~

y partiendo de la expresidén (2.4.12) para En(Rm) v operando alge-
braicamente sobre ella de manera tal de poder aprovechar (2.4.19),

resulta, usando (2.4.16)

(43)'

(*¥*) Wynn ha demostrado tcoremas andlogos,para el caso k=1
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Teorema 3 ( sucesiones de Newton cscilantes ) : Si Sm vienc dada
asintéticanente por (2.4.18), entonces, para n fijo, se¢ tienc

ak(—)m n! (k+n-1)!
E((R )~ R+
n m 2n4k

22n(m+/k)

A partir de los resultados de los teoremas 2 y 3 , podemos compa- /

(2,4;20)
(k=1)!

rar ahora las velocidades de convergencia de las sucesaones obteni-

das a partir de las transformaciones de Shanks, relativas, a las //

correspondientes a las sucesiones originales. Para ello comparamos

En(Sm) con Sm+ , el elemento de orden mas alto dec la sucesidén /

2n
requerido para el cdlculo del primero.
_ Para ¢l caso de las sucesiones mondtonas de Newton, de /,’
(2.4,14) v (2.4,17), obtenemcs asintbéticamente, para n fijo
lE(S)-—S‘ k! N o
oo ~J (Lo 227 = N (2.4.21a)
|Spaon = S | (n+k) ... (n41) mp

m+2n
y como k es fijo, y mayor o igual que 1
k!
A < — @+
n I+ A

Vemos que para n » k este cociente resulta scr asintdticamente, me-

)k

= k1(1/n + 2/ ()" (2~4;21b)

nor que 1 , disminuyendo al crecer n., De estc modo, las sucecsio-
nes obtenidas convergen, asintdéticamente, con mayor rapidez que les
originales,

Andloganente, para las sucesiones de Newton oscilantes, /

puedc verse de (2,4,18) y (2.4.20) que para n fijo, resulta

E@®)-R n! (ken—1)1 1 :

| o B IN . ; (2.4.22)
- - 1 gk ‘ 11

R, ~ R ‘ (1)1 27 (mepn)

Notamos quec de acucrdo con (2.4.22), ¢l cocicnte tiendc a cero para

m—o0 , a diferncia de lo obtenido en (2.4.21), donde tiendec a un /°
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valor finito que disminuye con n. Fs dc esperar, Como consecuen =
cia de ello, un aumento relativo de la velocidad dc convergencia /

mas enérgico en el caso oscilante, quc en el mondteno.

En lo que sigue, demostraremos que para potenciales tales

que

V(r) ~ =c/r" (2.4.23)
Ir—>e0

la sucesidn de sumas parciales del D.O.P. de la A.D. para los casos
6=0 y 6=1T, ticne asintéticamcnte la forma dada por (2.4,14)
y (2.4.18), respectivancnte, mientras gque la correspondiente al de-—
sarrollo (2.1.8) dc la seccidn eficaz total, tiene la forma / / )/
(2.4,14). TIa demostracidén es vdlida para los cascs en que los de—
sarrollos involucrados son convergentes. Queda asi, en cstos ca -
sos, ascgurada la convergencia de los A.P.P., a los valorcs correc-
tos, a través de los tcoremas 2 y 3.

De acuerdo con (2.1.7), definimos

"

2
——

1/(2ik) )_: (2T4+1) F}Xp(Zi SL) - :LlPL(oos 8)

f (cos @)
M I=0 - -

= f(cos &)

- 1/(2ik). E (2I.+l)|r:exp(2i JL) - 11PL(cos_@)

Letel (2.4.242)
(*)

para los casos en que la serie (2.1,7) es convergente

Para potenciales con el comportamiento (2.4.23), y n ) 2
los defasajes tienden asintdticanente a la expresidn de Massey- / /
Mdhr(44)

(*) Para £(1) y £(<1), cllo exige n)»3 y ny2 , respectivamente.
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SLN aw ()22 / (2(11 + 1/2)n"1\‘ (2.4,25)
siendo
(P:in"‘5...}_"_\f n par > 2
n-2 n-4 2 2
w(n) =< -3 n-5 2 n impar > 3
n=2 n-4 3
1 (n=3); /2 (n=2)

Vemos asi, que los corrimientos de fase decrecen como potencias in-
versas al aumecntar el nomento angular.
Si en (2.4.24a) consideranos M suficientcmente grande,

podemos desarrollar exp(2i 5}) en potencias de d para obtencr

L?
[o. 0]
SR
f (cos ) ™ f(cos @) - 1/k . / , (2I41) 8 P_(cos @)
M I'L
I=M+1
N 52 I
+i/k . 4, (2I41) 1P (cos @) (2.4.240)

I=M+1

Notamos que la velocidad de convergencia de fM(cos 8) estd esen ~
cialmente dominada por la correspondiente a su parte real, siendo /
mas rdpida la de su parte imaginaria.

Vamos a considerar ahora, valores particulares de cos &
para los cuales pueden aplicarse los teoremas 2 y 3 a las sucesio =~
nes fM(cos 8). Concretamente, los casos cos & = *1, para los //

cuales se tiene, adends,
T e
P(1)=1 5 P (-1)= (-1) (2,4,25)

Anplitud hacia adelante f£(1) y scccidn eficaz total Q
Usando (2.4,25) v (2.4.26) en (2.4.24), obtenenos
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co xR
n+2

fM(l)Nf(l) - 2/% L (I+1/2) §wa(1) - A Z‘, (L+1/2)
I=M+1 I=M+1 :
(2.4.27)

con A= Ckn-3w(n) , ¥ usando la férmula de suma de FEuler-MeIlaurin

(E.M.)(45), resulta

£,01) ~VEQ) + Am=3) (M) 4 a2 L (med) R

)-n+l )-n—l

+ Abg(—n+2)(M4% + Ab4(—n+2)(»n+l)(-n)(M+%

donde D, = Bgi/(2i)! , ¥ los B son los ndmeros dc Bernoul-~ //

45)

( 21
1i . O sea que tenenos,

fM(l)fvzf(l) + A(n—3)(M+%)~n+3 + 0( (M#%)"n+2 ) (2.4.28)

que es una sucesidn de la forma (2.4.14).

Por otro lado, de acucrdo con (2.1.8), y para ny2 , ca-

S0 en que esc desarrollo es convergente(47), podenos definir
09
~ 2y N > o
QM=Q—(4H/k) [, (2I41) sen” O
I=I+1
%i
~ 2 ! 2
~o- BT /E%) ), ()43
I=M+1

o
~Q=B D, ()
I=M+1

con B = 2?702k2n-6w2(n) , ¥ usando la férmula de E.M., en forma //

andloga, demostramos que la sucesidn de sumas parciales para la sco-

ccidn eficaz total Q es también de la forma (2.4.14), es decir

Qp ™~ Q+ 2B(n-2)(M+%)-2(n-2) + Of (M+%)_2n+3 ) (2;4.,29)
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Como consccuencia dcl teorema éptico (2.1.9), (2.4.29) refleja tan-
bién el comportaniento asintdtico de In fM(l).,

Anplited hacia atrds f(=1)

En este caso de (2.4.24) sc ticne, usando como antes / /

(2.,4.25) v (2.4.26)

S0
\ 1]
. (L+%)<&(—~UL
I=l+1

(o]
N

= f(-1) - 2/x , }_‘ (143 ) 5Lcos TL
o0 I=N+1

fM(—l) ~F(-1) -~ 2/k

~ £(-1) - A 2_ (T+5) ™08 T L (2.4.30)

I=M+1

Llamando h(x) = (X+%;)~SCOS/17X , con s = n-2 , la férmula de E.M.

nos da
o0
L% \ (2i~1) o
£ (<1)~ £(-1) = A} dxh(x) = h(M): -~ / , b,.h (M) (2.4.31)
M - —l 21
__1\‘1 i=1 _
: : . (46)
Integrando por partes, y usando las expresiones asintdéticas pa~-
ra
00 o
C{z) = | x TcosTx dx y S(z)=1| x senx dx
Z Z
puede demostrarse que
Y
\) ax(x42) ScosT x A (-)MSKS vl (M+—%)—S"'l + Of (M+%)"S"f'3‘)
= (2.4.32)

conn -

1

(-)%(S"l) s impar
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v por otro lado, es fdcil ver Que

n Loy oo )Ty, i1 (2.4.33)
En definitiva, usando (2;4;32) v (2;4;33) en (2;4;31), resulta

£(-1) ~ £(-1) + &2 . MR L of @) )

. . (2.4.34)
que es de la forma (2.4.18). As{i, fM(—l) converge con mayor ra -
pidez que fM(l).

Cabe destacar, que entre los casos para los cuales resul—
tan vélidos los teoremas de convergencia demostrados, quedan in~ //
cluidos los bastante usuales en el estudio de las colisiones até- /
mices y moleculares, aquellos en los cuales los potenciales domi- /
nantes a2 grandes distancias son del tipo 1/1'4 ¥ l/f6. Por otro
lado, como veremos en la seccidn 2.5 , los rangos de convergencia /
del algoritmo son en realidad mas amplios, ya que la evidencia mu -
mérica indi a una convergencia satisfactoria del mismo para todo O,
ain para los potenciales 1/r ¥y l/r2 ( para © # 0 ).

2.4—111 Métodos recurrentes de cdlculo_de los A.P.P._

En la seccidn anterior hemos demostrado formalmente la //
importancia de los A.P.P. Para efectivizar su cdlculo numérico, //
bastarfa con usar la expresidén (2.4.3). Sin embargo, por un lado,
al sumentar r y n 1las diferencias DSm decrecen, exigiendo / /
trabajar con ndameros muy pegueiios al calcular los determinantes, //
ademds de las consabidas pérdidas de precisibdn. Queda asi limita -
do el proceso de cdlculo a valores relativamente chicos de r ¥y n.
Por otro lado, el tiempo de cdlculo aumenta con n , al crecer el /
orden de los determinantes involucrados. Por fortuna, existen al -
goritmos que permiten el cdlculo recurrente de los A.P.P. evitando

en buena medida los mencionados inconvenientes.
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Consideraremos dos de esos métodos, los algoritmos Epsi -

(48) (49)

lon y Eta, debidos a Wynn y Bauer ,. respectivamente.

En el primero de ellos, se definen las magnitudes

r
e2n — Fn(sr) ; éo = Sr ; é = O (2.4—035)

y otras auxiliares & zn+1 ;, 5in significado directo, construyéndo-

se la tabla
0
Ca e€° o
0 & e}
1 & 0
2 =
/;l l 3
= . 4,36
c.2 1 G5 (2.4.36)
-l og® c2 -
o) .
1
@3 ®
-1 E£3
0
-4
<.
usando la férmula de recurrencia
el = g™l Ly g™l el (2.2.37)
n+1 n-1 n n

Mediante el uso reiterado de (2.4.37) y de la relacidn entre estas
transformaciones y los aproximantes de Padé ( cf. (2.4.6) y (2.4.9))

Wynn derivd(BO) férmulas de recurrencia cntre estos Udltimos

,3*1] (2.4.38)

( [i+1,;f - |1,3] )~ fi,j} [ ]
- |1



- 41 =

que con las condiciones de contorno [Q,k] = Sk ; [—1,j} = 20
[?,~1J = 0 , permiten determinar la parte triangular superior de-
recha de la tabla de Padé (1.5.4).

El algoritmo Epsilon es una transformacidn no lineal de
una dada sucesidn, ¥y si bien permite a través de (2.4.37) o / / /
(2.4.38) un cdlculo relativamente sencillo de la sucesidn resultan-
te de la misma, para ciertos casos, no resulta ser estable desde el
punto de vista numérico, particularmente para las sucesiones asin-
téticamente monétonas(43). Ello proviene, bésicamente, del hecho /
de que cuando se estd llegando a la zona de convergencia, las can-
celaciones entre términos similares en las fdrmulas de recurrencia,
determinan la pérdida de cifras significativas, siendo estc efecto
cada vez mas critico a medida que se progresa en la tabla (2.4.36),
de izquierda a derecha.

Una variante mas estable, numericamente, es el algoritmo
Eta, que consiste en una transformacion no %}neal de una dada serie.

En este esquema, a partir de la serie S = 2_; an , Se construye la

tabla n=0

1 Vzg yp O 5
a1 R
(o ’V(l awnl 1 .
(2 7’(3 : (2.4»39)
2 2
To M1 ”(’S
3
’Oo 3 .
] .
4
7?o .

mediante las fdérmulas de recurrencia



- 42 -

m n m+l m+l
MTonst * Ton = Mon + Tona
m -1 m m+1 - m+1 -1
(oo ) +(n2n+l =M opn V7 + (o ) _
(2.4.40)
y las condiciones de contorno “7 ? =% , 17 ) . Se verifi-
(51) B
ca entonces
. i m=1 2%i} o
B (S,) = [p,n+§J = 4_;71 + éiiqk
) =l ) 2R (2.4.41a)
- _ \ 7 [
Emﬂxsm-l) le’an - L (l + Aqu
k=0 k=1
0, equivalentemente
E (S )=E(, )+ ",
n m n m-1 2n+l
m
%Hl$md)_££$m)+’n2mﬁ (2.4.410)

donde la primera suma en (2.4.41a) corresponde solamente para m 21
y S__l =0,

Con ambos algoritmos, la determinacidn de En(Sm) invo -~
eee 4, S , 0 1o que es 1o / /

m+2n
En el paso n-&simo del //

lucra el conocimiento de S _, S R
m m+1

mismo, de S a a a .
! m’ “m+l’ “me2? 4211

cdlculo, se debe agregar una nueva diagonal a la tabla, que se ob -

o ¢ o 9

tiene a partir de la anterior y del nuevo elemento de la sucesidn
0 serie mediante las fdérmulas romboidales (2.4.37) o (2.4.10). De
esta forma, solo se requierc, a los efectos del cdlculo, ¢l almace—
namiento de la Ultima diagonal en cuestidn, que fuera determinada.

Operando de este modo, en el caso del algoritmo Eta, que es el mé -
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todo recurrente ucado en c9te trabajo, de (2.4.41) puede visuali -
zarse que en la prdctica Eh(sm> v E£+l(8m"1) van apareciendo /
intercaladas, como elementos sucesivos de la sucesidn resultante /
de la transformacidn, siendo irrelevante a cual de ellas se asig -
na mayor importancia(*).

Teniendo en cuenta el modelo geométrico de las transfor-—
maciones En(Sm) , puede visualizarse la importancia de la elec~ /
cidén del indice m correspondiente al elemento de orden mas bajo
de la sucesidn,involucrado en su cdlculo. Por otro lado, si bien
la velocidad de convergencia de 1os En(Sm) , Crece con n , COmO
lo sugiere tanto el modelo, como las estimaciones (2.4.21) y / /
(2.4.22), es claro que el trabajo numérico también aumenta con / /
n (**)o Por ello, y dado que en general no se conocen,a priori, /
los valores dptimos de m y =n para una dada sucesidn, un proce-
diriento adecuado de cédlculo resulta ser el siguiente. Se parte /
de m=m , y se determinan las EE(Sm) v En+1(sm~l) , para va-
lores sucesivos de n . Si al llegar a un dado n, 6, 1o se ha lo-
grado ningin tipo de convergencia, se reinician las transformacio-
nes desde n =1, y & partir del elemento de la sucesidn siguien-
te al dltimo considerado., EL procedimiento se repite, hasta lo- /
grarse convergencia dentro de limites prefijados. Ilegado a ese /

punto, se sigue aumentando el orden de extrapolacidn hasta lograr--

(*) En el caso del algoritmo Eta, por ejemplo, y para m=o, la / /

1

nueva diagonal serd ’]?, TYEF que se calcula a partir

¥ (0]
n-1 . 0 n Y [n+l’
de la ”Zl e, 7(n, v “217: a (cf. (2.4.39) ). De estas dia -~
gonales, los elemenvos de interéds para el cdlculo sucesivo con las
ecs, (2.4.41), son, en este caso (m=0), los ”ZE .
(¥**) El numero de operaciones elementales requeridas para el c4l-

2
culo de En(Sm) es del orden de n° ,
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se la precisidn requerida. Ia estimacidn (2.4.21) sugiere, ademds,
que no es conveniente aumentar n por encima de un numero del or-—
den de m/2 . Resulta mas redituable, desde el punto de vista nu-
mérico, en caso de requerirse transformaciones de orden superior
al mismo, el recomenzar las iteraciones en la forma indicada mas /
arriba. En los cdlculos realizados, el valor o, fue tomado u~ /
sualmente igual a cero, mientras que n, oscild entre 5 y 10 ,
Ia evidencia numérica indica que para la aplicacidn del algoritmo
a los desarrollos en ondas parciales, que aqui interesan, los va -
lores de m para los cuales se comienza a tener convergencia para
las EE(Sm)’ son aquellos tales que los corrimientos de fase son /
funciones mondtor. 3 de L , para todo L > m , Fllo corresponde,
a considerar elementos de la sucesidn dada, relativamente cercanos
a su forma asintdtica.

2.5 - Aplicaciones numéricas de los A.R.P y A.P.P,

En esta seccidn, consideraremos la aplicacidn numérica //
de los métodos de aproximacidn vistos en 2,3 y 2.4, a distintos ca-
sos significativos desde el punto de vista fisico, donde se hallan
rresentes problemas de convergencia de los respectivos D.0O,P. de la
AD,.:

I) el potencial coulombiano, presente en las colisiones entre par -~
ticulas cargadas, y asociado a un D.0.P., divergente;
II) el potencial g/r2 , caracterizado por un D.0.P. de la A.D., / /
lentamente convergente para 0 < 8T , divergente para © =0 , ¥
oscilante para & =T ;
I'Z) la colisidn eldstica Hénﬂé , en el rango de 0,0011 - 0.11 eV,
caso representativo de las colisiones entre sistemas neutros pola -~
rizables, descriptas con potenciales con comportamiento asintdtico
del tipo V(r) ~ A/r6 ;

—>00

T
IV) la colisidn eldstica e-He, en el rango de 100-400 eV, ejem -

plo de procesos de dispersidn entre particulas cargadas y 4tomos //
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neutros polarizables, donde las interacciones dominantes a grandes
distancias, son tales que, V(r) ~v B/r4 .

En referencia (3%), lg;xz,R.Pu~§N;N§' fueron estudiados
para el potencial 1/r2 , representativo de potenciales de largo //
alcance, y para el g<§(r~a) , caso limite de un potencial de corto
alcance. Ios resultados indicaron que en ambos casos, los aproxi -
mantes convergen a los valores correctos, demostrando la estabili~
dad de los A.R.P. {N,N} ante la variacidn del rango del potencial.
Sin embargo, si bien en el primer caso, pudo observarse una impor -
tante reduccidn en el numero de ondas parciales requeridas para ob-
tener una dada precisidn en el cédlculo de la A.D., en el segundo.la
velocidad de convergencia resultd ser menor que la correspondiente
a las sumas parciales. IFsto indujo a pensar que pudieran existir /
situaciones de interés, en las cuales el método no tuviera utilidad
real,

Usando el hecho de que para potenciales con comportamien-—
to del tipo (2.4.23), con n »2 , vale asintéticamente la fdérmula
(2.4.25) para los defasajes, y aue la convergencia de la serie / /
(2,1.7) estd determinada en dltima instancia, por las ondas parcia-
les con LYYl , se efectuaron cédlculos que permitieron observar, /
numéricamente, que en general, el comportamiento de 1los AnRoPoiN,N}
para los casos 1n » 3 resulta relativamente incierto, en lo que //
respecta a su velocidad de convergencia., La misma resultd ser, se-
gin los casos, algo mejor, comparable, o aun inferior, a la corres—
pondiente a las sumas parciales. Por otro lado, los {l,N}, que re-
sultaron mas lentamente convergentes que los %N,NS’ para n = 1,2,
resultan adecuados para los casos en que n » 3 , por verificarse /
en ellos las hipdtesis de la propiedad 3 de los ALR.P. ( pag. / /
26 )(*), Por ello, en los casos I y II se consideran los {N,N% //

(¥*) TNotar que para este tipo de potenciales, de acuerdo con /)
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como representativos de los A.R.P., mientras que en 1la III y IV, L/
los {1,N .
Por completitud, analizamos,en primer lugar, la aplicacidn

de los A.P.P. y los L.R.P. |1,N§, para sumar ol D.0.P. de la A.D.

asociado al potencial
V(r) = g & (r-a)

representativo, de potenciales de corto alcance. Los defasajes <f

(3%) L

vienen dados, en este caso, por

9]
S ool ,gkaJL (ka)

1+ gkajL(ka)nL(ka)

nd

donde jT vy n_ son las funciones esféricas de Bessel y de Neu -
iu)

mann definidas :6511 la seccidén 2.1 ., Ea la tabla 2,1 se indican //
resultados para el caso g = 100y k = lOa"l , tipicos de logs ob-
tenidos para © en el rango 0 £ 04 W , estudiado. Ios valores

exactos, tomados como rcferencia, corresponden a los calculados con
las sumas parciales fM(cos 9) ( cf, (2,4u24a) ). con M= 18 , //
que verifican |f, - figq ‘/ {f18! <10 . para M » 18, 0 £ 64T,
Puede apreciarse, del estudio de los resultados, que la convergen -

cia de los A.P.P. y los {l,N} es comparable a la de las sumas pa-

(2.4.242) 57 (2.4,25), los coeficientes del desarrollo en serie de /
polinomios de ILegendre de la A.D, correspondiente, tienen un com -
portamiento asintdtico del tipo

il ~ Cm2~n

m m-—-—co

Cabe destacar, ademds, que los {1,N}', son los A.R.P no triviales,

de cdlculo mas sencillo.
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ciales. tanto para la parte real, como para la imaginaria, para la

cudl es mds rdpida en todos los casos. IFsto dltimo, que fuera ob -
servado numéricamente también en las situaciones consideradas mds /
adelante, es consistente con el hecho de que, de acuerdo con / / /

(2.4.24), y con las estimaciones (2.4.17) y (2.4.20), en sus res -

pectivos rangos de validez, en primera aproximacidn, las desviacio-
nes de las sumas parciales y de los A,P.P., respecto de 1los valores
exactos,son reales,

Dado que para el cdlculo de secciones eficaces diferen -
ciales, es de principal interés la determinacidn de if(cos Q)‘2 ’
en los casos que se analizan a continuacidn, se estudian las des -
viaciones relativas de los distintos métodos de aproximacidn, al //

calcular esa magnitud, a través de
< ( fA(cos 9) ) = t‘fA(cos @)‘2 - lf(cos @);Zl / lf(cos 9)12

donde fA(cos 9) es, segin ..« caso, la aproximacidén a f(cos ©) /
proporcionada por fM(cos 8) , un A.R.P. %N;M} , oun A.P.P. / / /
En( fm(cos 98) ).

2.5=1: Posencial coulombiano.

Es bien sabido, que en este caso, el D.0,P. de 1la A.D. es
divergente, siendo posible, sin embargo, obtener exactamente la //
A.D., por resolucidn de la ecuacidn de Schrédinger correspondiente.
Tomando V(r) = 2«/r , ¥y k numéricamente, en unidades de < , /
el D.0.P. de la A.D., para dngulos de dispersidén no nulos, viene //
dado por(52)

n 2
-

£ (cos 9) = exp [?i.d‘ - i7?1og(%(l—cos@)§\
c 7 - o
cos _

o

L\/

77 1/21

(2I+1 )exp (21 T&)PL(COS 8) (2.5.1)

L
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donde 5;’= arg f‘(1*1+i71) , ¥ siendo ”ﬂ = X /k = signo(X)/k ,
con la eleccidn de unidades realizada., Ios coeficientes de la sc-~
rie (2.5,1) tienen un comportamicnto asintdtico del tipo I}+i27?/7
para L —>©° , 1Ia serie es divergente, pero representa, de todas /
maneras, a fC(cos 8).

Fn la Fig. 2.1 se han graficado los magnitudes de los //
errores relativos al calcular ’fc(cos,@)lz , para los A.R.P. {2,2},
13,34, v 15,5}, v 1os a.2.B. [3,3] ,[5,4.(8,7), v [12,12] , pa-
ra el caso =1 , También se han indicado, entre paréntesis, los /
mimeros de ondas parciales requeridas para el cdélculo de cada apro-
ximante. De la consideracidn de la figura, resulta la utilidad de
ambos tipos de aproximantes para regularizer el desarrollc diver -
gente (2.5,1) para 9 # 0 , Para cos & =1, la A.D. tiene un //

punto de ramificacidn ( cf. (2.5.1) ), y consecucntemente, al ten -

der cos 9 > 1 , ninguna configuracidn racional en cos 8 puede
aproximarla, incrementdndose el error sin limite, Cabe destacar, /
ademds. que la velocidad de convergencia de los A.R.P., resulta ser
algo mayox que la correspondiente a los A.P.P., para los valores //
intermedios de & , y aparentemente menor, para dngulos ccrcanos a
T . Por otro lado, ambos tipos de aproximantes presentan una ten-
dencia a incrementar su precisidn al aumentar 9 , siendo ello mas
marcado para los A.P.P.

Desde el punto de vista prédctico, podria pensarse que es-
tos métodos podrian ser de gran valor, no tanto para el caso en que
el potencial en cuestidn es coulombiano puro, ya que se conoce en /

este caso la amplitud exacta, sino para 1los casos en que a grandes

distancias del centro de fuerzas
Vir) —~ 2o/r 1 Vm(r)

donde Vm(r) verifica, lim r iVm(r) = 0. En este caso, la solu -
Ir —>co
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cidn de la ecuacidn radial (2.1.2) para r suficientemente grande,

serd, en lugar de (2.1.4), de la forma
uL(r) = ALFL(I') + BLL‘LI'(I')

donde FL(r) Ng KL(r)_ son las soluciones regular e irregular, / /
respectivamente, de (2.1.2) para el potencial coulombiano, y puede
demostrarse(BB) que para 84 0 ,la amplitud coulombiana puede / /

sustraerse de la total, obteniéndose
f(cos €) = fc(cos 9) + fm(cos 8)

donde

[Ee]

fm(cos 8) = 1/(2ik) %;g (21&1)exp(2i(Ti)[gxp(2i5£)—l]PL

o~
N

con . = tg“l(BI/AL) . Vemos, entonces, que la importancia de //
los L.R.P. y A.P.P. como mecanismos de regularizacidn, es relativa,
en este caso, aunque si podrian ser de intcrés como aceleradores de
la convergencia del D.0.P. de fm(cos 8) ,

2,5~I1: Potencial JgZiE.

Teniendo un largo alcance, estc potencial prescenta muchas
de las caracteristicas de varios potenciales de interés fisico, que
determinen una lenta convergencia del D.0.P. de la A.D. Al mismo /
tiempo, los corrimientos de fase pueden ser evaluados en forma / /
exacta, en este caso, permitiendo ello, una precisa comparacidn en-~
tre distintor métodos de aproximacidn, y el tradicional de las su -
mas parciales,

En algunos aspectos, este potencial se comporta en forma
singular, y no puede ser tratado en la forma convencional(54’55) .

Las dificultades se presentan,al pretender definir un Hamiltoniano
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autoad junto para este caso. EL mismo, estd bien definido, a priori,
para el caso g » 3/4 . Para g < 3/4 se deben buscar argumentos
fisicos que aseguren una definicidn univoca. ILos mismos existen en
forma satisfactoria, solamente para g > ~1/4 . En este caso, la /
definicidn es univoca, si sc pretende que el Hamiltoniano sea lo //
mas similar posible al corrcspondiente a particula libre(55) , v //
los corrimientos de fase pueden ser obtenidos en forma inmediata

%

J_ = (/2) |L+— - (Td)4e ) (2.5.2)

notdndose, que son indecpendientes de la cnergia.
Fn funcidn de los ‘5:5 el D.0.P. de la A.D. serd el / /
(2.1,7) quc reescribimos en la forma

oo
X !

f(cos 8) = 1/k 2;4 (2le)exp(ié£)sen<§LPL(COS Q) (2.5.3)
I=0

Siendo ¢l potencial considerado de largo alcance, habrd una gran /
probabilidad de dispersidn segin pequefios dngulos, reflejdndose / /
ello, en particular, en el hecho de que f(cos 8) diverge para / /
Q:O(47), A fin de estudiar la convergencia de la scrie para &40 ,
consideramos la contribucidn a la misma proveniente de las ondas /7
parciales para las cucles, L D»l,g . BEn este limite, se siguc de

(2.4.25), que

ch': - Mg/(41) (2.5.4)

Definimos las sumas parciales fM(cos 9)

fM(cos 8) = 1/k (2L+l)exp(13£)sen gI?L(cos 9) (2.5.5)

I

v el resto, RM(cos 9)
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f(cos 9) = fM(cos Q) + RM(cos 9) (2.5;6)

Usando (2.5.4), obtenemos, para M)Y)1,s

00 )
(cos 8) ~Tig/ b .2 2 N
R (cos ) ~Tg/(2k) /| PL(COS 9) + iV e /(8k) a EL(cos 0)/L
I=M+1 I=M+1
(2.5.7)
Para ©;0 , se conocen las igualdades(56’57)
o0
/s yo ) o
1/sen(8/2) = /| PL(cos 8) , o040 (2.5.8)
I:O ted
~log|sen(8/2) Ll+sen(@/2){ =/, PL(cos 9) /1, (2.5.9)
S S v

El hecho ce que (2.5.8) y (2.5.9) son desarrollos convergenties 1wl
0 < © <MW, asegura que las partes real e imaginaria de RM(COS Q)
pueden hacerse arbitrariamente pequefias con tal de tomar M surli -~
cientemense grande. TIsto prueba la convergencia de la serie ’
(2.5.3) para esos dngulos., BEs de notar, que para ©=1 la parte //
real de RM(cos 8) es oscilante, por lo cual, en este caeso, / / /
f(cos ©) no estd definida a trav.. de su D.0.P.
Usando ahora (2.5.8) y (2.5.9) en (2.5.7), y reemplazando

la expresidn aproximada, asi obtenida,para RM(cos 3) om (2.5.6),
rcsulta

N

-

Re fN(cos ) = k“l > ,|(2L+l)sen 3_cos ST + ?Tg/2~13 (cos Q)

=0 - L L “L

~Tg/( 4kcen(0/2) ) (2.5.102)
. oM -
Im £ (cos ©) = ¥ ) \(2L+1)sen2£‘ - Tngz/(8L)} ®_(cos 0)
~ L 4
=1 '
-szgg/(Bk)log sen(6/2) le.-sen (e/z)ﬂ + ks enZJO

B (2.5,100)
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Ia precisidn de la aproximacidn (2.5.10) fue estudiada<39a), encon
trdndose que para M > 25 la misma es estable dentro de seis ci -
fras significativas. Se tomd ese valor estable de fM(cos 8), co~
mo valor exacto de referencia, para 0 < 8 { 1T .

En la PFig. 2.2 se indican las gréficas de magnitud de //
error relativo, correspondientes a los A.R.P. 12,23-, {3,3} ,%4,4:;
los A.P.P. [7,7] , 214,14} , ¥ la suma parcial calculada con 1000
ondas parciales, para el caso g=1 y k=10. Andlogamente al caso
coulombiano, f(cos ©) tiene un punto de ramificacidn para cosé=1
( ef. (2.5.10) ), y ello explica, nuevamente, el aumento de las //
magnitudes de los errores de los aproximantes para 6 —0 ., Cabe
destacar, que ambos tipos de aproximantes convergen, y al mismO ve-
lor, para ©&=7 , proporcionando asi, una regularizacidn del desa~-
rollo (2.5.3) para ese dngulo. También en este caso, se observa que
los A.R.P. convergen con mayor rapidez que los A.P.P., ain para //
8:7T, siendo la comparacidn de ambos, con la suma parcial, notable
mente favorable para los aproximantes. BEs de notar, finalmente, /
la tendencia del error relativo de la suma parcial a crecer para /
grandes dngulos, y la de los aproximantes a disminuir en ese limi-~
te, al igual que en el caso coulombiano. Como veremos en 2.5-III
vy 2.5=1IV, se trata de comportamientos de tipo general.
2.5=-I11: Colisidn elastica H,.- .

__________ 2_g
Siendo representativa de las colisiones entre moléculas,

(58)

ha sido descripta por Hostettler y Bernstein mediante un po -

tencial de Lennard-Jones
12 6 | |
V6 = v, (A - G/ (2.5.11)
| ~14 -8 :
con Vo=2?46XlO erg y $£=2.91x10 = cm , que se ha graficado //

en Fig. 2.3 . De la consideracidn de ella, se sigue que los paré-

metros VO y s , estdn relacionados directamente con el valor del
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minimo del potencial, y con la posicidn del mismo, respectivamente,
(59) ha hecho cdlculos de / /

secciones eficaces diferenciales y totales a partir del método de /

Para este sistema, Bernstein

las ondas parciales. Ios mismos, fuecron parametrizados con las va-

riables adimensionales
2 172 2
B=2V s'm/L" ; A=ks E/Vo =A" /B (2.5.12)

( m = masa reducida del sistema ), tomdndose B=125 s, valor aproxi-
madamente igual al que corresponde al sistema H2-Hg (124.1 ), v /
varios valores de A entre 3 y 30 . Ello corresponde a un rango
de energia de 0.0011 - 0.11 eV .

Ios corrimientos de fase para L é 50 , fueron calculados
por Bernstein,por integracidn numérica de Ia ccuacidn raial de / /
Schr&dinger (2.1.2), para ciertos valores de L , e interpolando los
restantes. Para L ) 50 , fue empleada una generalizacidén inmedia-
ta de la aproximacidén de Massey-Mohr (2.4.25), por la cual

A;OIrll

ch ~ (371 /8 )BA4L'5 ~ (637 /256)B (2.5.13)

En la Fig. 2.4 se ha graficado 5; como funcidn de I , para los /
casos A=10,20, y 30 , representativos del rango estudiado. DPuede
observarse, que para bajos valores de L , los defasajcs son nega -
tivos, crecen con I , pasan por un mdximo, y finalmente tienden a
cero asintéticamente segin (2.5.13). Ios (SL negativos de bajo I,
estdn asociados a la parte repulsiva de corto alcance del potencial,
mientras que los de orden alto, positivos, con la parte atractiva /
de largo alcance. Por otro lado, el numero de defasajes negativos
dismimuye con A , y por lo tanto, con la energia, manifestando / /

ello, el hecho de que al redueirse ésta Ultima, aumenta la importan-—

cia del pozo atractivo del potencial,
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En las Figs. 2.5 sc muestran resultados muméricos signi -
ficativos de la aplicacidn de los A.R.P. y A.P.P. al D.0.P, de la /
AD. En todos los casos, se destaca notablemente el aumento logra-
do en la precisidn de los resultados, al utilizar los aproximantes
como método de suma de los desarrollos, a partir de un numero fini-
to de corrimientos de fase., Algo andlogo, puede decirse, respecto
de la aplicacidén de los A.P.P. para sumar el D.0O.P. de Q . Re -
sultados que muestran esto Ultimo, se indican en la tabla 2.2 , pa-—
ra el caso A=30 .

Bs de notar, que en los cédlculos realizados por Bernstein,
se adoptd como criterio para cortar los desarrollos, el considerar
solamente los defasajes tales que é; > 0.03 . En el caso A=30 ,
por ejemplo, ello corresponde a tomar 85 ondas parciales, y a ob-
tener la amplitud de dispersidn con una precisidn que oscila entre
el 1y el 8%, dependiendo de © , siendo ella considerablemente //
menor que la obtenida con 61, a partir de Eﬁ(f52) ( cf.FPig. 2.5¢c )
2.5=IV: Colisidn eldstica _e—=He a energias intermedias.

Este caso es tipico de aguellos de colisiones entre par -
ticulas cargadas y 4tomos neutros polarizables, en cuyo estudio, //
se tropieza con dificultades numéricas debidas a la lenta conver -
gencia del D.O.P. de la A.D.

Ia colisidn fue estudiada por IaBahn y Callaway(zg), / /
usando el método del potencial de polarizacidn extendida(6o)o Ba —
sicamente, el tratamiento permite reducir el problema al estudio de
una ecuacidn monocanal para el electrdn dispersado. Aparte de la /
interaccidn de intercambio, se describe la colisidn eldstica a tra~

vés de un potencial efectivo

V=V +V =V +V +7V
e e e P

4 (2.5.15)

El primer término, Ve , de corto alcance, incluye los efectos de /
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tipo estdtico del dtomo no perturbado sobre el electrdn. EL segun-—
do, V o ? contiene las componentes de largo alcance, y es el 1lla -
mado potencial de polarizacién extendida, siendo el que tiene en //
cuenta la distorsidn de la funcidn de onda atdmica por la presencia
de la carga. Se compone, a su vez, de dos términos, el primero de

los cuales ( Vp ) es la polarizacidn estdtica, que no tiene en / /
cuenta la velocidad finita del electrdn, mientras que el segundo //
( Vd ),es la polarizacidn dindmica, y representa, precisamente, la

correccidén a aquél, debida a la deformacidn de la distribucidén / 7
electrdnica del dtomo al variar la posicidn del electrdn incidente.

Asintdticamente, Vp y V tienen desarrollos multipolares de la

d
forma
el
Vb(r) ~ - ZLJ an/r2n+2 ; oa, > O o
r}i_:} (2.5.15)
Vd(r) ~ I%‘:»i\“bn/r2n+dr : bn> 0

donde las componentes correspondientes a n=0 no aparecen, por / /
anularse ex@onencialmente para 1 —>2¢ ., FEn particular, merece des-
tacarse, que a; es la polarizabilidad estédtica dipolar del &dtomo.
Y 8, la cuadrupolar. Ios cdlculos fueron efectuados de la mane-
ra siguiente. Ia ecuacidn de la dispersidn para el electr > fue //
considerada, incluyendo las componentes n=0, 1, y 2 para Vp N

Vd s ¥ resuelta numericamente para las primeras 11 ondas parcia -
les, Para L 2> 11l , se aprovechd del hecho de que los cfectos de /
intercambio resultan desprecciables, y los defasajes fueron evalua -
dos mediante aproximaciones analiticas que incluyeron, la aproxima—
cidén de Born y la semicldsica JWKB , para los mismos. Ios autores
afirmaron haber necesitado 51 corrimientos de fase para los cail -
culos de secciones eficaces diferenciales para dngulos de disper— /

sidn no nulos, para asegurar la convergencia del D.0O.P. de la A.D,
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con una precisidén del 1.5% . Para 6=0 , las contribuciones de //
las sucesivas ondas parciales se suman constructivamente, determi -
nando ello, una muy lenta convergencia de la serie, habiéndose re -
gquerido 10051 defasajes, para garantizar la convergencia del de -
sarrollo,

En el trabajo mencionado, se¢ tabulan los corrimientos de
fase correspondicntes a I=0, l,6..., 10, 15, 25, y 50, correspon -
dientes a los casos de 100, 150, 200, 300, y 400 eV. Teniendo en
cuenta que de acuerdo con (2,5.15), en primera aproximacidén, / / /
V(r)r/«?; _al/r4 , ¥ consecuentemente con (2.4.25) éfL ’f:)c/i? )
se efectud un ajuste de los defasajes para I 211 , a paftifxae //
de dio, 5}5, (925, cf5o, mediante la expresidn

<§L = Xl/(l+x2L+X L2+X4L3) (2,5.16)

3

En Fig. 2.6 se¢ ha graficado J; como funcidn de I , para los ca -
sos de E=100, y 400 eV. El comportamiento, caracteristico de to -
dos los casos en el rango de energias considerado, muestra que los
defasajes son mondtonmamente decrecientes y positivos. Ello refleja
el hecho de que el potencial es predominantemente atractivo.

En la Pig. 2,7 se analiza, en particular, la aplicacidn /
de los A.P.P. y A.R.P. {1,7 |pare el célculo de £(1), para E=400
eV, caso en el cual,el D,0.P. de la A.D. es el mas pobicmente con -
vergente. De la consideracidn de la figura, puede verse que para /
m=60 , aproximadamente, la sucesidn fm(l) ya se encuentra, préc -
ticamente,en su forma asintdtica ( la (2.4.28) con n=4 ¥y C:al )y
y de acuerdo con ello, se verifican las estimaciones dadaz pox
(2.4.21a) ( para k=1 , y 2n<m ) para Ei( fm(l) ) ¥ EZ( fm(l))
(¥). Ios {I,Ng , por su lado, si bien convergen con mayor rapidez

que fm(l) , Se muestran menos efectivos que los A.P.P. Usando / /

(*) De (2.4.24), se sigue,que en primera aproximacidn,
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(2,4021a), podemos evaluar las desviaciones relativas de las trans—
formaciones En( fm(l) ) calculadas a partir de m=60 , segin el /
procedimiento indicado al final de la seccidn 2.4-III. En la tabla
siguiente, se indican las mismas, para los aproximantes de mayor //

orden considerados ( n=m/2 ).

i , |
n No. de 0.P. \c(f4n)l lé(En(fZH)) J
' -2 -3
30 121 5.6%x10 3.7x10 1815
60 241 2,8x10'2 9,3x10~4 7230
120 481 1.4%107° 2.3x10°% 28860
}fM - f ! ~ {Re £, - Re f{ = ARe £,

y consecuentemente con ello, se tiene

t!fMlz - lf[gl = 2( |Re £|ARe £, + | f]zklﬁ £, ) 2[Re T|dRe £,

de donde, con buena aproximacidn
el - EPVER gl

y algo andlogo puede decirse respecto de las desviaciones asintdti-
cas relativas de los En( fM(l) ). Cabe destacar, que ello es con-

sistente con los resultados numéricos obtenidos.
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En la Yltima columna de la derecha, se han tabulado los nudmeros (J)
de ondas parciales requeridos para obtener las desviaciones relati-
vas de los A.P.P. con las sumas parciales. En particular, se sigue
que con 481 ondas parciales, se logra una precisidén mayor en la /
evaluacidén de f(1) , a partir de los A.P.P., que con la suma par-
cial de 10051 +términos, que fuera usada por LeBahn y Callaway en
su trabajo. .

En las Figs. 2.8 se indican los resultados de la aplica -
cidn de los aproximantes para el cdlculo de f(cos €) wusando has -
ta las primeras 20 ondas parciales en su D.0O.P. En 1lineas gene -
rales, se observa el mismo tipo de comportamientos en funcidén de 8
gue ya fueran vistos en los casos anteriores. En el caso de los //
A P.P., es de notar que esta tendencia de la magnitud del error re-—
lativo a disminuir al crecer @8 , es consistente con las estimacio-
nes (2.4.21) y (2.4.22), que preveen un aumento relativo de la ve -
locidad de convergencia mucho mayor para =1 que para =0, Por
otro lado, si bien los resultados obtenidos en este caso y los an -
teriores no son concluyentes en cuanto a destacar, en general, un /
tipo de aproximante respecto al otro, para valores intermedios de 6,
ellos parecen indicar que los A.P.P. resultan mas efectivos para //
8~0 (en los casos en que el D.0.P. de la A.D. es convergente) ¥y //
para Ox~1 , situaciones en las cuales, los problemas de conver -
gencia, suelen ser especialmente criticos.

Finalmente, en la tabla 2.3 se presentan los resultados /
obtenidos con los A.P.P., para el célculo de Q , en el caso de E-=
400 eV. Ia consideracidén de la misma, muestra que es posible obte—
ner Q con 5 cifras significativas, a partir de las primeras 20
ondas parciales, cuando se usan los A.P.P. como método de suma de /
su D.0.P. Cabe destacar, que para obtener una precisidén similar /

con las sumas parciales, se requieren aproximadamente 40 .
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Hemos visto la conveniencia de usar los A.R.P. y A.P.P.,
como métodos de suma del desarrollo en ondas parciales de la ampli-
tud de dispersidn, o avn, del correspondiente a la seccidn eficaz /
total ( en el caso de los A.P.P. ), para procesos descriptos por //
potenciales de largo alcance, Bs claro, sin embargo, que debido a
la existencia de algoritmos recurrentes de cdlculo para los A,P.P.,
estos Yltimos resultan mas atrayentes por su mayor simplicidad.

Dado que el uso de series y sucesiones en los cdlculos de
procesos fisicos, es bastante frecuente, resulta importante desta -
car las posibles aplicaciones de estos esquemas de aproximacidn, a
agquellos casos donde pudieran estar prescntes problemas de conver -~
gencia. ElL método de los A.P.P. es aplicable, en principio, a todo
tipo de series y sucesiones, mientras que el de los A.R.P., de‘/ /
aplicacidén mas restringida, a series en polinomios ortogonales. //
Pueden mencionarse algunos de estos desarrollos en serie, para los
cuales, podrian ser de utilidad: los desarrollos en polinomios de /
Jacobi de 1la amplitud de dispersidn correspondiente a procesos de /
colisidn clectrdn - molécula polar , o entre nicleos con acopla -
miento L - S ; las series trigonométricas, que aparecen frecuente-
nente en Electromagnetismo, y que pueden expresarse como series en

polinomios de Chebyshev.
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APENDICE I : Demostracidn de la propiedad 2 de los A.R.P.

Partiendo de (2.3.12), y usando el hecho de que para N >0

fy1,w 0 41,0
=0 (T.1)
a ® ¢ 0 a
M+N, N I+N,0
5
Mai, P10 Lt Fig 0Py
i=1 i=1

por ser la Yltima fila del determinante combinacidn lineal de las /

restantes, se verifica

fM1,y " “1me1,0 1,y "7 %m0 -t

g.N’M} ‘N, m T "N,0 | * | fmr, v "7 %m0

ey iy

\ ' [ N ] \ » o0

L% WPy LBy 0Py Py o

1=0 1=0

(1.2)

Supongamos ahora que O (L&M , EL une dada magnitud. E un pard—

metro del gue dependen los coeficientes fn de la serie (2.3.5), ¥
que se tiene ( h, = E—~ E_ )

T T

i - T
11? hof =y 5nL (1.3)
10

se sigue entonces, usando (2.3.7) y (2.3.11), que para O & % (N,

, P\iﬂ,}h 3 B t:f 2 bl 6L
im 2 BBy Py = L Ty YpPy SVt L, Ty Py T YPyP
hL‘*O i=0 i=t~1) i= E=1|
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que nos permite demostrar, usando la forma (I.2) de los éNgMa-,que

ilf;OhL XN;M} = YiPp = iim Oth(z) (1.5)
T i o
donde f(z; es la definida por la serie (2.3.5), ¥ hemos usado / /
(I,3), Tara N = 0, la demostracidn es trivial, dado que
1T

fo,uf= ) ., (1.6)
1=0

APENDICE II : Cdlculo de los A.R.P.

El cdlculo de los aproximantes aN}Nf}para valores gran-
des de N a paritir de la expresidn (2.3.12) no resulta convenien-—
te desde el punto de vista numérico, dadas las dificultades relati-
vas al cdlculo de determinantes de orden alto, particularmente, en
1o que respecta a 1la precisidn del mismo. Por otro lado, si consi-

deramos el sistema lineal de ecuaciones en las incdégnitas Xy X

27°
..0’ X.N+l
&
1, w1t YAy, ow t P T e L, L
: : : ; (I1.1)
Bid
1,071 Tttt F o'y Potm T &Y f1,071
entonces, usando (2.3.12), se sigue que
)\N,M% = X (11.2)

NMuméricamente. resulta mas adecuado resolver el sistema (17.1), por
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el método de eliminacidn de Gauss, requiriéndose, de este modo, un
menor mimero de operaciones gque en el cdlculo de los determinantes
en (2.3.12). Por otro lado, existen métodos de refinamiento ite —

rativo de las soluciones de dicho sistema, que permiten controlar /

la precisidn de los resultados(6l)
Ia determinacidn de los coeficientes ai 3 puede efec -
b
tuarse a partir de (2.3.11) , conocidos los r%’ne Para un conjun-

(62)

to de polinomios ortogonales es sabido que vale la relacidn

p ()= (Az+B )p (z)~Cp ,(z) (1I.2)

¥y, & su vez, los ot pueden generarse a partir de la férmula de

L
recurrencia(Bga)
m4l,n M1 m,n
. = ft - B_A /A,
b ity ¢ Ty By B/
2 2N Flhn (11;3)
J by m
donde r'% =0, 81 j<( |n-m 6 Jy|nem, ¥ r? %= p (z) = p
j ) J < l ) > 9 n o o
Para el caso particular de los polinomios de ILegendre, se conoce /
i,k (63)

una expresidn compacta para los r

om + 1 R (mek-i)]R[2 (Geem)] R[E (L4m-x)]  iemik par
ik i+mek+l R[%(i+k+m)]

0, i+m+k impar

(II.4)
siendo R(m) = (2m-1)11/(2%m!).

Mternativamente, pueden generarse directamente los &,

(37) ted

mediante la férmula de recurrencia

/L

ey

(B /A ~B /A Ja  +(C /A a

+ a
m,n n+l” "+l mel,n n=1,n



/An + C a

a
m,n+l n m,n-l

con las condiciones iniciales

pofm ( ef. (2.3.5) ) .

/b
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EXPLICACION DE TABLAS

N}Nﬂf para V(r):gr“lexp(—r/a) , ka=0.663 , &=0,

—
3]

'1|',_| 1

, ¥ T, siendo g y a los pardmetros de V(r)

7]

en (1.5.7).
Idem 1l1l.la , para !N,le 2 .

Idem 1,l1a , para ka = 1.816 .
Idem 1l.2a , para [ﬁ;mqf 2 .

Idem 1l.la , para ka = 3.000 .
Idem 1.3a , para [N,M:jf 2 .

[N,le para V(r)=g'exp(-r/a) , ka=1.000, y 2.000,

I

8=0, W, y i1, siendo g' y a , los pardmetros de
V(r) en (1.5.8).

Idem 1.4a , parae Hﬁ,M}f!Z _
‘[N,M]f\2 para V'(f}:%gr—lexp(—r/a) , ka=0.663, //
6=0, #71, y 7, siendo g y a los pardmetros de /
V(r) en (1.5.7).

Idem 1.5 , para V"(r):(g/})rnlexp(—r/é).
Comparacidn de las sumas parciales fM , los A.P.P.
E (f ), y 1os A.R.P. {1,u} , para sumar el D.O.P.
de la A.D. asociado al potencial V(r)=-100 g}r—a) ,
ka=10 , ©=00, 600, 1200, y 1800 |,

Comparacidn de las sumas parciales Qq = 1074, /
E::(lel)senzél , ¥ los A.P.P. En(Qm), para sumar /
%iOD.O.P. de la seccidn eficaz total Q , para el /
potencial de Lennard-Jones (2.5.11), en el caso A=30.
Cﬁmparacidn de las sumas parciales QM_z S/ /S
§:3(2L+1)sen2éi-, y los A.P.P. En(Qm), para sumar [/
$1%p.0.p. de Q, para la colisidn eldstica e-He , /
en el caso E=400 eV .
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ka = 0.663

=0

o=1

t
OV WNHO

N/M

oMW HO

AN~ WwWMNHO

5.593
8.611
6:533
5.296
4,656
4,319
4,154

1.585
1.503
2.040
2.240
2,284
2:.291
2.289

0.734
0:414
0,801
2.267
3:.102
2.416
2.191

2

13:.22
5:593
4,328
4,180
4,183
4,230

6,044
2.470
2.324
2.292
2:294
2,287

3,918
1.642
2,176
2.272
2:.256
2,227

TABLA

3

18.82
4,509
4,172
4,202
4,306

11.:50
2:.456
2,298
2,294
2.292

9,067
2:193
2.264
2:.242
2.249

70 -

1l.1b

4

20,18
4,215
4,190
4,281

15,64
2;352
2.291
2.321

14,17
2.282
2:253
2.272

5

16.84
4,155
4,294

16.70
2.293
2.380

17.04
2,261
2.254

10.35 3.920
4,168

EXACTO: 4.085

1420 9.401
2.259

EXACTO: 2,282

16.36 12,52
2.220

EXACTO: 2.292
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TABLA 1.2Db

0 5;593 7;077 6;032 5;153 5;177
1 6;OOO 5.387 5.373 5;185

8=0 2 5;465 5.323 5;329
3 5;299 5;385

4 5,157 EXACTO: 5,333

0 0;0967 0;2934 0;3002 0;1866 041099
1 0;0475 0;1200 0;1308 0;1282

8=%7 2 O;O797 0;1239 0;1268
3 0;1338 0.1267

4 0,1365 EXACTO: 00,1267

0 0;02789 0;1182 0;1506 0:1023 0;05074
1 O;OO884 0;03806 O;O5000 0;04983

e=1 2 0;01209 0.04132 0;04725
3 0;03709 0;04775

4 0,08804 EXACTO; 0,04787



ka = 3,000

o=

N/

wmpHE O

1

2,365+10,000
2:351+10.466
2:302410,470
2.296+10.460

0,124+10,000
0,054410;068
0.028+10,108
0.064+10,000
0.021+i0.033
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TABLA 1.3a

2

2,441+10:454
2:300+10:464
2.298+10.458

0:138+10:139
0.,062+i0,117

0.072+10:089
0:019+10.066

3 o 4
2;3l3+i0;505 2;284+i0;468
2.298+10.458

EXACTO: 2;299+i0;459
0.059+10.164

EXACTO: 0;053+i0;125

0:011+i10:;106 -0.006+10,078
0.010+10.073

~0:003+10:049
-0,007+10.076

0.009+10,068 - ’
EXACTO: 0.008+10.072

\) -

w N H O

5.593
5:T44
5.520
5.483
0:01538
0.00754
0.,01245

0.00410

0.00153:

0.00241
0,00583

TABLA 1.3D

6.165
5505
50‘/1;'9.1

0.03837
0.01753

0.01311
0.00472
0.00471

5:605
5.491

EXACTO:
0,03038
EXACTO:

0.01136
0.00543

EXACTO:

5.436
5.496
0.01843
0,00612

0.00525



ka = 1,000

0=0

——‘é‘ll

o=17

w o HO

N H O wnHO

wppHO

1
4.000
3:814+1i1.355

3.741+11.284
3 o775+ll . 272

0.444
0,171+i0,210
0.062+10,304

0.160
0.041+10,056

-0:004+10,055
-0.033+10,047

4,000

3:952+410,670
3.941+10.659
3.943+10,661
0,049

0,023+4+10,019
0.015+10,029

0.014

0:006+10;005
0:004+10,007
0,004+10,008

- T4 -

TABIA 1.4a

2
4,275+11:323

3.748+11,281
3.771+i1.282

0,428+10.564
0.152+10.386

0.102+10.297

-0,021+10,128

4:,064410,667
3.941+10:659
3.942+10,661

0.037+10:051
0.022+i10.036

0.008+10,016
0,005+10.009
0.004+10,008

3

3:755+11:495%
3.773+11.277

EXACTO:
0.045+10.582

EXACTO:

-0:178+10.247
-0,068+10,120

EXACTOs

3:940+10:682
3.943+10,661

IXACTO:
0.014+i0,041

EXACTO:

0.0004+10,009

0.,004+10.008

EXACTO:

4

3.679+11,270

3.773+11.289

0,116+10,403

-0,161+10,053

~0,069+10,102

3.939+10.660
3.941+10.661
0,019+10,036
0.004+10.007

0.004+10.008
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TABTA 1.4Db
ka = 1,000

N/ 1 2 3 4

0 16,00 20.03 16.34 15.15
=0 1 16.38 15.69 15.87

2 15.64 15.86 :

3 15.87 EXACTO: 15.90

0:1971  0.5013  0.3407
0:0733 0.1721 :
0.0963 EXACTO: 0.1759

P
wl

=

NI o

0O 0.0256 0.0986 0.0927 0.0287
=T 1 0.0048 0.0168 0,0190

2 0,0030 0,0127

3 0.0033 EXACTOs 0.0152

ka = 2,000

0 16,00 16,96 15.99 15.95
6=0 1 16.07 15.97 15.98
2 15.97 15.98

3 15.98 EXACTO: 15.97
0 0:0024 0:;0040 0,00188
6=%% 1 0:0009 0.00178 ~
2 0.0011 EXACTO: 0.00166

0.00020 0,00032 0,000081 0.,000065
0.000061 0,000106 0,000080

0:000065 0,000080

0.000080 EXACTO: 0,000080

g
wmpHO



ka = 0.663

N/01

=0

g

e
{

2

—~

ot~ W HO o> WO HO

YU &~ WD H O

1

1.3983
2.,0032
1.9731
1.9389
1.9232
1.9172
1.9150

0.3960
0.5929
0.7158
0.7322
0.7342
0.7344
0.7343

0,1838
0.2450
0:.4344
0.4650
0.4527
0.4496
0.4496

2:.1750
1.9507
1.9181
1.9151
1.9145
1.9143

0.8115
00,7260
0:.7340
037345
037344
0.7344

Oi4643
034231
0 3,4-4'96
0.4500
0.4499
0.4497
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TABLA

3

2.2771
1.9228
1.9150
1.9145
1.9143

0.9239
0.7355
0.7346
0.7344
0.7347

0.5736
0.447T7
0.4500
0.4499
0.4494

1.5

2.1405
1.9162
1.9145
1.9143

0.8749
0.7350
0.7344
0.7346

0.5561
0.4500
0.4499
0.4490

Ul

e
. o e .
O WO W
o G
W 3 3

0.7985
0.7345
0.7343

0.5045
0.4499
0.4498

6 T

1.9222 1.8976
1.9143

0.7484 0,7284
0.7343

0.4657 0.4479
0.4498



=1

ONJl 4> Ww o= O

oMW HO

0:1760
0.2518
0:2740
0:2756
0:2758
0.2758
0.2758

0,0817
0,1181
0.1515
0.1520
0.1511
0.1510
0.1510

0:8341
0.8056
0.8033
0.8031
0,8031
0,8031

0.,2851
0:.2746
0.2757
0:.2758
0:2758
0.2758

0.1532
0:1485
0.1510
0.1511
0.1510
0.1510
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TABLA

3

0.8416
0.8036
0.8031
0.,8031
0.8031

0:2958
0:2758
0:2758
0:2758
0.2758

0.1642
0.1509
0.1511
0:1510
0.1510

1.6

4

0:.8200
0.8032
0.8031
0.8031

0.,2856
0.2758
0,2758
0.2758

0:1582
0.1511
0:1510
0.1510

5 6 7

0:8075 0.8034 0.8027
0:8031 0.8031
0.8031

0.2787 0.2761 0.2756
0:2758 0.2758
0.2758

0.1533 0.1514 0,1510
0.1510 0.,1510
0.1510



n=(N-10)/2, m=N-3

12
14
16
18
19

12
14
16
18
19

12
14
16
18
19

12
14
16
18
19

-1
+16,14923
+16.15587
+16,15589
+16,15589
+16.15589

-1.85400
~-2,01129
~-2,01895
-2.01911
-2,01912

Tp-1
0:547994~10;272653
0:513432-10,271128
0.514035-10:271120
0.514056=10,271129
0.514056=10.271129

1
-0.,040967-10,503697
~0,064771=10.502301
-0,064622-10,502301
-0:;064599-10,502301
-0.,064599-10,502301

_ The1
~0:267712410;472385
~0,119176+10,478246
-0.124671+10.478260
~0;124802+10,478260
-0,124804+10.478260

- 78 =

TABLA 2.1

8=00
En(fg)

+i6,07428
+i6:15762
+16.15590
+16.15589

-2,13807
-2,01420
-2,01917
-2,01912

8=600
En(fg)-

0.551121-10,272524
0.517362~-10.269625
0.514004-10,271130
0.514055=10,271129

8=1200
En(fg)

-0,036756-10,503215
-0:063507-10;501808
~0,064621-10,502303
-0,064600-10,502301

8=1800°
En(f9)_

-0,141598+10:472402
~0,124292+10.478506
-0:124811+10,478262
-0.124804+10.478260

{

-2,0306
-2,0527
-2,0196
-2,0191

1

l,m}

+15.3609
+16,1416
+16,1559
+i6,1559

l,m%

0.47358-10,29855
0.51261~i0,27163
0.51412-10,27113

0.51405

?

~0,06825
~0;06342
-0,06463
-0,06459

!

~0,10293
-0,12111
-0;12467
-0.12480

-i0,27113

l;m§

2—-10:50405
2-10:50200
2-10:50230
9-10.50230

l,m}'

+10,47662
+10,47919
+10.47826



52
A
56
58
60
62
64

67
69
71
73

12
14
16
18
20

- 79 -

TABLA 2.2

Yp
0:15202
0,15378
0:15507
0:15601
0:15670
0.15721
0.15760

Y1

0,15801
0:.15821
0.15836
0.15848

EXACTO:

TABLA 2.3

s

0:.69696
0.91915
0.98712
1.01270
1.02330

1

1.02790
1.03000
1.03110
1.03180
1.03210

En(Q49)

0:15880
0:15843
0:15945
0:15890
0:15897
0.15893
0.15893

By (Qg,)

0:15883
0:15892
0.15894
0.15894

0.15884

B (o)

0:15009
0.99951
1,03070
1.03000
1.03050

5, (8)

1.03150
1.03250
1.03280
1,03280
1.03230

EXACTO: 1.03290

n=(1~50)/2

n'=(1=65)/2

n=1/2

n'=(%10)/2
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EXPLICACION DE FIGURAS

€ (£, (cos8)) = }ffAjz - !fizi / 1£|°

2.1 ¢

2.3
2.4

2.5

L1

Comparacidn gréfica de é(E%(fm)) y & iN,N} ), al su-
mar el D.0.P. de la A.D. correspondiente al potencial /
V(r)=2s/T , 7::q/k = 1, en funcidn de © . (¥)

Comparacidn gréfica de éi(En(fm)) , & ( {N,N% Y, v/

€ (Fagq ;s
a V(r)=l/r" , k=10, en funcidn de o . (¥*)

), al sumar el D.0.P. de la A.D. correspondiente

Grédfica del potencial de Iennard-Jones (2.5.11).
Gréfica de los corrimientos de fase asociados a2l poten-—
cial (2.5.11), en funcién de I , para los casos A=10,
20, y 30.

Comparacidén gréfica de é(fm) ) EXE%Kfm)) sy /7
& ( {l,M} ) , al sumar el D.0.P. de la A.D. correspon -
diente al potencial (2.5.11), en funcidn de & . (*)

a) A=10 ; b) A=20 ;3 c) A=30 .

; Gréfica de los corrimientos de fase correspondientes a

la colisidn eldstica e-He , para E=100, y 400 eV , en

funcidn de I ,

; Comparacidn gréfica de é(fm) , Ei(En(fm)) s v/ )/

& ( {l,Mk- ) , al sumar ¢l D.0.P. de la A.D. para lacc-
lisidén elédstica e-He , E=400 eV , ©=00 .,

Comparacidn grifica de éi(fm) ) é;(En(fm)) s v/ )/
< | il;M} ) , al sumar el D.0.P. de la A.D. correspon-
diente a la colisidn eldstica e~He , en funcidn de 4.
(*) a) B=100 eV ; b) B=200 eV ; c) E=300 eV ; d) E=400
eV .

Entre parentésis, se indican los numeros de ondas parciales /

involucradas en el cédlculo de la aproximacidn correspondiente.



- 81 -

<
"
sk\ Wiy = 2oy
T N R - T =
Ry :44‘,‘\\\- cmn_ M
, ‘*"" & .\-"'--.,‘."\ S~ - \\EJ (Fc)
lo.‘ "*\ \ \/ LN .\ S \
. A SR \ ) :\.‘. \ %))
- T W .,
\ ‘\‘\. LA ";‘s:". N T
3| .".\\ \..‘- o, 3 ": \\\ 1‘. \:L*-“"‘
0 WA }“"_r\ d v a4 (19)
3\ S S . \ {39},
C 1 NS Ny N
(BN A R
5 \ \
1
109 (29 . (16) \‘ (16) (r0)
: IR S R L L R T Y
b " T y | r— \j Ay - v
(] 28 48 40 9% 108 1) e [ 190

T
& dT e

2.1

V)= 4 /et
Ka go/

v
] \ . ’
10 \ \ A Y
[ WA vy
Vo \ ‘l / \\ { \~.
[ ¢4 Voo
1 ™, N [ [ [}
10¥) i * \‘\ ) A
. 1 ‘.
@)t oyt o\ b )
O ORI E N N N
P 35 w0 e 80 10 10 o ta 180
G, 2.2



{OPELA [( é_)u- ( {_)6]

o
2
P
el |}
. 4
“Of

S /Y
r
0
:‘IG‘ . 2 03
&'F‘uﬂ
1‘.
v L
) . 1 so
m—t

TIG. 2.4



96°2 *DId
o9t o9 ont on-. (L[] o0 oy Oy ot
P 1 3 i A '
b d.'...,ﬂmuﬂw mw_
TN e "\ (19)
\ 7 TR .“GI b PTAN /.. —-
a .M 2 .a.\n /' ~, , oy 'uf “hw ’
X -o\ .‘-c- - - ll-\A . I-" g .. ) .
P L LIRS I ..f.«w
‘\ w.". ,.‘... . ?hv "“"l&.‘h "’ a‘v 'L—‘
. Ag*ﬂu duv .ooc-- e, ..o.\. I’ .M’ .O-
(%] Rt Pt OO Y
w..w oy 1.21
AP

(A%010)pg=y
ﬁ..:

o\ )
.m.bwd.. R AV

Y
/#o --)c\ —— _ L
TN NN o
A“V l\ .o.no. ’l*\ Y “
il
..an%é‘ -A— o
bs} ..Lu

as*e *pig
I T O T O I O T |
77 . T v G ™% — H*b
og . L] Salt \-l/. 5 :
; ”“W\ /..,. A\ N )

(a? ©ov) 0¥ =y

by

~ (aobroo)os™y
-y .
4Ol :
2 ALY
BG*Z DI
odf O% oOn Ol oo og 0y Oy 08 .soa
X (*3) a.w.: Pt ._..,, N G
TN R A ol
et .... ./.0 \.“I\. —— \ j
.-.Aﬂ«-w \Ol- ..I o.
\ o\
.-.. Al.*v c.f..r .—— va.°=
1 RS AN
Lo SN




- 84 -

& (rad.)

Es(fm)

° v 180 . . s
M. da ondos yorcisies

FIG. 2.7




pPg*c *DIL

‘ 0g*z *UId
o9l oo oW 0% Ol 09 ©% Oh m.u u.ae_ Toer o9 om ot o0l
j - [ — 4 A . 'l
AT T O Vs wa———
m-..- ... ,. —.. ﬁav ....&-.... .— I./ o e
\‘I\- oo’ NIy~ ./ \ J b~ .\..\ LW gal PP
7’ " VI T N vy ~.0 ~X
7 g A B R \h W AT 2 TN
& {er} TN N S o mv* \- O
(9 " ?wva .... S e’ R /.rﬂ.\., ?4 «w ~
A‘—v o-o-...caoo.o.-:.o.a I”I nn. \ (0%
of

it
ARVl
.... ..u. N.I /
\
ﬁo&w /.

ag*e *PId eg*c "IId&

ol oW om o ool o8 03 o & Oq AR I L O Y
» A L TN % A
L o ;
RN A SN RO SR CO) [

1 N — TN
5 SeaetwTAN N
uy ("4) 34 ?y Wt
() (.

ol
e
....? ) ~

......r.... N
:Nw: S

A?00%
-2




