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RESUMEN

Se expone en el presente thabajo La resoclucdén de La ecua
cibn difernencial genernal de segundo orden a derdvadas parcda-
Les con dos vandiables, con coeficdentes varlables, en un recin
to de geometrnia anbitrnaria pudiendo ser miLtdiplemente conexo,
con condicdones de contorno Libres y forzadas. Se na empleado
ed método de elementos finitos con una formufacdidn residuat dedt
tipo nodal, con elementos thiangulares trinodales y polinomios
de primen grado para La variacibn de La incbgnita dentro de e-
LLos .

Se descnriben asimismo Las caracteristicas fundameniaces ded
Progrhama ANISEF, implementado en FORTRAN IV a tal egecto,y Las
especLficacLones para su udo.

Porx d&timo se presentan algunos problemas nesuelios,de a-
plicacdldn en oceanogiaﬁ{a y en conduccdidn témmica con froniera

movid.



A. GENERALIDADES

Se expone en el presente trabajo un algoritmo general para
la resolucidn numérica, por el método de Galerkin con -elemen-
tos finitos, de la ecuacibn diferencial de segundo orden si-
guiente:

(D19,

x T o(Paey ), +age, +aze, =g (1)

donde bl’ b2l all

x e y, y la funcibn incbgnita ¢(x,y) esté definida en un domi

a, y g son funciones regulares conocidas de

: 2 ; . . ; .
nio regular Q@ ¢ R” arbitrario, sujeta a las sigulentes con-

diciones de contorno en su frontera T:

¢1F* = § (Condicibn "forzada" o de Dirichlet sobre la por-
e ™% .
cidén r* de T) (2)
%% RET (Condicién "libre" o de Neumann sobre la porcidn
' de T)
En la segunda de las (2) n es la normal interior a @, y [*

y I'' son tales que:
Tk r''=r
y r* tt=¢
(r* es un conjunto cerrado), y ademéds, 8§ y y pueden ser varia

bles sobre ambas porciones de la frontera.

B. RESOLUCION POR EL METODO DE GALERKIN CON ELEMENTOS FINITOS

La ecuacién (1) equivale a imponer a ¢(x,y) la condicidn:

[ . -
jJ”](bl¢x)x + (b2¢y)y + oajo, + a2¢y g’ vdxdy 0 (3)

para todas las funciones v definidas en @, llamadas "funciones
de ensayo", que pertenécen a un cierto espacio vectorial Vv, al
cual pertenece también ¢h(x,y).

A los propdsitos de aplicar en (3) el esquema de aproximacién
gue expondremos seguidamente, mediante el teorema de la di

vergencia y de las condiciones de contorno (2) se puede re



ducir la (3) a la forma:

a(e,v) =L (v) vV ve V (4)
donde
a(g,v)= J[n(bl¢xvx + b2¢yvy - a;ve, - a2v¢y) dxdy (4')
Y » '
L{v) = —JJQ gvdxdy - JT' yvds (4")

Supondremos en lo que sigue, que la ecuacibén (4) tiene una

solucidn ¢ que satisface las condiciones (2), tal que ¢, o, Y

¢
Yy _
aproximacién que emplearemos, ampliamente conocido [1-2], con

son continuas y de cuadrado integrable en Q. El método de

siste en aplicar la condicién (4) a funciones vh pertenecien-
tes a subespacios Mh de V de dimensibén finita, y encontrar u-

na funcién ¢h(x,y) que-también pertenezca a Mh y cumpla:

a(¢h, vh) = L(vh) v vhe Mh (5)

Dividiendo el recinto ¢ en un n@mero finito de subrecintos
de forma triangular arbitraria, llamados "elementos" (cada u-
no de ellos definidos por sus tres vértices, llamados "nodos"),
tomaremos como subespacios Mh a los conjuntos de funciones que
varian linealmente dentro de cada elemento, y que se anulan sO
bre la porcibn de frontera T'*. Obsérvese que nos estamos res-
tringiendo al caso en que § en (2) es idé&nticamente nulo. Es
sabido [3] que esto no limita la generalidad siempre y cuando
§ sea lo suficientemente adecuado como para que exista una fun
cibén, con las condiciones enunciadas para ¢, gque restringida
a I'* coincida con §. Esta reduccidn a un problema hawgéneo se
hace por simplicidad té&cnica, y como se verd, luego incorpbrg
remos en las ecuaciones valores cualesquiera de §.

Obsérvese también que si la frontera I posee porciones cur
vas, esta subdivisibdn del recinto Q@ trae aparejado un error que
proviene de aproximar dichas curvas por lineas quebradas de tra
zos rectos. Si el nmero de elementos finitos es lo suficien-
temente grande, esta aproximacién no tiene relevancia précti-

ca.
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Tomaremos como funciones "base" en Mh’ al conjunto de funcio
nes xi(x,y), una para cada uno de los nodos, que valen 1 sobre
el respectivo nodo k, varian como un polinomio de primer grado
en X e y en todos los elementos adyacentes a k, hasta tomar el
valor 0 en los demds nodos y en el resto de los elementos valen
cero.

Sea M el nfimero total de nodos y M-N los que estén sobre la
frontera I'*.

Ennumeraremos primeramente los N nodos interiores y, posce-
riormente,los M-N restantes. Suponiendo una variacibén lineal de
¢ en los lados que definen estos Gltimos,la aproximacidn dh(x,y)
de la funcidbn incbdgnita ¢(x,y) puede escribirse entonces como:

N

Pouy= bl P euy) - Rooy) (6)
% :
_ h .

donde los ¢£ son los valores de ¢h en cada uno de los nbdos in-
teriores, y los dk los valores impuestos de ¢ sobre los nodos en

Tk,

Reemplazando las (6) en la (5) se tiene:

h
IRIC - Xy ) 2| ? o0 XDt R| +
JJQLk 1 ox 1 %r ERY {k=l k k J
(7)
h
( I X N .
o Xxr _ . .h] 2 | h o b, ) _
( h ¢ h
= - JJQngdXdY - }r. Yxrds r=1,2,...,N

con lo cual la ecuacién diferencial (1) con las condiciones (2)
ha quedado aproximada por un sistema lineal de N ecuaciones en
las N incbgnitas ¢?. Este puede escribirse en notacibn matricial:

K 3h=F (8)
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con:

h h h h,T
2 (¢l’ ¢2I'°°I¢N) (9)
E = (FyF ro)” (10)
-— ll 2]0--, 1\]
vooR = By (11)
donde:
( ( BX‘:, h\| Bx_i r BX? n axi
“rk Jjﬂ[tbl X aerJ 3% T tb2_a'§ - aZXr]—ay' :]dxdy
= Jhy h
y F_= Lix,) a(R,x,) (12)

Ahora bien; a los fines de comodidad computacional, como es
usual en los programas‘de elementos finitos, resulta Gtil expli
citar la contribucidn de cada elemento al sistema lineal total
(8). Para ello designaremos cor 1i,j,m a los tres ncdos cue son

vértices de un elemento genérico "e". De acuerdo con la defini

F
@)

cidn cdcptada para M., dentro del elementc e la funcidn incSg-

nl
nita aproximada podré& expresarse en la forma:

h _ e h e h e h
o (x,y)= Nl.(x,y)cbi + Nj(x,y) ¢>j + Nm(x,y)¢m (13)

donde las Ni(x,y) se denominan "funciones de desplazamiento" .
Con esta notacidn, podemos decir entonces que toda funcidn ba-
se xi(x,y) toma el valor de las respectivas funciones Nibgy)en
cada uno de los elementos e que tienen por v&rtice al nodo k.
Por lo tanto, si expresamos ahora cada una de las ecuaciones del
sistema (8) en término de las funciones Ni(x,y), y descompone-
mos las respectivas integrales (12-14) en suma de integrales so
bre casa uno de los elementos e, aquellas se podrén escribir en

la forma:



e e e
¢ oN oN ONZ oN -
€ i h h m .h) _
* by 25Nz {Ty 05t 53 05* Tay *m)| OXd¥ =

(14)

- _ e e
= é (6,;+ drj+ arm)[JjegNrdxdy + JA'erds +

+

e
( { N, e}l SR N, el SR
JJe { bi—x = N | 52 ¥ b2—§§ - aer} 3y dx dy

(r=1,2,...,N)

donde las drs son delta de Kronneker; los indices i,j,m corres-
ponden a los vértices del elemento genérico “"e"; y A' es el la-
do de los elementos e que yacen sobre la porcibén de frontera '
con condiciones de Neumann. La tercera integral del sequndo miem
bro incorpora al sistema lineal (8) las condiciones de contorno
de Dirichlet sobre I'*, y ser8 obviamente nula para los elemen-
tos que no tengan vértices sobre dicha porcibén de frontera.

La contribucién de cada elemento al sistema lineal de ecua-

ciones (8), puede escribirse en forma matricial:

o v
Ke 2o = Eo (15)
donde:
- faNi 2 BNi BNj BNi BNm
| 5% ax~ 3dx 93X 9x
[ BNj BNi SNj 2 aNj BNm
Ke‘)JeblG“y) 0X" ax axX 5% T3x| 0¥y *
o ON; AN AN 3N
L 9x 38X X" ox IX) -




© ON.y, N, AN, N, ON_ |
1 1
[ 3YJ 3y 9y 3y 9y
( 3N, ON N y2 ANy BN
+ | -
JJebZ(x’y) 5y oy ( ) 3y 3y | Y
N ANy BN ANy (ON_32
i dy 9y 3y 9y { Y] 4
T oN 5N BN 7
Ny 5% Vi 5x Ni Bk
( N AN aN_
- JJeal(pr) NJ —5;(" NJ '—;]'ax Nj —2—3-}? dXdY -
3N, ON oN
Nm oxX Nm X Nm IX |
~ N, AN BN 7
N, ——= N, —= N, ——
i 3y i dy i 9y
(f i ON N
- a,(x N, —— N. —= N, —— dxd (16)
JJe 2yl Ny 5y Ny oy Ny oy Y
. 3N, . 3N . BN _
m a3y ‘m 3y m a3y
y ademés: ,
h T
g, = (45, ¢?, ¢§) (17)



1
i
1

e T el
NS N
1 | l!‘
(f e | el
F.=- || gl(x,y) |N: dxdy - y|NZ| ds -
=< )Jeg Y ] Y A ! J;
N~ }Ne’
-7 Lml
FaNi ) ENNd
ax D%
e e
( BN | ‘o NI | .p
- L | 2R - | SR
JJebl(x,y) =% TR dxdy JJebZ(x,y) 5%| 3y dxdy +
e e
SNm BNm
| 7ox N
r e’ e |
Ni Ni
oA k) 8 | 2R axay + || a,(x,y) 8% | 2R agay (18
);e 1\ XY j X JJe 277 Jj Yy
e e
_ '

Obsérvese que la formulacibén hecha hasta aqui précticamente
vale para cualquier otro tipo de elementos con mayor nfmero de
nodos. S6lo basta generalizar las ecuaciones para mas de tres
nodos en cada elemento.

Para los elementos triangulares trinodales gque nos ocupa,

las funciones de desplazamiento son [1]:

e 1 -
N; (x,y)= 5% (o ;+ B.x + v.y) (19-a)
N (x,y)= = (a.+ B.X + v.y) (19-b)
J 25673 J J
NS (x,y)= £ (a_+ B_x + ) (19-c)
m %Y 2A m m Ym¥
donde:
o= xjym - xmyJ
Biz yj - ym ' (20)
Y. = X - X. ;
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el resto de los coeficientes resulta de permutar ciclicamente
los 1indices i,j,m en las(ZOL_y A es el &rea del elemento.
En la aproximacién que consiste en tomar todos los coefi-
cientes de la ecuacién (1) constantes dentro de cada elemento,
(20) en las (16) y (18)y si lla

centroide,

si reemplazamos las (19) y las

mamos X, Y . a las coordenadas del resolviendo las

c c
integrales de (16) y (18) resulta:

J

2 2 .
B; BiBy Bifp o Yi  Yi¥5 Yi¥m
K_= it o0 82 s | 42 2
Y i1 F5 i m s {Y5%i Y5 Y9'm| -
2 2
8mBi BmBj ®m ) kYmYl Yij 'm )
{ 7 g )
. (ay+B Xty Vo) By w (o +B X 4y ¥ By (a 48X 4,y o) By
a .
1
- I (o +Bij+Y]y )B (aj+8jxc+yjyc)8j (a'+8ij+ijc)Bm. -
k(<>Lm+Bmxc:ﬂmyc)'Bi (o #8 Y Y ¥, )6 (a 8 Xty v )8 J
. i(“ gTBiX Y v vy (ag8 X by v dvy (a8 X by ¥ )y
a
2
vy (a +B Xty Y )Yy (uj+Bjxc+yjyc)yj (aj+ijc+yjyc)ym
(o B Xty ¥ )Yy (am+Bmxc+YmYc)Yj (am+BmXc+mec)YmJ
(21)
) A
o 0t XtYiYe Pi e Bi] Le Yi
=- 9 - -1 -2 8.y .+
Fe== =7 |o3*B3%ctYy¥e| 7210 am|f5| °3%57EE T3] °3Y3
Ot BpXctY ch 'tpmJ P "m
( A
aS QLiﬂ?’ixcﬂ(iyc aS o‘i"‘Bixc".—Y:|f.¥'c
1 2
+ Z-A— OLj+BjXC+ij-c 6JB]+ 4—A- Qj+BjXC+ijc GJYJ (22)
am+6mxc+mec am+Bmxc+y y



En la (22) hemos supuesto, para ejemplificar, que el ele-
mento e posee un lado A' de longitud £ con nodos i,m. sobre
la porcibén de frontera de Newmann, siendo

pr= —— (k=i,m) ; pj=0
y que el nodo j del elemento e, ademés, cae sobre la porcibn
de frontera I'*, con dato de Dirichlet ¢?= Gj.

Si se acoplan ahora todos los sistemas lineales (15), con
las expresiones (21) y (22), resulta el sistema lineal com-
pleto (8), en que la matriz K de orden N x N y el wvector F de
N elementos resultan de sumar ordenadamente los elementos de
cada una de las matrices Ke y vectores Ee respectivamente, que
corresponden a todos los nodos internos de la red (o sea que
no caen sobre la porcién de frontera r¥*). El vector gﬁ de (8),
gque se obtiene resolviendo dicho sistema, es la solucidn apro
ximada buscada del problema planteado.

Puede resultar tambi&n cbémodo, por razones de canstruccién
automitica de la red y por compatibilizacidn con otros pro-
gramas en elementos finitos, que en la red losxxﬁbs:mﬁ caen
sobre TI'* no sean necesariamente los ennumerados al final. Pa
ra tener en cuenta las condiciones de Dirichlet en esta si-
tuacidn, se procede de la siguiente manera, muy usual [1]:

El tratamiento es completamente igual al expuesto,para la
totalidad de los M nodos (inclufdos los M-N que caen sobre
r'*), considerdndolos a todos como incégnitas, con la fmica di
ferencia que R es idénticamente nulo en todas las ecuaciones,
y no aparece en ellas ningfin valor § e

Formado entonces el sistema completo (8), con K de orden
MxMy ¢y F de orden M x 1, se multiplican todos los ele-
mentos diagonales de K que corresponden a cada uno de los no
dos r sobre I'* con valores Sr, por un nmero grande, digamos
108, y sustituyendo simultdneamente los M-N elementos F_deF
por Krr.los.ar. Por ejemplo, si el nodo 1 tiene un dato de
Dirichlet §,» Ky F quedarin modificados segfin:

8 8

- . =
K117 K11'1° H Fi K11'1° -84



Yy los dem8s elementos permanecen inalterables.

Es f&cil ver que asi resultaré $1 pr&cticamente igual a 61.

Se observa que, de acuerdo con su formacibén, la matriz K es
no simétrica, y puede considerarse, a los fines de economia.com
_thacional, como de tipo banda con igual semiancho de banda ny
en ambos sentidos. Es f&cil demostrar que el valor de este Gl-
timo estd dado por la méxima diferencia, m&s uno, entre las de
signaciones de los nodos interiores que son vértices de un mis
mo elemento (nodos adyacentes), considerando todos los elemen-
tos de la red. De alli que sea importante una correcta ennume-
racién de los nodos a fin de que sea minimo dicho semiancho de
banda.

C. DESCRIPCION DEL CODEFGO ANISEF

C.l. Generalidades

El c6digo ANISEF, implementado en Lenguaje FOKTRAN IV pa-
ra su operacién en una computadora IBM 360/Mod.44(*), tiene u-
na estructura similar a los dem&s programas en elementos fini-
tos [5] desarrollados en el Centro de Cémputos del Centro AtS-
mico Bariloche (C.N.E.A.) en particular el CUARM [4].

Estd compuesto de un programa principal cuya Gnica finali
dad es llamar a las subrutinas que realizan los pasos necesa-
rios para el c8lculo propuesto. ‘

El programa completo estd dividido en cinco fases,para un
mejor aprovechamiento de la memoria.

Las subrutinas,‘algunas de las cuales pertenecen también
a otros de los programas mencionados, se describen suscintamen
te a continuacién. Su designacién guarda relacibn con el resto

de dichos programas.

(*) Perteneciente al Centro de C6mputos del Centro AtSmico Ba-
riloche, C.N.E.A,
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C.2. Subprogramas

C.2.1. Subrutina DATOSS9:

Lee todos los datos del problema: coordenadas de los no
dos, definicidén de los elementos por los nodos que lo forman,
parametros ai, a?, bi, bg, ge, Ye de cada elemento, de acuerdo
con las especificaciones que de darén en C.3. Si se requiere pa

ra control del célculo, se imprimir&n los datos leidos.

C.2.2. Subrutina KELEM9: .

Esta subrutina calcula, para cada elemento,la matriz Ke
y el término independiente Fo de acuerdo con las expresiones

(21) y (22). Es llamada sucesivamente por la KCOMPS8.

C.2.3. Subrutina KCOMPS§:

Acopla dicha subrutina las matrices Ke y los vectores

Fe de todos los elementos, conformando la matriz total K vy el

vector té€rmino independiente F del sistema (8) de la manera in
dicada en B.

Dado el carécter de matriz "banda" de K, son almacena-
das finicamente las diagonales no nulas de ésta, por filas, en
un Gnico vector A. Si n, es el semiancho de banda de K, de a-
cuerdo con los requerimientos de la subrutina GELB gue resuel-

ve el sistema lineal, el vector A, de dimensidn:
m_ = m.m_- l(n - 1)n donde m_=min (m,2n,-1)
: 2'%b b’ c A o} !
debe ser llenado con todos los elementos no idénticamente nu-

los de las sucesivas filas de la matriz K, ordenada en la for-.

ma:



kll klz ------ kl,nb O * o @ & o o @ O
k Kom eeceee ce e
21 22 k2,nb 2,n, +1 0 0
. T 0
k e o o o o * o & & & v *
nb,l nb,2 - nb,mc
knb+l,2 knb+l,3"' """" knb+1,mc+1
Kk X ) Kk (23)
nb+2,3 nb+2,4 e °e nb+2,mc+2
km-nb+l,m-2nb+2 ettty km—n +1,m

k
m—nb+2,m—2nb+3

para el caso obviamente mis comlGn en que m_= 2nb-l.

C.2.4. Subrutina GELB

Perteneciente al paquete de subrutinas cientificas IBM
[6], resuelve el sistema lineal (6) por el método de elimina-
cién de Gauss, aprovechando el mencionado carécter de banda de

la matriz K, con éstabalmacenada de la manera indicada en C.2.

C.2.5. Subrutina IMPRI7:

Imprime los resultados del célculo: los valores noda-

les ¢? de la funcibn ¢h(x,y) para todos los nodos interiores.
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C.2.6. Subrutinas GRAF y NIVTAB, y funcibn externa FAREA.

La subrutina GRAF, llamando a NIVTAB y a AREA, imprime
grificos consistentes en curvas de nivel de valores equidis-

tantes de la funcibn ¢h(x,y).

C.3. Limitaciones y tiempo de célculo

El nGmero de nodos interiores m y el semiancho de banda
n, deben ser tales que m.(2n,+1) < 16000. El nGmero de elemen
tos, por su parte, no puede ser mayor que 800. Sin embargo,es
ta capacidad puede incrementarse algo md&s con leves modifica-
ciones. '

El tiempo total CPU de célculo, en la mé&gquina para la que
este programa fue puesto en operacibn, es de 1.5 minutos apro
ximadamente para el problema de aplicacibén descripto més ade-
lante en D, con 361 nodos interiores, 800 elementos, y semian

cho de banda igual a 20.

C.4. Especificaciones para la entrada de datos

Tarjeta | Designacibén |Formato {Columnas Descripcibn
1 NPROB I5 l1as NQmero de problemas

l a resolver.

Repetir tarjetas 2 a 14 para cada uno de los WPROB proble-
mas:

2 NPRINT 315 1 a5 =1: Imprime datos
de entrada
=0: No los imprime.
IC 6 a 10 {=1: Imprime los re-
sultados.
=0: No los imprime.
IG 11 a 15 |=1: Grafica la fun-
cién ¢h.
=0:- No la grafica.
3 TIT(I) 20A4 1 a 80 |Titulo y/o comenta-
rios del problema.
I=1,20
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Tarjeta | Designacién |Formato |[Columnas Descripcidn
4 NPI 415 1 a 5| ifmero de nodos incégnita |
MPE 6 a 10| Nbmero de nodos c/cond.
Dirichlet.
NP 11 a 15 { N@mero de nodos c/cond.
Neumann.
NELEM 16 a 20 | NGmero de elementos.
5 THOM 15 1 5| =1:0%,b%,a%,a% €
a 2| =i:bys0ys89.81 ¥ 9
iguales en todos
los elementos.
.. ,e _e _e e
—2.bl,b2,al,a2 Yy a,
iguales en todos
los elementos.
=3: geigual en todos
los elementos.
_ai..e .,e e _e e
_ —4.ol,b2,al,a2 Yy g
no necesariamente
iguales para to-
dos los elementos
6 ((XY(1,J), 8E10.4 1 a 80| Cada fila I estéd for
J=1,2), mada por las coorde-
I=1, NPI+MPE) nadas x,y del nodo T
7 ((ITJM(I,T), 1515 1 a 75| Cada fila I estd for
J=1,3), mada por los nodos
I=1,NELEM) vértices del elemen-
to I.
Si IHOM=1, leer las tarjetas 8.a y 9.a.
Si IHOM=2, leer las tarjetas 8.a y 9.b.
Si IHOM=3, leer las tarjetas 8.b.l1 a 3.p.4, y 9.a.
Si IHOM=4, leer las tarjetas 8.b.1 a 8.b.4, y 9.b:
8.a BH1U 4E10.4 1 a 10 | Coef.b] igual para todos
los elementos.
BH2U 11 a 20 | Coef.b§ igual para todos
los elementos.
AH1U 21 a 30 Coef.a‘la igual vpara todos
: los elementos.
AH2U 31 a 40 | Coef.a$ igual para todos
los elementos.
8.b.1.] (BH1(I), 8E10.4 1 a 80 | Coef.b§ p/cada elemento.
I=1,NELEM)
8.b.2.| (EH2(I), 8E10.4 1 a 80 | Coef.b§ p/cada elemento.
I=1,NELEM) '




Tarjeta | Designacién! Formato ;Columnas Descripcibn

8.b.3. | (AHL(I), 8E10. 4 1 a 80 |Coef.a; p/cada elemento.
I=1,NELEM)

8.b.4 (AH2(I), 8E10. 4 1 a 80 (Coef.a; p/cada elemento.
I=1,NELEM)

9.a GEU E10.4 1 a 10 |Coef.g® igual para todos

los elementos.

9.b (GE(I), 8E10. 4 1 a 80 |Coef.q® igual p/cada elem.

I=1,NELEM)
Si NP # 0, leer la tarjeta siguiente:
10 (NOD(I), 3(315, 1 a 75 'Designacién del elemen
' to sobre T'.
NOD1(I), E10.4) Nodos que definen el lado
NOD2(I), A' del elemento NOD(I) sO
bre I''. '
GAMH(I), v (Dato de Neumann sobre
I=1,NP). A').

11 INIR "15 1 a 5 | =0: Los nodos sobre
r* son los MPE Gl
timos.

=1: Los nodos sobre
r* son los (NCD(I),
I=1,MPE).
12 (DELH(I), 8E10.4 1 a 80 | Datos de Dirichlet &, pa-
I=1,MPE) ra los MPE nodos sobre T'*.
Si IDIR=1, leer tarjeta siguiente:
13 (NCD(T) , 1615 1 a 80 | Nodos sobre I'*,para
- I=1,MPE) IDIR=1.
14 NC 15, la 5 Namero de franjas a grafi
. car cuyos bordes son cur-
vas de nivel equiespacia-
das.
FOC E10.4 6 a 15 Foco de las franjas

(=0.25)

D. PRUEBAS Y ALGUNAS APLICACIONES DEL CODIGO

El cbédigo fue probado resolviendo varias ecuaciones de solu-

cidn exacta conocida, con toda generalidad tanto en sus

cientes como en sus condiciones de contorno.

coefi-

Para un problema

general con una red de 441 nodos y 800 elementos, se constatd

que el error medio cuadritico de la solucibdn obtenida con res-

pecto a la exacta fue de 0.36%, y el mé&ximo error relativo detec




tado, del 0.39%.
A tftulo de ejemplos se exponen a continuacibén dos aplicacio

nes del cbdigo de indudable importancia:

D.1. APLICACION EN OCEANOGRAFIA: MODELO DE CIRCULACION DE STOMMEL

Es importante en Oceanografia el modelo de circulacibén de
Stommel [7,8], que bajo ciertas hipbtesis simplificativas permi
te predecir, con satisfactoria aproximacién para algunos fines,
el complejo problema del movimiento de la masa de agua sobre la
superficie de un océano, inducido por un dado flujo de wviento
arbitrario aplicado sobre ella.

En general, con las hipbétesis de oce&no homogéneo,movimien
to no acelerado, y con fuerzas de friccidn que respondan a las
hip6tesis de Guldberg y Mohn [7,8], si definimos una funcidén de
corriente y(x,y) tal due las componentes horizontales u(x,y) Yy
v(x,y) de la velocidad del agua sobre la superficie esté&n dadas

por:

puede demostrarse [7,8] que y(x,y) verifica la ecuacidn dife-
rencial

VZy + alx,y). v~ glx,y) (24)

en toda la regién 2 de interés, con la condicibén de contorno ti
po Dirichlet:
v =0 (25)

sobre toda la frontera T de Q.
Las funciones a(x,y) y g(x,y) son datos del problema. La

primera estd dada por:

a(x,y)= % 8
donde:
D= D(x,y) es la profundidad del océano;
R=R(x,y) es el coeficiente de friccibn;
Yy B=B(x,y)= 8f/3y es la variacibén del paré@metro de Coriolis

f con la latitud.
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Por su parte, el té&rmino independiente g(x,y) de (24)depen
de del flujo de viento propuesto [8].

Para la resolucibén por elementos finitos de este problema,
el segundo autor de este trabajo nabia desarrollado con anterio
ridad un cbdigo, denominado STOMMEL [9], que constituyd una ver
sién preliminar del presente, limitado respecto de las posibili
dades de este Gltimo.

A los fines de prueba, se resolvid la ecuacibn (24-25) para
el caso:

o =10_7cm-l; g(x,y)=ysen% Y i vy =1
en un recténgulo de base k=109cm y altura b=2nx108cm. Esta si-
tuacibn, de solucibn exacta conocida [7] y también resuelta en
[8], corresponde en el modelo de Stommel a un océ&ano no rotante
(o aproximadamente de esas caracteristicas en el caso de altas
latitudes [8]).

La red de elementos finitos empleada es la esquematizaua en
la figura 1, con la finica observacién de que entre x=0 y x=0.05)
en lugar de una sola capa de elementos triangulares como la que
se muestra a los fines ilustrativos, hay cinco capas, dada la
fuerte variacibn que se espera para la solucibn en esa zona.

En las figuras 2,3 y 4 y en la TABLA 1 se muestra la solu-
cibn obtenida, comparada con la solucibén exacta determinada en
[7]. Los acuerdos son altamente satisfactorios en todo el recin
to.

D.2. APLICACION A UN PROBLEMA DE TRANSFERENCIA TERMICA CON CON-
TORNO MOVIL: QUEMADO DE UN PROPULSANTE SOLIDO DE COHETES.

El propulsante de cohetes de combustible s6lido,durante su
ignicién, se encuentra sujeto a severas condiciones termomecani
cas que llegan a afectar frecuentemente su integridad. Andlisis
de tensiones termoeldsticas o termoeviscoel@sticas dependientes
del tiempo, del sistema en cuestibn, son ciertamente de impor-
tancia b&sica desde el punto de vista de su resitencia estructu

ral y performance operacional.
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En la figura 5.a se representa una seccibn tipica de cohete
de propulsante sb6lido, de geometria cilindrica indefinida en la
direccidn axial, compuesta por combustible de grano con una per-
foracién interior estrellada, Y POr una carcaza metdlica
que recubre al primero.

Para el célculo de las tensiones y deformaciones térmicas
producidas por el quemado del propulsante, se debe obtener pre-
viamente la distribucidn espacial y temporal de la temperatura.
Esta (ltima estd8 gobernada por la clésica ecuacidn de conduccién
del calor bidimensional:

= (K%;T{-] + % (K%} = codt (26)
donde: T(x,y,t) es la temperatura, dependiente de las coordena-
das espaciales (x,y) y del tiempo t;
K(x,y) es la conductividad térmica, diferente para cada
uno de los dos materiales y uniforme dentro de ellcs;
§(x,y) es el peso especifico de cada material; y

c(x,y) es su calor especifico.

La solucidn T(x,y,t) de la (26) debe estar sujeta a una da
da condicidén inicial sobre todo el recinto de célculo @, y a va
lores impuestos de T o de 3T/dn sobre todo su contorno. A fin
de obtener resultados adimensionales del problema, supondremos

que dichas condiciones son:

T(x,y,t=0)=0 Vix,y)ea ;

=T, (temperatura de quemado) sobre el contorno interior (mdvil)
del combustible; y: (27)
T=0 sobre la superficie exterior de la carcaza.

Durante la ignicién, que comienza a t=0, supondremos que el
propulsante se consume de manera tal que el frente de gquemado en
los puntos de mayor radio (puntas de la estrella) avanza a velo-
cidad constante Vor Y €en el resto de dicha superficie de guemado
en la forma que luego especificaremos.

El problema planteado, esencialmente de tres variables,pue
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de aproximarse de una manera suficientemente satisfactoria por
una ecuacién bidimensional del tipo de las que puede resolver
el cbdigo ANISEF, de la siguiente manera:

Llamemos

w = £(§), (28)

donde
X + iy ; £ = pele

w

a la transformacién conforme que lleva el recinto dado (figura
5.a) al cuerpo cilindrico de la figura 5.b, de radio exterior

unitario. La (26), que en término de w puede expresarse cOmo:

) 3T) _ 3T
4-3—‘;' [Kﬁ} = Ccé ’ (29)

aplicé&ndole la transformacidn (28) queda:

4% {K AN g-%l] = cof' (6)3 (30)
La aproximacién propuesta consiste en suponer ahora que,en
el plano &, la solucibn T(g,t) de la ecuacidn (30) es 1i1ndepen-
diente de la coordenada azimutal 6, es decir gue las isotermas
en el plano w se transforman a circulos concéntricos en el pla-
no £. Basta entonces con considerar la transformacién (28)y la

ecuacidn (30) por ejemplo para 6 =0:

x = £(p,6=0)= @(p) ; (31)
3 v y=18T] cs ., 9T _
30 [K(p) -¢' (o) ﬁ_{ - ¢ (D)'é'E =0 (32)

y el problema queda reducido a uno de solo dos variables p y t.
Como la ecuacibn (32) es un caso particular de la (1), co-
nocida la transformacién (31) puede resolverse el problema me-
diante el c6digo ANISEF, en el plano (p,t).
Como las suposiciones mencionadas sobre el avance del fren
te de quemado, en el plano ¢ la velocidad radial de dicha super

ficie, transformada segfin (28), vale entonces:
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dec _ Ve
de ~ 9 (py)

(33)

Por lo tanto el instante de tiempo tc= w(pc) en que el ra-

dio del frente de quemado transformado vale Por resulta:

- = pc dt [ pc‘ 1 ' ' [I—
tc_ ¢(pc)" f dp vl dpc - J '\7_ (P (pc)dpc =
p c p C
1 1
1 _ 1 T
= = &p(pc) - ¢(pl)] = 7 &P(pc) - a J (34)
C C

donde pq ©8 el radio interior del recinto en el plano & (figura
5.b.). De acuerdo con la misma figura, el tiempo total de quema
do del combustible valdr& entonces:

_ 1 _ _1.449 a
te= (2.449 a-a) = = (35)
o] c
De estas consideraciones resulta finalmente el recinto de
cdlculo de la figura 7. Para el caso dibujado en las figuras 5.a
y 6, la transformacién (28) es {10}:

7 15

w=a(0.8803f + 0.1461¢ ' - 0.02642¢ 2 + ...) (36)

y de aqui:

x = @(p)= a(0.8803p + 0.1461p - 0.02642p 7+ ...)

Resolviendo esta filtima ecuacibén para x = 2.4187 a, y
X = 2.4490a, resulta:
Py = 2.747
Py = 2.781

Los coeficientes de la ecuacidn (32) valen:

JKl sipy €9 s 9y
K(p)= LK si p < p < p

2 2 3
C, si p,.5 p ¢ Po

coy=¢ + 1 (37)
C2 Sl p2 < p < p3
64 si Pp S P S Py
§(p)= 5,81 py <0 < og
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o sea, adjudicamos el Indice 1 al material combustible y el in-
dice 2 al metal de la carcaza exterior.

Con el cb6digo ANISEF se resolvid la ecuacidn (32) en el
recinto de la figura 7, en funcidn del pardmetro adimensional

n= Kl/Clalvca, con las propiedades de ambos materiales tales que

K Kl
$

1'1

En las figuras 8,a, 8,b y 8.c se muestran las curvas de ni-

vel de T/T, obtenidas,para n= 0.02; 0.05 y 0.10 respectivamente.
con estas soluciones,para todo punto (x,y) del plano fisico
W, Yy para cualquier instante t, el valor de la solucibén T(x,y,t)
del propblema diferencial (26-27) planteado (para los valores in-
dicados de n), se obtiene finalmente aplicando la inversa de 1la

transformacién (36).
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z : | (¢/y A?) x 103
x/N rtd b 456 tf Solucibn exacta
| ! Ref, [7]
i 0.0 0.0 | 0.0
: 0.05 -8.378 ~8.379
f 0.10 -8.043 ~8.0u1
E 0.15 ~7 649 ~7.640Y
0.0 ~7.240 ~7.2345
L 0. -6.829 © -6.823
0.30 ~6.412 -6.1407
0.35 ~5.991 -5.9856
0.40 -5.563 -5,5588
0.5 -5.131 ~5.1267
0.50 4,693 -4,6891
0.55 14,251 4,216
0.60 -3.300 3,797
0.65 -3.345 -3.343
0.70 ~2.887 ~2.8833
0,75 ~2.419 —2.4176
0.30 -1.947 -1,946
| 0.85 ~1.471 ~1.4686
| 0.9 ~0.9845 ~0.9851 |
{ 0.95 £0.4946 | ~6.4G56 !
i 1.00 0.0 o 0.0 ;

TABLA 1 ~ Solucién adimensionalizada de la ecuacidn (24-25) para y = b/2.
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FIGURA 1: recinto de cdlculo y red de elementos finitos para cl
problema analizado en D.1.

3
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4.0 -
] —— Solucidn exacta. Ref [1].
2.0 + Este trabajo.
_— 44— }
0. 014 o2 o035 o4 05 06 07 08 09 10 X/x
FIGURA 2.- Solucidén adimensionalizada de la ecuacidn (24-25)vara
y=b/2 (TABLA 1).
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FIGURA 3.- Curvas de nivel de la solucién de la ecuacidén (24-~25)
para x=i/2.

ﬁIGURA 4.- Curvas de nivel de la solucién de la ecuacién (24-25)

Los bordes de cada franja corresponden a valores equiesvaciados.
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FIGURA 5: Seccidn transversal de un cohete de combustible sd1li-

do y transformacidén conforme correspondiente.

O'qo /\
- B N ) ) I
| "1 2.4187 a

|
2.4490 a Y
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FIGURA 6: Detalle de recinto de cdlculo de la FIGURA 5(a).
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FIGURA 7: Recinto de cdlculo correspondiente a la ecuacidn (32).
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