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CUANTIFICACION DE CANPOS DE MASA NULA

PARTE 1
CAMPOS TENSORIALES *

Por C. G. BOLLINI

1. Introduccion

El campo de una particula elemental de masa nula 'y spin entero,
satisface las ecuaciones ! :

2., vy, =10 (1.1)

2, A, ., =0 (1.2)

. A, ..., =0 (1.3}

Las cantidades A, .... constituyen las componentes de un tensor

simétrico de rango s. (1.1) es la ecuacién de campo propiamente
dicba, (1.2) y (1.3) son las condiciones suplementarias que aseguran
una teoria basada en una representacién irreducible de particulas
de spin unico s. :

En el método usual de cuantificacion, las componentes A, L., del
campo, son tomadas como variables canénicas y se imponen sobre
ellas las relaciones de conmutacion canénicas. Sin embargo, esas
relaciones no son compatibles con las condiciones suplementarias
(1.2) y (1.3). Se recurre entonces a adoptar una condicién suplemen-
taria sobre el vector de estado, restringiendo los estados posibles
a aquellos en los que (1.2) y (1.3) son satisfechas (en valor medio).
No obstante, este procedimiento no es universalmente aceptado 2.

Nosotros vamos a considerar el problema desde otro punto de vista.

Tomaremos a (1.2) y (1.3) eomo vinculos entre las A, ..., ¥ por lo
tanto, antes de cuantificar, extraeremos las componentes indepen-

* Trabajo presentado para su publicacién el 20-8-57.
* H. UMezaWa : « Quantum Field Theory » (1936),

* Por ejemplo: T. KiMURA, Prog. Theor. Phys. 16 (1956) 555; 8. Ozax1,
Prog. Theor. Phys. 14 (1955) 511.
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dientes del tensor de campo. Como consecuencia, resultard una ge-
neralizacién de un método debido a J. G. Valatin ? para el campo
vectorial. Por supuesto, las relaciones de conmutacién que resulta-
rdn, serian compatibles con las condiciones suplementarias.

2. Descomposicion del tensor de campo.

Partiendo del tensor simétrico de rango s, A, ., que satisface
las ecnaciones (1.1),(1.2) y (1.3), vamos a definir por recurrencia
los siguientes tensores:

AL — R, e W AL, (2.4)
AWO =37¢2, .0, AD (2.5)
Gy ey ' s
r—1
A = — Y AW@ 26
A.,| . Wy oen Mg (A, . vy s A-,i "s) (2.6)
)
AN =0y L, AW 4 (sim) (2.7
Yy e g r41 T : /

Eun estas férmulas, n, es cualquier vector unitario de tiempo
an,= —1. «(sim)» significa todos los términos necesarios para que
el tensor del miembro izquierdo resulte simétrico. d es n.,2,y 97! es
el operador inverso *.

Obsérvese que (2.6) define un tensor de rango r, mientras que de
(2.7) se obtiene un tensor del mismo rango (s) que el tensor ori-
ginal A, . . Ademas (2.6) y (2.7) incluyen respectivamente a (2.4)
y (2.5) si se acepta que para r=0 la sumatoria debe ser suprimida.

Los tensores que hemos definido satisfacen las ecuaciones (1.1)
(1.2) y (1.3) porque el tensor A las satisface. Por otra parte cumplen
también con

n, AD =10 r==0 (2.8)
Mg oo B A‘f) = A‘:’ o (2.9)

o — .
Ny, e N Av’j“_ W= 0 r =40 (2.10)

Vamos a demostrar que estas ecuaciones son validas para », si
(2.9) se cumple para r — 1. En efecto, multiplicando (2.6) por =z, te-
nemos

3 J. G. VaraTin : Danske Vid. Selsk. Mat. Fy Med. 26 (1951 n° 13.
¢}, CousTer y J. Javcu : Phys. Rev. 78 (1950) 149.



r=1
n, AW = i, .0 (A, . VAW
N s (A, .y PR _,s)
r—32
— _ t _ =1
= e (A = LAY ) = e ATTD
=0

Por la (2.6), el primer término del segundo miembro es AE’T}{T Y

por Ia (2.9}, supuesta valida para »—1, el segundo término es también
Al=b " De aqui se sigue 1a nulidad del primer miembro.
f o)

Multiplicando ahora la (2.7) por n, _, ... n, dedncimos

+1

o, AD = A" 4
‘s vy e Uy e

vp

R Moy ) oo g (sim)

. g

Pero los términos que simetrizan al tensor son tales que sélo difie-
ren del primer término del segundo miembro de (2.7) por el inter-
cambio de algin subindice. Ello significa que en n, ..n, . (sim)
apareceran términos de la forma

“r4+1

N 376D 30 0, AP
e g e g
que son nulos por la (2.8). Esto demuestra la validez de (2.8) y (2.9)
para » cualquiera.
La (2.10) se demuestra facilmente de 1a (2.8) y de la (2.9).
Si en (2.6) hacemos r=s, obtenemos

§—1
A'® = A, ..., — Yy A®
‘1‘ e ‘/s /1 A V/X t=1 ‘I‘ .er '43
es decir
8
—_ t) 3]
A, = ; A_“ g (2.11)

]

Por tener nula la divergencia y por la férmula (2.8), los tensores
A.(,T)...v, (r==0) son completamente ortogonales ad, y a n,. Por lo

tanto tienen el mismo ndmero de componentes independientes que
un tensor simétrico y de traza nula en un espacio de dos dimensio-
nes. Este ntimero es dos. Por supuesto, siendo A9 un escalar, posee
una sola componente independiente. De la (2.7) deducimos que

A‘,f’,__.,s tiene el mismo niimero de componentes independientes que

A AU
A ., (r cualquiera).
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La ecuacion (2.11) brinda entonces una descomposicion del ten-
sor de campo primitivo en s+ 1 tensores con un total de 2s4+1 com-

ponentes independientes. De esos s + 1 tensores componentes, el
[£2}

A(?’ ., €8 puramente longitudinal, mientras que el A . €8 total-
mente transversal. En general el tensor Am ., €8 1 veces transver-
sal 0 § —» veces longitudinal, queriendo con ello significar que sola-
mente la « (s —» 4+ 1) —uple» divergencia transversal de A(r’ . €8

nula. La divergencia transversal mencionada se halla mediante el
operador
D,=nd+2, (2.12)

siendo D, =nnd+nd, =0

Dela(2.9) se deduce que la divergencia «s — )~ uple» de A", da

(r) = Js—71) (r)
I),',Jrl D'sA~,. =2 Moy oee ""sA\,, .

B

=0TTLAD L (203)

$

Mientras que al tomar la divergencia tranversal « (s — » + 1) —uple»
obtenemos, por la (2.8) y la (2.13),

D, ..DAY =D, AN =0 (2.14)

o

La 1altima férmula dice también que todos los tensores A.(,T)n_.,r

(r == 0) son completamente tranversales.

3. Tensores de polarizacion.

Tomemos ahora dos operadores de derivacion « y 3 que cumplan
con las siguientes condiciones

nax, =0 nf =0
%), =0 8.2, =0 (3.1)
an, =1 B3 =1

af. =0

Estos operadores pueden ser construidos ficilmente mediante una
transformacion de Fourier y no son tinicos pues las condiciones (3.1)
las cumplen todo par de vectores ortogonales que pertenezean a un
plano perpendicular a n, y a 2..



— 265 —

Vamos abora a definir por recurrencia los siguientes operadores
tensoriales

By ooyar = Ty By — BBy (3.2)
B oirir = Ty Byt + B @y (3.3)

Para » = 2 tenemos

a"q Y3 = a"‘ a"z - B'ﬂ B"’a

B..=afB, +B

s evidente que estos dos tensores son simétricos y de traza nula,
vamos ahora a demostrar que todos los tensores dados por (3.2) y
(3.3) tienen la misma propiedad.

Efectuemos la demostracion por recurrencia. Supongamos enton-
ces que los tensores « y § de rango r son simétricos y de traza nula.
La (3-2) y la (3.3) nos dicen entonces «, wopg1 ¥ 8., oyl DOSERN €82
misma propiedad al menos en los r primeros indices. Es suficiente,
por lo tanto, ver si esas propiedades se cumplen cuando se toman
uno cualquiera de los 7 primeros indices y el subindice de orden
r + 1. Efectnaremos la demostracion para los dos tGitimos sub-
indices.

Por doble aplicacién de la (3.2) se sigue que

&, "r+1 = (“’- Yeep—1 “‘r - B’o e r—1 B”r) rz”r+1 - (OC.,| e Vr—1 B’r +

+ By %) B

= O(,| e r—1 (a‘r d.,'_+1 _B"r p“r+l) - Bﬁ e Yp—1 (““rB"r-{-] +B"1‘a’r+1)

= %y Boopgn = B B (3.4
Analogamente
By gt = %yt B g F B et P (3.5)

La (3.4) y la (3.5), al par que brindan una nueva forma de escribir
la (3.2) y la (3.3), demuestran que también en los dos dltimos sub-
indices se cumplen las propiedades de anulaciéu de la traza y de
simetria.

Es facil ver también (por recurrencia) que

g By, =0 (3.6)

«,
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y que

%oy @y = BB, = 271 (3.7)

Por ditimo, todos estos tensores son completamente ortogonales a
n,yd.Ax, ., ¥ 8., ...+, les daremos el nombre de tensores de polari-

zacion transversal de rango r.

4. Coordenadas canonicas del campo.

Los tensores de polarizacion transversal de rango r, sirven como
tensores de base para expresar cualquier tensor del mismo rango
que sea también simétrico y de traza nula. Tal es el caso de los

tensores A(:’ ., dados por la (2.6). Las componentes de A(f) ., Se-

gin 2 y § son

Qe =2 g AT (4.1)
Q= 21-r 8 ,Am " (4.2)
De manera que A'T’ - puede ser escrito como
AP =, QO 4B, QU (1.3)
Para r = 0, definimos simplemente :
A = QM (4.4)

Las 2s + 1 cantidades escalares Q@ (p = 1,...,28+ 1) son variables
libres que nosotros tomaremos como coordenadas canonicas del cam-
po. Ellas satisfacen solamente las ecuaciones

2200 =0 (4.5)

sin ninguna clase de condicién suplementaria.
Mediante la (2.7) y 1a (4.3) podemos poner los tensores A(r ., €1

funcion de las Q®. Finalmente, haciendo uso de la (2.11) se logra
expresar el tensor de campo en funcion de las coordenadas candni-
cas elegidas,

5. Transformaciones de « Gaunge ».

Si un tensor A, .. - satisface las ecnaciones (1.1), (1.2)y (1.3),

entonces de la ecuacion.
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vy_y + (sim) (5.1)

e g 3 Yy eee g

se sigune que también

satisface las mismas ecuaciones,

La transformacion A — B dada por la (5.2) se denomina transfor-
macién de « gauge ».

Utilizando los mismos procedimientos expuestos en el nimero 2,
el tensor A\.,‘ g puede ser descompuesto en 2 s —1 tensores

La descomposicion andloga del tensor G, .. ., Se encuentra tenien-

do presente la (5.1)
s—1
Gy = S
' t=0

GO (5.4)

. v

El tensor G carece de componente totalmente transversal

%]
&1
—

G® =0 (
Yy oeee ug -

La (3.5) implica que toda transformacion de gauge modifica toda
las componentes tensoriales del tensor de ecampo salvo una. La parte
no afectada es A® | es decir ¢l tensor completamente transversal.

El mismo hecho puede ser expresado diciendo que las transforma-
ciones de gauge modifican todas las coordenadas condnicas excepto
Qf‘.‘s) y Q(?s-{-l).

Bi se exige que la teoria sea invariante ante las transformaciones
de gauge, las inicas componentes realmente libres del campo son
las del tensor completamente transversal Aff)...«,g es decir Q) y
Q¥+, Las demas componentes son necesarias(para describir la
interaceion «directa» o «longitudinal» entre las particulas que
son fuentes del campo considerado.

6. Tensores de derivacion para los conmutadores.

Por ser de utilidad para la cuantificaciéon, introdueiremos ahora
los siguientes operadores tensoriales de rango 2r.



€ur ooty ey = O B B, B (6.2)

Extenderemos la definicion de los mismos incluyendo el rango
cero mediante los escalares:

d=1 (6.1Y

e=20 6.2y

Los tensores d y e son completamente simétricos y de traza nula
en los indices p y en los indices v, por separado. Pero ademas, los
tensores d son simétricos y los e antisimétricos ante el intercambio

simultdneo de todos los indices p con los v.
Aoia i, =4, (6.2)

(6.4)

Uy g Ry e g

Basandonos en las ecnaciones (3.2) v (3.3) podemos encontrar
relaciones de recurrencia para los tensores d y s.

(I.‘L‘ RO N I PO P, | = z.LI :Ar+1a‘| ETRRES | +pl‘| 1‘:‘-{—1[3‘! ur+1:

=(a,, .. T -5, . ;1,.B;Lr+1) (L PR S T 3. ~,,4;3,,.+1) +
+ (“y.‘ ;A/'B;L'.+l + :lg.t, :L'.a‘ArJl_l) (a,‘ "l'g’r—{-l + ‘3(| :I'z:],_'_l)

Es decir

d;L| RO S TR TN | - (I‘“ vee gty s "I‘d“l‘{»—l Pl -
- e:L‘ Ay sy ‘;'ei‘l'—{—l Yopgel (‘;5)
y andlogamente
N N LI TR WEIIUNEN ST
Flu ey '/;L,H; il (6.6)

Vamos a demostrar a continuacion que el tensor dado por la (6.1)
es realmente independiente de la eleccién de los vectores de polari-
zacion z, v 3,. Ellos son operadores de drivacion que sélo dependen
de n, y 3,. Para el rango cero lo afirmado es evidente. Para el segun-
do rango tenemos :

dovo= 25+ B3,
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Iis facil ver que éste es el tensor fundamental simétrico en los
planos perpendiculares a n, y 3,. Eu efecto, si efectuamos uua trans-
formacién ortoghbnal

a’u. = aa;}. + [‘B;L
B,P == ba‘:JL + ('B:A
at+ b =1
encontraremos que
2ol + BB, = (4,4 B,) (a0, 4-08,) + (— b, +a,) (= b, + aB)
=, + ﬁ'ﬁ pv

La propiedad mais arriba expresada, permite dar el tensord,;, ex-

plicitamente en funcién de n, y 2,. Teniendo presente que este ten-

sor opera siempre sobre funciones que saiisfacen la ecuaciéon de onda
puede ponerse :

07

doo= 3, — 32,0, — 1,071 — 4,3,07! (6.7)

Por su parte, el tensor ¢,;, es el tensor fundamental antisimétrico
en los planos perpendiculares a n, y 3,. El producto de dos de esos
tensores puede ser expresado en funcion de los tensores d.

Curin, Cuysv, = (a."-.ﬁ". - B;A. ) (o2, p"a = P, %)
= (o, o, +8,8.) (@ x) — (2,2, +8,8.) (2.2, +8.8.)
=y 0, Ay, dys (6.8)

Y ello implica, por recurrencia, que el producto de e,,, por cual-
quiera de los tensores ¢ de rango superior es expresable también en
fanciéon de los tensores d. Ello se sigue de la formula (6.6) y de la
(6.8).

Hemos demostrado por lo tanto, que todos los tensores d son ex-
presables en funcion de tensores d de rango inferior y por consi-
guiente que son independientes de la eleccién de los vectores de
polarizacién «, y f,. Mediante la (6.5), 1a (6.6) y la (6.8) encontra-
mos explicitamente.

d.u.‘ B R T | = d:‘.' R A + dpt‘ e Bp_1Bp g1 e Y =)L
e %, Ppli o 1 (dg,.; :l,r+l(1‘/r1 vp—1 +
—_ [¥
+ (I‘*; Py d(‘r—{—l R d:‘r eS| dl‘r-{—l : ‘r) (6"))
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En particular, el tensor de cuarto rango resulta ser
‘I:A.:‘L2 P d:*. P ’I:A; i T (I;x. 3 (]1‘2 iy T d». : :AJI". i (6.10)

A partir de un tensor de rango 2r, definiremos ahora un tensor
de rango 2s (s > r) por intermedio de

e ?,

Aoouiu e, = 372670, .9, +

| e g el ot Yy . ’Iu @

r+1 8 T R A

+ (sim. p) + (sim.v) (6.11)

Estos nuevos tensores son tambiin simétricos en los indices p y
en los indices v separadamente. Son ademas simétricos ante el inter-
cambio simualtidneo de todos los indices p con los v,

7. Cuantificacion.

Las 2s41 cantidades escalares Q®, definidas en el namero 4, son
coordenadas libres del campo que satistacen las ecnaciones (4.5).
Impondremos entonces sobre ellas las reglas candénicas de conmu-
tacion

[Q9(2), Q¥ (@)] = .3 . D (2 — o (7.1)

D (x — a’) es la funcion relativisticamente invariaunte de Jordan.

-~

Los simbolos ¢ son:

W' =0 para gg' y S =zt

Las relacionss de conmutacion son las usuales para las coordena-
das de la parte completamente transversal del campo. En cambio,
para las coordenadas de las partes longitudinales dejamos abierta
la asignacion del signo de las correspondientes relaciones de con-
mutacién. (Véase J. G. Valatin® para el campo electromagnético).
Sin embargo, tomaremos en todos los casos el mismo =¥ para
¢ =2r y para g = 2r + 1. Todo esto estd relacionado con el hecho
de que cuando se admite la invariancia de gauge, la parte completa-
mente transversal del campo es la @nica realmente libre y sus rela-
ciones de conmutacion deben ser las ecanénicas.

Las relaciones de conmutacion para los tensores A(r)r puede ser

deducido de la férmula (4.3) y de la (7.1)



T ) , oy opn ;g
ALY L (@), AN (@) = s QP (), Q0 @) +

£

-

+ Baony - B QU (), QY (7).

(7.2)
=i, al‘)" (a;l.l...:l.r “,HP..»,., + ﬁl’w"'l‘r pl'¢1...~1'.) D (‘v - m/)

En la (7.2). 2’ y ' operan sobre la variable &/ de D (z —a'). Natu-
ralmente, podemos hacer que operen sobre la variable «, atin sin cam-
bio de signo, puesto que por las condiciones (3.1), los vectores de
polarizaeion sélo dependen de la direccion del vector de derivacion.
Hgto tiltimo implica que a, y'BP, y con ellos todos los tensores de
polarizacidn transversal. contienen por cada operador de derivacion
el operador inverso 2—!. Por ese motivo podemos hacer en la (7.2)

AV @), AD @)

1
Fyoee oy PRETRS =

;

= i * ETV' (au.i...p,r av‘...vr + p;l.|...;xr pv|..."r,‘)

Dx—a) (7.3)
¥ por la definicion (6.1)

T A () ] P
A:*‘ . (fL‘), A\,‘ - (CL")J =1{.¢"™.d,

T A

D (e —x') (7.4)

Es aliora facil obtener las relaciones de conmutaciéon para los ten-
(r)

sores Af:),,.h dados por la (2.7). Teniendo presente que AH‘_,_,.g se

canstruye a partir de Af‘),,.}‘r mediante un ntimero par de operadores

de derivacion (Cf. (2.7)), podemos partir de la (7.4) y llegar a

A M rh) s st ")
‘_:\;L, see g (x)y Av| Vg (fl«',):} =1. :l‘1 . dp, vanfhg 5y e

- D (2 —2) (

-1
ot
~

donde se ha utilizado la definicién (6.11).

Las relaciones de conmutacion entre las componentes del tensor
de campo se obtienen porla (2.11). es decir sumando sobre » y »’
en la férmula (7.5).

[A,, @) A, (@] =1.d, .0 D(@—2a) (7.6)
Siendo
Qo ooigiorg = 5 A gy & = 27 (7.7)
T

Las relaciones (7.6) son compatibles con las condiciones suple-
mentarias (1.2) y (1.3). Ello es asi porque todos los tensores
d,, ..spi+, ., Qados por la (6.1) son de traza nula y perpendiculares a



- 272 —

)

P Y A TR

d,. Por lo tanto los tensores (1:(: , que se construyen mediante

lIa (6.11) son también de traza nula pero aunque ellos no son perpen-
diculares a 2, son tales que al tomar la cuadridivergencia resulta un
término proporcional al dalembertiano 2,2, y como la funcién
D (¢ — x') satisface la ecuacién de onda, tenemos que la cunadridiver-

gencia de di”le‘s operando sobre D (x—«’) da cero. Esto trae

5

como consecuencia. a traves de (7.7), la veracidad de lo afirmado.

8. Aplicacién al campo vectorial.

Este caso corresponde al campo electromagnético y veremos (ue
nuestro formalismo concuerda con el de J. G. Valatin (3).
El vector de campo es A, y la descomposicion (2.11) da

A, = ALU) + Af}) (Comparar v. 14)

Con V.14 hemos simbolizado la férmula 14 de la referencia (3).
Por 1a (2.8), A es normal a n,
n,AY =0 (V. 6a)
Por la (2.9), y la (4.4)

IIZAA“‘U’ = A0 — Q(l) (V. 121))

Tomando ¢ = % = — 1 la relacién (7.1) coincide con V. 10.
La (6.11) da
av, =2, (V.13a; el signo estd en &%)
v =d, ,
y por la (6.7) |
AN =2, - 37730, — ndd37 ! — 022! (V.7%a)

Por consiguiente la (7.7) da

d, =2, — 20700 — 03" —ndd! (V.15a)

PR

De manera que las relaciones de conmutacion (7.6) coinciden, para
el campo vectorial, con lasrelaciones (V. 13) tomadas por G. Valatin.
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9. Aplicacion al campo tensorial de segundo rango.

El miembro de la derecha de la descomposicién (2.11) contiene
ahora tres tensores de segundo rango, que por la (2.7) se expresan
en la forma

A =237R2A0; A =3713,40 4 37AM;
AD = A, — A — A®)

Expresando los tensores de campo en funcion de las coordenadas
candnicas mediante la (4,3), es:

A =3"23.Q"
A =3"12Q% +3712,2Q% +272,2Q% + 3-12.2,Q®
Al =4, QW+ 2,Q0

y por lo tanto el tensor de campo total se expresa en fancién de las
coordenadas canonicas mediante :

A, = A;‘{) + Aﬂ‘_{’ + Af} =2"R2QM +371Q,s, + d,) QP
+ 71 (2,8, +98.) QP + 2,,QW + 5.Q%
Las relaciones de conmutacion se encuentran ahora ficilmente :

[AY (o), AR (@)] = i ©.2742,230,D (2 — )
[A) (@), AD (@) = i.e'. 2722240, 4 3, .4, +2.2,40 +

3, 2,4 D (2 — a)
| A% (), AD (@) = i (0, @, + AV 4D — a0 a )

D(x — @)

Las relaciones de conmutacién entre las companentes del tensor
de campo se obtienen sumando.

Es de hacer notar que la ltima relaciéon de conmutacién escrita
coincide con aquella tomada por T. Kimura (2) para el campo gravi-
tatorio transversal «entrante », si se substrae la parte de traza de
ese campo en sus resultados, en efecto, dicha parte de traza esta
tomada en cuenta en las relaciones de conmutacién escritas, siendo

s o) g
tod,,d, D (x—a)
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Por lo tanto, agregando este término tendriamos las relaciones de
conmutaciéon de un campo transversal con traza

(B, (@), B, @) = i.@", a" + a¥ al) D (x—x)

S5
LY

que concuerda por completo con las relaciones tomadas por T. Ki-
mura.





