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S P I N  G L A S S E S  A N D  N E U R A L  N E T W O R K S

N e s t o r  F A R G A

C e n t r o  .Atewnico B a r i l o c h e  an d  Institute» B a l s e i r o ,

8 4 0 0 »  B a r i l o c h e , R i o  N e g r o ,  A r g e n t i n a

T h e  m e a n - f i e l d  t h e o r y  of s p i n  g l a s s  m o d e l s  ha s  b e e n  u s e d  a s  a  
p r o t o t y p e  o-f s y s t e m s  w i t h  f r u s t r a t i o n  a n d  d i s o r d e r .  O n e  of the 
m o s t  i n t e r e s t i n g  r e l a t e d  s y s t e m s  a r e  m o d e l s  of a s s o c i a t i v e  
m e m o r i e s . In t h e s e  l e c t u r e s  w e  r e v i e w  th e  m a i n  c o n c e p t s  
d e v e l o p e d  to s o l v e  t h e  S h e r r i n g t o n - K i r k p a t r i c k  m o d e l  a n d  its 

a p p l i c a t i o n  to n e u r a l  n e t w o r k s .

1. I N T R O D U C T I O N

O r i g i n a l l y  p r o p o s e d  to e x p l a i n  t h e  b e h a v i o u r  of m a g n e t i c  

i m p u r i t i e s  in a n o n - m a g n e t i c  m a t e r i a l ,  s p i n  g l a s s  m o d e l s  h a v e  

b e c o m e  i n t e r e s t i n g  by t h e m s e l v e s  ' . T h i s  is n o t  o n l y  b e c a u s e  of 

t h e i r  a p p l i c a t i o n s  to S t a t i s t i c a l  M e c h a n i c s  b u t  a l s o  t o  o t h e r

a r e a s  of S c i e n c e .

T h i s  s i t u a t i o n  w a s  m o t i v a t e d  by the p r o g r e s s  d o n e  in the 

u n d e r s t a n d i n g  of t he m e a n - f i e l d  t h e o r y  of s p i n  g l a s s e s  ana, in 

p a r t i c u l a r ,  of the m u l t i - v a l l e y  s t r u c t u r e  o f  i t s  e n e r g y  l a n d s c a p e .

In the n e x t  s e c t i o n  t h e  c o n c e p t  of f r u s t r a t i o n  is g i v e n  a nd the 

s p i n  g l a s s  m o d e l s  a r e  d e f i n e d .  It is a l s o  d i s c u s s e d  h ow t wo 

r e l e v a n t  f e a t u r e s  of t h e s e  m o d e l s ,  d i s o r d e r  a n d  f r u s t r a t i o n ,  a l s o  

a p p e a r  in o p t i m i s a t i o n  p r o b l e m ® .  S e c t i o n  3 is d e v o t e d  to t h e  

m e a n - f i e l d  t h e o r y  o f  s p i n  g l a s s e s !  the m e a n - f i e I d  e q u a t i o n s ,  t h e  

r e p l i c a  m e t h o d ,  o r d e r  p a r a m e t e r s ,  the h i e r a r c h i c a l  o r g a n i z a t i o n  of 

p u r e  s t a t e s  an d  s e v e r a l  u i t r a m e t n c i t y  t e s t s  a r e  d i s c u s s e d .  A n  

a p p l i c a t i o n  of s o m e  of t h e s e  s p i n - g l a s s  c o n c e p t s  to t h e  g r a p h  

c o l o u r i n g  p r o b l e m  is g i v e n  at t he en d  of t h e  s e c t i o n .

In S e c t i o n  4 m o d e l s  of a s s o c i a t i v e  m e m o r i e s  a r e  r e v i e w e d .  A f t e r  

a d i s c u s s i o n  of tft® H o p f i e l d  m o d e l  s o m e  o f  i t s  u n r e a l i s t i c  

f e a t u r e s  a r e  m e n t i o n e d .  Th e  m o d i f i c a t i o n s  i n t r o d u c e d  in the 

s t a n d a r d  m o d e l  to g e t  rid of s o m e  of t h e m  a r e  d e s c r i b e d .  T h e  last 

s e c t i o n  c o n t a i n s  t b &  c o n c l u s i o n s .

2. F R U S T R A T E D  S Y S T E M S .  S P I N  G L A S S E S  A N D  O P T I M I Z A T I O N  P R O B L E M S

1

T h e  m e a n  - f i e l d  t h e o r y  of s p i n  g l a s s e s ,  the S h e r r i n g t o n  

K i r k p a t r i k  <SK> m o d e l 1 , h a s  b e e n  t a k e n  d u r i n g  th e  last f ew y e a r s  

a s  a p r o t o t y p e  of s y s t e m s  w h i c h  h a v e  c o m p l e x  c o o p e r a t i v e  b e h a v i o u r  

a s  a c o n s e q u e n c e  of t h e  p r e s e n c e  of d i s o r d e r  and f r u s t r a t i o n .  

B e c a u s e  o f  this, r e c e n t  d e v e l o p m e n t s  in th e  a r e a  h a v e  had 

i n f l u e n c e  in o t h e r  f i e l d s 2 , t h e s e  i n c l u d e !

S t a t i s t i c a l  M e c h a n i c s ,  h e r e  w e  c a n  m e n t i o n  p r o b l e m s  w i t h  

q u e n c h e d  d i s o r d e r ,  d i f f u s i o n  in h i e r a r c h i c a l  s p a c e s ,  etc.

C o m p u t e r  S c i e n c e ,  in t h i s  f i e l d  th e  i n f l u e n c e  h a s  b e e n  b o t h  in 

t h e  d e s i g n  of s p e c i a l  a l g o r i t h m s  an d  in a p o s s i b l e  c o n n e c t i o n  

b e t w e e n  the t h e o r y  of c o m p l e x i t y  an d  p r o p e r t i e s  of d i s o r d e r e d  

s y s t e m s .

B r a i n  M o d e l l i n g ,  s p e c i a l l y  w i t h  r e s p e c t  to t h e  b r a i n  a b i l i t y  to
9

w o r k  a s  an a s s o c i a t i v e  m e m o r y  ,

B i o l o g y ,  it w a s  s u g g e s t e d  t h a t  th e  m o d e l  c o u l d  be a p p l i e d  to 

p r o b l e m s  s u c h  a s  p r o t e i n  f u n c t i o n  a n d  s t r u c t u r e  o r  to the i m m u n e  

s y s t e m .  A p o s s i b l e  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  c e l l u l a r  a u t o m a t a  u s e d  to 

d e s c r i b e  cell d i f f e r e n t a t i o n *  (thé K a u f f m a n  m o d e l )  an d  t h e  SK 

m o d e l  c o u l d  g i v e  c l u e s  to u n d e r s t a n d  d i s o r d e r e d  a u t o m a t a  

n e t w o r k s 5 .

T h e  c o m m o n  f e a t u r e  of t h e s e  s y s t e m s ,  w h i c h  it r e s p o n s i b l e  of 

i t s  m a i n  p r o p e r t i e s ,  is t h a t  t h e y  ar e  g o v e r n e d  by a r a n d o m  

f u n c t i o n  of a l a r g e  n u m b e r  of v a r i a b l e s  a c t i n g  in a c o n f l i e t i v e  

w a y  to a c h i e v e  a s p e c i f i c  g o a l ,  t y p i c a l l y  the m i n i m i z a t i o n  o f  that 

f u n c t i o n .

S p i n  g l a s s  m o d a l s  a r e  th e  b e s t  u n d e r s t o o d  of t h e s e  s y s t e m s .  

T h e y  h a v e  been o r i g i n a l l y  p r o p o s e d  to e x p l a i n  the b e h a v i o u r  of 

r a n d o m  m a g n e t i c  i m p u r i t i e s  in a n o n - m a g n e t i c  m a t e r i a l  . The 

i m p u r i t i e s  ar e  d e s c r i b e d  by q u e n c h e d  v a r i a b l e s .  i.e. v a r i a b l e s  

w h i c h  d o  n o t  f l u c t u a t e  in an y  r e l e v a n t  t i m e  scal e .  In a real 

s y s t e m  t h e  r a n d o m n e s s  is in t h e i r  p o s i t i o n ,  th e  s i m p l e s t  enoael 

i n s t e a d  a s s u m e s  the i m p u r i t i e s  ar e  on t he s i t e s  of a r e g u l a r  

l a t t i c e  a n d  t hat t he e f f e c t  o f  the d i s o r d e r  ca n  be a c c o u n t e d  for 

t h e i r  m u t u a l  c o u p l i n g s .  W h a t  the p h y s i c a l  s y s t e m  and the 

t h e o r e t i c a l  m o d e l s  s t i l l  h a v e  in c o m m o n  is the e x i s t e n c e  of 

c o n f l i c t  b e t w e e n  t h e  i n t e r a c t i o n s ,  an e f f e c t  k n o w n  a* 

f r u s t r a t i o n 7 .

T h e  Edwards-Anderson m o d e l  is defined by the h a m i 1t o n i a n



w h e r e  t he N  m a g n e t i c  m o m e n t s  S i a r e  o n  & r e g u l a r  l a t t i c e  b u t  th e  

n e a r e s t - n e i g h b o u r  c o u p l i n g s  ar e  o b t a i n e d  w i t h  a d i s t r i b u t i o n ,  

u s u a l l y  the g a u s s i a n  o r  the ±J d i s t r i b u t i o n s ,  a l l o w i n g  b o t h  

f e r r o m a g n e t i c  an d  a n t i - f e r r o m a g n e t i c  v a l u e s .  F o r  t h e s e  c a s e s

P U i j > “ 1/2 - J> + j n  <2.2a)

or

P (Jij> “ r  e *P (' J ij* / 2  J*) t2‘2b>

V2r?J*

r e s p e c t i v e l y .

S i n c e  the c o u p l i n g s  c a n  be e i t h e r  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e  *  g i v e n  

s p i n  m a y  r e c e i v e  c o n f l i c t i n g  d e m a n d s  f r o m  it s  n e i g h b o u r s  in o r d e r  

t o  l o w e r  the e n e r g y  f u n c t i o n  H ^ .  T h i s  is c l e a r l y  a p p r e c i a t e d  in 

f i g u r e  1 w h e r e  h a s  to d e c i d e  w h e t h e r  to a l i g n  w i t h  o r  to

a d o p t  a d i r e c t i o n  o p p o s i t e  to S # . A  l o o p  s u c h  a s  t h i s  is s a i d  to 

be f r u s t r a t e d .

T h e  e x i s t e n c e  of f r u s t r a t i o n  m a k e s  i t  h a r d  to f i n d  the g r o u n d  

s t a t e  of the s y s t e m  s i n c e  in g e n e r a l  t h e  p r o b l e m  c a n n o t  be s o l v e d  

b y  a local a n a l y s i s -  On t h e  o t h e r  h a n d  m a n y  s o l u t i o n s  of s i m i l a r  

e n e r g y  e x i s t  b e c a u s e  t h e r e  ar e  m a n y  e q u i v a l e n t  w a y s  to f r u s t r a t e  

b o n d s .

F r u s t r a t i o n  a l s o  o c c u r s  in p r o b l e m s  of i n t e r e s t  in C o m p u t e r  

S c i e n c e s  w h i c h  c o n s i s t  in t h e  o p t i m i z a t i o n  o f  a c o s t  f u n c t i o n  . 

T h i s  is a g a i n  a f u n c t i o n  of a l a r g e  n u m b e r  of r a n d o m  v a r i a b l e s .  

W e l l - k n o w n  e x a m p l e s  ar e  t h e  t r a v e l l i n g  s a l e s m a n  p r o b l e m  (TSP) a n d  

t he g r a p h  c o l o u r i n g  p r o b l e m  (GCPi. In t h e  f i r s t  a s e t  of N  c i t i e s  

is g i v e n  t o g e t h e r  w i t h  its a s s o c i a t e d  d i s t a n c e  m a t r i x .  T h e  n u m b a r  

of c i t i e s  is u s u a l l y  l a r g e  a n d  th e  d i s t a n c e  is n o t  n e c e s s a r i l y  

e u c l i d e a n .  The- TS P  c o n s i s t s  in f i n d i n g  the- s h o r t e s t  t o u r  s u c h  that 

a f t e r  v i s i t i n g  o n c e  e v e r y  c i t y  it r e t u r n s  to t h e  i n i t i a l  one. 

S i m i i a r y  to t h e  s p i n  g l a s s  m o d e l  d i s c u s s e d  p r e v i o u s l y ,  the T S P  is 

a d i s o r d e r e d  s y s t e m  w h e r e  e i t h e r  t h e  p o s i t i o n s  of t h e  c i t i e s  or 

t h e  d i s t a n c e  m a t r i x  i t s e l f  a r e  r a n d o m .  A g a i n  a local s t r a t e g y  d o e s  

r o t  w o r k ,  if s t a r t i n g  f r o m  a n y  of t h e  c i t i e s  &  t o u r  is c o m p l e t e d  

by t h e  s i m p l e  p r o c e d u r e  o f  c h o o « i n g  s y s t e m a t i c a l l y  ths n e a r e s t

o n e  f r u s t r a t i o n  w i l l  s h o w  u p  w h e n  c l o s i n g  the loop.

In t h e  G C P  a  r a n d o m  g r a p h  h a s  to be p a i n t e d  w i t h  q c o l o u r «  

m i n i m i z i n g  t h e  n u m b e r  o f  n e i g h b o u r i n g  s i t e s  p a i n t e d  w i t h  t h e  s a m e  

c o l o u r .  T h e  d i s o r d e r  a p p e a r s  b e c a u s e  th e  g r a p h  is r a n d o m .  T h o  c o s t  

f u n c t i o n  a s s o c i a t e d  t o  a g i v e n  p a i n t i n g  of  the g r a p h  is

• w -
< i j )

M h e r ?  t h e  B u m  i s  o v e r  all t h e  b o n d s  of t h e  g r a p h  and d e n o t e s

t he c o l o u r  of v e r t e x  i. L e t  u s  n o t i c e  t h a t  in the l a n g u a g e  of 

S t a t i s t i c a l  M e c h a n i c s  t h e  B C P  is e q u i v a l e n t  to -find th e  g r o u n d  

s t a t e  of an a n t i f e r r o m a g n e t i c  P o t t «  m o d e l  d e f i n e d  on th e  r a n d o m  

g r a p h .  F r u s t r a t i o n  a p p e a r s  f or q = 2  and q c 3. F i g u r e  2 s h o w s  a g r a p h  

w h i c h  c a n n o t  be p a i n t e d  w i t h  t h r e e  c o l o u r s  w i t h o u t  f r u s t r a t e d  

bon d s .  It ha s  b e e n  p r o v e d  t hat for q = 4  p l a n a r  g r a p h s  are- not 

f r u s t r a t e d .  T h e  s a m e  is t r u e  for q>4.

Th e  T S P  a nd t h e  B C P  for q = 3  a r e  e x a m p l e s  of v e r y  d i f f i c u l t  

p r o b l e m s  c a l l e d  N P - c o m p l e t e B . T h e s e  a r e  c h a r a c t e r i z e d  by the fact 

t h a t  n o  o n e  c o u l d  f i n d  an a l g o r i t h m  a b l e  to s o l v e  t h e m  in 

p o l y n o m i a l  t i m e  in t h e  n u m b e r  of v a r i a b l e s  N. O n l y  e x p o n e n t i a l  

t i m e  a l g o r i t h m s  a r e  k n o w n .  B u t  n o  o n e  e o u l d  s h o w  t hat s u c h  

p o l y n o m i a l  a l g o r i t h m s  d o  n o t  exi s t .  B e s i d e s  it is k n o w n  th<st if 

o n e  of t h e m  c o u l d  b e  s o l v e d  in p o l y n o m i a l  t ime t hen the w h o l e  

c l a s s  h a s  th e  s a m e  p r o p e r t y .

A n  i n t e r e s t i n g  N P - c o m p l e t e  p r o b l e m  fo r  u s  is t he mear,-field 

a p p r o x i m a t i o n  of t h e  s p i n  g l a s s  m o d e l  d e f i n e d  p r e v i o u s l y .  It is 

t h e  SK m o d e l  w e  m e n t i o n e d  b e f o r e .  A f t e r  m a n y  y e a r s  of c o n t i n u o u s  

e f f o r t  it c o u l d  be s o l v e d  u s i n g  an a n s a t z  ind the s o l u t i o n  

i n t e r p r e t e d  p h y s i c a l l y “*. Of c o u r s e  n o  o n e  can s a y  t h a t  t h e r e  is 

n o t  a b e t t e r  s o l u t i o n  (one w i t h  lees f ree e n e r g y )  but in s p i t s  of 

m a n y  a t t e m p t s  n o b o d y  w a s  a b l e  to find it.

It is w e l l - k n o w n  t h a t  for the f e r r o m a g n e t i c  c a s e  th e  m e a n - f i e l d  

a p p r o x i m a t i o n  is e x a c t  for a model w h e r e  the i n t e r a c t i o n s  are 

e x t e n d e d  to all p a i r s  o f  m a g n e t i c  m o m e n t a .  T h e  s a m e  t r i c k  w a s  u sed 

to d e f i n e  the S k  m o d e l .

I n s t e a d  of H  w e  n o w  h a v e
«SJk



w i t h  th e  s u m  r u n n i n g  o v e r  all p a i r s  of s i t e s .  T h e  c o u p l i n g s  a r e  

a g a i n  c h o s e n  a t  r a n d o m  w i t h  d i s t r i b u t i o n s  s u c h  as t h o s e  in 

e q u a t i o n s  <2.2) b u t  n o w  t h e  v a r i a n c e  h a s  to s c a l e  w i t h  N  a s

J* «= J*/ N  (2.5)

in o r d e r  t o 1 h a v e  a w e l l - d e f i n e d  m o d 0 l in th e  t h e r m o d y n a m i c  limit.

A s  w e  s a i d  t h i s  m o d e l  w a s  s o l v e d  by g u e s s i n g  it s  s o l u t i o n .  

D i f f i c u l t i e s  a r i s e  w h e n  o n e  t r i e s  to f i n d  a l g o r i t h m s  t o  o b t a i n  t h e  

g r o u n d  s t a t e  of a f i x e d  s a m p l e *  T h e  s i m p l e s t  m e t h o d  c o n s i s t s  in 

d e c r e a s i n g  s y s t e m a t i c a l l y  th e  e n e r g y  o f  an i n i t i a l  c o n f i g u r a t i o n  

( c h o s e n  r a n d o m l y ) .  D e f i n i n g  the i n t e r n a l  f i e l d  at s i t e  i as

N

h . = T  J , , B . (2,6)
i u  J )

j=l
then

N

H  - - 1/2 y  U.S. <2.7)
SK L  1 1

i = i

c a n  b e  d e c r e a s e d  by s y s t e m a t i c a l l y  v i s i t i n g  all the s p i n s  ( e i t h e r  

r a n d o m l y  or  in an o r d e r l y  way)) f l i p p i n g  t h e m  w h e n e v e r  t h e y  p o i n t  

in th e  d i r e c t i o n  o p p o s i t e  to th e  a s s o c i a t e d  i n t e r n a l  fields

S i (t-H) » Sign Chi <t>3 (2.8)

W i t h  t h i s  p r o c e d u r e  o n e  e a s i l y  d e t e c t s  t h e  o r i g i n  of t h e

d i f f i c u l t i e s  w h i c h  p r e v e n t  u s  f r o m  f i n d i n g  t h e  t rue g r o u n d  s t a t e .

U n d e r  the s e q u e n t i a l  d y n a m i c s  of e q u a t i o n  (2.S) the s y s t e m  r e a c h e s

a f i x e d  p o i n t  w h e r e  it r e m a i n s  s t u c k  f o r  e v e r  b e c a u s e  it i» s t a b l e

unde r one spin~flip. O n l y  if the attraction basin of th© lowest

e n e r g y  s t a t e s  is b i g  t h e y  c a n  be f o u n d . U n f o r t u n a t e l y  a n u m e r i c a l

s i m u l a t i o n  s h o w s  t h a t  t h i s  is n o t  t h e  c a s e .  In f i g u r e  3 t he

a t t r a c t i o n  b a s i n  B, d e f i n e d  as the f r a c t i o n  of e v e n t s  w h i c h

r e a c h e d  a metaffltable s t a t e  of e n e r g y  E  is r e p r e s e n t e d  . A s  N

i n c r e a s e s  B t e n d s  t o  b e  p e a k e d  at a v a l u e  o f  E w h i c h  is l e s s  t h a n
o

t h e  o n e  f o u n d  w i t h  the a n s a t z i  E q  = - 0 . 7 6 3  .

T he o b v i o u s  w a y  to c i r c u m v e n t  t h i s  p r o b l e m  in S t a t i s t i c a l  

M e c h a n i c s  is to c o n s i d e r  t h a t  a l g o r i t h m  a s  a z e r o  t e m p e r a t u r e  

q u e n c h i n g  a n d  to r e a l i z e  t hat the b a r r i e r s  b e t w e e n  d i f f e r e n t

s t a t e s  c a n  b e  j u m p e d  b y  i n c r e a s i n g  t h e  t e m p e r a t u r e .  A n n e a l i n g  is 

b e t t e r  t h a n  q u e n c h i n g  f o r  p r o b l e m s  w i t h  m e t a s t a b l e  s t a t e s .  In the 

a n n e a l i n g  o n e  s t a r t s  f r o m  a h i g h  t e m p e r a t u r e  an d  d e c r e a s e s  it 

s l o w l y  u n t i l  a n  e n e r g y  m i n i m u m  is r e a c h e d  at T =0. T h e  p r o c e d u r e  

h o w e v e r  d o e s  n o t  g u a r a n t e e  t h a t  t h e  g r o u n d  s t a t e  w i l l  b e  f o u n d  a t  

t h e  end. P r o b a b l y  i t  w i l l  r e q u i r e  a n  e x t r e m e l y  s l o w  p r o c e d u r e  a n d  

e x p o n e n t i a l  t i m e s  to o b t a i n  a t r u e  g r o u n d  s t a t e .

S i m u l a t e d  a n n e a l i n g  c a n  b e  a p p l i e d  t o  t h e  o t h e r  t w o  p r o b l e m s  we 

m e n t i o n e d  b e f o r e .  F o r  th e  T S P  an d  t h e  6 C P  th e  c o s t  f u n c t i o n  is 

i n t e r p r e t e d  a s  an e n e r g y  f u n c t i o n  a n d  t e m p e r a t u r e  is i n t r o d u c e d  by- 

w e i g h i n g  c o n f i g u r a t i o n s  w i t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  B o l t z m a n n  f a c t o r .

3. T H E  M E A N - F I E L D  T H E O R Y  O F  S P I N  G L A S S E S
3.1. T h e  t e c h n i q u e s

T h e  S K  m o d e l  w a s  a l r e a d y  d e f i n e d  in t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .  H e r e

w e  sh a l l  r e v i e w  t h e  d i f f e r e n t  t e c h n i q u e s  u s e d  to u n d e r s t a n d  its

p r o p e r t i e s .  T h e s e  a r e

H u m e r  ical let u s  n o t i c e  t h a t  t h e r e  a r e  n o  r eal e x p e r i m e n t s  to

c h e c k  th e  r e s u l t s  of t h e  t h e o r y .  N u m e r i c a l  .iimuiations r e p l a c e

e x p e r i m e n t s  p r o v i d i n g  d a t a  to c o n f r o n t  w i t h  the t h e o r e t i c a l

p r e d i c t i o n s .  W e  s h a l l  n o t  e m p h a s i z e  t h i s  a p p r o a c h  b ut we shall

m e n t i o n  the r e l e v a n t  r e s u l t s  w h e n  n e c e s s a r y .

M e a n  f i e l d  e q u a t i o n s }  t h e s e  a r e  th e  e q u a t i o n s ,  f i r s t  d e r i v e d  by

D.J. T h o u l e s s ,  P .W. A n d e r s o n  a n d  R. P a l m e r  (TAP), w h i c h  s o l u t i o n
1 2

g i v e s  t h e  local m a g n e t i z a t i o n s

The r e p l i c a  s^thod'. m o s t  a n a l y t i c a l  r e s u l t s  h a v e  b e e n  f o u n d  

w i t h  t h i s  technique**.

3.2. T h e  m e a n  f i e l d  e q u a t i o n s .  T h e  m a ny-vali'jy p i c t u r e .

b e c a u s e  of th e  d i s o r d e r e d  c h a r a c t e r  of th e  m o d e l ,  the total

m a g n e t i z a t i o n  is 2 ero. F o r  a f i x & d  s a m p l e  {J. > the t h e r m a l
U

a v e r a g e s

m . =  < S  > , i * 1 . . .N (3.1)
i i ’

a r e  n o n -’er o  a t  low t e m p e r a t u r e .  T h e  T A P  e q u a t i o n s  g i v e  t h e i r  
12

v a l u e s ,  t h e y  ar e

mi= th['* 1 JiJmj ~ ( f l  Ji.ia - " > i ]  * <3’2)
J J

T h e  f i r s t  t e r m  in t h e  a r g u m e n t  of the h y p e r b o l i c  t a n g e n t  ¿9 the
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s a m e  w h i c h  a p p e a r s  for t h e  f e r r o m a g n e t i c  c a s e .  T h e  s e c o n d  o n e  is 

n e w  , -for a f e r r c n a g n e t  it d o e s  n o t  c o n t r i b u t e  b e c a u s e  t h e  

c o u p l i n g  s c a l e s  a s  J -  0 ( 1 / N > .  F o r  t h e  s p i n  g l a s s  t h e  v a r i a n c e  is 

0 ( 1 / N >  an d  th e  i n t e r n a l  f i e l d  h a s  t o  b e  c o r r e c t e d  w i t h  t h e  O n s a g e r  

t e r m ,  i.e. t h e  r e a c t i o n  of the o t h e r  s p i n s  d u e  to t h e  p r e s e n c e  of

S.. T h e  w h o l e  e x p r e s s i o n  i n s i d e  t h e  b r a c k e t s  is t h e  c a v i t y  field, 

i.e. the f i e l d  at s i t e  i in the a b s e n c e  of s p i n  i.

T h e  n u m b e r  of s o l u t i o n s  of t h e s e  e q u a t i o n s  c a n  b e  e v a l u a t e d  

W h i l e  fo r  T > T  ■= J the o n l y  s o l u t i o n  c o r r e s p o n d s  to a p a r a m a g n e t i c  

p h a s e ,  i.e. m. = 0, f or l o w e r  t e m p e r a t u r e s  t h e r e  a r e  m a n y  

n o n - t r i v i a l  s o l u t i o n s  w i t h  rtKi* o . T h e  o r d e r  p a r a m e t e r

N ___

1 V  2 < 3 3 )
Q - rr > m •
EA N L  1

i~ I

d r o p s  to z e r o  a b o v e  T c s i g n a l l i n g  t h e  e x i s t e n c e  of a p h a s e

t r a n s i t i o n  to a s p i n  g l a s s  p h a s e  w h e r e  t h e  t o t a l  m a g n e t i z a t i o n  is 

z e r o  b u t  th e  s p i n s  a r e  i r o i e n  in n o n - z e r o  v a l u e s .

T h e  n u m b e r  of s o l u t i o n s  b e l o w  T^_ g r o w s  e x p o n e n t i a l l y  w i t h  Ns

e x p  Cot( T ) N 3 w i t h  o ( 0 )  =z 0 . 2  a n d  <x(Tc >=0.

T h e s e  s o l u t i o n s  a r e  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  local m a g n e t i z a t i o n s

a s s o c i a t e d  t o  d i f f e r e n t  m i n i m a  o f  th e  f r e e  e n e r g y  . A c c o r d i n g  to

t h i s  p i c t u r e  c o n f i g u r a t i o n  s p a c e  s p l i t s  i n t o  m a n y  s e c t o r s ,  th e

f r e e  e n e r g y  b a r r i e r s  b e t w e e n  a n y  p a i r  o f  t h e m  b e i n g  i n f i n i t e  in

t h e  t h e r m o d y n a m i c  limi t .  F o r  a f i n i t e  s y s t e m  it is p o s s i b l e  to g o

f r o m  o n e  s e c t o r  o r  v a l l e y  to a n o t h e r ;  t h e  t i m e  t  to p a s s  the 

h i g h e s t  b a r r i e r s  s c a l e s  as

T  =  a N l/4 - b <3.4)

w h e r e  a and b d e p e n d  on t h e  t e m p e r a t u r e .

F o r  an i n f i n i t e  s y s t e m  e r g o d i c i t y  is b r o k e n .  E a c h  s o l u t i o n  of 

the T A P  e q u a t i o n s  is th e  s e t  of t h e r m a l  a v e r a g e s  “ < S i >o|

< i = l , . . . , N >  o v e r  a s i n g l e  v a l l e y  a.

T h e s e  v a l l e y s  a r e  th e  p u r e  s t a t e s  of t h e  S K  m o d e l .  If is t he 

f r e e  e n e r g y  of t he p u r e  s t a t e  o* t h e  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  the G i b b  s 

a v e r a g e  a n d  t h o s e  r e s t r i c t e d  t o  a s i n g l e  v a l l e y  is, -for a 

p h y s i c a l  m a g n i t u d e  A

7

<A> = £  P a  < A > a  (3.5)

ct

w h e r e  P  = e x p  t-ftF 3 a n d  t h e  s y m b o l  < > d e n o t e s  t h e  a v e r a g e  o v e r  
ot a

t h e  G i b b ' s  e n s e m b l e .

3.3. O r d e r  p a r a m e t e r

T h e  o r d e r  p a r a m e t e r  q c A  c a n  d e t e c t  the e x i s t e n c e  of t h e  s p i n  

g l a s s  t r a n s i t i o n  b u t  it d o e s  n o t  d e s c r i b e  p r o p e r l y  t h e  n a t u r e  of 

t h e  low t e m p e r a t u r e  p h a s e .  A s  we s a i d  t h i s  is c h a r a c t e r l i P d  b y  the 

e x i s t e n c e  of m a n y  v a l l e y s ,  a b e t t e r  o r d e r  parameter is o n e  a b l e  to 

d e s c r i b e  t h e i r  a p p e a r a n c e  b e l o w  T ^ .

L e t  u s  f i r s t  g i v e  a m e a s u r e  of t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  two s t a t e s

a  a n d  ft
N

d*(a,/?> = 1/N ^  * < 3 . 6a)

i=l

A 1 t e r n a t i v e l y  w e  c a n  u s e  t h e i r  o v e r l a p

V ' » I  • 
i=i

T h e  o v e r l a p  d i s t r i b u t i o n  a v e r a g e d  o v e r  all s a m p l e s  w i t h  the 

w e i g h t  <2.2), i s 10

P< q >  = P j (q> =  I  p £  P j  ( 3 -7>

a, ft

w h e r e  P ^  is t h e  B o l t z m a n n  w e i g h t  o f  s t a t e  a  of the s a m p l e  J. 

N o t i c e  t h a t  o n l y  s t a t e s  w i t h  th e  s a m e  f r e e  e n e r g y  d e n s i t y  (as 

N  -u m) a r e  r e l e v a n t .

P (q) is th e  o r d e r  p a r a m e t e r  w e  a re l o o k i n g  -far. F o r  the 

f e r r o m a g n e t i c  c a s e  it is a s e t  of d e l t a s !  for T > T c thE? o n l y  

s o l u t i o n  is the o n e  w i t h  m “G w h i c h  g i v e s  P (q) = <5<qi! for T <■ T^ 

t h e r e  a r e  two s t a t e s  r e l a t e d  by s y m m e t r y ,  th e  c o r r e s p o n d i n g  

o v e r l a p s  a r e  +m* a n d  —m* w h a t  g i v e s  P(q) = 1/2 C6(q->-m > +• 

<5< q - m 2 ) 1.

Fo r  t h e  S K  m o d e l  P<q> is n ot t r i v i a l .  A p a r t  from the 

s e l f - o v e r l a p  c o n t r i b u t i o n  g i v i n g  <5(q - q ^ »  t h e r e  is a f i n i t e  

c o n t r i b u t i o n  f r o m  all v a l u e s  of q as it is s h o w n  s c h e m a t i c a l l y  in 

f i g u r e  4.

T h e  e v a l u a t i o n  c f  P (q> w i t h  e q u a t i o n  (3.7> r e q u i r e s  the
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d e c o m p o s i t i o n  of t h e  B i b b ' s  s t a t e  i n t o  p u r e  s t a t e s  , F o r  a 

f e r r o m a g n e t  t h i s  c a n  b e  e a s i l y  d o n e  by i n t r o d u c i n g  a s m a l l  

m a g n e t i c  -field w h i c h  b r e a k s  the s y m m e t r y  b e t w e e n  th e  two p o s s i b l e  

pure s t a t e s .  T h i s  c a n  n o t  be d o n e  -for a s p i n  g l a s s .  H o w e v e r  it is 

p o s s i b l e  to o b t a i n  P ( q >  by a n a l y z i n g  o f  s p i n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  

in th e  G i b b ' s  sta t e .

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s

N  N
(k)

= i / N k £  J  [< S j • • -s j >] <3.8)

J 4-l J k =l

1 1 is e a s y  to s e e  thiit t h e s e  a r e  m o m e n t s  o-f the o v e r l a p  

d i s t r i b u t i o n ,  i.e.

q J ! >= Jdq P J (C|)" <3,9)

T h e  p r o o f  c o n s i s t s  in e x p r e s s i n g  e a c h  of t h e  two p o w e r s  o f  t h e

c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  in e q u a t i o n  <3.8) a s  s u m s  o v e r  p u r e  s t a t e s  a s

in e q u a t i o n  (3.5). U s i n g  t h e i r  c l u s t e r i n g  p r o p e r t y ,  e q u a t i o n  <3.9)

is i m m e d i a t e l y  o b t a i n e d .

N o w  it is p o s s i b l e  to s h o w  t h a t  P . ( q >  ca n  b e  e x p r e s s e d  in t e r m sJ
of tw o  real r e p l i c a s ,  a  a n d  t , of the s a m e  s a m p l e  as

Z O' T
■ J e J «51-

a , r

„  1 V  -/3H,<oO -/3H ,(t  > , f  i x \
J q “  “  2  e  — N--------< 5 -1 0 )

(to s e e  the e q u i v a l e n c e  b e t w e e n  t his e x p r e s s i o n  an d  th e  d e f i n i t i o n  

of P j ( q ) ,  e x p a n d  t h e  D i r a c  d e l t a  a n d  u s e  th e  f a c t  t h a t  t he 

c o r r e l a t i o n s  in e q u a t i o n  (3.8) a r e  the m o m e n t s  d e f i n e d  in e q u a t i o n  

<3.9)).

T h i s  e x p r e s s i o n  i s  s u i t a b l e  to p e r f o r m  n u m e r i c a l  s i m u l a t i o n s .  

T h e  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t  s i m u l a t e s  two i d e n t i c a l  s y s t e m s  

g e n e r a t i n g  s p i n  c o n f i g u r a t i o n s  a c c o r d i n g  to t h e i r  r e s p e c t i v e  

B o l t z m a n n  w e i g h t s .  T h e n  it is e n o u g h  to m e a s u r e  the o v e r l a p  

b e t w e e n  th e  t wo c o n f i g u r a t i o n s  at i n t e r v a l s  A t  and to e v a l u a t e  t h e
&

c o r r e s p o n d i n g  h i s t o g r a m .  T h i s  c a l c u l a t i o n  w a s  d o n e  by A.P. Y o u n g  

a t  a v a l u e  of T w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  in e q u a t i o n  <3.4) f o r  t h e  

e q u i l i b r a t i o n  time w e r e  k n o w n .  Th e  r e s u l t  s h o w s  the s h a p e  in 

f i g u r e  4.
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3 .4. T h e  r e p l i c a  m e t h o d

C o n t r a r y  to w h a t  is d o n e  in th e  T A P  a p p r o a c h ,  in the r e p l i c a  

m e t h o d  t h e  q u e n c h e d  a v e r a g e  is p e r f o r m e d  a n a l i t i c a l l y  a t  the 

b e g i n n i n g  of t h e  e v a l u a t i o n * .  B e s i d e s ,  t h e r m a l  a v e r a g e s  ar e  taken 

in t he G i b b ' s  s t a t e .  B e c a u s e  of t h i s  e r g o d i c i t y  b r e a k i n g  is s een 

in th e  n o n - t r i v i a l i ty of t h e  o v e r l a p  d i s t r i b u t i o n  P (q) and, in the 

l a n g u a g e  of t h e  r e p l i c a  f o r m a l i s m ,  it is d u e  to the b r e a k i n g  of 

t h e  r e p l i c a  s y m m e t r y .

T h e  f r e e  e n e r g y  p e r  s p i n  c o r r e s p o n d i n g  to th e  s a m p l e  is

fj « - ^  M  Zj , (3.11)

a s  u s u a l  its q u e n c h e d  a v e r a g e  is

f - 7a

=  J t d J 3  P ( J ) f j < 3 . S2a>

f = - —LjjC d J l  P < J >  I n  lj * < 3 . 12b)*
In o r d e r  to g e t  r i d  of t h e  In. Zj t h e  r e p l i c a  m e t h o d  u s e s

_n
Z - 1¿n Z , = iin.------ ♦ <3.13)

J nn-»Q

T h e  q u e n c h e d  a v e r a g e  i s  r e p l a c e d  by t h e  a n n e a l e d  a v e r a g e  of n 

r e p l i c a s ,  all of t h e m  w i t h  t h e  s a m e  se t  o f  c o u p l i n g s  CJ>. T h e  free 

e n e r g y  is f i r s t  e v a l u a t e d  f o r  i n t e g e r  n an d  t h a  l i m i t  n 0 is 

t a k e n  a t  t h e  e nd.

N o w  t h e  i n t e g r a l s  o v e r  t h e  c o u p l i n g s  a r e  s t r a i g h f o r w a r d  <e.g, a 

s e t  of N < N - l ) / 2  u n c o u p l e d  ga'ussian i n t e g r a l s ,  fo r  P(J) g a u s s i s n )  . 

A f t e r  t h e y  a r e  d o n e  w e  a r e  l e f t  w i t h  an e f f e c t i v e  h a m i l t o n i a n  for 

t h e  n r e p l i c a s :

Z" = J  e x p  j^*Nn/4 + (fi\/2) J  [?S tS i / N ] ] <3.14)

s i ^ a S b < n

h e r e  a , b  » a r e  r e p l i c a  i n d e c e s *  T h e  suit« o v e r  & d e n o t e s  the

t r a c e  o v e r  the n r e p l i c a  s p i n  c o n i i g a r a t i o n s .
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U s i n g  th e  g a u s s i a n  t r a n s f o r m a t i o n  < w i t h  v a r i a b l e s

ACQ3> <3.15)

w h e r e

an d

2? = f H f---- exp C- N
J •<*1 / w ^

A C G D  = - n ^ / 4  + ( f /2 £  < Q a sb >S “ M  ZtG:i

ZCQJ - J  e*p {/» I Ga ,b SaSb}

l < a < b < n

<3.16)

l < a < b < n

W h a t  is r e l e v a n t  ior u s  is t h a t  t h e  -free e n e r g y  f is g i v e n  by 

t h e  s a d d l e  p o i n t  d o m i n a t i n g  t h i s  i n t e g r a l ,  w h i c h  is a -family of 

n x n  m a t r i c e s .

N o t i c e  t h a t  s i n c e  all r e p l i c a s  a r e  e q u i v a l e n t  t h e  p e r m u t a t i o n  

g r o u p  is a s y m m e t r y  of th e  p r o b l e m .  If t h e  s a d d l e  p o i n t  d o e s  n o t  

b r e a k  t h i s  s y m m e t r y  w e  c a n  t a k e

Q h - q , <3 - 17>
a b

w h e r e  th e  p a r a m e t e r  q i s  d e t e r m i n e d  by a s a d d l e  p o i n t  e q u a t i o n .  

H o w e v e r  w h e n  t h e  e q u a t i o n  is s o l v e d  it is f o u n d  t h a t  t he s o l u t i o n  

is u n p h y s i c a l .  In p a r t i c u l a r  t h e  e n t r o p y  b e c o m e s  n e g a t i v e  a t  low 

t e m p e r a t u r e s }  a t  T = 0

S <0) = - 1 / 2 «  • < 3 . IB)

A l s o  the i n t e r n a l  e n e r g y  d o e s  n o t  a g r e e  w i t h  t h e  n u m e r i c a l  

s i m u l a t i o n s .

W h a t  h a p p e n s  is t h a t  t h i s  s o l u t i o n  is n o t  s t a b l e .  An a n a l y s i s  

or t h e  H e s s i a n  m a t r i x  # * A /ffCASQ s h o w s  t h a t  it h a s  n e g a t i v e  

e i g e n v a l u e s

S i r c e  th e  s a d d l e  p o i n t  is n o t  i n v a r i a n t  u n d e r  t h e  w h o l e

p e r m u t a t i o n  g r o u p  it is n e c e s s a r y  t o  b r e a k  t h i s  s y m m e t r y .  A

s u c c e s s f u l  a n s a t z  w a s  p r o p o s e d  by G. P a r i s i P } a c c o r d i n g  t o  t h i s

s o l u t i o n  r e p l i c a s  a r e  o r g a n i z e d  in a h i e r a r c h i c a l  w a y .  T h e  m a t r i x

e l e m e n t  Q  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  th e  o v e r l a p  b e t w e e n  r e p l i c a s  a 
a b  .

a n d  b. In t h e  f i r s t  s y m m e t r y  b r e a k i n g  t h e  n r e p l i c a s  a r e

d i s t r i b u t e d  in n/tat g r o u p s  o r  c l u s t e r s  o f  s i z e  R e p l i c a s  in the

11

s a m e  c l u s t e r  h a v e  o v e r l a p  w h i l e  -for t h o s e  in d i f f e r e n t  c l u s t e r s  

i t  is q  . Of c o u r s e  q 4> q o - I" & s e c o n d  s y m m e t r y  b r e a k i n g  r e p l i c a s  

in t h e  s a m e  c l u s t e r  a r e  a g a i n  d i s t r i b u t e d  in rn/m, s u b c l u s t e r s  of 

s i z e  m  . A t  e a c h  s t a g e  o f  t h e  s y m m e t r y  b r e a k i n g  t h e  f r e e  e n e r g y ,  

e n t r o p y ,  i n t e r n a l  e n e r g y  an d  o t h e r  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s  a r e  

e v a l u a t e d  an d  t h e  c o n v e r g e n c e  to the c o r r e c t  v a l u e s  1« c h e c k e d .

A  r e m a r k a b l e  a g r e e m e n t  w i t h  the n u m e r i c a l  d a t a  is o b t a i n e d  as 

t h e  n u m b e r  of b r e a k i n g s  i n c r e a s e s .  A t  th e  s e c o n d  s y m m e t r y  b r e a k i n g

o
o n e  h a s

S<0) ** - 0.004
ECO) - - 0.7636 (3.19)

for th e  z e r o  t e m p e r a t u r e  e n t r o p y  an d  i n t e r n a l  e n e r g y  r e s p e c t i v e l y .

N o  o n e  h a s  s h o w n  t h a t  t h i s  is the c o r r e c t  s o l u t i o n ,  bu t  n o  o n e  

c o u l d  d i s p r o v e  i t  b y  f i n d i n g  a b e t t e r  o ne. Its s t a b i l i t y  h a s  been 

¿ft
a n a l y z e d

In o u r  d i s c u s s i o n  of t he T A P  a p p r o a c h  w e  h a v e  s e e n  t h a t  the 

d i f f e r e n t  s o l u t i o n s  o f  the m e a n - f i e l d  e q u a t i o n «  w e r e  d i r e c t l y  

r e l a t e d  to a m a n y - v a l l e y  p i c t u r e .  H o w  is e r g o d i c i t y  b r e a k i n g  s e e n

in the r e p l i c a  a p p r o a c h ? .

A s  w e  k n o w  t h e  e x i s t e n c e  of m a n y  p u r e  e t a t e e  l e a d s  to »

n o n - t r i v i a l  o v e r l a p  d i s t r i b u t i o n  P < q ) .  In o r d e r  to u n d e r s t a n d  the 

e f f e c t  of r e p l i c a  s y m m e t r y  b r e a k i n g  on P <q> let u s  e x p r e s s  it m  

t e r m s  o f  r e p l i c a s .  T a k i n g  t h e  q u e n c h e d  a v e r a g e  of the c o r r e l a t i o n s

< 3.8)

< k ) < k ) 
q “ q.

M  N r -

i =1 i, =1 
i k

U s i n g  a g a i n  t h e  r e p l i c a  t r i c k  (3.13) t h e  m o m e n t s  q ' 5 c a n  be 

w r i t t e n  in t e r m s  of th e  r e p l i c a  o v e r l a p s  G ab

q < k )  .  U *  C 0 a b l k  ' 3 . 2 1 )

n-*0

However given a stable replica symmetry breaking matrix Q 

permutations of this solution will also be saddle points. 

Averaging over all of them



<*> = U r i  ..* - S  CO ,3k (3.22)
w . n < n - l > / 2  A  a b

n -»° (a.b)

Put since

q (k> = J d q  q k P(q) , <3.23)

P <q) c a n  be w r i t t e n  as

P ( q > :  ^ j 1 T f  l  6 < 0 ab - C) .

n-*0 / _ u, \( 3 » D /
H e r e  we s e e  t hat if P (q) is n o t  t r i v i a l  <a 6 - f u n c t i o n )  th e  

m a t r i x  Q c a n  n o t  b e  r e p l i c a  s y m m e t r i c . T he n e c e s s i t y  of r e p l i c a  

s y m m e t r y  b r e a k i n g  is r e l a t e d  to th e  e x i s t e n c e  of m a n y  p u r e  s t a t e s ,  

i.e. to e r g o d i c i t y  b r e a k i n g .

3 .5 . Three overlap distribution i Ul tramet r c i ty >

P(q> m e a s u r e s  tw o  s t a t e  c o r r e l a t i o n s .  To look for c o r r e l a t i o n s  

b e t w e e n  t h r e e  s t a t e s  w e  d e f i n e ,  s i m i l a r l y  to e q u a t i o n  <3.7)

p J ( V  W  = 1  pJr  6 i q * ~  V * ’ <5iq*~ 6< q»" V e t*  t 3 *2s>
Ctftr

a n d  its q u e n c h e d  a v e r a g e  P (q ^ sq a ,q s >. S i m i l a r l y  to P < q >  t h i s  

d i s t r i b u t i o n  ca n  be o b t a i n e d  ir t h r e e  d i f f e r e n t  w a y s

a) u s i n g  i t s  d e f i n i t i o n ,  e q u a t i o n  (3.25),

b) by M o n t e  C a r l o  s i m u l a t i o n s .  T he a n a l o g o u s  of e q u a t i o n  (3.10)

i n v o l v e s  t h r e e  real r e p l i c a s f

j 1 V  - ft CH,<»)+ H , i r l +  H  (?)3 .
P « V < W  = 1 e J J J

e-.T.Ç

f X r  o  - , £  £».?. t  f r  .

‘( - T T  - “.H " -* -   ̂ ' =,} ■
< 3 . 2 6 >

c> u s i n g  th e  r e p l i c a  m e t h o d .  T h i s  is the t e c h n i q u e  w h i c h  h a s
, . , 1 »

b e e n  o r i g i n a l l y  u s e d  to e v a l u a t e  it

Th e  r e p l i c a  t e c h n i q u e  a l l o w s  an a n a l y t i c a l  e v a l u a t i o n  q * t h e  

t h r e e  o v e r l a p  d i s t r * i b u t i o n . T h e  r e s u l t  is

P C q  ** 1 ^2 P < q t ) x < q t ).5(qi- q ^ i i q ^  q g > +

+ 1/2 -|p <q ^  )P <q 3 ) ® <d 4 - d I )<5(qî~ci3 ) + p e r m u t a t i o n s (3.27)
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w h e r e
q

x(q) *> f d q ' P ( q ' )  (3.2B)
-1

T h i s  e x p r e s s i o n  r e v e a l s  a r e m a r k a b l e  s t r u c t u r e  in t h e  s p a c e  of

t h e  p u r e  s t a t e s  of th B  S K  m o d e l :  g i v e n  t h r e e  of t h e m  t h e y  f o r m  a

t r i a n g l e  w h i c h  is e i t h e r  e q u i l a t e r a l  o r  i s o s c e l e s  w i t h  the

s h o r t e s t  s i d e  ( l a r g e s t  o v e r l a p )  at. i t s  b a s e ,  ft s p a c e  l i k e  t h i s  is
so

k n o w n  a s  a n  u l t r a m e t r i c  s p a c e

W h i l e  f or a m e t r i c  s p a c e  t h r e e  p o i n t s  A , B , C  o b e y  th e  t r i a n g u l a r  

i n e q u a l i t y

d ( A , C )  < d(ft,E<> + d < B ,C ) (3.29)

f o r  an u l t r a m e t r i c  s p a c e  a s t r o n g e r  i n e q u a l i t y  h o l d s

d (A ,C ) <  M a x  C d (A , B ), d < B , C ) 3  • ¡3.30)

A  w a y  to s e e  p i c t o r i a l l y  t h i s  p r o p e r t y  is to p u t  th e  p o i n t s  of 

t h e  s p a c e  in c o r r e s p o n d e n c e  w i t h  t h e  l e a v e s  of a tree, a s  in 

■figure S. Th e  p r o x i m i t y  b e t w e e n  a n y  tw o  p o i n t s  is g i v e n  b y  the 

v a l u e  on t h e  v e r t i c a l  a x i s  w h e r e  t h e y  m e e t ,  i.e. w h e r e  they h a v e  

t h a i r  n e a r e s t  c o m m o n  a n c e s t o r .

It is e v i d e n t  f r o m  t h i s  f i g u r e  t h a t  u 1t r a m e t r i e i t y  i m p l i e s  a 

h i e r a r c h i c a l  o r g a n i z a t i o n  of th e  p o i n t s  o f  th e  s p a c e .  C u t t i n g  the 

t r e e  a t  a s c a l e  q w e  s e e  t h a t  th e  s e t  of p o i n t s  o r  s t a t e s  s p l i t s  

i n t o  c l u s t e r s  s u c h  t h a t  t h e  o v e r l a p  b e t w e e n  a n y  p a i r  of t hem 

i n s i d e  th e  s a m e  c l u s t e r  is g r e a t e r  t h a n  q w h i l e  for t h o s e  in 

d i f f e r e n t  o n e s  it is l e s s  t h a n  t h i s  v a l u e .  C h o o s i n g  q '>q the 

c l u s t e r s  s p l i t  a g a i n  i n t o  s m a l l e r  s u b c l u s t e r s  w i t h  the c a m e  

p r o p e r t y  a s  b e f o r e  b u t  n o w  w i t h  r e s p e c t  t o  th e  ru.'W sc^sle q .

3.6. U1 t r a m e t n c i t y  t e s t s

A s  w e  s a i d  t h e  u l t r a m e t r i c  n a t u r e  of t h e  s p a c e  of p u r e  s t a t e s
ft

of the SK m o d e l  w a s  f i r s t  f o u n d  u s i n g  th e  r e p l i c a  m e t h o d  

H o w e v e r  t h i s  c a l c u l a t i o n  r e l i e s  e n t i r e l y  o n  an a n s a t s  w h i c h  

a s s u m e s  t h a t  r e p l i c a  s p a c e  i t s e l f  is u l t r e . r e t r i c 0 . U S t r a m e t r i c i t y  

o f  th e  p u r e  s t a t e s  is a d i r e c t  c o n s e q u e n c e  of u l t r a m e t r i c i t y  in 

r e p l i c a  s p a c e .  It i* i m p o r t a n t  t hen to h a v e  a l t e r n a t i v e  w a y s  to 

c h e c k  its e x i s t e n c e .  T h e  o t h e r  t w o  t e c h n i q u e s  w e  h a v e  at our 

d i s p o s a l  a r e  the T A P  e q u a t i o n s  an d  n u m e r i c a l  s i m u l a t i o n s .
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a) r/V5 e q u a t i o n s .  In t h i s  c a s e  t h e  p r o g r a m  t o  f o l l o w  is: first

o n e  s h o u l d  f i n d  s o l u t i o n s  o f  e q u a t i o n  ( 3 . 2 ) ,  o n c e  t h e s e  a r e  k n o w n

t h e i r  f r e e  e n e r g i e s  a r e  c a l c u l a t e d .  O n l y  t h o s e  w i t h  t h e  l o w e s t

f r e e  e n e r g y  s h o u l d  .be k e p t  a n d  t h e  l e n g t h  of all p o s s i b l e

t r i a n g l e s  c a l c u l a t e d .  U s i n g  the B o l t z m a n n  w e i g h t s  P a  a n d  th e

t r i a n g l e s  th e  c o r r e s p o n d i n g  h i s t o g r a m  is e v a l u a t e d .  A l t e r n a t i v e l y

o n e  s h o u l d  d e f i n e  a  q u a n t i t y  s u c h  t h a t  u l t r e m e t r i c i t y  c o u l d  b e

d e t e c t e d  e a s i l y  a nd u s e  it i n s t e a d  of

The t est is r e p e a t e d  for s e v e r a l  v a l u e s  o f  N  to s e e  h o w  th e

p r o p e r t y  s c a l e s  w i t h  t h e  s y s t e m  si z e .

T h i s  p r o g r a m  is d i f f i c u l t  to i m p l e m e n t .  A s  w e  s a i d  t h e  S K  model

is an N P - c o m p l e t e  p r o b l e m s  b e c a u s e  of t h i s  to b e  a b l e  to f i n d  the

l o w e s t  e n e r g y  s t a t e s  the s y s t e m  s i z e  s h o u l d  b e  k e p t  s m a l l .  A t

f i n i t e  t e m p e r a t u r e  e q u a t i o n s  C3.2) ar e  n o t  e a s y  to s o l v e ,  as a

c o n s e q u e n c e  o n e  c a n n o t  o b t a i n  a s e t  of s o l u t i o n s  l a r g e  e n o u g h  to
2 ft

c o n s t r u c t  a g o o d  h i s t o g r a m  for p <q ^ ,q g ,q # >

A n o t h e r  p r o b l e m ,  c o m m o n  to b o t h  t e c h n i q u e s ,  is t h a t  b e c a u s e  of 

f i n i t e  s x z e  e f f e c t s  it is h a r d  to d i s t i n g u i s h  u 1 t r a m e t r i c i t y  from 

th e  t r i a n g u l a r  i n e q u a l i t y 2 0 . As an e x a m p l e ,  for an i s o s c e l e s  

t r i a n g l e  s u c h  t h a t  its s i d e s  a n d  d g s a t i s f y

d = d  , d < d <3.31>
1 t a t

at  f i n i t e  N  o n e  w o u l d  s e e

d  = d t 0 ( 1 / NK ) . (3.32)
1 2

On  th e  o t h e r  h a n d  the t r i a n g u l a r  i n e q u a l i t i e s  a r e

Id -d I < d < d «- d _ ,  (3.33)
1 2  9 I i. 2 a

f r o m  w h e r e  w e  s e e  t h a t  a s m a l l  d c o u l d  b e  c o n f u s e d  w i t h  a f i n i t e
51

s i z e  c o r r e c t i o n .

A p o s s i b l e  u l t r « m e t r i c  ity t e s t  c o n s i s t s  in t h e  f o l l o w i n g  

p r o c e d u r e * 2 ! f i r s t  fi x  q a n d  c h o o s e  q < q % , t h e n  c o n s i d e r  all t h e  

t r i a n g l e s  w i t h  a n y  a n d  e v a l u a t e  th e  q u a n t i t y

„ __________ ,*
2

f *  d q t P ( q 4 ,q,,q,>
o

(3.34)
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F i n a l l y  c o m p a r e  t h e  u l t r a m e t r i c  h y p o t h e s i s  w i t h  a n u l l  o r  "no 

s t r u c t u r e "  h y p o t h e s i s  d e f i n i n g  the index

u . n /  (3.35)

I /* d q  J
o

F o r  an u l t r a m e t r i c  s e t  of s t a t e s  U s h o u l d  tend to z e r o  as N

i n c r e a s e s  w h i l e  for a f l a t  d i s t r i b u t i o n  it s h o u l d  v a n i s h .

T h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  for U  a re s h o w n  in t a b l e  1 for t w o  s y s t e m

s i z e s  (N= 3 2 , 6 4 ) ,  q « 0 . 6 2 5  an d  s e v e r a l  v a l u e s  of q . A g e n e r a l  
s 2

c o n v e r g e n c e  to z e r o  is o b s e r v e d  a l t h o u g h  it o c c u r s  at a r a t e  w h i c h  

d e p e n d s  o n  q a .

T A B L E  1

T h e  u I t r a m e t r i c i t y  i n d e x  U f o r  q^* 0 . 6 2 5 .

N  - 3 2 N  » 64

0 . 3 7 5 0 . 8 7 0.71

0 . 4 3 7 5 0 . 4 7 0 . 2 4

0 . 5 0 . 3 3 0 . 2 3

0 . 5 6 2 5 0 . 3 4 0 . 0 9 3

0 . 6 2 5 0 . 2 3 0 . 0 6 8

A c t u a l l y  t h i s  c a l c u l a t i o n  w a s  d o n e * *  for a model s l i g h t l y  

d i f f e r e n t  f r o m  t h e  S K  m o d e l ,  w h i c h  r e q u i r e s  o n l y  z e r o  t e m p e r a t u r e  

s o l u t i o n s  of t h e  T A P  e q u a t i o n s .  O n c e  w e  h a v e  the local 

m a g n e t i z a t i o n s  w e  a s s i g n  to the s o l u t i o n  the P o 3 t ; m a n n  w e i g h t

F — e x o  (4 V  J . . A. ».) <3.36)
£  1J 1  J

<i , j )

H o w e v e r  the p(q) for t his mo d e l  is v e r y  s i m i l a r ,  a l t h o u g h  n o t  

i d e n t i c a l ,  to t h e  SPC m o d e l  o n e  o v e r l a p  d i s t r i b u t i o n .  in f i g u r e s  

6 a  an d  6 b  w e  c o m p a r e  q ( x )  for b o t h  m o d e l s .

b) N u a e r i c a l  s i a u l a t  i o n s . T h i s  m e t h o d  c o n s i s t s  in th e  

s i m u l a t i o n  of t h r e e  i d e n t i c a l  r e p l i c a s .  A t  r e g u l a r  i n t e r v a l s  the 

t h r e e  o v e r l a p s  b e t w e e n  t h e m  a r e  e v a l u a t e d  a nd o r d e r e d  a c c o r d i n g  to 

t h e i r  v a l u e s !  q >  q . , £ q . Then, for a fixed q __ therrsoLM im<2 mvn mow.
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d i s t r i b u t i o n  of <5q » q . - q . is c o n s t r u c t e d .  R.N. B h a t t  a n d
mtd wari

A.P. Y o u n g 29 s h o w e d  t h a t  t h i s  d i s t r i b u t i o n  is p e a k e d  at 6 q  « 0, 

w i t h  a w i d t h  w h i c h  i n c r e a s e s  a s  N  ",

3.7. P r o p e r t i e s  o-f th e  u l t r a m e t r i c  s t r u c t u r e  of t h e  SK model 

D e f i n i n g  t h e  w e i g h t  of t h e  I 't h  c l u s t e r  a s

« ’Ç P  <3.37)
I L a  

ctcl

the d i s t r i b u t i o n  o f  c l u s t e r  w e i g h t s

y) - ^  6 <oj- oJj ) (3.38)

I

ca n  b e  e a s i l y  o b t a i n e d 1**. T h e  f u n c t i o n  y ( q >  is g i v e n  by

y (q) = Y , ( q )  (3.39a)
o

w h e r e
1

y , ( q )  = J  PJ < q ' i d q ' . ( 3 .3 9 b )
q

T h e  m o æ e n t s  of t h e  d i s t r i b u t i o n  a r e  d e f i n e d  as

>= J do> <J' fj ( « , y )  , (3.40)
o

t h e s e  g i v e  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  I: s t a t e s  a r e  in the s a m e  c l u s t e r , 

a s  ca n  be v e r i f i e d  u s i n g  e q u a t i o n s  (3.38) a n d  (3.37). A  s i m p l e  

c a l c u l a t i o n  g i v e s

w h i c h  d e p e n d s  on t e m p e r a t u r e  ¿»rid e x t e r n a l  m a g n e t i c  field o n l y  

t h r o u g h  th e  f u n c t i o n  y(q>.

Th e  f i r s t  m o m e n t ,  is t h e  a v e r a g e  w e i g h t .  All of t h e m  ar e

p o l y n o m i a l s  in yi q ) ,  fo r  i n s t a n c e

m 2 “ y

M  “ 1/2  y <l+y> (3.42)
3

T h e  c l u s t e r  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  fJ? o b t a i n e d  from its m o m e n t s ,

is
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i n t e g r a t i n g  it o v e r  a  it c a n  be s e e n  t h a t  t h e r e  is a n  i n f i n i t e  

n u m b e r  of c l u s t e r s ,  t h e s e  a r e  c o n c e n t r a t e d  a t  w = 0  b u t  t h e i r  w e i g h t  

i s  n e g l i g i b l e .

3 .8. T a x o n o m i c  a n a l y s i s  of u l t r a m e t r i c  s y s t e m s .  R e l e v a n c e  of 

f r u s t r a t i o n .

W e  s h a l l  d e s c r i b e  h e r e  h o w  to s t u d y  u l t r a m e t r i c i t y  b y  e x p l i c i t  

c o n s t r u c t i o n  of the h i e r a r c h i c a l  t r e e * 3'21*. S i n c e  in g e n e r a l  t his 

p r o p e r t y  b e c o m e s  e x a c t  o n l y  in th e  l a r g e  N l i m i t  it is n ot 

p o s s i b l e  to a s s i g n  a u n i q u e  t r e e  to a s e t  of s t a t e s  of a f i n i t e  

s i z e  s y s t e m .  W h a t  c a n  be d o n e  is t o  v e r i f y  »hat t w o  e x t r e m e  

p r o c e d u r e s  to d e t e r m i n e  a t r e e c o n v e r g e  to th e  si m e  a n s w e r  as N 

i n c r e a s e s .

T h e s e  p r o c e d u r e s  h a v e  b een u s e d  ir> b i o l o g i c a l  t a x o n o m y  bu t  

i t s  a p p l i c a t i o n  to a n y  s e t  of p o i n t s  s u s p e c t e d  to be u l t r a m e t r i c  

is s t r a i g h t f o r w a r d .

L e t  u s  f i r s t  s e e  w h i c h  is th e  p r o b l e m  t h a t  a r i s e s  w h e n  t r y i n g  

to b u i l t  th e  t r e e  a s s o c i a t e d  w i t h  a s y s t e m  w h i c h  is n o t  e x a c t l y  

h i e r a r c h i c a l . A t  th e  s c a l e  c o r r e s p o n d i n g  to t h e  m a x i m u m  o v e r l a p  

e a c h  s t a t e  is a c l u s t e r  by i t s e l f  a n d  th e  o v e r l a p  b e t w e e n  a n y  pair 

o f  t h e m  is a w e l l - d e f i n e d  q u a n t i t y .  A s  t h e  s c a l e  g e t s  s m a l l e r  we 

h a v e  to d e c i d e  h o w  to d e f i n e  th e  o v e r l a p  b e t w e e n  a s t a t e  a n d  a 

c l u s t e r  o f  s t a t e s .  F o r  e x a c t  u l t r a m e t r i c i t y  t he p r o b l e m  d o e s  not 

a p p e a r  b e c a u s e  t h e  s t a t e  h a s  th e  s a m e  o v e r l a p  w i t h  a n y  o f  the 

s t a t e s  in th e  c l u s t e r .  B u t  w h e n  t h i s  p r o p e r t y  h o l d s  o n l y  

a p p r o x i m a t e l y  t h e  t w o  e x t r e m e  p r o c e d u r e s  w h i c h  c o n s i s t  in d e f i n i n g  

t h i s  o v e r l a p  s y s t e m a t i c a l l y  e i t h e r  a s  t h e  s m a l l e s t  o r  as the 

i a r g e s t  o n e  b e t w e e n  the s t a t e  and t h o s e  a l r e a d y  in th e  c l u s t e r  

w i l l  g i v e  d i f f e r e n t  a n s w e r s .  T h e s e  t w o  p r o c e d u r e s  a r e  c a l l e d  

c o m p l e t e - l i n k a g e  an d  s i n g l e ~ 1i n k a g e  c l u s t e r i n g  r e s p e c t i v e l y .  In 

t h e  la r g e  N l i m i t  t h e y  s h o u l d  c o n v e r g e  to t h e  s a m e  t r e e  if 

u l t r a m e t r i c i t y  b e c o m e s  e x a c t .

T o  q u a n t i f y  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  th e  t w o  t r e e s  w e  n e e d  to 

d e s c r i b e  t h e i r  s t r u c t u r e  by c o n v e n i e n t  p r o b a b i l i t y

d i s t r i b u t i o n s * 3 . T h i s  c a n  be d o n e  u s i n g  the d i s t r i b u t i o n  of 

c l u s t e r  w e i g h t s  d e f i n e d  in e q u a t i o n  (3.38), t h a t  is the 

p r o b a b i l i t y  f<to,q> to havt? a c l u s t e r  of w e i g h t  w  w h e n  th e  t r e e  is



c u t  at a s c a l e  q. If t h e  d i s t r i b u t i o n s  a n d

o b t a i n e d  w i t h  c o m p l e t e - 1 i n k a g e  a n d  s i n g l e - l i n k a g e  c l u s t e r i n g  

r e p e c t i v e l y ,  c o n v e r g e  to st c o m m o n  d i s t r i b u t i o n  f o r  l a r g e  N  t h e n  w e  

s h a l l  s a y  t h a t  the s y s t e m  b e c o m e s  u l t r a m e t r i c  in t h a t  limit.

W e  sh a l l  u s e  t h e  t e c h n i q u e  in s y s t e m s  w h e r e  t h e  s t a t e s  a r e

g i v e n  t h e  s a m e  w e i g h t .  W e  c o n s i d e r  t h r e e  d i f f e r e n t  e x a m p l e s :

a) a s i m p l e  m o d e l  w h i c h  is e x p l i c i t l y  u l t r a m e t r i c  in t h e  l a r g e  

N  limit}

b) t h e  S K  m o d e l  w h e r e  N  of t he l o w e s t  e n e r g y  s t a t e s  a r e  g i v e n
3

t h e  s a m e  w e i g h t ;

c) the Q C P  w e  a l r e a d y  d i s c u s s e d  in S e c t i o n  2. T h e  N g s t a t e s  a r e  

q u a s i - o p t i m a l  s o l u t i o n s .

As w e  a l r e a d y  s a i d  a f e a t u r e  in c o m m o n  in t h e s e  e x a m p l e s  is 

»;hat all the s t a t e s  i n c l u d e d  in the t e s t  a r e  g i v e n  t h e  s a m e  

w e i g h t .  F o r  the S K  m o d e l  t h i s  m e a n s  to c o n s i d e r  it o u t s i d e  its 

n a t u r a l  f r a m e w o r k  w h i c h  is th e  S t a t i s t i c a l  M e c h a n i c s .

T h e  p u r p o s e  of t h i s  i s  t h a t  it m i g h t  be i n t e r e s t i n g  to 

i n v e s t i g a t e  p r o p e r t i e s  of the e n e r g y  l a n d s c a p e  s u c h  as 

c o r r e l a t i o n s  b e t w e e n  th e  m i n i m a ,  i n f l u e n c e  of t h e  P o l t z m a n n  

w e i g h t s  in u l t r a m e t r i c i t y  or s a m p l e  to s a m p l e  f l u c t u a t i o n s ,  

a t t r a c t i o n  b a s i n s ,  e t c .  T h e  e x p e r i e n c e  g a i n e d  in t h i s  w a y  will 

g i v e  n o t  o n l y  a d e e p e r  i n s i g h t  i n t o  t h e  p r o p e r t i e s  of t h e  SK 

m o d e l ,  b ut it m i g h t  a l s o  h e l p  to u n d e r s t a n d  h o w  t o  b u i l t  m o d e l s  

w i t h  s p e c i f i c  p r o p e r t i e s .

S i n c e  e a c h  of the N s s t a t e s  h a s  t h e  s a m e  w e i g h t  l/N«.* t h e  

w e i g h t  of the I 'th c l u s t e r  c o n t a i n i n g  n^ s t a t e s  is

6> = n T / N  <3.44)
I I a

T h e s e  h a v e  to be u s e d  in the e q u a t i o n s  of s u b s e c t i o n  3 . 7  to
> <

e v a l u a t e  th e  m o m e n t s  a n d  .

W e  p r o c e e d  n o w  to e x a m i n e  the t h r e e  e x a m p l e s .

a) In t h i s  s i m p l e  m o d e l  s t a t e s  a r e  g e n e r a t e d  w i t h  a b r a n c h e d  

s t o c h a s t i c  p r o c e s s  d e f i n e d  on the h i e r a r c h i c a l  t r e e  S i n c e

f o r  a n y  p a i r  of s t a t e s  t h i s  p r o c e s s  is t h e  s a m e  u n t i l  t h e i r  

n e a r e s t  c o m m o n  a n c e s t o r  is r e a c h e d ,  t h i s  g u a r a n t e e s  t h a t  the 

g - a t e s  a r e  o r g a n i s e d  a c c o r d i n g  to the p r o p o s e d  h i e r a r c h y .  fts N 

i n c r e a s e s  f l u c t u a t i o n s  in th e  v a l u e  of t h e  o v e r l a p s  a t  e a c h  n o d e  

d e c r e a s e  as l/vN" a n d  u l t r e m e t r i c i t y  b e c o m e s  e x a c t .
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F o r  a r e g u l a r  t r e e  s u c h  a s  th e  o n e  of f i g u r e  7 the m o m e n t s  

c a n  be o b t a i n e d  a s  th e  p r o b a b i l i t y  t h a t  k s t a t e s  a r e  in the s a m e  

c l u s t e r ,  fo r  q < q  t h e y  a r e

Mk <q> *= l/2k~1 • (3.45)

2 3  ■—  u
T h e  t e s t  w a s  d o n e  f o r  r e g u l a r  t r e e s  w i t h  q = 0  and q *0.6.

< > ° 1
In f i g u r e  8  w e  s h o w  th e  m o m e n t s  a n d  for two v a l u e s  of N. 

It is c l e a r  t hat a s  N  i n c r e a s e s  t h e i r  v a l u e s  c h a n g e  as e x p e c t e d ,  

a l t h o u g h  the c o n v e r g e n c e  s t e m s  to b e  slow.

In o r d e r  to a n a l y s e  th e  b e h a v i o u r  w i t h  N w e  c o m p a r e  in f i g u r e  9 

t h e  m o m e n t s  w i t h  t he d i r e c t  e v a l u a t i o n  b a s e d  on e q u a t i o n s

(3.42) a n d  (3.39). T h e  l a t t e r  a l w a y s  s t a y s  b e t w e e n  the s i n g l e  and 

c o m p l e t e  c l u s t e r i n g  r e s u l t s .  It c a n  be s e e n  t hat fo r  s m a l l  N 

<N=32, 64) the d i f f e r e n c e s  a r e  large, t h e  s y s t e m  s i z e  h a s  to 

i n c r e a s e  in a b o u t  o n e  o r d e r  of m a g n i t u d e  to v e r i f y  t hat al l  of 

t h e m  a r e  a p p r o a c h i n g  a c o m m o n  value.

A  s i m i l a r  b e h a v i o u r  c a n  b e  o b s e r v e d  in F i g u r e  10 for o t h e r  

m o m e n t s ,  t h e r e  w e  e x h i b i t  t h e  r a t i o

d k “ [M k “ ”1)'  2k_l < 3 ‘46)

a t  t h e  s c a l e  q = 0 . 5 ,  a s  a  f u n c t i o n  o f  N.

b) T h e  m o m e n t s  a n d  for t h e  S K  m o d e l  a r e  e h o w n  in f i g u r e

11. A g a i n  N “32 a nd 64. T h i s  f i g u r e  j.B to b e  c o m p a r e d  w i t h  f i g u r e  

8. A s  in t he f i r s t  e x a m p l e  t h e  d i f f e r e n c e  d e c r e a s e s  a s  N 

i n c r e a s e s  i n d i c a t i n g  t he e x i s t e n c e  of s o m e  d e g r e e  of 

u l t r a m e t r i c i t y . H o w e v e r  for t h e  S K  mo d e l  it is m u c h  h a r d e r  to 

e v a l u a t e  t h e s e  m o m e n t s  for N  as l a r g e  a s  30 0  b e c a u s e  of the 

p r o b l e m s  w e  a l r e a d y  m e n t i o n e d  in S e c t i o n  2.

c) T h e  6 CP w a s  a l r e a d y  d e s c r i b e d  in S e c t i o n  2. W e  c h o s e  the 

f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  o f  d i s t a n c e  b e t w e e n  th e  c o n f i g u r a t i o n s  a  and 

ft

die«,/?) <= ~  > < 1—6  _ ) (3.47)

i°l

w h e r e  t h e  s u m  r u n s  o v e r  a!l the v e r t i c e s  of the g r a p h  and

d e n o t e s  the c o l o u r  o f  n o d e  i irt t h e  c o n f i g u r a t i o n  «.

T h i s  e x a m p l e  a l l o w s  u s  to v e r i f y  that f r u s t r a t i o n  is a 

n e c e s s a r y  i n g r e d i e n t  in u l t r a m e t r i c  systems**'2*’. As  w e  s a i d  in
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S e c t i o n  2 t h e  G C P  w i t h  t h r e e  c o l o u r s  h a s  f r u s t r a t i o n  w h e r e a s  w i t h

q * 4  it is n o t  -frustrated* W i t h  t h e  t e c h n i q u e  w e  a r e  d i s c u s s i n g  it
itss»

is p o s s i b l e  t o  c h e c k  t h a t  u l t r a m e t r i c i t y  h o l d s  o n l y  for q = 3  .

F i g u r e  12 s h o w s  t he m o m e n t s  a n d  M ^  for q=3. A g a i n  it m u s t  be 

c o m p a r e d  w i t h  f i g u r e s  B a n d  11 c o r r e s p o n d i n g  to the o t h e r  t w o  

e x a m p l e s .  Ail of t h e m  h a v e  a s i m i l a r  b e h a v i o u r  w i t h  N, i n d i c a t i n g  

th a t  t he ‘ d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  s i n g l e - l i n k a g e  a n d  

co m p l  et e - 1  inkagt? c l u s t e r i n g  d e c r e a s e .

T h ©  c a s e  q = 4  is v e r y  d i f f e r e n t .  T h i s  ca n  be s e e n  by c o m p a r i n g  

the d i s t a n c e  d i s t r i b u t i o n s  P id) for b o t h  v a l u e s  of q. P (d> a n d
q &

P <d) a r e  s h o w n  in f i g u r e s  13 an d  14 r e s p e c t i v e l y .  W h i l e  P <d>
4 K

e x t e n d s  a v e r  all v a l u e s  o f  d a n d  d o e s  n o t  c h a n g e  w i t h  N, P^(d) 

a p p e a r s  c o n c e n t r a t e d  in a r e g i o n  a b o u t  0 . 7 7  (for N=70> a n d  it 

c h a n g e s  w i t h  N  b e c o m i n g  n a r r o w e r  a s  the s y s t e m  s i z e  i n c r e a s e s .  F o r  

q = 3  t h e  set of q u a s i - o p t i m a l  s o l u t i o n s  in v e r y  r e s t r i c t e d  a n d  t h e y  

a r e  s t a t e s  w i t h  s p e c i a l  p r o p e r t i e s -  F o r  q ~ 4  t h e r e  a r e  m a n y  o p t i m a l  

(zero c o s t  f u n c t i o n )  s o l u t i o n s  a n d  t h e y  a r e  u n c o r r e l a t e d  b e h a v i n g  

as  r a n d o m  f o u r  c o l o u r  c o n f i g u r a t i o n s .  T h e  o v e r l a p s  a r e  t h e n  

e x p e c t e d  tc be 0. 2 5 ,  w h a t  is in a g r e e m e n t  w i t h  th e  v a l u e  d £: 0 . 7 7  

c o r r e s p o n d i n g  to t he p e a k  in f i g u r e  S3 f o r  N = 7 0 .  O n e  c an e a s i l y  

c o m p u t e  s o l u t i o n s  for h i g h e r  v a l u e s  of q and v a r i f y  t h a t  P (d> ha s  

a b e h a v i o u r  s i m i l a r  t o  P  iq> w i t h  a p e a k  at d = l - l / q .
«4

N = 7 0 . N  “14 
S

A B R A I N  M O D E L L I N G .  M O D E L S  O F  A S S O C I A T I V E  M E M O R Y

4.1. T he H o p f i e l d  m o d e l

O n c e  th e  p r o p e r t i e s  of t h e  S K  m o d e l  w e r e  f u l l y  u n d e r s t o o d  th e  

a p p l i c a t i o n  to o t h e r  p r o b l e m s  of w h a t  had b e e n  l e a r n t  a f t e r  

s e v e r a l  y e a r s  of r e s e a r c h  w a s  a l m o s t  i m m e d i a t e * .  B r a i n  m o d e l l i n g ,  

in p a r t i c u l a r  m o d e l s  of a s s o c i a t i v e  m e m o r i e s ,  is p e r h a p s  t h e  m o s t  

i n t e r e s t i n g  e x a m p l e  of t h i s  .

By t h e  t ime the S K  m o d e l  w a s  b e i n g  u n d e r s t o o d  J. H o p f i e l d ® 0 had 

s t u d i e d  n u m e r i c a l l y  a m o d e l  of a s s o c i a t i v e  m e m o r y  w h i c h  m a d e  j u s t  

the r i g h t  h y p o t h e s i s  to a l l o w  the a p p l i c a t i o n  of s t a t i s t i c a l  

m e c h a n i c a l  t e c h n i q u e s .

T h e  b a s i c  e l e m e n t s  of t h e  m o d e l s  of a s s o c i a t i v e  m e m o r y  w h i c h  

h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d  b y  p h y s i c i s t s  a r e  t wo s t a t e  n o d e s  

( n e u r o n s )  a n d  s y n a p t i c  c o n n e c t i o n s  w h i c h  a r e  the c o u p l i n g s

b e t w e e n  p a i r s  of n e u r o n s .  T h e  n u m b e r  of n o d e s  is u s u a l l y  large.
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A  n e u r a l  n e t w o r k  is a s e t  of t h e s e  N  i n t e r c o n n e c t e d  n e u r o n s .  It 

is e n d o w e d  w i t h  a d y n a m i c s  w h i c h  s p e c i f i e s  h o w  t h e y  c h a n g e  t h e i r  

s t a t e  w i t h  time.

A l t h o u g h  t h e r e  h a s  b e e n  s o m e  w o r k  d o n e  o n  n e u r a l  n e t w o r k s  as 

c o m p u t i n g  d e v i c e s  (in p a r t i c u l a r  t h e y  h a v e  b e e n  a p p l i e d  to t r e a t  

N P - c o m p l e t e  p r o b l e m s * * )  w e  sh a l l  c o n c e n t r a t e  h e r e  o n  m o d e l s  of 

a s s o c i a t i v e  m e m o r i e s .

In g e n e r a l  t h e s e  s y s t e m s  w o r k  a s  -follows! f i r s t  a f e w  p a t t e r n s  

a r e  m e m o r i s e d }  t h e n  an i n p u t  p a t t e r n ,  o r  i n i t i a l  n e u r o n  

c o n f i g u r a t i o n ,  is g i v e n  as a s t i m u l u s  to th e  s y s t e m .  U n d e r  a g i v e n  

d y n a m i c s  t his s t a t e  is s u c c e s s i v e l y  m o d i f i e d  u n t i l  it r e a c h e s  a 

f i x e d  p o i n t .  T h i s  n e w  s t a t e  is o n e  of t h e  p r e v i o u s l y  m e m o r i z e d  

p a t t e r n s  o r  a t  l e a s t  v e r y  c l o s e  ta it. In t h i s  w a y  t h e  s t o r e d  

i n f o r m a t i o n  is r e t r i e v e d  w e l l  if the s t i m u l u s  i s  n o t  to o  d i f f e r e n t  

f r o m  a m e m o r i z e d  s t a t e .  It is s a i d  t h a t  th e  s y s t e m  w o r k s  by 

¡ a s s o c i a t i o n . S i n c e  c o n t r a r y  to w h a t  h a p p e n s  w i t h  s t a n d a r d  c o m p u t e r  

m e m o r y  h e r e  th e  i n f o r m a t i o n  is n o t  r e t r i e v e d  by g i v i n g  a p h y s i c a l  

a d d r e s s  b u t  by i t s  c o n t e n t  i t s e l f  t h e y  a r e  a l s o  c a l l e d  c o n t e n t  

a d d r e s s a b l e  m e m o r i e s .

T h e  H o p f i e l d  m o d e l  m a y  b e  c o n s i d e r e d  a s  a s t a n d a r d  m o d e l .  It 

w a s  th e  f i r s t  to be s o l v e d  a n d  m a n y  of t h e  l a t e r  n e t w o r k s  w e r e  

p r o p o s e d  by m o d i f y i n g  it u s u a l l y  w i t h  t h e  p u r p o s e  to o b t a i n  m o r e  

r e a l i s t i c  s y s t e m s .  L e t  u s  t h e n  b e g i n  w i t h  a b r i e *  d e s c r i p t i o n  of 

t h i s  m o d e l .

F i r s t  w e  h a v e  to e n c o d e  th e  i n f o r m a t i o n  to b e  s t o r e d .  T h i s  will
( &  )

b e  d o n e  by s e l e c t i n g  P  p a t t e r n s  {? J, <a=l,...,P, a t  r a n d o m  in 

s u c h  a w a y  t h a t  e a c h  c o m p o n e n t  £ , i = l , . . . , N ,  i s  +1 o r  -1 w i t h  

t h e  s a m e  p r o b a b i l i t y .  In t his c a s e  t h e i r  o v e r l a p ;

k l <‘f  < T  
i»l

a r e  0( 1 / Y h ) .

T h e n  w e  h a v e  to d e t e r m i n e  the w a y  t h e  i n f o r m a t i o n  w i l l  b e
(ci)

s t o r e d .  G i v e n  the se t  of p a t t e r n s  {? >, a l e a r n i n g  r u l e

e s t a b l i s h e s  the r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e m  a n d  t h e  s y n a p t i c  

c o n n e c t i o n s .  W e  s h a l l  t a k e

P

3. . * w  > i. ?. ( 4 .2 >ij N  L si S J
<*-1
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w h i c h  is k n o w n  as t h e  H e b b ' s  r u l e .  It i s  s u p p l e m e n t e d  w i t h  t h e  

c o n d i t i o n  N o t i c e  t h a t  in t h i s  m o d e l  th e  s y n a p t i c  m a t r i x  is

s y m m e t r i c .  B e s i d e s ,  t h e  i n d e p e n d e n t  q u e n c h e d  r a n d o m  v a r i a b l e s  a r e  

n o t  t h e  J's b u t  t h e  p a t t e r n s  C?01}.

W e  s t i l l  h a v e  to d e f i n e  th e  d y n a m i c s ,  i.e. th e  w a y  the 

m e m o r i z e d  p a t t e r n s  a r e  r e t r i e v e d .  D e n o t i n g  w i t h  { S ( t ) >  t h e  n e u r o n  

c o n f i g u r a t i o n  a t  t i m e  t th e  d y n a m i c s  of th e  H o p f i e i d  m o d e l  

c o i n c i d e s  w i t h  th e  o n e  d e f i n e d  in e q u a t i o n  <2.8) in c o n n e c t i o n  

w i t h  th e  SK m o d e l .

T h i s  d y n a m i c s  i m p l i e s ,  a s  we a l r e a d y  k n o w ,  t h a t  the e n e r g y  

f un c  t ion

H = -  S  J. , S . S  <4.3)
£  iJ i j

<ij>

d e c r e a s e s  s y s t e m a t i c a l l y  u n t i l  it r e a c h e s  a -fixed p o i n t .  If the 

n e t w o r k  w o r k s  p r o p e r l y  t h i s  final s t a t e  s h o u l d  be c l o s e  to o n e  of 

t he m e m o r i z e d  p a t t e r n s  if t h e  i n p u t  is n o t  to o  f a r  f r o m  it. 

E q u a t i o n  (4.3) is i d e n t i c a l  to t h e  h a m i l t o n i a n  of t h e  S K  m o d e l ,  

let us r e m a r k  h o w e v e r  t h a t  w h i l e  for t h e  s p i n  g l a s s  c a s e  t h e  long 

r a n g e  i n t e r a c t i o n s  a r e  n o t  r e a l i s t i c  in t h e  b r a i n  t h e s e  

c o n n e c t i o n s  a r e  f r e q u e n t .  H o w e v e r  a m o r e  r e a l i s t i c  m o d e l  h a s  to 

i n t r o d u c e  d i l u t i o n s  t he o r d e r  of m a g n i t u d e  of t h e  n u m b e r  of 

n e u r o n s  in t h e  b r a i n  is 1 0 **, b u t  e a c h  of t h e m  is c o n n e c t e d  o n l y  

to a b o u t  1 0 * o t h e r  n e u r o n s .

L e t  us s e e  u n d e r  w h i c h  c o n d i t i o n s  t h e  m o d e l  is a b l e  t o  w o r k  a s

an a s s o c i a t i v e  m e m o r y .  T h e  m e m o r i z e d  p a t t e r n s  h a v e  to be s t a b l e
1 ( ©t ) 

u n d e r  the d y n a m i c s ,  if t h e  n e t w o r k  is in s t a t e  C? > t h e

a c t i v a t i o n  f i e l d  d e f i n e d  as in e q u a t i o n  <2 .6) is

N

h i a) = S  J e <0,) <4.4>
i L  ij s j

j = l

V  {aft) „ <ft>- I  m 

ft=l

-ihere w e  u s e d  the H e b b ' s  r u i e  an d  the d e f i n i t i o n  <4.1). S e p a r a t i n g  

the t e r m  ft =• a
.(a) ,\a) , . c- ï
tv * + n o i s e ,  <4.5/

the n o i s e  t e r m  is t he c o n t r i b u t i o n  f r o m  the o t h e r  < P - 1 ) p a t t e r n s .
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It is e a s y  to e s t i m a t e ,  s i n c e  it c a n  b e  t h o u g h t  of a s  a r a n d o m  

wall; w i t h  ( P - l ) N  s t e p s  it is 0  i V  (P-  1) N > . O n l y  w h e n  t h i s  t e r m  

b e c o m e s  l a r g e  e n o u g h  to c o m p e t e  w i t h  the s i g n a l  c o n t r i b u t i o n  th e  

n e t w o r k  w i l l  d e s t a b i l i z e .  T h i s  o c c u r s  w h e n

P  - a  N  . <4.6)

T h e r e  is a v a l u e  of ct w h e r e  t h e  m e m o r y  d e t e r i o r a t e s .  T h i s  v a l u e ,  

t o g e t h e r  w i t h  a d e s c r i p t i o n  o f  t he w a y  t h i s  d e t e r i o r a t i o n  o c c u r s  

w a s  d e t e r m i n e d  a n a l i t i c a l l y  b y  A m i t  e t  a l . in a s e r i e s  of v e r y  

i n t e r e s t i n g  p a p e r s 2*'3'*.

T h e y  c o n s i d e r e d  t h e  H o p f i e i d  m o d e l  at f i n i t e  t e m p e r a t u r e ,  the 

z e r o  t e m p e r a t u r e  d y n a m i c s  d e f i n e d  by e q u a t i o n  <2.8) is n o w  

g e n e r a l i z e d  to a s t o c h a s t i c  p r o c e s s  s u c h  t h a t  n e u r o n s  a r e  u p d a t e d  

w i t h  t h e  p r o b a b i l i t y

■V
,, e x p  {-ft h 8 )

P < S  )a — -------------*-------— -------- *--- <4.7)
e x p  {-ft h S. ) + e x p  {ft h S.)^ 1 1  r t  i i

w h e r e  ft is the i n v e r s e  of t h e  t e m p e r a t u r e .

R e t r i e v a l  is n o w  m e a s u r e d  by the o r d e r  p a r a m e t e r

N

m <cl,~ I  J  , a  = 1 , . . . , P  <4.8)

i=l

w h i c h  d e t e c t s  t he e x i s t e n c e  of a t h e r m o d y n a m i c  p h a s e  c h a r a c t e r ! z e d  

by g o o d  r e t r i e v a l  of t h e  s t a t e

S i n c e  w e  a r e  n o t  i n t e r e s t e d  in th e  p r o p e r t i e s  of a s i n g l e  

s a m p l e  bu t  in t h o s e  w h i c h  a r e  c o m m o n  to m o s t  of t h e m  the d i s o r d e r  

is q u e n c h e d ,  t h i s  m e a n s  t h a t  w e  h a v e  to a v e r a g e  the f r e e  e n e r g y  

o v e r  the s t o c h a s t i c  p r o c e s s  u s e d  to s e l e c t  the p a t t e r n s .  D e n o t i n g  

t h i s  a v e r a g e  w i t h  a b a r

f =  - -jrl I n  Z <4.9)
N

T h e  d i f f e r e n c e  w i t h  t he S K  m o d e l  lies in the w a y  the c o u p l i n g s  

a r e  c h o s e n .  T his is i m p o r t a n t ,  w h i l e  t h e  n u m b e r  of d i s o r d e r e d  

v a r i a b l e s  in th e  s p i n  g l a s s  m o d e l  is 0<N*) , it is o n l y  P N  in the 

n e u r a l  n e t w o r k .  On.ly in t h e  s a t u r a t i o n  r e g i m e ,  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n  

<4.6), the two m a y  b e c o m e  e q u a l .  A s  we s h a l l  see, the s p i n  g l a s s  

p h a s e  is the g l o b a l  m i n i m u m  o f  T  o n l y  for <a l a r g e  ertcugh.

T h e  t e c h n i q u e s  w e  d e s c r i b e d  in t he p r e v i o u s  s e c t i o n  c a n  be 

a p p l i e d  to s o l v e  th e  H o p f i e i d  m o d e l .  T h e  p h a s e  d i a g r a m  in the
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p l a n e  ( T ,a) h a s  an i n t e r e s t i n g  s t r u c t u r e .  A p a r t  -from th e  F  o r d e r  

p a r a m e t e r s  (4,8) w e  h a v e

P ----------

«'I ( m</J)) 2 < 4 . 1 0 « )

p> s
and

N

l < S t >* < 4 . 10b,

i

In e q u a t i o n  (4.10a) s is t h e  n u m b e r  of c o n d e n s e d  p a t t e r n s .  T h e i r  

v a l u e s  a r e  d e t e r m i n e d  by s a d d l e  p o i n t  e q u a t i o n s  g i v i n g  the e n a c t
3-3'

s o l u t i o n  of th e  m o d e l

A b o v e  the line T => 1 + V S  t h e  s y s t e m  is in a p a r a m a g n e t i c

p h a s e  w h e r e  b o t h  q an d  a r e  z e r o .  B e l o w  it t he s p i n  g l a s s

p h a s e  <q<*0) is a l w a y s  s t a b l e ,  it is a l s o  t h e  g l o b a l  minirtiLHn in the

r e g i o n  b e t w e e n  T a n d  a n o t h e r  c r i t i c a l  l i n e  T (a). B e l o w  T (<s) the 
9 <a> ~

r e t r i e v a l  s t a t e s  a r e  th e  g l o b a l  m i n i m a ,  c h a r a c t e r i s e d  by m  M  0.

H o w e v e r  t h e s e  a r e  a l r e a d y  s t a b l e  in a p o r t i o n  of the s p i n  g l a s s

p h a s e .  A l t h o u g h  s t a b i l i t y  o c c u r s  a t  a t e m p e r a t u r e  T ^ i o )  w h i c h  is

n o t  a s s o c i a t e d  w i t h  a t h e r m o d y n a m i c  t r a n s i t i o n  it is i m p o r t a n t  for

t h e  r e t r i e v a l  p r o p e r t i e s  b e c a u s e  i t s  p r e s e n c e  a l t e r s  the d y n a m i c

b e h a v i o u r .  If i n i t i a l l y  t h e  n e u r o n  c o n f i g u r a t i o n  is c l o s e  e n o u g h

t o  o n e  of the m e m o r i z e d  p a t t e r n s  i t s  r e t r i e v a l  w ill be g o o d  e v e n

w h e n  th e  g l o b a l  m i n i m u m  is th e  s p i n  g l a s s  state.

T h e s e  r e s u l t s  w e r e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  r e p l i c a  m e t h o d  u n d e r  the

a s s u m p t i o n  of a r e p l i c a  s y m m e t r i c  s a d d l e  p o i n t * 3 . H o w e v e r  at low

t e m p e r a t u r e  t h e  e n t r o p y  b e c o m e s  n e g a t i v e ,  w h a t  i n d i c a t e s  t hat

r e p l i c a  s y m m e t r y  has* to b e  b r o k e n .  T h e  e f f e c t  of the b r e a k i n g  is

s m a l l e r  than in the S K  m o d e l .  F o r  th e  Hop-field m o d e l  t h e  z e r o

t e m p e r a t u r e  e n t r o p y  in th e  s p i n  g l a s s  p h a s e  is S ( 0 >“ - 0 . 0 7  to be

c o m p a r e d  w i t h  S ( 0 ) =  - 0 . 1 6  ( e q u a t i o n  ( 3 . IB)) fo r  th e  S K  m e a n - f i e l d

s o l u t i o n ,

A p a r t  f r o m  c o r r e c t i n g  t h e  e n t r o p y  t h e  b r e a k i n g  of the r e p l i c a

s y m m e t r y  a l s o  s o l v e s  a n o t h e r  p r o b l e m .  T h e  c r i t i c a l  v a l u e  of a  a t

T = 0  o b t a i n e d  f r o m  n u m e r i c a l  s i m u l a t i o n s  is a c “ 0 . 1 4 5  w h i l e  the

s y m m e t r i c  s o l u t i o n  y i e l d s  0 . 1 3 8 .  T h e  v a l u e  o b t a i n e d  w i t h

r e p l i c a  s y m m e t r y  b r e a k i n g  is in a g r e e m e n t  w i t h  the n u m e r i c a l  

99
one
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4 .2. P a t t e r n s  w i t h  h i e r a r c h i c a l  c o r r e l a t i o n s

H e r e  w e  d i s c u s s  th e  i n t e r e s t i n g  c a s e  w h e r e  t h e  m e m o r i z e d
.y? 38

p a t t e r n s  a r e  o r g a n i z e d  h i e r a r c h i c a l l y  in c a t e g o r i e s  ’ . 

M e m b e r s  o f  th e  s a m e  c a t e g o r y  h a v e  o v e r l a p s  g r e a t e r  t h a n  a s c a l e  q 

w h i l e  t h o s e  in d i f f e r e n t  o n e s  h a v e  o v e r l a p s  w h i c h  a r e  l e s s  t h a n  

t h i s  v a l u e .  T h i s  m e a n s  t hat th e  p a t t e r n s  to b e  l e a r n t  f o r m  a n  

u l t r a m e t r i c  s p a c e .

A s  w e  d i d  f o r  the H o p f i e l d  m o d e l ,  w e  h a v e  to d e f i n e 9**

a) t h e  w a y  t h e  s e t  of u l t r a m e t r i c  p a t t e r n s  is g e n e r a t e d ,

b) t h e  l e a r n i n g  r u l e ,

c) t h e  d y n a m i c s

a) T h e  s t r u c t u r e  o f  the u l t r a m e t r i c  t r e e  ha s  to be g i v e n  -first. 

W e  s h a l l  r e s t r i c t  th e  d i s c u s s i o n  to r e g u l a r  t r e e s  s u c h  as t h e  o n e  

o f  -figure 7, in t h i s  c a s e  t h e i r  s t r u c t u r e  is c o m p l e t e l y  d e f i n e d  by 

t h e  p o s i t i o n  of th e  l e v e l s  of b r a n c h i n g  a n d  t h e  n u m b e r  of 

c a t e g o r i e s  a t  e a c h  o f  t h e s e  levels. F o r  a t w o - l e v e l  r e g u l a r  tree 

t h e  p a r a m e t » r s  a r e  q^, q^, the n u m b e r  of c a t e g o r i e s  a n d  the 

n u m b e r  r of p a t t e r n s  in e a c h  c a t e g o r y .  In t he e x a m p l e  g i v e n ,  in 

f i g u r e  7, N a = 3 a n d  r=>4.

T h e  p a t t e r n s  a r e  g e n e r a t e d  f o l l o w i n g  a b r a n c h e d  s t o c h a s t i c  

p r o c e s s  d e f i n e d  on th e  tree. D i f f e r e n t  s t o c h a s t i c  p r o c e s s e s  c a n  be 

c h o s e n .  O n e  p o s s i b i l i t y  is to u s e  real v a r i a b l e s ;  at q = 5” N
{ Ol) 0 3

v a r i a b l e s  Y (a ~ 1 , . . . ,N ) a re s e l e c t e d  u s i n g  a d i s t r i b u t i o n
A 3.

P (Y ¡Y ) w i t h  m e a n  v a l u e  Y a nd d i s p e r s i o n  cr. At q = q  a n o t h e r  rN
1 1  (a /?> ° » a

v a r i a b l e s  Y z (ft — 1 r > ar e  o b t a i n e d  w i t h  N p r o b a b i l i t y

d i s t r i b u t i o n s  P (Y | Y <0,>), s u c h  t h a t  t h e i r  m e a n  v a l u e s  a r e  t h e  N * »  1 » a
real n u m b e r s  o b t a i n e d  a t  the p r e v i o u s  level. A t  th e  last level, 

t h e  s e c o n d  in o u r  e x a m p l e  in f i g u r e  7, th e  s t a t e  of n e u r o n  l in 

t h e  p a t t e r n  < S !a^ i> is g i v e n  by

** s i g n  C Y ^ 0,̂ , 3 a  = (4.11)

ft — t , . . . , r

h e r e  a  a n d  f) d e n o t e  t h e  c a t e g o r y  a n d  th e  p a t t e r n  w i t h i n  it 

r e s p e c t i v e l y .

b) S i n c e  p a t t e r n s  in the s a m e  c a t e g o r y  h a v e  a n o n - z e r o  a v e r a g e  

o v e r l a p  t h e  l e a r n i n g  r u l e  g i v e n  in e q u a t i o n  (4.2) d o s s  n o t  w o r k .  

T h i s  i s  e a s y  to see, in t h e  p r e s e n t  n o t a t i o n  th e  H e b b s  r u l e  r e a d s
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j ij° i/n f i sr *  (4-i2> 
« = 1  fi= 1

i

in o r d e r  to c h e c k  t h e  s t a b i l i t y  o f  p a t t e r n  { S * a o ^ o * >  u n d e r  th e  

d y n a m i c s  w e  e v a l u a t e  th e  a s s o c i a t e d  a c t i v a t i o n  f i e l d

h ^“o ^ o > “ ( 1 - q ) S ^ o ^ o 5 + q r S *“o > <4.13)

w h e r e  w e  d e f i n e d  t he c a t e g o r y  s t a t e  as

S <ot)= i  7  S {ar3) <4.14)
i r L  i 

ft=i

H s r e  we took q o ~  0  a n d  q^ = q an d  n e g l e c t e d  th e  c o n t r i b u t i o n

f r o m  c a t e g o r i e s  o t h e r  t h a n  a  . T h e  s e c o n d  t e r m  c a n  be c a n c e l l e d
° . »**

e x a c t l y  by the f o l l o w i n g  m o d i f i c a t i o n  o f  th e  l e a r n i n g  r u l e

N r

N j ij “ I  I  - X  2  S *“’ s j a) <4.15)

o p  1 />-1 <*=1

w i t h

X =  r * q / ( l + q  C X - 1 ), <4.16)

a l t e r n a t i v e l y  it c o u l d  be c h o s e n  a s  a n e w  p a r a m e t e r  r e s t r i c t e d  to 

t a k e  v a l u e s  s u c h  t h a t  th e  r e t r i e v a l  p r o p e r t i e s 88 a r e  n o t  s p o i l e d .

An a n a l y s i s  of t h e  t h e r m o d y n a m i c s  of the m o d e l  i n d i c a t e s  t h « t  

t h e  r e t r i e v a l  p r o p e r t i e s  u n d e r g o  a t r a n s i t i o n  a t  t h e  s a m e  v a l u e  

t h a t  t h e  H o p f i e l d  m o d e l ® 8 . M o r e  p r e c i s e l y  th e  o r d e r  p a r a m e t e r s

N

-  l/ N  J  - ? ‘a , ] < s . >  < 4 . i 7 a >

i = l
N

(H<a) » l/ N  £  < S i > < 4 . 17b)

i - 1

a r e  b o t h  2 e r o  a b o v e  ql = 0 * 1 4 5 *  T h i s  m e a n s  t h a t  a c c o r d i n g  to t h i s
c

a n a l y s i s  th e  n e t w o r k  c a n n o t  r e c o g n i z e  n e i t h e r  t h e  m e m o r i s e d

p a t t e r n  ( b e c a u s e  0) n o r  the c a t e g o r y  ( b e c a u s e  m  O) -for

<&>a * 
c
H o w e v e r  t h e  m e a n  -field t e c h n i q u e s  u s e d  in r e f e r e n c e  (38> c a n  

d e t e c t  o n l y  f r e e  e n e r g i e s  0 ( N ) >  w h i l ®  f o r  c& ol^ t h e  s y s t e m  is in a 

spin g l a s s  p h a s e  c h a r a c t e r i z e d  by m e t a s t a b l e  s t a t e s  s e p a r a t e d  by

27

b a r r i e r s  w h i c h  a r e  s m a l l e r  t h a n  0< N ) .  F o l l o w i n g  t h e  d y n a m i c s ,  

e q u a t i o n  < 2 . Q ) P t h e  s y s t e m  w i l l  be t r a p p e d  in s t a t e s  w h i c h  ar e  

s t a b l e  a t  l e a s t  u n d e r  o n e  s p i n - f l i p *  T h i s  p r o d u c e s  rstnanence 

e f f e c t s  w h i c h  a r e  w e l l - k n o w n  ir> s p i n  g l a s s  m o d e l s  . T h e y  a r e  a l s o
34

p r e s e n t  in th e  H o p f i e l d  m o d e l

If t h e  e f f e c t s  w e r e  s u c h  t h a t  t h e  c o r r e c t  c a t e g o r y  is 

d i s t i n g u i s h e d  by th e  m e t a s t a b l e  f i x e d  p o i n t s ,  t h e  n e t w o r k  c o u l d  

r e c o g n i z e  it e v e n  w h e n  t h e  m e m o r i z e d  p a t t e r n s  a r e  c o n f u s e d .

In o r d e r  to d e s c r i b e  th e  r e s u l t s  o f  a n u m e r i c a l  s i m u l a t i o n  of 

t h e  d y n a m i c s  of t h i s  m o d e l * 0 we d e f i n e  t h e  f o l l o w i n g  q u a n t i t i e s .  

T h e  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t  t a k e s  the s t a t e  i S <Cto ^ o ^ y  as the i n i t i a l  

p a t t e r n ,  t h e n  u n d e r  th e  d y n a m i c s  i t  will e v o l v e  to a f i x e d  p o i n t  

{S>. T h e  o v e r l a p  b e t w e e n  t h i s  s t a t e  a nd o n e  of th e  s t o r e d  p a t t e r n s

i s  N
m <otf) = 1 /N y  s <a/}) s  . <4.18)

L  j j

Its o v e r l a p  w i t h  the c a t e g o r y  tS <a>> is

N

m(0,) «* l/ N  £  s j “ ) • <4. 19)

j  = l

In p a r t i c u l a r  w e  a r e  i n t e r e s t e d  in m (aa^ a n d

M  *» m a x  , a  >* ctQ  * (4.20)

S i m i l a r y  to the p a r a m e t e r  a  = P / N  w e  d e f i n e  for the c a t e g o r i e s

y = Na/N • ( 4 . 2 1 )

In r e f e r e n c e  4 0  it w a s  f o u n d  t h a t  for y - 0  t h e - e  is a c r i t i c a l

v a l u e  of <a w h e r e  a c h a n g e  in th e  r e t r i e v a l  p r o p e r t i e s  o c c u r s .  F o r  
c

a < a r b o t h  m e m o r i z e d  p a t t e r n s  an d  c a t e g o r i e s  ar e  n o t  c o n f u s e d .  For

<*>£» m o s t  of the m ' a o^' </i=l , . . . , r ) a r e  n o n - z e r o  w h i l e  t h e  c a t e g o r y

o v e r l a p s  m * 4** a r e  z e r o  w i t h  th e  e x c e p t i o n  o f  m <ao > . In f i g u r e  15

w e  s h o w  i ts a v e r a g e  v a l u e .  W e  s e e  t h a t  t h e  c o r r e c t  c a t e g o r y  is not
(a  )

c o n f u s e d  w i t h  th e  o t h e r s i  w h i l e  in o d r o p s  to a f i n i t e  v a l u e  M is 

a l w a y s  zero.

W e  m u s t  r e m a r k  h o w e v e r  t hat t h e  o u t p u t  s t a t e  is n o t  the 

c a t e g o r y  i t s e l f  o r  a s t a t e  c l o s e  to it» in o r d e r  to r e c o g n i z e  it 

w e  n e e d  a l ist c o n t a i n i n g  all the c a t e g o r i e s  a n d  t h e i r  o v e r l a p s  

w i t h  t he f i x e d  p o i n t  h a v e  to be c o m p u t e d .  S i n c e  the n u m b e r  of
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c a t e g o r i e s  is f i n i t e  t his c a n  b e  e a s i l y  done.

S i n c e  e a c h  c a t e g o r y  m u s t  c o n t a i n  a t  l e a s t  t wo p a t t e r n s  t h e  

r e l e v a n t  r e g i o n  in th e  p l a n e  <01,yi is b o u n d e d  by the line a = 2 y . O n  

t h i s  line an d  M  h a v e  a b e h a v i o u r  v e r y  d i f f e r e n t  f r o m  th e  o n e

o n  y-0. In f i g u r e  16 w e  s e e  t h a t  b o t h  a v e r a g e s  a r e  n o n - z e r o  and 

c o n v e r g e  to a c o m m o n  l i m i t  a s  a  i n c r e a s e s .  T h e  n e t w o r k  l o s e s  i ts 

c a p a b i l i t y  to r e c o g n i z e  t h e  c a t e g o r y .  E v e n  if w e  a r g u e  t h a t  t h e r e  

i s  a f i n i t e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  a v e r a g e s  t h e  e f f e c t  of 

f l u c t u a t i o n s  or n u m e r i c a l  e r r o r s  will p r e v e n t  u s  f r o m  

d i s t i n g u i s h i n g  the c o r r e c t  c a t e g o r y .  B e s i d e s ,  t he fact t h a t  y  is 

f i n i t e  (i.e. N is 0< N > )  i m p l i e s  an i n f i n i t e  l ist of c a t e g o r i e s ,  

m a k i n g  r e c o g n i t i o n  i m p r a c t i c a l .

S o o d  c a t e g o r y  r e t r i e v a l  fcr s u g g e s t s  t h a t  t h e  m e t a s t a b l e

s t a t e s  h a v e  an o r g a n i z a t i o n  w h i c h  r e s p e c t s  t h e  h i e r a r c h y  

i n t r o d u c e d  in the m e m o r i z e d  p a t t e r n s .  T h i s  ca n  be c h e c k e d  by 

e v a l u a t i n g  the n u m b e r  Jfim, of o n e  s p i n - f l i p  s t a b l e  s t a t e s

w i t h  o v e r l a p  m w i t h  a p a t t e r n  in c a t e g o r y  i a n d  o v e r l a p s  m a n d  m
4 Si

w i t h  c a t e g o r i e s  1 a n d  2 r e s p e c t i v e l y  .

T h e  t e c h n i q u e  to c o u n t  m e t a s t a b l e  s t a t e s  w a s  f i r s t  d e v e l o p e d
48

f o r  th e  SK model . A p p l i c a t i o n  t o  n e u r a l  n e t w o r k s  h a v e  a l s o  b e e n  

d o n e * 2'*9 . m , m > w a s  o b t a i n e d  in r e f e r e n c e  41. T h e  total
’ » *

n u m b e r  of m e t a s t a b l e  s t a t e s  is 

ct>
f r d X  tr < 5 ( h X  S.) J  . , 1  s  1  1 1
o 1 = 1

*= f d m  d m  d m  - / S ' i m . m . m )  <4.22)
•> i 2 ’ 1 2

w h e r e  a s  usual th e  bar d e n o t e s  an a v e r a g e  o v e r  th e  q u e n c h e d

v a r i a b l e s  w h i c h  in t h i s  c a s e  a r e  t h o s e  a s s o c i a t e d  w i t h  the

b r a n c h e d  s t o c h a s t i c  p r o c e s s  u s e d  to g e n e r a t e  th e  m e m o r i z e d

p a t t e r n s .  The c a l c u l a t i o n  w a s  d o n e  for t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  N a“2.

T h e  m a i n  r e s u l t  is t h a t  ^ ( m ,  m  , m  ) is d e n o m i n a t e d  by a s a d d l e
» 2

p o i n t  w i t h  m t“0  but 0,

T h i s  is in a g r e e m e n t  w i t h  t h e  s u g g e s t i o n  w e  j u s t  m a d e  t h a t  the 

roetastable s t a t e s  t h e m s e l v e s  r e s p e c t  th e  h i e r a r c h y .  H o w e v e r  a m o r e  

d e t a i l e d  a n a l y s i s  is n e c e s s a r y  t o  m a k e  a c o n c l u s i v e  s t a t e m e n t  

a b o u t  this.

4 . 3 .  M o d e l s  of s h o r t  t e r m  m e m o r y

29

A  s e r i o u s  d r a w b a c k  o f  th e  H o p f i e l d  m o d e l  is t h a t  fo r  a  > a ^  the 

m e m o r y  d e t e r i o r a t e s  c o m p l e t e l y .  It is n o t  o n l y  u n a b l e  to s t o r e  

m o r e  i n f o r m a t i o n  b u t  i t  a l s o  f o r g e t s  w h a t  it h a d  l e a r n t  b e f o r e .  A  

d i f f e r e n t  t y p e  o f  m o d e l s  a v o i d  t his p r o b l e m ,  a l t h o u g h  t h e y  d o  it 

a t  t h e  c o s t  of a  s m a l l e r  c a p a c i t y .

In t h e s e  m o d e l s  t h e  n e t w o r k  c a n  a l w a y s  l e a r n  n e w  i n f o r m a t i o n  

b u t  o n l y  t h e  l a s t  k= x N  of t h e m  a r e  r e t r i e v e d  w e l l .  It w o r k s  a s  a
, 44~4«S

s h o r t - t e r m  m e m o r y

A  w a y  to a c h i e v e  t h i s  is to s a t u r a t e  t h e  s y n a p s i s 4 4 . A c c o r d i n g  

to  H e b b ' s  r u l e  t h e  s y n a p t i c  s t r e n g t h s  c h a n g e  l i n e a r l y  w i t h  the 

c o n t r i b u t i o n  o f  e a c h  n e w  p a t t e r n

J i j <t+1) » + i/yfi- ? * t+1> <4.23)

h e r e  t h e  p a t t e r n s  a r e  l a b e l l e d  a c c o r d i n g  t o  the t i m e  w h e n  t h e y  are 

m e m o r i z e d . In g e n e r a l  o n e  c a n  t a k e  a n o n - l i n e a r  r e l a t i o n

J ii (t+1) = f < J i J <t) + 1/VfT ? j t + l > > * (4.24)

A  s h o r t - t e r m  m e m o r y  m o d e l  c a n  be o b t a i n e d  t a k i n g  t h e  f u n c t i o n 44

f (x) = - A  fo r  x < - A

f <*> = K for - A  < x <  A (4,25) 

f < x ) =  A for m > A

w h e r e  A  is g i v e n ,  for i n s t a n c e ,  by the v a l u e  o f  t h e  s y n a p t i c

s t r e n g t h s  w h e r e  t h e  s t a n d a r d  H o p f i e l d  m o d e l  l o s e s  i t s  r e t r i e v a l

p r o p e r t i e s .  S i n c e  th e  a r e  O ( V a )  t h i s  m e a n s  A  =- y S T  at 0.4. W i t h

t h i s  m o d e l  g o o d  r e t r i e v a l  is o b t a i n e d  for x < 0 . 0 4 .  T h e  c a p a c i t y  

h a s  a m a x i m u m  fo r  A  — 0. 3 3 .

S h o r t - t e r m  m e m o r y  m o d e l s  h a v e  b e e n  a l s o  s t u d i e d  b y  o t h e r

a u t h o r s .  F o l l o w i n g  r e f e r e n c e  4 5  the s y n a p s i j  a r e  m o d i f i e d  

a c c o r d i n g  to

J i j (t+1) = X  + * /N ? l t + U  . (4,26)

h e r e  £  i s  t h e  a c q u i s i t i o n  a m p l i t u d e  of e.uch n e w  p a t t e r n .  Th e  

m o d e l ,  c l o s e l y  r e l a t e d  to th e  p r e v i o u s  o n e ,  d o e s  n o t  a l l o w  the 

s y n a p s i s  to g r o w  i n d e f i n i t e l y .  Th e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  h a s  t o  be 

f u l f i 1 led 1

j  55 1 / N  , (4.27)

30



T h i s  m o d e l  is a  m e m b e r  o f  a f a m i l y  o f  n e u r a l  n e t w o r k s  w h i c h  c a n

b e  s o l v e d  a n a l i t i c a l 1y 4 3 . It s  c a p a c i t y  h a s  a m a x i m u m  a t  a n  o p t i m u m

v a l u e  o f  ei £  c 4 . 1 0 8 j t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e  o f , a  is a  ~
op

0 . 0 4 8 9 .  T h e  a c q u i s i t i o n  a m p l i t u d e  c a n n o t  b e  s m a l l e r  t h a n  £^_ - 

2 . 4 6 5 .  T h e s e  v a l u e s  a r e  in a g r e e m e n t  w i t h  p r e v i o u s  n u m e r i c a l  

e s t i m a t e s  o b t a i n e d  i n  r e f e r e n c e  46.

4 .4. L i m i t  c y c l e s

A n a i v e  w a y  to m e m o r i z e  a c y c l e  of l e n g t h  i in t h e  s y n a p t i c  

s t r e n g t h s  is

1/N
(ot-i-l) „<ot> 

? l j
(4.28)

or-1

It w a s  a l r e a d y  n o t i c e d  by H o p f i e l d  t h a t  t h i s  d o e s
-r(a).

n o t  w o r k .  T h e  r e a s o n  is t h a t  th e  p a t t e r n  i? > c a n n o t  s t a b i l i z e  

b e f o r e  the s y s t e m  g o e s  to t he n e x t  s t a t e  in t h e  c y c l e .  T h e  

s o l u t i o n  to t h i s  p r o b l e m  c o n s i s t s  in i n t r o d u c i n g  t w o  d i f f e r e n t

time scales In t h e  s h o r t  o n e  t h e  c u r r e n t  p a t t e r n  s t a b i l i z e s

w h i l e  it is in the l o n g  t i m e  s c a l e  w h e n  t h e  t r a n s i t i o n  to i? i

o c c u r s .  T h i s  r e q u i r e s  two d i f f e r e n t  s y n a p t i c  m a t r i c e s

P

i,N v

J (L> -  X / N  
1 J

a-1

1
ot= 1

( 4 . 29a)

( 4 . 2 9 b )

T h e  u p d a t i n g  is d o n e  f o l l o w i n g  t h e  s a m e  r u l e  as in e q u a t i o n  

(2.8) b u t  n o w  the a c t i v a t i o n  f i e l d  has t w o  c o m p o n e n t s

<L>

where

(S> N

h (S)1

(S)3 6 . < t) 
U  J

<4.30)

< 4 . 3 I a >

hiL,=
x

<L> 
i J

j = l oo

u  ! t - f  )S. < t ' > ( 4 . 31b)

T h e  m o n o t o n o u s l y  d e c r e a s i n g  f u n c t i o n  <o n ss a c h a r a c t e r i s t i c  

t i m e  r. In t h i s  w a y  t h e  n e t w o r k  k e e p s  m e m o r y  of t h e  p r e v i o u s  

~ e u r o n  s t a t e s .  T h e  p a r a m e t e r  X  is c h o s e n  s u c h  t h a t  th e  t r a n s i t i o n  

to  th e  p a t t e r n  < ? (<*+ 1 > > in the c y c l e  d o e s  n o t  o c c u r  b e f o r e  the
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n e t w o r k  s t a y e d  at {? } d u r i n g  a t i m e  0 ( r ) .

A n  i n t e r e s t i n g  a p p l i c a t i o n  of t h i s  m o d e l  w a s  p r o p o s e d  by D.K. 

K l e i n f e l d  a n d  H. B o m p o l i n s k y 48 w h o  u s e d  it to g e n e r a t e  th e  

r h y t h m i c  s w i m m i n g  m o v e m e n t s  of t h e  T r i t o n  is D i o m e d e a .  B i o l o g i c a l  

s t u d i e s * ^  of t h i s  m o l l u s k  h a v e  d e t e r m i n e d  the s t r u c t u r e  of the 

g r o u p  o f  n e u r o n s  w h i c h  g e n e r a t e s  th e  n e u r a l  a c t i v i t y  n e c e s s a r y  to 

p r o d u c e  th e  r i g h t  m o v e m e n t s .  T h i s  s e t  of n e u r o n s  is the c e n t r a l  

p a t t e r n  g e n e r a t o r  of t h e  T r i t o n i a  Diojsedea. T h e  f i r i n g  p a t t e r n s  

t h a t  t h e  f our p r e m o t o r  i n t e r n e u r o n s  p r o d u c e  w h e n  s w i m m i n g  a r e  

k n o w n 4^. U s i n g  t h e s e  i n  f o r m u l a e  (4.29) D.K. K l e i n f e l d  a n d  H. 

S o m p o l i n s k y  c o u l d  p r e d i c t  a s y n a p t i c  m a t r i x  w i t h  s h o r t  an d  long 

t i m e  s c a l e  c o m p o n e n t s  w h i c h  a r e  in g o o d  a g r e e m e n t  w i t h  the 

e x p e r i m e n t a l  ones. M o s t  of t h e  f a s t  s y n a p t i c  c o m p p n e n t s  p r e d i c t e d  

b y  the t h e o r y  a r e  o b s e r v e d  a n d  h a v e  th e  r i g h t  sign s .  F o r  t he s l o w  

c o m p o n e n t s  the t h e o r y  p r e d i c t s  m o r e  s y n a p s i s  than t h o s e  w h i c h  h ave 

b e e n  o b s e r v e d .  H o w e v e r  the a u t h o r s  of r e f e r e n c e  4 B  a r g u e  t h a t  the 

e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  c a n  be t a k e n  as a d i l u t e  s y s t e m .  S i n c e  n e u r a l  

n e t w o r k s  a r e  r o b u s t  u n d e r  d i l u t i o n  b o t h  t h e  t h e o r e t i c a l  m o d e l  and 

t h e  real s y s t e m  e x h i b i t  s i m i l a r  b e h a v i o u r s .

P r o b a b l y ,  the r e a s o n  w h y  the t h e o r e t i c a l  m o d e l  is a b l e  to 

d e s c r i b e  th e  c e n t r a l  p a t t e r n  g e n e r a t o r  of t he Tritcjnia D i o a e d e a  is 

t h e  s i m p l i c i t y  of t h i s  s y s t e m .  T h e r e  is n o  r e a s o n  to e x p e c t  t h a t  a 

m o r e  c o m p l i c a t e d  n e t w o r k  c o u l d  be e x p l a i n e d  by t h i s  s i m p l e  mode l .  

A  d e t a i l e d  s t u d y  of t h e  T r i t o n i a  a s  w e l l  a s  o t h e r  o r g a n i s m s  w o u l d  

b e  n e c e s s a r y  to e l u c i d a t e  t h i s  poi n t .

4.5. A s y m m e t r y

T h e  s y m m e t r y  of t h e  s y n a p t i c  c o n n e c t i o n s  a d o p t e d  by the 

H o p f i e l d  mo d e l  is far ■from b e i n g  r e a l i z e d  in b i o l o g i c a l  s y s t e m s .  

In p a r t i c u l a r , if n e u r o n  i s e n d s  i ts a x o n  to t h e  d e n d r i t e s  of 

n e u r o n  j th e  i n v e r s e  is n o t  n e c e s s a r i l y  true, a c a s e  u s u a l l y  

c a l l e d  a s y m m e t r i c  d i l u t i o n .

T h e  n u m b e r  of m e t a s t a b l e  s p a t e s  is e a s i l y  c a l c u l a t e d  u s i n g  the 

t e c h n i q u e s  of r e f e r e n c e  13 for s e v e r a l  t y p e s  of a s y m m e t r y  

S u r p r i s i n g  1 y , the n u m b e r  of n o n - r e t n e v a l  s t a t e s  is n o t  

a p p r e c i a b l y  a l t e r e d  w i t h  r e s p e c t  to the s y m m e t r i c  m o d e l .  This, 

h o w e v e r ,  d o e s  n o t  say e v e r y t h i n g  a b o u t  t h e  dynamics* s i n c e  the s i z e  

a n d  s h a p e  of the a t t r a c t i o n  b a s i n s  is a l s o  i m p o r t a n t .  It was found 

i n  r e f e r e n c e  5 0  that in s p i t e  of th e  e x i s t e n c e  of t h e s e  m e t e s t a b l e  

s t a t e s  th e  t i m e  n e c e s s a r y  to r e a c h  t h e m  g r o w s  e x p o n e n t i a l l y  w i t h

X
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t he s i z e  of th e  s y s t e m .  T h e  d y n a m i c  b e h a v i o u r  l o o k s  c h a o t i c .

A p a r t  f r o m  the d e s c r i p t i o n  of m o d e l s  w i t h  a s y m m e t r i c  a y n a p t i c

m a t r i c e s  a c o g n i t i v e  r o l e  of a s y m m e t r y  w a s  ¿ u g g e s t e d  b y  G.
s s 1

P a r i s i  . W h e n  the d y n a m i c s  r e a c h e s  a  f i x e d  p o i n t  i n d i c a t i n g  t hat

s o m e t h i n g  h a s  b e e n  r e c o g n i s e d  t h e r e  is n o t h i n g  in th e  H o p f i e l d

m o d e l  w h i c h  g u a r a n t e e s  t h a t  it is o n e  of the m e m o r i z e d  p a t t e r n s .

S p i n  g l a s s  s t a t e s  a r e  a l w a y s  p r e s e n t  a n d  t h e y  m a y  c o n f u s e  the

s y s t e m  s i n c e  t h e r e  is n o  w a y  to d i s t i n g u i s h  t h e m  f r o m  the

r e t r i e v a l  s t a t e s .  T h e n  a s y m m e t r y  h e l p s !  s i n c e  t h o s e  s p u r i o u s

s t a t e s  a r e  r e p l a c e d  by c h a o t i c  t r a j e c t o r i e s  t h e  p r o b l e m  is

a u t o m a t i c a l l y  a v o i d e d .

5. C O N C L U S I O N S

S o m e  of t h e  m o s t  r e l e v a n t  a s p e c t s  o f  th e  m e a n - f i e l d  t h e o r y  of 

s p i n  g l a s s e s ,  the S K  m o d e l ,  h a v e  b een r e v i e w e d  in t h e s e  l e c t u r e s .  

N e u r a l  n e t w o r k s  h a y e  a l s o  b e e n  d i s c u s s e d  f r o m  the p o i n t  o f  v i e w  of 

S t a t i s t i c a l  M e c h a n i c s .

F r u s t r a t i o n  and d i s o r d e r  a r e  r e s p o n s i b l e  fo r  th e  i n t e r e s t i n g  

p r o p e r t i e s  of s p i n  g l a s s  m o d e l s .  F o r  th e  m e a n - f i e l d  mo d e l  

e r g o d i c i t y  is b r o k e n  in t h e  t h e r m o d y n a m i c  limit, a fact r e l a t e d  to 

th e  n e c e s s i t y  of b r e a k i n g  t h e  r e p l i c a  s y m m e t r y .

T h e  m a i n  p r o p e r t i e s  of t h e  s t r u c t u r e  of p u r e  s t a t e s  h a v e  b een 

u n d e r s t o o d .  W h i l e  tw o  s t a t e  c o r r e l a t i o n s  g i v e  a n o n - t r i v i a l  o n e  

o v e r l a p  d i s t r i b u t i o n  P ( q > ,  t h r e e  s t a t e  c o r r e l a t i o n s  p r o d u c e  a 

t h r e e  o v e r l a p  d i s t r i b u t i o n  P < q  »qt »q# > w h i c h  r e v e a l s  th e  

u l t r a m e t r i c  c h a r a c t e r  o f  t h e  s p a c e  of p u r e  s t a t e s .  D i f f e r e n t  t e s t s  

to d e t e c t  th e  e x i s t e n c e  o f  u 1t r a m e t r i c i t y  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d .

T h e  r o l e  of f r u s t r a t i o n  in t h e  v a l i d i t y  of t h i s  p r o p e r t y  has 

be e n  e m p h a s i z e d .  T h i s  w a s  d o n e  b y  a n a l y z i n g  the g r a p h  c o l o u r i n g  

p r o b l e m  for t h r e e  a n d  f our c o l o u r s ;  t h e s e  tw o  c a s e s  d i f f e r  in t h a t  

t h e  f i r s t  p r e s e n t s  f r u s t r a t i o n  w h i l e  the s e c o n d  d o e s  not. 

C o r r e s p o n d i n g  1y a t e s t  b a s e d  on t h e  e x p l i c i t  c o n s t r u c t i o n  of t he 

h i e r a r c h y  s h o w s  t h a t  o n l y  the f i r s t  ha s  s e m e  d e g r e e  of 

u l t r a m e t r i c  i t y .

T h e  e x i s t e n c e  of a low t e m p e r a t u r e  p h a s e  s i m i l a r  to the o n e  w e  

d i s c u s s e d  f o r  th e  SK m o d e l  in f i n i t e  d i m e n s i o n a l  s p i n  g l a s s e s  is 

-inder d i s c u s s i o n 5 1 . T h i s  s h e d s  s e m e  d o u b t s  an t h e  r e l e v a n c e  of the 

S K  m o d e l  to u n d e r s t a n d  real s p i n  g l a s s e s  a n d  th e  n e e d  to look for
9$

o t h e r  s o l v a b l e  m o d e l s  ha s  b e e n  p o i n t e d  o u t  . In s p i t e  o f  t h i s
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p o s s i b i l i t y  t h e  S K  m o d e l  i s  i n t e r e s t i n g  b y  i t a e l f  a n d  a s  w a  s a i d  

i t  w a s  t a k e n  a s  a p r o t o t y p e  o f  s y s t e m s  w i t h  d i s o r d e r  a n d  

f r u s t r a t i o n  a n d  a p p l i e d  t o  m a n y  o t h e r  a r e a s  of S c i e n c e .

N e u r a l  n e t w o r k s  i s  p e r h a p s  t h e  m o s t  i n t e n s i v e l y  s t u d i e d .  O n c e  

f o r m u l a t e d  by J. H o p f i e l d ,  a m o d e l  of f u l l y  c o n n e c t e d  n e u r o n s  w i t h  

s y m m e t r i c  s y n a p s i s  w a s  e a s i l y  g e n e r a l i z e d  an d  s o l v e d  b y  I). A m i t  e t  

al. u s i n g  t e c h n i q u e s  a l r e a d y  d e v e l o p e d  to s t u d y  t he S K  m o d e l .  T h e  

e f f e c t s  o f  n o n - l i n e a r i t i e s ,  c o r r e l a t e d  p a t t e r n s ,  d i l u t i o n  a n d  

a s y m m e t r y  h a v e  b e e n  i n t r o d u c e d  later.

A c t u a l l y  t h e  f i e l d  of n e u r a l  n e t w o r k s  is m u c h  w i d e r  t h a n  th e  

a p p r o a c h  d e s c r i b e d  in t h e s e  l e c t u r e s  a nd it d i d  r e c e i v e  i m p o r t a n t  

c o n t r i b u t i o n s  f r o m  m a n y  f i e l d s  o t h e r  t han S t a t i s t i c a l  M e c h a n i c s .  

W. S .  M e  C u l l o c h  a n d  W.fi. P i t t s  d e f i n e d  n e t w o r k s  b f  f o r m a l  n e u r o n s  

a n d  t h e y  s h o w e d  t h a t  t h e s e  a r e  g e n e r a l  c o m p u t i n g  d e v i c e s 9 4 . 

L e a r n i n g  w a s  i n t r o d u c e d  b y  D. H e b b  w h o  p r o p o s e d  th e  r u l e  w h i c h  

h a s  b e e n  the b a s i s  o f  o u r  d i s c u s s i o n  in S e c t i o n  4.

A l t h o u g h  w e  h a v e  d i s c u s s e d  o n l y  s y s t e m s  w h i c h  w o r k  a s  

a s s o c i a t i v e  m e m o r i e s ,  t h e r e  a r e  o t h e r  n e u r a l  n e t w o r k s  w h i c h  a r e  

a b l e  to s o l v e  d i f f e r e n t  tasks.

T h e  c a p a b i l i t y  of t h e  n e t w o r k  to s o l v e  t h e m  d e p e n d s  c r u c i a l l y  

on  i t s  a r c h i t e c t u r e ,  t h a t  is the w a y  n e u r o n s  a r e  i n t e r c o n n e c t e d . 

O n e  of t h e  s i m p l e s t  m a c h i n e s  is th e  p e r c e p t r o n 5 8 . It c o n s i s t s  of 

tw o  l a y e r s  of n e u r o n s  w i t h  f e e d - f o r w a r d  p r o c e s s i n g j  the o u t e r  

w o r l d  d e t e r m i n e s  th e  s t a t e  o f  the f i r s t  or i n p u t  lay e r ,  t h i s  

i n f o r m a t i o n  is p r o c e s s e d  b y  n e u r o n s  in th e  o u t p u t  layer. T h e s e  a r e  

l i n e a r  t h r e a s h o l d  u n i t s .  T h e  t ask th e  m a c h i n e  ha s  to s o l v e  is 

d e f i n e d  b y  a m a p p i n g  f r o m  th e  i n p u t  t o  t he o u t p u t  s t a t e s .  T h e  

i n t e r  l a y e r  c o u p l i n g s  a r e  s u p p o s e d  to be a d j u s t e d  in s u c h  a  w a y  

t h a t  the n e t w o r k  s o l v e s  th e  task. In th e  p e r c e p t - o n  t h e r e  a r e  n o t  

c o u p l i n g s  b e t w e e n  n e u r o n s  in t h e  s a m e  layer. A n  i n t e r e s t i n g  

p r o p e r t y  is t h a t  t h e r e  is. a c o n v e r g e n c e  t h e o r e m  w h i c h  s t a t e s  that 

w h e n e v e r  t h e  p e r c e p t r o n  is a b l e  to s a l v e  a task t hen t h e  c o u p l i n g s
57

c a n  be fo u n d  by a s i m p l e  g r a d i e n t  algorithm, . U n f o r  t u n a t e l y  th e r e  

a r e  m a n y  p r o b l e m s  w h i c h  c a n n o t  be s o l v e d  by the p e r c e p t r o n 3 7 . A 

t r i v i a l  e x a m p l e  is g i v e n  by the m a p p i n g  c o r r e s p o n d i n g  t o  the 

e x c l u s i v e - O R ; t h e  p e r c e p t r o n  c a n n o t  m a k e  the c o r r e c t  

c l a s s i f i c a t i o n  b e c a u s e  the p r o b l e m  is n o t  l i n e a r l y  s e p a r a b l e .  T h i s  

m a c h i n e  w a s  a b a n d o n e d  b e c a u s e  of t h e s e  l i m i t a t i o n s .

M o r e  r e c e n t l y  t h e r e  w a s  & r e a c t i v a t i o n  in th e  f i e l d 3®. W h i l e
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■for th e  o r i g i n a l  p e r c e p t r o n  a m u l t i l a y e r  s y s t e m  w a s  n o t  

i n t e r e s t i n g  ( s i n c e  t h e  n e u r o n s  a r e  t a k e n  a s  l i n e a r  u n i t s  it c a n  

a l w a y s  be r e d u c e d  to tw o  l a y e r s ) ,  a n e t w o r k  m a d e  of s e v e r a l  l a y e r s  

of n o n - l i n e a r  u n i t s  is a r i c h e r  s t r u c t u r e  w h i c h  m a y  a l l o w  to g o  

b e y o n d  the s c a r c e  c a p a b i l i t i e s  of th e  p e r c e p t r o n .  T h e  e x i s t e n c e  of 

a n o n - l i n e a r  m a p p i n g  s o l v i n g  an a r b i t r a r y  t a s k  in g u a r a n t e e d  by a 

t h e o r e m  d u e  'to K o l m o g o r o v * 0 . It s t a t e s  t h a t  a -function of N  

v a r i a b l e s  in the d o m a i n  [ 0 , 1 ) N  c a n  be e x p r e s s e d  in t e r m s  of a 

l a y e r e d  s t r u c t u r e  o-f f u n c t i o n s  of a s i n g l e  v a r i a b l e .  U n f o r t u n a t e l y  

it s a y s  n o t h i n g  a b o u t  t h e s e  -functions a n d  the d e t e r m i n a t i o n  of th e  

a r c h i t e c t u r e  is p u r e l y  e m p i r i c a l .

T h e s e  n e t w o r k s  h a v e  b e e n  a p p l i e d  w i t h  s o m e  s u c c e s s  to e x p l a i n  

f e a t u r e s  of l a n g u a g e  a c q u i s i t i o n 5 8 , e a r l y  v i s i o n  , e t c . .  M o s t  of 

t h e s e  a p p l i c a t i o n s  h a v e  b e e n  m o t i v a t e d  by t h e  a b i l i t y  of the 

n o n - l i n e a r  n e t w o r k s  to r e c o g n i z e  th e  f e a t u r e s  o f  a t ask a f t e r  a 

s e t  of e x a m p l e s  h as b e e n  p r e s e n t e d  d u r i n g  a l e a r n i n g  s e s s i o n .  T h e  

n e t w o r k  its e l f  d e t e r m i n e s  t h e  a l g o r i t h m  to s o l v e  th e  p r o b l e m .

U p  to n o w  p h y s i c i s t s  d i d  n o t  c o n t r i b u t e  a p p r e c i a b l y  t o  the 

a n a l y s i s  of t h e s e  n e t w o r k s ,  p e r h a p s  b e c a u s e  t h e y  d o  n o t  s e e m  to be 

t r a c t a b l e  a n a l y t i c a l l y  a n d  it is d i f f i c u l t  to m a k e  s t a t e m e n t s  

v a l i d  n o t  j u s t  to a p a r t i c u l a r  n e t w o r k  b u t  to a g e n e r i c  one.
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I t h a n k  ftaquel C o h e n  f o r  e f f i c i e n t  t y p i n g  of the m a n u s c r i p t .
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F I G U R E  C A P T I O N S

F i g u r e

F i g u r e

F i g u r e

F i g u r e

F i g u r e

F i g u r e

F i g u r e  

F i g u r e

F i g u r e

F i g u r e

- i g u r e

It A -frustrated loop. T h e  d i r e c t i o n  o f  th e  t h i r d  s p i n  w a s  
left u n s p e c i f i e d ,  a n y  o f  t h e m  w i l l  l e a v «  a n  u n s a t i s f i e d  

b o n d .

2: A -frustrated g r a p h  f o r  the? G C P .  T h r e e  of i ts n o d e s  h a v e  
been p a i n t e d  w i t h  b l u e ,  re d  a n d  g r e e n ,  the f o u r t h  n o d e  
ha s  to r e p e a t  o n e  of t h e s e  c o l o u r s  g i v i n g  r i s e  to an 
urisatisfied bond.

3: T h e  b a s i n  o f  a t t r a c t i o n  fo r  d i f f e r e n t  s y s t e m  s i z e s : < x )  
c o r r e s p o n d s  to N=»32, t h e  d o t s  to N ~ 6 4 , the t r i a n g l e s  to 
N = 1 2 8 , ( + >  to N = 2 5 6  a n d  t h e  o p e n  c i r c l e s  to N = 5 1 2 .

4: T h e  o n e  o v e r l a p  d i s t r i b u t i o n  for th e  S K  m o d e l .  T h e  
f i g u r e  is s c h e m a t i c ,  q is t h e  e e l f - o v e r l a p  a t  

t e m p e r a t u r e T .

5: A h i e r a r c h i c a l  tr e e .  T h e  s t a t e s  s r e  l o c a t e d  a t  t he en d  
of the b r a n c h e s .  T h e  p o s i t i o n  of th e  n e a r e s t  c o m m o n  
a n c e s t o r  of t wo s t a t e s  is a t  t h e  v a l u e  of t h e i r  o v e r l a p .  
The t r e e  h a s  b e e n  c u t  a t  two d i f f e r e n t  s c a l e s  i n d i c a t e d  
w i t h  the d a s h e d  £

6a y 6 b s T h e  o r d e r  p a r a m e t e r  q ( « l  for a) N = 3 2  an d  b> N = 6 4  
and two d i f f e r e n t  v a l u e s  of £> fo r  t h e  m o d e l  of r e f e r e n c e  
22. T h e  c u r v e  c o r r e s p o n d s  to t h e  p r e d i c t i o n s  of 
r e f e r e n c e  24. N o t i c e  t h a t  f o r  a f i n i t e  s y s t e m  o n l y  a 
f i n i t e  n u m b e r  of v a l u e s  of t h e  o v e r l a p  a r e  p o s s i b l e .

7 1 A r e g u l a r  tree. In t h i s  f i g u r e  t h e r e  a re tw o  l e v e l s  of 
b r a n c h i n g .

8: Th e  m o m e n t s  of t h e  c l u s t e r  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n s  of t n e  
t r a s s  o b t a i n e d  w i t h  s i n g l e - l i n k a g e  a n d  c o m p l e t e - 1 i n k a g e  
c l u s t e r i n g  f or t h e  m o d e l  u l t r a m e t r i c  by c o n s t r u c t i o n . 
F o r  N = 3 2 :  s i n g 1e - 1 i n k a g e  c l u s t e r i n g  <•>,
c o m p l e t e - l i n k a g e  c l u s t e r i n g  ( o ) ) for N = 6 4 :
s i n g l e - l i n k a g e  (-<-), c o m p l e t e -  l i n k a g e  (x), (at t h e  s c a l e  

q = 0 . 5 >.

9: C o m p a r i s o n  of th e  s e c o n d  m o m e n t  of th e  c l u s t e r  w e i g h t  
d i s t r i b u t i o n s  of the t r e e s  o b t a i n e d  w i t h  s i n g  1e - 1 i n k a g e  
and c o m p i e t e - l i n k a g e  a n d  c o m p l e t e - 1i n k a g e  c l u s t e r i n g  
w i t h  y<q; for q ^ O . 5  a s  a f u n c t i o n  o f  N for the mo d e l  
w m c h  is k n o w n  to be e x a c t l y  u l t r a m e t r i c .  T h e  d o t s  s t a n d  
for the s i n g 1e - 1 i n k a g e  r e s u l t  a n a  t n e  o o e n  c i r c l e s  f o r  
the c o m p l e t e - l i n k a g e .  T h e  c r o s s e s  i n d i c a t e  the d i r e c t  

c a l c u l a t i o n  of y < q ) .

10s T h e  r a t i o  of e q u a t i o n  <3. 4 6 )  ( m u l t i p l i e d  by l Q O ) a s  a 
f u n c t i o n  of N for k = 2  <«>, k=»3 < + >, k“4 (o) an d  k “5  <x> 
<at the s c a l e  q = 0 . 5 > .

H i  Th e  m o m e n t s  of t h e  t w o  e x t r e m e  c l u s t e r  w e i r h t  
d i s t r i b u t i o n s  for th e  S K  m o d e l .  S y s t e m  s i 2e s  an d  s y m b o l s  
ar e  a s  m  f i g u r e  8.

3V

F i g u r e  12: T h e  m o m e n t s  o f  t h e  c l u s t e r  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n s  for 
s i n g l e - 1i n k a g e  an d  c o m p l e t e - l i n k a g e  c l u s t e r i n g  for the 
G C P  w i t h  q =  3  a t  a s c a l e  d = 0 . 4  a n d  14 s t a t e s .  For 
s i n g l e - l i n k a g e  c l u s t e r i n g s  N = 2 5  <8) , N - 5 0  <#), N = 7 0  <x) 
a n d  for c o m p l e t e - !i n k a g e « N = 2 5  ( O ) , N = 5 0  (o>, N “70 (+).

F i g u r e  13: F<d) for t he G C P  w i t h  t h r e e  c o l o u r s .  N = 2 5  an d  N = 50.
S

F i g u r e  14s P(d) f o r  t h e  G C P  w i t h  f o u r  c o l o u r s .  C r o s s e s  c o r r e s p o n d
to N = 2 5  a n d  c i r c l e s  to N“70. N =14.

s

F i g u r e  15: T he a v e r a g e  o v e r l a p  b e t w e e n  t h e  o u t p u t  s t a t e  a n d  the 
c o r r e c t  c a t e g o r y  for a t r e e  w i t h  N *=2, q = 0 . 5 ,  N = 5 0 0  (o) 
a n d  N ~1 0 0 0  < ® > . *

F i g u r e  16: Th e  e m p t y  c i r c l e s  a r e  the a v e r a g e  o v e r l a p  b e t w e e n  the 
o u t p u t  a t a t e  a n d  th e  c o r r e c t  c a t e g o r y  o n  the line a ~ 2 y ^  
T h e  b l a c k  c i r c l e s  a r e  th e  a v e r a g e  m a x i m u m  o v e r l a p  M 
b e t w e e n  the o u t p u t  s t a t e  a n d  t h e  e t h e r  c a t e g o r i e s  o n  the 
s a m e  line. A g a i n  q=0 . 5 .  N = 1 0 0 0 .  T h e  d a s h e d  line 
i n d i c a t e s  t h e  e 1a s s i f i c a t i o n  e r r o r s .
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