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RESUMEN

En el primer capitulo estudiamos la ionizaci6én de la capa K
de un dtomo pesado por un proyectil liviano y lento, permitiéndole al estado i-
nicial relajarse frente al potencial del proyectil. Se obtienen estimaciones ge-
nerales de las transiciones monopolares y dipélares a estados del continuo, y del
rango de parametros de impacto que contribuyen primordialmente al proceso de ioni-
zacién. La correccién a la energia de ligadura electrdnica es ahora variable en
el tiempd, y se muestra que produce una reduccién en la probabilidad de ioniza-
cién para pequefias velocidades de colisién, mientras que a velocidades mayores
1la dependencia temporal de esa energia de unién puede aumentar la ionizacién de
la capa K. _ _ :
En el capitulo II estudiamos la dependencia con el parimetro
de impacto de la pérdida de energia media y su fluctuacién; de un proyectil que
excita las capas internas del blanco, siendo el objetivo aplicarlo al caso en el
cual &ste viaja canalizado a través de un s6lido cristalino. Encéntramos que la
secci6én eficaz diferencial de ionizacién admite una aproximacién sencilla cuando
la velocidad y el pardmetro de impacto del proyectil son grandes comparados conla
velocidad caracteristica y el radio del orbital interno regpeétivamente, y que la
transicion dipolar es la predominante en tales casos. Efectuamos el célculo para
el sistema protén - Si, logrando un buen acuerdo con los datos experimentéles al
incluir la contribucién de los electrones internos al frenamiento total.

ABSTRACT

In the first chapter we study the K-shell ionization of a hea-
vy atom by a slow light ion by allowing the initial electron state to relax under
the potential of the proyectile. General estimates are given for monopole and di-
pole transitions to continuum states, and for the range of impact parameters that
contibute most to the process. The correction to the electron binding is now
time dependent, and we show that it produces a reduction of the ionization pro-
bability for small collision velocities, while at larger velocities the time -de-
pendence of the binding may enhance K-shell ionization.



~ In chapter II we study the dependence with impact parameter

of the effect of inner shells excitation on the energy loss and straggling. Our
aim is to apply this to the case of channelling. We find that the ionization pro-
bability may be approximated by a simple expression when the velocity and impact
parameter of the proyectile are large compared with the characteristic velocity
and shell radius of the inner orbital respectively. We also find that the dipolar
transition is predominant in these cases. We made the calculation for the system A
proton - Si, and the inclussion of the contribution of inner electrons to the to-
tal stopping allows a good agreement with observations.



CAPITULO I

EFECTOS'ADIABATICOS EN _LOS PROCESOS DE IONIZACION DE CAPAS

- INTERNAS POR PROYECTILES PESADOS




I1-1 INTRODUCCION

_ La descripcién de la ionizacién de la capa K de un 4tomo
pesado por el impacto de un proyectil ibnico puede hacerse a través de diversos
modelos, dependiendo de la relacidn entre las cargas nucleares, y entre las ve-
locidades del proyectil y del electrén.

En estre trabajo consideramos colisiones muy asimétricas:
Z 1<< 22, '( indices 1 y 2 se refieren a proyectil y blanco respectivamente ), lo
cual nos permite tratar al proyectil como una carga desnuda en su interaccién
con el electrdon. Este tipo de proceso se conoce como ionizacién coulombiana. A-
demis nos interesan las colisiones lentas, determinadas por la relacién:

donde usamos el sufijo K para identificar los pardmetros relacionados con los e-
lectrones K. O sea, V¢ es la velocidad caracteristica de éstos.

En la formulacién semiclédsica se encuen‘cra1 que los pardmetros
de impacto p que mis contribuyen a la excitacién de la capa K estén dados por:

P Vi @Wax (1-2)

siendo:

w;K: @K Zf/z ) . (1'3)

la energia de ligadura de dicha capa, O« representa el caridcter no hidrogénico
del orbital. ( Usamos unidades atémicas ). .

De (1-1) y (1-2) vemos que el proyectil debe penetrar mucho
en el interior de la capa K para poder ionizarla:

=2V - 2M i 1-4)
G2k Bk 3y Ok Vo < (1-4)

donde A = Zz'1 es el radio de la capa. Consecuentemente la carga Z1 pemaneé:e
dentro de la misma un tiempo & grande comparado con el perfodo caracteristico
del electrén en su dérbita: ‘

G:——-&L-GV » Wi (1-5)
1 .



El eétudio de la ionizacibn de las capas internas ha sido~reali-
zado originalmente utilizando la primera aproximacidn de Bornz. La misma supone '
que los estados electrénicos inicial y final no son distorsionados por la presen—
cia del proyect11 al cual considera como una particula libre, despreciando la
influencia del campo coulombiano del niicleo blanco. Cuando se utilizan funciones
hidrogénicas para describir los estados electrénicos, la PWBA predice una:forma
universal para la seccién eficaz total de 1onlzac1on3

. PWBA v '

e e e
donde _

Gox = 8T ad(2s/ zz.‘)" | | (-7

T = o Vak | o (1-8)

De la comparacién con los resultados experimentéles se'conclu—
ye que las predicciones, tanto de universalidad como de las magnitudes:de la
secci6n eficaz, son errdneas. La teoria y el experimento difieren hasta un’ orden _
de magnitud cuando 7, disminuye por debajo de la unidad, sobreestlmando 'siefipre ,
la teoria a la experiencia. ' {

Existen dos efectos fisicos que pueden expllcar al menos cua-
litativamente, estas discrepancias:

12 ) La deflexién que sufre el proyectil en el campo del ndcleo blanco, .la-cual
impide una mayor penetracién del mismo dentro de la capa K, disminuyendd asi su
capac1dad de ionizarla. La accién del potencial internuclear en el movimiento. de ;
la carga Z1 fué considerada prlmeramente por Bang y Hansteen1, quienes 1ntrodu- ;
En un tratamiento cudntico puede también tenerse en cuenta el campo del nGcled
blanco a través de la aproximacién de Born de la onda distorsionada, como-ya-¥o ;l
hicieron Pauli y Trautmann4, ' .
22 ) La distorsidén de los estados electrdnicos puede ser importante. Si blen

Y/ 4§ ZZ’ y por lo tanto la perturbacitn producida por el proyectil es pequefia,

e1 tiempo de colisién es mucho mayor que el tiempo de respuesta del electrén,
pudlendo éste adapatarse adiabdticamente al potencial produc1do por ambas cargas



Z'y Z Brandt, Laubert y Sellin5 y Basbas et al. 3-in'crodujeron en la PWBA en
uAa forma aproximada la correccién a la energia de ligadura del electron por la
presencia del proyectil..Evaluaron la misma en un primer orden ‘de. perturbaciones
estacionarias, considerandola independiente de la coordenada internuclear R e;iQ
gual al valor adoptado en la distancia de miximo acercamiento.

Andersen et a1.6, usando un modelo hidrogénico para descrlblr
el &tomo blanco, optimiiaron el radio de la capa K minimizando la energia de 1li-
gadura; refiriéndose también al punto de miximo acercamiento. ‘

Si deseamos tener en cuenta mids correctamente la distorsidn
del orbital electrénico, debemos optimizar el radio de la capa K em cada punto de

la trayectoria descripta por el proyectil. Andersen et al.6

sugieren que en tal
caso la amplitud de transicifn resultard mis grande respecto del caso de optimi-
zaci6n en el punto de miximo acercamiento. Contrariamente, Basbas, Brandt y
Ritchie7 concluyen que en la regién de bajas velocidades la variaciﬁh de la ener-
gia de ligadura a lo largo de la trayectoria puede disminuir la probébilidad de io-
nizacidn. ‘

Existe un tratamiento alternativo de la ionizacidén de capas

internas, propuesto por Klebers.

El mismo consiste en optimizar variacionalmente
una funcién de onda que contiene pardmetros complejos, pudiendo asi describir a-
proximadamente procesos no adiabdticos. La probabilidad de excitaci6n se obtiene
directamente de su forma asint6tica. En un procedimiento de este tipo no es ficil
conocer la precisién de los resultados, y ademis se requiere un estudio previo
para determinar la forma funcional apropiada de la funcidn de prueba. V

En este trabajo nosotros optimizamos el radic de-la capa K en
funcién de la distancia internuclear R. Esto es equivalente a agrdximar'IDS»esta-
dos moleculares adiabdticos del electrén en el campo de Z1 y ZZ;?or:un orbital a-
témico 1S con un radio 6ptimo. Esto constituye una buena representacién debido a
la relacidén existente entre las cargas, z {(Z2 ; ¥ a la importancia de las dis- |
tancias internucleares pequefias para una exc1tac16n efectiva, como se vé de (1-4).

Dado que este tipo de correccién depende de R pero no de la f
trayectoria particular que se elija, consideramos por simplicidad una trayectorié
rectilinea. Determinamos la amplitud de transici6én en un primer orden del calcu-
lo de perturbaciones dependientes del tiempo. Rihan, Muller y Greiner9 mostraron
que pard el caso de colisiones lentas entre dtomos pesados los términos de segun-
do orden pueden ser importantes. Nosotros encontramos que el tener en cuenta la.

energia de ligadura variable produce un cambio en los resﬁltados d§ magnitud si-



milar, por lo cual este efecto debe ser considerado junto con las contribucio-
nes de segundo-otden en las colisiones de idtomos muy pesados.

- ' _ Encontramos finalmente que el uso de un radio variable dismi-
nuye la probabilidad de ionizacién respecto de considerarlo estdtico, en la re-
gién de velocidades muy pequefias del proyectil

En la seccién I-2 presentamos el formalismo de la teoria de
' perturbac1ones cuando se utiliza una base dependiente del tiempo, en I-3 obtene-
mos la condicién (1-2) necesaria para que la probabilidad de transicidn sea. a-
preciablé, basindonos en la relacién de incerteza energia - tiempo de interaccién.
En I-4 detallamos la optimizacién estdtica del radio de la capa K, y en I-5 ob-
‘tenemos la amplitud de transicién a los estados del continuo, los cuales estdn
_representados por ondas coulombianas en el campo de la éarga nuclear optimizada.
.'Nbstramos que la contribucién originada por la dependencia temporal del estado
: _iniciai es del mismo orden que la producida por el potencial del proyectil. En
'51-6 estimamos las amplitudes de transicién a los estados s y p del continuo, en-
ltcontrando que para velocidades y pardmetros de impacto pequefios, la transicidn

monopolar es la predominante. . '

Los detalles del cdlculo de la probabllldad de ionizacién al
estado 1 = 0 del continuo estdn contenidos en la seccién I-7. En I-8 discutimos
los resultados, y efectuamos una estimacién analitica del rango de velocidades pa-
ra las cuales la variacién del radio de la capa K a lo largo de la trayectoria, n
produce una disminucidén én la probabilidad de ionizacién.



I-2 ECUACION DE SCHRODINGER

Consideranos cada electrén K como una particula independiente
que se-mueve en el pofenéial coulombiano del micleo blanco de carga Z2 modifica-
da para tener en cuenta el apantallamiento producido por el otro electrdon. Esto
es una buena descripcidn ya que para los electrones internos su interaccién con.
- . el hﬁcleo es la predominante. El efecto de los electrones externos se manifiesta
solamente a traves de 1a disminucién en la energia de ligadura de la capa K, co-
mo se muestra en la relacidn (1 3). Los nicleos se consideran como partlculas
clasicas que describen una trayectorla rectilinea . con velocidad constante. La
evolucién del sistema estd dada por la ecuacidn de Schrodinger:

‘[H 7t - i %)t_] Yeo: 0 | @
‘siendo: | | o

Heo - - _;_.V: - Za

SR - @

“donde T es lavcoordenada electrénica medida respecto del nicleo blanco.

' ) A velocidades pequefias la base natural para desarrollar

: -q) (%, t) es el conjunto de estados moleculares adiabidticos, ya que en el limite

-'V1-*.0 son soluciones exactas del sistema. Las transiciones entre los estadosv
son entonces originadas por la dependencia temporal de la base, resultando, en -

primer orden en la velocidad, la siguiente amplitud de transicién:

(En- 4¢' )
QAn = ~ S dt Lo | §-]%(ﬂ)> e 5 ~ (2-3)

donde (.p;_ (?,t),‘ € (t) son los orbitales moleculares y sus energias.
Para colisiones muy asimétricas, el conjunto de orbitales até-
- micos independientes del tiempo constituye una base conveniente para desarrollar
.KQ (¥,t). En este caso el potencial coulombiano de interaccibén proyectil - elec-
trén es el causante de las transiciones. En el formalismo usual de perturbaciones
dependiéntes del tiempo puede obtenerse la amplitud de transicidn en primer orden

1’6,'pero con el uso de esta base se deja de lado la respuesta adiabdtica del e-



lectrén a la presencia del proyectil.

Nuestro objetivo es mejorar la descripcién del proceso utili-
zando un conjunto de estados atémicos que contengan alguhas caracteristicas fun-
damentales de los orbitales moleculares. Para lograrlo introducimos una carga e-
fectiva 6pt1ma dependiente del tiempo, con la cual las transiciones son produci-
das por la dependencia temporal de la base, y por el potencial perturbador ac-
tuante sobre los estados at6micos de la misma. Separamos por lo tanto, el Hamil-
toniano total en dos partes: '

HED = Ho o) 4 VED (2-4)

siendo:
Ho(?l't)" -..1— Vz - _%m_ ) (2—5)
\/(Ft) - Z®)=2x - _ 2y | (2-6)
r IF-Ril |

;fldésarrollamos 1+)(?,t) en el cénjunto de autoestados de (2-5):

[Hot)- En®] Xatr9) = O o 27

donde O(n(?,t) son orbitales hidrogénicos correspondientes a uma carga nuclear
Z(t). Reemplazando:

: i tEn(t')d“l. .
w(?-*) < z ‘Anit) ‘Xn(?.f) € ) ) . (2-8)
n .
en (2-1), obtenemos:
' -{*(E.-: ) dat'
. . t "
‘--g-%h.: GnA<'X.uiV(?.t).-t.9€an e | (2-9)

Empleando el desarrollo multipolar del potencial perturbador V(T,t):

Vi = Zw=2a - Z,}_ AL (R) )’ (*) (2-10)

rl"

y utilizando la siguiente relacién para reescribir el acoplamiento debido a la
no adiabaticidad del proceso:



(Ek. E.){ X [_gc_[ Kn) = 2 e[ L] %ay | (2-11)

con Z(t) =dz / dt
podemos escribir la amplitud de transicién en primer orden, que resulta de reem-
plazar en (2-9) a  por Sne:
) @ . é
. t Crolpst) :
OR(P,m) =L j d‘k Vko(P,i) e (2'12)
-0y

donde

eho(P;'&) = j dt (ER- Eo) (2-13)

Vko(p,’c) 2 (XRI VED - L

(X Ey=2azi 2 funEn) - Z'\‘z‘“&r ;jw e;(ﬁ)%m(ﬁ)[%oﬁ (2-14)

Vemos de (2-14) que el uso de una carga variable con el tiempo se manlflesta SO~
lamente en la contribucién monopolar de la excitacién.

I-3 VALORES CARACTERISTICOS DE LOS PARAMETROS DE COLISION

Vamos a analizar la expresidén integral (2 ~12) para ‘averiguar
bajo que condiciones la amplitud de transicidn es aprec1ab1e Una 1mportante con-
tribucién a la integral proviene de los valores de t para los cuales ERO es pric-
ticamente constante, pero eso implica un seudo cruce de los potenc1ales molecula-
res adlabatlcos, lo cual no es posible en nuestro caso ya que la diferencia de
energia entre los estados inicial y final nunca es pequefia. La otra posibilidad
es que en el desarrollo de Fourier del elemento de matrlz ex1stan frecuencias ta-
les que: _ .

wwiﬁm_ - Eg-Eq (3-1)
dt ‘
con lo cual es posible una cancelaciéhﬂapxoximada de las dos fases en (2-12),
dando asi una contribucién importante a ak(p,co). El orden de magnitud de las



frecuencias que originan una interferencia constructiva para reproducir la depen-
dencia temporal del acoplamiento en la regién de t~ tm de mixima variacién de

VkO(t) es:

Wn dVao/dt | - (3-2)

Vao (tm)

Del comportamiento de Z(t), y de (2-14) podemos inferir que
ka se anula pafa R = 0; para R} Aok tiende a 0 al menos como R-], y adopta su
maximo valor para R del orden de aZk. Luego podemos suponer que para valores de
R menores que P el acoplamiento de (2-12) puede representarse por un desarro-
1lo en potencias positivas de R. De esta forma el orden de magnitud de (3-2) re-

sulta, considerando una trayectoria rectilinea:
| N
2 1
W .d.%dL ~ _M_C_R_.p_)__.ﬂz- (3-3)

Con lo cual los pardmetros de impacto que contribuyen aprecia-
blemente a la excitacién resultan del orden de

PY o "V BT | (3-4)

Hemos obtenido asi la condicién propuesta por Bang y Hansteen1
para la ionizacidn de la capa K, basdndonos en la relacién de incerfeza entre el
tiempo de interaccidn y la energia del electrdn. La variacién en el tiempo de la
perturbacidn estd relacionada con el ancho del nivel energético del electrén, el
- cual a su vez debe ser del orden del salto en energia entre el eStado inicial y
el final para que la transicidn ocurra con probabilidad apreciable.

I1-4 OPTIMIZACION DEL RADIO DE LA CAPA K

El electrdn K estd descripto por una funcién de onda hidrogé-
nica 1s con una carga efectiva Z(t):

Ko@) < Zgil;f e o
R . @0

La energia de ligadura de este orbital considerando el potencial provisto por las



cargas ZT y Z2 resulta:

Eott): {Xo| Heor| Xo) (4-2)

donde H(T,t) estd dado por (2-2). |
Si ademids tenemos en cuenta el efecto de los electrones externos, Eo(t) respon-
de a la siguiente expresién:

' -2Z@R
Eocm.zéé__zzz«)-%u Z(1+BORE T (- o)(Zirz) (43

Los primeros dos términos representan las energias cinética y potencial en el
campo del nficleo blanco, los dos siguientes corresponden a la correccién debido
a la presencia de la carga Z1, y el Gltimo es el apantallamiento debido a los e-
lectrones externos, evaluado en el limite de dtomo unido dado que los valores de
R que interesan son pequefios respecto de PR ‘

Minimizando Eo(t) respecto de Z(t), obtenemos:

Z(t)(L. 22, Re 200

-2 ZMR

)-Zz-Zae =0 (4-4)

De (4-4) vemos que Z(t) tiende a Z2 para R grandes, y a Z1 + Z2 en el limite de
dtomos unidos ( R=0 ).

I-5 AMPLITUD DE TRANSICION

Para evaluar la amplitud de ionizacién, dadaApof (2-12),. debe-
mos considerar como estado final del electrdn, el estado del continuo hidfogéni-
co correspondiente a una carga nuclear Z(t). Esto es lo correcto, ya qne-seffe—
quiere una buena descripcidén del estado final en la zona donde la superposicién
con el inicial es apreciable, y esto es posible cuando se utilizan los elementos.
de la misma base. De esta forma consideramos el mismo potencial distorsionante en
el canal final y en el inicial.

Cada onda parcial del estado del continuo responde a la si-
guiente expresién:

Xem (74) = (-t)'ﬁi{g. R ee) Y, (R) 'y,,,,o*)' | (5-1)



‘donde:

.ikp ted .
F,(q,,m:N“e (Zhr) ,F, [nuin,znz,z(kr] (5-2)
con
A /2 )
Nee: € s - (5-3)
2(2t¢9) ]
Utilizando el desarrollo en potencias de r de la funcién hipergeométrica con-
fluente10
,F,[‘t,b,uq 2042y 2ikr) 2 ﬂz.uz.)_ [(tra-im+s) szi‘”‘)s ' (5-4)
fes - vn)L F(ze+z+s) s ¢
podemos reescribir (5-2):
ikr 2 ¢ S
-t - RS LS |
Fe@ ) 2 Ny € 2_ Agciesm) (77 (2k1) ~ (5-5)
Sz8+4

Mostraremos en la siguiente seccién que para velocidades mas
pequefias que la caracteristica del electrén K, y para pardmetros de . impacto me-
nores que P la transicibén monopolar es la predominante. Las transiciones al
estado s del continuo son originadas por el acoplamiento:

Moo @)z (Mewn | 20 Bazi Blsraze) - - 24 Qo) - 2eQuny |X,) (5.5)

donde © es 1a funcisén escalén.
Para valores de R mucho menores que azk,'dbtenemos de (4-4)
el siguiente desarrollo en potencias de R para Z(t):

20y n Bey 22 - 22,(Za 2R O(RY) | (5-7)

que reemplazado en (5-6) dd lugar al siguiente desarrollo para el acoplamiento:

mkoc (P.t) s Az (3 R)z.‘.. A3(2 R)S.,. CO[(Z R)‘] (5-8)

los coeficientes Ai son independientes de Z en el limite k L Z, que son los valo-
res de k que contribuyen: principalmente al proceso de ionizacidén. La expresién
(5-8) confirma lo ya supuesto en ia seccién (I-3).

Si reemplazamos en (5-6) Z(t) por su limite de dtomo unido,
obtenemos:
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MRoo(Pvt) =<'X Roo \ Z,OR-r) [?1‘— - —{R-‘} ! Xo> : (5-9)

Vemos asi que los términos adicionales que aparecen en (5-6) son del mismo orden
que los de (5-9), con lo cual concluimos que el uso de una base dependiente del
tiempo puede introducir correcciones apreciables al cdlculo ya existente. '

I-6 CONTRIBUCIONES MONOPOLAR Y. DIPOLAR A LA AMPLITUD DE TRANSICION

Dado que nos interesa solamente estimar el orden de magnitud
de ambas contribuciones, consideramos el caso de pardmetro de impacto nulo para
facilitar la integracién en el tiempo. Reemplazando el desarrollo (5-8) en (2-12)
y dado que el cambio relativo en la energia de ligadura-a lo largo de la trayec-
toria es del orden de Z1' / ZZ’ consideramos & ko como una funcién lineal del tiem-
po, lo cual es una buena aproximacién para 24 &« ZZ’ resultando asi la amplitud

de transicién monopolar:

i

Gnoo(P@):-ijfd\-,&- [ Az(2ixiY ¢ As(ilm)a] e tf (6-1)
-

siendox=vty(«5m ZZ /v

Para resolver (6-1) introducimos un factor de convergencia

~Bixt . . . .
€ . Es interesante notar que el desarrollo (5-8) es equivalente a una serie

~Ei . por 1o cual con ¥ & Z respetamos el de-

del mismo tipo multiplicada por €
sarrollo de Mkoo‘ Considerando en la siguiente expresidén general n = 2p+q, donde

q adopta los valores 0 6 1 seglin n sea par o impar respectivamente:

-LJZ.L An(@x)" cos(BX)E ™. i An b Z"_cos [instan(®/8)]
A RAGTEC

n A‘n Z-Z(V/Z)ZP“(‘@/Z)FQ | (6-2)

Utilizando (6-2), para ?S'( Z, obtenemos el orden de a, , dado por:

koo
akoo(PN o) ‘M A3 Z-Z(V/Z)g | | (6-3)
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Analicemos ghora las transiciones a los estados p del continuo, las cuales es-
tdn determinadas por la siguiente matriz de acoplamiento:

T = Y 2l G 1 RO Y| o

Utilizando el desarrollo (5-2) para'X Klm’ (6-4) puede escribirse como una se-

rie de potencias positivas de R:
M« YR B2R) 1 BAZRY, BZR)', O RY] ] (6-5)

donde los coeficientes Bi son también independientes de 7 en el limite kg Z.

El célculo de la amplitud de transicién involucra una integra-
cién similar a la (6-1), en el limite p—»0. pero en este caso, debido a la ausen-
cia del término cuadrdtico en (6-5), el factor de convergencia e"’""' es valido
sélo considerando ‘K‘<< Z. Param = 1 el resultado de la integral en el tiempo
corresponde al dado en (6-2), pero con un factor Zp introducido a través del ar-
ménico esférico YH(R) ~NOD / R, siendo por lo tanto el orden de_ esta transicién:

Ogyy(pro) ~ 84(2 p) Z-Z(V,/Z)Sl - (6-6)"

Para m = 0 el arménico Y O(R) ~ x / R introduce un facter asi-
métrico en el integrando de (2-12), luego la contribucién proviene de ta.funeidén
seno de 1a fase e'S®e ' ‘

a0

dx_ Bn<lel)n sen(3x) e d %3—%}@ ve.n[En +ntan (_6/"25‘)]

n Ba 27V 2 2)° | (:_.,,6-'—»?9“_:

Utilizando el resultado (6-7) obtenemos para 210

Orao(pv0) v By 27%(v/2)" (6-8)
De (6-3), (6-6) y (6-8) vemos que la transicién dipolar es un

factor v / 2 pZ mids pequefia que la monopolar en la regibn de v{ Z y p< Z
Y para pequefias transferencias de impulso k al electrdn eyectado. Un proyect11
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lento debe penetrar mucho dentro de la capa K del blanco para produc1r una per-
turbacién apreC1able y la mlsma originard una poblac1on 1mnortante en aquellos
estados finales con una den51dad electronlca grande en la reglon préxima al es-
tado inicial, que son los estados s del contlnuo

Las expresiones (6-2)- y (6 7) nos muestran otra cond1c1on pa-
ra que la amplitud de transicidn’sea apreciable: la dependenc1a en 1a coordenada
R del acoplamlentg debe produc;r intérferencias constrictivas de las contr1buc1o—_
nes sumadas a lo largo de la trayectofié Si hubiésemos considerado Z2 en lugar
de Z(t), ‘el acoplamlento presentarla un termlno en (ZR) que no da contribucién
a akoo(p) pues su 1ntegrac1on a 10 largo de la trayectoria se anula, como se vé
de (6-2) para ¥ - 0. Luego el l;mlte de dtomo unido modifica la amplitud de tran-
sicién pero conserva su orden dé'maghitUd dado por (6-3).

El resultado (B—S)Ipuede derivarse de la expresién (3-12) ob-
tenida por Bang y HanSteeﬁJ para la seccién eficaz difey¢n¢i§1, coﬁéiderando tra-
yectoria rectilinea, y en el limite de p- 0 y k &< 7. ”

1-7 CALCULO DE LA PROBABILIDAD DE IONIZACION

Incluimos en la misma solo la transicién al estado s del con-
tinuo, ya que como demostramos anteriormente es la mis importante a velocidades
pequefias del proyectil. La expresidén (5-1) del estado final afectada de un factor
(2715 resulta normalizada en la escala de impulsos k, luego la pfobabilidad de
ionizacién al estado's del continuo, para un dado pardmetro de impacto p resulta:

IF

Donde el factor 2 tiene en cuenta la presencia de los 2 electrones de la capa K.
La expresitn de akoo(p) es:

e R A
Qgoo(p) = -1 g dt Hkoo(P,t) € : (7-2)

con Eo(t) dado por (4-3) y Z(t) determinadoc de la ecuacidén (4-4). El acoplamien-
to h&oo(p’t) dado por (5-6) se resuelve analiticamente, resultando la siguiente
expresidn:



\

r/lkoo (P,i): -1 8H No Nko {%{ z(t) Zz, -l z/(E-g- o)]

~(2-iR)R
+ 24 € Sa(RsE); (7-3)
donde
3/. .
No :_Z__j N;go = e ﬂ""?) : (7-4)
T .

y Sk(R,Z) estd dado por:
3-1

ma-g
me .(fq)(zlk) ) _cmsflm T

Ser.2).

.
) K
Ma
N 1
\ mi_ .
: 7-5
“ /[ Tsl iRyE | (7-3)
5=0 '
Para mostrar la dependencia en R de Mkoo’ es conveniente rees-
cribir (7-5) de la siguiente forma: '

At () 2iR) _ml

(z -t k)hﬂ

f\/c-

SR(R:Z)'L[R(Z tk)]

S22

Z (z (k)]
=z 3

de 2%, y que Z(t) n Z] + Z,, de manera que el término (ZR)  se cancela en (7-3),

E4
o
e

4
iy

Am. L2k
: §("1)( k)" Wa Z“k (z k)z (7-6)

Para R pequefios, teniendo en cuenta que N Nko es del orden

({t

[\/D

2

recuperamos el desarrollo (5-8) de Moo
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1-8 RESULTADOS

Integrando numéricamente a lo largo de la trayectoria en.

(7-2) ‘obtenemos I o(p), cuyo modulo cuadrado integramos luego sobre los.posi-
bles 1mpulsos k transferidos al: ‘electrén para obtener la probabilidad de.ioni-
zacién. Efectuamos el cdleulo’ considerando la- carga:Z(t) optimizada para cada va-
lor ‘de‘R; -y “también‘'consideramos el valor:de Z envel punto de.miximo acercamien-
té (R'="p); con’16 cual ‘reproducimos los resultados-de Andersen: et all. Comparan-
dd”ambéé*célculoS”podémés verificar la precisién de la aproximacidn de energia- de
ligadura constante a lo largo de la trayectoria.

En las figuras (I-1) y (I-2) mostramos las probabilidades de
ionizacién' en funcidn del pardmetro de impacto para distintos energias inciden-
tes de Hidrdgéno y' Carbdn como proyectiles,.incidiendo sobre un. blanco de Cobre.
En ellas”se observa:que existe una regién de velocidades para las cuales el cil-
culo utilizando Z(t) resulta apreciablemente menor que el correspondiente con-
Z{p). Estos resultados confirman las conclusiones de Basbas et al7 sobre la in-
fluéncia'de la carga variable en la probabilidad de ionizacién'a bajas energias.
De un‘anglisis numérico comprobamos que la diferencia entre ambos resultados pro-
viene fundamentalnente de las energias de ligadura consideradas en cada caso,
Ik)fift)) y-Eo {Z{p)] , ya que el efecto producido al cambiar Z(p) por Z(t) en
la forma funcional de los estados inicial y final es despreciable.

Podemos obtener en forma aproximada un resultado analitico pa-
ré*akdb(b); y luego estimar la regién de velocidades para las cuales el uso. de
una carga variable disminuye la probabilidad de ionizacién. Para ésto, considera-
mos el limite de p = 0 y aproximamos Eo(t) por los dos primeros términos del de-
sarrollo de (4-3) alrededor del punto de miximo acercamiento. De esta manera, la
fase en (7-2) resulta:

ap,q(:P’,‘t)m e”‘é‘“"i@"s}‘ | (8-1)
donde
Cro:Bofze]-En PR (2B (8-2)
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Teniendo en cuenta que las transiciones ocurren para valores
de Rnu v/ Zz,_el orden del Giltimo término de (8-1) es:

AR B v(Epy g1 | (8-3)

' ) A . . .
_ Con 1o cual podemos desarrollar ' *°f%  4q 14 siguiente forma:

€ t) ‘ 0 - |
g Y, et x/vlu LR+ O(85x)] | (8-43.

Reemplazando (8-4) en (7-2), obtenemos para la amplltud de-

ionizacidén ak (p=0) :

{€ro X/V

. ( . .
A koo (p0) 2 -0 } dt Mgoe (pno,t) € [ e ifxt] (8-5).

De acuerdo a (6-2), (6- 7) (7-3) ¥y (7-6) vemos que para Valqres
pequefios de R, la principal contribucién p59v1ene del témino en R de SR(R Z)
%[ -
(en este caso el factor de convergencia £ * coincide con € 2 ¥l ), por lo

tanto podemos escribir (8-5) en este limite de p — 0:

| @ ~(B-iR)IL tEth/V :
anoo(f’""’): 23T N, Nie "'d\,T)"" e _%&L e ty JT——& I (8-6)
B -~ |

. Resolviendo integrales en (8-6) utilizando los resultades
exactos de (6-2) y (6-7), obtenemos el siguiente rango de veloeidades para el
cual el uso de una energia variable reduce la probabilidad de ionizacién respec-
to de la calculada con la misma evaludda en elvpunto de miximo acercamiento:

O N1 -
< <3m (8-7)
Segiin los resultados numéricos, como se muestra en las flgu-

ras (I-1) y (I-2), esta disminucidn ocurre en un rango de velocidades algo menor
que el predicho por (8-7).
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I-9  CONCLUSIONES

Hemos estudiado la probabilidad de ionizacién de un electrdn
K que interactfa con un proyectil lento que Viaja seglin. una trayectoria rectili-
nea. El objetivo era determinar las correﬁci@qes intrgggéidas por el uso de una
base dependiente del tiempo para describir los estadoszgiéctrénicos, contemplan-
do asi la respuesta adiabidtica del electrén a la presencia de la carga. '

A velocidades pequefias las transiciones ocurren mientras el
proyectil estd en el interior de la capa. Por lo tanto se requiere una buena des-
cripcidén de los estados electrénicos en dicha regién, lo cual justifica el trata-
miento de los electrones K como particulas independientes. Ademds para distancias
internucleares mucho menores que el radio de la capa K, los orbitales atémicos
con carga nuclear variable representan una muy buena aproximacién de los orbita-
les moleculares, en este tipo de colisiones muy asimétricas. El potencial cou-
lombiano del proyectil y la dependencia temporal de la base no perturbada son los
causantes de las transiciones.

Estimamos el orden de magnitud de los paridmetros de impacto
que cbntribuyen apreciablemente a la ionizacién, basdndonos en el siguiente he-
cho: la perturbacién debe cambiar en el tiempo lo suficientemente répido como
para originar una incerteza en la energia que posibilite al electrén alcanzar los
estados finales. Recuperamos asi la relacién sugerida por otros autqres”11.

En una forma analfitica aproximada mostramos que la transicidn
monopolar es la predominante a velocidades pequefias de la colisién.

Encontramos que el uso de una carga variable optimizada a lo
largo de la trayectoria disminuye la probabilidad de ionizacidn a velocidades
suficientemente bajas, y estimamos analiticamente el rango de las mismas. Estos
resultados confirman las predicciohes de Basbas et a1.7, quienes estiman en for-
ma cualitativa la influencia de la energia de ligadura variable sobre la probabi-
lidad de ionizaci6n. Y también son sonsistentes con las mediciones de la seccién
eficaz de jonizacién de la cama K del niquel por el impacto de carbén 12’13’14,
las cuales se sitfian debajo de la curva tedrica que(éonsidera la energia evaluada
en el limite de dtomo unido, a velocidades pequefias del proyectil.

Nuestros resultados. también muestran que a velocidades mds al-
tas, el cdlculo utilizando energia de ligadura variable pro&uce un aumento en la
probabilidad respecto del cdlculo.que la considera estdtica.
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"Por lo tanto, en general, el signo de la correccién introduci-
“ida:pér una ‘éhergia de:ligadura variable depende de las interferencias entrée las
distintas coritribucionss a'ta amplitud de transicién sumadas a lo largo de la tra-
yectOrla las: cuales ‘a- su*vez son dependientes de la velocidad de colisidn.
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"CAPITULO I1

ENERGIA MEDIA TRANSFERIDA A ELECTRONES INTERNOS POR PROYECTILES

CANALIZADOS, Y SU FLUCTUACION




T1I-1 INTRODUCCION

Cuando una particula cargada viaja a través de materia com-
puesta de dtomos mds pesados que ella, pierde energia debido principalmente a
sucesivas colisiones ineldsticas con los electrones atémicos. El valor medio de
la energia perdida y su desviacién cuadrdtica media han sido motivo de numero-
S0S estudios, comenzados ya en el afio 1913 con un tratamiento cldsico realizado
por Niels Bohr15 para describir la pérdida de energia de particulas rdpidas. Pos-
teriormente Bethe16 utilizé la formulacién mecdnico - cudntica para estimar el
frenamiento de proyectiles rdpidos no relativistas en blancos amorfos, basandose
en una seccidn eficaz de excitaci6n evaluada en la primera aproximacidn de Born.
Un estudio cuidadoso de los limites de validez de la f6rmula de Bethe, y su exten-
si6n al caso de proyectiles relativistas, mediante la inclusién del campo magné-
17 de1 afio 1963.
Cuando la particula se mueve a través de un sélido cristalino

tico generado nor los mismos, se encuentra en el trabajo de Fano

vé un mar de electrones de valencia y conduccién distribuidos con una densidad
casi uniforme a lo largo del cristal, luego la transferencia de energia a los
mismds practicamente no depende de la trayectoria que sigue dicha particula. Es-
ta también excita electrones del carozo atémico, siendo si estas excitaciones
fuertemente dependientes de la posicidn del proyectil. La respuesta de un gas de
electrones al paso de una particula cargada ha sido tratado por Lindhafd18*en
términos de la constante dieléctrica compleja del medio. La inhomogeneidad en la
distribucién espacial de los electrones de valencia fue tenida en cuenta por

Bohm y Pines19, quienes consideran separadamente las contribuciones de Ias.exci;
taciones colectivas y las individuales al frenamiento por un gas de electrones.
El andlisis de 1a dependencia con el parametro de impacto del proyectil, de la _
transferencia de energia a los electrones internos de un adtomo, ha sido realizado.
a través de diversos modelos, siendo uno de los mis conocidos el que considéra

al electrdn ligado armSnicamente y perturbado por una fuerza uniforme. Tanto el
tratamiento clésico20 como el cuénticoz1 de este modelo conducen al mismo resul-
tado. Datz22
delo del oscilador, siguiendo formalismos cudnticos para describir el proceso co-

y Dettmann23 obtienen expresiones andlogas a la predicha por el mo-

lisionante e introduciendo una energia media de excitacién que les permite evaluar
rdpidamente la contribucidn-de todos los estados finales posibles del electrdn.



Estos resultados son vdlidos solamente para proyectiles cuyas velocidades inicia-
les son grandes comparadas con la velocidad caracteristica del electrdn.

Nosotros realizamos un estudio detallado de la dependencia con
el pardmetro de impacto de la energia media perdida y su fluctuacién, de un pro-
yectil que excita electrones de las capas internas de un atomo, utilizando la a-
proximacién semiclasica para evaluar las amplitudes de transicidn. Aplicamos
nuestros resultados al caso concreto de protones canalizados en silicio. El cal-
culo desarrollado, vdlido sdlo para proyectiles no relativistas, utiliza funcio-
nes hidrogénicas para describir los estados inicial y final, modificadas para te-
ner en cuenta el apantallamiento producido por los demds electrones , dependien-
do por lo tanto la confiabilidad del mismo de cudn buena sea esta descripcidn.
Nuesi}d formalismo, si bien requiere un cdlculo numérico simple en los casos de
interés, evita recurrir a la ‘aplicacién de reglas de suma basadas en la relacidén
de- clausura, que son solo justificables para el caso del atomo de Hldrogeno como
blanco en cuestisn.

En la seccién I1-2 escribimos la expresién de la amplitud de
excitaci6n en aproximaciénAsemiclésica, que resulta cuando se desarrolla la fun-
cién de onda total del sistema en los estados no perturbados del blanco. Esta ba-
se es una buena eleccién para el caso de colisiones distantes. En I1-3 discutimos
principalmente la modificacién de la funcién de onda del continuo hidrogénico
para tener en cuenta el apantallamiento producido por los electrones externos del
Atomo blanco. El cdlculo en detalle de las amplitudes de transicién, consideran-
do las capas K y L como estados iniciales, esta contenido en la seccién 11-4,
junto con los apéndices II-A y II-B. Encontramos una expresién general con un
conjunto de pardmetros que caracterizan las distintas transiciones posibles. En
11-5 mostramos que la amplitud de transici6én admite una aproximacidn sencilla pa-
ra el caso de proyectiles distantes y veloces, asegurando las 2 condiciones de
validez de la misma una r3pida convergencia de la suma sobre todos los estados 1,
m del continuo. Verificamos ademds en forma cualitativa que la transicién dipolar
es la mis importante. En la seccién II-6 efectuamos el cdlculo explicito de estas
expresiones aproximadas para la seccién eficaz doble diferencial, comprobando
cuantitativamente lo predicho ya en la seccidn anterior. En II-7 analizamos la de-
pendencia con la enérgia transferida de la seccidn eficaz aproximada para el ca-.

so de colisiones rapidas y distantes,y encontramos que la principal contribucién
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al frenamiento del proyectil proviene de aquellas colisiones que involucran una
transferencia de energia prdxima al valor minimo posible. En II-8 mostramos una
forma alternativa para derivar las mismas expresiones aproximadas de la seccién
II-5. En este tipo de formalismo la transicién dipolar queda identificada con la
originada por la accién de una fuerza uniforme sobre el &tomo, pero el mismo no
permite determinar el rango de velocidades del proyectil para el cual es vilida
la aproximacién. En la seccién II-9 realizamos la integracién analitica en .para-
metro de impacto de la seccién eficaz diferéncial, y calculamos la pérdida de
energia media y su fluctuacidn para proyectiles muy veloces respecto de los elec-
trones internos. La dependencia con la velocidad resulta 1a misma para<?113> y
<§le>, siendo del tipo v-zln(av). Encontramos también que extrapolando el para-
metro de impacto minimo al valor del radio de la capa, estas expresiones resul-
tan equivalentes a las obtenidas cuando uno considera solamente las colisiones
débiles en un cdlculo en primera aproximacién de Born. En II-10 mostramos y discu-
timos los resultados obtenidos y analizamos también la relacidn existente entre
los mismos y los correspondientes al modelo del oscilador.

21



II1-2 LIMITES DE VALIDEZ DE LA APROXIMACION SEMICLASICA. AMPLITUD DE TRANSICION.

La aproximacién semicldsica describe al blanco cuénticamente,
y-al proyectil como una particula clasica que viaja seglin una trayectoria perfecta-
mente definida. La condicién para que esto dltimo sea vilido es que la longitud
de onda A asociada al proyectil sea mucho ménor que ‘la distancia para la cual el.
potencial de interaccién varia apreciablemente, siendo ésta del orden del paféme-
tro.de impacto p:

(MY’ &P (2-1)

‘donde M es la masa dél proyectil,. y v su-vélocidad ‘inicial.

Para proyectiles miy ‘T4pidos ‘respecto de 1a velocidad caracte-
ristica del-electrdn, el concepto de ‘trayec¢toria sigue ‘siendo pérfectimerite vilido,
pero en‘tal caso no ‘es posible ‘hablar de tina déflexidn bien definida de los mismos,
ya.que ésta se encueritra dentro del error ‘detérninado por €l principio de incertes
za 24 . ‘Con la.aproximacién-de "trayectoria rectilinea, piara el ¢dso de imn ‘proyectil:
rapido y distante, :se deja de lado las. ‘pequefias dispersiones - angulares ‘sufridas por
&ste, o cual no ‘introduce un -error ‘apreciable én ‘el ‘cilculo de Ta’ dependenc1a de-
1a amplitud -de transicién con 1a posicién-de la particula.

En primer orden de un ciléiilo perturbatlvo dependlente del tlem-
po, se .obtiene la siguiente -expresidén para 1a° ‘amplitud-de transicién de un estado-
inicial (ngr) a uno final (ﬂ,hﬁ por 1a‘accién del potenc1al perturbador V(r t)
(ver capitulo I): '

( wno't

Qn(pre) < -».Jdt {®[Ven][q) e - (2-2)

donde Wne =;£n-’ao es‘laidiferenCia‘eﬁtre las énergias de los estados final e
inicial respectivamente. '

‘La modificacién de la energia del estado. 1n1c1al a lo largo de
la trayectoria del proyectil, tal como se estudid en el capltulo anterlor produ-'
ce un efecto despreciable en la evaluacidn de a (p,oo } en los casos donde el pro-
yectil pasa muy lejos. Esta es justamente la 51tuac1on de uno canallzado €n un -
cristal, cuyo pardmetro de impacto es del orden del radic: ‘del ‘canal.
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I1-3 DESCRIPCION DE LOS ESTADOS ELECTRONICOS

El uso de funciones hidrogénicas para describir los estados
discretos de un dtomo con muchos electrones es una buena aproximacién para aque-
1los muy ligados, donde la interaccidn electrén - ntcleo es mucho mas fuerte que |
la existeénte con los demds electrones. ' :

Para los estados iniciales (capas K y L) usamos funciones hi-
| drogénicas con la carga nuclear efectiva para cada caso, con lo cual tenemos en
cuenta el apantallamiento originado por los otros electrones de la misma capa. Es-
tos son Pz Z3-0.3 , Pus Za- 415 :

Para describir los estados de ionizacién de &dtomos multielectrs-
nicos, que constituyen la principal contribucién al cdlculo de la energia media
perdida y su fluctuacién, utilizamos estados del continuo correspondientes al poten-
cial coulombiano desplazado en un valor constante positivo dado por la diferencia.
entre el umbral de ionizacién hidrogénico y el real. Este potencial se aproxima
satisfactoriamente al de Hartree - Fock en la zona interior del atomo. Los esta-
dos del continuo préximos al umbral real resultan estados con energias negativas.%
Los mismos se obtienen como una prolongacidén de la onda coulombiana a valores ima-
ginarios del impulso final k del electrén eyectado, cambiando ademds el factor de;

-2 .
/") por la unidad. Estas funciones no tiemen un comporta-:

normalizacién (1- €
miento asintético correcto, ya que para r - divergen exponenc1a1mente Esto de-5
bido a que el término gikr F't1+1 in,21+2 21kr] se comporta para r grandes como
Q!”" cuando k adopta un valor imaginario.
' , Pero en la regidén de valores de r donde 1a superposicidn con el
estado inicial es importante, dichas funciones constltuyen una buena representa- ;
cién del continuo del dtomo real. Las mismas, conocidas como func1one5‘h1drogen1-'
cas modificadas, han sido utilizadas por Merzbacher y Lew1sz, y por WéIskezs en.el
cilculo de la seccidén eficaz de ionizacién en primera aproximacidn de ﬁ@rn.. ‘

Para la capa L como estado inicial, donde la zona?dé“superpo-
sici6n apreciable con el estado final se extiende a valores de la coordenada elecs
trénica mis grandes que en el caso de la capa K, los resultados no sei ‘tan satls—_
factorios, pero se comprueba que siempre son mejores que los obtenidos ¢on funci-
nes hidrogénicas purasZG.

Nosotros incluimos los estados dlscretos desocupados como una

prolongacién del espectro continuo. La onda coulombiana con impulso X imaginario

23



y €l camblo de normalizacién indicado anteriormente, es una buena aproximacioén de
los estados de Rydberg de un dtomo hidrogénico en las regiones proxxmas al esta-
do inicial.

1I-4 DESARROLLO DEL CALCULO PARA LAS CAPA K Y L COMO ESTADOS INICIALES

Para el estado final consideramos la 51gu1ente expan51on en on-
das parc1ales de la funcién del continuo hidrogénica:

dbnde_:
K : impulso del electrén eyectado.
m=p/% siendo p 1la carga efectiva.
0. t{my = arg [-(1+1+1n) : - | (4-2)
-ikr
Fnkr)z Comy (k)™
‘(340n) 2t ™2 lr(t+11-tn)l//(2 t+1) 4

La expresién (4-1) dividida por un factor (ZTT)S/ correspénde a la funcién de on-
da normalizada en la escala de impulsos f'27’28.

,h[€+1+Ln,2(+2 2Lhr]

~ El potencial perturbador es el potencial coulombiano de inte- -

raccién entre el proyectil de carga Z1 y el electrén del blanco de carga'ZZ:

ViR : « 2o ' (4-3)
[R- 7]

donde R es la distancia entre el proyectil y €l niicleo blanco, y T la coordenada
electrénica medida respecto de este filtimo. Utlllzaremos el desarrollo multipolar
del potencial, dado por:

Ve -2, 4 TrZ(ZH")Y"“ Yo ) Y ) | (4-0)

4-a) Estado inicial: capa K

Representamos este estado por 1a funcién hidrogénica 1s:
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3z __pr .
Cpo(v?) = 2 P € ° ‘ijo ) (4-5)

siendo P = Z2 - 0.3
Reemplazando en la expresién (2-2) de la amplitud de ioniza-
cibn, las expresiones (4-5) y (4-1 de los estados inicial y final respectivamen-

te, y el desarrollo multipolar (4-4) del potencial V(¥,t), obtenemos:

100 } 32 ._ g i v ® { Wno t 4
ahz_gz ar_ ar_z2plite ‘ym(k)z,fdi e Y ()

R (2¢+1)
&
v " . v v 2wt ~-Br ,
fdr yem(r) X'm'(f‘) Xo(r) {dr‘ r ._r!;.{.:r. € ._EL_(_'%&L (4-6)

Realizando la integracidn en las coordenadas angulares de T :

to0 A N B i 1 )] v teo
al =-4mz—n e Y T, (4-7)
4Lm
donde'TlgO estd dado por:
oo W o [, ai@not \, vy O
= R
em 'E%%T) p Z.jdf e AL f{(ﬂ) (4-8)

-®

siendo fi(R) el denominado ''factor de forma', cuya expresidén es:

0 I (L2))
f(®:®) S

(o)
0o
RIS dr ¢f" p-t Fe(m kr)
R

R -Br et
dr © r ﬁkar) +

(4-9)

Este tipo de planteo para la evaluacidn de ak(g,aa ) en aproxi-
macidn semicldsica, es andlogo al utilizado por Pauli y Trautmann® en la descrip-
ci6én de la ionizacidn de la capa K a través del formalismo de la onda distorsio-
nada (DWBA).

La probabilidad de ionizacidn para un dado pardmetro de impac-
to del proyectil, teniendo en cuenta el tipo de normalizacién del estado final
(4-1), estd dada por la expresidn:



d.0 m.o.. - A ’p , 2 - - . Jyto0 2
1‘3’-? (2’111)7{ R (O] "“Tzr‘—g_ fds" * T (4-10)
m

donde dE, = k dk

Evaluacién del factor de forma ff(k):

Para distancias internucleares R mayores que el radio de la ca-
pa§ﬁ>‘1, que son los casos de interés para nosotros, es conveniente reescribir
(4-9) en la siguiente forma:

®- R“)J dr € 0P Fmie) 4
© ‘o
: B . g+
f{dr e? Fon,®vy [(_%—_)Q _<..F1'i‘_.) } 4-11)

R
La primera integral se resuelve analiticamente (pag. 857, Gradshteyn .y Ryzhikzgz

0

B - I dr g7 port Fe(mrr) -

(o]

C (w) klﬂzcz.g*z“ Freoooi T . |
t (Briry @t o [t rein B2, 3 '_’ﬁs:idm"m

para resolver la segunda integral recurrimos al desarrollo en serie de

Flin,kr) con coeficientes reales 'O:
= t Gelrt
F((«n,hr) = Z Dy mwy (4-13)
Sa0 .

. s 1 - : .. . .
donde los coeficientes Ds(n,k) estdn dados por la siguiente relacién de recurren-
cia:

e t
Ds(m,n)z_(:_ﬂ____lth R D, + K Dse-;,] | | (1)

s(s+2t+1)

con los valores iniciales:
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¢ ¢ .
Do) = Coem & Dy 1) = - Doy (4-15)
-‘.

Introduciendo el desarrollo (4-13) en la expresiénv de la segunda integral de
(4-11):

L gmdr‘e"?'" Fe(m k) [(%)“_(_;T)e*‘J )

€0
K—.DQ("I.R) A F(s.;z AR) .B___.( 643043, BR) |
L S lﬁs-rz ! B 5+2lT3 ( +3,f )j (4-16)
$z0 '
donde hemos usado las funciones gama incompletas, definidas segﬁnm:
® t , m-4
r(m,z) =j dt e~ ¢ my O (4-17)
3
y cuyo desarrollo en serie responde a la expresién: -
n .
-5\ K
r(nu.z): ni e Z\_ 27/ K} . (4-18)
Keo

La expresidn resultante del 'factor de forma" fo (R) con51derando (4 12) vy
(4-16), es:

Dy (m.k) j__B_ Meaz,pr) -

® < B 4 v
FQ R+ é%B l po*2
(")

_éag,_m RS*Z‘*BIF’R) Ij (4-19)

4-b) Estado inicial : capa L

v

En este caso debemos tratar separadamente las 4 subcapas que
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componen este estado, que corresponden a un nivel 2s, y los 3 subniveles del 2p
determinados por los valores de la proyeccién angular m = 0,1,-1

b-1) Subcapa 2s

La funcidn de onda del estado inicial estd dada por:
- 3/2 -gr/2 v :
COBOQ(r) = -izz—[iﬁ ‘-&257[3 l"] e’ yoc:(‘") (4-20)

siendo "?-* = le - 4.15, la carga nuclear efectiva para la capa L.

Con un procedimiento totalmente analogo al seguido en el caso
de la capa K como estado inicial, llegamos a la siguiente expresién para la am-
plitud de transicidn:

Cla(p.ao): - 4TFLZ ~te -1 %t Y( R) l :;:M.,. T,:o 3] (4-21)
(m
donde:
20D, 1 «© .
! ,I 3/2 {Wno t v °
Ter “RE@om Lo p Jdt & Yl fe("‘.) N (4-22)

-

con f‘i (R) dado por la expresién (4-19), pero reemplazando {3 por 3 /2, y tenien-
do en cuenta el valor de 2 correspondiente a la capa L.

200,2
! S/z,r im»o't 4 LR
»Ttm ) R(2C+1) 2 J Yem(R) 7C¢ ®) o (4-23)
con fli(R) dado por:
ety (R -pr/2
](';(R), R jdr ptz g F Fe@morry 4
[o}
3 ” eyt __Ar/2
R Idr r=*t e B F (ke (4-28)
R

Evaluacién del factor de forma f (R)

Reescrlblendo (4-24) de la 51gu1ente manera:
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@
‘F:(R)-'-‘- R‘(H‘)Sdr 2 e-(“” F(’ﬂ ke) 4

(o)
R Sf\dr‘ {(’%’”)U ‘(“5")“2} e Finrn) (4-25)

La primera integral resulta:

Bg = g dr rt2 g-fr/2 Fo@n &r) -

(¢
3¢+
- ki [t i 2042002, 2] (4-26)

Para la segunda integral obtenemos procedlendo anilogamente a lo ya-hecho ante-
riormente:

@ . . () ® ‘
I..R Sdr = et Fmxey - R fd" r 2 e P ey =
R R

S§=0

o
\-' ¢ B / g \+3te4 '
R) D2y o sy K7 04 (28 Tesacrspms) oz
bypd .
Resultando asi la siguiente expresién para fi (R):

€21<R)= —RB'%T .,_Z‘ De('n,k) )5+ r(5+3 BR/2) -

620

.(u 1)

(_Z_)sweﬁ [ZS*sz, @R/z)} (4-28)
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b-2) Subcapa 2p0 :
El estado inicial es:

) = _\E_p r e'P"/z Yoo (V) (4-29)

310

Para los tres subniveles 2p, la integral en las coordenadas
angulares de T resulta mds complicada. La expresidn de la amplitud de transicién,
luego de reemplazar las exnresiones de los estados inicial v final. v el desarro-
11o multipolar del potencial V(%,t), es

2140 ,_ -t 0% v 6/2 {wnot
Qg (p.o) = - te ) Ly Ae_ [dt 6 R
(P Z.k(zen) Bdf) 13- Yoo ®

!m'
fd% Yoo © Yool Yoo 0 Jdr r e et Fmrr) o
>

Teniendo en cuenta la expresic’m de las funciones armbnicas esféricas:

Ve ©.9) = %] P (cos 0) €'™¢ -3

donde los Pgl (cos 8) son los polinomios asociados de Legendre, la integral en las

coordenadas angulares de T queda reducida a:

I= d¥ :n(F) W)Y (7 = [2te)(-my] gze'tf)gg"-'m'jj
j >/¢ y¢ )Xo 4“((““’“)1 411.((14_”")‘ ]

/2

2T . 1
tm'-m)y m m'
\l;jﬁ‘j dg € S dx P, ) Pieoy x (4-32)
(¢} ol | .
Usando la siguiente relacidn de recurrencia27:
Pm ( P Pm
X T x) = —l:é-ttnﬁ-t to1 (%) 4 -%{_fg—- -1 (%) (4-33)

y la condicidn de ortogonalidad de las funciones ei"“’ en el intervalo (O, 2T ),
junto con la de ortogonalidad respecto del indice 1 en el intervalo (-1,1) para

~
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un m fijo de los‘P? (x), dada esta Gltima por la siguiente expresién:

1 f‘"m Prx) d 2 s
- Pl Pe oo dx = dee 4-34
L, ¢ t | GoD iemy et o ( )

podemos resolver la integral en (4-32), obteniendo:

I:A 2+ - (@ )(E-m')d '/z‘, 3 2T 2 (Cem')d
Awemyd 4T (Csm?)] ] 41 @EOE-m)l
_&m.m‘_[((‘m*'*) fSt',!+‘l + (¢t m) 5(‘,(-1] _ | . (4-35)
28+ 4 : :

Reemplazando (4-35) en (4-30):

’ — ‘ 3!0, 330; .
Ay s~ AT ) € Y )[ m ] 36
&m

donde

T21o1 _)[é‘_ Z 5/2 ¢ Ya
em = -4 -m)).lttimij)l
R(zt+3) 12 ‘ P %:l:%;m i(2t+1)(2 ¢+ 3) e-n-m);]
w0 | ’ '
i(:ter't * v ¥ '
(L-m+1) g dt e Y &) LR o .
-0

siendo la expresién del "factor de forma" f%(R):

R @ ' :
{,‘:(R) = R‘(“z)jdr 'ﬂ"ae..pr‘/z. FQ(fn,kr) + R“der P“C'F"/zﬁ(’l,hr)(llr-?s_é):

0 ’ R
T ,15’_ ps’z\[_;_ “(-m) L (-1 m)l | v
m = h(z:-i) 12 @em)l (2¢- 4)(zc+1)(t-1v-m)x]
® {wnot * oy 3
(t+ m) Ed’c € ye-«,(R) ](e (R) (4-39)
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con fi (R) dado por:
%
Jdr r-t?e -pria F(“?.k") (4-40)

R

R
10:(“): R-?)dr ret et fard 4 R

[}

Evaluacién de los factores de forma f% (R) y fS(R)

No repetiremos en detalle los pasos, puesto que €stos son a-

‘ogos a los ya expuestos anteriormente. Las expresiones resultantes-para f (R)
y f (R) son

De (n,K) {%}su R (42, pr/2)

+
i~1s

fo®) -
(_%_)51-261-5 -(¢4®) [ZS%-M*-E" @R/Z)} (8-41y

donde
(2€+5)
e+1+m,2e+s zeag.&.] (4-42)

By - Coen R*'(2e+4)! (,%+Lh)

F(s+4 BR/2) REY _

IR ..B_L _,_ZDS@,R) (_1_)

Sa0
‘(_'%__)s*z” F(s,,ze+3, BR/2) R } | (4-43)
donde:

3 . ..(2(%3) - .
BQ:CQ(‘VI) h€+1<2e+2)l<,{%_+lh) FLQ+1+(”},2(+3,2€+2;‘§%Q_} (4_44)

expresidn que coincide con la de Bl’ pero considerando (5 /2 en lugar de ‘B .



b-3) Subcapa Zp1 :

El estado inicial estd dado por:
) 6/2 -8r/2
@314 (Y\) = % i@ r e y'1 (@, (P) ) (4_45)

La integral en las coordenadas angulares de T que resulta se

resuelve utilizando (4-31) y la siguiente relacidén de recurrencia

(- x5 P =<2‘i€'ﬂ)[ vr ~ Fent (4-46)

resultando para la misma la sigulente expresion:

T. j 5 Yo Yors®) Y,

ﬁ_i(ti-m)l(ﬁ m') } Vzg ‘ S & ]
\[—I-l' L(zeH)(e m)1(2e+1)(e+ml)1] m,m-1 [ (MY 5(,(-1] (4-47)

Reemplazando (4-47) en la expresién de la amplitud de transicidn, obfénémos:

2144 N _( 0% 244, ZH,
QR (P.OO) =~ 4Tt }— L ‘ yzm( ) [Tg c ] (4-48)
. &m '
donde
2141
T e 4n g 7,83 [(t-ms2)) dte oty
em R(2¢+3) 12 ! ‘5 [(24-&-:;(;@4-3)(6- m)J +(?zn-l§ (4-49)

con f (R) dado por (4-41).
2112

T 4v & z,p ""V-%[@ Lo ““ Y@ s

R(2e-1) 12 tr)(2e-1)Esm-2)1) -1, met

con fi(R) dado por (4-43)
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b-4) Subcapa Zp-1

El estado inicial es:

- . -~ ’ -.“'3‘”/2 \
@21;1 (r) =‘i§‘ 335/2 re Y,_,(G,CP) (4-51)

Usando (4-31) y (4-46) resolvemos la integral en laS’cQordena—
das angulares de T, de manera completamente andloga al caso anterior, obteniende
.asi la amplitud de transicidn:

. € -t 0% vy T2t t ] 21-1,2
v e _\/m@f[ﬁm + Tem (4-52)

ar 4TS
R /p,m)-— LA
L
¢m

donde:

Tom 4T (6 2. g7 [E (¢=m) }"’2
R(2¢-1) 12 Vgrr L(zaﬂ)(ze 1)(2 m-2)1

[¢<)
{ Wnot * v 3 .

( dt e’ y&-i,mﬂ (R) {( (R} (4-53)

242 — 1/2
Te = -4 ‘rl4_,§__ . {ttme2)d §
"o R(2¢+3) 81 t(hm)l\zua) €+3).’
not = | o
J d‘c et yw ms 1 (R) }C : : (4-54)

con f%(R) y f%(R) dados por (4-43) y (4-41) respectivamente.

Podemos ver que la amplitud de transicién de la subcapa 2pi
al estado 1,m del continuo es igual en médulo a la correspondiente de la subcapa
2p-1 al 1,-m.

La probabilidad de transicién de un subnivel de la capa L al
continuo esti dada en general, por: )

t 2 (2

L ——
aaq % 2— [dEg RE em + lem| . (4-55)

dp

¢m
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\~/ - . ’ » - i .
En el apéndice (II1-A) reducimos los coeficientes Bl’ con i =
0,1,2, a expresiones reales sencillas. El caracter real de éstos se observa ya en

sus expresiones integrales de definicidn.

Calculo de los términos Tlm

Nosotros consideramos que el proyectil viaja seglin una trayec-
toria rectilinea R = P + Vt. Las funciones arménicas esféricas Y (R) son indepen-

dientes del dngulo @ , y de acuerdo al siguiente diagrama:

cos = p/ R -- sen ® = x /R (4-56)

Vamos a analizar una expresidn general del término Tlm que
incluye un conjunto de parametros, los cuales adoptan determinados valores para

cada caso en particular.
Para describir un factor de forma genérico 1ntroduc1mos 6 para-

metros definidos segin:

5*‘;

. . . %) ' .
t —— - —L - . tat
F;(R)=~B.L,+2—D ('q.k)e (S.l.Lz)lZ{SKs ast patels
R€+l1 Ki
520 Keo :
. stat+is Ke6-28miqet ke ls i 1 :
(s+2t4i4)! 2__ B "B'—m | NCE Lt

donde hemos reemplazado las funciones gama por su desarrollo en serie (4-18), y
teniendo en cuenta que para la capa L debe reemplazarse ﬁ por B /2.
Los cuatro factores de forma que se presentan-en el cdlculo: co-

. rresponden a los siguientes conjuntos de valores para estos parametros:
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(4-58)
i=2 —e i =2 i,=1 dg=1 i,=4  dg=-2

i=3-.-...i1=0 iz‘=.3 13=-1 14=2 15=0

Representando el armdnico esférico Ylm(f() por una expresidn general del tipo:.
% my n

Yerm®) = Aem p AT | (4-59):

obtenemos para la expresion de Tlm:

o ..
™ m [sen@@,x)| . n =4 pt
T;m = N ¢m 6tm 2 P ? { dx]Co.‘:(gox)j x R 'FQ(R) z

[}
T(e»m.nnmhn.()."v;-Ln’{-z,is; 3-4,15) : (4-60)

con qo=(ek- Eo)/v

donde n, indica la subcapa inicial:

n1 = 100 — capa K

n, = 200 ——, subcapa Zs
n, = 210 ——, subcapa 2p0
n, = 211 , subcapa 2pt

_ 1
En (4-60) figura sen(gox) o cos{qox) segln n sea impar o par respectivamente.
Reemplazando (4-57) en (4-60): '

fe m v® os & ¢ :
T;m = N"“ A““ V§ ’ Sl B; dx{:en(qox)}%;riq‘ '1"2\ D5 [(5*'('2')‘
° e . $=0
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E-'-z-{—"' K~6-ig-t (© cos Keleiz=j -BR s,\'MM“

) P j Aleenlio)] X" R e

k=0 ] o o k=o-
Ke6e230-L41 K-t+ls-4 _BR )

“@Tx Sd {gif,(qox) R e ] } | (4-61)

Las integrales que figuran en esta expresi6én pueden calcular-
@
'se analiticamente, salvo las del tipo de Co5(g.x) x" R* e R cuando A es menor
que -1, en tal caso la resolucidén de las mismas es numérica. Segln se detalla en

el apéndice (II-B), la expresién (4-61) puede reducirse a la siguiente:

- ‘ . (jrerie=n/2 ) . o .
3 Ne.m Aem p 3_21__2 l((*"i;N_ ( p) Cos(drtylezt, ) f"(a- Fitin)
\& ) i } =9 .1 ‘ 2 nem \Lm
) (R)(tghnyiigios ) gragunsomey 4757 gy

") K""u“’—t‘ nimy2p(3o ) + LDs(ﬂ.ﬂ [(s+ i)l ) ) @k‘;s"""

(%

Kitity=34ntt 60 K=0
nekeLtLaejad cos L
(&) L Salestsbpyeiantyy]
Pi=0

K- S+ 26-Lgsl.

K Nt K+ €t iy- Jt 1= 3y (Pigt{.ﬁ%) - (8+2¢4 i)

NeK-C4ig-J+1 K=0

—

57 M T3 RIS PERER ar+an(so/ﬁ>‘]

!\./

m=0

Kh*K‘Q*is-}i-ﬁ-Zm (F\[m)] } 4 (4-62)

donde (-1) vale para n = 2,6,10, ....... 1,5,9, .....

(+1) " " n=0,4,8, ........ 3,7,11, «o...

&
dF" = \ (- )? R nl iK'l'Q’('LB PR EMN

é__ (N-perR) i(ps-R)S (kﬂ-i-ts jHi-RY R

(4-63)

‘ m meR _
O = Z_ 1 ni (k-teis=3+1)L

(h-m+ R)I(M-R) (k-e+is-j+1-R)I R1
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Conocida la seccién eficaz doble diferencial en pardmetro de
impacto y energfa transferida al electrén W= kY24 f°%/2n* , podemos calcular
la energia media perdida y su fluctuacién en funcién de 1la posicién del proyec-
til:

Wrmdx

(AEpy = 2 dW W k |Tem] (4-64)
Lm ' Wenin

/ 2, \ _ \-" Wme wz |

\_52 (P)/:_TZF_L dw themI (4-65)
(m Wi

El 1imite inferior de integraci6én estd dado por la energia de
excitacién al primer nivel discreto desocupado del 4tomo real. El limite superior
puede considerarse Wmax = 00, pues como veremos mis adelante sblo los procesos
con pequefias transferencias de energia son los que contribuyen apreciablemente en
el caso de colisiones que involucran parametros de impacto grandes del proyectil,
‘a las cuales llamaremos en el futuro colisiones distantes.

II-5 ANALISIS DE LA EXPRESION DEL TERMINO Tlm PARA COLISIONES DISTANTES.

Escribamos nuevamente las expresiones integrales.de los fac-
tores de forma:

1(‘e°(a)=_RB§‘_ + RCJdr e rt Fnwr - Rﬁ(w)[d" e P Pt Fwr) (s.1)
: R

R

.F B S Rei-u + J e &nr.m“' F(”" kr) - R Jdr e-&n rm 5@)“") (5-27

R R

La expresidén (5-2) reproduce los distin‘tos fi (R) con 1 = 1,2,3 que se presentan
para el caso de la capa L como estado inicial. Por ejemplo, para i = 1, :’11 =1,
m1=1ym2=1+1. i

Observando (5-1) y (5-2) podemos inferir que para pardmetros

de impacto mucho mayores que el radio de la capa, p /5 =1 , el primer término
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es el importante, ya que los otros dos presentan exponenciales decrecientes con
R cuyo méximo valor e Pp es muy pequefio para 3 p »» 1. De acuerdo a esto, una
buena aproximacién de los factores de forma para el caso de proyectiles distan-

{:e (R) w B _ (5-3)

RQNq

tes es:

Pero analizando en detalle la contribucidn del segundo y tercer
término de f (R) en la evaluacidén de Tlm, encontramos que la velocidad del proyec-
til es tamblén un pardmetro que debemos tener en cuenta para decidir si éstos son
despreciables o no.

Para ello, reemplazamos las expresiones aintéticas'completas
de los factores de forma, deducidas en el apéndice II-C, dadas por:

0 ° ~BR . -
{?t(ﬂ)«v% - 2ter &80 con[hR 4 Min@RR)C 4Ly e Bg)5-a)

_pR[2
eP/

fiw B

en la expresidén (4-60) de Tim, obteniendo asi:

-1
“_ .= TR Sen[h R+")]l"l@ka>+6_¢-izm+2+an 2k/ﬁ] ;5-5)

e e R T o

donde en C incluimos todas las constantes, y solo consideramos la expresién gene-
ral de fi(R) puesto que se observa que tanto (5-4) como (5-5) din lugar a las
mismas conclusiones.

El primer término resulta una combinacién de funciones de
bessel modificadas de seesunda esnmecie con orden entero v arsumento Qo p - tal
como se vé de la exnresién comnleta (4-62) de Tim.

Analicemos ahora la inteeral del seoundo término, nara lo cual
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la reescribimos reemplazando sen(kR+# InZkR+ 0'1~1TI'/ 242tan'12k/;6) por exponen-
ciales imaginarios, despreciando previamente el término logaritmico frente al
lineal en R en el argumento del seno, siendo &sto vdlido para los casos que nos
interesan kR H> 1.

I = A | €‘¢8Jd 59“(% xn -@/ZJR)R _
2t | A R*
i (© _(p/z.;.th)a |
LA | .

siendo ?q = 0p. HT/Z».;.ZME‘ZR/(:‘,
Haciendo el cambio de variable qo x = y; y llamando ¥ - qo p,

/U.1=[5/2-ik,/l&-2=[5/2+ik:

12
L¢Q © . - °(y3+)*2)
Lo [ cmmaom o8 -
2% l b Co q. 3(,3“&2.)

A T
J (5-8)

-c¢ef dy_ senryy

(lo cos %n'x—g( 2 3.;,)&2. =

En el caso donde {5 /2 y k son mucho mis pequefios que qo, podemos despreciar la
variacidén de la exponencial con y, resultando entonces:

T . -pp/z (© n |
Lo cen(orkr) €70 dy S000) i 69

Teniendo en cuenta que para qo p D 1, de acuerdo al comporta-
miento asintdtico de K¢, (x) para x grandes, con % entero ~, el resultado de la
integral se comporta como e 40 P,

/i o)
Io 5en(Qet Rp) g2+ 3P ~(5-10)

siendo en principio esta contribucién del mismo orden que la proveniente del pri-
mer término de Tim.
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Considerando’procesos con transferencias pequefias de energia,
k <,6 s la expresién (5-10) es vialida para:

D 8 B°/2V NS p—v V/P & Os/2 - (5-11)

donde ©s es la relacidn entre el potencial de ionizacién real y el hidrogénico;
(5-11) reproduce la condicién de validez para la capa Ky L, considerando £ /2
-en lugar de P para ésta Gltima.

) En el caso contrario, qo ¢ B , la presencia de la exponencial
en (5-8) disminuye apreciablemente la contribucidn del integrando respecto del
que figura en el primer término de Tlm, dando por 1o tanto un resultado de menor
~ orden. ,

Asi de este andlisis puramente cualitativo concluimos que el
segundo término en la expresidén de Tlm para colisiones distantes, puede despre-
ciarse frente al primero si se cumple también que la velocidad del proyectil es
mayor que la caracteristica del electrdn en su estado inicial. _

Analizaremos ahora en una forma aproximada el comportamiento
general de los distintos Tlm que aparecen en el cdlculo, con el objeto de visuali-
zar cuales transiciones son importantes, y como es la convergencia de la suma so-
bre todos los estados finales. ,

De las expresiones de los Tlm, vdlidas para el caso de proyec-
tiles distantes y rapldos que se presentan para las capas K y L, consideraremos
s6lo las cuatro siguientes:

K o (® 5 . -2~ '
-T;m ~ By [dx CO&(@oX) yem(R) R ¢t (5-12)
[+

Ttm ~ B( 5 dx COS(?.oX) YQm(R) R‘e-' £5-13)
L2 2 (@ % " -2 |
T-em v B( S dX CO&(?OX) ye+1’m(R) R ‘ (5-14)

Tem B: P C05(g0x) y;,'m(é)

(5-15)
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Dejamos de lado en todos los casos un factor multiplicativo que
sabemos que disminuye a medida que 1 crece; consideramos que los arménicos esfé-
ricos estan dados por la expresién:

Yem (R) v (p/ R)e | (5-16)

aproximacién que no nos permite reproducir correctamente los Srdenes de las fun-
ciones de Bessel que resultan, pero que no altera esencialmente las conclusiones.
Debido justamente al uso de (5-16) para describir los Y (R) , €s gue los cuatro
Tlm de la capa L que faltan considerar estdn realmente va contemplados en (5-14)
y (5-15).

Reemplazando (5-16) en (5-12) - (5-15):

Tem o B, jdx_gg_i@f_lp _B.L_ﬁ_(q /2) Ke(@op) (5-17)

o

Ter;u m.%(;z_é_% (qo/z)q Ke(@o p) (5-18)

L2 2 = (+1 '
Tem N.@L\m— (go/?:) K(ﬂ(qo P) (5-19)

[agry

Tom o _%%ﬂ_[)_ <q.o/2)e-1 Kq-,(qo P) | s

. ' . L .
Considerando los coeficientes B, dados aproximadamente por:

e+d |
Be ~ 2 e_;)____ (5-21) -

B 28+ 12 2
e Z (4@ - 2-) T3 (5-22)

2¢+ 5/2
B¢~ 2 (20-3¢*-5¢+2) @@“5

(5-23
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3 2¢43/2
Be v 2 (€- 1)'%‘&? (5-24)

- € 412
despreciando k frente a B , y aproximando Cl(h))m 2p /(ch)ise obtienen es-
tas expresiones (ver apéndice II-B); resulta asi, habiendo ya reemplazado
go = P 2/ 2v:

Tl 127" 877 (' K4, (525

[esy

T _\UL (4e*.e¢.2) 2" @W 4(-.%_)1 Ke(q.op) (5-26)

lagey)
““Nré'ﬁl)ms 3¢%. 5€42) 2" ﬁ’lz"‘(—%——)w Ken(§ep)  (s-27)

Tenln w—\léﬂ-—L_L)( ) PASE A 4(—%—)“ Ke-t (34 p) (528)

De acuerdo a estos resultados vemos que la convergencia de la
suma sobre todos los estados finales es tanto mis rapido cuanto mayor sea la ve-
locidad del proyectil respecto de la caracteristica del electrén, del orden de
p . Esta buena convergencia puede verse también en términos de.la relacién exis-
tente entre el pardmetro de impacto y el radio de la capa, 6'1 , en los casos donde
se cumple que g, fp es mucho menor que 1. Para los mismos podemos escribir la ex-
presidn de K, (x) para x & 110:

-¢

reemplazando (5-29) en (5-25), con lo cual representamos también los otros casos
completamente andlogos:

Tow ndl 2 "7 (pp)"
lfagsy

(5-30)
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Luego, las 2 condiciones de validez de la expresién de Tlm pa-
ra colisiones rapidas y distantes, v SPyp > p “1, aseguran la pronta conver-
gencia de la suma. ~
3 De (5-25) podemos ver que la transicién de la capa K al estado
del continuo con 1 = 0 es de probabilidad nula, siendo entonces la mis importante
la correspondiente al estado con 1 = 1, que denominaremos dipolar.

Un andlisis similar para la capa L, mirando las expresiones
(5-26), no es posible en forma tan directa, pero mids adelante mostraremos que la
transicién de la subcapa 2s al estado con 1 = 0 del continuo también se anula, y
que (5-26) muestra el orden de la dipolar.

Para la subcapa 2p, (5-27) representa esencialmente las transi-
ciones a los estados con 1 = 0 y 1 = 1, mientras que la transicién al estado con
1 = 2 responde a una expresién del tipo de (5-28). Vemos en este caso también que
las transiciones que involucran un cambio en el impulso angular A 1 igual a una
unidad, del mismo orden todas ellas, son mds importantes que la de caricter mo-
nopolar, esto es, con A.l = 0.

Bajo ninglin punto de vista uno puede pretender obtener de es-
te andlisis relaciones‘cuantitativas entre los distintos tipos de transiciones.
Eso lo lograremos cuando calculemos detalladamente los Tlm.

I1-6 PROYECTILES RAPIDOS Y DISTANTES: CALCULO EXPLICITO DE LAS AMPLITUDES DE
TRANSICION.

Usando la expresidn general del término Tlm aproximada para
estos casos:

Lgm?

ne m - dpbileel .
T NGk e B a3 5 e

gt z—t(m)(#‘“‘i) (gt man) @ gy

?
3

(n;m) K )tlzi:!'q"” -hema4u 295 (q-o P) } ’ (6-1)

g

(o)
o

(¢]
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.. .10
y la relacién de recurrenc1a1 :

Knﬂ(z) O -Ziﬂ- Kn(z)-k- Kn-i(z') (6-2)

encontramos las siguientes secciones eficaces doble diferencial para los casos’
indicados a continuacién:

6-a) Transicién capa K - 1 =1 del continuo -

!zo:x-e.q
dwdp =3 ‘(‘B‘*‘)‘ % [K (%P) + K (‘?oP)] - (6-3)

6-b) Transicidn subcapa 2s - 1 = 0 del continuo -

8-’ 2 o ¢ 1,2
e AR [TE-E N Ko

1

pero observando las expresiones de B y B dadas en €l apéndice II-B, encontra-

mos que B1 2 BO, con lo cual:

'E"O

I Q:zs-t-o - C) (6-5)
dwdp

6-c) Transicidn subcapa 2s - 1 = 1 del continuo -

2 25-"'_ B, Kz' o Kz 0 -
_355;__-.53.%@_( )—%-[ CORERSICI) I

6-d) Transicién subcapa 2s - 1 = 2 del continuo -

AL 220 e p Bl 8 [Kawm + Kige)

dwdp 15kRv?

+4§2 Ki@op) + -%;:» K(gop) Ko(%op)} (6-7)

6-e) Transicibn subcapa 2p - 1 = 0 del continuo.-
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dzo—zp-ho ] 2 h SIT:;Q 1+ o:aozlz+ ZIT::"_*_T;”.?’I:"[ N
dwWdp T )

oL (B° 2',, [ Ko (?vP)+ Ky (‘M’)] | (6-8)

6-f) Transicidn subcapa 2p - 1 = 1 del continuo -

2 e 3p- Uat u 10, 210 3 2144 211,22
_d_Ql_ \ “qumo '+ tm ] + ,T;m 3+ Ttm l } = P R°
dwdp mé-‘l ISR V2

2\¢ -2 ~ 2 1,2
(BY) g 9, [ KelGep)+ KiGep)]+ S KiGen) + 3z Ko Ko@ow}(a—g)

6-g) Transicién subcapa 2p - 1 = 2 del continuo -

dde ‘inLZJ‘P‘ K20 [ B"%"*J‘"\FZB" o]+

2K, @q@li_$§:quo+_i B2 J +Jﬂﬁalmtit%_Kq@qg+

28% 30

q K (C}of))} + 2 K (%P)l—ﬁ? :qg-;..é."]?;_ Bi qo]z+ 2 K:(‘?oP)[

iy B:3°3+T1§_3-B:9°] + 2K |

3o B
42\'1-6 z%o +

20
28130 Ba q°+V§6m ]

Z(Eﬁ ) 3 _ 2 2
282 15 l K° 1‘%’ K 23 ) lqg K1 + iF%L Ko + _SP%LK'GOP)] ;(6-.10)
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Pero analizando cuidadosamente esta expresidn encontramos que la contribucién
importante se reduce a:

d;d?‘m " RL‘&—;‘ “(83) 9’%{ K‘?@“’)‘f K?“"P)} (©10

A Si consideramos las expresiones aproximadas de los coeficien-
tes Bi resultantes de despreciar k frente a 3 , encontramos que:
I) la transicién 2s - 1 = 2 se anula en primera aproximacién.
I1) La relacidn entre la seccién eficaz diferencial correspondiente a la transi-
cién 2p - 1 = 2 y la correspondiente a 2p - 1 = 0 es un factor 32.
I1T) Entre las secciones eficaces diferenciales para las transiciones 2p - 1 = 2

y 2p - 1 = 1 existe la siguiente relacién:

d* 0" */dudp  ~ 100 (v)? | 12)
FTFET dUdp 3 (B) (6-12)

Con estos resultados quedan confirmadas las conclusiones obte-
nidas en la secciéon’5.

I1I-7 _ESTUDIO DE LA DEPENDENCIA CON LA ENERGY?A TRANSFERIDA DE LA SECCION EFICAZ
DOBLE DIFERENCIAL, EN EL CASO DE VELOCIDADES Y PARAMETROS DE IMPACTO GRANDES

En general el comportamiento de la seccidén eficaz con la ener-
gia transferida se puede resumir en la sighiente expresién:. -

339;, v b R+ KE(e)] / (7-1)

teniendo en cuenta s8lo las transiciones dipolares que son, como ya vimos, las
importantes. La potencia q de W en (7-1) es del orden de 5 para los casos capa
K-1=1 y'25 -1=1, y del orden de 6 para 2p - 1 = 2.

Para valores de W, p y v tales que Wp/v{ 1, de acuerdo al
comportamiento de las funciones de Bessel en estos casosqo, tenemos que:

e LV VA LR | ' | ]
dwdp N(P) w%q-z - (7 2)
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Mientras que para valores de W tales que wp/ V>1 las funcio-

nes de Bessel decaen exponenc1a1emnte10.

2 _x
K?(")N <IT/2"‘) e (7-3)

con lo cual, para energias transferidas muy grandes, la seccién eficaz diferen-
cial tiende a 0 de la siguiente forma:

—Qei - WP/V '
_df_g:_; oY W §-1 e P (7-4)
dwdp p /

Luego, de (7-2) podemos coné¢luir que la principal contribu-
cién proviene de los procesos que involucran transferencias de energia préximas
al valor minimo, que es del orden del potencial de ionizacién. Por lo tanto este
tipo de colisiones, que nosotros denominamos distantes, son desde el punto de vis- '
ta energético, colisiones débiles. '

Es interesante notar que en el término despreciado en la expre-
sidn (S 6) de Tlm, la contribucién de las colisiones violentas, esto es, con trans-
ferencias de energias de orden de la inicial del proyectil, es despreciable fren- !
te a la proveniente de las débiles, la cual se haya manifestada totalmente en el
primer término de dicha expresidn.

Para mostrar lo dicho anteriormente realizamos el siguiente
tratamiento aproximado del segundo término de (5-6):

-r@) sen -BR/2
tm ()-K1 €

WF e 5en[ka+nla(2ka)+cpg]=

(e (P/Z-LR)R _ug; . -(8fa+iR)R
fpema Lo (o s . e gy N
(B/asR¥) 20 ) 20 b R J

Para los casos donde k n v, qov k %> 1, la principal contribu-
cidn a la integral proviene de valores de x muy pequefios, y teniendo en cuenta que
la convergencia de dicha integral estd aségurada a través de la exponencial decre-
ciente, podemos aproximar:
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S€n(gox) v Sen(kx) v kRx
Co5(§ox) v COB(RX) v 1 (7-6)

con lo cual estimaremos en realidad una cota sunerior del resultado correcto.
Introduciendo (7-6) en (7-5) obtenemos, considerando n par:

(2) - 2 ' ~
T(m N.(m:.;zmz.)_ € bp/ F‘JM COS(kP-HPe) (7-7)

‘ Vemos asi que la contribucién de las colisiones violentas a
este término es tanto mds pequefia cuanto mayor es el pardmetro de impacto Trespec-
to del radio de la capa. Ademis, la dependencia con la energia transferida es prin-
cipalmente a través de una funcién que oscila fuertemente para los casos kpyy 1.

I1-8 FUERZA UNIFORME SOBRE EL ATOMO.

Encararemos ahora de una manera andtoga a como ya lo hizo
30 '

Williams en el afio 19327, para el caso del dtomo de Hidrégeno como blanco, la
aproximacién de la seccidn eficaz diferencial para colisiones distantes. Esta for-
ma de verlo permite identificar la transicién dipolar con la originada por la ac-
cién de una fuerza perturbadora uniforme sobre el 4tomo F= F(t)‘f (siendo T el
versor en la direccién de T), resultando en estos casos la probabilidad determi-
nada por los elementos de matriz de las coordenadas de T, ¢k | X;10> .

Williams justifica que su tratamiento es vilido solo para ve-
locidades del proyectil grandes comparadas con la caracteristica del electrén ba-
sdndose en el primer orden del cdlculo perturbativo utilizado, ya que si el pro-
yectil es lento, la perturbacién producida en el dtomo de H deja de ser pequefia.

Para proyectiles muy livianos respecto del blanco, como es
nuestro caso, aln a velocidades pequefias de los mismos, el primer orden sigue sien-
do bueno para describir la perturbacién. Por lo tanto en un tratamiento como el
que detallaremos a continuacién, no podemos determinar la regidn de velocidades
para la cual el mismo es vilido. '

Si consideramos que para los valores de la coordenada electré-
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nica r que contribuyen apreciablemente, r:v‘5 _1, se cumple siempre que R es ma-
yor, podemos aproximar el desarrollo multipolar del potencial V(r,t), (4-4), por

la expresidn:
VEO N - 4T 20y L xt Y:m (R) Yem(®) (8-1)

20+14 RQ-H
¢m

lo cual es equivalente a considerar en el desarrollo anterior del calculo, el

factor de forma dado solamente por el primer término:

f(R)N-BQ&T‘

Reemplazando (8-1) en la expresidén (2-2) de la amplitud de transicién

J dt 617" Yom (B) (R |r!Yem)|0) (5-5)

(8-2)

Ap(p@)=- 4T i Z, e

') Tt
€m
De (8-3) vemos que la transicidn correspondiente a 1 = 0, correspondiente a un
potencial constante, se anula por la ortogonalidad entre el estado inicial y el

final. Por lo tanto, para valores de R grandes, la mds importante es la correspon-

diente a 1 = 1, que como se puede ver ficilmente, es originada por una fuerza
“-‘ bu g -h . - . « -l -
F(r) = -V V(r,t) independiente de la posicién T del electrdn.

v

'-OiiP. ‘ e " v .
F(r) = Rz lF y1O(R) + 2 'glﬁ. y1-1(R) X} (8"4)

Para obtener la probabilidad de tran51c1on para una dada trans-

ferencia de energia, debemos sumar sobre todos los estados finales con la misma
energia. Si los mismos pertenecen al continuo, esto significa unma integracién so-

bre todas las direcciones pcsibles del impulso del electrén eyectado:

RQH-

-

L0 2y fae T it ey
o4 (47)° \d L 7 Idf \/h (B[ pARGS [

\ e et 2
{_‘i‘é——{ S a* R &+ 1 yﬁz mz(R)<kj . (r‘), O> (8-5)
2y -@
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De la integral en las coordenadas angulares de T surgen determinadas reglas de
seleccién para 11, m, iguales evidentemente que las correspondientes para. 12,

m,. Teniendo en cuenta el desarrollo en ondas parciales del estado final, vemos
de la integral en dk, que l1 m, debe ser igual a 12, 2°

(s not
d*0 . Z84my N /_(zen)" l(klpeym Jdt.ﬁ_f__. )/ (R)[ (8-6)

dpdw

Si los estados finales pertenecen al espectro discreto, €l ra-
zonamiento efectuado para llegar a (8-6) es completamente similar, partiendo de
una suma sobre todos los estados caracterizados por 1, m que corresponden-a la

misma energia, en lugar de una integracién en dK.

De (8-6) vemos que si el estado inicial es esféricamente simé-
trico, el término dipolar del potencial selecciona el estado del continuo con 1
= 1. Para la subcapa 2p, teniendo en cuenta resultados del tipo de (4-35), éste
selecciona los estados finales con 1 = 0 yl=2,

Es interesante la forma (8-6) para la seccién eficaz diferen-
cial, pues en ella se observa que interviene la transformada de Fourier de la de-
pendencia temporal de la fuerza perturbadora, correspondiente a la frecuencia ca-
racteristica de la transicién Wno , pPara cada término multlpolar del desarrollo:

. €m
F( Wnp) = ;d'& etwno't ®) C o (8-7)

-0

Analicemos ahora especificamente el término dipolar de (8-6):

dd;([d:;p. :_Z_%ﬁftﬂ)_z /\:Keryfm("‘)[O)[ijf _%c_:_,:t y,:n(é)'z 5-5)

mz-1

Si el estado | 0) es esféricamente simétrico, es claro que se

puede reduc1r (8-8) a la siguiente expresién:

b. % 2. X 2:{ @ { Wao t v 12
S IR Yo |4t vigh
@ {Wnot £ v 2 |
+ 2’ J i,jt%‘ yu(R) } (8-9)
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Resolviendo las integrales en el tiempo, y teniendo en cuen-

ta que:

KK Yoi103[* = 2 2so " 10

podemos reescribir (8-9) de la siguiente forma:

ST s AZI 20l ¢ [ KIGe) + Kigen)] (5-11)

.

Por ejemplo para la capa K como estado inicial, y sabiendo que

0\2
| Zso | :E%b;_(&) (8-12)

se comprueba la completa equivalencia entre (8-11) y la expresién (6-3) anterior-
mente obtenida.
Para la capa L como estado inicial, la contribucién mids impor-

tante a (8-6) puede escribirse en forma andloga a (8-11):

LB A2 (Rl 12p O +[CR[2]2po) +

[CRIZI2P-DP ][ Ki@ep s Ko@m] ey

la cual es.a su vez idéntica a la expresién (6-11)
| Vemos asi que para el caso de colisiones distantes, donde es
valido considerar a la fuerza perturbadora como si fuese uniforme sobre el 4tomo,
la seccidn eficaz diferencial puede escribirse en términos de elementos de matriz
de la coordenada electrénica, y de la componente de Fourier de la fuerza corres-
pondiente a una frecuencia igual a la caracteristica de la transicién.

| Estos elementos de matriz Zko son los que determinan los 1la-

mados "oscillator strength', definidos como:31

‘fko = 2 (Wk- ‘*’°)]3k0lz | (8-14)
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y cuya densidad espectral interviene en la determinacisn del coeficiente de absor-
cién de radiacién electromagnética de un dtomo, para grandes longitudes de onda
de la misma. Si uno analiza el espectro de fko comprueba que, excepto para el Hi-
drégeno, el continuo de un dtomo representa la mayor parte del mismo, por lo cual
usualmente se incluye al discreto como un apéndice de ésteSl.

La evaluacién del oscillator strength implica el conocimiento
de las funciones de onda del 4tomo, luego ésta es posible en forma exacta sélo pa-
ra el caso del dtomo de Hidrégeno. '

El cdlculo de la energia media absorbida por un 4tomo en una
colisién que involucre una pequefia transferencia de impulso, se reduce en el tra-
tamiento de Bethe, a la determinacién del momento de orden 0 de la distribucién
de los oscillators strength17:

Do -

{ro (8-15)

=

El resultado de esta suma, para el dtomo completo, describiendo sus funciones de
onda mediante determinantes de Slater, satisface la regla de suma de Thomas -
Reiche - Kuhnd'.

So = Z siendo Z el nGmero total de electrones.
viéndose ademds en esta formulacidén que cada capa no contribuye al total en una ~
fracci6n igual al nimero de electrones de la misma, siendo la contribucién por
electrén mayor para las externas que para las internasS1. Pero una eﬁaluacién pre-

cisa de la misma no es posible en general.

I1-9 INTEGRACION ANALITICA EN PARAMETRO DE IMPACTO. FORMULAS APROXIMADAS PARA
LA PERDIDA DE ENERGIA MEDIA Y SU FLUCTUACION.

Analizaremos en esta seccidén la contribucién de las colisiones
distantes y con transferencias de energias préximas al umbral de ionizacién para
proyectiles que viajan a través de s6lidos amorfos. Mostraremos que el resultado
es idéntico al que se obtiene cuando en el cdlculo basado en la seccién eficaz en
primera aproximacién de Born, se consideran solo las colisiones débiles.

9-a) Transicifn-capa K - 1 = 1 del continuo
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Integrando en pardmetro de impacto la expresién (6-3) desde un
valor minimo del mismo consistente con la regidn de validez de esta aproximacién:

'd’ﬂ“- aa 2“ = 2’ Ozw (n, Ko o Pmin 1140 Pmin -
dW S PP fuap P P Mok p ) Ke@opmi)  (9-1)

Prin.

donde hemos utilizado el \resultadozgz
dex X [K,z(x) + K:(")] = Xo Ki(xd) Ko(xo) (9'2).
Xo
La energia media perdida y su fluctuacién estdn dadas, respectivamente., por:
<AE>;deUJ W dr/dw (9-3)
Wmin

@ v
<522>:S dw W? d0/dw

Wmin -

(9-4)
Si tenemos en cuenta ahora que los valores de W que contribu-

yen apreciablemente a la integral son del orden de Wmin, y consideramos que para
los mismos se cumple la siguiente relacién:

Upmia ¢ | e

‘podemos reemplazar en (9-1) las funciones de Bessel por sus expresiones asintéti-
cas:

K!(K)/\J 1/)( — KO(X)N |h<1/X) —— X<1 (9-6)

y despreciando ademds k frente a [5 en la expresién de B(i), resulta:

K 12 g 2 6 -
do* v 2°1me” 7, 8 15. ln(\{ ) (9-7)

dw 3.2%.v* W W Ppenin
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donde ya hemos incluido los 2 electrones de la capa K.
Introduciendo (9-7) en (9-3) y (9-4), vy quedidndonos solamente
con el término principal en la velocidad:

(BEY W e (J__ei)ln(m | (9-8)

2 A 6 _~

(SN w AL ZE _z_e_‘j) B Infv T  (9-9)
. Vz \3 ek wmm PMI'\

Consideramos Wmin = 64 f7/2 _

Williamsso, partiendo de la expresién (8-11), llega mediante

consideraciones totalmente andlogas a las realizadas por nosotros, al siguiente

resultado para.ddyﬁhk

_di_ v j.lL_Zu.IZno] fn( ) (9-10)
mem
y para el cdlculo de la energia media aplica la regla de suma:
\ 2 W|Zgrol® - 1 -
Z [Zrol” = (9-11)
e .

con lo cual obtiene:

(AR - ﬁu Z, 1<..__¥_.____ | o (9-12)

min Pmm

En nuestro caso, donde describimos mediante un modelo hidrogé-
nico a un dtomo multielectrénico, la aplicacién de (9-11) no es posible. La mis-
ma implicaria la violacién del principio de exclusién de Pauli , al incluir esta-
dos ocupados como finales posibles. Para el 4tomo de Hidrégeno aproximadamente 1la
mitad de la energia transferida se gasta en la excitacién del mismo al‘segundo ni-
vel energético (n=2). El incluirlo a través de una regla de suma como (9-11) para
un dtomo donde ese nivel estd ocupado, significa una sobreestimacién del orden
del 50% en el frenamiento. _

Bethe16 discute en forma sencilla las sumas parciales de los
oscillator strength, encontrando que estdn dadas por el nimero total de electrones
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de la capa menos los oscillator strengths correspondientes a las transiciones pro-
hibidas por el principio de Pauli. Asi muestra claramente que para una capa inter-
na las contribuciones que se restan son en general siempre positivas ( Wno®) 0),
resultando por lo tanto la suma un nimero menor que el total de electrones de la
misma. Mientras que para una capa externa sucede exactamente lo contrario. Usan-
do funciones hidrogénicas demuestra que la suma de oscillator strengths para las
capas internas de 4tomos pesados disminuye a 0,3 - 0,4 por electrfn.

Nuestro resultado (9 8), escrito considerando sélo un electrdn
en la capa y Sk= 1

(AEY - A__ZL(O ze)!n(

min Pmm) (9,-]3)
muestra un factor 0,26 correspondiente a la suma Z(Jkolzkolz sobre todos los es-
tados finales del continuo, en buen acuerdo con lo obtenido por Bethe. Si consi-
deramos 63g«)0,7, dicho factor adquiere el valor 0,75.

Vemos de (9-9) que <}le>tiene la misma dependencia con la ve-
locidad que la pérdida de energia media. La contribucién de las transferencias de
energia préximas al umbral de ionizacidn se manifiesta a través de un término de
este tipo sdlo cuando se trata cuinticamente el problema17

A altas velocidades del proyectil, la contribucién de las coli-
siones débiles representa del orden de la mitad de la pérdida total de energia,
mientras que paraa(SZz> las mismas pueden desprec1arse frente al término provenlen~
te de las colisiones Vlolentas /52 >\;4TTZ ‘

Primera aproximacién de Born:

~ La seccién eficaz doble diferencial en energia e impulso  trans-

ferido al electrdn esZ:

2 2 2
—ddq‘g:g R%‘zzj‘- "Cf‘g‘ ! Rl (9-14)
donde:
21'es la carga del proyectil.
& transferencia de energia = K? +.ﬁL, K: impulso del electrén
q : transferencia de impulso.
Cuando se emplean funciones hidrogénicas para describir los
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estados electrénicos, { Fe (q)[ 24€ es una funcién homogénea de Ky q. Introducien-
do el siguiente cambio de variables:

6_.%_/.2 R . £ 0 %’; (9-15)

resulta {F, (@]%d€ = |[F, @I%dw
La seccién eficaz de ionizacidén, en términos de las nuevas va-
riables (9-15), es:

Wmax Qmax
2

0. 122 p*zj' dw | do 97 |Fy@| (9-16)
Wwmin @rain |

siendo la expresién de [Fy,; (Q)} 2 para el caso de la capa K. como estado inicial:

_ 2 tan ' 2R J6-R3+ 1) 4
JFw(Q)lz; 2° . Q| QrRr¥*3y1/3] & " " / ) (9-17)
1~ @2k [(Q_Rz+1>2+4 Rz’]3

con

W. R¥, 1 | (9-18)

y donde ya en (9-14) se ha tenido en cuenta los 2 electrones de la capa.
De la conservacifn de energia se obtiene:

q‘%m'n - 2M [ Y% _ (g- 8)1/2,]2. (9-19)

y considerando que la transferencia de energia € es pequefia frente a la inicial

E del proyectil resulta:

C}m:'n ~ E/V men - k)z'/é"q con M Vz/‘,gzl . (9_’20).

W min corresponde al umbral de ionizacidn, y Wmdx estda dado por la mixima energia

transferida a un electrdn libre en reposo:

(A)ma'x ~ 4 s (9-21)
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Analicemos ahora la contribucién a (9-17) proveniente de las
colisiones con pequefias transferencias de energia, (Wm 1. Para valores de k « 1
podemos aproximar el integrando IFQ, @l 2 / Q2 por:

IFM(Q)IZ/Q" -2 [QeR?/3+173) g-4/@ry 9-22
| Q [@-Rr*+1)*+4k¥)3 -2

vemos que la principal contribuci6én a la integral ocurre para valores de Q proxi-
mos a Q . . Para el caso de proyectiles répidos, v es mucho menor que
Qnin proy pidos, v f , Q o T q

1, luego podemos aproximar 6'4/@“') por e-4 en (9-22), con 1o cual la integral
en Q se reduce a:

Omax Qmax 4
| R@I*dQ/Q%: Z"G"‘{ 40 [Q+w/3) (9-23)
(I omin®@ [ Q- (R-1*1P[Q-(r+1)*]?

Podemos extender la integracién a Qméx = 0 sin ningln problema.

El resultado de (9-23), conservando s6lo los términos de primer
orden en la velocidad:

-4 _ |
4507 e SR e

wwisiderando que k v 0, ¥ 4@/&)"»1, (9-24( se reduce a:

-4 _
Aﬂ'_,\,.%lhs)ar In(4m]Ww?)

dw (9-25)

La pérdida de energia media, considerando s6lo las colisiones

- débiles, estd dada por:
PwBA, débiles 2, -4 (® -4
<AE> ~ 6_5.54_“2.._6__3 ) dW W ll’\@'\q/h}z) (9-26)

Wmin

Integrando por partes, el término mis importante en la velocidad resulta:
PwBA,debiles 2,
* a=4
(ALY v AllZ “zq"eﬂ"“; ) In(4m) (9-27)

Si en la expresién (9-8) consideramos Poin = {5 - , extrapola-
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cién posible dado la dependencia logaritmica en el mismo, vemos que ésta resulta
equivalente a la (9-27) obtenida usando la primera aproximacién de Born. De.esta
equivalencia surge entonces que para colisiones débiles con proyectiles veloces,
los parametros de impacto grandes son los que contribuyen efectivamente.

Esto Gltimo resulta también del andlisis de la integral tempo-
‘ral de la fuerza perturbadora:
KT Feey et dt
X .
siendo T el tiempo efectivo de la colisién, que es del orden de p/v. La principal
contribucién’'a la integral en el tiempo resulta de Tw 01-1, lo cual define un pa-
rdmetro de impacto Sptimo P, NV v/ W . Para valores de pd) Py teniendo en cuenta
que F(t) varia poco en un periodo de elu)t, el integrando contribuye en forma des-
'fﬁreciéble. Dicho de otra forma, la componente de Fourier de la fuerza en la apro-

ximacién dipolar:

‘ 22 2
Flay o 9o 1 KY@p + Ko (%P)‘) (9-28)
decae fuertemente para valores de WY v / p, luego para pardmetros de impacto p
WV /0 nin’ la frecuencia mixima efectiva del espectro es menor que Q)min’,no

-

existiendo para tales casos frecuencias en el desarrollo de Fourier de F suficien-
temente altas como para excitar el étomoso. Esto significa, que para p) P, la e-
volucidn del sistema es metamente adiabatica, siendo por lo tanto nula la trans-
ferencia de energia. '

"En el estudio de los procesos de ionizacién de capas internas
a bajas energias, vimos también que los pardmetros de impacto que mis contribuyen
a la excitacidén son del orden de P,-

A velocidades grandes del proyectil p, es mucho mayor que el
radio de la capa. Por lo tanto, la inclusién de parametros de impacto menores que
- no produce una modificacién apreciable en el cédlculo del frenamiento en tales -
casos. Esto es vdlido por supuesto, sGlo para las colisiones débiles.

9-b) Transicidn subcapa 2s - 1 = 1 del continuo. Transicidn subcapa 2p - 1 = 2.

Con idénticas consideraciones a las realizadas para el caso
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de la capa K, obtenemos:

6. lut
GO G
BEYF™ 0 4ngdie® 2 Nin v |
Vz ( 54 839 < min Pmm (9-30)

Pero estas expresiones no constituyen una buena aproximacién

"~ analitica cuando se consideran funciones hidrogénicas modificadas. En este caso,
para valores de.b)a;h)min, dado por el valor real del dtomo, no es posible despre-
ciar | k| frente a [f) . ’

II-10 DISCUSION Y -RESULTADOS

Aplicamos nuestro cidlculo al caso de protones canalizados en
la direccién ¢111) del Si. Este es el canal mis estrecho, su radio es del orden
de 2,42 u.a., veremos que para el mismo, la contribucién de las capas internas al
frenamiento total representa ya un 20% para energias del protén del orden de 2
MeV.

-Los umbrales de excitacidn utilizados32 son, en unidades até-
micas:

capa K -~~~ 67,6

subcapa Zs(Li) = 5,47

subcapa Zp(LII,III) = 3,64 |

Para el caso de 1la capa K como estado inicial, la diferencia en-

tre el cdlculo completo utilizando la expresién (4-62) y el aproximado consideran-
do s6lo el primer término de la misma resulta:

12) Para v = 30 u.a., p = 1. u.a.: del orden del 8%
22) Para v = 15 u.a., p = 2,42 u.a.: del orden del 2%
También verificamos que la contribucién de la transicién al es-
tado con 1 = 2 del continuc representa un 6% de la dipolar para v = 15 u.a. y
p = 2,42 u.a.
10-a) Capa K
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Utilizando la expresién (6-3), e integrando numéricamente en
energia transferida calculamos (D E(p)y vy <-le(p)> . Bn las figuras (II-1) y
(11-2) se muestran para el caso de p = 2,42 u.a., en funcién de la velocidad ini-

1

cial del proyectil., Para una v = 30 u.a.,<Z&E(p)>y<§Y22(p1> disminuyen en 5 érde-
nes de magnitud su valor al variar el pardmetro de impacto de 2,42 a 4,84 u.a..

Si uno tiene en cuenta que para esta velocidad Py V¥ /W~ 0,4 u.a., comprueba
efectivamente que la excitacidn de la capa K para estos valores de p)) P, €S
. despreciable.

En la figura (I1I-3) mostramos los resultados obtenidos para

(AEY de la integracién numérica en energia transferida utilizando la expresidn
(6-3), previamente integrada analiticamente en pardmetro de impacto desde un valor
minimo del mismo igual al radio de la capa. Los valores predichos por la aproxima-
cidn analitica (9-13) difieren en menos del 3% de los calculados numéricamente
para v 2 30 u.a.. En esta figura también incluimos los valores de <’AE> que re-
sultan de considerar todo tipo de colisiones, calculados usando la seccién eficaz
doble diferencial en primera aproximacién de Born, (9-16), (9-17). Vemos en la
débiles>/ < g Pwea

velocidades altas del proyectil. Esto estd de acuerdo con lo que establece la re-

figura (II-4) que la relacién ( E > tiende al valor 0,5 para

gla de equipartici6n33: a altas velocidades del proyectil, el frenamiento se debe
a iguales contribuciones de las colisiones débiles y violentas.

10-b) Capa L

En las figuras (II-5), (II-6), (II-7) y (II-8) graficamos
<ZXE(p)> y<?ﬂtz(p)> en funcién de la velocidad del proyectil, para distintos pa-
rametros de impacto, obtenidas utilizando las expresiones (6-7) y (6-10) para las
subcapas 2s y 2p respectivamente. Vemos en todos los casos que la midxima contribu-
cibn ocurre para velocidades del orden de W _ = D, y que el rango de pardmetros

., Ml .
de impacto que contribuyen es mayor a medida que la velocidad crece.

10-c) Calculo de la pérdida de energia media por unidad de camino para

proyectiles canalizados. .

Para calcular la misma debemos sumar las contribuciones prove-
nientes de los electrones de valencia y de los electrones internos.
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Electrones de valencia

El frenamiento por un gas de electrones, considerando separa-
damente las excitaciones individuales y colectivas, estd dado por la siguiente ex-

presién:

Sv = ﬂ_Z_xZ_f_[Zv fnJ_ + Z[,,c zn_z._y_lf_.. (10-1) -
V2 Vg (A)F
siendo P la densidad del medio (n? 4tomos por unidad de volumen), P ZV corréespon-
de a la densidad del plasma, y ¥ Z),. a la densidad local, vy es la velocidad de
Fermi, v @ _ la frecuencia de plasma.
P Para el Si, Zv = 4, se comprueba experimentalmente que para la

34

direccion 111y , Zjeev 4,1 77, 1luego en este caso podemos reducir (10-1) a la

siguiente expresidn:

Sv v 4128 Z, Inf2v? |
vN. L L n(wP (10-2)

que es la que utilizamos para el cidlculo de la contribucidén de los electrones de
valencia al frenamiento total.

Electrones internos:

El frenamiento de un proyectil canalizado en un cristal por ex-
citacién de las capas internas de los dtomos blancos, se calcula mediante la ex-

presidn:

("3"5‘2”,, =) St AEpo O (10-3)

donde d es el pardmetro de la red, Si es el nimero de dtomos a la misma distancia
P;» situados en un plano perpendicular a la direccién de movimiento del proyectil
Detallamos a continuacién los datos utilizados para Si, direccidén 111

Si p:(u.a.) Si p:(u.a.)

3 2.42 | 6 8.71
3 4.84 3 9.67
6 6.41 .6 10.54
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[o N
fi

8.9 u.a.

7.04 107 v.a.  --- W, = 0.61 u.a,

‘o
i

A velocidades del proyectil suficientemente altas, para las cua-

les el radio del canal es mucho menor que v /W n la suma en (10-3) incluye

in’
numerosas filas de dtomos. En estos casos puede considerarse una distribucidén con-

tinua de parametros de impacto, resultando asi :

dx

<..ﬂ£_)~ .Pj dp 2Mp AE(py (10-4)

Pmin

Para la determinacién de Py, USamos el siguiente criterio:

94 T(rea) - (r-ay]: 3

Esto es, el nlmero de dtomos comprendidos en el volumen TYI(r+a)Z - (r-a)zjxd
debe ser iguzl a 3. Asi obtenemos Dmin =1 -a= 0.93 u.a..

Para v = 40 u.a., la relacién entre (10-3) vy (10-4) es 0.83,
mientras que para v = 5 u.a., dicha relacién es 0.3.

En la figura (1I-10) mostramos el frenamiento total, vy las con-
tribuciones de los electrones internos y de valencia separadamente, para el caso
de un protdn canalizado en la direccién ¢ 1113y de Si. La contribucién de la exci-
tacién de la capa 2s puede despreciarse en este rango de energias. No asi la de la
capa Zp que representa un porcentaje considerable del frenamiento total a energias
altas (del orden del 30% para E =10 MeV). E1 acuerdo con la exneriencia35 es sa-

tisfactorio, como puede verse de la misma figura.

10-d) Comparacidén con el modelo del oscilador:

De las expresiones (8-11) y (8-13) vemos que la seccién eficaz
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doble diferencial es proporcional a la energia transferida a un electrdén ligado
arménicamente con frecuencia W . La constante de proporcionalidad es ZIZkolz.

Si para las energias transferidas que contribuyen apreciable-

mente, W W nin’ se cumple bJ(( v / p, podemos despreciar la variacidn de elwlc
con el tiempo en la transformada de Fourier de la fuerzaso.

A0 ] Ry et tdt|®|z dt
e [ NI NN
| En tal caso la energia media perdida estd dada por:
T 2 [4/] .
(AERY || Findt]” | 12xol* WdW (10-6)

o Wmip

Por lo tanto, nuestros resultados en el limite qo p (¢ 1 son
equivalentes a los obtenidos del modelo del oscilador afectados por un factor que
representa la suma de los "oscilator strength' sobre todos los estados finales po-
sibles.

De la figura (II-9) vemos que para la subcapa 2s, 1a§_ f es
del orden de 0.5, y para la capa 2p resulta del orden de 2. Si tenemos en cuenta
que el efecto de apantallamiento por los electrones externos es mids notable para
esta subcapa, es razonable que dicha suma supere la unidad, como ocurre ya para
capas externa531. Se ha encontrado36 que el uso de funciones hidrogénicas modifica-
das sobreestima la seccidn eficaz diferencial de ionizacién de la capa L, especial-
mente en los procesos con pequefias transferencias de energia. Esto puede explicar
el valor demasiado grande que resulta para la E; fko

Para la capa K, dado que el rango de velocidades analizado co-
rresponde a valores de qop> 1, no esperamos un buen acuerdo con (10-6).

IT-11 CONCLUSIONES

La formulacién semicldsica de la cdlié&én de un idn con un i-
tomo pesado permite comprobar que s6lo las pequefias transferencias de energia con-
tribuyen apreciablemente a la excitacién de las capas internas del blanco, cuando
el proyectil es distante y ridpido.
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Hemos mostrado que la transicién dipolar (41 = 1) es la pre-
dominante en estos casos, y que la misma es originada por la accién de una fuer-
za uniforme sobre el dtomo. la seccidn eficaz diferencial queda determinada por la
componente de Fourier de la fuerza perturbadora, correspondiente a una frecuencia .
igual a la caracteristica de la transicién, y por los elementos de matriz de las
coordenadas electrénicas.

Para el cdlculo de la energia media perdida y su fluctuacién,
realizamos una integraci6n numérica en energia transferida, intluyendo todos los
estados finales posibles en una forma aproximada. Describimos el espectro continuo
que constituye la principal contribucién, mediante funciones hidrogénicas modifica-
das para reproducir satisfactoriamente las caracteristicas del dtomo feal. De esta
forma,'para el caso en el cual el tiempo de colisién es mucho menor que el periodo
caracteristico del electrén en su 6rbita, determinamos los momentos de orden 0
y 1 de la distribucién de los oscillators strength para las camas K y L. La apli-
cacién de reglas de suma para la determinacidn de los mismos no es posible puesto
que describimos un dtomo multielectrénico mediante un modelo hidrogénico.

Para la capa K del Si, si consideramos el factor © ™ 0.7
que tiene en cuenta el apantallamiento producido por los electrones externos, ob-
tenemos un valor de So ~s 0.75 por electrén, que estd en muy buen acuerdo con lo
obtenido utilizando un potencial de Hartree - Slaterss. Mientras que para la capa
L, subcapa 2p, el cardcter de capa externa de la misma queda manifestado a través
de un S0 por electrén mayor que la unidad, pero el valor resulta demasiado grande
debido a que la descripcién mediante funciones hidrogénicas no es realmente buena
en este caso. -

Encontramos que para velocidades tales que v /W min es del or-
den del radio del canal, las capas internas contribuyen apreciablemente al frena-
miento total.

" La contribucién de las capas internas a la desviacién cuadriti-
ca media de.la energia perdida se manifiesta a través de un término cuya dependen-
cia con la velocidad es 1dent1ca a la del frenamiento. Por lo tanto la misma resul-
ta despreciable frente al/ﬁSZ ) total en el rango de energlas altas.
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DESCRIPCION DE LAS FIGURAS

Figuras I-1 y I-2 : Probabilidad de ionizacitn Ip en funcién del pardmetro de
\ 6+

impacto para los casos de H y C° incidiendo sobre un blanco de Cu. Las curvas
1lenas corresponden a la carga efectiva optimizada a lo largo de la trayectoria
del proyectil, las con lineas de trazo resultan cuando evaluamos dicha carga en
el punto de méximo acercamiento. Ambas curvas coinciden para el caso de H' de

1 MeV. .
Figura I1I-1 : Energia media perdida en funcién de la velocidad del proyectil, pa-
ra el caso de excitacién de la capa K del Si por protones. La curva de l1fnea 1lle-
na corresponde al cdlculo en aproximacidn semicldsica, y la de linea dé trazos al
modelo del oscilador. El parfmetro de impacto que se considera es 2.42 u.a. .
Figura II-2 : Desviacidn cuadrdtica media de la energia perdida en funcién de la
velocidad para el mismo caso que en la figura anterior.

Figura II-3 : La curva de linea llena representa el frenamiento de protenes por
excitacién de la capa K del Si en funcién de la velocidad del proyectil, cuando
se consideran s6lo las colisiones débiles. La de trazos corresponde al cidlculo
en primera aproximacién de Born, que incluye todo tipo de colisiones. '

Figura II-4 : Muestra la relacién entre los resultados presentados en la figurd
I1-3, en funcién de la velocidad del proyectil,

Figuras. II-5 y II-6 : Energia media perdida y su fluctuacién en funcién de la A

velocidad, para los parametros de impacto: 2.41, 4.84 y 6.41 u.a., correspondien-
te al caso de excitacién de la subcapa 2s del Si por protones.

Figuras II-7 y II-8 : Idem que en las figuras II-5 y II-6, correspondiente a la
excitacién de la subcapa 2p.

Figura II-9 : Las curvas de linea llena corresponden al cilculo en aproximacién
semicldsica de la energia media perdida en funcién de la velocidad del proyectil,
por protones que excitan las subcapas 2s y 2p del Si, con un paradmetro de impac-
to de 2.42 u.a.. Las de linea de trazo corresponden al modelo del oscilador.
Figura II-10 : Muestra las contribuciones de los electrones internos y de valencia

al frenamiento total en funcién de la velocidad, y los resultados experimentales
de éste Gltimo, para el caso de protones canalizados en la direccién {111} del Si.
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APENDICE II - A: Coeficientes Bi

, En el cdlculo de la amplitud de ionizacién de 1a capa Ky L-en’
aproximacién semicldsica aparecen los siguientes coeficientes: '

Be . Cotmy R (ZQ+2)l(p+LR) s Flemm,zws 242,418 ] @)
L

ot e o =(2644) ) .
BQ- = CQ("D R“'(ZHB)L(_%_“h) zF;qu.H.L”‘t,ZC.M 2(*2 _Z/ZL-*RL];] (a-2)

) | |
Bz Cet) R™ (204 4)4(B L kY (M+S)F[e+1+m.ze+« 2042, 208 7 (4.3
[2.-§LR (a-3)

2043)
A F (a-4)

Be - Com) K AN z)l@_“h) \z+1+w,,z.c+3 2042,

'fslz R

Reduciremos estas expresiones a otras reales mds sencillas u-
sando distintas relaciones de recurrencia y propiedades de la funciones hipergeo-

métricas ,F,(a,b,c,x).
21 3
1

Usando la relacidén (Erdelyi et al. 1953)

1- Coeficientes Bcl’ y B

zE [a,ZhB, 2.?....2,;2.] 2.Q+2. ‘. 3224-2, (LZ)’G } | - ' | (a-5) |

podemos escribir:

Fore 2,2iR 1 e'“ﬁ;‘ e 6“2“3)?5;' e 2(B+lhomR '
tetMm, 2043, 28 LR 1.6 - . Cal
zq{ +1s + t oviR) 2022 (,62'+k3)"2 (H- B.mR) (a-6)

y reemplazando (a-6) en (a-1) obtenemos:

° . 4 _ tan R =3
Be = Cormy 2 R*'(2041) L% Rz) (3+€l5 "ik) CH / (a-7)

J”\" 1



La expresidén de B3 esta dada por (a-7) reemplazando (6 por A/ 2.

1

2 - Coeficiente B}

Empleando la siguiente relaci6n de recurrencia’’:
(2p-¥-p2 s 2) e, p, v, 2) 18- ) F@p-1, %, 2) + B2 Fl,p41,%,2) = O ‘ (;1-8)

la identidad (Erdelyi et al. 1953): ‘
-a
JFo(abb, 2) (1. 2) (a-9)

y la relacién (a-5), podemos escribir Bl en la siguiente forma:
Be - Coemy K" (264 1) I(£E 4 n’-)-(w [ 4(58+ B- mB)(Lr - mR) - |
( 4 ( 2 2

_2mtan2R/8

(?t*z)(‘éi'* RZ)} e ' (a-10)

3 - Coeficiente Bi

Usando (a-8), (a-9) y (a-6) resulta:

. (e - ' )
. oo 000 4 [

.2mtan 28] P

(_(Zgl,,p_«;h)-@éi@,,a%p“-swm 3€>-4mk)(.%f+k")]€ (a-A11)

La expresidn de C1 (n) puede reducirse a la siguiente:

¢
¢ - 2 12 112 .
Coem = 25 TT(% m)" [208 ) (a-12)

(2e+1)L S



APENDICE II - B: Deduccidén de la expresion general del término Tim.

El término Tlm estd dado en general por:

Ny, My w0, - .
Tow s NG Aen 2 [BC | e 220080+ ) Ol [(s0iadd
° SO

S keseizg-t Ctiz=d BR

2.'&?7” J o5y x” R e _(sh2e, 1)

K=0 ©

532840y , © . :

N K- 63841 K-+ts-4 _.PBR

}_ £ & ‘ s-dx :::(qox) x® R € } § (b-1)
K20 °

Analicemos la integral:

@ ' ®
I,:[dx :‘;Sn(q,x)__xﬂ_,_ 1) d” dx CO5(3ax) . (b-2)

J RV ") Tdqd | (xrepriBe

(-1) = n=1,5, 913, ....... 2, 6, 10, .....
(+1) —e n =3, 7, 11, 15, ....... 0, 4, 8, .....

1]

El resultado de la misma e529:

L ((;"g_{_L__(ZP)u%ﬂ‘—Cos\.gﬂm__ rrw w_u_).d._\ wLL‘K (qu>} (b-3)

ig-1 L=t

-éiq:;['(%o Katgg’...cGaP)] = %o =K 2& =t (4of) ——=N=0

n
A nydm gt g N$O  (pay
/) g domm erephs (o) N0 e
mz=Q
Usando la relacién de recurrencia29
.d...K(Z):-__L_-K K_._ . b-5
G s i g1 + Ko 1} | . | (b-5)

B-1



¥y la identidad:

dqoo'o e 9(9-1)uer (V- my 1) g8 (5-6)
podemos escribir (b-3) de la siguiente forma:
atgti!—j
L-(‘> e )COS sreris=t WY T0e geeein v Ly-
3 [astgient 1) T gageis) (2 ) (datgiansy o

et me ) 5T () 1) Kool 00

-1)esmn=1,5,9, ..... 2, 6,
(+1)—sn =3, 7, ........ 4, 8,
SN . _ :
I __L(.g.rg_) Cosfaﬂ.zﬂ.g-z TT} P(:- gﬂ.ziu-i)sz. .1(%P) (b-8)
paran = 0

Analicemos ahora las integrales del siguiente tipo:
] . BR ‘

Lde et®x x" R* g°F con A -1 (b-9)
-0

Para resolverlas realizamos el cambio de variables:

Xz psenh w R:bcoshw
F P (b-10)

dx = pcoshw dw

con lo cual (b-9) resulta:



. N .
I: Pn*o‘ idw C‘QfPsenhw (senh w)n(Cosh w)o. 6'6Pc°5hw (b-11)

X

siendo 00 = A + 1
Bnpleando los desarrollos:

n
senhw e"® \_nl e e R
( ) 2" L (n-rR)LRY 0 (b-12)
k=0
A Tw “ “-2lw
Coshw _Q___ 04 e :
( ) [__(me)x el | (b-13)
podemos escribir:
(senh w)(cosh w)‘f- gir+Iw n_t'rol g 2P
T T2REe [_ P1 (b-14)
Pe=0
donde B
Koy = S ()" _ny ol -
P é:o (n-prem)i(pi-m){ (0-m)i mi (b-15)
Reemplazando (b-14) en (b-11):
ol r_\_:\_-c' « tQepSenhw (ne0-2pjw .Ppcoshw
I —F)Tq- L_ P sdw (<) € e (b*16)
Pe=0 T®
Haciendo el siguiente cambio de variable: _ .
e¥.y - b-17)
podemos escribir _ !
Is__ jmdw eiqopsenhé gsw e-ppcoshw _
-0
o . .
oot B[y (B-190) - I{R+190)] | _
S dy y=' € - (b-18)

o]

y con otro cambio de variable, dado por:

B-3



(ﬁ-i%o)%—y- -t _ (b-19)

(b-18) resulta:

o : 2/a% °z ‘ .
Is[p(&f-sn)-rs dt tof gt PRIV (b-20)

0
siendo la solucién’’ :
I,. zeictihoss Ko [p@+8"™] Re [p(#*93)] 5 0 (=D
Ast resulta, reemplazando (b-21) en (b-16) : | |
I. 2(.5_)“”“"2; ;;2"’ (4241 2pi) 180 Ggo/B)] K_n,\,.,,_zp‘[p(q’::,p")"z] (b-22)
beo

para n par vale el coseno, y para n impar el seno en {b-22).

En el caso A = -1, la expresién de I responde a la forma:
N a | 2 1 | )
L. Z(-P— 2_ l"fsgﬁ“"'”") +°‘”(3°//°)]§ Konzp [ P(3E+69"] (b-23)
con -
=D e : (b-24)

Para el caso especial de n = 0, (b-23) resulta:
u 2 2\ 1/2
I. 2 Kolr(qof/a) ] (b-25).

Si A { -1 1a resolucién de I es numérica. Utilizamos para
la misma el método de Filon10. ‘ _
Utilizando finalmente las expresiones (b-7) y (b-22) podemos es-

cribir la resolucién general de Tlm dado por (b-1):

B-4



T nemyop (i dtty o=t . o
tm 2 N Ao B2 B2 0 (1) ™55 cos [agines ]

nem o -
(“"E“) \L< ) KdiliLL.—L n+m+2Pc(q° P) ¥ \L' Ds(’h;k)[<5~ﬂ-3) /\

QK'S-iz" nek+etizj+q Kagtls- e nes
Kl <_‘%_) ' / o py ) cos l(mkftua Jti= zP,) h‘é(q,/@)]}-
Pe=0

lSen

S+28+¢ (V'] - :
342 Ko Se20n Ke€dige gl
Kn+x+cn5 e 2?‘(Pq ) (6+ 2¢ 4 Lq) 2—- R Js*z 4~ 1( A )m 5
20 ' :

ntk-¢ +ig- 3*1
f cos

v
[ I | s
~ (b-26)

P |

l(mk 4is-j+1-23m)+an (90/p)] |

ank-ens-gu-zm(

con o pi y o( dados por (b 15), y teniendo en cuenta (b-23) y (b-24) para el ca-
soK+1+13—J -1, l<-1+15-] -1 .



APENDICE II - C: Expresiones asintdticas de los factores de forma.

Los factores de forma f}(R) que aparecen en el cidlculo son:

0 0 0(®  _-pr e (% -
f(R) =By Ri{dr € r Fygn,kr) . R“)S de rt" &7 Fym, rr) (c-1)
R A - R
¢ t my (% P2 meat -my(® . :
fe(R)hF%&i—, + R Sd"C PT™ " Fen ey - R Sdf‘epr‘/z"m""ﬁ('mhr) (c-2)-
. R R

1=1.___i1=1,m1=l,m2=1+1 :
1=2~._i1=2,m1=1+1,1§;7=1+2 . (c-3)
i=3 — i, =0,m=1-1,m =1

Detallaremos a continuacidn los pasos seguidos para hallar-la
expresion asintdtica de bfi (R), siendo éstos commletamente anilogos en el casoc de
£ (R). |
La expresién asintética de la funcidén de Coulomb Fl (n,kr)10

es: .
FQ(’\’],RI")/U SCI'\[hr‘ynln(Zhr‘)-Lzﬁ.*O‘g'l (c-4)

Reemplazando (c-4) en (c-2), e integrando:

© ' . _ _
L. ]dr g=Pr/a p-mer sen(Rryminzkry A) . 1| eiA(ZR)m(-_ﬁ_-},h)m"z'm
R : Z2v | 2

M1~2+L'ﬂ

. _ ‘ - -tM . '
r[mfm,-z,@-ck)R]- e (2 k) Q% +LR) r[—mﬂ-{m(&z-nh) R}} (c-5)

Usando el desarrollo de la funcién gama para R-*mm:

a N~2 & | | '
[lart, 2yn 29 € V*%""&%’f&*'”} (c-6)

la expresidn de I1 resulta:
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T et R™  qen(Asmin 2RRs RR s +ail 2R
R e L A G oL

3 - -1 U
Cos(As+min 2RR4 RR 4 2tan 2R/p) ?WRsen(Amlnznfkmhj} (c-7)

Andlo gamérfte :

l.hr:lr pmat! 6'{5"/2 Fq(M,hP)

R
resulta:

Iz:—.'ﬁ'PR[zR'“’“ | Seﬁ Aymln2RR . RR L +an 2R
(452'/41-1!")'/2' [ ( +Min + +Tan /16) +(ﬁ;74+k")’/3R

Cos(A | 2
0 ( +Min2RR )+((3r:/‘4:‘kz)’/2'R 56n(A+'hfn2kR+....>} (c-8)

Reemplazando "(c-7) y (c-8) en (c-2):

][nN B} e..pa/z

- A
e VAT - v sen<rqln2hn+ RR ;21an 2n/‘s?‘6¢._e%1_> (c-9)

En forma totalmente anidloga encontramos la expresidn asintotica de f‘;(R):

0 o -BR -1 ' .
]CQNRB&T < gze.:;z eR sen@lnzka,\ RR42tdn 2R/p40e- 1Y) (c-10)
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