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Resum en

E n  el p resen te tra b a jo  se estu d ian  las p rop iedades hadrón icas y  de m a te r ia  de 

quarks, en  el m arco  de  cierto  tip o  de  m odelos de  qu ark s re la tiv is tas  con interaccio­

nes no locales covariantes y  que preservan la s im etría  quiral. D ichas in teracciones se 

b asan  en u n a  aproxim ación separab le al in tercam bio  efectivo gluónico. P rim ero  se 

investigarán  m odelos de  dos sabores de quarks livianos {up y  douin) que incluyen 

in teracciones que d an  lugar a  la  renorm alización de  la función de on d a  en el p ropa­

gador del quark . Luego se consideran  m odelos de tres  sabores p a ra  e s tu d ia r  el efecto 

del q u ark  strange. E n  am bos casos, al e s tu d ia r  los efectos de  te m p e ra tu ra  finita, se 

incluye el Loop de Polyakov (PL ).

E n  el cap ítu lo  1 se p re sen ta  u n a  breve in troducción  al tem a, describ iendo ta n to  

la  m otivación corno los prim eros m odelos en los cuales se b a sa  el t ip o  de m odelo 

utilizado. A sim ism o, se exponen los ob jetivos a  ser alcanzados d u ra n te  el desarrollo  

de  la  p resen te Tesis. E n  el cap ítu lo  '2 se enum eran  las ca rac te rís ticas  principales de 

la C rom odinám ica C u án tic a  (Q C D ), incluyendo en especial su d iag ram a de fases, y 

posterio rm en te  se describe el m odelo de  N am b u -Jo n a  Lasinio (N JL ) de dos sabores 

en su versión m ás sim ple, p a ra  luego p o d er desa rro llar las extensiones del m ism o a  

tres  sabores de quarks.

E n  el cap ítu lo  '1 se explican las extensiones no locales del m odelo N JL  que, p a ra  

e! caso de  dos sabores, incluyen una in teracción  que d a  lu g ar a  la renorm alización 

de la  función de  o n d a  (W F R ) en el p ropagador del quark . Luego se co n tin ú a  con 

la ex tensión  del m odelo no local p a ra  inclu ir el q u ark  strange. E n  am bos casos, u n a  

vez fijada la  acción efectiva correspondiente, se ob tienen  y  resuelven las ecuaciones 

que d e te rm in an  los cam pos m edios y, a  p a r tir  de ellos, o tra s  p rop iedades ta les com o 

las m asas d inám icas y  los condensados quiraies. Se d e te rm in an  tam b ién  las m asas 

y  co n stan tes de  decaim iento  de  los m esones pseudoescalares livianos, concluyendo 

finalm ente con la  exposición de  los resu ltados num éricos asociados.

E n  el cap ítu lo  1 se ex tiende el m odelo no local de  dos sabores a  la  región de 

te m p e ra tu ra s  y  densidades fin itas, con el ob je tivo  de  e s tu d ia r  el d iag ram a de fases



correspondien te. A sim ism o, se describe aqu í la  incorporación  a l m odelo de  un  cam po 

que sirve de p a rám etro  de  orden  del confinam iento  de  color, conocido com o ‘loop 

de Polyakov’(PL ), Se observa que la  presencia del PL  provee u n  aum ento  sustancial 

en el valor de  la  te m p e ra tu ra  de  transición  a  la  fase qu ira l p red icha, llevando 

a  resu ltados m ás cercanos a  los obten idos m ed ian te  desarrollos recientes en  QCD  

en  la  red. Se com paran  tres  param etrizaciones d iferentes, dos de  ellas con factores 

de  fo rm a exponenciales (u n a  con y o tra  sin  W F R ) y  la  te rce ra  con factores de 

form a lorentzianos, cuyos p arám etro s  se a ju s tan  de  m an era  ta l  que el m odelo sea 

capaz  de  rep roducir ciertos resu ltados de  Q C D  en la  red. E n  la  elaboración de los 

d iagram as de  fase correspondientes, se p re s ta  especial atención  a  la determ inación  de 

los pu n to s críticos, desarrollándose u n  sistem a de  ecuaciones que perm ite  calcular 

num éricam ente tan to  los valores de los cam pos m edios correspondientes como la 

ubicación de los pu n to s críticos en  fo rm a precisa. C on el fin de verificar es to  ú ltim o 

se d e te rm in an  adem ás los exponentes críticos respectivos, observándose u n a  m uy 

b u en a  concordancia  con los valores esperados p o r la  teo ría  de  cam po medio.

E n  el cap ítu lo  ■'') se e s tu d ia  el com portam ien to  con la  te m p e ra tu ra , tan to  de las 

propiedades de qu ark s a  nivel de  cam po m edio, com o de las propiedades m esónicas 

en el con tex to  dei m odelo no local de tres  sabores. So observa tam b ién  u n  increm ento  

sustancia l en la  te m p e ra tu ra  de transic ión  de  fase con la  incorporación del PL  y, una 

vez reestab lec id a  la  fase qu ira l, d iferen tes com portam ien tos asin tó ticos dependiendo  

de qué p rop iedad  had rón ica  se t ra te  y del m esón a  que é s ta  corresponda.

F ina lm ente , en el cap ítu lo  li se exponen las conclusiones ob ten idas a  p a r tir  de  los 

resu ltados m ostrados en los cap ítu los previos.
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Study of hadronic and quark m atter properties in 
Guark cfFective models with non-local interactions

Abstract

In  th e  present w ork it is s tud ied  hadron ic an d  quark  m a tte r  p roperties, w ith in  

a  fram ew ork of som e k inds of re la tiv istic  q u ark  m odels w ith  covariant non-loeal 

in teractions, w hich preserve th e  qu ira l sym m etry. Such in te rac tio n s  are  based  in a 

separab le app rox im ation  to  th e  one gluon effective exchange. F irs t, it is investigated  

tw o q u ark  flavor m odels w ith  th e  {up y down)  light quarks. T h ese  m odels include 

in terac tions w hich p roduce th e  wave function renorm aiization  (W FR ) in th e  quark  

p ropagato r. T h en , in  order to  s tu d y  th e  cfíect of th e  strange  quark , it  is considered 

a  th ree  q u ark  flavor niodel, In b o th  cases, when th e  effects of finite te m p c ra tu re  are 

stud ied , it is include th e  Polyakov loop (PL),

In  the  ch ap te r i it  is p resen ted  a  b rief in tro d u c tio n  to  th e  topic, describ ing  bo th  

th e  m otiva tion  an d  th e  first m odels in which the  k ind  of m odels to  be  used here  are 

ba-sed. T he objectives to  be  achieved along th is  T hesis are also exposed  in th e  first 

chap ter. M eanw hile, in  th e  ch ap te r 2 it is enum era ted  th e  m ain  charac te ristic s  of 

th e  Q uan tum -C hrom o-D ynam ics (Q C D ), including  p a rticu la rly  its  phase  d iagram . 

A nd afte r th a t ,  th e  sim plest tw o quark  flavor N am bu-Jona  Lasinio (N JL ) m odel is 

described, developing la te r  its  ex tensión  in to  th e  th re e  q u ark  flavor sector.

In  th e  ch ap te r th e  non-local ex tensions of th e  N JL  m odel a re  briefly explained. 

In th e  case of tw o quark  flavor, such extensions also include an  in te rac tio n  th a t  

allows th e  wave function  renorrnahzation  (W FR ) in th e  q u ark  p ropagato r. T h en  the  

non-local m odel ex tensión  is continued  to  include th e  strange  quark . In  b o th  cases, 

once th e  correspond ing  effective ac tio n s are ob ta ined . it is proceed to  th e  deter- 

m in atio n  of th e  m ean field valúes by  solving th e  correspond ing  coupled equations. 

F rom  th is  valúes, it can be  ca lcu la ted  o th er p ro p erties  such as m esón m asses and
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decay constan ts , ending  th e  ch ap te r w ith  th e  exposition  of th e  associa ted  num orical 

resulta.

In  th e  ch ap te r 4, w ith  th e  objective of s tudy ing  th e  corresponding  phase d iagram . 

th e  tw o flavor non-local m odel is ex tended  to  finite valúes of tem p e ra tu ra  an d  densl- 

ty. In  add ition , hcre  it is described th e  incorporation  of a  fieid called Polyakov Loop 

(P L ), w hich serves as o rder p a ra rae te r of color confincm ent, I t  is observed th a t  its 

presence provides a  su b s tan tia l increase in th e  valué of th e  p red ic ted  quiral phase 

tran s itio n  tem p e ra tu re  tak in g  it to  valúes closer to  th a t  o b ta in ed  in recent de- 

vclopm ents in la ttic e  Q CD. T h ree  different param eteriza tio iis  a re  com parad , tw o of 

th em  w ith  exponen tia l form  factors {one w ith  an d  one w ith o u t W F R ) an d  th e  th ird  

one w ith  lo ren tz ian  form  factors, whose p a ram ete rs  are ad ju sted  so th a t  the  m odel 

is capab le  of rep roduce ce rta in  re su lts  of la ttice  Q C D . In  th e  e labo ra tion  of the  

correspond ing  phase d iagram s, special a tte n tio n  is paid  to  th e  d e term in a tio n  of the  

critica l po in ts, by developing an  eq u a tio n  system  th a t  allows ca lcú la te  num erically  

th e  corresponding  m ean field valúes to g e th er w ith  th e  precise location  of th e  critica l 

po in ts. In  o rder to  verify th is , th e  respective critica l ex ponen ts a re  also determ ined , 

o b ta in ing  a  very  good agreem ent w ith  th e  m ean field theo ry  expected  valúes.

In  th e  ch ap te r 5 it is s tu d ied  th e  behav io r w ith  th e  tem p e ra tu re  of quark  proper- 

ties  in th e  m ean  field level an d  m esón p roperties, b o th  of th em  in  th e  co n tex t of the  

non-local th ree  q u ark  flavor m odel. W ith  th e  inclusión of the  PL  it is observed again 

a  su b s tan tia l increase in th e  phase tran s itio n  te m p e ra tu re  and , once the  qu ira l phase 

is resto red , different asym pto tic  behaviors a re  observed, depend ing  on th e  hadronic 

p ro p erty  an d  th e  m esón stud ied .

Finally , in th e  ch ap te r (> it is exposed th e  conclusions o b ta in ed  from  th e  resu lts 

showed in  th e  previous chapters.
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Capítulo 1

Introducción

“5? no conozco im a cosa, la investigaré."

Louis P as teu r (1822-1895).

D e acuerdo  con el M odelo E s tán d a r de  p a rtícu la s  elom entalesl'i, los hadroncs 

(m esones y  bariones) es tán  form ados p o r ferm iones (quarks) que in te rac tú an  en­

tre  ai a  trav és de  bosones m ediadores de  las in teracciones fuertes (gluones). La 

teo ría  que describe d ichas in teracciones es u n a  teo ría  de gauge no abo liana llam a­

d a  C rom odinám ica C u án tica  (Q C D , p o r sus siglas en inglés) E l hecho de que el 

g rupo  de s im e tría  in te rn a  (SU(3) de  color) sea no abeliano, hace que la  Q C D  ten ­

ga ca rac te rís ticas m uy diferen tes a  las de la  E lec tro d in ám ica  C u án tica  (Q E D ). En 

p a rtic u la r  Q C D  tien e  dos propiedades sum am en te  im portan tes: lib e rtad  as in tó tica  

y  conñnam iento . L a  lib e rtad  a s in tó tic a  im p h ca  que en el rango  de a lto  m om ento  

tran sferid o  los qu ark s se co m p o rtan  com o casi libres, es decir, la  in teracción  en tre  

dos qu ark s debido  al in tercam bio  de gluones re su lta  ser m uy pequeña. P o r lo tan to , 

d icha in teracción  puede tra ta rse  u tilizando  teo ría  de pertu rbaciones, en función de 

la  co n stan te  de  acoplam iento  quark-gluon. E n  este rango de m om entos, los procesos 

de d ispersión  son calculados con u n a  g ran  precisión. P or el con tra rio , p a ra  bajos 

m om entos transferidos (<  IG e V )  Q C D  es a ltam en te  no lineal y  d a  lugar al confi­
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nam iento; los qu ark s  n o  pueden  ser separados indefin idam ente, ya que la in tensidad  

de in teracción  en tre  ellos au m en ta  con la  d istancia .

E n  el estud io  de m uchas propiedades hadrónicas, ta le s  com o sus m asas, constan tes 

de acoplam iento , co n stan tes de  decaim iento , etc., el rango de in terés es ju s tam en te  

el de  b a jo s  m om entos. P or lo tan to , si bien se conoce la  teo ría  fundam en tal que 

describe to d a  la  d inám ica del sistem a, p a ra  procesos físicos de  b a jas  energías re su lta  

m uy difícil o b ten er inform ación relevante p artien d o  en form a d irec ta  de ella. Por 

e s ta  razón , se han  desarro llado  diversos m étodos aproxim ados p a ra  e s tu d ia r  dichos 

procesos. E n tre  ellos e s tá  la  “Q C D  en  la red ” ', que in te n ta  resolver num éricam ente 

las ecuaciones de m ovim iento en un  espacio-tiem po d iscre to l’L P ero  incluso aqu í se 

p resen tan  serios problem as, en tre  ellos la inclusión de un potencia l quím ico f in ito l 'l  

P or ello, aú n  en este  m étodo  es necesario  hacer aproxim aciones. O tra  opción es 

la  de los m odelos efectivos: se busca  un  lagrangiano  sim plificado que con tenga  las 

ca rac te rísticas principales de Q C D  a  b a ja s  energías, como po r ejem plo sus sim etrías.

U na v en ta ja  de ios m odelos efectivos fren te  a  la  Q C D  en la  red  es, p recisam ente, 

que pueden  ser ex tend idos a  po tencia l quím ico finito sin  m ayor d ificultad . E l hecho 

de p oder lid iar con potencia les quím icos no  nulos nos perm ite  es tu d ia r el d iag ram a 

de fases de  Q C D , lo cual constituye hoy en  día, uno de los tem as de  m ayor interés 

en el cam po  de las in teracciones fuertes. Las ca rac te rís ticas  básicas del d iag ram a de 

fases de  Q C D  serán  d iscu tidas en el siguiente cap ítu lo  y  la m odelización del m ism o 

ju n to  con la  ob tención  de sus pun tos críticos será  u no  de los ob jetivos del p resente 

trab a jo .

O tra  ca rac te rís tica  im p o rtan te  de  Q C D  es que, en el lím ite en que se consideran 

qu ark s  de  m asa  nula, posee u n a  s im e tría  llam ada s im e tría  quiral. E s ta  sim etría  

im plica que los qu ark s sin  m asa  poseen u n a  helicidad bien definida, es decir, son 

dex tróg iros o levógiros. E l considerar despreciable la m asa  de los quarks es im a 

aproxim ación razonab lem ente válida  p a ra  los quarks up  y  down, ya  que ~  lUd 

^QCD,  donde A.q c d  ~  200 M eV, escala ca rac te rís tica  de Q CD. Según verem os m ás

'C o m ú n m e n te  conocido p o r su  nom bre en inglés; Lattice QCD



adelan te, en la  n a tu ra leza  e s ta  s im etría  e s tá  espo n tán eam en te  ro ta , al m enos p a ra  

b a ja s  te m p e ra tu ra s  y  densidades. O  sea que, si b ien es u n a  sim etría  ap ro x im ad a del 

lagrangiano  de Q C D , no lo es do su  estad o  fundam ental. E sto  se debe a  la  e s tru c tu ra  

com pleja  del vacío físico, que e s tá  lejos de p oder ser considerado com o ca ren te  de 

estru c tu ra .

U no de los m odelos efectivos que h a  recib ido  g ran  atención  en las ú ltim as dos 

décadas es el de N ainbu y  Jona-L asin io  (N JL ). Su h is to ria  so rem o n ta  al año  19G1, 

en el que Y. N am bu y  G. Jona-L asin io  pub licaron  dos tra b a jo s  titu lad o s “D ynam ical 

m odel of e lcm entary  partió les based  on an  analogy w ith  su p erco n d u ctiv ity ” l’l  Poco 

an tes, N am bu y C hou h ab ían  sugerido  la ex istencia  de un  lím ite  en el cual el pión es 

un bosón de G oldstone (no m asivo) asociado con la  ru p tu ra  esp o n tán ea  de  sim etría  

quiral. Lo que ellos p re ten d ían  era  explicar la  m asa  p equeña que d istingue al pión do 

los dem ás hadrones. E n  los tra b a jo s  de 1961, N am bu y  Jona-L asin io  p artie ro n  de un 

lagrangiano  con u n a  m teracción  de dos cuerpos en tre  nucleones (los b loques básicos 

de m a te r ia  conocidos h a s ta  ese m om ento) no m asivos que re sp e ta  la  s im etría  qu iral. 

L a ru p tu ra  esp o n tán ea  hace que la  m asa  de  los nucleones re su lte  fin ita, d an d o  lugar 

a  bosones de G oldstone que fueron identificados con el pión.

P o r esa  ép o ca  Q C D  aú n  no  h ab ía  sido  form ulada. H acia  m ediados de los años 

70, cuando  e s ta  teo ría  fue finalm ente concebida, el m odelo de N JL  em pezó a  ser 

abandonado , debido  a  su  n a tu ra leza  no fundam en tal y  a  su  no renorm aüzabilidad . 

S in em bargo, como consecuencia de las d ificultades an tes  m encionadas p a ra  t r a ta r  

Q C D  a  b a ja s  energías, en la  seg u n d a  p a r te  de la  décad a  del 80 surgió  la idea de  rein- 

te rp re ta r  el m odelo N JL  com o un  m odelo p a ra  u n  sis tem a de qu ark s  in te rac tu an tes . 

Se su p o n e  así que los grados de  h b e r ta d  de los gluones se pueden  congelar dando  

lugar a  in teracciones efectivas en tre  los quarks.

E n  su  versión m ás sencilla este  m odelo so lam ente u tih z a  u n a  in teracción  local 

del tip o  escalar-isoescalar y  pseudoescalar-isovectorial en tre  ferm iones y  p erm ite  

en ten d er el m ecanism o de ru p tu ra  e sp o n tán ea  de  sim etría  qu ira l y  la  consiguiente 

aparición  de los piones com o bosones de G oldstone. E ste  m odelo, así como sus



extensiones que incluyen in teracciones locales en  o tros canales, h a  sido  u tilizado  en 

num erosos estud ios de  las propiedades hadrónicas tan to  en SU (2) com o en SU (3) de 

sabor, al considerar adem ás el q u ark  strange^'''''^.

Un p rob lem a del m odelo N JL , re lacionado con el uso de in teracciones locales, 

os que se debe in tro d u c ir a lgún  tip o  de  regularización p a ra  ev ita r que los d iag ra­

m as involucrados en la  determ inación  de  la  au toenerg ía  de  los quarks, las m asas 

de  los m esones, las co n stan tes de acoplam iento , etc,, resu lten  divergentes. E sto  in­

tro d u ce  c iertas am bigüedades en  el cálculo de  d ichas propiedades, así com o de las 

correcciones deb idas a  los lazos de  m esones. A p a r tir  de los 90’.s, h an  aparecido 

trab a jo s  que proponen  el uso de in teracciones no locales p a ra  so lucionar este tipo  

de inconvenientes, a  cam bio de algunas com plicaciones en el cálculo^ '. U na de las 

p ropuestas de m ayor in terés surge de  la  relación en tre  el m odelo N JL  y  el m odelo do 

in tercam bio  de un  gluón, segiin el cual, se u tiliza  el p ropagador de  un ghión m odifi­

cado  fenom enológicam ente, p a ra  generar las in teracciones efectivas en tre  quarks. El 

p ropagador gluónico efectivo provee u n a  form a n a tu ra l de in tro d u c ir u n a  no locali­

d a d  d en tro  de la  in teracción  quark-quark^^'l D icha no localidad se puede carac terizar 

m ed ian te  u n  facto r de form a g{p), que depende del m odelo u tilizado. P or sim plici­

dad , se suele u tiliza r u n a  función gaussiana aunque, com o verem os, tam bién  pueden 

em plearse o tra s  form as funcionales com o p o r ejem plo la  lo ren tziana. E l uso de  in te­

racciones no  locales tiene diversas v en ta ja s  ya que, p o r ejem plo, las anom alías son 

au to m áticam en te  preservadas 1'*̂ , la  acción efectiva es fin ita a  to d o  orden  en el de­

sarro llo  en  lazosl''*'(es decir que ta n to  los lazos ferm iónicos como los de  los m esones 

son fin itos), e tcé tera . P o r o tro  lado, m ed ian te  u n a  ad ecu ad a  elección del facto r de 

fo rm a es posible lograr que el p ropagador ferm iónico no ten g a  polos reales y que 

p o r lo ta n to  los qu ark s  no puedan  aparecer com o estados asin tóticos. E sto  h a  sido 

p ro p u esto !"! com o u n a  fo rm a de im p lem en tar la p ropiedad  de confinam iento  que 

posee Q C D . lo que en el m odelo N JL  local no es posible hacer.

E n  el cap ítu lo  '( de este tra b a jo  se m u es tra  como es posib le realizar u n a  ex ten ­

sión del m odelo no local, de dos sabores de  quarks, de  m an era  de d a r cu en ta  de la



renonnalizacion  de  la función de  on d a  (W F R , po r sus siglas en inglés). Según ve­

rem os, es to  perm ite  o b ten er u n a  descripción del p ropagador de qu ark s niíls sim ilar 

a  la que re su lta  de los cálculos de  Q C D  en la red a  ba jos valores de m om entos. El 

sigu ien te p u n to  consiste en ex ten d er el estud io  de  m odelos efectivos no locales de 

m an era  de  in co rp o rar el q u ark  strange. D ebido a  las d ificultades que esto  involucra, 

no se to m a rá  en cu e n ta  en  este  p u n to  los efectos de la  renorm alización  de  la  función 

de  onda. Así, se e s tu d ia rán  algunas propiedades (ta les com o las m asas, constan tes 

de  acoplam iento , co n stan te s  de decaim iento , e tcé tera ) de  los nueve m esones pseu- 

doescalares m ás livianos a  te m p e ra tu ra  y  po tencia l quím ico nulos, com p aran d o  los 

resu ltados ob ten idos con los valores experim entales o los provenientes de o tro s  mo­

delos fenomenológicos.

U n a  vez p resen tados los m odelos, se procede al desarrollo  de  la p a r te  cen tra l de 

e s ta  tesis, que consiste en la  aplicación de  los m ism os al estud io  de  las transiciones 

de fase de la  m a te r ia  fuertem en te  in te rac tu an te . P a ra  ello se ap lica el form alism o de 

tiem p o  im aginario  p a ra  ex ten d er los m odelos al rango de  te m p e ra tu ra  T  finita. En 

e s ta  ex tensión  tam bién  se tien e  en cu e n ta  el acoplam iento  al Loop de Polyakov (P L ), 

el cual es un cam po do ga\ige que sirve de p a rám etro  de orden  del confinam iento  de 

color. Según verem os, esto  provee un  increm ento  sustancia l en los valores obten idos 

p a ra  la  te m p e ra tu ra  c r ítica  Te, de la  transición  de  fase quiral, con lo cua l se ob tienen  

valores com parab les con lo obten ido  en tra b a jo s  recientes de Q C D  en la r e d l ' ‘̂ l E stas 

dos extensiones, si bien se ap lican  ta n to  al m odelo de dos sabores com o al de tres , se 

explicarán  en m ás d e ta lle  en el cap ítu lo  4, donde se e s tu d ia  p rincipa lm en te  el m odelo 

no local de  dos sabores con W F R  a  te m p e ra tu ra  T  y  po tencia l quím ico ¡i finitos. 

E s to  p e rm itirá  ana lizar las transiciones de fase quirales y  con ello p oder e lab o rar los 

d iag ram as de fases correspondientes, de  cuyo estud io  su rg irá  adem ás, la posibilidad 

de  te s tea r  los valores ob ten idos p a ra  la ubicación de los pu n to s  críticos (donde las 

transic iones píisan de  ser de tip o  crossover  a  ser de  prim er orden), m ed ian te  el 

cálculo  de  ios exponen tes críticos correspondien tes, y la  com paración  con los que 

predice la  teo ría  de  cam po medio.



E n  el cap ítu lo  ’) se estu d ian  las propiedades de  la  m a te r ia  de qu ark s con tres  sa­

bores a  te m p e ra tu ra  fin ita, p a ra  luego p oder ex ten d er el análisis al com portam ien to  

de a lgunas propiedades de  m esones, ta les  como las m asas de m esones pseudoes- 

calares y  escalares, los ángulos de  mezcla, y  las co n stan tes de acopiam iento  y  de 

decaim iento.

F ina lm ente , en el cap ítu lo  se exponen las conclusiones ob ten idas a  p a r tir  de  los 

resu ltados expuestos en  los cap ítu los previos.



Capítulo 2 

Modelo Nambu-Jona-Lasinio y su 

relación con la Cromodinámica 

Cuántica (QCD)

“La mayoría  de las ideas fundam enta les  de la ciencia son  esencial­

m e n te  sencillas y, por  Tegla general pueden ser expresadas en  un lenguaje 

comprensible para todos.''

A lbert E inste in  (1879-1955).

C om enzarem os estfi cap ítu lo  exponiendo las ca rac te rís ticas  generales de  Q CD, 

sus s im etrías y  d iag ram as de fase. P oste rio rm en te  se p re sen ta  el m odelo do N am bu 

y  Jona-L asin io  (N JL) p a ra  el caso de  dos sabores, y  luego se e s tu d ia  el caso m ás 

general do tres  sabores de quarks,

2.1. Generalidades de QCD

L a crom odinám ica cu án tica  o Q C D  p o r sus siglas en inglés, es u n a  teo ría  de gauge 

no abe iiana que se ap lica a  la  descripción de  las in teracciones fuertesl-’l  Sus grados
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2.1. G eneralidades de  QCD

de lib e rtad  consisten  en cam pos ferm iónicos, que rep resen tan  a  los quarks y  cam pos 

de  gauge vectoriales, que rep resen tan  a  los gluones.

E l lag rang iano  de Q C D  con s im e tría  de color SU{3)c  viene dad o  por

1
C q c d  = (2 .1)

donde

d{x)

s{x)
(2 ,2)

rep resen ta  el cam po do qu ark s  con tres  colores y  N f  sabores, las m asas desnudas de 

los qu ark s e s tán  ag rupadas en  la  m a triz  de m asas fh  =  diag{my,, rrid. • )i

(2.3)

es la  deriv ad a  covariante que incluye a  los cam pos gluónicos A" (con a = l , . . . ,8), 

g es la  co n stan te  de acoplam iento  fuerte  y las A“ son las m atrices de G ell-M ann, 

represen tación  m atric ia l de  los generadores del g rupo  de color SU{Z)c,  cuyo álgebra 

(no abeiiana) es

[A“, A'’! =  (2.4)

con las co n stan tes de  e s tru c tu ra  correspondientes. Las A“ adem ás verifican que

Ér(A'‘A'') =  2¿‘‘^

E l tenso r de  cam po gluónico se define a  p a r tir  de

=  d , A l  -  d ^ A l  +  g r ^ ^ A ^ A l .  (2.5)

T al com o e s tá  constitu ido , el lagrangiano  de Q C D  es invarian te  an te  tran sfo r­

m aciones de  gauge SU {Z)  en el espacio de color. P o r el ca rác te r  no  abeliano  del 

g rupo  de gauge, Q C D  tien e  ciertas  ca rac te rísticas que la  d iferencian de las teorías 

de gauge abelianas com o la E lec trod inám ica C u án tica  (Q E D ). Alguna-s de  estas 

p articu la rid ad es  son:



2.1. G eneralidades de  Q C D

U niversalidad : E x iste  solo u n a  co n stan te  de  acoplam iento  g p a ra  to d as  las in ­

teracciones en tre  quarks y  gluoiies. E s ta  es u n a  consecuencia d irec ta  de  la  in- 

variancia  de  gauge local sobre el g rupo  5 í/(A c ) , con Nc =  núm ero  de  colores. 

A dem ás, el lag rang iano  de Q C D  contiene au toacop lam ien tos gluónicos (vértices 

de tres y  cu a tro  gluónes), po r lo que los gluones tra n sp o r ta n  carga de  color. 

L ib ertad  a s in tó tic a : A m uy a lta s  energías los qu ark s se co m p o rtan  com o partícu - 

líís libres. E sto  es, el acoplam iento  se vuelve débil a  co rta s  d is tan c ias  o, equiva­

len tem ente, grandes valores del m om ento  euclídeo Q. A  o rden  de  un lazo, dicho 

acop lam ien to  re su lta

donde N /  es el núm ero  de sabores relevantes y  A q c d  cs el p a rám etro  de escala 

de  Q C D , el cual puede determ inarse , p o r ejem plo, a ju s ta n d o  la ú ltim a  ecuación 

a  d a to s  experim entales p a ra  grandes valores de Q^. De e s ta  form a, se encuen­

t r a  que A q c d  — 200 MeV. La ecuación (L'.íi) es la  base fundam enta] p a ra  el 

tra ta m ien to  p e rtu rb a tiv o  de  Q C D  en el régim en de m om entos grandes. 

C onfinam iento : Inversam ente, la  ecuación ( J . < í )  m u estra  que el acoplam iento  

se vuelve in tenso  a  b a ja s  energías. P o r ta l  m otivo, no es posib le  ap lica r teo ría  

de pertu rbaciones en Q C D  p a ra  describ ir n ingún  proceso con energías m enores 

que ~  2 GeV. E s to  hace que resu lte  difícil com prender en d e ta lle  el fenóm eno 

de confinam iento, es decir, el hecho de que o b je to s  de  color, com o qu ark s y 

gluones, no  ex istan  com o grados de lib e rtad  físicos en el vacío. E s e s ta  ca rac­

te rís tica  la  que nos obliga a  p roponer m odelos efectivos que p u ed an  rep roducir 

las p ropiedades y sim etrías de Q C D , pero  que ofrezcan un m ecanism o auto- 

consisten te, p a ra  p o d er e s tu d ia r  ciertas propiedades m esónicas (com o m asas, 

co n stan tes de acoplam iento , co n stan tes de  decaim iento  débil, e tcé te ra ) y  de 

m ate ria  de  qu ark s (condensados, cam pos efectivos, e tcé te ra ), que se observan 

d en tro  de este  rango de energías.

S im etría  quiral: E n  el lím ite de  m asas de qu ark s nulas, el lag rang iano  de QCD 

es invarian te  an te  el g ru p o  qu ira l S U ( A ’f)j^ ® S U ( N / ) l de transform aciones
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2.1. G eneralidades de  QCD

globales. E s ta  p rop iedad  se explica con m ás d e ta lle  en la  p róx im a sección, p a ra  

el caso de dos sabores de quarks.

Invariancia  de  escala : D en tro  del lím ite  qu iral, el lagrangiano  de  Q C D  no con­

tiene p arám etro s  dim ensionales, p o r lo quo re su lta  invarian te  an te  la tran sfo r­

m ación de  escala ^ ( i )  —» L a corrien te  d ila tacional correspondien te 

no es u n a  corrien te  conservada debido  a  correcciones cuán ticas que llevan a  la 

anom alía  de traza .

2.1.1. Sim etrías de QCD

C onsiderem os, en  principio, el caso de dos sabores {u y  d) y  supongam os que 

los qu ark s  correspondien tes tienen  m asa  n u la  (lím ite qu iral). E l lagrangiano  ( J . l )  

e s tá  dad o  por

C-qS I  =  <Í(x)Í7„D<‘V,(i) -  (2 J )

Los ferm iones sin  m asa tienen  helicidad (o qu ira lidad) b ien definida, lo cual sig­

nifica que sus espines e s tán  alineados (dextrógiros) o an ti-a lineados (levógiros) con 

sus im pulsos. Si in troducim os los cam pos dextrógiro , ipR, y  levógiro, ipi,  dados por

1 +  75 , , 1 -  75 ,
^--- V'. i ’L =  ----2---

Í>L = tpho = ' i p ^ - ^ -  (2-9)

el té rm in o  fcrm iónico del lag rang iano  (li-7), se sep a ra  en dos p artes

(2 .10)

y es invarian te  an te  transform aciones globales U ( 2 ) r  ® U (2 ) i  quo ac tú an  sobre los 

cam pos dex tróg iro  y  levógiro correspondientem ente , d ad as  por

U {2 ) r  : ipR exp{ÍT,a)j)ipii, (s  -  0 , 1 ,2 ,3 )

U{2 ) l \  i p L e x p { i r , a l ) i ) L -  (2 .1 1 )

10



2.1. G eneralidades de  QCD

donde ¿ son p arám etro s , m ien tras que r ,  son las m atrices do P au li p a ra  s =  1 ,2 ,3 , 

y  Tü =  1 2 x2 p a ra  s  =  0 ‘. Las correspondien tes corrien tes de N oether son

J in  ^  ^  (2 .1 2 )

con =  0. A lterna tivam en te , podem os escribir

■ Í ,V W  =  ^ [ K ' ± W 1 (2.13)

en térm inos de  las corrien tes conservadas vector y vector axial

V," =  ‘1¡;{x )Y t , t Í j{x) ,  A*‘ -  í^(x)7 '̂ 75T ,^{x), (2.14)

con d ¡ y ^  =  df^A^ =  0. E n tonces, la s im etría  qu ira l t / (2 )ñ  0  U [ 2 ) i  es equivalente a 

la  invariancia  frente al g ru p o  U{2 ) y  0  U{2)a  con transfo rm aciones en el espacio de 

sab o r d ad as por

U {2)v  : -»  exp(ÍTsQv.)i/', (2.15)

U {2)a : Tp ex p (i75TsQ"^)V'. (2.1G)

De e s ta  m an era , es invarian te  b a jo  el g rupo  de transform aciones

U {2)h 0  U {2)l -  S U { 2 )v  ® S U { 2 ) a 0  ^ ( 1 ) 1/ ®  í / ( l ) ^ .  (2.17)

D ado que en el té rm in o  del C q c o  no aparecen  los cam pos ferm iónicos, lo

an terio r tam bién  es válido p a ra  el L agrang iano  com pleto  de Q C D  en  el lím ite de 

quarks sin m asa, C q q 'q.

Sin em bargo, el análisis an terio r de  las s im etrías d e ja  de ser válido cuando  con­

sideram os el té rm in o  de m asa  en el C q c d -

5C =  ~'^[x)ñii¡i{x),  (2-18)

'R eco rdem os que  U{2)  =  S t / (2 )  ®  í / ( l ) ,  donde las tran sfo rm aciones del g ru p o  S f /(2 )  son las 

que  corresponden  a  s  =  1 ,2 .3 , m ien tras  que la  respectiva a  s  =  ü pertenece  al g ru p o  í / ( l ) .
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2.1. G eneralidades de  Q C D

pues ah o ra  las cuadrid ivergencias de  las corrien tes, en general, no  son nulas. En 

efecto

=  2i'iij{x)[m,Tt]il;{x),  (2,19)

di.A^^ix) -  2 i ^ { x ) { m ,T ,} % ip { x ) .  (2 ,20)

Las transform aciones S U { 2 )v  y  U { l ) v  son  las transform aciones u n ita ria s  corres­

pondientes a  la  conservación del isoespín y  del núm ero  bariónico. respectivam ente. 

Las transform aciones quirales 5 í / (2 )^  y  axiales a lte ran  la  p a rid ad  de un e s ta ­

do dado. P or ello, la  realización de  d ichas s im etrías en  la  n a tu ra leza , d eb ería  im plicar 

p a ra  cada m ultip le te  la ex istencia  de  o tro  m u ltip le te  de p arid ad  opuesta . E sto  no 

es lo que se observa experim entalm ente, de  ah í se induce que ta n to  S U {2)a como 

U { 1 ) a  son sim etrías que, de a lg u n a  m anera , es tán  rotas.

Se sab e  que S U { 2 ) a es u n a  sim etría  espo n tán eam en te  ro ta . Al o cu rrir esto, en 

el caso de qn ark s de m asa  nula, aparecen  tres  m odos de  excitación  de  los cam pos 

de quarks y  gluones, de  m asa  nu la, llam ados bosones de  G o ld s to n e l ''I  E stos tres 

bosones se asocian con los piones, ya  que se observa experim en talm en te  que la  m asa 

de loa piones, si bien es no nula, es m ucho m enor que la  de los nucleones. L a  expresión 

m a tem ática  de  u n a  s im e tría  es la conm utación  del ham ilton iano  del s is tem a con el 

operador U correspond ien te a  la  can tid ad  conservada, esto  es, [HyU\ =  0. C uando 

u n a  sim etría  e s tá  espo n tán eam en te  ro ta , lo que ocurre no es que el con m u tad o r de ja  

de ser nulo, sino que el vacío de ja  de ser invarian te  frente a  las transform aciones del 

g ru p o  de sim etría  del o p erad o r U. C om o consecuencia de esto, el e s tad o  fundam ental 

d e ja  de  ser único y  p asa  a  e s ta r  degenerado. E sto  se puede expresar com o [H, U] =  O, 

pero  con í /  | 0) ^̂ 1 0), lo que im plica que los generadores A  del á lgebra  del g rupo  al 

que p ertenece el o p erad o r U, no an iqu ilan  el vacío, es to  es v4 1 0) 0.

P o r o tro  lado, según verem os m ás adelan te, la s im e tría  U ( 1 ) a . e s tá  ro ta  a  nivel 

cuán tico  p o r la  llam ada  anom alía  axial. E sto  significa que, si bien la  teo ría  clásica 

posee u n a  sim etría  d ad a , en  el proceso de cuantificación e s ta  se p ierde porque la 

co rrien te  de  K oether recibe u n a  con tribución  e x tra  que hace que su  cuadrid ivergencia 

deje de  ser nula,
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2.1. G eneralidades de Q C D

2.1.2. Diagram a de fases de QCD

Al poco tiem p o  de haberse  acep tad o  la  idea  de  que los hadrones e s tán  form ados 

po r quarks y  gluones confinados, se sugirió  que a  a lta s  te m p e ra tu ra s  o densidades 

ta l confinam iento  p o d ría  desaparecer^ ' 'I. E n  este  m arco ex isten  entonces dos fases 

c laram en te  diferentes: la  fase had rón ica  de qu ark s  y  gluones confinados y  el llam ado 

p lasm a de  qu ark s y  gluones (Q G P, p o r sus siglas en inglés). E n  la  n a tu ra leza , este 

Q G P  seguram ente existió  en el U niverso tem prano , p recisam ente an tes del llam ado 

proceso de  hadronización , cuando  la  te m p e ra tu ra  e ra  ta n  elevada que p e rm itía  la 

ex istencia  de  m a te r ia  de  quarks en e s tad o  deconfinado. P o r o tro  lado, no e s tá  del to d o  

claro  si hoy en d ía  existe m ate ria  de  qu ark s en ta l estado , p ero  u n a  posib ilidad  que 

ha m erecido c ie rta  atención  es que se p ro d u zca  en el in terio r de ob je tos com pactos, 

com o estre llas de neu tro n es y  estre llas de q u ark sl' '" ’l. E s ta l  el in terés de estu d ia r 

la m a te r ia  en  este  estad o  y  las transiciones de  fase de  Q C D , que d u ra n te  las ú ltim as 

décadas se h an  invertido  m uchos recursos y  esfuerzos en la  construcción  de  grandes 

facilidades experim entales p a ra  este  fin. com o el colisionador de  iones pesados R H IC 

[Relativistic Heavy Ion  Collider) en B rookhaven, USA o el d e tec to r A L IC E  en el 

gran  colisionador de  had rones LH C  {Large Hadron Collider), en el C E R N , cerca de 

G in eb ra  en la fron te ra  franco-suiza.

E n  su  versión m ás ru d im en taria , el d iag ram a de  fases de Q C D , se puede represen­

ta r  esquem áticam en te  com o se observa en figura 2 I . D icho esquem a com enzó a  verse 

en publicaciones de m ediados de los ’8Ü (ver re f .l ''!  p o r ejem plo), y  co n stitu y ó  el 

p rim er in ten to  de  rep resen ta r el d iagrím ia de fases de Q C D , subsistiendo  p o r casi 

dos décadas.

D ado que Q C D  es íisin tó ticam ente libre, es decir, la in teracción  se d eb ilita  a 

p equeñas d istancias, a  densidades suficientem ente elevadas y  b a ja s  tem p e ra tu ra s  es 

posible que ex is ta  u n a  superficie de Fcrm i de quarks casi libres. Las in teracciones 

en tre  qu ark s ce rca  de la  superficie de  Fcrm i son c iertam en te  a tra c tiv as  en algunos 

canales (ya que la  fuerza fuerte  en laza quarks p a ra  fo rm ar bariones) y, ta l com o 

d em ostraron  B ardeen, C ooper y  Schriefferl''^^, si existe algún  canal en el cual la in-
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2.1. G eneralidades de  QCD

F ig u r a  2 .1 : Primer esquema del diagrama de fases de QCD.

teracción sea a tra c tiv a , tam b ién  debe h ab e r u n  estad o  de m enor energ ía  libre que el 

d ad o  p o r la  superficie de  Ferrai. P u es to  que u n  p a r de  quarks no puede ser singleto de 

color, el correspondien te  estad o  condensado rom pe la  s im e tría  local de  color, p rop ia 

de  la  Q C D  (5 í/(3 )c ) . P o r ta l m otivo a  este  fenóm eno se lo llam ó “superconductiv idad  

de  color” . E n  1975 se publicó  el p rim er tra b a jo  sugiriendo la  posib ilidad  de que se 

p roduzcan  pares de  C ooper en m a te r ia  de qu ark s  densa  y  fría^' ‘1, pero  la  relevancia 

de  e s ta  idea p a ra  el d iag ram a de fases de Q C D  fue largam en te  ignorada h a s ta  fines 

de  la  década de los 1990s. U na vez que la  superconductiv idad  de color fue ten id a  en 

cuen ta , surg ieron  m uchas o tra s  posibilidades, com o p o r ejem plo  aquella  que consiste 

en dos fases superconductoras^''*!, E n  la p rim era  de estas fases, p a ra  potencia les su ­

ficientem ente grandes, ta m a te r ia  se h a lla  d is trib u id a  de  m an era  ta l  que los quarks 

up, down  y  strange estén  apareados en u n  condensado conocido como Color-Flavor 

Locked (C F L ). P ero  d ado  que la m asa  del quark  strange  es un orden  de  m agn itud  

superio r a  las de los quarks up  y  down, deberían  aparecer an tes  condensados que 

con tengan  sólo estos ú ltim os, dando  lu g ar a  la  fase conocida com o Two Color-Flavor 

Superconductivity  (2SC). La aparición  de  estas  fases sup erco n d u cto ras dio lugar a!
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d iag ram a de fases rep resen tado  en la  figura '2 :2 , el cua l no es la  ú ltim a  versión del 

m ism o, ya  que se h an  hecho, y  se con tinúan  haciendo, m uchas m odificaciones y 

p ro p u estas  en to rno  a  las d iferentes fases, transiciones y  pu n to s críticos correspon­

dientes. E n  el p resen te  tra b a jo  no  se estu d ian  estas fases sup erco n d u cto ras sino q\io 

nos cen trarem os en  ana lizar la transición  de fase qu ira l, que es la  m ás rep resen ta tiva  

y es la  que se p re ten d e  e s tu d ia r  con los g randes aceleradores constru idos h a s ta  la 

fecha (com o los ya m encionados R H IC  y  LH C ) y o tros que se p lanean  co n stru ir 

p róx im am ente  (FAIR. y  N IC A , en A lem ania y  R usia  respectivam ente).

T

E
»-

\

V -" '
2SC

CFL

M

F ig u r a  2 .2 : Esquema del diagrarna dt fases de QCD que tiene en cuenta 

la superconductividad de color, propuesto a fines de la década del 90.

U na p articu la rid ad  que re su lta  im p o rtan te  d es tacar es que la  transición  de fase 

qu ira l puede no siem pre p roducirse de la  m ism a m anera . Se cree que hay  u n  sector 

(a lta s  densidades y b a ja s  tem p era tu ras )  donde d icha transic ión  es u n a  transición  

de  prim er orden , m ien tras que cuando  la  transic ión  es a  b a ja s  densidades y  tem p e­

ra tu ra s  m ayores, la  transición  re su lta  de tip o  crossover. E n tre  m edio, siguiendo la 

cu rva de  transic ión  de  fase, d eb e ría  ex istir un  p u n to  (conocido com o p u n to  crítico 

final o Critícal E nd  P o in t)  en  el cual la transición  es de segundo orden  y es el lím ite 

en tre  las transiciones tip o  crossover  y  de prim or orden. L a  determ inación  de dicho
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2.2. M odelo  N am bu-Jona-Lasin io  (N JL )

p u n to  crítico  en p a rtic u la r  h a  sido o b je to  de  diversas discusiones y  controversias. 

E n  el cap ítu lo  4 de  e s ta  tesis se ex p o n d rá  un  m étodo  p a ra  p o d er de term inarlo  con 

m uy bu en a  precisión, d en tro  de la clase de m odelos u tilizados.

2.2. M odelo Nambu-Jona-Lasinio (NJL)

Si querem os p a r ti r  de  un  lagrangiano  efectivo, m ás sim ple que el de  Q C D  pero  con 

ca rac te rísticas y  sim etrías sim ilares, nos vem os n a tu ra lm en te  inducidos a  considerar 

el lag rang iano  u tilizado  p o r Y .N am bú y  G .Jona-L asin io  en sus trab a jo s  de 1961 l 'l  

C om o ya fue m encionado, este m odelo fue o rig inalm ente concebido p a ra  describ ir 

nucleones in terac tu an tes , po r lo que, es necesario re in te rp re ta r  los grados de lib e rtad  

ferm iónicos en térm inos de quarks, supon iendo  que las in teracciones locales de  dos 

cuerpos se corresponden con u n a  in teracción efectiva, re su ltan te  de  com plicados 

procesos gluónicos.

L a  principal u tilid ad  de  este  tip o  de m odelo rad ica  en que puede ser diseñado 

p a ra  inco rpo rar to d a s  las s im etrías globales de  Q C D  y p erm ite  e s tu d ia r  en  detalle 

el m ecanism o de ru p tu ra  esp o n tán ea  de sim etría  qu ira l y  sus m anifestaciones en la 

física de  hadrones, com o la  generación d inám ica de  m asa  de  los quarks, la  aparición 

de  un condensado de qu ark s y  el papel de los piones com o bosones de  G oldstone. 

Tal vez el p u n to  débil m ás im p o rtan te  del m odelo es que no posee la  p ropiedad  de 

confinam iento  de  color de Q C D . Su ap licab ilidad  e s tá  entonces lim itad a  a  aquellos 

fenóm enos hadrónicos y  nucleares que no dependen  sensiblem ente de los detalles del 

m ecanism o de confinam iento. No o b stan te , cabe esperar que p a ra  m uchos aspectos 

im p o rtan te s  de  la  física had rón ica  de b a ja s  energías, las s im etrías de Q C D  sean  tan

o m ás im p o rtan tes  que el confinam iento.

E l m odelo N JL  m ás sim ple p a r te  de  las siguientes hipótesis:

■ C onsidera  a  los qu ark s livianos u y  d  com o los grados de  h b e r ta d  del sistem a.

■ Supone que en  el lím ite  de b a ja s  energías los grados de  lib e rtad  gluónicos están  

absorbidos den tro  de u n a  in teracción  efectiva y  local en tre  quarks.
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• C onstruye e s ta  in teracción  en  acuerdo con las s im etrías de  Q CD.

El lagrang iano  del m odelo N JL  de dos sabores se puede escrib ir com o

^N JL  =  ~  rh)4> + Cint, (2 .2 1 )

con la  m atriz  de m asas desnudas d a d a  p o r rh = d iag (m u ,m d ). E l lag rang iano  de 

in teracción  es del tip o  local y de  cu a tro  ferm iones. E s ta  in teracción  debe satisfacer 

la  s im etría  qu ira l S U ( 2 ) h ® S U { 2 ) l ju n to  con la s im etría  de color S U (3 ) coíot y C P T . 

E l C,nt p ropuesto  orig inalm ente p o r N anibu  y  Jona-Latíinio es

+  ( 2 .22 )

2.2.1. Generación dinám ica de masa fermiónica

C onsiderem os el lagrangiano  de in teracción  Ci„i, de N f  =  2 ferm iones de igual 

m asa m . Si la  co n stan te  de  acop lam ien to  G  es p eq u eñ a  se puede u tiliza r te o ría  de 

p ertu rbaciones, pero  si el acoplam iento  es fuerte  es preciso realizar resum aciones. En 

este  ú ltim o caso com únm ente se u tiliza  la aproxim ación de H a rtree  (cam po m edio), 

en la que se to m an  en cu en ta  sólo los térm inos d irectos. E sto  equivale a  linealizar la 

in teracción  en la  ecuación (2.22) reem plazando los térm inos por 24>Tip{\l>Tip),

siendo {HíT iIj) el valor de  expectación  del vacío y  F cu a lq u ie ra  de  los operadores que 

aparecen  en Cint- Com o el vacío debe ser invarian te  de  L orentz y  debe conservar 

p a rid ad , el único valor de expectación  no nulo posible es {Tpip), el condensado quark- 

an tiq u a rk  re lacionado con la  densidad  escalar ipip =  Tp '̂)oip- E n tonces, la  ecuación 

de D irac en ¡a aproxim ación de cam po m edio re su lta

{¿P ~ m  +  2G{'4nÍj)]ip{x) =  0. (2,23)

E s posib le definir en tonces u n a  m asa  ferm iónica d inám ica

M  =  m -2 G { ' ip ip )  (2,24)

generada p o r u n a  in teracción  escalar suficientem ente fuerte  en tro  ferm iones, A la 

ecuación (2.21), que no  es o tra  cosa m ás que la ecuación de  D yson p a ra  el p ro p a ­

gador de  qu ark s en la  aproxim ación de  H artree , se la d enom ina ecuación del “gap”
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del m odelo N JL , en analogía con la  correspond ien te ecuación que d e te rm in a  el gap 

de  energ ía en un  superconductor. D icha ecuación se puede rep resen ta r d iagram ática- 

m ente m ed ian te  la  figura 2-5.

<V'V')

F ig u r a  2 .3 : Representación diagramitica de la ecuación conocida

como la ecuación del “gap". La línea fina (gruesa) denota el propagador 

del guark desnudo (vestido). El lazo fermiónico representa al condensado de 

quarks en la ecuación.

E n la  aproxim ación de cam po m edio, el condensado {rp'ip) e s tá  d ado  por

(i/lt/’) -  - iT r [ 5 f ( 0 ) ]  (2.25}

d onde S r  es el p ropagador de D irac, definido por

-  y) =  (2 26 )

La aparición  de 5 ^ (0 ) en (^.2')) refleja el lazo cerrado  de la  figura 2.3, con la línea 

ferm iónica com enzando y te rm in an d o  en  el m ism o p u n to  del espacio-tiem po. Com o 

la  m asa  d in ám ica  M  e s tá  en la  expresión de {ipTp) , ia  ecuación del gap  es u n a  ecuación 

au toconsisten te .

L a  in teg ra l S f  es cu ad rá ticam en te  d ivergente y  requiere, p o r lo tan to , de  un 

p rocedim iento  de regularización apropiado. E l m étodo  m ás sencillo consiste en in­

tro d u c ir  un  cu t-o f f  p a ra  las com ponentes espaciales de m om ento  A3 e in teg ra r sobre 

la  com ponen te tem p o ra l po en  la  ecuación (2.'i')). So obtiene

(2.27)

18



2.2. M odelo  N ainbu-Jona-Lasin io  (N JL )

donde Nc y  N ;  son el núm ero  de colores y  el núm ero  de sabores respectivam ente. Por 

lo tan to , el condensado rep resen ta  la  densidad  escalar de la  energ ía  negativa 

de  D irac, in teg rad a  h a s ta  el m om ento  <  A3. L a  ecuación del gap  describe la 

in teracción  de  un ferm ión con la  parto  “ac tiva” dcl m ar de D irac. De la  ecuación

(2.27) se ob tiene la  ecuación del gap

2 G i \ N f  M  ,
M - ^ m +  ^ /  p ^dp (2.28)

^  J ü  \ J P  -

C onsiderando  el caso m  =  O (lím ite qu iral), es fácil ver que e s ta  ecuación tiene  una 

solución no triv ia l con M  ^  O cuando  la  co n stan te  de acop lam ien to  G  excede un 

valor crítico  G„it  =  Los qu ark s adqu ieren  entonces u n a  m asa dinám ica.

L a  generación d in ám ica  de  m asa  va  en paralelo  con la  reestru c tu rac ió n  del vacío: 

p a ra  G  > Gcr¡t 1̂ vacío contiene u n  condensado {^”0 )  no nulo. C om o la  densidad 

escalar rom pe la  s im etría  quiral, el e s tad o  fundam en tal no  tiene  la  s im etría  

S t/(2 )f í  ® S U (2)¿ del lagrangiano. La sim etría  qu ira l es espo n tán eam en te  ro ta , y el 

condensado {ipip) es el p a rám etro  de orden  correspondiente.

P or lo ta n to , se d istinguen  dos casos de realización de  la s im etría  qu ira l (ver 

Fig,2. i):

1. La fase W igner-W eyl, en la  cua l {'iptp) =  O y  los ferm iones no tien en  m asa. 

E quivalen tem ente , la  carga ax ial Q 5 =  f  (Í í̂:/1o(-'í^) an iqu ila  el vacío: Q 5 ¡ 0) =  0. 

E n  el m odelo N JL  este  es el caso p a ra  G  < GctH'

2. L a  fase N am bu-G oldstone en la cual (ijiip) 7̂  O y  los ferm iones tienen  m asa. En 

e s ta  fase existe un bosón de N am bu-G oldstone no masivo. L a  carga  ax ial no 

an iqu ila  el vacío: Q 5 1 0) 7̂  0. E n  el m odelo N JL  esto  sucede cuando  G  > Geni

P or o tro  lado, p a ra  el caso de  m  /  0. si bien la  m asa  d inám ica nu n ca  llega a  ser 

cero, tiene un com portam ien to  sim ilar al descrito  p a ra  m  =  O, m o stran d o  u n a  curva 

as in tó tica  (represen tado  po r la  cu rva de trazos de la  F ig .2  1) a  la  respec tiva  al lím ite 

quiral, ta n to  p a ra  el rango  de G  pequeños como tam b ién  p a ra  G  »  1.
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M

F ig u r a  2 .4 : Representación de las masas dinámicas en función de la cons­

tante de acoplamiento. Se observan claramente las dos realizaciones de la 

simetría quiral, a la Wigner-Weyl para G  < Ga-tt y a la Nambu-Golstone 

para G > Gctü ■ ¿a  linea de trazos representa el caso físico, mientras que la 

linea sólida corresponde al límite quiral (m  =  0 1̂-

2.2.2. Bosón de Goldstone pseudoescalar

C om o y a  se h a  m encionado, la  ru p tu ra  esp o n tán ea  de  s im e tría  global im plica la 

ex istencia  de u n  m odo de frecuencia cero, llam ado bosón de  N am bu-G oldstone. En 

este  caso se t r a ta  de  u n  m odo ferm ión-antiferm ión pseudoescalar n eu tro  ( J ’'  =  0“ ), 

identificado con el “pión” . Su espín y  p arid ad  reflejan la  s im etría  axial U { 1 ) a  rota.

P a ra  ver cóm o em erge del m odelo el pión de  G oldstone sin  m asa, constru im os 

la m atriz  T  que su rge de  resolver la  ecuación de B o the-S alpeter (ecuación de  dos 

cuerpos) en  el canal ferm ión-antiferm ión pseudoescalar p a ra  un d ado  cuadrim om ento  

cu ad rá tico  del mesón:

(2.29)

E n  la  figura 2T> se ilu s tra  e s ta  ecuación au toconsisten te .

L a  in teracción  en  este  canal e s tá  d ad a  p o r el térm ino  C7(?¿'í75J^)^ del lagrangiano
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2.2. M odelo  N m iibu-Jona-Lasin io  (N JL )

X ' ) € ^
F ig u r a  2 .5 : Esquematización de la ecuación de Bethe-Salpeter para la m a­

triz quark-antiquark T  (los propagadores de mesones aparecen como bandas 

sombreadas). Las líneas sólidas corresponden a los propagadores de quarks 

vestidos en la aproximación de Hartree (ver figura '.'.'i).

de la  ecuación (2.'22), E ntonces, A ', =  2G  es el núcleo de  la in teracción, y  es la 

in tegral del lazo de in teracción  y  e s tá  d ad a  por

^75-
1

i —  ? 7 5 -
A/ +  ú  i>

1

M  + ie
(2.30)

El proceso de regularización de e s ta  in tegral es idén tico  al u sado  en la  ecuación del 

gap  (2 .'J1).

L a  m asa  m„  del pión q u ed a  d e te rm in ad a  p o r los polos de la  m a triz  T ,  es decir, 

po r la  condición

l - 2 G U q ^ = m l )  =  0 (2.31)

U tilizando  la  ecuación del gap  (2 2̂ )̂ p a ra  ?n =  ü es posible ver que u n a  solución 

de e s ta  ecuación es ttIt, =  O (en el lím ite qu iral), lo que significa que oi pión es 

un pseudo-bosón de G oldstone, u n  m odo de m asa nu la  com o consecuencia de u n a  

ru p tu ra  esp o n tán ea  de  sim etría . P a ra  ver es to  partim os de

=  (2.32)

y  u tilizando  que T rü |75(;5 +  A /)75(;5+  A/)] =  Tr(A /^ — M ^), se puede

ob ten er que

M<j^ =  Q ) = A N f N , i
{2 n y  p'^ — +  ü  M  

C om parando  con las ecuaciones (2 2 1) y  (2 .2 '<) se observa que

2G
h 'n M q '^  =  0) = -------{tiJj) =  1 ,

m

(2,33)

(2.34)
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2.2. M odelo  N am bu-Jona-Lasin io  (N JL )

po r lo que se verifica la  validez dei teo rem a de  N am bu-G oldstone.

E l próxim o paso  es ex am in ar la influencia de la  ru p tu ra  ex p líc ita  de la  s im etría  

qu ira l, que se p roduce al considerar el té rm in o  6C =  -m iji ip ,  con u n a  m asa  fer- 

m iónica desn u d a  m  no nula. A n te  u n a  ro tac ión  qu ira l —* exp(Í750/ 2 ). y p a ra  

ángulo  O pequeño, este  té rm in o  se tran sfo rm a en

SCe ^  - í n i ^ ( l  4- i-y^B -  (2.35)

L a  densidad  pseudoescalar es la  fuente del cam po  de piones p o r lo que 

podem os identificar 9 =  0 / / » ,  donde / „  es u n a  co n stan te  de  norm alización, la  cual 

tiene dim ensión de energía. E s ta  / ,  es en realidad  la  co n stan te  de decaim iento  del 

pión, defin ida po r el e lem ento  de m atriz

(O I A ^(0) I 7t(5)) -  (O I í¿7;i75V'(0) I ^ ( 5)) ^  (2.36)

el cual describc el decaim iento  del pión v ia  la  corrien te  ax ial A ^.

C onsiderem os ah o ra  el térm ino  de orden  9'  ̂ =  4> ^ / e n  la  ecuación (2/!.')). Este 

térm ino  tiene la fo rm a E sto  corresponde ex ac tam en te  al térm ino  de

m asa 6C =  p a ra  el pión. U sando nuevam ente la  aproxim ación de  cam po

m edio con el reem plazo —* {^Tp), podem os ha lla r la  relación de  G ell-M ann- 

O akes-R enner:

m l f ^  =  (2.37)

E s ta  im p o rtan te  ecuación conecta  los p arám etro s  de  la  ru p tu ra  ex p líc ita  y  espon tánea 

de la  s im etría  qu ira l con las constan tes de  e s tru c tu ra  correspondien tes del pión: el 

condensado {'ip'H>) en  térm inos de  la  co n stan te  de  decaim iento  del pión /,,. L a  m asa 

ferm iónica desnuda fin ita  m  eleva la m asa  del pión m „  desde el valor nulo que ten ía  

en el lím ite  qu iral, de ta l m an era  que m ,  es proporcional a  \ / m .  N o ta r que el teo rem a 

de G oldstone se verifica nuevam ente a  m edida que m  —* 0.

E l escenario de  ru p tu ra  esp o n tán ea  de  s im e tría  recién descrito  es de n a tu ra leza  

m uy general y  es casi independien te  de la form a d e ta llad a  de  la  in teracción  subya­

cente. E x isten  análogos d e  esto  en  diversas áreas de  la  física. U no de los ejem plos
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2.3. Extensión  dei m odelo  N J L  a  tres  sabores de  quarifs

m ás conocidos es el de uii ferrom agneto; su fase de b a ja  te m p e ra tu ra  se ca rac te riza  

po r u n a  m agnetización  no nu la, !o cual es el análogo del condensado  qu ira l 

E l H am ilton iano  del s is tem a de espín que describe el fe rrom agneto  es sim étrico  

iuite ro taciones espaciales. Sin em bargo, en el estad o  fundam en tal la  m agnetización 

a p u n ta  en u n a  dirección defin ida en el espacio: m uchos espines cooperan  p a ra  form ar 

el m ateria l m agnetizado  m acroscópicam ente. L entas variaciones en la dirección de 

m agnetización p roduce un m ovim iento  de  on d a  larga  de  los espines. E s ta  on d a  de 

espines es el bosón do N am bu-G oldstone de sim etría  ro tac ional espon táneam en te  

rota.

Habita aquí, hem os señalado  estas im p o rtan tes  relaciones p a ra  el m odelo S í / (2), 

con so lam ente  un sing lete de  pión. E n  las próxim as secciones verem os su extensión 

p a ra  el m odelo N JL  basado  en  el g rupo  S U (3 )  de sabor.

2.3. Extensión del m odelo NJL a tres sabores de 

quarks

E n la sección an terio r hem os desarrolUido las ca rac te rís ticas  principales del m o­

delo N JL  p a ra  dos sabores (quarks u y  d  casi sin  m asa), el cual com o hem os visto 

h a  sido ex tensam ente  estudiado!""’''^ y  h a  sido de g ran  u tilid ad  p a ra  exp lo ra r la 

ru p tu ra  e sp o n tán ea  de  la  s im etría  qu ira l y  la  consecuente aparición  del condensados 

de quarks, generación d inám ica de  m asa y  el pión como bosón de G oldstone.

E n  e s ta  sección estud iarem os desarrollos donde se generaliza el m odelo N JL  a 

5{7(3) de  sabor, es decir, con la  incorporación del qu ark s s tra n g e  d en tro  de este 

esquema^'-'"'''!. Com o la  m asa  desnuda del q u ark  s tra n g e  es m* — 150M eV, nos 

encon tram os con u n  caso donde el quark  en cuestión no es liviano ni pesado. A dem ás, 

al in tro d u c ir la  ex trañ eza  en el m odelo, ten d rem o s que p re s ta r  a tención  al p rob lem a 

de la anom alía  axial í / ( l ) ,  ta l com o se explica en la  subsección 2,^5.2. Pero  prim ero 

repasarem os las s im etrías que Q C D  p resen ta  al considerar tres  sabores de quarks.

23



2.3.1. Simetrías de QCD para tres sabores

N uestro  p u n to  de  p a r tid a  es Q C D  con A '/ =  3 sabores de quarks. Los cam pos 

ferm iónicos {'2 .2 ) e s tán  form ados por los tres  qu ark s u, d  y  s, y  cad a  uno de ellos 

existe en Nc = 3 colores. C onsiderem os

C q c d  =  (2-38)

2.3. E xtensión  de] m odelo  N JL  a  tres sabores de q u a iks

' Q C D

r.1 C\  ̂r X '
-QCDdonde C q c d  es el lím ite  m  O y  6C  =  - ip m ip ,  con d ad a  ah o ra  p o r ip — {u, d, s)^ .  

D ado que N f  =  3 sabores, C q q q  es ah o ra  invarian te  an te  el g rupo

í/{3)/i ® í / ( 3 ) l  =  S U { 3 )v  ®  S U { 3 ) a ® U { l ) y  ®  U { \ ) a . (2.39)

Según verem os en deta lle  en la  p róx im a subsección, la  s im etría  axial U(].)a , es 

decir, la invariancia an te  transform aciones tp cxp(¿75Q^)^í), e s tá  ro ta  en la  n a tu ­

raleza. P o r lo tan to , en el lím ite qu ira l con m  —» O, nos qu ed a  la s im e tría  global 

5 í / ( 3 ) t ' <S> S U { 2 ) a 0  U { l ) v '  Tenem os entonces, nueve corrien tes vectoriales y  ocho 

axiales conservadas:

=  a  =  0 , .. . ,8 ,  (2.40)

-4^ a = l , . . . , 8 . (2.41)

con — ^ 1 3 x3, donde 1 3 x3 es la  m atriz  u n ita ria  de  3 x  3, y la.s A" e s tán  dadas 

por las m atrices de G ell-M ann. Las correspondientes cargas vec to r y axial son

=  | rf3:cV¡,“ (x) Qt =  j  d^xA^,{x), (2.42)

con =  0. Las m asas de  los qu ark s rom pen  e s ta  s im etría  explícitam ente,

ten ien d o  que

d ^ y ^ i x )  = ii>{x)[m, y l í / ' ( 3:). (2.43)

d ^ A l i x )  =  iy j{x ){m ,  y  }75^(a:^). (2.44)

Com o las m asas de u  y  d  son m uy pequeñas {mu,d <  10 M eV) com paradas con las 

m asas típ icas de los hadrones ( ~  1 G eV ), esto  sugiere que los térm inos m^^üu +
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niddd que rom pen la  s im etría  quiral, pueden  ser tra ta d o s  com o p ertu rbaciones. Sin 

em bargo, p a ra  el térm ino  m gss  con u n a  m asa  del q u ark  s b as tan te  m ayor {rris ~  150 

M cv) esto  no  es ta n  claro. H ay evidencias provenientes de  fenóm enos hadrónicos 

de  b a ja s  energías^"'''''’! y  de  Q C D  en la  re d l- ’’'"l, que ind ican  que la  s im etría  quiral 

5 í / ( 3 ) r  ® 5 t /(3 ) í ,  se rom pe espon táneam en te . E sto  se pone de m anifiesto  en los 

condensados q u a rk -an tiq u ark  no nulos.

2.3.2. Anom alía axial

M encionam os que la s im etría  U ( 1 ) a  del lag rang iano  C q q p  con  quarks sin  m asa 

e s tá  ro ta  en  la  n a tu ra leza . Si hubiese u n a  bu en a  sim etría  qu ira l U {3 )r  ® 

h ab rían  nueve corrien tes iixiales conservadas en  lugar de  ocho. E n  ese caso, todo  

el nonete  pseudoescalar, incluyendo los piones, kaones, m esones r¡ y  r¡', deberían  

aparecer com o bosones de  G oldstone sin m asa. E n  cam bio  se observa que el mesón 

r¡', cuya m asa =  958 M eV es com parable a  la  m asa del nucleón, cae h iera  de 

este  esquem a. D icho valor p a ra  la m asa  m,,- no  puede ser explicado, aú n  ten iendo  

en cu en ta  la ex istencia  de  m asa no nulas p a ra  los quarks. E ste  es el llam ado “pro­

blem a T/'” I el cual se p iensa que e s tá  re lacionado con la anom alía  axial de  Q C D . Las 

anom alías son sim etrías  de  lagrangianos clásicos que se rom pen al incluir efectos 

cu án tico s!” !.

C onsiderem os la corrien te  axial del sing lete de SU{Z)

Jfi5Í^) =  ip{xht,'r5'0{x),  (2.45)

re lacionada con la  s im etría  U [ \ ) a - E n principio, cab ría  e sp e ra r que la  divergencia 

do la  corrien te  se anule en el lím ite qu ira l rn —* 0. E ste  es el caso a  nivel clásico de 

^^QCn- em bargo, cuando so tienen  en  cu en ta  correcciones cu án ticas re su lta  que

=  (2.46)

donde y D “ son respectivam ente los cam pos eléctricos y  m agnéticos de  color. 

C abe señ a la r que la  ru p tu ra  ex p líc ita  de la  s im e tría  qu ira l in tro d u ce  un térm ino  

adicional en el lado derecho de la  ecuación (2 . Ki).

2.3. E xtensión  del m odelo  N J L  a  tres sabores de  quarics
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E sto  se debe a  que las ecuaciones no abe lianas de  Yang-M ills ad m iten  soluciones 

p a ra  las cuales la  acción clásica euclídea /  d ^ x E ^ B ^  es fin ita, llam adas soluciones 

de  instantcnesl'*"!. A  través de la  ecuación (2 . 1 íi), estos in stan to n es  so acoplan a  los 

quarks. G. t'H o o ft dem ostró  en 19761’'̂  que e s ta  in teracción  efectiva en tre  quarks 

ind u cid a  p o r los in stan to n es  se puede rep resen ta r en  térm inos de  un d e te rm in an te  

de sabor

det[ipi{l +  75)í¿’i] +  def[i^ j(l -  (2-47)

donde los índices de sab o r i y  j  van a  través de los quarks u, d  y  s. E s ta  in teracción  

com prende los tres  sabores s im ultáneam ente , com o ilu s tra  la figura 2 tu

2.3. Exten.síón del niodeJo N JL  a tres sabores de quarks_________________________

F ig u r a  2 .6 : Estructura de sabor de (a interaccAón efectiva de ruptura de 

[ / (1 )/1 , en este caso consideramos una interacción (que resulta ser la mínima) 

de seis Jermiones

2.3.3. Interacción efectiva en el modelo NJL

U tilizando  lo señalado  en  las subsecciones an teriores, la extensión dol lagrangiano  

N JL  a  tres  sabores re su lta

Cn j l  =  (2.48)

donde la  m atriz  de  m asas desnudas d a d a  en este  caso p o r m  = d iag (m u ,m d .rn s) y 

el lag rang iano  de in teracción tiene u n a  com ponen te de  in teracción  local de cu a tro  

ferm iones y  un té rm in o  de ru p tu ra  de  la  s im etría  Í7(l)>i, d ado  por

L a  in teracción  de  cu a tro  ferm iones debe satisfacer la  s im e tría  qu ira l U (3)y?®í/(3) ¿ 

ju n to  con la s im e tría  SU{Z)coior y C P T . La form a m ás sencilla de  e s ta  in teracción
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2.3. E xtensión  del m ode lo  N J L  a  tres sabores de quarks  

es-
C  ^ -

¿ í í i  =  17 (2.50)
a=0

T am bién han  sido estu d iad as form as m ás generales que incluyen in teracciones vec­

toriales y  axiales, d an d o  lugar a  resu ltados cu a lita tiv am en te  equivalentes.

L a  in teracción tiene aún  u n a  sim etría  ax ial U { \ ) a  no deseada. Com o m en­

cionam os an tes, u n a  m an era  de rom per e s ta  s im etría  es in troduciendo  el té rm in o  de 

t ’Hooft

¿ílíl =  H {det[ip{l +  ■yñ)^] +  det[i¡!{l -  75)1/']}, (2-51)

que puedo reescrib irse en la form a

~  3(iÁ?'75AV)(V'¿75A'^í/')1, (2.52)

donde la sum a es sobre los índices de  sab o r a ,b ,c  e  { 0 .1 , . . . ,8}. L a  co n stan te  de 

acoplam iento  H  tiene  d im ensiones de  (longitud)® y las Aabc e s tán  dadas p o r

“  ^ÉijA;£níJi¡('^(i)im(A(,)jTi(Ac)w. (2.53)

E ste  vértice de  in teracción  de seis ferm iones que surge a  p a r ti r  de la in teracción  de 

't  H ooft p roduce m odificaciones, ta n to  en las ecuaciones del gap, com o en  la  in terac­

ción efectiva de cu a tro  pun tos. E n  el p rim er caso esto  se trad u ce  en la  presencia de  un 

térm ino  adicional con dos lazos de quarks, ta l  com o se m u estra  d iag ram áticam en te  

en la  figura J.7 . L a  ecuación correspondien te  re su lta

Mi -  -I- (2.54)

^D ado que  las co rrien tes fundam enta les d e  q u a rk s en Q C D  son las co rrien tes de color j “ =  

es n a tu ra l a n s liz a r  la in teracción  local m ás sim ple que  es posible co n s tru ir  a  trav és del 

acop lam ien to  d e  dos de ta les corrientes:

s
=  (2.49)

a=0
D onde G  es la  co n s tan te  de acop lam ien to  efectiva. E s fácil ver que e s ta  in teracción  es invarian te  an te  

las transfo rm aciones de sab o r í / ( 3 ) r ® Í / ( 3 ) / . .  A plicando  a  la ecuación 1!)) las transform aciones 

de F ie rz  ( v e r l '- ' 'l ) ,  es posible reescrib ir d icha  in teracción , de m an e ra  de o b ten e r las in teracciones 

en las canales escalar y  p seudoescalar (lí."!!!).
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con { i , j , k )  =  cualquier perm utación  de { u ,d , s ) .  Vemos que estas ecuaciones con­

tienen  u n  té rm in o  sin  m ezcla de  sabores, proporcional a  la  co n stan te  de  acoplam iento  

G, ta l  com o en  el caso de dos sabores. Pero  adem ás hay un térm ino  que posee m ezcla 

de  sabor©) y  os proporcional a  la  co n stan te  H.

2.3. E x ten sió n  de¡ m o delo N JL  a  tres sabores de q u a iks_________________________

F ig u r a  2 .7 : Diagrama de las ecuaciones del “gap” (ecuaciones de Dyson 

en la aproximación de Hartree) para tres sabores de quarks.

P or o tro  lado, p a ra  describ ir los m esones deberem os prim ero co n stru ir vértices 

efectivos de  cu a tro  pun tos, dados por la  sum a del vértice de cu a tro  pu n to s pro­

p iam en te  dicho y los vértices de seis pu n to s con u n  lazo, como m uestra  la  figura 

-’.S. E stos vértices efectivos de cu a tro  pu n to s son laego usados com o núcleos de

x=x
F ig u r a  2 .8 : Vértice efectivo para la interacción de cuatro puntos.

in teracción  en  la  ecuación de B ethe-S alpe ter (ver fig.2 .ri). Si bien en este  caso se 

p resen tan  nuevas com plicaciones debido  a  la  diferencia de m asas de los quarks. el 

m ecanism o re su lta  básicam ente sim ilar a  la versión de dos sabores, p o r lo que no  lo 

desarro llarem os aquí. Sin em bargo pueden  encon trarse  en d e ta lle  po r ejem plo en las 

referencias!
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C om o com entario  final de este  cap ítu lo  debem os recordar que el m odelo N JL  no 

confina. Form alm ente, es to  se refleja en el hecho de que la in tegral de  la  ecuación 

(2 .’j(l), y  p o r ende tam bién  las funciones de polarización tien e  u n a  p arte

im ag inaria  p o r encim a del um bral dad o  p o r > (M i  +  M j Y ,  donde Mi  y  M j  son 

las m asas co n stitu y en tes  do los qu ark s  que form an el m esón. C om o consecuencia, 

aquellos m esones con m asa  m ayor que dicho um bral tienen  un ancho finito, lo cual 

ind ica que son inestab les frente al decaim iento  do p a r q u ark -an tiq u ark . P or supuesto , 

el pión no re su lta  afectado  p o r este  p rob lem a, pero  verem os m ás ade lan te  que sí de­

berem os lid iar con este problem a en  el secto r del m esón r/' p a ra  cierto  rango  de 

tem p era tu ras .

P or o tro  lado, al igual que en el m odelo de  dos sabores, en general las in tegrales 

de lazos re su ltan  ser d ivergentes p o r lo que, com o p a r te  del m odelo, es preciso 

especificar cóm o regu larizar estas divergencias. E n  la li te ra tu ra  específica del tem a  

aparecen  m uchos diferen tes esquem as de  regularización, y  cad a  uno de ellos tiene 

sus v en ta ja s  y  sus desventajas^"’'!. En el p resen te trab a jo , este  inconveniente se 

so lucionará u tilizan d o  in teracciones no locales y  separab les en el p ropagador de 

quarks, ta l  com o explicarem os d e ta llad am en te  en el próxim o capítu lo .

2.3. Extensión dei niodeJo N J L  a tres sabores de quarks
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Capítulo 3 

Modelo de quarks quirales con 

interacciones no locales y 

separables

"Lo conocido es fin ito , lo desconocido infinito; desde el p u n to  de vista in ­

telectual estarnos en una pequeña isla en medio de u n  océano ilinatable de 

inexplicabilidad. Nuestra tarea en  cada generación es recuperar algo m ás de 

tierra."

T h o m as H, Huxley (1825-1895), M édico y biólogo británico .

E n  este  cap ítu lo  se ex ten d e rá  cl m odelo N JL  considerando  in teracciones no locales 

y se ex p o n d rá  el form alism o u tilizado  en la  obtención  de las ecuaciones del “gap” y 

en la  determ inación  de las m asas de los m esones y  sus co n stan tes de decaim iento. 

Luego se inclu irán  térm inos de in teracción  que den  cu e n ta  de  la  renorm alización 

de  la  función de o nda  en el p ropagador del q u ark  y  se expondrán  los resu ltados 

num éricos o b ten idos p a ra  las p rop iedades had rón icas y  de  quarks. F ina lm en te  se 

ex ten d e rá  el m odelo no  local a  tres  sabores de quarks y  se ex p o n d rán , a  su vez, los 

resu ltados num éricos correspondientes.

31



3.1. M odelo  de  qiiarks quiraJes no  local

3.1. M odelo de quarks quirales no local

E n el cap ítu lo  an terio r hem os descrito  un sistem a de  qu ark s in te rac tu an d o  a  

través de  in teracciones que son invarian tes quirales y locales. L a  n a tu ra leza  local 

de d ichas in teracciones p erm ite  sim plificar no tab lem en te  los cálculos, pero  tam bién 

tra e  consecuencias no deseadas, ta les com o in tegrales d ivergentes y  fa lta  de  confi­

nam iento . E n  cu an to  a  la  p rim era  consecuencia, hay  varios tipos de regularización 

usadas en  la  li te ra tu ra  {cut-o ff  en 3 y  4 dim ensiones, P auli-V illars, e tcé te ra ), y  to ­

dos ellos llevan a  resu ltados cu a lita tiv am en te  parecidos, por lo cual no parece h ab er 

u n a  razón física p a ra  decidirse por uno u  o tro  esquem a. E n  cu an to  a  la  segunda 

consecuencia, el m odelo usado lleva a  la  ex istencia  de  quarks no confinados, libres, 

hecho con trario  a  la experiencia.

U na posib le solución a  estos p roblem as es u tiliza r el m odelo de  in tercam bio  de un 

gluón p a ra  generar la in teracción  efectiva en tre  quarks. C om enzarem os p o r t r a ta r  el 

caso de  dos sabores degenerados. L a  acción efectiva de  este  tip o  de m odelo  e s tá  d ad a  

por
df'p

donde

G  f  d  pi d  d  p 2 d  P2 .Q, , ,  „(j(), _ ti' '1 n ' \ í'T 91
Sint -  -  2 J  2̂t tY  {2t tY  {2t:Y  {2n y  ‘

donde G  es la  co n stan te  de  acoplam iento  quark-g luón  y  la  m atriz  D ^Í{P \,P \-P 2 'P2 ) 

rep resen ta  u n  p ropagador efectivo del gluón, m ien tras que los factores

Í^(P.P') ^  9{p,p’)iPip)YK'>P{p'), (3.3)

son las corrien tes (no locales) de quarks del o c tc te  de color. M edian te las tran s­

form aciones de F ierz (v e ri" '" ') , los p roduc tos do corrien tes que aparecen  en (i5.2) 

pueden ser expresadas en p ro d u c to s  de corrien tes de  la  form a

Ja{p>p') =  9 ÍP,p ')Í>Íp ) T M p ')> (3-4)
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3.1. M odelo  de  q m ik s  quirales no  loai¡

donde los operadores Fe incluyen, en tre  o tras , las in teracciones en los canales escalar 

(F q ^  Tq) y  pseudoescalar ( r ^  ^  n s^ a ) .

Los m odelos que p roducen  in teracciones de  in tercam bio  de u n  gluón suponen  que 

los efectos fuertes no  p e rtu rb a tiv o s  pueden  ser ten idos en cu en ta  m odificando en 

form a fenom enológica el p ropagador del gluón E l p ro p ag ad o r del gluón efectivo 

provee tam bién  u n a  fo rm a n a tu ra l de  in tro d u cir la  no localidad en la  in teracción  

quark -quark . E s ta  no  localidad puede ser u sad a  p a ra  regu larizar las divergencias 

u ltrav io le tas del modelol*'''. U na form a posible p o d ría  ser:

^ Í(P 1 .P 1 .P 2 > P 2 ) (3.5)

Se pueden reem plazar las dos funciones desconocidas g{p,p ') y  D { p \ ,p \ , p 2 ,p 2 ) del 

sec to r gluónico de  Q C D , p o r un núcleo de in teracción de  cu a tro  pu n to s

^{P \ ,P \ ,P -2,P 2 ) =  9{Pup\)D {pi,p \,p2.p .¿)g{p2,P2)'  (3.6)

P a ra  d a r  u n a  descripción ad ecu ad a  de las correlaciones had ró n icas de dos partícu las 

en un  sistem a de m uchos quarks. in troducim os los m om entos to ta l y  re la tivo  P  =  

Pi — P i^P  — (Pi + P 2) / 2 , respectivam ente.

Si elegim os la  form a separab le dei núcleo de in teracción  de  (;5.i)) de  acuerdo a  la  

figura •>. 1 se ob tiene que

K { p , P - p \ P ' )  =  - K M 9 Í P ' ) Ó P , P .  (3.7)

donde A'o es u n a  co n stan te  que re su lta  ser p roporcional a  la  co n stan te  de  acoplam ien­

to  G  y  la  d e lta  de K ronecker nos asegura  la  conservación del cuad rim om en to  to ta l. 

L a  función g{p), con g(0) =  1, es u n a  función decrecien te (en el espacio eucUdeo) 

que describe la no  localidad  de la  in teracción. D icha función recibe usualm ente el 

nom bre de  regu lador o facto r de  forma.

C om o sucede con la  versión local del m odelo N JL , la s im etría  qu ira l es esp o n tán ea­

m en te  ro ta  en este  esquem a no local p a ra  valores suficientem ente g randes de  la cons­

ta n te  de acop lam ien to  G- T rab a jan d o  en la aproxim ación de H artree , con colores
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3.1. M odelo  de quarks quiraJes n o  iocai

F ig u r a  3 .1 : Núcleo de interacción de cuatro puntos en la aproximación 

separable

y  N j  sabores en  el sistem a, la  au to en e rg ía  M {q )  o m asa  d inám ica del q iiark  viene 

d ad a  por

M {q )  =771 +  (M (0 ) -  m)g{q),  (3.8)

donde m  es la  m asa  desnuda del quark , y  la  m asa  d inám ica a  m om ento  cero M (0) 

es u n a  solución de  la  ecuación del “gap”

, d^q , . m  + (M{Q) -  rn)q(q) 
M [0 ) =  m  +  A G N ,N f  I j ^ , g { q ) -

{2t: Y  q'^+ [m + {M {Q ) -  m )g{q)\^ '

E ntonces, p a ra  conocer M {q)  sólo es necesario  d e te rm in a r la co n stan te  A /(0) d ad a  

u n a  elección ad ecu ad a  del regulador.

E n  espacio de M inkowski, p a ra  que un  q u ark  ex is ta  en form a a is lad a  se debe 

cum plir que

M % , )  =  q¡, (3.10)

p a ra  valores reales qp del cuadrim om ento . Si nos colocam os en el s is tem a de la 

p a rtícu la  (p =  0) y  u tilizam os la  ecuación ('{.S), nos queda

{ m - \ - [ M { 0 ) ~ m \g iq o ) ) ‘̂ = q l (3.11)

Se ve c la ram en te  que, según el fac to r de  fo rm a g{q) que se use, h a b rá  un valor crítico  

de  A /(0) a  p a r tir  dcl cual no  existen  soluciones reales de  e s ta  ecuación. O sea, el 

p ropagador del q u ark  no te n d rá  polos reales, y es posible in te rp re ta r  esto  com o una
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3.1. M odelo  de quarks qiüralcs n o  locaJ

situación  de confinam iento , conocida como "analytic confinem ent”. P a ra  d e te rm in a r 

d icho valor crítico , b a s ta  p ed ir que se cum plan  dos condiciones en ese punto: las dos 

curvas defin idas p o r los m iem bros izquierdo y  derecho de (3 .Id) se deben  cruzar 

(esto  es la  ecuación(.'i 1 1)), y  ten er la  m ism a pend ien te , es decir

2 l A / ( 0 ) - m ] g ( í a ) ^  =  l .  (3.12)
dqu

Luego, las ecuaciones (•{.] 1) y (3.12) definen el M (0 ) crítico.

Podem os p o r ejem plo considerar com o facto r de form a u n a  función gaussiana del 

cuadrim om ento  euclídeo

g(q) =  exp (3-13)

donde A es un p arám etro s  del m odelo que describe el rango de no localidad. E s ta  

función cum ple con los requerim ientos básicos de  ser invarian te  do L orentz y decaer 

suficientem ente ráp ido  p a ra  m om entos altos, de  m an era  de  m an ten e r las in tegrales 

aco tadas. P asan d o  el regu lador g{q) al espacio de  M inkowski (94 —* iqa), la  ecuación 

(.').!]) queda

m  +  [ M ( 0 ) - ? n ] c x p  9o. (3.14)

E n  ella  vem os que, según el valor de  M {0 ) ,  la exponencial in te rsec ta  o no a  la  recta , 

como se m u es tra  esquem áticam en te  en la figura .i.2 . D e e s ta  form a, la  ecuación 

( i í . l l )  te n d rá  dos, u n a  (caso crítico) o n inguna solución real. E n  este  ú ltim o  caüo, 

h a b rá  dos soluciones com plejas correspondien tes al caso de  un  p a r  de  polos com plejos 

en el p ropagador del quark  ’ . E sto , a  su vez, corresponde a  qu ark s  aislados con u n a  

v id a  m edia fin ita, sim ilar a  lo que ocurre en o tros m odelos de  confinam iento^

E ntonces, u n a  ad ecu ad a  elección del regu lador no local y  de  los p arám etro s  del 

m odelo p erm ite  llevarnos a  c ie r ta  fo rm a de  confinam iento  de los quarks, haciendo que 

el p ro p ag ad o r 110 ten g a  polos a  energías reales. E n  el espacio euclídeo esto  equivale 

a  que el p ropagador no  ten g a  polos im aginarios puros.

'E n  rea lidad  ex is ten  infin itos polos com plejos, pero  sólo tom am os los dos m ás cercanos a l eje 

real. P a ra  m ayor de ta lle  ver el apéndice en ref.
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3.2. M odelo  no local con Renorm alización de  la Función de O nda  (W F R ) en el
propagador de q u a r k s ______________________________________

F ig u r a  3 .2 : Solución gráfica de la ecuación ( La intersección de las 

curvas representa la existencia de quarks aislados con masa.

L a justificación  final del facto r de fo rm a u tilizado  (y del m odelo en  general) viene 

d ad a  p o r su p o d er explicativo  y  predictivo de la  realidad . E n  los tra b a jo s  realizados 

en SU {2)  con reguladores gaussianos^’'^  las propiedades o b ten id as  de  los m esones 

m uestran  un  buen acuerdo  con lo observado em píricam ente.

3.2. M odelo no local con Renorm alización de la 

Función de Onda (W FR) en el propagador 

de quarks

Siguiendo las referencias podem os considerar m odelos no locales ad o p tan d o  

como ingredien te básico u n a  descripción confiable del p ropagador de  qu ark s como 

la  d ad a  p o r estud ios fundam entales, ta les com o Q C D  on la  red. E n  este sentido, 

d eb e ría  re sa lta rse  que la  m ayoría  de los tra b a jo s  realizados en el con tex to  de  m odelos 

quirales no  locales u tilizan  sólo reguladores exponenciales y  no tienen  en cuen ta  

la  renorm alización de la función de  on d a  (W FR ) en el p ropagador de  los quarks.
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Sin em bargo, algunos cálculos recientes en Q C D  en la  red sugieren que la  WFR. 

puede ser del orden  del 30%  (o aú n  n:iayor) a  m om ento  cero (ver po r ejem plo !‘'" '‘I). 

A dem ás, esto s cálculos tam bién  m u estran  que las m asas de los qu ark s tien d en  a  sus 

valores asin tó ticos de u n a  form a b a s ta n te  suave. Luego, re su lta  im p o rtan te  realizar 

un  estud io  d e ta llad o  del im pacto  que la incorporación  de estas m ejoras en el m odelo 

p o d ría  p ro d u c ir en las predicciones p a ra  las propiedades hadrón icas y  de quarks. El 

lagrangiano  que hem os considerado es la  m ín im a expresión que p e rm ite  incorporar 

la  to ta l dependencia  del m om ento  del p ropagador de quarks, a  través de  su m asa  y 

la renorm alización de la  función de  onda.

P a ra  este  desarro llo  consideram os un  m odelo qu ira l SU (2) no local, com o el descri­

to  en la  sección an terio r, pero  incluyendo en su lag rang iano  un térm ino  de in teracción 

adicional. E sto  es, adem ás del térm ino  de in teracción  en tre  las corrien tes de quarks 

ju(a:), se agrega la in teracción  en tre  corrien tes de  ■‘m om ento” Jp (x ), au to invarian tes 

an te  transform aciones quirales, y  que serán  las responsables de la  dependencia  con 

el m om ento  de  la  renorm alización de la  función de  o n d a  (ver reí. p a ra  m ayor 

detalle). La acción efectiva euclídea correspond ien te e s ta rá  d a d a  en tonces por

=  J + j ^ ( x ) j ^ { x ) + j p { x ) j p { x )  |  (3.15)

donde ^  es el dob le te  de  ferm iones p a ra  N ¡  =  2, =  (u ,rí)^ , y m  =  d iag(m i¡,m ¿)  es 

la m atriz  de m asas corrien tes de  los quarks. E n  lo que sigue considerarem os sim etría  

de isosespín, esto  es m  =  niu =  m^. El té rm in o  cinético  incluye el o p erad o r P =  

que en el espacio euclídeo se define com o 7  • V  +  con 74 =  ¿70. Las corrientes 

no  locales ja { x ) . j p { x )  e s tán  d ad as por

ja (x )  -= j  é z  g{z) Tp ( x  + 0  Tq íA -  0  ,

i—►

j p { x )  =  í  d h  f { z )  ^ ( x  + ^ )  ^  -0 ( x  -  . (3.16)
J  \  ¿ /  ¿  Kp \  ¿ /

A quí, Fa =  ( I l ,Í75f )  y  u ( i ')  d  í;(x) =  u{x ')dxv{x)  -  dx 'íí{x ')v{x).  L as funciones 

5 (2') y  / ( z )  t-‘n  Eq.(.'5 l(i), son los facto res de  fo rm a covarian tes no locales, que carac­

terizan  las in teracciones correspondientes. Las cu a tro  corrien tes de quarks es tán d a r

3.2. M odelo  no loca] con R onorm alización de  la F u n d ó n  de  O nda  (W F R )  orí cJ
propagador de qiiarks
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ja ix )  requieren el m ism o facto r de  fo rm a g{z)  p a ra  g aran tiza r la  invarianza qu iral. El 

térm ino  j j p { x ) j p { x )  es au to invarian te  an te  transform aciones quirales. La com po­

nen te  escaiar-isoescalar de  la corrien te  jo (x ) gen erará  la  m asa  de qu ark s depend ien te  

del m om ento  en el p ropagador, m ien tras que la co rrien te  “de m om entos” j p { x )  será, 

com o m encionam os an terio rm en te , la  responsable  de la  renorm alización de  la  fun­

ción de  onda, depend ien te  del m om ento, en el p ropagador. P or conveniencia, hem os 

tom ad o  el m ism o p arám etro  de acoplam iento , G,  p a ra  am bos térm inos. Sin em ­

bargo, el peso re la tivo  en tre  am bos térm inos de  in teracción  e s tá  con tro lado  p o r el 

p a rám etro  Kp incluido en la  ecuación (3.1ü). E n  lo siguiente, es conveniente to m ar la 

tran sfo rm ad a  de Fourier de g{z)  y  f { z )  p a ra  llevarlos al espacio de  m om entos. Vale 

ac la ra r que la  invarianza de L orentz im plica que las tran sfo rm ad as do Fourier g{p) 

y  / ( p )  sólo pueden  ser funciones de  p^.

D ado que en lo que sigue se u tiliza rá  el m étodo  de  las in tegrales de  cam ino p a ra  

o b ten er la  ecuación del gap  y las d is tin ta s  propiedades hadrónicas. es conveniente en 

esto p u n to  realizar la  bosonización de la  teoría . Los detalles de  este  procedim iento  

se d an  en el apéndice :}.A. Se ob tiene  así que la  función de p artic ió n  bosonizada es

=  y  (3.17)

donde 5 ^ ,  u n a  vez p asa d a  a l espacio de  m om entos, e s tá  d ad a  por

1 f  d*p
-r IJ2 \PI0 2 \ -P ¡

(3.18)

3.2. M odelo  no local con Renornm U zación de la Función de O nda (W F R ) en el
propagador de q u a iks__________________________________________________________

5|“* =  -lndet̂ -̂  J - ^ ^ [ c r i Í p ) ( J i { - p )  +  n{p) ■ n { - p )  +  a2{p)(T2Í-p)

con el o p erad o r A ,  dado  on la ecuación (.’>A.‘1).

3.2.1. Aproximación de Campo M edio

E n lo que sigue, trab a ja rem o s  den tro  de  la aproxim ación de  cam p o  m edio (ACM ), 

en la  cual asum irem os que los cam pas cri,2 tienen  valores m edios CTi,2 no nulos, 

m ien tras que los valores de  cam po m edio de  los cam pos pseudoescalares ttí son cero.
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E sto  es,

a ¡ ( x )  =  á i  +

a 2 Íx} =  Kpá2 +  ócr-2 (x),  (3.19)

^ ( x )  =  Ó7t ( x ) .

R eem plazando en la  acción efectiva bosonizada, y  expandiendo en po tencias de  las 

fluctuaciones de  los m esones, se obtiene

+  (3.20)

donde la  acción de cam p o  m edio (A CM ) po r u n idad  de volum en es

^  (3.21)

y  el p ropagador de  quarks en la ACM  e s tá  dado  por

(3-22)

con

Z (p ) =  ¡1 -  CT2/ ( p ) r ‘ ; Aí(p ) =  Z (p ) lm - l-á ig (p )¡ .  (3,23)

P or o tro  laclo, siguiendo la  expansión de 5 ^ “ a  segundo orden  en  las variaciones 

de los cam pos, se ob tiene  el té rm in o  cu ad rá tica  de  la  acción euclídea bosonizada, el 

cual se puede escrib ir como

^  \  /  ^ A G A p ^ ) ^ a Í p ) 6a { - p )

+ G A p ^ ) S A p W { - p ) +  G,(p^)Sw{p)  ■ ¿ í ( - p ) ] ,  (3,24)

donde los cam pos o y e '  es tán  relacionados a  ios cam pos a\ y  ¡73 m ed ian te  las 

relaciones

5a  =  eos 0 ¿(Ti — sin 0 i5(72

5(j' =  sin 0 ¿ a i +  eos 0 (5(72, (3,25)

3.2. M odelo  n o  local con R enonnaJización de  la Función de  O nda  (W F R ) en el
propagador de  quarks
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y  los ángulos de  m ezcla 9 se definen de  form a ta i  que no h ay a  m ezcla a -  a '  ú  

nivel de  la  acción cu ad rá tica . L a  función G„[p^) in tro d u c id a  en  la  ecuación I) 

e s tá  d ad a  p o r

3.2. M odelo  no  local con R cnorm alización de  la Fhnción de O nda  (W F R ) en el
propagador de  q u a iks

1
8.V.

d^q
■y{Q)

x[q+ ■ q -  +  M {q+ )M {q-)] , (3.26)

con 9* =  q ± + p / 2  y  D{q) =  q'  ̂+ M'^{q). M ientas que p a ra  el vsistenia c r -c r ' tenem os 

que

donde

Ga^aiiP ) —
G s (27r}4" D { q ^ )D { q - )

q-  ̂ ' q  -A /{ g + )M (g  ) 

1  8A ,̂ r  d^q

G s J  {2 n y
9 V '(9 )

x [g +.<7  - M { q - ^ ) M { q  ) +

Z {Q ^)Z {q -)
D {q^)D {q~ )

( 9 + ) 2 ( ^ - ) 2 - ( 9 + .g - ) 2

x q  ■ [q~M{q'^) +  q '^M {q'

(3.27)

(3.28)

3.2.2. Cálculo de propiedades hadrónicas y de quarks

3.2.2.1. Valores de los cam pos m edios y  condensados quirales

Con el p ropósito  de  ob ten er los valores de  los cam pos m edios a i ,2 se debe m ini­

m izar la  acción , con lo cual se ob tienen  las ecuaciones de  Dyson-Scliwinger.

40



3.2. M odelo  n o  ¡ocal con Renormalización de ¡a Función de Onda  ('W FR j en e¡ 
propagador de  quarks

tam bién  conocidas com o las ecuaciones del “g ap ” ,

P or o tro  lado, los condensados quirales es tán  dados p o r los valores de  expectación  

de vacío (gg) =  (üu) =  (dd), los cuales se ob tien en  sim plem ente realizando la 

variación de  2  =  e x p [ - 5 g ^ ^ j  con respecto  a  la  m asa  corrien te  de  qu ark s  corres­

pond ien te. H aciendo esto, se ob tiene

/ - V  f  rrt \
j j •

N o tar que aqu í se h a  su stra íd o  el valor correspond ien te al caso no in te ra c tu an te  con 

el fin de ob ten er valores fin itos p a ra  el condensado.

3.2.2.2. M asas de m esones y  constantes de acoplam iento

Las m asas de loa m esones se ob tienen  resolviendo la ecuación

(3,31)

donde M  rep resen ta  in d is tin tam en te  a  o tt.

E n el caso del s is tem a a  -  a ',  los ángulos de m ezcla es tán  dados por 

donde

tan 26{p^) =  „  (3.32)

Las co n stan tes de acoplam iento  m esón-quark  g^^tí a  ca lcu lan  a  p a r ti r  de

(3,33)rt-2  -  {--rr? \ =5a/(?9 — ^A/q9V ^ m I

3.2.2.3. C onstante do decaim iento del pión

P or definición, la  co n stan te  de  decaim iento  del pión e s tá  d ad a , com o vimos, 

po r el e lem ento  de m atriz  de la  co rrien te  axial i4“ (x) en tre  el vacío y  el estad o
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renorraalizado  de im pión, en la posición del polo del pión. E s decir,

(o |/ i ; ( o )K ‘W )  =  a » V . -  (3-34)

Con el o b je to  de ob ten er u n a  expresión explícita p a ra  la co rrien te  axial, debe­

mos ap lica r u n a  transfo rm ación  de gauge a  la  acción efectiva S g ,  in troduciendo  un 

con jun to  de cam pos de gauge axiales A l { x ) .  P a ra  u n a  teo ría  local, usualm ente  e s ta  

transfo rm ación  de  gauge se realiza haciendo e! siguiente reem plazo

+  (3-35}

P ero  en este  caso, debido a  la  no  localidad  de  los cam pos involucrados, se deben 

realizar reem plazos adicionales en los térm inos de in teracción  (ver r e f J ‘''l)

i){x  -  2 / 2 )  W a { x ,  X  -  z / 2 ) ^ { x  -  z j 2 )

■ip^{x +  z¡2 ) —• ip‘̂ {x +  z ¡ 2 )W a [x  +  z ¡ 2 ,x ) .  (3.36)

A quí, X y  2 son las variab le  que aparecen en  las definiciones de  las co rrien tes no 

locales (:í. 1U), y  la  función W a {x , y) e s tá  definida por

3.2. M odelo  no local con fí.enormaIización de  la Función de O nda (W F R ) en eJ
propagador de  quarks__________________________________________________________

2 , ds^-(5 f ■ {3.37)

donde s corre a  trav és  de un cam ino a rb itra rio  que conecta  x  con y.

U na vez co n stru id a  e s ta  acción efectiva “gaugcada” , re su lta  fácil ob ten er la co­

rrien te  axial com o la  derivada de e s ta  acción con respecto  a  .4 “ (x), eva luada en 

A ^ { x )  =  0. R ealizando luego la  derivada de las expresiones re su ltan te  con respecto  

a  los cam pos de  m esones renorm alizados, se puede finalm ente identificar las co­

rrespond ien tes co n stan tes de  decaim iento  débil de  los m esones. Luego de algunos 

cálculos se puede ob ten er

/ ,  =  (3.38)
m i

con

Fo{p^) 8i V ,y  (27r)'t^f^^£)(g+)£)(5-)

x [ q ^ - q -  +  M { q ^ )M { q - ) ] .  (3.39)
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Es im p o rtan te  n o ta r  que la in tegral sobre la  variab le  de  cam ino s  de  la  ecuación 

(:i.,57) se puede resolver en form a exacta , lo que im plica que la m ism a es indepen­

d ien te  del cam ino de  in tegración. E n  el lím ite  qu ira l, la  expresión de la  ecuación 

tien e  u n a  fo rm a re la tivam en te  sim ple, d ad a  por

la cual conecta  con la  relación de G oldberger-T reim an.

3.2.3. Diferentes parametrizaciones utilizadas

C on el fin de  especificar com pletam en te  este  m odelo, debem os fijar ta n to  sus 

p arám etro s  com o los factores de fo rm a g(p) y  f ( p )  que ca rac te rizan  las in teracciones 

no locales. E n  este  caso, siguiendo la  r e f . l '’) considerarem os dos tipos d iferen tes de 

dependencias funcionales p a ra  estos factores de  form a. L a  p rim era  corresponde a  las 

frecuentem ente u tilizad as  form as exponenciales,

9(9) -  exp ( - 9V A 0) : / ( ^ )  =  e x p ( - ? V A Í ) '

N o tar que el rango  (en el espacio do m om entos) de la  no  localidad en  cad a  canal 

e s tá  d e term in ad o  p o r los p arám etro s  Aq y A], respectivam ente. F ijan d o  la m asa 

de quarks co rrien te  y  el condensado de quarks quiral, a  los valores razonables de 

m  =  5,7 M eV y =  240 M eV, el resto  de los p a rám etro s  se d e te rm in an  de

m an era  ta l de  rep ro d u cir los valores em píricos =  92,4 M eV y  — 139 MeV, y 

Z (0)  =  0,7 el cual e s tá  d en tro  del rango  de valores sugerido p o r recientes cálculos de 

Q C D  en la  re d l '‘'’' L E n  lo que sigue, e s ta  elección de  p arám etro s  y  factor de form a 

será  referido com o Set B,

C om o segundo tip o  de facto r de fo rm a funcional a  considerar se u tilizaron  fun­

ciones loren tz ianas d ad as  por

1 +  cij ctm fm iq ) -  rn a j ^ i q )

3.2. Aíodeio no local con R enorm alización  de la Función de O nda  (W F /íj en eJ
propagador de  quarks__________________________________________________________

9ÍQ) = 1 +  Q. f¡{q)  -  rn

-fí’ ) =  J M .  (3.42)l +  Oj f:[q)

43



3.2. M odelo  no  ¡ocal con Renorm alización de la Fhnción de O nda (W F R ) en cJ
propagador de  quarJcs _____

donde

/m ( 9 ) =  i  +  (gVA^)
2 \ 3 / 2

-1
[ i  +  feV A ?)

-5 /2
(3.43)

p  [GeV]

F ig u r a  3 .3 : Representación gráfica de las funciones fm{p) (arriba) y Z{p)

(abajo) para las distintas parametrizaciones propuestas. Se compam además 

con los resultados obtenidos a partir de QCD en la red en la ref. ¡ ^

Com o se m u estra  en ia  re f.l" !, to m an d o  m  =  2,37 M eV, =  309 MeV, =  

- 0 ,3 ,  Aq =  850 M eV y  A] =  1400 M eV, se puede rep roducir m uy bien la  dependencia 

de las funciones de  m asa  fm (p )  Y renorm alización Z{p)  ob ten idas en cálculos de  QCD  

en la  red (ver Fig.;i 3 ), al igual que los valores físicos de  y  E n  lo que sigue, 

e s ta  elección de p arám etro s  y  factores de  form a será referido com o Set C.

F ina lm ente , con el o b je to  de com parar con estudios donde la  renorm alización de
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la  función de  o n d a  del p ropagador de qu ark s no se ha ten id o  en cuen ta , considera­

rem os u n a  te rcer param etrizac ión  (Set A ). E n  este  caso fijarem os Z{p) =  1 (esto  

es, / ( p )  =  0) y  fac to r de  fo rm a exponencial p a ra  g{p). T al m odelo se corresponde 

con el “esquem a 11" d iscu tido  en la  re f.I ''! , de donde se to m aro n  los parám etros 

correspondientes p a ra  =  240 MeV. L a  ta b la  -i I resum e los valores do los

parám etro s  del m odelo p a ra  cad a  u n a  de  las param etrizaciones propuestas.

T a b la  3 .1 : Sets de parámetros utilizados para el inodelo NJL no local a dos

sabores y  con WFR.

3.2. M odelo  no local con R enorm aJizadón de la R inción  de O nda (W F R )  on el
propagddor de  quarks

Set A S et B Set C

771c M eV 5.78 5.70 2.37

G s ^ l 20.650 32,030 20.818

Ao [MeV] 752.20 814.42 850.00

Kp GeV] - 4.180 6.034

Al [MeV] - 1034.5 1400.0

3.2.4. R esultados numéricos

E n  la ta b la  -i.J, se p resen tan  los resu ltados p a ra  las p rop iedades de cam po medio, 

ju n to  con las m asas de los piones y m esones sigm a y  los p arám etro s  de  decaim iento. 

C om o se puede observar en e s ta  tab la , miontr<is que p a ra  las p aram etrizaciones ex­

ponenciales (S et A  y  Set B) los valores em píricos de  y  son consisten tes con un 

condensado de quarks que cuyo valor e s tá  den tro  de los valores fenom enológicos n o r­

m alm ente c itados -{ q q Y ^ ^  ^  2 0 0 -2 6 0  M eV, el S et C p roduce valores de  condensado 

quiral p o r encim a de  ta l rango. P o r o tro  lado, la m asa  de qu ark s corrien te  ob ten id a  

con el Set C es un poco m enor a  la  o b ten id a  con los o tros dos sets. E sto  m erece algún 

com entario . E l condensado qu iral, al igual que las m asas corrien tes de  los quarks, 

son o b je to s  depend ien tes de la escala. E n  p articu la r, los valores fenomenológicos
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T a b la  3 .2 : Valores de las propiedades de materia de quarks y de mateiia  

hadrónica, obtenidos para T  = n  = O con el modelo NJL no local a dos 

sabores y considerando WFR.

3.2. M odelo  no  JocaJ con R enorm alización de  Iñ Función de O nda (W F R ) en el
propagador de quarks

Set A Set B S e tC

MeV 424 529 442

£72 - -0.43 -0.43

A/(0) [MeV 430 375 311

Z {0) 1.0 0.7 0.7

- < q q  [M eV 240 240 326

MeV 139 139 139

dTTqq 4.62 5.74 4.74

u MeV] 92.4 92,4 92.4

M eV 683 622 552

5.08 5,97 4.60

- -0,77 -0,26

citados a rr ib a  p a ra  el condensado corresponden a  u n a  elección en la  escala de  rcnor- 

m alización =  1 GeV. E n  el S et C, algunos p arám etro s  han  sido determ inados 

p a ra  ob ten er u n a  b u en a  aproxim ación p a ra  los valores de la  función de renorm al­

ización Z{p)  ob ten idos en Q C D  en la  red , los cuales tam b ién  dependen  del p u n to  de 

renorm alización. E n  p articu la r, en este  m odelo se usó la  función Z (p ) o b ten id a  en la 

ref.l''"!, donde la  escala  de  renorm alización elegida fue de  ^  =  3 GeV . Pero  dad o  que 

el L agrang iano  de este  m odelo s a t i s f a c e ! l a  relación de  G ell-M ann-O akes-R enner 

(2.37), y  que p a ra  todos los se ts  y  se a ju s ta n  a  sus valores em píricos, e s tá  claro 

que la  calidad  de  la  descripción del condensado  de qu ark s y  de  las m asas corrien­

tes es tán  m uy re lacionadas en tre  sí. U tilizando  las relaciones e s tán d a r p ara  pasa r 

de la escala  de  3 G eV a  la de 1 GeV, se ob tiene que — 284 M eV lo cual

e s tá  alrededor del 10%  p o r encim a del lím ite em pírico superior. U na posib le form a
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3.3. E xtensión  del m odelo  no ¡ocal a  tres sabores

de reducir el valor del condensado  en este  S el sería  reducir el p a rám etro  Ay. P a ra  

Ao ~  600 M eV p o r ejem plo, se pueden  o b ten er valores p a ra  las m asas y  condensados 

do qu ark s que estén  d en tro  de  los lím ites fenom enológicos. Sin em bargo, este  valor 

im plica reducir en d em asía  el cam po de ap licab ilidad  del m odelo.

L a  m asa del m esón a  m u estra  c ie rta  dependencia  a  la  param etrización . No obs­

tan te , ta i  dependencia  es m enor que la  h a llad a  en el m odelo N JL  local. Los valores 

obten idos p a r las m asas son algo m ayores que los valores ob ten idos experim ental- 

m entc 478!^^ ±  17M eV l''’l y  390 M eV '

3.3. E xtensión  del m odelo no local a tres sabores

E n e s ta  sección se describe la  extensión de  este  m odelo N JL  con corrien tes de 

in teracción no locales, p a ra  considerar un  tercer sab o r de quark , el q u ark  s im nge  

(s). La im p o rtan c ia  de  la  inclusión del quarks $ en nuestro  m odelo rad ica  en que 

la producción de p artícu la s  con ex trañ eza  en m edio calientes, com o el p roducido  en 

colisiones de  iones pesados, es considerada u n a  de las señales m ás im p o rta iite s  p a ra  

la  transic ión  de fase de deconfinam iento  (ver r e f . S i n  em bargo, d a d a  la d ificultad  

que rep resen ta  e s ta  ex tensión  del m odelo, trab a ja rem o s sólo con el facto r de form a 

de tip o  gaussiano  y  sin  ten er en cu en ta  la  renorm alización de la  función de  onda 

inclu ida  (p a ra  el caso de  dos sabores) en la  sección an terio r.

P artirem o s de la  función de  p artic ió n  gran  canón ica  a  te m p e ra tu ra  y  potencial 

quím ico nulos, d ad a  por

J V ii ;V i l ;e x p ( -S E ) ,  (3.44)

en  la  cual S e  es la  acción efectiva euclídea. G eneralizando  las expresiones (2.50) y 

(_‘..')2 ) al caso no  local, la  acción 5 ^  qu ed a  defin ida por

S e  =  j  d‘'x { ' ip { x )[ - ip  +  rh\ij{x) -  ^ [ j ! { x ) j ! { x )  +  £ { x ) j ^ { x ) ]

-  2 j ! i x ) j [ ( x) j ^{x) ]} ,  (3.45)
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3.3. E xtensión  de¡ m odelo  no local a  tres sabores

donde ip  es el vec to r de  cam pos ferm iónicos p a ra  los tres  sabores m ás livianos, ^  es 

el operador euclídeo
9=  7 4 ^  +  r V , (3,46)

con 74 =  T =  it ,  rh es la m atriz  de m asas desnudas de los quarks, d ad a  por 

m  =diag(m .u, m^), y  las Aabc son las constan tes de e s tru c tu ra  de  SU {3)  definidas 

en (2 5-i). De aqu í en  ade lan te  trab a ja rem o s con el lím ite de s im e tría  de isoespín, 

en el cual m.u =  rud. Las corrien tes j f ^ { x )  e s tán  d ad as p o r

/  z\  
X -  ~

/  é z g { z ) ^ [ x  +  -

donde el regu lador g{z)  e s tá  dad o  por

d‘*p
»w  = / ex p { - izp )g {p )]  g{p) =  e x p ( - ^ )

(3.47)

(3.48)

(3.49)( 2 ^ ) 4 •■/vr/

Las m atrices Xa, con a  =  O,. . . ,  8 , son las ocho m atrices de  G ell-M ann de 3 x  3 que 

generan  S í / (3), m ás donde es la m atriz  u n ita ria  de 3 x  3.

La función de  partic ión  (•144) puede ser bosonizada de  la m an era  e s tán d a r (ver 

A péndice 3 .A), ob ten iendo  la acción efectiva bosonizada

5t?* =  - l n d e t y l -  /  d“x O-Q â +  TTqFq +  ^ { S a S a  +  PaPa)

+ j A a ^ { S j Á - Í S , P t P c ) (3.50)

E n  lo que sigue supondrem os que los cam pos ¡7a tienen  valores de cam po m edio áa 

no nulos, que son invarian tes traslacionales, m ien tras que los cam pos pseudoescalares 

tTq no las tienen . E s decir, podem os escribir

Gaix) =  (Ta +  6 aa {x ) ,  

TTaix) =  5na{x). (3.51)

Podem os ah o ra  expand ir la  acción efectiva h a s ta  el segundo orden  en  (áaa.áTTa) 

alrededor de estos valores de  expectación. E l orden  cero corresponde a  la  aproxi­
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3.3. E xtensión  dcl m odelo  no ¡ocal a  tres sabores

m ación de cam po m edio (A C M ), el térm ino  lineal desaparece debido  a  que m ini­

m iza la  acción efectiva, y  considerarem os el desarro llo  h a s ta  el té rm in o  cuadrático . 

L a  acción efectiva te n d rá  entonces la  form a

S e  ^  (3.52)

A nalicem os p rim ero  el orden cero. E n  el espacio de m om entos tenem os que

c r i^ H p -p ')  ^  T ^ a H p - p ' ) = ^ <  (3.53)

p o r lo tan to

A { p - p ' )  =  {-]^ +  m){2Tr)‘̂ 5''^\p -  p ')  +  g [ ¡ ^ ) X a \ a { p  -  p') +  i'yñAP -  P')] (3.54) 

a  orden  cero queda

-  P') +  m  +  A„ 5 ( ^ ) ? „ ] ( 2 7 r ) “¿í'‘)(p -  p').  (3.55)

U tilizando  la  id en tid ad  In d e tA  =  tr ln > i ,  donde la tra z a  es sobre los índices de 

D irac, color y sabor, se ob tiene  u n a  acción efectiva en  ACM  de la form a

f  d^p
=  - 2 N ,  I  ^ T i 7 l n [ / ; ^  +  A/^(p)

- ( ^ < i S < , - ^ S a S a - ^ A a b c S a S h S c ,  (3.56)

donde ah o ra  la t ra z a  T r /  es sólo sobre sabor, es el volum en en el espacio 

cuadrid im ensional, M (p ) =  m  +  Aaa„g(7?) y  los valores de cam po m edio Sa están  

dados p o r Sa =  Si m inim izam os e s ta  ú ltim a  expresión con respecto  a  Oa

obtenem os

Sa =  j  ln[p^ +  M^{p)] , (3.57)

que ju n to  con la  ecuación (.'iA. 11) en la  ACM

Óa +  GSa  +  =  ü, (3.58)

conform an las llam adas ecuaciones del “gap"’.
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3.3. E xtensión  cleJ m odelo  no  local a  tres  sabores

N otem os que, debido  a  la conservación de la  carga, so lam ente los ó-a=o.3,8 pueden 

ser d is tin to s  de  cero, p o r ser los únicos diagonales. M ás aún , en el lím ite  de isoespín 

tam bién  se anu la  ás. De aqu í en adelan te  nos conviene cam biar do la  base {Xq}, con 

a  =  0 ,3 , 8. a  u n a  nueva base {X ,}, donde los índices ¿ =  1 ,2 ,3  o  equivalentem ente 

i = u .d ,  s ,  ta l que AqXq +  A3X 3 +  AgXg = d iag (X u , Xd,  es decir,

X u =

X . =  (3.59)

E n  e s ta  base, la  acción efectiva de la  ecuación (3.5ü) nos queda

(3.60)

donde M {p )  = d iag (M u (p ),M d (p ),M s(p )), con M ,(p) =  m i +  CTi,g(p),¿ =  u ,d .s .  Se 

observa que en  el lím ite de  isoespín, com o =  da, entonces M^{p) =  Md{p).  

M inim izando la  ecuación (;’) hli) en e s ta  nueva base, se obtiene

que in teg ra  el con jun to  de  ecuaciones au toconsisten tes del ‘‘gap” (:5.')X), que en  ei 

s is tem a { u , d , s }  re su ltan ! '''':

/ /  -  -

+  G Su  +  - ^ S d S s  =  O,

CTfj +  +  — 5 jS u  — O,

+  G S ,  + j S u S é  -  0. (3.62)

E n  el caso de  isoespín sim étrico , es decir =  m¿, e stas ecuaciones se reducen  a
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3.3. Exteíisión deJ m odelo  no ¡ocal a  tres sabores

dos

áu +  G5ü +  — 5t,Ss =  O,

á ,  +  G S ,  +  ^ S l  ^  0. (3.G3)

Los condensados quirales estcín dados p o r los valores do expectación  de  vacío 

<  üu > = <  dd  > y  < s s  >. P a ra  hallarlos, derivam os la acción efectiva respecto  de 

la  m asa  desn u d a  del q u ark  correspondientes, de donde se obtiene

d'^p [ A/u(p) mu
<  u u  > =  —4Nc

< s s  > =  - 4 N s

+  M ^{p)  p ' ^ + m l  

M ,{p)  m .
,p2 +  A /2(p) p2 + m^,_ (3,64)

A hora calcu larem os el térm ino  cu ad rá tico  de la  acción efectiva en  (i’.ó'J). P a ra  

ello, p rim ero desarro llarem os el d e te rm in an te  ferm iónico de (3 5{)) a  segundo orden 

en las ñuctuacio iies de los m esones, y  tra s  uii arduo  cálculo se ob tiene la siguiente 

expresión

-  (lndet/l)l=>  =  i  I

+  [A'ij(g) +A /ij(g)]¿7rij(q)d7r¿j(-q)} (3,65)

con

K j ( q )  -  - S N c  j 1 1

(g+)2 +  A /?(9>) { q - r  +  M ^{q

donde.

q ^ = q ‘ ± - \  i . j  =  u ,d , s ,

(3.66)

(3.67)

L a ecuación (3.(i,') puede llevarse a  u n a  form a m ás com pacta:

S g L „  =  - ( l n d e t / l ) P I  =

(¿V á<T¿j(p) 6 ( 7 j i { - p )  +  C i j  ¿7Ty(p) ó n , , { - p ) (3.68)
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3.4. P ropiedades hadrónicas

con

(27t)''^ +  ÍQ~? +  ^^jÍQ~)

P o r o tro  lado, el térm ino  del po tencia l en (.'5 50) resu lta

S ? , U  =  i  /  (0 { l ( ' ' * ) - ‘ l ‘i «  K Í P ) S M - P )

+ [(^ ” )"']u,fci <^7rij(p)¿rrfc¡(-p)}

(3.69)

donde

(3.70)

(3.71)

Vemos entonces, que el térm ino  de segundo orden  en las fluctuaciones de  los cam pos 

de  la acción efectiva tiene la  form a

c(2) _  c(2) , e (2) _
•^E ~  '^E.cin ‘̂ E,pot ~

é p

{2-nY
Gtj k̂i{P )̂^ îÁP)^ k̂i[-v) +  Gy,ii(P^)<57ro(p)57Tw(-p)] , (3.72)

con

G'5 , „ ( p ^ ) - C 'J ( p ^ ) M ^ ,  +  - ( r ± ) , Í ,

donde las in tegrales C ^(p^) e s tán  dadas en  (ü í»')), y  (r*)"^-'*., en  (.'̂  71).

(3.73)

3.4. Propiedades hadrónicas

3.4.1. M asas y constantes de acoplam iento quark-mesón

De la  acción cu ad rá tic a  efectiva Sg* de  la  ecuación (3.72) es posible ob ten er las 

m asas de  los n^esones escalares y  pseudoescalares y las co n stan tes de  acoplam iento  

quark-m esón. De aq u í en ad e lan te  considerarem os sólo el caso de  m esones pscu- 

doescaiares. Las expresiones correspondien tes al caso escalar son com pletam ente  

equivalentes, sólo hay  que reem plazar los índices por
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3.4. Propiedades hadrónscas

In troducim os la  base de  los m esones físicos defin ida por

1
(f>i (3.74)

donde (¡> =  a ,Tr ,y  los índices i. j  corren  de  1 a  3. De este  m odo, tenem os p o r ejem plo

p a ra  el caso pseudoescalar 

/

v/2

\

(3,75)

/

Luego del cam bio de  base, la  p a r te  pseudoescalar del té rm in o cu ad rá tico  de  la  acción 

efectiva re su lta

c(2 ) 1
{ G r r ( p ^ ) [ 7 r ° ( p ) r r “ ( - p )  +  2 7 T + ( p ) 7 r  ( - p )

pseudoescalar ’Z J  (27t)'̂

+ G k [p ' ) \ ¿ K \ v ) K \ - p ) +  2 K ^ { p ) K - { - p ) \  

+GnÍp '^){r!{p)v{-p)]+Gn’{p'^)[ri'{p)v'{-p)]), (3.76)

donde los cam pos ti y  t)' e s tán  relacionados con los estados rjo y  Vs m ed ian te

T] =  ?7hC0S í^ -T /o s in 0 , (3-77)

r f  =  7/sSÍn0 +  r/ocos0, (3.78)

donde el ángulo  de m ezcla 6 e s tá  definido de m an era  ta l que no  haya m ezcla ri -  rf 

a  nivel de la  acción cuad rática .
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Las funciones Gp{p^)  in troducidas en (3.76) es tán  d ad as  por

G A p ^) =  {G + j S . ) - ^  +  C l i p ^ ) ,

GK{p^) =  iG  + j S ^ r ^ + C l ( j ^ %

G 88(P^) +  Goo(P^)

GósÍP^)]^ +
G ;s ÍP^) -  Goo(p2)

G A p n  =
2  ̂ _

+ \[ G ó s ÍP ^ W  +
G¡sÍP^) -  G^,(p^)

donde

G ^ÍP ^) -  f

Las m asas de  los m esones se ob tienen  resolviendo las ecuaciones

G p { - m l )  =  0,

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

con P  = n ,K ,  T}, T}'. m ien tras que ios ángulos de m ezcla dj¡ y  9jj>. que en general son 

d is tin to s  en tre  sí, es tán  dados por

2 Gc8(p^)
(3.87)

p2=-77i2

Se puede definir cam pos de m esones norm alizados ¿ (p ) =  ''^^0(p) do ta l form a 

que la acción cu ad rá tic a  efectiva tonga la  form a canónica

(2) d‘*p

<9 ¿ J  [2-k Y

E ntonces, com parando  con {;V7í>), cerca de los polos del m esón tendrem os

{ p ' ^ ^ m l ) Z ¡ ^  =  G , { p \
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3.4. P ropiedades hadrónicas

y de  e s ta  form a, las co n stan tes Zp que renorm alizan  las funciones de  o n d a  están  

d ad as  por

(3.90)
p2 = ~m2pdp^

con P  =  7t, K , ti y rj'.

F inalm ente , las co n stan tes de acoplam iento  quark-m esón Gpq  es tán  d ad as  po r los 

residuos de los propagadores en los polos correspondientes,

G p ,  -  (3.91)

3.4.2. C onstantes de decaim iento débil

P or definición, las co n stan tes de  decaim iento  débil de  los m esones pseudoescalaros 

es tán  d ad as  p o r los elem entos de  m a triz  de las corrien tes axiales A'^{x) en tre  el vacío 

y  los estados de cad a  m esón renorm alizados, en los polos del p ropagador:

< 0 |A “ (0 ) |¿ 6 (p )> -¿ /a b P f ,.  (3.92)

P a ra  a , fc =  1 , . . . ,  7, las constan tes fab pueden  escribirse com o con =  n  para  

a ~  1 .2 .3  y  ó  — K  p a ra  a =  4 ,5 ,6 ,7 .  P o r el con trario , como sucede con la  m atriz  

de ma.sas, las co n stan tes de decaim iento  están  m ezcladas en el sec to r a  =  0 ,8.

P a ra  ob ten er la  expresión de  la corrien te  axial, hay que realizar transform aciones 

de gauge en  la  acción efectiva S e  in troduciendo  u n  con jun to  do cam pos de gauge 

axiales P a ra  u n a  teo ría  local, este  p rocedim iento  puede hacerse sim plem ente 

reem plazando

->  +  íPaA"; F u - i i s A a ,  (3.93)

pero  com o en nuestro  caso estam os tra b a ja n d o  con cam pos no locales, tendrem os 

que realizar un  reem plazo adicional, sim ilar al caso de dos sabores de la  ecuación 

( i.:-)!!), pero  con la  diferencia de que la función \V a{x ,y)  ah o ra  e s tá  d a d a  por

W , ( x , y )  -  P e x p ( ^ ' r , ^ “ (5)ds^), (3,94)
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3.4. Propiedades hadrónicas

donde s rep resen ta  un  cam ino a rb itra rio  que conecta x  con y.

U na vez o b ten id a  la  acción efectiva de  gauge con estos reem plazos, la corrien­

te  ax ial se ca lcu la derivando es ta  acción con respecto  a  A ‘̂ {x),  y  evaluando d icha 

derivada en A“ ( i )  =  0. E ntonces, derivando las expresiones re su ltan te s  con respecto  

a  los cam pos m esónicos renorm alizados, u no  puede finalm ente identificar las corres­

pondientes co n stan tes de decaim iento  débil de  los m esones. D&spués de u n  extenso 

cálculo, encon tram os que las co n stan tes de  decaim iento  del pión y  del kaón están  

d ad as  por

(3.95)

(3.96)

donde

r  i  2\
- M p  ) -

Nr

d*q
9{q)

[q )].p
[(g+)2 +  M 2(9+)]({9-)2 +  M j { q - )

+

d^q

{2Try

d‘'q

2g(g)-5 (<? ) - 9 ÍQ'*')
AÍ.(9)

+  m H q)]

g{q){{a, +  aj)g{q) -  á ig { q ')  -  ^}9Í<Í^)
{2nY

[q^.q- + M j{q-)M j{q+ )

{ q - y  +  M f i q - M q - ^ y  + M f{ q ^ )

donde nuevam ente,

q ^  Mi{p) ^  m i  +  Oig{p), i =  u ,d , s .

(3.97)

(3,98)

E n  el caso del s is tem a i] — rj', pueden  definirse dos co n stan tes de  decaim iento  

débil p a ra  cad a  com ponen te a  =  0 ,8 de  la  co rrien te  a x ia li’-^ que pueden  escribirse 

en función de  co n stan te s  fab y  de los ángulos de  m ezcla 9,, ,̂,' definidos en (3.87) como

=  [A 8 ( - m ^ ) c o s ( 5 ^ ) - /a o ( - m 5 ) s in ( 0 ^ ) ] ^ y ^  (3.99)

(3.100)
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3.4. P ropiedades hadrónicas

F ina lm en te , laa co n stan tes de decaim iento  fao p a ra  u. 6 =  0 , 8 es tán  re lacionadas con 

las f i j  definidas en (-I por

U p ^) = + U Á P %  (3-101)

U p n  -  ^{2fuu{p^) +  U p %  (3.102)

/os(p^) -  /eo(p^) -  ^ \ U u ( p ^ )  -  f$ Á P %  (3-103)

E n  análisis fenom enológicos, las co n stan tes de decaim ien to  p a ra  rj y  rj' u sualm cnie 

e s tá  p a ram etrizad asl ’ '' según

/ J  =  /8COS08; / J  =  - / o  sin 08,

/ J  =  /asinélg; / J  =  -foCOsOg. (3.104)

3.4.3. Decaim iento anómalo a dos fotones

P a ra  ir m ás allá  en el análisis de decaim ientos de  m esones livianos pseudoescala- 

res, evaluarem os el decaim iento  anóm alo  a  dos fotones de  n^,r¡ y  r¡'. E n  general, las 

am plitudes correspond ien tes pueden ser escritas com o

A { P ^  7 7 ) -  (3.105)

donde P  — TT^,ri,T¡\ y  ki,Ei son estados p a ra  el m om ento  y la  po larización  respecti­

vam ente de  los fotones salientes.

E n  el m odelo N JL  no local b a jo  consideración, los coeficientes gp-,^ e s tán  dados 

p o r las in tegrales de lazos de los quarks. A dem ás el d iag ram a de “triángu lo” usual, 

d ad o  por u n  lazo de q u ark  cerrado  con vértice co rrespond ien te  al m esón y  los dos 

respectivos a  los fotones, en el p resen te  esquem a se tien e  u n  segundo d iag ram a^" ' 

en el cual uno de los vértices quark-fo tón  surge de  la  con tribución  no  local deb ida  

al reem plazo

9 Íy  -  z ) W a {y ,x )g {y  -  z )W a { x ,z ) ,  (3,106)

donde W a { x ,z )  e s tá  d ad a  en la ecuación ('l-fil), pero  en este  caso F “ =  Q,  es decir 

el operador de  carga  eléctrica. La sum a de am bos d iag ram as p a ra  los decaim ientos
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3.4. P ropiedades hadrónicas

de Tt°.T] y  T]' produce

3 \/3

1

e . , ,  =  I u { m l ) z y \  (3.107)

g ^ . ,  =  ^  [[5 /„(m J) -  2 /,(m J)]co s0 ^  -  V 2[5/^{m J) +  /,{m 5 )]sm ^ „  2■y^

(3,108)

5/u(m 5,) -  2 / ,(m J /) ] s in 0 -̂ +  \ /2{51^{ml,) +  /«(m j-)] c o s0„'9v't i  ~ 3v/3
7 I/2 

(3.109)

donde las in tegrales de lazo / / ( m p )  e s tán  d ad as por

r : N r

If{rn%) =  

d^q g{q +  [k¡ -  k 2 ) ¡ 2 )

3 V  {2nY  (g2 +  M}{q)]\{q  +  h f  +  M ) { q  +  ¿ ,)l((g  -  +  M j{ q  -  k^)

M f{ q  -  fcj) -  M f j q )  A //(g  +  fci) -  M f{q)

(k2.q) {kvQ)

(3.110)

E n  el s is tem a en  reposo del m esón, los im pulsos de  ios fotones k\  y ¿2 pueden ser 

escritos ten ien d o  en  cu e n ta  las leyes de  conservación com o

de donde se ob tiene  que

(3,111)

(3.112)

3.4.4. Resultados numéricos

M ostrarem os aqu í ¡os resu ltados obtenidos, luego de ca lcu lar num éricam ente las 

ecuaciones desarro lladas en  la  subsección an terio r, a ju s tan d o  los p arám etro s  del 

m odelo {rris.A, G  y  H ),  de  m an era  ta l  que el cálculo rep ro d u zca  los siguientes valores 

em píricos: m,r =  139,0 M eV, 771̂  =  495,0 M eV, — 958,0 M eV y /„  -  92,4 MeV. 

La m asa se dejó  com o p a rám etro  libre, pero  siem pre re sp e tan d o  que su valor
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3.4. Propiedades haárónicas

se h a lla ra  d en tro  del rango  de  valores em píricos. Los cálculos se llevaron a  cabo 

u tilizando  un regulador de tip o  gaussiano, dad o  por

-  e x p ( - ^ }  (3.113)

donde A es un uno de los p arám etro s  libres del m odelo que hace las veces de cut-o ff  

covariante p a ra  el rango  de m om entos. De e s ta  m anera , se ob tu v iero n  los resu ltados 

que se m u estran  en las tab la s  donde tam b ién  se incluyen, en los casos en

que esté  d isponible , los valores em píricos de  las m ag n itu d es listadas.

E l rango de  valores u tilizados p a ra  la m asa  dol quark  up, ni^  fue elegido de  m an era  

ta l  que, adem ás de  e s ta r  d en tro  de los valores fenom enológicam ente aceptab les, nos 

asegurara  un correc to  funcionam iento  de  los p rog ram as de  cálculo. E sto  nos llevó a  

u tiliza r 5,0 M eV <  <  5,75. F uera  de  este  rango  encon tram os que re su ltab a  

m uy difícil a ju s ta r  los p arám etro s  del m odelo sim u ltáneam en te  a  to d o s los valores 

retjueridos debido  a  que los resu ltados fluctuaban  en g ran  m anera.

E xam inando  la  ta b la  puede verse que, p a ra  los valores elegidos de los 

resu ltados p a ra  los condensados (üu) se en cu en tran  d en tro  del rango  de valores m en­

cionados en la  li te ra tu ra  (ver valores y  referencias en re í.! ''! ) . Los valores obtenidos 

p a ra  las m asas d inám icas de los qu ark s Mi,{0) y  A /í(0), son sim ilares a  los valores 

o b ten idos en  la  m ayoría  de los m odelos efectivos^ ''1, Los valores ob ten idos p ara  

las co n stan tes de  decaim iento  débil del kaón y  del m esón r/ son tam b ién  fenomenológi- 

cam cntc aceptab les. E n  p articu la r, el valor ob ten ido  p a ra  el cociente J k ! f-n ss sig­

n ificativam ente m ejor que el ob ten ido  en el m odelo N JL  local, donde las constan tes 

de  decaim iento  del kaón y  del pión son ap rox im adam en te  i g u a l c s l e n  con traste  

con la  ev idencia experim ental.

El p rob lem a de  defin ir y  d e te rm in a r fenom enológicam ente los ángulos de  m ezcla 

y  las co n stan te s  de decaim iento  p a ra  el s is tem a íj — 77'  h a  sido reexam inado  variaa 

veces en la  li te ra tu ra  (v e r l’ '̂ , p o r ejem plo). E n  general, se tien e  que lid iar con dos 

tipos d iferen tes de ángulos de  m ezcla y  cu a tro  co n stan tes de  decaim iento  

No o b stan te , según se aclaro  al final de  la  sección 1.2 es usual p a ram etriza r la 

m ezcla en tre  am bos estados de m esón y las co n stan tes de decaim iento  u tilizando

59



3.4. Propiedades hadrónicas

T a b la  3 .3 : Lisia de sets de parámetros (identificados por la masa del quark 

u), y valores obtenidos para las propiedades de materia de hadrones en el 

modelo N JL  no local en SU{3) de sabor a T  = 0. Se tomó como parámetro 

libre (acorde con el rango de valores obtenidos empíricamente) la masa del 

quark u  (mu), mientras que los parámetros m s ,^ - ,G  y H  se ajustaron de 

manera tal que reproduzcan los valores e m p í r i c o s ^ d e  las masas del pión, 

del kaón y del mesón r{ y de la comtante de decaimiento débil del pión 

(valores marcados con un  * en la tabla .i'.4)-

M agnitud Sets de  p arám etro s

mu MeV 5.0 5.36 5.5 5.75

m ¡  MeV 

A M eV

119.2

842.9

13.3

273.7

125.4

797.2

14.2 

266.9

127.7

780.6

14.5

267.2

132,1

752.4

15,0

272.3

[MeV

M eV

A 4 ( p - 0 )  MeV 

A /,(p  =  0) MeV]

252.1

249,7

371.5

605.4

246.0

239.8

397.7

639.2

243.8

236.0

408.7

652,2

240,0

229.3 

429.8

675.4

un sólo p arám etro  (u n  ángulo  de m ezcla llam ado 6) e in troduciendo  dos constan tes 

de  decaim iento  /o  y  f s .  E n  los ú ltim os años, el análisis h a  sido  m ejorado  y  m uchos 

au to res han  considerado la  posible no ortogonalidad  de y

así com o la  de  los es tad o s r¡ y  M edian te las ecuaciones {'.i 104} se ob tuvieron 

los valores p a ra  y  fa  m ostrados en la ta b la  •5,‘t.

E n  nuestro  m odelo, las co n stan tes de  decaim iento  f p  se ca lcu laron  m ed ian te  las 

ecuaciones lll.'5). C om o se m u estra  aba jo , los ángulos de m ezcla Sg y  9q son

en  general d iferen tes, al igual que lo que ocu rre  con lo ángulos í?,, y  9^- ob ten idos a 

p a r tir  de  (3.S7). N o ta r que esto  es consecuencia de  la dependencia  (algo m arcada)
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T a b la  3 .4 : Resultados numéricos obtenidos para las pwpiedades mesónicas 

estudiadas: las masas de los mesones pseudoescalares, los ángulos de mezcla, 

las constantes de acoplamiento quark-mesón, de decaimiento débil y de de­

caimiento anórnalo mesón  —* 7 7 . Se tabula además la masa del quark u, 

para tomar como referencia y poder relacionar con el conjunto de parámetros 

de la tabla <.

M agnitud Sets de  p arám etro s Valorea em píricos

M eV 5,0 5,36 5,5 5.75 (3.4-7.4)

m„ M eV 139,0* 139,0* 139,0* 139.0* 139

niK MeV 495.0* 495,0* 495,0* 495,0* 495

m,, M eV 523,3 519,2 518,5 518,5 548

m ; M eV 958.0* 958.0* 958,0* 958,0* 958

6jj [grados -2,3 -3,2 -3,4 -3,3 -(10-20)

6'  ̂ g rados -40.3 -36.6 -35.7 -34.6

Gng 3.98 4.27 4.39 4.62

4.30 4.68 4,83 5.12

Gr¡q 3.93 4.28 4.42 4.69

Gfl'q 2.83 2.99 2,98 2,81

u M eV 92,4* 92.4* 92,4* 92,4* 92.4

Í K ¡ f i , M eV 1,17 1,16 1,16 1,15 1,22

f v ^ l  f T MeV 1.14 1.13 1.13 1,12 (1.17-1.22)

U / U  [MeV] 0.16 0.17 0,18 0,18 (0-11-0-37)

M f .  [MeV] -0,5 -0.481 -0,47 -0.43 -(0.42-0.46)

M í ,  M eV 1,16 1.12 1.1 1,03 (0.98-1.16)

ÍÍti—■7T ¡GcV -^1 0.076 0,076 0.075 0.075 0,075±0,005

[GcV -2 0,087 0,089 0.Ü89 0,088 0,067±0,006

5t)'—77 [GeV 1 0.125 0,114 0.109 0,095 0,116±0.005
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en de las funciones C¡j{p^) y fxj{p^),  definidas en {.5,(¡9) y ) respectivam ente.

T a b la  3 .5 : Resultados numéñcas obtenidos para los ángulos de mezcla 9o,g 

y las constantes de decaimiento débil /o,s obtenidos a partir de (>. lo.i) para 

comparar nuestros resultados con los mencionados en la literatura. Se mues­

tra además la masa del quark u,  ttiu para tomar como referencia y poder 

relacionar con el conjunto de parámetros de la tabla i. l.

M agnitud Sets de parám etros Valores em píricos

mu M eV 5,0 5,36 5.5 5.75 (3,4-7.4)

grados 

6o grados

-23.6

-7,7

-23.2

-8.8

-22.6

-9.2

-20,9

-9,7

-(22-19)

f s / U  ¡MeV 1.24 1,23 1,22 1.20 (1.2-1.4)

f o / U  MeV] 1.17 1.14 1,11 1,05 (1.0-1.3)

Tam bién es im p o rtan te  d es tacar que se ob tuvo  u n a  m uy b u en a  predicción p a ra  la 

E n  este  sen tido , el m odelo no  local m u estra  u n  m ayor grado  de  consistencia  en 

com paración con el m odelo N JL  local es tán d a r, donde los m om entos de los quarks 

en el d iag ram a anóm alo  d eb e ría  ir m ás allá  del lím ite  de  co rte  p a ra  ob ten er un buen 

acuerdo  con los valores experim entales.

Se com pararon  adem ás los resu ltados ob ten idos con los publicados p a ra  un  

m odelo N JL  no local y efectivo en SU {3)  que, en  lugar de  u tiliza r el m odelo efectivo 

de  in tercam bio  de  un gluón, se u tilizó  el m odelo de in stan tones descrito  e n l 'l  Se 

encon tró  que los valores obten idos m ed ian te  los dos m étodos son re la tivam ente  cer­

canos. E sto  nos lleva a  suponer que am bos m odelos ra su ltan  equivalentes, ta l como 

se p ropone en^'l.
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3.A. Apéndice: Bosonización

3 .A .I. Bosonización del modelo a dos sabores

P a ra  el caso del m odelo no local a  dos sabores de quarks y con W F R , consideram os 

la función de partic ión  correspond ien te  Z  =  J  'P t 'D ip ex p l—Sg] (con S e  d ad o  en  la 

ecuación (i’>.ló)), e in troducim os los cam pos m esónicos y  {escalares y

pseudoescalares respectivam ente), ju n to  con los cam pos auxiliares 5 i,2(x) y  P {x) .  

E sto  puede hacerse m ed ian te  el uso de  las igualdades

F { j , { x ) J { x ) \ =  /  V o i V i r V S i V P F [ S , { x ) , ñ x ) X

exp J dV {(7i(x )[5 ,(x )  -  +  í ( x )  ■ [P (j:) - ,  (3A.1)

exp

^ b ' p W ]  =  j  V a 2 V S 2 F [ S 2 { x )

d‘*i{(72(a;)[52(x) -  jp (x ) ] + ) (3A.2)

d onde ja (x )  de la ecuación {'{.Ifi) h a  sido sep a rad a  en sus com ponentes escalar- 

isoescalar j \ { x )  y  pseudoescalar-isopseudoescalar j (x ) .

In tegrando  sobre los cam pos ferm iónicos obtenem os

í  V a i V a i V f d Q t Á  í  V S 1 V S 2 V P  exp{ í  d‘̂ x{a^Si +  (72S2 +  n ■ P ) ) x

exp
\

d\x | ( 5 , 5 , + 5 2 5 ,  +  P . p ) , (3A.3)

donde el o p erad o r A ,  en el espacio de  m om entos, se lee

A(j)yp') =  { - ^  +  m){2-nyS^‘' \ p - p ' )  

+9Í^-^)Wi íp' -P) + hhT ■ í (p '  -  p)] 
p  -f p' J )  +  jí'

(3A.4)

F ina lm en te , in teg ran d o  en  los cam pos auxiliares, y  pasan d o  to d o  a  espacio de 

m om entos se o b tien e  la  acción euclídea bosonizada, d a d a  en la  ecuación (3, IS).
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(3A.5)

3.A .2. Bosonización del m odelo a tres sabores

P a ra  el caso del m odelo no local a  tres  sabores de quarks, la  función de  partic ión  

puede ser bosonizada in troduciendo  los cam pos de  m esones escalar aa{x)  y 

pseudocscalar n-Q(x), ju n to  con los cam pos auxiliares S a ( i )  y  Pai^:). y  u tilizando

=  j  V ( T , V n ^ V S , V P , F [ S , i x ) , P , ( x ) ]  x  

exp d‘'a:{(T„(3;)[£ 'a(i) -  jf(a ;)]  +  7t„{3:)[Po(3:) -  j f ( x ) ] }  .

E n  e s te  caso, in teg rando  sobre los cam pos ferm iónicos obtenem os

^bos _ j  'paa'DTTadetA J V S a V P a  exp( j  d*x{aaSa +  TraPa))x 

exp d^x

donde el o p erad o r A  es, en  el espacio de m oraentas,

M p ^p ') =  ( - ^  +  rn)(2TT)^5^''\p -  p') +  g{¡^)Xa[<7{p -  p’) +  hb-^{p -  P)]-  {3A.7)

Si H  =  O, el exponen te  en la  segunda línea de  (:)A-(i) sería  cu ad rá tico  y  p o r lo 

tan to , d icha in teg ra l p o d ría  resolverse en form a exacta . C om o este  no es el caso, 

debem os u tiliza r la  aproximación de fase  estacionaría  (A F E ). E n  e s ta  aproxim ación

^  g ( / ^aSa-^^aPa-^^{S*íSa+PaPrt)-^^^attc{^aShSt:-^3SnPl,Pc) ^

~  g ( ; 'f ‘l[f'aSa+7r„A.+ f(Sa5<. + PuPa)+-^-4atr(5a5t,Sr-35aAPc)])  ̂ (3A.8) 

donde 5a{(r¡,, ttc) y Pa{cri„ tTc) m in im izan  el in tegrando , as decir, satisfacen

— {SaSa +  PaPa) +  ~^Aabc{SaSi,Sc ~  ZSaPbPc) (3A.6)

d X
Ó5q ,

+  — j4Qbc(Sa5),5c — 3SaPbPc) =  0 (3A.9)
Sa,Pa=Sa,Pa

SPr,
d^x (^aSa +  +  ^ { S a S a  +  P^Pa)

H
+ -^Aabc{SaSbSc -  iSaPbPc) =  0

So I  Pa =Sa, Pa
(3A.10)
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3-A. A péndice: Bosonización

realizando estos cálculos se obtiene

+  G S ,  +  ~  PtPc) =  O, (3A.11)

7T. +  G P ,  -  -  O- (3A.12)

P or lo tan to , luego de ap lica r la A F E  nos q u ed a  la  acción efectiva boson izada que 

se m u estra  en la ecuación (,'í 'jD).
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Capítulo 4

M odelo no local a dos sabores con 

renormalización de la función de 

onda a temperatura y potencial 

químico finitos

"investigar es ver  lo que todo el mundo ha visto, y peiisar lo que nadie más  

ha pensado."

A lbert Szent G yorgi (1893-1986) m édico húngaro .

E n  este  cap ítu lo  ex tenderem os e! m odelo no local de  dos sabores de  quarks al 

régim en de te m p e ra tu ra  T  y  po tencia l quím ico finitos, con lo cual podrem os 

e s tu d ia r  las predicciones del m ism o p a ra  la  transición  de  fases q u ira l y ana lizar 

los d iag ram as do fase correspondientes. E n  la  incorporación de la  te m p e ra tu ra  se 

u tilizó  el form alism o de M atsu b a ra  o de  tiem po im aginario , que será  explicado en la 

sección 1.1. A dem ás se tuvo  en cu e n ta  el acoplam iento  al Loop de Polyakov, cam po 

que tiene en cu e n ta  las in teracción  de  color, y  cuyo form alism o será  p resen tad o  en la 

sección 1.2, F ina lm ente , se incluyó en este  estud io  la renorm alización de la función de
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4.1. Form alism o  de M atsubara o de tiem po  imaginario

on d a  (W F R ), de m an era  sim ilar a  lo hecho p a ra  te m p e ra tu ra  y  po tencia l quím ico 

nulos, en la  sección P ero  an tes  de  describ ir el m odeio en sí, com entarem os 

b revem ente las bases del form alism o utilizado.

4.1. Formalismo de M atsubara o de tiem po ima­

ginario

El com portam ien to  estad ístico  de u n  sistem a cuántico  en equilibrio  térm ico se 

e s tu d ia  generalm ente a  través de su  función de partic ión , d ad a  por

2 ( 0 )  =  T r M ,  (4.1)

donde la  t ra z a  es la su m a  sobre todos los valores de expectación  en cua lqu ier base 

com pleta , es la inversa de la  te m p e ra tu ra  de equilibrio  (asum im os que la constan te  

de B oltzm an  es fc =  1, de lo con tra rio  /3 =  l / k T ) ,  y  p  rep resen ta  la  m atriz  densidad  

del sistem a, d a d a  p o r

p(3 )  ^  T re x p (- /? í i : ) ,  (4.2)

donde Tí co rresponde al H am ilton iano  aprop iado  p a ra  el ensam ble elegido. Así, por 

ejem plo, p a ra  el ensam ble g ran  canónico tend rem os que

n  =  H -  i iN .  (4.3)

con H  y N  los operadores del H am ilton iano  dinám ico y  núm ero  de estados respec­

tivam en te  p a ra  el s is tem a en estudio , y  ^  es el po tencia l quím ico.

U na vez o b ten id a  la  función de  p artic ió n  y  la  m atriz  densidad , el p rom edio  en el 

ensam ble de un observable cua lqu iera  A ,  se define por

L a  idea básica del form alism o de M atsu b a ra  o de  tiem p o  im aginario  es que estos 

valores de  expectación  de  operadores en  u n  ensam ble térm ico, se pueden  reescribir 

com o valores de  expectación  en teo ría  cu án tica  de cam pos, donde la  configuración
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4.1. F orm ñhsm o de M atsubara  o de  tiem p o  jjnagi/iario

evoluciona en u n  tiem p o  im aginario  t =  iQ. De e s ta  form a, se puede cam biar a  un 

espacio-tiem po con s ig n a tu ra  euclídea, donde la tra z a  de  ( 1 . 1) lleva a  requerir que 

todos los cam pos bosónicos y  ferm iónicos sean respectivam ente  periódicos o an ti­

periódicos con respecto  a  la  dirección del tiem po  euclídea, con period ic idad  Q. En 

el espacio de m om entos, esto  conduce al reem plazo de frecuencias con tinuas por 

frecuencias d iscre tas, conocidas como frecuencias de M atsu b ara , d ad as  por

■ 2717T
——  p a ra  bosones

------—------ p a ra  ferm iones

E sto  se puede com prender fácilm ente d en tro  del con tex to  de in tegrales de  cam ino. 

P a ra  ello necesitam os recordar prim ero la  am p litu d  de transic ión  en teo ría  de cam pos 

a  te m p e ra tu ra  cero, cuya represen tación  funcional e s tá  d ad a  por

{0 ( f , , í , } |0 ( f a , Í 2}) -  =  N '  j (4.6)

donde ¡p es la  variable de cam po, N '  u n a  co n stan te  de  norm alización y  5  la  acción, 

definida por

5[(í.l ^  dt j  S x L  (4-7)

con C  rep resen tando  la densidad  lag rang iaua  ap ro p iad a  p a ra  el sistem a.

L a in teg ra l funcional o  in tegral de cam ino, en este  caso, e s tá  defin ida sobre 

cam inos que satisfacen  que

'JÍ(X2, Í 2) -  c¿2 (4.8)

y  los p u n to s  finales se m an tiene fijos (no se in tegran).

D adas las tres  ú ltim as ecuaciones es fácil ver que identificando  ¿i -  ¿2 =  se 

puede escrib ir la función de p artic ió n  p a ra  cualquier s is tem a cuán tico  com o

Z Í 0 )  =

= N ' J (4.9)
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4.1. Form alism o  de M atsubara o de tiem po imaginario

donde S e  e s tá  re lacionada a  la  acción euclídea (tiem p o  im aginario) según

S e  =  S e  +  0 I i N  =  d r  j  d ^ x C E + 0 I ^ N .  (4,10)

A dem ás, se asum e que los cam pos satisfacen las condiciones (an ti)periód icas

<^(x,/?) =  ± 0 (£ ,O ) , (4.11)

depend iendo  si las variables de  cam po son (ferm iónicas) bosónicas.

D ebem os re sa lta r que el con to rno  de in tegración en  el p lano  de tiem po com plejo, 

en este  form alism o, es a  lo largo del eje im aginario  negativo, com o se m u es tra  en 

la figura 4.1. Sin em bargo, tam bién  existe el form alism o a  tiem po  real que, si bien 

no será  desarro llado  aq u í (ya que no fue u tilizado  en este  trab a jo ), se puede seguir 

en deta lle  en las referencias^’' ”'"'!. A dem ás, las reglas de Feynm an se pueden  ex trae r

F ig u r a  4 .1 : Contomo de integración en el plano tiempo complejo en el 

foimalismo de tiempo imaginario.

de la  in tegral de cam ino y  los vértices son los m ism os que en  la teo ría  euclídea a  

te m p e ra tu ra  cero. Sin em bargo, los propagadores ah o ra  corresponden a las inversas 

do los operadores de  la  p a r le  cu ad rá tic a  del lagrangiano, definido en un  espacio de 

funciones (an ti) periódicas. E sto  d a  al p ropagador u n a  dependencia  no trivi^U con la
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4.2. E l Loop  de FoJynkov

tem p e ra tu ra , esto  es, en este  form alism o el p ro p ag ad o r no tiene u n a  descom posición 

sim ple en u n a  p a r te  a  te m p e ra tu ra  cero y  o tra  genu inam ente  depend ien te  de la 

tem p e ra tu ra , ta l  com o ocurre en el form alism o a  tiem p o  real.

E n  resum en, el form alism o de M atsu b a ra  p ropone la  sigu ien te su stitu c ió n  en las 

ecuaciones correspondien tes los m odelos descritos en el cap ítu lo  anterior:

/á.™> =
00 r f i -  

n= “00

donde F{q)  rep resen ta  cu a lq u ie ra  de los in tegrandos que aparecen  en las expresiones 

asociadas a  dichos modelos,

4.2. El Loop de Polyakov

El Loop de Polyakov fue p ropuesto  p o r A .M . Polyakovl'''! com o u n a  aplicación 

del loop de W¡lson^*’“̂  al p rob lem a de propiedades té rm icas  de cam pos de  gauge, 

en p a rtic u la r  com o u n  m ecanism o que exp lica ra  el deconfinam iento  de  qu ark s a  u n a  

c ie r ta  te m p e ra tu ra , conocida com o te m p e ra tu ra  de deconñnam iento . P a ra  explicarlo 

m ejor p rim ero  deberem os com entar b revem ente las s im etrías que son ten id as  en 

cuenta.

4.2.1. Sim etría global Z(N) en SU (N )

Siguiendo el tra b a jo  de t ’H ooftl'’ '), en u n a  teo ría  de gauge local en  S U { N )  aparece 

u n a  s im e tría  g lobal Z { N ) .  P a ra  ver esto, partim os de u n a  d en sid ad  lag rang iana , que 

incluya la  in teracción  do los quai'ks con los cam pos gluónicos

C ^ ^ T r G %  + w H ‘D,iP, (4.13)

donde

D ^ = d , , - i g A ,  . G V . - — (4. 14)
^9
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4.2. E l Loop  de  P oiyakov

con los generadores de S U { N )  norm alizados com o Tr(í'^,/*) =  S°-^ /2 .  

E ste  lag rang iano  es invarian te  an te  transform aciones de gauge S U ( N ) ,  Q. d ad as  por

(4.15)

Al ser u n  elem ento  de  S U { N ) ,  f2 satisface que

Ü^Ü =  a , detí^ =  1. (4.16)

D ado que Q es u n a  transfo rm ación  de gauge local, es en  general u n a  función dol 

espacio-tiem po-

C onsiderem os u n a  transfo rm ación  de gauge d a d a  p o r u n a  fase co n stan te  p o r la 

m atriz  unidad;

U, =  e ~ ' n .  (4.17)

P a ra  que e s ta  transfo rm ación  sea  un elem ento  de S U { N ) ,  el d e te rm in an te  debe ser 

igual a  uno, lo cua l requiere que

. j  =  0 , l , . . . ( W - l ) .  (4.18)

d ado  que un núm ero  en tero  no puede cam biar en form a con tin u a  de un  p u n to  a  o tro , 

esto  define u n a  s im e tría  global Z { N ) .

4.2.2. a tem peratura finita

Al ser un sub g ru p o  de  las transform aciones de  gauge, las ro taciones dol g rupo  

Z { N )  son siem pre u n a  s im e tría  del L agrangiano, o con q u ark s ' o sin  ellos. Sin 

em bargo, verem os luego que en p resencia de  quarks d inám icos, las ro taciones de 

Z { N )  no  son u n a  s im e tría  de  la  teo ría  y a  que estas violan las condiciones de  borde 

requerida-s.

T rab a jan d o  en espacio-tiem po euclídeo a  u n a  te m p e ra tu ra  T , la coo rdenada de 

tiem p o  im aginario  r  es de extensión fin ita, r: Q —* 0  =  1 /T .  Las condiciones de

' C on  es to  m e refiero a l segundo  té rm ino  de la  densidad  lag rang iana  d e  la  ecuación ( 1 .1 -í) •
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4.2. E! Loop  de  PoJyakov

borde que deben  satisfacer los cam pos están  d ad as p o r la  es tad ís tica  p ro p ia  de cada 

uno de  ellos. E s to  es, los gluones (bosones) deben  ser periódicos en  r ,  m ien tras que 

los qu ark s (ferm iones) d eben  ser anti-periódicos:

^ , í ^(f , / 5)  - ( 4 . 1 9 }

O bviam ente , cualquier transfo rm ación  de gauge que sea periódica en r  re sp e ta  es­

ta s  condiciones de borde. Sin em bargo, t ’H ooft encon tró  que se puede considerar 

trasform aciones de  gauge m ás generales, las cuales son periód icas a  m enos de fie.

Q ( x , / 3 )  =  r i c  . f l ( x , 0 )  =  l .  (4,20)

Los cam pos de color ad ju n to s  son invarian tes an te  e s ta  transfo rm ación , m ien tras 

que los que es tán  en  la  represen tación  fundam en tal no lo son:

-  Q M x , / 3 ) n ,  =  A ^ ( x ,3 )  =  (4,21)

^ ” ( f ,  ¡3} ^  /3) =  e"^tp(x. /3) ^  - t/^(x ,  0). (4.22)

A quí se h a  u tilizado  el hecho de que n c , al ser u n a  fase co n stan te  p o r ¡a m atriz  

u n ita ria , co n m u ta  con cualquier m atriz  de  S U ( N ) .  E n  consecuencia, las teo rías  de 

gauge S U { N )  puras tien e  u n a  sim etría  global Z { N ) ,  la  cual es d e s tru id a  al incluir 

qu ark s  dinám icos.

E n  la  teo ría  de  g luones pu ra , un  p a rám etro  do orden  p a ra  la  s im etría  Z ( N )  se 

construye u tilizando  la  línea de  W ilson térm ica:

\í  f  \
L { x ) = 'P e x 'p  í g  /  A o { x , t ) ( Í t  , (4.23)

\  J q /

donde g  es la co n stan te  de  acoplam iento  de gauge, y  A q es el vector po tencia l en la 

dirección tem pora l. E l sím bolo V  d en o ta  o rdenam ien to  de  cam ino, de  m an era  que la 

línea de  W ilson té rm ica  tran sfo rm a como u n  cam po ad ju n to  an te  transform aciones 

de gauge S U { N )  locales;

L { x ) ^ Ü \ x , l 3 ) L { x ) i ' l { x , ( } ) .  (4.24)
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4.2. E l Loop  de  P olyakov

El Loop de Polyakovl'’’! ge define com o la  tra z a  de  la  línea de  W iison térm ica , y  es 

p o r lo tan to , invarian te  de  gauge:

1 í  \
<t>{x) = — T xL  -  N  ‘T r P e x p i í g  /  A o (i, r ) d r  (4-25)

^  \  JQ J

A nte transfo rm aciones globales Z { N ) ,  el loop de Polyakov 0  trasfo rm a como un 

cam po con ca rg a  uno:

(4.26)

A m uy a l ta  te m p e ra tu ra , la  teo ría  es casi idea) (g v  0), p o r lo que se esp eraría  

que {(f)) ~  1, Sin em bargo, el vacío p erm itid o  exh ibe  u n a  degeneración de  N  hojas. 

E sto  es,

(^ ) =  e x p ( | ^ ) ^ o  . j = 0 , l , . . . , ( A ^ - l ) ,  (4.27)

donde 0o es u n a  función real, que adem ás cum ple que <po -*  i  cuando T  -*  oo. 

C ualqu ier valor de j  es equivalente, por io que la  elección usual re su lta  en la  ru p tu ra  

esp o n tán ea  de la s im etría  global Z { N ) .

A te m p e ra tu ra  cero, el confinam iento  im plica que 4>o se c a n c e l a P o r  lo tan to , 

debe ex is tir cierto  valor de te m p e ra tu ra  a  p a r tir  del cua l <po d e ja  de ser nu lo  y 

se produce el deconfinam iento. E sto  es

(¿0 =  0 s i  T  < Te,
(4.28)

00 >  O s i  T  > Te.

C om o es h ab itu a l, si 0o se vuelve d is tin to  de  cero en fo rm a co n tin u a  alrededor 

de  Tr, la  transic ión  es de segundo orden; m ien tras que si sa lta  de  golpe en Te. es de 

prim er orden. Lo que re su lta  atíp ico  es que la s im etría  Z { N )  esté  expon táneam en te  

ro ta  a  a lta s  tem p e ra tu ra s  en lugar de  esta rlo  a  b a jos valores de T .  No en trarem os 

en  la  discusión de este  asun to  aquí, pero  si se desea ver u n a  explicación heurística, 

se puede co n su lta r la ref.

P or o tro  lado, en presencia de  qu ark s d inám icos la s im e tría  Z { N )  e s tá  exp líc ita­

m ente ro ta . E n  este  caso entonces, el loop de  Polyakov d e ja  de  ser un  p arám etro  

de orden  riguroso, pero  sirve aú n  com o indicador de  un  crossover ráp id o  hac ia  el 

deconfinam iento.
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4.2. E¡ Loop  de Polynkov

Desde hace algunos años, se h a  desarro llado  u n a  ex tensión  del m odelo N JL , in ­

cluyendo en  el m ism o la  d inám ica del loop do P o lyakov l'"I La idea  principal es 

in tro d u c ir tan to  el condensado  qu ira l {ipip) com o el loop de  Polyakov <p com o cam ­

pos clásicos y hom ogéneos que acoplen a  los quarks siguiendo las reglas d ic tad a s  por 

las s im etrías y  p a tro n es  de ru p tu ra  de sim etría  de  Q C D , unificando así, los aspec­

to s  de confinam iento  y  ru p tu ra  de sim etría  quiral. Se suele referir a  este  esquem a 

como m odelo P N JL  (N JL  ex tend ido  con loop de Polyakov), el cual describirem os 

b revem ente en la  sigu ien te sección.

4.2.3. Introducción al modelo Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio 

(PNJL)

A fin de facilitar la com presión del m odelo, trab a ja rem o s prim ero con dos sa ­

bores de quarks. La ex tensión  del m ism o a  tre s  sabores será  luego d esarro llad a  en  el 

cap ítu lo  ’i. El lag rang iano  dei m odelo conocido com o Polyakov-N am bu-Jona-L asinio  

(P N JL ), p ropuesto  en la  re f J '' ' ',  tien e  com o ingredien tes básicos el térm ino  de  in ter­

acción de cu a tro  ferm iones del m odelo N JL . el acoplam iento  a  u n  cam po de gauge 

de color de  fondo, que rep resen ta  la  d inám ica del loop de Polyakov:

CpNJL = Í>{hiiD‘‘ - m ) i ¡ }  + ^  -U{<i>[Á\,(fi'[A];T),{A.29)

donde ip =  (í/'u, ipd f '  es el cam po  de quarks,

-  c?" -  a "  y  A>̂  =  6^A^ , (4.30)

con =  —¿<44, E l acoplam iento  del gauge g e s tá  convenientem ente absorb ido  en 

la  definición de  A^{x)  =  donde es el cam po  de gauge de  SU{3),

y Au son nuevam ente las m atrices de G ell-M ann. L a  m atriz  de m asas de  quark  

corrien tes e s m  — diag{rnu, mrf). C om o se m encionara  p rev iam ente, G  es la  constan te  

de  acoplam iento  de  la  in teracción  qu ira lm en te  s im étrica  de  cu a tro  fermiones.

A dem ás, en e! lag rang iano  de (1.2!)) se h a  agregado un térm ino  con u n  potencial 

efectivo expresado  en térm inos de  la  tra z a  del loop Polyakov (1 .2 ') .
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4.2. E l Loop  de  Po¡yakov

E n el gaugc de Polyakov, la  m a triz  del loop de Polyakov se puede expresar en una 

represen tación  diagonal

D entro  de las propiedades generales que d eb e  tener el po tencia l efectivo W, debe 

satisfacer la s im etría  global 2 (3 )  a l igual que el lag rang iano  pu ro  Q CD . Adem ás, 

de acuerdo con resu ltados de  Q C D  en la  red  p a ra  el com p o rtam ien to  del loop de 

Polyakov com o función de la  te m p e ra tu ra  T , el po tencia l U  debe tener un m ínim o 

en 0  =  O a  T  pequeña, m ien tras que a  T  grande, este  d esarro lla  u n  segundo m ínim o, 

el cual p a sa  a  ser el m ínim o abso lu to  p o r encim a de la  te m p e ra tu ra  c rítica  Tq =  270 

M eV. E n  el lím ite T  —• co tenem os que <¡> —> 1. P a ra  el po tencia l efectivo U  se han 

p ropuesto  varias a lte rn a tiv as , la  m ás sim ple de  ellas puede es tu d iarse  enl'"l, en  la 

que se incluye un térm ino  ip^, que refleja la s im etría  Z (3) subyacente;

-  '’j  (í-’ +  0 - “) +  ^  ( ,ÍV )"  (4.31)

con
fT'o\ 2 fTo\

v r y
+ aj [ t ) (4,32)

donde p a ra  ob ten er los coeficientes Qj, se realiza  un a ju s te  del m odelo de m anera  

ta l  que rep roduzca los resu ltados de  Q C D  en  la  red  (ver refJ*' ’!}.

H ay u n a  su tileza  acerca del cam po del loop de Polyakov, cp, y  su conjugado, ó*, 

en p resencia de quarks. A po tencia l quím ico nulo, tenem os que (p =  4)‘ {o sea que 

el cam po  4> es rea l), sirve com o p a rám e tro  de  confinam iento  y  u n  cálculo a  nivel 

de cam po m edio es d irecto . P ero  a  po tencia l quím ico no  nulo, la  s im e tría  Z (3) 

e s tá  ro ta  y  0 difiere de 4>‘ , m ien tras que sus valores de expectación  de vacío (0 ) 

y  (</)*), siguen siendo reales^'^'l P o r ello, es conveniente in tro d u c ir (com o en l'’’‘l), 

$  =  {(/>) y  =  (<¿>*) com o nuevas variables de  cam pos, en reem plazo de 0  y  «;>* en la 

ecuación ( l.;U). E s ta  prescripción  ap rox im ada corresponde a  u n  esquem a de cam po 

m edio m odificado, el cual es capaz de  tener en cu e n ta  la  d iferencia en tre  <I> y  $  en 

presencia de  quarks. A p a r tir  de  e s ta  p ropuesta , surge u n a  nueva fo rm a funcional 

p a ra  el po tencia l efectivo , que preserva la  s im e tría  Z  (3) aún  a  valores de potencial
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4.3. M odelo  n o  local de quarks quiraJes a  tem peratu ra  y  potenciad quím ico fin itos

quím ico finito. La m ism a consiste en: 

W(<E>,T) = - ^ c ( T )  ( 0 0 )  +  b(T)  hi ( 1 - 6  [l>0) +  4 +  0 ^ ) -  3 ($ í> ) ') T" , 

(4.33)

cuyos coeficientes es tán  param etrizad o s según

a (T ) =  Oü +  Qi
/T .N

+  Ü2 b ( T)  = 63
_U)

\ T  J  ^ \ ^  /
y los valores de Tq, y  63 se fijan a  resu ltados del Q C D  en  la  red, resu ltan d o

í n )
T

(4.34)

oo =  3,51 . ü , =  - 2 ,4 7  , 02 =  15,2 , 63 =  -1 ,7 5 . (4.35)

A ntes de con tinuar a  la sigu ien te sección, debem os co m en ta r a lgunas de  las su­

posiciones con ten idas en la  ecuación (4.'29) y  com entar sobre las lim itaciones a  ser 

ten id as en cuen ta . E l m odelo P N JL  reduce la  d in ám ica  de gluones a:

1 . acoplam ientos quirales p u n tu a les  en tre  quarks, y

2. un  cam po de fondo está tico  que rep resen ta  el loop de Polyakov.

Sl“ espera  entonces que este  esquem a pu ed a  tra b a ja r  aolo d en tro  de  un rango lim itado  

de tem p era tu ras . A grandes valores de T , se sab e  que los gluones transversos son 

g rados de  lib e rtad  term od inám icam en te  activos, siendo estos ignorados en el m odelo 

P N JL . Podem os asum ir que este rango de ap licab ilidad  es, en principio, T  <  (2 -  

3)7c. basados en la  conclusión o b ten id a  en la ref. donde se es tim a  que los gluones 

transversos com ienzan a  co n trib u ir significativam ente p a ra  T  >  2,5

4.3. M odelo no local de quarks quirales a tem pe­

ratura y potencial químico finitos

P a ra  este  desarrollo  consideram os el m odelo qu ira l n o  local de dos sabores de 

quarks, incluyendo acoplam ientos de los qu ark s a  los cam pos de gauge de  color. La 

acción efectiva euclídea correspond ien te e s iá  d ad a  por

S f. =  i  d ‘*x \ i> ix ){ - i-y , ,D i,  +  m ) v { x )  -  ja {x ) ja{x)  +  j i^ {x ) jp {x )  +

(4.36)
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donde i/i es el dob lete  de ferm iones p a ra  N j  =  2, tp =  (u ,rf)^ , y  m  =  d ta g { m u ,m 4) 

es ia  m atriz  de  m asas corrien tes de  los quarks. E n  lo que sigue considerarem os 

sim etría  de  isosespín, es to  es m  =  m„ =  rud- E l té rm in o  cinético  incluye u n a  derivada 

covariante D^ =  d^ , ~ d o n d e  -4^ son los cam pos de  gauge de  color, y  el operador 

en el espacio euclídeo se define com o 7  • V  +  74^ ,  con 74 =  ¿70.

E n  lo que sigue asum irem os que so lam ente aquellas can tidades dependien tes do 

varían  con la  te m p e ra tu ra  y  el po tencia l quím ico, es decir, considerarem os que los 

p arám etro s  del m odelo {G, las m asas desnudas y  los reguladores) son independientes 

d e T y  fi.

E n lo que concierne a  los cam pos gluónicos, asum irem os que ellos proveen un 

cam po de color co n stan te  A4 =  íAq = i g 6^¡QG'^X‘̂ / 2 , donde son los cam pos de 

gauge de color. E n tonces, la  t ra z a  del loop de Polyakov, la cual es to m ad a  como 

p a rám etro  de confinam iento, e s tá  d a d a  po r $  =  |T r  e x p ( i0 /T ) , donde é  =  íAq. 

A quí tam bién  trab a ja rem o s  en el conocido gauge de  Polyakov, en  el cual la  m atriz  0  

e s tá  d a d a  po r u n a  represen tación  diagonal (¡> — 03A3 +  (jfgXs. E sto  d e ja  so lam ente  dos 

variables independientes, 03 y  <f>S' A po tencia l quím ico nulo, deb ido  a  las propiedades 

de conjugación de ca rg a  del lagrangiano  de Q C D , se esp era  que el cam po  m edio de 

la t ra z a  del loop de Polyakov sea u n a  can tidad  real. D ado que (¡>3 y  ¡i»» tienen  que 

ser re a le s l'“l, e s ta  condición im plica que c¿>8 =  0. En general, esto  no necesita  ser el 

caso a  f in ito l'’ ' ' ' ’’-’l  Al igual que en las referencias^ ''''''’'' * ' ' asum irem os que e! 

potencial U  es ta l que la  condición (f)s =  0 sea satisfecha, al m enos p a ra  el rango  de 

valores de ^  y  T  a  ser desarro llados en este  cap ítu lo . El cam po m edio del loop de 

Polyakov trazad o  está , p o r lo tan to , dad o  p o r $  =  $  =  [1 +  2 cos{íp3/T ) ] /Z .

E n  este  m arco, el po tencia l te rm odinám ico  a  nivel de  cam po m edio resu lta

4.3. M o d e h  no  ¡oca} de  quarics quiraJes a  tem peratu ra  y  po tencia l quím ico ñn ito s

c ■'P.’i

D onde se h a  usado la  no tación  ab rev iad a

p,n
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4.3. M odeJo no  iocai de qiiarks quirales a  tem p era tu ra  y  po tencia l qu ím ico  ñn ito s

y A /(p) y  Z{p)  es tán  dadas por

M ( p )

Z ip )

Tenem os adem ás que

/  \ 2

\
=

Z{p)  [m +  cr, gijp) 

1 - ^ 2  / ( p ) l “ ‘ ■

(2n +  1)7tT -  2/i +  0£

(4.39)

(4,40)

d onde las can tid ad es  (pc e s tán  dadas po r la  relación 4> =  diag{0r,0g,0fc). E sto  es, 

<í)c =  c <p3 con c =  1 , —1 , 0  p a ra  r, g, b, respectivam ente.

P a ra  este  m odelo se u tilizó  la  fo rm a exp líc ita  del po tencia l efectivo del loop de 

Polyakov d ad a  en la  re fJ '‘'!, d ad a  en  la  ecuación (l.;í:5)

q a c m  g g  vuelve divergente, p o r lo  que necesita  regularizarse. P a ra  ello hem os 

usado  la  m ism a prescripción que en, p o r ejem plo^' I  E s to  es,

ACM
-  +  n 0 ) (4,41)

donde se ob tiene  de la Ec,(l.;57) fijando á i  =  (72 =  O y  es la expre­

sión regu larizada p a ra  el po tencia l te rm odinám ico  de quarks, en  ausencia  de laa 

in teracciones ferm iónicas,

d^p

( ^

/
In

In

1 +  exp
\

E p -  fi +  i4>c 
T

+

/ \  ■
1 +  exp

\ T /  ,
(4.42)

con Ep =  F ina lm ente , la co n stan te  Qo n o ta r  inclu ida  en la Ec.( 1 i 1),

se fija m ed ian te  la  condición de  que se anule p a ra  T  =  /li =  O,

Los valores de los cam pos m edios d \^2 y  ^  ^  u n a  d ad a  te m p e ra tu ra  y  p o ten ­

cial quím ico, se ob tienen  a  p a r tir  de resolver el s is tem a de las tres  ecuaciones del 

“g ap ’’acopladas. D icho sistem a de  ecuaciones se ob tiene de la m inim ización del po­

tencial te rm odinám ico  regularizado, esto  es

d o \ do2
=  0, (4.43)
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•Í.4, TVansjcíoj-jes de  fase en e¡ ¡imite quiral

U na vez ob ten idos los valores de los cam pos m edios, se puede d e te rm in a r el 

com portam ien to  de o tra s  can tidades relevantes com o función de  la te m p e ra tu ra  

y  el po tencia l quím ico. E n  e s ta  caso, estarem os p articu la rm en te  in teresados en el 

condensado de qu ark s qu ira l {qq} y  la  densidad  de quarks p, definida por

n o A C M

al igual que sus suscep tib ilidades correspondientes, esto  es, la  suscep tib ilidad  qu ira l 

Xch y  la  suscep tib ilidad  de  núm ero  de qu ark s Xq> definidas por

d{qq) d p  , ,
d m  ’ d / i '   ̂ ^

F ina lm ente , el calor específico, se exp resa  com o

Q2QACM
C .  -  - T  . (4.46)

4.4. Transiciones de fase en el lím ite quiral

P a ra  investigar los detalles del d iag ram a de fases de  los m odelos no  locales en 

estud io , re su lta  conveniente considerar prim ero el lím ite qu ira l m  =  0. E n  este  lím ite, 

se observa que p a ra  valores del po tencia l quím ico p, suficientem ente pequeños, la 

transición  de restau rac ió n  de  la s im etría  qu ira l es de segundo orden  (a  d iferencia del 

régim en de m asa  fin ita, donde e s ta  transición  es de  tip o  crossover),  cuya tem p e ra tu ra  

c rítica  Te decrece a  m edida que p, au m en ta . A c ierto  valor de  ^  =  p r c p  la transición  

se convierte  en  u n a  de prim er orden. E l p u n to  en  el p lano  T  ~  p  definido por 

(Tt c p í Pt c p ) corresponde al llam ado “p u n to  tric rítico ” (T C P , p o r sus siglas en 

inglés}. P a ra  valores de  >  p t c P', ios correspondien tes de con tinúan  decreciendo 

a  m edida que p  au m en ta , h a s ta  llegar a  ~  0. E ste  p u n to  m arca  el final de la  línea 

crítica , siendo /ic(0) el po tencia l quím ico correspondiente.

E n  lo que sigue nos concentrarem os en  la región de  transición  de  segundo orden. 

E n  e s ta  región, p a ra  un p  d ado , el condensado {qq) va a  cero cuando  la  te m p e ra tu ra  T  

se ap rox im a desde ab a jo  al valor crítico  Tc{p),  a rr ib a  del cual {qq) =  O y  la s im etría
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4.4. lYansic iones de  /a¿'e en el lím ite  q u ú a l

quiral e s tá  re s tau rad a . Así, p a ra  T  ~  Tc(/x) el po tencia l term odiriám ico adm ite  

u n a  expansión  en p o tencias del p a rám etro  de orden  (on este  caso el condensado  de 

quarks), com o verem os en la  sigu ien te sección.

4.4.1. Expansión de Landau y determ inación del punto tri- 

crítico (TCP)

P a ra  derivar la  expansión  de L andau  com enzarem os p o r asum ir que eí po tencia l 

quím ico es ta l que, en el lím ite quiraJ, el condensado  qu ira l se an u la  a  u n a  tem ­

p e ra tu ra  c r ítica  T'c(/i). C om o puede apreciarse en la  F ig u ra  I J, en e s ta  s ituación  el

T (MeV)

F ig u r a  4.2: Ejemplo de transición de Jase de segundo orden en el límite 

quiral y para el Set A. En la figura se ve representada dicha transición tanto 

para el condensado de quarks como para el campo á i .

valor del cam po  m edio d\  tam bién  se aim la. Luego, p a ra  T  ~  Tc{ii) se puede realizar
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4.4. Transiciones de  fase en el lím ite  quíral

u n a  doble expansión  de ec.( l4 1 ) ,  en po tencias de (Ti y m , ob ten iendo

=  n ( ^ , r , $ , í T 2) +  4
8G

- 5 2 i (/x, T . í . a s )

+ 2  S 4 2 Í f^ ,T ,^ ,a 2 )  C T j - S m  < 7 j[ S u ( ^ ,T ,^ .a 2 )  -  

o-?] +  0 ((rf ,m  £T^m^ CTi) ,

(4.47)

donde
,2 \

(4.48)
= Y . ¡

c -̂ P’"

y n (^ ,T ,í* ,(T 2) es el po tencia l te rm odinám ico  en ACM  en  el lím ite  quiral, p a ra  di 

cerca de cero. E sto  es,

á { f , . r , í , Í 2) =  8 X ;  /  i» z (p ; , í )  + ‘i S + m T )  + n ; ; “  +  n „ . (4.49)
c •'P'"

U sando la  ec.(4.44) se puede ob ten er ráp id am en te  la  expresión p a ra  el condensado 

quiral. P a ra  el lím ite  q u ira l se ob tiene

{qq )  = 8  d i  [ 5 i i ( / i , T ,  3>,CT2) -  5 3 2 ( / í ,T ,  ^ , á 2) á f ]  +  O (c tJ ') .

Inv irtiendo  e s ta  ecuación y  reem plazando en (1.17), finalm ente se llega a

^  ñ ( ^ , T , $ , á 2) +  A(M, r , í > , á 2) (gg)'

+ C { l i , T , ^ . á 2 )  {q q y  +  0 { { q q f )  .

Aquí, los coeficientes A y  C  es tán  dados por

(4.50)

(4.51)

A (/i,r,o> ,(72) =  

C (M ,r ,í> ,á 2) =

1 1

8G

S42{7',/i,'í>,á2)
128 5 f i (T , / i ,  Í* ,á 2)

Syi{T ,  ^,<5.(T2) ■ 1

32 5iV r,M ,<í>,á2) , 8G

-  521 (T ,/i, $,(72)

-  52i (T,^,'Í,CT2;

(4.52)

L a expansión ( J .''1) luce b a s ta n te  sim ilar a  la  ec.(15) de la  ref.- donde se ana­

lizan m odelos no  locales en  ausencia de  renorm alización de  función de  on d a  y  de
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4.4. T)-ansIciones de  fase en el Jím ite  quiraJ

acoplam iento  al loop de Polyakov. E n  principio, siguiendo ideas sim ilares, se po­

d rían  d e te rm in a r ecuaciones exp lícitas tan to  p a ra  la  línea de transición  de  segundo 

orden  com o p a ra  la  posición del T C P . Sin em bargo, el hecho que en el p resen te  

caso los coeficientes A  y  C  d ep en d an  de los valores de los cam pos m edios ^2 y  4> 

in troduce  o tra s  com plicaciones. De hecho, infin itesim aJm ente cerca a  T j por debajo  

(p a ra  un valor dad o  de ^ ) .  el valor no nulo del condensado p roduce ap a rtam ien to s  

de ( í ’, ^ 2) respec to  de sus valores críticos ( Í 'c ,a 2,c) ob ten idos com o soluciones del 

set de ecuaciones

d á i
aa(M ,T ,(A í),‘í> .á2)

=  0 . (4.53)
‘•’c.CTz.f

Esos ap a rtam ien to s  se pueden  ob ten er usando  las ecuaciones del gap  que resu ltan  

de la  ec.(-5 A o rden  cu ad rá tico  en el condensado, se ob tiene

ff2

d l i ,ü c )  {d^2^c) ~  {d^Ac)

( - \  /  - \  /  ' \ 2  
( d l M  -

j:„\2
{qq)

d l M  ( d l M  -
(4.54)

donde se h a  utilÍ5;ado u n a  no tación  co m p ac ta  p a ra  d en o ta r las derivadas de f2 y v4 

evaluadas a  te m p e ra tu ra  T¡.. E n  e s ta  no tación  se tiene, por ejem plo, que

0 ñ ( M .W ,3 > ,á 2 )
-  d ^ ñ c

4>c.ff2,c C)(72

U sando las e c s .( l.r jl)  podem os ah o ra  ob ten er las correcciones principales a  A, C  

y  ñ .  inducidas por el valor no nulo del condensado. R eem plazando los resu ltados 

correspondientes en la  e c .{ l. ') l) , y  ag rupando  en po tencias de  {qq) finalm ente se 

ob tiene
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4.4. Transiciones de fase en el lím ite  quiral

donde

A , -  (4.57)

C , =  C '{ // ,T c (^ ) .$ c ,^ 2,c ) -

( 5 , , ^ ) '  - 2 ( d l , f i , )  {d ,,A c)  { d , ,A , )

2 [ d i ^ ñ , )  { d i , A )  -  { 9 h A ) ‘

4.4.2. Diagramas de fase en el lím ite quiral

H abiendo estab lecido  la expansión  de L andau  en  térm inos del condensado  quiral 

com o variab le  independ ien te  única, podem os ah o ra  ana lizar las ca rac te rísticas de la 

transición  de fase siguiendo los m étodos e s tán d a r de  los libros. P a ra  Ce >  O el sistem a 

sobreviene en  u n a  tran sic ió n  de  fase de  segundo orden  a  u n a  te m p e ra tu ra  c r ítica  Te- 

P a ra  cad a  valor de ¡i, e s ta  te m p e ra tu ra  c rítica  se puede o b ten er resolviendo un 

sistem a de ecuaciones acopladas dadas p o r la  condición Ac =  0 com plem en tada por 

las ecs. (l. 'i.í) . Los valores de  Tc{p) así ob ten idos definen u n a  curva de  transic ión  de 

segundo orden  en el p lano  {T, ¡j,). C om o y a  fue m encionado, ta l cu rva os u n a  función 

decreciente en  /i que com ienza a  la  te m p e ra tu ra  c rítica  correspond ien te al po tencia i 

quím ico cero Tc(0) y  te rm in a  en el p u n to  tric rítico  (T C P ). La posición de  este 

ú ltim o se d e te rm in a  im poniendo  la  condición adicional Ce =  0. Luego, p a ra  obtenerlo  

debem os resolver el con jun to  de ecuaciones acop ladas dadas p o r Ac =  Cc. =  Q ju n to  

con las ecs.( 1.'):'<).

P a ra  ana lizar la  línea c rítica  m ás allá  del T C P  es conveniente to m ar T  como 

variab le  independien te  y  considerar P a ra  T  <  T t c p , la  transición  se vuelve

d iscontinua, es decir, de  p rim er orden . E n  este  caso, p a ra  cad a  valor de  T , hay 

u n a  región de  valores de  p a ra  los cuales ex isten  tres  soluciones d iferentes de las 

ecuaciones del gaps com pletas (ecs.(4-4:i)). Dos de ellas co rresponden  a  m ínim os 

del g ranpo tencia l y  la  to rcera  a  un  m áxim o. E n  el lím ite  qu ira l considerado  en e s ta  

sección, uno de los m ínim os tien e  a\ =  O, m ien tras que el o tro  á\  to m a un  valor 

finito (en general, no despreciable). Luego, fie corresponde al po tencia l quím ico al
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4.4. T iansiciones de fase en el lim ite quirai

cual la presión aso c iad a  con osos dos m ínim os coincide.

E n  la figura l .i se m u estran  los d iag ram as de ftise correspond ien tes a  n u estra s  tros 

param etrizacioncs m ien tras que en  la  ta b la  I 1 so m u estran  ios pu n to s característicos 

de dichos d iagram as.

250 í- 

200 

150 

100 

50 

O
Set A

100 200 300

)a(MeV]

F ig u r a  4 .3 : Diagramas de fase en ei iímiie quiralpara las tres parametriza- 

dones consideradas. Lo.i Sets B  y C incluyen renormanlización de la función 

de onda, mientras que el Set A no. Los Sets A y  B  corresponden a factores 

de forma exponenciales, mientras que el Set C a factores de forma motivados 

por QCD en la red. La línea de puntos corresponde a la transición quiral de 

segundo orden y la línea llena a la de primer orden. Finalmente, las lineas de 

trazo representan la transición de deconfinamiento (siendo las líneas inferior 

y superior para =  0,3 ¡/ $  =  0,5, respectivamente).

E n la F ig u ra  I :■ la linca de pu n to s indica la transic ión  de segundo orden, la línea 

de trazo  con tinuo  rep resen ta  la transición  de prim er orden  y  la línea de  trazo s corres­

ponde a  la  transición  de deconfiiiam iento (las línciis inferior y  superio r corresponden 

a  $  =  0,3 y  $  =  0,5, respectivam ente). Vemos en ella que a  m edida que fx aum en­

ta , aparece u n a  región donde el s is tem a perm anece on su  fase confinada (señalada 

por <I> m enor que ~  0.3) a  pesa r que la s im e tría  qu ira l h a  sido rcestab lecida . E sto  

corresponde a  la  recien tem ente p ro p u es ta  fase quarkionicai'"!. Se observa en gene­

ra l que el perfil de  los tre s  d iagram as es m uy sim ilar, con valores de  tem p e ra tu ra s
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4.4. Transiciones de fase en e! J/m ite quiral

T a b la  4 .1 : Posición de algunos punios característicos de los diagramas de 

fases en el limite quiral- Todos los valores están en Me V.

Set A Set B S e tC

t; ( o) 206-6 205.9 209.7

l^TCP 46.2 86.1 125.7

Tt c p 204.8 199.2 194.6

Mc(0) 297.6 285.5 268.2

críticas a. jj, =  O que difieren p o r m enos de  4 MeV, E n  el caso del po tencia l quím ico 

crítico  a  T  =  O, la  d iferencia en tre  los tres  se ts  es un  poco m ayor. C om parando  

resu ltados del S et A con los correspondien tes del S et B vem os que la  inclusión de 

la  renorm alización de la  función de  on d a  im plica un decrecim iento  de  alrededor de 

10 M eV en e! valor de /ic(0). E l uso de factores de fo rm a m ás suaves involucrados 

en la  param etrización  in sp irad a  en  los resu ltados de  Q C D  en la  red (Set C ), lleva a  

un  decrecim iento  adicional de ~  10 M eV, E l pun to  del d iag ram a de fases que tiende 

a  ser m ás sensitivo  de  la  param etrización  del m odelo es la  posición del T C P. De 

hecho, a  pesa r de que los tres  valores de T t c p  se en cu en tran  d en tro  de  un  rango 

de alrededor de  10 M eV, el valor de f i r c p  se increm en ta  en  un  fac to r 2 cuando  se 

incluye la  W F R  (esto es, cuando pasam os del S et A al S et B) y  p o r u n  facto r ex tra  

de ~  3 /2  cuando  se u tiliza  la  param etrización  in sp irad a  en  Q C D  en la  red (o sea 

cuando pasam os del Set B al Set C).

4.4.3. Exponentes críticos

C om o es sabido, en la  región de transición  de  fase de  segundo orden, el com ­

po rtam ien to  de  varias can tidades term od inám icas relevantes en  la  vecindad  de la 

transición  de fase se d e te rm in a  m ed ian te  los exponentes críticos. E n  el caso de las 

suscep tib ilidades q u ira l y  de núm ero  de quarks. Xch y  Xg respectivam ente, y  del calor



4.4. Transiciones de fase en el ¡im ite  quirai

específico C y ,  los exponentes críticos es tán  definidos por

=  ; X ,  =  \ h - h ^ r ' ‘ ; C v ^ \ h - h , \ - ‘̂ , (4.58)

donde |/i -  hd  es la  d is tan c ia  al p u n to  crítico  en el p lano  N o ta r que en el

lím ite qu ira l solo son relevantes las trayec to rias que se aproxim en a  la transición  

desde la  fase de  s im e tría  qu ira l ro ta . E n  nuestro  caso, d ad a  la  expansión  de L andau 

o b ten id a  p reviam ente, se espera  ten er los exponentes usuales de las teo ría  de cam po 

medio. P o r lo tan to , p a ra  trayec to rias que no sean asin tó ticam en te  tangenciales a  la 

línea crítica , los valores de  los exponentes críticos deb erían  ser

7cfi -  1 ; 7 , =  O ; « =  0. (4.59)

p a ra  todos los pu n to s  excepto  p a ra  el T C P , donde

=  1 : 7,  =  1 /2  ; q - 1 / 2 ,  (4.60)

C om o te s t de consistencia , se d e term in aro n  num éricam ente esto s exponentes 

críticos m ed ian te  el estud io  del com portam ien to  asin tó tico  de las can tidades co­

rrespond ien tes p a ra  los tres  se ts  de  parám etro s. C om o ejem plo típ ico  de los tres 

resu ltados de  ta les estudios se m u estra  en el panel de la  izqu ierda de la  F ig .l .  J, 

el com p o rtam ien to  de  \ch  p a ra  el Set C  al acercarnos a  co n stan te  a  un  p u n to  

a rb itra rio  de la línea de  transic ión  de segundo orden , es decir, un  p u n to  diferente 

al T C P  (en el ejem plo so m u es tra  este  resu ltado  p a ra  ^ = 1 0  M eV). E l panel de la 

derecha en la Fig. 1.1 m u es tra  los resu ltados del m ism o estud io  p a ra  y, =  í it c P'

Los valores de los exponen tes críticos ex tra íd o s de  este  tip o  de análisis p a ra  los 

tre s  se ts  de p arám etro s  se m u estran  en la T ab la  -1.2. Vemos que en  to d o s los casos los 

valores ob ten idos num éricam ente están  en m uy buen  acuerdo  con los valores p a ra  

cam po m edio  dados an terio rm ente.

C oncluirem os e s ta  sección ac larando  un poco  m ás en d e ta lle  el rol que ju eg a  el 

loop de Polyakov, p roduciendo  un  increm ento  no tab le  en el valor de la  te m p e ra tu ra  

c rítica  a  un  dado valor de E sto  re su lta  ev idente si se com paran  los valores de
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4.4. T rm sic io n es  de  fase en e] lím ite  quírai

F ig u r a  4 .4 : Dependencia de la susceptibilidad guiral Xc/i como función de 

T  para ¡i constante, en la vecindad de un punto arbitrario (en este ejemplo 

para fi = 10 MeV) de la linea de transición de 2do orden (panel izquierdo) y 

para el TCP (panel derecho) en el límite quiral y para el Set C.

Tc{0) p resen tados en la  ta b la  L [, con los que se ob tienen  en  m odelos no locales 

sin acoplam iento  al P L  (ver r e f J ‘-') donde Tc(0) ~  130 M eV. Dicho increm ento  en 

las tem p e ra tu ra s  de transic ión  de  fase se observa p a ra  to d o  el rango  de valores del 

potencial qm'mico d en tro  del d iagram a, p ero  la  m ayor diferencia se p roduce en la 

región de  transiciones de  segundo orden. P o r ello, com enzarem os p o r ana lizar e s ta  

región, donde adem ás considerarem os p o r sim plicidad la  param etrización  A en  la 

que no  hay  renorm alización de  la función de  onda. L a  condición =  O im plica 

que 1 /8 G  =  S 21 {ver sección 1,1.1). Sin em bargo, siguiendo pasos sim ilares a  los 

descritos en el apéndice B de  la  re fJ ' 'I, es posible m o stra r que p ara  T .  fi «  A.o se 

tiene que

(4.61)
1

( ^ l 2 / [ 3 Í > - 1 ] \ 2 \
^  C<̂PP

3 3
are eos

2 } /

De hecho, se verificó que en la  región relevante T  <  210 M eV y ^  <  50 M eV, la 

E c .( l .( i l)  se verifica con u n a  precisión m ayor al 15%  p a ra  <  0.3. D e e s ta  form a,



4.4. TYeinsiciones de  fase en cl lím ite  quiraJ

T a b la  4 .2 : Exponentes críticos en el limite quiral obtenidos para los tres 

sets, se compara con e.l valor esperado universalmente para cualquier teon'a 

a nivel de campo medio (CM).

S et A Set B Set C E x p o n en te  CM

7c/i Ü.99663 0.99S21 1.00160 1

A lgún pun to T ] 0,99885 1.00045 0,99458 1

sobre la > ^ 0.00661 0.00142 0,00242 0

línea c rítica T T 0.00496 0.00487 0,00186 0

de 2do orden a 0.00065 0.00032 0.00540 0

T T 0.00134 0.00369 0,00411 0

Icn 1.00318 1.00105 0,99740 1

T  T 1.02235 1.00434 0.99863 1

T C P % n 0,52351 0.49796 0,50703 1 /2

T T 0.54445 0.50362 0,50561 1 /2

a 0.55607 0.50094 0,49966 1 /2

T  T 0.51974 0.49487 0,50156 1 /2

la condición Ac =  O produce que

Tcili) ^  •

doiide

Tc^''^ (m) provee u n a  b u en a  aproxim ación p a ra  la  tem p era t u ra  c r ítica  correspondien te  

al m odelo no local de  qu ark s puros, esto es, el m odelo sin acop lam ien to  al loop de 

Polyakov (P L ), p a ra  el regu lador exponencial considerado  en la  param etrización  A 

(ver ref. I’ 'I p a ra  m ás detalles). P or supuesto , en  presencia  de  la  in teracción  PL- 

quark , el valor de  <I><. en la ec.( 1,(;2) d eb er ser ob ten ido  resolviendo sim u ltáneam en te

(4,62)

(4.G3)
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4.5. Transición de  fase güira.} en ei régimen de m asa  ñ n ita_________________________

la  ecuación del gap correspondiente, esto  es, la segunda ecuación en ( i •').'>) para  

este  caso. Sin em bargo, se observa claram ente  que p a ra  cualquier valor de <  1 

tenem os Tc{^i) >  P or ejem plo, a  /i =  O se obtiene típ icam ente  í>e -  0,2

io cual im plica que Tc(0)/Tp®(0) =  1,66. P a ra  la param etrización  A  se tiene que 

7^9(0) =  126 M eV p a ra  el m odelo no local de quarks puros en el lím ite  qu iral, pero 

se espera  que el acoplam iento  al P L  increm ente este  valor h a s ta  Te ~  209 M eV, el 

cual e s tá  en m uy buen acuerdo  con los valores num éricos listados en la tab la  1.1 . 

Com o se puede observ'ar c laram ente  a  p a r tir  de las ecs.(4.()'2,'J.f).'!) se puede obtener 

un increm ento sim ilar de la  tem p era tu ra  crítica  p a ra  valores finitos (pequeños) de 

ti. P o r o tro  iado. debería  no tarse que p a ra  poder aplicar este  tipo  de análisis para  

relacionar los valores de íLc{T)  que predico el m odelo con y sin PL . debem os tener 

un rango com ún de tem p era tu ras  p a ra  las cuales la  transición  sea de segundo orden. 

Sin em bargo, p a ra  las param etrizaciones consideradas esto no es siem pre posible, ya 

que ellas llevan en  to dos los casos a  T t c p  > P or ejem plo, en la tab la  1.1 se

observa que p a ra  el Set A  T t c p  — 204,8 MeV, en com paración con el valor citado 

a rrib a  TP’ (O) =  126 MeV.

4.5. Transición de fase quiral en el régimen de 

masa finita

Em pecem os po r analizar el com portam ien to  de algunas can tidades de cam po 

m edio como función de la te m p e ra tu ra  T  y  del potencial quím ico ¡x. D ado que los 

resu ltados ob tenidos p a ra  las tre s  param etrizaciones estu d iad as son sim ilares, sólo 

verem os explícitam ente los correspondientes a  la  param etrización  C, En la  Fig. 1.') 

se grafican los valores de a i , o'a y  com o función de T  p a ra  algunos valores repre­

sentativos del potencial quím ico.

E l panel izquierdo de la  Fig. 1.5 m u estra  que a  /í =  O hay un cierto  valor de T  

al cua l d \  cae ráp idam en te  señalando la  p resencia de u n a  transic ión  de restaurac ión  

de la s im etría  qu iral tip o  crossoves. B ásicam ente a  la  m ism a tem p e ra tu ra  el loop
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F ig u r a  4 .5 : Campos medios á i .  82  y ^  como funciones d e T  a tres valores 

representativos de potencial químico para la parametrización C. Notar que la 

escala a la izquierda corresponde a , mientras que la de la derecha a Ü2 y 

Dado que 02 tiende a ser negativa se muestra el valor de -CT2-

de Pülyakov $  au m en ta , lo cual puede ser in te rp re tad o  com o la  ubicación de  la 

transición  de  deconfinam iento. A m edida que /i au m en ta , hay  un cierto  valor de 

/i =  i-icEP p o r encim a del cual la  transic ión  com ienza a  ser d iscontinua. A este preciso 

po tencia l quím ico la transic ión  es de  2do orden. E s ta  situación  se ilu s tra  en el panel 

cen tra l de  la  Fig. J .‘1. Los valores correspond ien te de [Tc e p > ¡■‘■c e p ) definen la posición 

del conocido '‘critica l end  p o in t” (C E P ), el cual, com o será  explicado m ás ade lan te  

en el apéndice l.A , puede ser d e term in ad o  resolviendo el s is tem a de ecuaciones 

form ado p o r las ecuaciones del gap  ecs.().-ii^) com plem entadas po r dos ecuaciones 

adicionales del tip o  de  las ecuaciones (•IA.;i,4A.-l), Com o se m u estra  en el panel de la 

derecha de la  Fig. 1. ’), p a ra  // >  fxcEP l̂ - transición  se vuelve d iscontinua, es decir, de 

p rim er orden. F ina lm en te , p a ra  potenciales quím icos superio res a  iic{T  =  0) c; 310 

M eV, el s is tem a e s tá  en la  fase de  q u ira lidad  re s ta u ra d a  p a ra  to d o s los valores de 

tem p era tu ra - E.s im p o rtan te  n o ta r  que, a  pesar que ^2 parece ser casi co n stan te  en 

la  Fig. 1 •'), tiende a  cero (com o era  de  esperarse) p a ra  valores de  T  m ayores a  los 

m ostrados.
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La n a tu ra leza  d iferen te de la  transic ión  qu ira l en  cad a  u n a  de  las tres  regiones 

de  la  Fig. -1.5 se observa aú n  m ás c laram en te  en  el com p o rtam ien to  de la5 funciones 

re sp u esta  correspondientes. E n  la  Fig. K i  se m u estra  el calor específico C v  al igual 

que las suscep tib ilidades qu ira l y  de  núm ero  de  qu ark s Xch Y Xq< com o función de  la 

te m p e ra tu ra  p a ra  la  param etrización  C y  los tres d iferentes valores de  ^  utiliT^ados 

en  la  Fig, J .‘ . La línea p u n tead a  corresponde a  /i =  0. Se observa que las funciones 

resp u esta  p a ra  C v  y  Xch m u estran  u n  pico pronunciado  de a ltu ra  fin ita  a  básica­

m ente el m ism o valor de  T ,  el cual corresponde a  ia  te m p e ra tu ra  donde ocurre la 

transición  tip o  crossover. E n  el caso de Xq no se observa un pico, pero  sí u n  aum ento  

m arcado  alrededor de d icha tem p era tu ra . P a ra  el caso de 1. L a  línea de  trazo  y  p u n to  

corresponde & fi =  f ic s p  e ind ica  que to d a s  las funciones re sp u esta  m uestran  u n  pico 

agudo y  d ivergente. T al com portam ien to  señ a la  la n a tu ra leza  de segundo o rden  de 

la  transic ión  qu ira l en  el C E P. F ina lm ente , la  línea llena corresponde a. n  >  l̂ c e p - 

E n todos los casos se observa u n a  d iscon tinu idad  en las funciones respuesta , lo cual 

ind ica que la  transición  asociada es de prim er orden.

E n  la  Fig. 4.7 se m uestran  los tres  d iag ram as de  fase correspondien tes a  las tres 

param etrizaciones dadas. A quí la  línea de pu n to s rep resen ta  la  lín ea  de transición  

qu ira l t ip o  crossover, m ien tras que la  línea llena a  la  de transic ión  de  p rim er orden. 

Las líneas de  trazo  están  asociadas a  la transición  de  deconfinam iento  (la  inferior 

y  superio r co rresponden  a  =  0,3 y  í» =  0,5, respectivam ente). L a  posición de los 

pu n to s  m ás relevantes de los d iag ram as de fase e s tán  tab u lad as  en el C uadro  l.:i.

Com o en  el caso quiral, observam os que la  principal diferencia aparece en la 

pasición del p u n to  en el cual te rm in a  la  línea de  transic ión  de  p rim er orden  (C E P ). 

C om parando  los resu ltados del Set A y  del Set B. vem os que el principal efecto 

de  la  renorm alización de  la  función de  on d a  es el de  llevar la ubicación del C E P  

hacia  valores m enores en T  y  m ayores en /i. E n  lo que re sp ec ta  a  la  param etrización  

m otivada en  Q C D  en  la  red  (S et C ), se observa que la m ism a produce valores aún  

m enores de Tc e p  Y m ayores de  Mc e P ‘ C om parando  con los resu ltados ob ten idos en 

el lím ite qu ira l se n o ta  que la  variación de  Tc e p  en tre  los d iferen tes se ts  es m ayor

4.5. Tt-ansición de fase quirai en e¡ régim en de m asa  finita________________________

92



4.5. Transición  de fase quiral en el régim en de m asa finita

T[MeV]

F ig u r a  4 .6 : Comportamiento del calor específico C y , la susceptibilidad 

quiral Xch y susceptibilidad de número de qnarks como función de T  a 

tres valores de potencial químico representativos para la parametrización C.
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4.5. Transición de fase quiral en  ei régim en de  m asa ñ n ita

ulMeV]

F ig u r a  4 .7 : Diagramas de fase para las tres parametrizaciones considera­

das. Los sets B y C  incluyen renormalización de la función de onda de los 

quarks, mientras que el set A no. Los sets A y BcorrespondcTi a factores de 

form a exponenciales, mientras que el set C corresponde a factores de form a  

lorentzianos ajustados al resultados del QCD en la red. La linea de puntos 

corresponde a la h'nea de transición quiral tipo crossover y  la línea llena a 

la transición quiral de prim er orden. Las líneas de trazo corresponden a la 

transiciones de deconfinamiento (siendo las lineas inferiores y superiores para 

■5 =  0,3 j/ $  =  0,5. respectivamente).

en este  caso. A dem ás, considerando  cad a  param etrización  p o r separado  se observa 

que el efecto en los valores de  rc (0 ) y  ^c{0) al in tro d u c ir m asa  de  quarks fin ita  es 

re la tivam ente  pequeño  (aprox. + 5  M eV  y  + 3 0  MeV, respectivam ente), m ien tras que 

la posición del C E P  es m ucho m ás sensible al valor de la  m asa  corrien te  de  quarks 

m , especialm ente en el caso de la  param etrización  C. E sto  puede verse claram ente  

en  la  Fig. 1.'', donde se rep resen tan  los valores de  T c £ p  y  f^cEP com o función de  m.

E n  todos los casos se n o ta  u n a  dism inución (aum ento) p ronunciado  de T c e p  

{(J-CEp) p a ra  valores pequeños de m .  E n  los casos de  param etrización  exponencial 

(Set A y  Set B). a  m  ~  4 M eV, e s ta  variación tiende a  desaparecer y  la posición del 

C E P  perm anece re la tivam en te  estab le  p o r encim a del valor m áxim o de m  conside­

rado, P o r o tro  lado, p a ra  la  param etrización  m o tiv ad a  en Q C D  en  la red  (Set C) la
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4.5. TYñnsídón de fase quirai en el régim en de m asa  ñ n ita

T a b la  4 .3 : Posición de algunos puntos característicos de los diagramas de 

fases para masa de quarks finita. Todos ios valores están en MeV.

S et A Set B Set C

rc(0 ) 210.0 209.8 214.5

l^CEP 132.5 182.3 234.8

T c e p 197.8 181.6 154.2

íic(O) 321.5 311.6 298.1

situación  es algo diferente. De hecho, la variación es re la tiv am en te  m ás g ran d e  p ara  

básicam en te  todos los valores de  m  considerados. E n  p a rtic u la r  vem os que, luego de 

la dism inución p ro n u n c iad a  inicial, a  m  cercana a  4 MeV, el valor de T c e p  com ienza 

a  increm entarse  de m an era  b a s ta n te  p ronunciada. E s in te resan te  n o ta r  que el com ­

p o rtam ien to  de !a posición del C E P  como función de  m  cerca de m  =  O (esto  es, 

cerca del T C P ) se puede investigar ana líticam en te . A rgum entos generales im plican 

que^' 'i

A T c e p  -  Tcep(m) -  TrcP - - c

^I^CEF  =  u c e p Í'’̂ )  — I^TCP =  (4.64)

donde c y  d  son co n stan tes definidas positivas. P a ra  verificar que nuestro  resu ltado  

satisface estas relaciones, estud iam os num éricam ente en deta lle  la  variación de T c e p  

y  ^CEP  com o función de  m  cerca del Umite quiral. E n  la  Fig. 1.') se m u estran  los 

resu ltados p a ra  la  param etrizac ió n  C, donde se ve c la ram en te  un com portam ien to  

de ley de  po tencias ta n to  p a ra  ^ T c e p  com o p a ra  AficEP< observándose u n a  línea 

rec ta  en el gráfico log-log. R ealizando  u n  a ju s te  lineal ob tenem os que la  pend ien te  

de  am bas rectas re su lta  0.40 ±  0,01, en m uy buen  acuerdo  con los exponentes en  la 

ecuación (4-(i4).
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F ig u r a  4 .8 : Posición del CEP en el plano (T, como función de la masa 

de quarks corriente m  para las tres parametrizaciones del modelo utilizadas.

El panel de la izquierda muestra la dependencia de Tc e p < mientras que el de 

la derecha la de ucE P ' Con los puntos rellenos están señalados los valores 

correspondientes al límite quiral m  = O y a las masas de quarks corriente 

“físicas" que se muestran en la labia I

4.5.1. Exponentes críticos en el punto crítico final (CEP)

F inalm ente , considerarem os el com p o rtam ien to  de  las funciones re sp u esta  cerca 

del CEP. Com o y a  se m encionó, la  transición  de  fase qu ira l en e.ste p u n to  es de 

segundo orden. Luego, se esp era  u n  com portam ien to  crítico  con exponentos críticos 

definidos com o en la  Ec. ( I.'),''). D en tro  de las aproxim aciones usadas en este tra b a jo  

estos exponentos deberían  to m ar los valores de  cam po m edio Ocft = ’)q = Q =  2 /3  

cuando  uno se ap rox im a al C E P  usando  trayec to rias que no sean  asin tó ticam en te  

parale las a  ¡a línea de  transición  de p rim er orden. Com o ya fue m encionado en la 

sección 1.1, astos exponen tes pueden  ser d e term inados num éricam ente, m ed ian te  el 

análisis del co m p o rtam ien to  asin tó tico  de las funciones resp u esta  cerca del pun to  

crítico. E n  la ta b la  1.1 se m u estran  los resu ltados ob ten idos num éricam ente p a ra  los 

tre s  se ts  do parám etro s. Se puede observar en  la m ism a que los valores obten idos 

en todos los casos están  m uy cercanos al valor que la  teo ría  de cam pos a  nivel de
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F ig u r a  4 .9 : Posiciones del CEP en el plano {T,iJ.) como función de. la rnasa 

de quarks corriente m  cerca del límite gxiiral, para la parametrización C

cam po m edio sugiere. E n  la  Fig. 4.10 se m u estra  u n  re su ltad o  típ ico  de este  tipo  

de estud io  num érico, m ed ian te  u n a  represen tación  log-Iog del calor cspccífico C y  

co rrespond ien te  a  la  param etrizac ió n  C, com o función del ap a rtam ien to  relativo  

de la  te m p e ra tu ra  \ T  -  T c e p \ / T c e p  tray ec to rias  que se acercan al C E P  a  

M =  f ^CEP  co n stan te  ta n to  desde ab a jo  (T  <  T c e p ) ,  com o desde a rrib a  { T  > T c b p )- 

C abe ac la ra r adem ás que se observan  resu ltados sim ilares a  aquellos presen tados 

en e s ta  figura ta n to  p a ra  la  suscep tib ilidad  qu ira l com o p a ra  la suscep tib ilidad  de 

núm ero  de quarks.

O bservam os en la Fig. l . ln  que se ob tiene u n a  línea rec ta  h a s ta  un ap artam ien to  

de 10“^, luego del cual com ienzan a  m ostrarse  los efectos no lineales. E ste  resu ltado  

es p articu la rm en te  in teresan te , ya  que en  la l i te ra tu ra i '’’''̂ ! se h a  sugerido que en 

algunos casos p o d ría  h ab er un  com p o rtam ien to  de  “dos líneas rec tas” , esto  es, que se 

necesitan  dos exponentos críticos d iferen tes p a ra  describ ir el com p o rtam ien to  de  C y  

cerca del C E P. De hecho, e s ta  s ituac ión  h a  sido in te rp re ta d a  com o u n a  influencia de 

las propiedades del T C P  sobre las del C E P. Sin em bargo, com o se puede observar en 

la  Fig. I.in  no hay  señales de este  tip o  de efecto en n u estro  caso. U no de  los factores 

que pueden  llevar a  e s ta  d iferencia puede deberse a  la precisión en la  determ inación
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4.5. TVansición de fase quiral en el régim en  de m asa ñ n ita

F ig u r a  4 .1 0 : Dependencia del calor especifico C v como función de T  para 

H constante en la vecindad del CEP para la parametrización C. El panel 

de la izquierda muestra la dependencia al aproximarse al CEP desde abajo 

mientras que el panel de la derecha la dependencia cuando la aproximación 

se hace desde arriba.

del C E P, ya  que en  nuestro  caso el m ism o se h a  pod ido  d e te rm in a r num éricam ente 

m edian te la  solución del s is tem a de ecuaciones descritas  en  el apéndice 1. A , m ientras 

que el p rocedim iento  usual consiste en  buscar ía  transic ión  de  segundo orden , esto  

es, el pun to  de d ivergencia de las funciones respuesta , y  es to  conlleva a  la ex isten­

cia de im p o rtan te s  incertezas. N o tar que en todos los casos el acuerdo de los valores 

ob ten idos p a ra  los exponen tes críticos con los valores de cam po m edio es m uy bueno. 

E l m ism o tip o  de resu ltados fue encon trado  p a ra  las o tra s  param etrizaciones (Sets 

A y  B). D ebería  enfatizarse  nuevam ente que p a ra  o b ten er num éricam ente los ex­

ponen tes críticos con bu en a  precisión es fu n d am en ta l conocer la posición del C E P 

con la  m ejor precisión posible. E n  este  sentido, se corroboró  que aú n  un erro r de 0.5 

M eV en Tc e p  y /o  í íc e p  se trad u ce  en  u n a  im p o rtan te  incerteza  en los exponentes 

críticos. E n  e s te  sen tido , el m étodo  p a ra  la determ inación  del C E P, d iscu tido  en el
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4.5. Transición de fase quiral en eJ régim en de m asa ñ n ita

T a b la  4 .4 : Exponentes críticos en el CEP obtenidos para los tres sets, se 

compara con el valor esperado universalmente para cualquier teoría a nivel 

de campo medio (CMj.

Set A S et B Set C E xponen te  CM

, 1 ^ 0.67058 0-67127 0.67078 2 /3

7c/i Ü.6Ü394 0,66042 0.66203 2 /3

r  T 0.67070 0-67336 0.66948 2 /3

T i 0.66068 0,65986 0,66310 2 /3

fl — 0-66830 0.66584 0,66807 2 /3

7c ^ 0.66335 0.66429 0,66497 2 /3

T T 0,67002 0.66575 0.67186 2 /3

T í 0,66696 0,66353 0.66013 2 /3

0,65524 0.65519 0.66273 2 /3

a ^ 0,67585 0,67498 0.66658 2 /3

T  T 0.65954 0,65718 0,66260 2 /3

T i 0,66615 0.67318 0.66662 2 /3

apéndice l.A re su lta  de  gran  ayiida.

4.5.2. Líneas espinodales

C om o corolario  del p resen te  cap ítu lo , re su lta  in te resan te  ana lizar en deta lle  el 

sec to r de  las transiciones de fase de  prim er orden. C om o se exp licara an terio rm ente , 

este  sec to r com ienza cuando, a  te m p e ra tu ra s  suñcien ternente b a ja s , al au m en ta r el 

po tencia l quím ico desde u n  p u n to  de  la  fase h ad ró n ica  com ienza a  aparecer u n a  

segunda solución de las ecuaciones del gap. E s ta  seg u n d a  solución corresponde a  un 

m ínim o re la tivo  del g ranpo tencia l respecto  do los cam pos (Tj , Í72 y  y  se carac­

te riza  p o r tener valores cercanos a  cero p a ra  el cam po  a¡. Al h ab e r dos m ínim os 

del g ranpo tencia l, debe h ab er tam bién  un  m áxim o re la tivo , el cua l se corresponde
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con u n a  te rce ra  solución de las ecuaciones del gap, la  cual es inestab le  y m uy difícil 

de h allar num éricam ente, A m edida que se con tin ú a  avanzando en la  dirección de 

la  fase deconfinada, el segundo m ínim o del g ranpo tencia l decrece, m ien tras que el 

que corresponde a  g randes valores de á i  au m en ta . E s to  se co n tin ú a  h a s ta  llegar a 

un  p u n to  donde los dos m ínim os tienen  el m ism o valor p a ra  el g ranpo tencia l. E s 

p recisam ente este  pun to  en el p lano  (T , //) el que consideram os com o la  transición  

de prim er orden p rop iam ente  dicha. E s decir que la  línea de transición  de  prim er 

orden  (línea llena en  las Figs. 1.7 y i.:’.), e s ta  com puesta  por los pu n to s  en el plano 

(T ,/ i) ,  donde los dos m ínim os del g ranpo tencia l se igualan.

P osteriorm ente, si se con tin ú a  au m en tan d o  el po tencia l quím ico, el m ínim o del 

g ranpo tencia l que corresponde a  pequeños valores de  5\ os cad a  vez m enor, y p o r lo 

ta n to  re su lta  ser u n a  solución m ás estab le  de  las ecuaciones del gap, en d e trim en to  

de  la solución p a ra  g randes valores de  á j . H a sta  que se llega a  un p u n to  donde vuelve 

a  ex istir u n  solo m ínim o dol g ranpo tencia l, que es el que corresponde a  a i  ~  O, El 

com portam ien to  típ ico  de las soluciones p a ra  el Set C, se m u estra  en el panel derecho 

de la  Fig. 4.11. V em os que p a ra  tem p e ra tu ra s  suficientem ente altas , T  =  180 MeV 

en  este  caso, existe u n a  sola solución p a ra  to d o  valor de P o r el con tra rio , p a ra  T  

suficientem ente b a ja s , T  =  30 M eV en este  caso, existe u n a  región de  valorea de  n  

(de lim itada p o r las dos líneas verticales de  pun tos) donde existen  tres  soluciones.

R esum iendo, vem os que este  tipo  de transic ión  de  fase, p re sen ta  u n a  zona donde la 

ecuaciones del gap  tienen  dos soluciones estab les y u n a  inestab le  correspond ien tes a  

dos m ínim os y  un  m áxim o re la tivos del g ranpo tcncia l. E s ta  zona se h a lla  de lim itad a  

p o r las líneas espinodales, siendo la inferior la co rrespondien te  a  los pu n to s  donde 

aparece el m ínim o re lacionado  con a i  pequeños, m ien tras que la  esp inodal superior 

correspondo a  los pu n to s donde desaparece el m ínim o re lacionado con g randes valores 

de  (Ti,

E n  general la  separación  en tre  las líneas espinodales au m en ta  a  m edida que T  

decrece. E sto  se puede observar c laram en te  en el panel izquierdo de la Fig. I I I ,  

donde estas curvas se rep resen tan  en  el d iag ram a de fases correspond ien te al Set C,

4.5. Transición de fase  quiraJ en e¡ régim en de  m asa  ñ n ita ________________________

100



4.5. Transición de fa.se quiral en el régim en de masa, ñ n ita

1. (MeV] M[MeV]

F ig u r a  4 .1 1 : En la figura de la izquierda se representa el diagrama de 

fases corresponditnte al Set C. con las Hneas espinodales. La figura de la 

dei-echa muestra un ejemplo de transición de tipo crossover, en comparación 

con una de prim er orden. Se observa que en la zona delimitada por las líneas 

de puntos hay tres valores de por cada valor de (i.

D ebe destacarse  que. m ien tras que la  fo rm a de la  esp inodal inferior no difiere 

dem asiado  al p asa r de un  se t a  o tro , la  esp inodal superio r lo hace en fo rm a notab le. 

Se observa que p a ra  el caso del Set C, d icha línea co r ta  el eje horizon ta l en aproxi­

m ad am en te  ¡j. =  325 M eV, m ien tras que p a ra  el Set B lo hace cerca ác =  500 

M eV. M ás aún . en el caso del Set A se observó que la  línea esp inodal se ex tiende 

hacia  valores to d av ía  m ayores. D ebe tenerse en cuen ta , sin em bargo, que debido a  

que el m odelo u tilizado  en e s ta  sección no tiene en cu e n ta  ni el g rado  de libertad  

de ex trañ eza , ni in teracciones que den lugar a  fases sup erco n d u cto ras do color, la 

ap licab ilidad  del m ism o m ás allá  de  /í =  400 M eV no re su lta  confiable.
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4.A. Apéndice: Determ inación precisa del punto 

crítico final (CEP)

C om o fuera d iscu tido  en ref.I' i, cuando el g ranpo tencia l í í  depende sólo de un 

p arám etro  variacional sim ple, se puede o b ten er un  set de  ecuaciones que p erm ite  

d e te rm in a r la  posición del C EP. E ste  se t de  ecuaciones e s tá  form ado po r la  ecuación 

del gap  co rrespond ien te  com plem en tada con dos ecuaciones que re su ltan  de ped ir 

que tam bién  se cancele la seg u n d a  y  te rce ra  derivada del g ranpo tencia l con respec­

to  al parám etro . F ísicam ente, esto  corresponde a  d e te rm in a r los valores de (T ,/x) 

p a ra  los cuales el g ran p o ten cia l a lrededor de  su m ínim o resu lte  tan  plano com o sea 

posible. El p ropósito  de e s ta  sección es d a r  algunos detalles del form alism o nece­

sario  p a ra  generalizar e s ta  idea  al caso en  el que el g ranpo tencia l dependo de m ás 

de un p a rám etro  variacional. P a ra  m an ten e r el form alism o ta n  general como sea 

posible, asum irem os que el g ranpo tencia l depende de N  p a rám etro s  variacionales 

■■lí/v- Y  p o r conveniencia, en  lo que sigue, d istinguirem os del resto  (n o tar 

que no se p ierde generalidad  en e s ta  elección, ya que el o rden  de  los p arám etro s  

es com pletam en te  a rb itra rio ), in troduciendo  los índices la tinos j  =  2 ,....  N  p a ra  el 

resto  de las variables. Luego, en u n a  notación  com pacta , el con jun to  de ecuaciones 

del gap  se pueden  escrib ir como

i  ^
I  -  0. (4A.2)

La idea básica es ah o ra  considerar los p arám etro s  variacionales com o funciones 

de con )a correspond ien te dependencia  funcional d e te rm in ad a  po r las soluciones 

de ias — 1 ecuaciones del gap  (JA .2). E l con jun to  to ta l de  +  2 ecuaciones 

necesarias p a ra  d e te rm in a r el C E P  se ob tiene  entonces com plem entando estas — 1 

ecuaciones con aquellas re su ltan te s  de  d em an d ar que la  p rim era , segunda y  tercer 

derivadas totales  del g ranpo tencia l con  r ^ p e c to  a  se cancelen sim ultáneam ente. 

L a  p rim era  de  estas derivadas re su lta  ser, obviam ente, la  ecuación del gap  (l.A .I).

4.A . Apéndice: D eterm inación  precisa deJ p u n to  crítico ñnaJ (C E P )
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4.A . A péndice: D eterm inación  precisa del p u n to  crítico ñnaJ (C EP )

Las o tra s  dos resu ltan

+  =  O Í4 A 3 )
a ? ;  +  d í i d í j  a i ¡ d i ,  ‘

m  í? t t  s ^ a

d ( i  ^  d e ,d (¡  +  B í ,d ( ,d í ,  +

~ £ ; a f ; + 3 j ^ { ; s + 3 ^ f "  =  0. (4A.4)síjs&sfi ' “ ' a (jd ít'' ae.síj
A quí, y  en lo que sigue, se sobreen tiende la sum a sobre índices la tinos k . j ,  l =  2 ,.. ,  N .  

N o ta r que en la ob tención  de  e s ta  ecuación se h an  suprim ido  térm inos asum ien­

do que las ecuaciones del gap  ( lA .l,4 A .i ')  se satisfacen  sim u ltáneam en te . E n  las 

Ecs. (IA;'«,1A 1), e tc ., d en o tan  las derivadas de los p arám etro s  correspon­

dientes, respecto  a  ^i- E s ta s  se pueden expresar convenientem ente en  térm inos de 

derivadas parciales del g ranpo tencia l, resolviendo los dos con jun tas de  ecuaciones 

lineales que resu ltan  de  to m ar la  p rim era  y  segunda derivadas to ta le s  a  am bos hidos 

de las ecuaciones del gap  ( 1A.2), H aciendo esto  se ob tiene

(4A.5)

donde

(4A.6)

De e s ta  m anera , u n a  vez que se conoce la fo rm a exp líc ita  del g ranpo tencia l íí 

en térm inos de los p a rám e tro s  variacionales, to d as  las derivadas que aparecen  en 

el con jun to  do ecuaciones ( lA .I  —lA .l)  pueden  ser d e te rm in ad as analíticam ente . 

Luego, la  solución num érica de este  set de ecuaciones p e rm ite  d e te rm in a r los valores 

de  {T. fi) correspondien tes al C E P, ju n to  con los valores correspond ien tes de los 

p arám etro s  variacionales Ci-C2>

Volviendo al m odelo en discusión en  el p resen te cap ítu lo , debem os n o ta r que p a ra  

las param etrizaciones B y  C tenem os tres  p a rám etro s  variacionales (N = 3 ). Podem os
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entonces elegir identificarlos com o =  á i ,  ^2 =  ^2 an d  ^3 =  í>- Luego, el con jun to  

de cinco (N + 2 ) ecuaciones necesarias p a ra  d e te rn ü n a r el C E P  e s tá  form ado p o r las 

Ecs- ( i. 13) com plem entadas las dos ecuaciones que re su ltan  de hacer las identifica­

ciones correspond ien tes en las Ecs. (4A.,‘Í—IA .7). E n  el caso de  la param etrización  

A, la  s ituac ión  es de algún m odo m ás sim ple, ya  que hay sólo dos p arám etro s  varia- 

cionales {ifi =  y  ^2 =  í*) y, p o r lo tan to , se requieren solo cu a tro  ecuaciones p ara  

d e te rm in a r el CEP.

4.A. Apéndice; D eterm inación precisa de! p u n to  crítico ñ iia l (C E P )_______________
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Capítulo 5 

Modelo no local de tres sabores a 

temperatura finita

“La naturaleza es grande en las cosas grandes, m as es grandiszm a en las 

cosas d im inutas."

Jacques-H eiiri B. de Saint F ie rro  (1737-1814) esc rito r francés.

5.1. M odelo no local con extraneza  a tem peratura  

finita

El ob je tivo  do e s ta  p a r te  de la  investigación es ir u n  paso  m ás allá  de  los análisis 

previos, estu d ian d o  el com p o rtam ien to  de m odelos qn irales no  locales que incluyan 

grados de  lib e rtad  de  ex tran eza  y  adem ás ten g an  en cu e n ta  el efecto del acoplam iento  

de  los qu ark s  con el loop de Polyakov.

T rab a ja rem o s aqu í con el m odelo de  qu ark s no local de  tre s  sabores de quarks, 

desc rito  en  la  sección 3..'}, pero  incluyendo ah o ra  el acop lam ien to  al loop de Polyakov. 

La acción efectiva correspondien te surge de reem plazar la  deriv ad a  que aparece  en 

el p rim er té rm in o  de la ecuación l'i) po r u n a  derivada covariante, y  agregar un
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té rm in o  de po tencia l p a ra  el cam po  gluónico.

T al com o on el caso de  dos sabores, asum im os que los qu ark s  se m ueven den tro  

de un cam po de gauge de color 0  =  iAo =  ig  Sf̂ o G^A“/2 , donde son los cam pos 

de gauge de color SU (3). Luego, la tra z a  del loop de Polyakov, la  cual, com o hem os 

m encionado en  el cap ítu lo  an terio r, se puede to m ar com o un p a rám etro  de orden 

del confinam iento, e s tá  d ad a  p o r $  =  jTV ex p (i0 ). E n  lo sigu ien te adem ás tra b a ­

jarem os en  el conocido gauge de Polyakov, en el cual la  m a triz  0  e s tá  d a d a  en u n a  

represen tación  diagonal 0  =  +  que de ja  solo dos variables independientes, 

03 y  08.

A continuación  considerarem os el po tencia l term odinám ico  g ran  canónico del mo­

delo d en tro  de la  aproxim ación de cam po m edio. U sando el form alism o de M atsu b a ra  

e s tán d a r p a ra  inclu ir la  te m p e ra tu ra  fin ita  en el m odelo, se ob tiene

5.1. M odelo  no  ¡ocal con ex trañeza  a  tem p e ra tura ñ n ita___________ ______________

f.c

1
2 2L /

donde /  =  {u ,d , s), c =  [ r ,g ,b ),  y  se h a  u tilizado la definición =  (u ;n -0 c )^  +  p^, 

siendo Un =  (2n  +  l )w T  las frecuencias de  M atsu b a ra  usuales. R ecordam os que

í - i / s -
Las can tidades 0c están  definidas p o r la  relación 0  =  diag{0r, 0g, 0;,). Las m asas 

constituyen tes de los qu ark s M / son aqu í m om ento-dependientes, y  e s tán  d ad as por

= mf + afg{ujl )̂. (5.3)

D entro  de la  aproxim ación de fase estacionaria , los valores de cam po m edio de 

los cam pos auxiliares S j  están  relacionados con los valores de  cam po m edio de  los 

cam pos escalares 5 /  p o r las ecuaciones del gap, idénticas a  las o b ten id as  en la sección 

;3.:?

CTu +  G =  O , CTj +  G S s +  — 5u —O , (5.4)
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solo que p a ra  el caso de  te m p e ra tu ra  fin ita, los cam pos auxiliares S f ,  es tán  dados 

por

El po tencia l efectivo U (í>, T ) ,  el cual tien e  en  cu en ta  la  d inám ica p a ra  el loop do 

Polyakov, se puede a ju s ta r  ten ien d o  en  cu en ta  las restricciones que im pone la  teo ría  

de g rupos ju n to  con los resu ltados de la Q C D  en la  red, a  p a r ti r  de la  cual se puede 

estim ar la dependencia  con la  tem p era tu ra . S iguiendo com o en los casos an teriores 

la  ref-l"'! tom am os

5.1. M odelo  n o  ¡ocal con extrañezH  a  tem peratu ra  finita

U{<P,T) =

con las definiciones correspondien tes p a ra  a{T]  y  b{T). Debido a  las p rop iedades de 

conjugación de ca rg a  del lagrangiaiio  de  Q C D  se esp e ra  que el valor de  cam po 

m edio del loop de Polyakov sea u n a  can tid ad  real. A sum iendo que y  0® son 

cam pos reales '̂"1, es to  im plica que =  O, $  =  [2cos{<i)^/T) +  l ] /3 .

P a ra  m asas de quarks corrien tes la  con tribución  de  qu ark s a  re su lta  ser

divergente. P a ra  regu larizarla  seguirem os la  m ism a prescripción  que en ei cap ítu lo  

an terio r, d a d a  en la  ref. l  E s ta  consiste en su s trae r de  Q m faÍ'^) la  con tribución  de 

q u ark s en ausencia de in teracciones ferm iónicas. y  luego su m arla  en fo rm a regu lari­

zada. esto  es, luego de  la  sustracción  de u n a  con tribución  in fin ita  T -independ ien te. 

D e la  m inim ización de este po tencia l te rm odinám ico  regularizado, es posible ah o ra  

o b ten er un con jun to  de tres  ecuaciones del “'gap” acopladas, que d e te rm in an  los 

valores de  cam po m edio  ás y  íf)̂  a. u n a  te m p e ra tu ra  dada.

5.1.1. Condcnsado de quarks

U na vez que tenem os el po tencia l term odinám ico , podem os fácilm ente derivar 

las expresiones de  o tra s  can tidades de  in terés p a ra  e s tu d ia r  las ca rac te rís ticas  de  la 

transición  de  fases qu ira l. U na  de ellas es el condensado de qu ark s {q¡q¡), que es el 

valor de expectación  del vacío p a ra  cad a  sab o r de q u ark  {ñu) =  {dd) o ( s s ) .
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5. i . M odelo  no local con ex tra ñ eza  a tem pera tura  ñ n ita

V im os que a  te m p e ra tu ra  y  po tencia l quím ico nulos, el condensado e s tá  definido 

por

Luego, la  expresión ex p líc ita  reg u la rizad a  p a ra  un  condensado de quarks {q/Q j) 

re su lta

Í9V9/) / d p p ^ l - T  ¿
c L n = -o

donde =  {1 +  ex p [(E / ±  20c)/í']}  con E ¡  ^

5.1.2. Análisis de las transiciones de fase

E n lo que sigue analizarem os la  transic ión  de fase qu ira l p a ra  un  facto r de form a 

gaussiano, ten iendo  en  cu en ta  la  dependencia  con la  te m p e ra tu ra  de  las m asas efecti­

vas, los condensados quirales y las susceptib ilidades. E ste  facto r de  fo rm a G aussiano 

es el p ropuesto  an terio rm en te

g{q^) =  exp ( - íV A ^ )  > (5'9)

donde A es un p arám etro  libre del m odelo que ju eg a  el papel de  cut-ofT u ltrav io le ta  

en el espacio de m om entos. E ste  parám etro , al igual que las m asas corrien tes de 

quarks y  los acoplam ientos en Ec. (•5.1.')), pueden  ser elegidos do ta l m an era  que 

rep roduzcan  los valores em píricos de las propiedades de m esones a  T  =  0. E n  lo que 

sigue u tilizarem os uno de los se ts  de  p arám etro s  listados en  la  ta b la  es decir

m  =  5 ,0 M e V , =  119,2 M eV  , A =  842,9M eV, (5.10)

GA2 =  13,3 , =  -2 7 3 ,7  .

Los resu ltados num éricos correspondien tes son los dados en la  F ig u ra  '.1 .  donde se 

m u estra  el com p o rtam ien to  de  varias m agnitudes físicas com o función de  la tem ­

p e ra tu ra , d en tro  del m odelo SU (3) no loca! descrito . Los paneles de  la izquierda
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(derecha) corrc^spondcn a l m odelo en aus(;ncia (presencia) del acoplam icmto al loop 

de Polyakov. E n  Io k  ijaiieles superio res se iiiuestraii el com p o rtam ien to  de; los valores 

de can ipo  m edio 5u y  (líneas sólidas y  de  pu n to s  respectivam ente).

P a ra  rcíalizar la  com paración, las curvas e s tán  no rm alizadas a  sus valores resp(!c:- 

tivoB a  r  =  O, los cuales son =  366,5 M eV y  =  486,2 M cV  (n o ta r que a  

T  =  0 no hay  oftícto dcl loop de Polyakov). S(' n o ta  c laram en te  que en  am bos casos 

la  res tau rac ió n  fpnral SU(2) se p roduce nuxlian te  un  crossover  suave, m ientnus que 

hay  u n  aum cntcj del orden  de 70 M cV en cl valor correspond ien te de la tem p era­

tu ra  c rítica  cuando  se tienen  en  cu en ta  los efectos del loop de  Polyakov. C on la 

in tención de  definir co rrec tam en te  los valores de  estas  tem peratuvivs crític;us, hem os 

considerado la su scep tib ih d ad  qu ira l d eñ n id a  com o

La te m p e ra tu ra  de Inuisición de fase puede ser definida com o el p u n to  donde la 

su scep tib ih d ad  n m cstra  u n  pico, cuyo ancho sirv<! com o m ed id a  de lo a b ru p ta  que es 

la  transic ión  I' ‘I  Las curvas que m u estran  es co m p o rtam ien to  de las susceptib ilidades 

p a ra  este  m odelo SL''(.3) n o  local e s tán  dihujada.s en los paneles cen tra les íle la 

F ig u ra  ''j.L. Com o m encionam os an terio rm ente , se observa que la  inclusión del loop de 

Polyakov p roduce a  u n  aum en to  en la  te m p e ra tu ra  crítica, lo cual los lleva a  un m ejor 

acuerdo  con la  m ayoría  de los valores ob ten idos con Q CD en la  red  recien tem ente 

=  160—200 M eV l'''!. N uestros resu ltados son (ver líneas sólidas en los paneles 

cen trales de  la  F ig u ra  j . l )

5.1. M odelo  n o  local con ex trañeza  a  tem p era tu ra  fín ita

m odelo no local SU (3) sin  loop de Polyakov ; 7 ^  =  131 MeV 

m odelo no local SU (3) incluyendo el loop de Polyakov : =  202 MeV

A dem ás, se ve que luego de la  inclusión del loop de Polyakov cl pico se hace  m ás 

pronunciado . L a  res tau rac ió n  de la  s im e tría  qu ira l SU (2) tam bién  puede ser obser­

vada al m ira r el com p o rtam ien to  de  los condensados quirales con la  tem p e ra tu ra , los 

cuales vse m u estran  en  los paneles inferiores de la  F ig u ra  5.1. A  T  =  ü encontram os 

que =  -2 5 2 ,1  M eV y {ss)^^^ =  - 2 4 9 ,7  MeV.
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•5.1. M odelo  no ¡ocal con extrañeza, a  tem peratura, ñ u ila

sin PL

50 ICO ISO 200 25Q 300 O 
I |MeV|

50 100 150 200 250 300 
T [MeV|

F ig u r a  5 .1 : Co7nporíamiento de varias maffmiuiies físicas respecto de la 

temperatura. Los paneles de la izquierda (derecha) corresponden al modelo 

en axuiencia (presencia) del acoplamiento al loop de Polyakov. Los paneles 

superiores muestran el comportamiento de los valores de campo jnedio dq 

(normalizados a sus valores a T  = 0) y  el loop de Polyakov, los paneles cen­

trales muestran el comportamiento de las susceptibilidades Xq y mientras 

que los inferiores hacen lo propio con condensados quirales.
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Com o es de esperar, la  restau rac ión  de la  s im e tría  qu ira l SU (3) es m ucho m enos 

prom m ciada, debido  a  la  m ayor m asa del q iiark  s. De hecho, ta n to  en la  ausencia 

como en la  p resencia  del loop de  Polyakov se observa u n  pico suave en la corres­

p ond ien te  suscep tib ilidad  qu ira l Xs' E sto  se m u estra  en la cu rv a  de línea de pun tos 

en el panel cen tra l de la  F ig u ra  •'j.l, donde los valores de Xs han  sido norm alizados 

po r un  facto r de  10, p a ra  ser com parab les con los valores correspond ien tes de  Xn- 

Los picos correspondien tes a  Xs se hallan  ubicados alrededor de  176 M eV  p a ra  el 

m odelo sin  PL  y  225 M eV p a ra  el caso con el PL . E s in te resan te  n o ta r  que debido 

a  los efectos de  la  m ezcla de  sabores se puede observar en  los condensados quirales 

livianos (ü u ),  u n a  seg u n d a  p ro tu b e ran c ia  a  esas tem p era tu ras . A dem ás, debido a  la 

m ezcla de sabores, se puede observar a lg u n a  seíial de  la  res tau rac ió n  q u ira l SU(2) 

en el com p o rtam ien to  de  Xs- p a ra  el m odelo sin  P L  se ap recia  u n  hom bro  alrededor 

de r  =  130 M eV  (ap en as percep tib le  por el tam añ o  de la  figura), m ien tras  que 

p a ra  el m odelo con PL  se observa un  pico p ronunciado  alrededor d e T  =  200 MeV. 

F ina lm ente , tam bién  es im p o rtan te  ana lizar el com p o rtam ien to  de  los valores de 

cam po m edio del cam po del loop de  Polyakov Com o dijim os, el ú ltim o  puede 

ser in te rp re tad o  con un p a rám etro  de orden  de  la transic ión  de  deconfinam iento, 

siendo <1 =  O y  $  =  1 los valores respectivos p a ra  la  fase de qu ark s  confinados 

y  deconfinados respectivam ente. A sim ism o, vma suscep tib ilidad  aso c iad a  al P L  se 

puede definir com o X4> =  d ^ f d T .  E n  la  te o ría  no local SU (3) b a jo  consideración, el 

com portam ien to  de y  x-f con la te m p e ra tu ra , e s tá  dad o  p o r la  cu rv a  de  trazos en 

los paneles su p erio r y  cen tra l derecho de la  F ig u ra  .k I respectivam ente. C om parando  

con el co m p o rtam ien to  del valor de  cam po m edio áu, se puedo ver que, aún  cuan­

do  la  transición  de deconfinanüento  es m ás suave que la res tau rac ió n  qu ira l SU (2), 

se en cu en tra  que am bas transiciones ocurren  en  la  m ism a región de  tem p era tu ra , 

u b icad a  alrededor á e T  ~  200 MeV.

E l análisis p resen tad o  a rrib a  corresponde al caso específico de  un m odelo no local 

SU (3) covariante, en el cual hem os considerado u n a  in teracción  separab le  do cu a tro  

ferm iones. T al in terp re tac ión  e s tá  m otivada en el m odelo de  in tercam bio  de u n  gluón,

5.1. M odelo  no locaJ con extr¿iñeza, a  tem peratura ñ n ita
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5.2. Propiedades de  m esones  a  T  finita

ta l  com o d iscu tió  en el cap ítu lo  C on el fin de  d e te rm in a r el rango  de valide?, de 

las conclusiones del an te rio r análisis, se consideraron  tam b ién  los d iferentes sets 

de p arám etro s  m ostrados en  en  la  ta b la  •}.:!. A dem ás se com pararon  los resu ltados 

ob ten idos usando  los p arám etro s  p ropuestos en la  re f.l'" ', basado  en el m odelo de 

líquido de  instantonesl'-^"!, con la  correspondien te  extensión a  te m p e ra tu ra  finital"'!. 

Se observó que en to d o s los casos, los resu ltados son cua lita tivam en to  sim ilares a  lo 

expuesto  en el an terio r análisis.

5.2. Propiedades de m esones a T finita

Siguiendo con el desarro llo  del m odelo an terio rm en te  descrito , re su lta  de gran  

in terés es tu d ia r cóm o las propiedades de  los m esones (masaos, ángulos de  mezcla, 

co n stan tes de  acop lam ien to  y  de  decaim iento , e tcé te ra ) se m odifican cuando  los 

m ism os se p ropagan  en un  m edio caliente. E n  p articu la r, dado  que el origen de 

los m esones escalares y  pseudo-escalares livianos e s tá  re lacionado al fenóm eno de 

la ru p tu ra  de la  s im e tría  qu ira l, el com portam ien to  respecto  de  la te m p e ra tu ra  de 

sus propiedades se esp era  que provean inform ación relevante acerca de u n a  posible 

restau rac ión  de  la  s im e tría  quiral. D ad a  la  com plicación que rep resen ta  la  inclusión 

de la  ex trañ eza  en  el m odelo, en  este  estud io  abo rdarem os solo el p rob lem a de  la 

dependencia  con la  tem p e ra tu ra . E s decir que analizarem os las transiciones de fase 

con po tencia l quím ico nulo y, p o r lo tan to , to d as  las transiciones que estudiarem os 

en  e s ta  sección serán  de  tip o  crossover.

5.2.1. M asas de m esones escalares y  pseudoescalares

P a ra  ob ten er el espectro  de m asas y  o tra s  propiedades, se deben  considerar, al 

igual que en el caso de  T  =  O, las fluctuaciones m esónicas alrededor de los cam pos 

m edios. Luego, siguiendo u n  p rocedim iento  sim ilar al d e ta llad o  en  la sección i .  1 1.

Se ob tiene que, a  te m p e ra tu ra  fin ita  la  con tribución  de  los m esones p.seudoesca-
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5.2. P ropiedades de  m esones a  T  fin ita

lares a  se escriben com o

Sr'l - \J {G.(9^O[A9n)/(-9„)+27r-^(g„)7T-(-í0

+ G K { q \ i ' l )  [2K °{qn) K \ - q . )  +  2 A '+(?„) K - { - q J  

+ G ^ { q \ 4 )  v i q n )  I ? ( - í n )  +  G r i ' i q ^ ^ l ' l )  V ( - 9 n )  j  ■

{5.12)

con Qn =  {q ,Un), siendo t-n =  2 n 7 rr las frecuencias (bosónicas) de  M atsu b a ra  

correspondien tes. Las funciones in tro d u c id as  en Eq. (•’> 12) es tán  dados

por

H  ^
(G  +  y 5 , ) - ■ + Q - ( í ^ i . ; 0

(G  +  f 5 . ) - ‘ + C - [ 9 ^ : ' ^ )  

G ; ¿ q \ u l )  + G - , ¿ q \ u l )

(5.13)

(5.14)

(5.15)

+

G l , { q \ v l ) + G ^ , { e y n ) (5.16)

+ <^08(9
Gggí? ^ l 'n )  -  G qo(9 ^^^^)

donde,

G - ^ { q \ i ^ l )  -

G o 8 ( 9 ^ 0  =

G - , , { e A )  =

1 

3

^r2

QG -  4 H S ^  -  2 H Ss  
2G2 -  G H S , -  H^S?.

+  C : , { q \ u l )  +  2 C - { q ^ u l ), , 2 \

H { S , -  S , )

2 G ' ^ - G H S s - H ^ S l  

6G  + 4 H S u  -  H S ,
2G2 -  G H S , -  H ^ S l

+  2 C - S q \ ^ l )  +  c ; , { q \ v l )

(5.17)
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5.2. Propiedades de  m esones a  T  finita

C 'í ( í ^ ^ 'n )  ^  “ ^ 5 3  /  3 (Pt,c +  <7n/2) (5.18)
c ■̂P>"

Pnc Pnc ' ?n T îjPnc ~t~ ?n)^^j(Pnc) 
í^i(Pnc +  97i)^j{Pnc)

^tj,kl ^  G  ¿üájfe ±  y  5/1 . (5.19)

E n  E q. ( . '. iü )  hem os definido D j { s )  =  +  M ?(s) , donde j  =  1 ,2 ,3  corresponde a 

f  =  u ,d , s  en  la no tación  de la  Eq. (.").3}.

Luego, las m asas de  los me-sones se ob tienen  al igual que en el caso T  =  0. 

m ed ian te  la resolución de las ecuaciones

G p ( - m | , , 0 ) - 0 .  (5.20)

con P  = n, K ,  T] y  r f . Los valores de las m asas d e term inados p o r estas ecuaciones 

corresponden  a  las m asas “espaciales” (tam b ién  conocidas com o screening m asses) 

de  los m odos de M atsu b a ra  de orden  cero, y  sus inversas describen las longitudes de 

p ersistencia  de  dichos m odos en el equilibrio  con el m edio caliente. E l propagador 

obten ido  de e s ta  m an era  es definido sólo sobre u n  con jun to  d iscre to  de pu n to s  a  lo 

largo de lo que p o d ría  llam arse el eje im aginario  de energías. P or o tro  lado, las masa.s 

“polares” , esto  es, las m asas que p roducen  los polos de energ ía de  estados ligados 

p a ra  g ~  O, se ob tienen  solo luego de u n a  continuación an a lítica  del p ropagador sobre 

el eje real de  la  energía. E l hecho que p a ra  T  >  O la  invarianza de  L orcntz esté  ro ta  

significa que, en  general, las m asas polares y  las m asas espaciales no  son iguales 

(ver po r ejem plo ref.l^ 'l). A pesar que la  continuación  an a lítica  involucrada en  este 

proceso no es única, se ob tiene un  resu ltado  no am biguo al requerir que éste p roduzca 

u n a  función que sea aco tad a  en el infinito  com plejo y  an a lítica  fuera del eje real^''"L 

A p a r tir  de e s ta  descripción re su lta  que las m asas espaciales proveen inform ación 

re levante de las p ropiedades de  los estados ligados a  T  >  0. Las m asas asociadas a  los 

m odos cero de M atsu b a ra  estu d iad as  aq u í son las m asas espaciales correspondientes 

al com p o rtam ien to  en la  coo rdenada r  del 3-espacio conjugado del estado
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5.2. P ropiedades de  m esones  a  T  Iin ita

m ás b a jo  en cada canal m asónico. D e hecho, estas son las can tid ad es usualm cnto  

estu d iad as en  los cálculos do QCD  en la  red

En lo que sigue, al igual que en la  sección an terio r, usarem os el set de p arám etro s  

p a ra  =  5 M eV de la ta b la  3.,'5. D ebe pun tualizarse , sin  em bargo, que p a ra  

el resto  de  los sets allí lis tados se ob tien en  resu ltados sim ilares a  los d iscu tidos a 

continuación.

Com o dijim os an terio rm ente , laa masa.s de  los m esones pseiitioesealarí's pueden 

sor d e te rm in ad as resolviendo las ecuaciones (0.211), mientrn.s que p a ra  las m asas 

del sec to r escalar se ap lica el m ism o procedim iento  pero  reem plazaaido los índices 

su p e r io n s  ” p o r “+ ” y  cam biando (n  —> oo), (v  —* f ) i  (A’ -*  k) y  (V —» /o ) en  las 

ecuacione,s (5.i;-5-.').17). Los resu ltados ob ten idos se m u estran  en !a F ig u ra  ó-'i, donde 

se rep resen tan  los valores de  las m asas m esónicas com o función de  la  te m p e ra tu ra . E n  

la  F ig u ra  ' i -2 (a) se m u estra  el com p o rtam ien to  de los m esones psoudoescalares n  y  

T¡. ju n to  con las curvas p a ra  los m esones escalares a  y  oo que son pares quirales de los 

prim eros, Scí observa que los m esones pseudoc'scalares perm anecen  aprox im adam ente  

constan tes h a s ta  la  te m p e ra tu ra  c rítica  (lo cual es razonable, ya  (lue están  protegidos 

de la  s im e tría  qiiiral). m ien tra 'i que Uus m asas de lo.s m esones escalares com ienzan a  

caer alrededor do T  =  150 McV.

P or encim a de T  =  Te las m asas pseudoescalarcs se increm en tan  de  ta l  m an era  

que s<! vuelven degeneradas con las m asas de  sus com pañeros (¡iiirales. E n  p a rticu ­

lar, el hecho que esto  o cu rra  ju s to  después de la  transic ión  en  el caso del p a r  {r¡,<i(¡) 

ind ica  que el conten ido  de ex trañ eza  de los m esones r jy  üü h a  sido suprim ido . C uan­

do la  te m p e ra tu ra  se in crem en ta  aún  m ás. to d as  las masfLS crecen continuam ente, 

m o stran d o  que las nicusas son  ah o ra  básicam en te  dom inadas p o r la  energ ía térm ica. 

A tem p e ra tu ra s  m uy a ltas, las curvas deb erían  aprox im arse asin tó ticam en te  al valor 

correspondien te  al p a r qq de  quarks sin  m asa  no  correlacionados =  2 7 r r l '‘l. 

A T  300 M eV  sin  em bargo, el loo]) de  Polyakov aún  no  h a  alcanzado  sii valor 

asin tó tico  =  0. y  aú n  provee u n a  corrección no  despreciable a  las m asas

espaciales de  los quarks. D e hecho, encontram os que ií'3/Tl7'=3oo — 0.93. Así, alrede-
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5.2. Propiedades de  m esones a T  ñ n ita

(a)

(b)

(c)

F ig u r a  5 .2 : Las líneas sólidas representan las masas de mesones escalares 

y pse.udoescalares como función de la temperatura. Las lineas punteadas y de 

trazo-punto muestran los valores asintóticos =  2{'kT  — <?;{) y las cotas 

para la producción qi¡, respectivamente (ver texto).
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5.2. Propiedades de mesones a  T  finita

d o r de  e s ta  te m p e ra tu ra , se espera  que =  2{-kT  -  lo cual es m o strad o  po r 

las líneas p u n tead as  en  las F ig u ra  5.2 (a), (b) y  (c). P a ra  m asas de quarka d inám icas 

nulas, este  valor de  corresponde a  un  polo en el m odo n  =  O p a ra  las in tegrales 

en las funciones cuya expresión e s tá  d ad a  p o r la  ecuación De

hecho, ta l  com o fuera d iscu tido  en la  ref.l'''!, las ecuaciones (''.21)) sólo pueden ser 

satisfechas en  la vecindad  de esos polos. P o r o tro  lado, en general se observa que 

las funciones C *{-/i,'^ ,0 ) (y p o r ende tam bién  las funciones G w (-fc ^ ,0 ))  es tán  bien 

definidas p a ra  valores ba jos de  k . Si k  se in crem en ta  h a s ta  algún  valor crítico  k„-,u 

u sualm ente  llam ado “p u n to  de  p in ch ad u ra” , las in tegrales deben  ser tra ta d a s  conve­

n ien tem en te  p a ra  ev ita r divergencias. E n  este  trab a jo , hem os seguido la  prescripción 

d esc rita  en el A péndice '  .A, donde se explica el form alism o p a ra  t r a ta r  los polos del 

p ropagador p a ra  el caso de  te m p e ra tu ra  finita. E l p u n to  de p in ch ad u ra  ocu rre  cuan­

do, am bos quarks efectivos están  s im u ltáneam en te  sobre la  cap a  de m asas. Por lo 

tan to , esto  puede ser in te rp re tad o  com o u n a  co ta , p o r encim a de la  cual los m esones 

p o d rían  decaer en dos qu ark s m asivos. E n  la  F ig u ra  Ti,2 (a) e s ta  co ta  e s tá  repre­

sen tad a  con la cu rv a  de  trazos y  p u n to s  (po r encim a de e s ta  ap rox im adam en te  

coincide con el valor de  m encionado p rev iam ente). Se puede observar que todas 

las m asas graficadas en la  F ig u ra  'i.2 (a) perm anecen  p o r d eb a jo  de  la  co ta , p a ra  el 

rango  de te m p e ra tu ra  considerado.

E n  la F ig u ra  2 (b) se rep resen tan  las curvas p a r a  las m asas del m esón pseu- 

doescalar K  y  su  com pañero  escalar k . Se observa que p a ra  c ierto  rango  do tem p era­

tu ra , la  ecuación G ^ { - k ^ ,0 )  =  O no tiene solución p a ra  k  real, de fo rm a que la  m asa 

e s tá  defin ida (den tro  de este  rango) com o el m ín im o de la función 0). E stos

valores de  m asas corresponden  a  los p a r te  de tra^zos de  la  cu rva correspondien te. 

E s im p o rtan te  n o ta r  que las m asas de  los m esones K  y  k  coinciden sólo a  p a r tir  de 

T  ~  225 M eV, es to  es, a  u n a  te m p e ra tu ra  algo m ayor que Te. E sto  es c la ram en te  u n a  

consecuencia de la  m ayor m asa  corrien te  del q u ark  s, la  cual se esp e ra  que m ueva 

la  restau rac ión  qu ira l de SU (3) a  tem p e ra tu ra s  m ás a ltas.

F ina lm ente , en la F ig u ra  ’).2 (c), se m u estra  la  dependencia  con la  te m p e ra tu ra  de
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5.2. Propiedades de  m esones  a  T  ñ n ita

las m asas de  los m esones fo y t]'. A l igual que an tes, las líneas de trazos en las curvas 

ind ican  las regiones en las cuales la  correspond ien te función G w {—A'^.O) no tiene 

ceros p a ra  k  real y. de  m an era  que, las m asas rriM e s tán  definidas p o r la  posición de 

sus m ínim os. E nfoguém onos p rim ero  en  el com p o rtam ien to  de la  m asa  del m esón 

r¡'. E n  co n tra ste  con los resu ltados ob ten idos en  la  refJ''*'!, donde la correspond ien te 

dependencia  con la  te m p e ra tu ra  h a  sido e s tu d iad a  en el m arco  de u n a  aproxim ación 

de D yson-Schw inger, nosotros no hem os observado ningún tip o  de  increm ento  de m ,,’ 

alrededor de T .̂. D ebería  n o ta rse  que en el m arco de la ref. el efecto de  la  anom alía  

U ( l)^  se h a  m odelado de u n a  fo rm a m ás sim ple. E n  ese sen tido , nuestro  resu ltado  

es consisten te  con el análisis de  las m asas polares de  r/', ob ten idas d en tro  del modelo 

P N JL  local, donde tam p o co  se encon tró  increm ento  alguno de mr,' a lrededor d e T j ’ L 

Con respecto  a  la  degeneración de i]' con su  com pañero  qu ira l /o, e s ta  es a lcanzada 

sólo a  r  ~  300 MeV. E s ta  es u n a  consecuencia del con ten ido  de  ex trañ eza  de  estos 

m esones, la  cual, com o verem os luego, se increm en ta  al au m en ta r la  tem p cra tu ra .

5.2.2. Ángulos de mezcla, constantes de acoplam iento y de 

decaim iento, y susceptibilidad topológica

E n el s is tem a t] -  r¡ , u n a  vez que las m asas de  los m esones h an  sido de term in ad as, 

se pueden  en co n tra r los ángulos de  m ezcla 0,, y  , los cuales en  general son diferentes 

en tre  sí. E s tá n  dados por

l a " 2 9 p  =  ^ 2 . ?  =  ». - ? ' •  (5.21)
^8 s(

Los cam pos m esónicos h an  sido renorm alizados, ta l  que los residuos de  los p ropa­

gadores correspondientes en  los polos de  los m esones es tán  fijados iguales a  uno. La 

correspondien te  funciones de  renorm alización de  la función de  on d a  Z p  es tán  dadas 

por
ni

(5.22)

con P  = n, K ,  T} y  r¡.
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5.2. P ropiedades de  m asones  a T  finita

F iiiahneiitc . hus co n stan tes de acoplam iento  m eson-quark  Gpq e s tán  dadas p o r los 

residuos originales do los propagadores de los m esones en  los poios correspondientes.

C p ,  =  Z y '  . (5.23)

E n  ol caso do los m esones pseudoescalares, o tra s  can tidades qu(! re su ltan  d(í intcirós 

son las correspondien tes co n stan tes de  decainnen to  débil f^b. definidas por

(5.2-1)

donde A°  es la com ponen te a do la  co rrien te  axial. P a ra  ü, 6 =  1 . . .  7, las constan tes 

fab pueden  ser escritas com o 5ab /p ,  con P  =  ir p a ra  a  =  1, 2 ,3  y  P  =  K  p a ra  a =  A 

a  7. S iguiendo el m ism o procedim iento  que en la  sección 3.4.2 so en cu en tra  que, a  

te m p e ra tu ra  finita, la.s constan tes de  decain iien lo  del pión y  el kaon están  d ad as  por

(5.25)

(5.2C)

donde

r /.TÍ -i _ f /  „ I   ̂Pnc ' Qn‘̂'h{Pnc + Qn) (Pnc ' Qn + Pnc)̂ }iPnc)
J i jVQ 1 ‘'n i — I  \ 'J Pnc ^ , , \ n  < \

O í  ,2 g Pnc + V \ l  ) -ff(Pnc)-<?(Pnc +  Vn)
■^h{Pnr 3z l) 

2 >

, (  ,
+  5 Pnc +  - r  \  ¿ /

A (P n

A '/ j ( p ,« '  +  y )  -  M i  ( p „ c )

-  Mj {'p̂ „. +  í¡„) P jir  +  P n c  ■ '/ii +  +  7 ' i ) ( P n r ) (5.27)
A(Pnff + 9n)í>j(Pnc) J '

Al igual que a  T  =  O, en el caso del s is tem a r? -  se pueden  definir dos constan les 

do decaim iento  p a ra  c a d a  com ponente (a  =  O o  8) do la  corrien te  axial. E s ta s  pueden 

ser definidas en térm inos de las constan tes de decaim iento  fat, y los angulas de  m ezcla

&7¡.T]'. com o

/ “' ^  [/„8{-m?,,,0)sini9„.+/„o(-7íí^.,0)cüsi9,,,] z ]¡̂
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5.2. Propiedades de m esones  a  T  ñ n ita

D entro  de nuestro  m odelo, laá constan tes de  decaim iento  fab p a ra  a . 6 =  0 ,8 están  

re lacionadas a  las f , j  definidas en la  ecuación (5.27) por

fm iq  ■ -  ho{(J , t^n) =
4V 2 r

¡Muiq lésiQ

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Corno es de  esperar, tan to  las constan tes de  decaim iento  no diagonales /i^ . /sn. com o 

los ángulos de m ezcla O,,, 9,,', se cancelan en ol lím ite  de la  s im etría  SU(3).

(a) (b)
F ig u r a  5 .3 : Comportamiento de las constantes de decaimiento de los 

mesones psexidoscalares como f^ínción de la temperatura.

E n la  F ig u ra  'i.3 so puede observar el com portam ien to  d(; la.s constantcís do de­

caim iento  de los m esones pscudocacalares, calculadas a p a i 't i r  do las ecuaciones 

(5.2G) y (5-2s). La F ig u ra  -3.3 (a) m u es tra  las curvas correspondien tes a  las constan ­

te s  de  d(!caiinionto y  J k . Se observa que am bas co n stan tes caen en la tem pcratiíra . 

de transición  de fase. Vemos sin  em bargo que, debido al conten ido  de; (fxtrañoza d(;I 

kaón. las co n stan te  de  decaim iento  correspond ien te m u es tra  un decrecim iento m ás 

lento  luego de la  transición . E l com portam ien to  de  kis co n stan tes de decainúeiito
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5.2. Propiedades de  m esones a T  ñ n ita

cusociadas con el com plejo ij -  i f  so m u estra  <?n la F ig u ra  (b). E n  el caso dt; /,„  

y  ta l c()iii{)ortaiTiionto os sim ilar al de f ^ .  m ien tras que el docrecim iento luego 

do la  transición  es m enos p ronunciado  p a ra  D e nuevo, esto com p o rtam ien to  do 

las co n stan tes do docaim ionto de  rj' p u ed e  ser en tend ido  en tórn iinos de su  m ayor 

conten ido  de  ex trañ eza . A quí, se h a  dejado  (!U b lanco el rango  en el cual la m asa  dol 

r¡' no  e s tá  Inen definida.

V)<u

O)
0)
Q

<x>

T [ MeV;

( a ) (b)
F ig u r a  5 .4 : (a) Comportamiento de los ángulos de mezcla corno función de 

la temperatura. La línea de trazo muesta el dníjulo d t mezcla '‘ideal" =  

tan"^ \/2 . (b)Comportamiento de la susceptibilidad topológica corno función  

de la temperatura en el rnodelo no local (línm  trazo-f¡ólida) y en el modelo 

PNJL SU(3) local (línea de trazos). La dicontiuuid.ad carre.ipojide a la rtfiión 

en la cual Grj'{—k ‘̂ ,0) = ü no tiene solucióv para k  real.

E n  la Figm-a j .  l (a) se m u estra  el com p o rtam ien to  de  los fíngulos de m ezcla 0,̂  y 

6,,i, los cuales pueden  ser calculados a  p a r tir  de la ecuación ('i-2]). Se observa que 

p o r encim a de la  trajisicion de  fase am bos ángulos tien d en  a  un valor en com ún, 

lo cual es n a tu ra l, dado  que las m asa^ de los m esones tam bién  tienden  a  unificarse. 

Mitó in tcresan lcn icn te , los ángulos de m ezcla convergen al conocido ángulo  de  m ezcla 

“ideal” =  t a n " ' \ /2  ~  54,7° (en lín ea  de pu n to s en la  figura). E sto  significa

121



5.2. Propiedades de  m esones  a  T  ñ n ita

que, com o fue sugerido a rrib a , el m esón t} se vuelve aprox im adau ieu tc  no  ex traño , 

m ien tras que tj' se ap rox im a a  u n  p a r  ss. Lo m ism o sucede con el p a r  cr — fo (en ia 

figura se h a  c itad o  so lam ente 0^, ya que la  m asa del m esón fo yace p o r encim a de 

la  co ta  qq). E l lied io  que los áiiguloa de m ezcla vayan hac ia  {'1 v d o r  "‘idcíar’ p a ra  

a lta s  tem p e ra tu ra s  im p h ca  que la  anom alía  U (1 )a  tiende a  cancelarse en  ese lím ite. 

O tra  seña] de este  hecho es que tos com pañeros qu iralcs axiales {n.Tj) y  (a . oq) se 

vuelven casi degenerados a  T  ~  300 MoV. Sin em bargo, q u iz is  la  m ejor iiid icadón 

de la  cancelación de  la anom alía  U ( l )4 la  provee la  suscep tib ilidad  topológica la 

cual, en u n a  teo ría  de color SU (3) p u ra , e s tá  re lacionada con las m asas de 7/ .  y  K  

a  través de la  fórm ula de W itten-V eneciano

K (5.32)

Varios cálc;ulos de  Q C D  en la  redl^^l m u estran  un  dccrccim iento ab ru p to  de  \  (üi 

la  te m p e ra tu ra  crítica. E n  n u estro  m arco, la  suscep tib ilidad  topológica puede ser 

ca lcu lada  a  p a r tir  de

I í ‘
x =  - -

2
”  3

’- i

Su{Su +  2S ,)

■ fl

a 08

a

S ^ j S ,  +  2 g,

v/2
08

\  C'oo /

F Su{Ss -  5 ,
/  N

t •

V ^'8 0  J

(  n ~  \ '  '-'88

\  ^80 /  .
(5.33)

donde Q as u n a  m atriz  de  2 x 2  cuyos elem entos de m atriz  es tán  dados en la  Ec. ( j.IT ), 

y  to d as  las funciones es tán  evaluadas en =  (0 ,0 ). E s ta  expresión h a  sido

o b ten id a  siguiendo pasos sim ilares a  los descritos en  la  rof. I''’! p^ira c;l caso del mo­

delo N JL  local. Los rasu ltados num éricos se m u estran  en la  Fig, '). l(b ). P a ra  p oder 

co m p arar con el re su ltad o  obten ido  en  el m odelo P N JL  en SU(3) l o c a l ( d o n d e  T,. 

re su lta  algo elevada), m ostram os el valor norm alizado  de en fimción de T /T ^ .  

P a ra  am bos m odelos se en cu en tra  un decrecim iento  ab ru p to  en la  susceptib ilidad
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5.2. PTopiedñdes de mesones a T  finita

topológica a  la  te m p e ra tu ra  crítica , el cual es m ás p ronunciado  m  el m odelo no 

local. D e hecho, a  T /T ^  =  1,5 la  relación alrededor del 11%  p ara

oí m odelo  P N JL  local, m ien tras que p a ra  el caso no local es casi de  la  m ita d  de  dicho 

porccíütajc. E l valor de x |t =o) ‘encuentra cerca de  162 M eV en el m odelo no local, 

m ien tras que en  caso local se ob tiene ~  180 M(^V. R esu ltados recic’n tes de QCD 

on la  red  (ver rcf, y  sus respectivas referencias) ind ican  que x j / lo )  — 

on to o ría í de  gaugo puras. Sin em bargo, se espera (|uo la  pr(ísencia de los <juarks 

d inám icos livianos tien d a  a  d ism inu ir este  valorl ''!. P o r ejem plo, el cálculos de  QCD 

en la red  llevados a  cabo  en la  rcf. los au to res en cu en tran  (ju(? ^  163 M(‘V 

p a ra  un  ra so  de dos sabores en la  región donde las m asas corrien tes de los quarks 

e s tán  alrededor do 20 MeV.

T [ MeV ]

F ig u r a  5 .5 : Comportamiento de las constantes de acoplamiento qxiark- 

mesón como función d t la lemperatura.

P o r co inp le titud . term inam os n u es tra  descripción m o stran d o  en  la  F ig u ra  ó . ' el 

co m p o rtam ien to  de  las co n stan tes de  acop lam ien to  cniark-m eson (h iq -  E s tas  pueden 

ser ca lcu ladas a  p a r tir  de  las ecuaciones ('>.22) y  (5.23) p a ra  los m esones pseudoes- 

calarc^s, y  relaciones sim ilares se m an tienen  p a ra  el sectoi' do m esones escalares con 

los cam bios ap rop iados en las funciones C ij{ q ‘̂ ,0)-
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5.A . Apcndica: 'ñ-at,amiento de los polos  on Jos rn tcgrundos d r  ias iulc’í'j'aif’.s ron  
dos pwpcigadorcíí a  T  ^  O

5.A. Apéndice: Tratam iento de los polos en los 

integrandos de las integrales con dos propa­

gadores a T ^ O

E n el cálculo do divorsas propiíidados m asónicas aparcccn  in tegrales cuyo int(>- 

g rando  contiene dtJH pr(jpagadores de  quarks. La form a genérica de  dicluis int,egrales 

a  T  O es

F ( - f ^ )  =  T ^ F „ ( - p ^ )  (5A,1)

con

donde

-2n /

A / 4  =  M ^(p^±) ; w„ =  {2n +  l ) - T .  (5A.3)

í L  =  (w„ -   ̂ ^  ±  (5A.4)

Los problem as surgen cuando nos encon tram os con a lguno do los ceros del dc>- 

nom inador. E n  los catóos de  in terés del p resen te  tra b a jo  so lam ente tendrem os esa 

situación  cuando n  =  0. P o r lo tan to , en lo que sigue sólo considerarem os ese caso 

y  dejarem os de  lado el índice ti. Luego tenem os

 ̂ J  { 2 n n q l  +  M l) { q i  +  \ ñ )

con

+  (5A.6)

Si ñ jainos la  dire(xi<)n de p  en la dirección del eje z , y  elegim os coordenadas 

cilindricas, entonces

p =  p z  ] d^q =  dqpqpdq.dq^, (5A.7)

con lo cual, la  ecua^'ión (’j A.O) re su lta

>=w  i, L  — JUT-—
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5.A . A péndice: T ra tam ien to  do  Jos poios e« ios integrandos de  ias infegraJes con
dos propagadores a T  ^  O

donde D ± -  q± +  A l^ (q l)  y

(5A.9)

F ina lm ente , Fq se puede escribir en la  form a

/CC f̂ OO
F o { - p ^ )  =  dqp dq,

D + D _

con

(5A.10)

(5A.11)

Supongam os ah o ra  que conocem os los zeros de  D{q^) =  P o r sim pli­

cidad, en  lo que sigue considerarem os el caso de un solo p a r de polos im aginarios 

p u ro s ': (Je =: ± i5 ¡ . Luego, el denom inador de Fq se an u la rá  si

q + = q l =  ± iS ,  o q _ = q i  =  ± iS j .

donde S i  =  S j  sólo en el caso donde m ¡  =  r n / .  

D efiniendo ahora

-  _l?2

lo que im plica que

(q t?  ±  W ;  +  |7= +  { q ;y  + s f  ~  ^ 1 =  0 ,

cuyas soluciones resu ltan

Ceros de

(5A.12)

(5A.13)

(5A.14)

(5A.15)

C eros de  £>.
=  + í [ \ /7 ^  +  +  S j + p / 2 ]  =  {ql)4

(5A.16)
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5.A, Apéndice: IValraraiento de ios polos en los in tegrandos de  las integrales con
dos propagadores a T  ^  O _______________________

F ig u r a  5 .6 : Ubicación esquemática de los po/os de las funciones mesónicas 

en el plano complejo q¡.

Así, en el plano com plejo los coros del denom inador de Fn se ub ican  según lo que 

se m u estra  esquem áticam ente en  la  Fig.5,6.

Es claro  que p a ra  p  < =  2 ^ 7  ̂+  los ceros de las D ’s no  cruzan  el

eje de in tegración  Re q¡, p o r lo que no h a b rá  divergencias en  las integrales. Pero  p a ra  

p >  p''- =  2 ^ 7 2  52  -I- h a b rá  un  valor de  qp (esto  es, = s /p ^ j^  -  S f )  

p a ra  el cual los ceros {q ^ s  y  (9^)2 se en co n trarán  en q^ =  0. E stos pares de  valores, 

dados por

' (5A.17){ < . «  =  ( \ / p V 4 - 7 = - S ? , 0 ) ,

definen la  posición de  los “p u n to s  de  p in ch ad u ra” en  el p lano  (9̂ ,92).

U na  vez d e term inados los “pu n to s de p in ch ad u ra” , podrem os realizar la  integral 

en form a h a b itu a l en  la  zona libre de divergencias y  m ed ian te  la aplicación del 

teo rem a de R esiduos alrededor del ‘‘p u n to  de  p in ch ad u ra” . Las d is tin ta s  áreas de 

in tegración  se esquem atizan  en la  Fig.ri.7.

'S i b ien  es m ás engorrosa, la  ex tensión  a  la  situación  en que ex isten  m uchas polos que  no son 

necesariam en te  im aginarios pu ros es casi d irecta .
^R eco rdar que  M,j {q '^)  =  +  íTi ^j exp{-q '^ /^^) .
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5.A . A péndice: I>ataírjíento de los poJos en los in tegrandos  de Jas integrales con
dos propagadores a T  ^  O

q

l^fO ¡ ------------------------------

R e g ^

F ig u r a  5 .7 : Esquema de las áreas de integración para una integral con 

divergencias en el plano del momento interno q.

P o r lo tan to , p a ra  valores superiores a  p ‘̂ la  p a r te  real de Fq re su lta

R e  Fo(-*p^) =  lím
(5—o-*-

R { ~ P ^ 5 ) +  . 
-'ü

dqp /  dq. +

dqp /  dq: 
9p+í5 J —co

con

R { - p \ 6 )  =  2n
Jo

dq„

Qj +  S f  +  l ^
-.Re

(5A.18)

D+
Qz={gi)2.

(5A.19)

donde (9^)2 y  h an  sido definidas en las ecuaciones (r>A.Hi) y  (r)A. 17), respectiva- 

m ente.
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Capítulo 6

Conclusiones

''No nos preguntam os qué propósito  ú til hay en el canto de los pájaros, 

cantar es su  deseo desde que fu ero n  creados para cantar. D el m ism o  modo  

no debemos pregun tam os por qué la m en te  hum ana  se preocupa por penetrar  

los secretos de los cielos... La diversidad de los fen ó m en o s de la N aturaleza  

es tan  grande y  los tesoros que encierran los cielos ta n  neos, precisam ente  

para que la m en te  del hombre nunca se encuentre carente de su alim ento  

básico."

Johaiines K cplor (1571-1630) A strónom o, m atem ático  y  físico alem án.

E n  el p rim er cap ítu lo  de e s ta  Tesis de  d o c to rad o  se dio u n a  breve in troducción  

al tem a, de ta llan d o  asim ism o los ob je tivos a  desa rro llar en la  m ism a. E n  el segundo 

cap ítu lo  se expusieron  la-s bases teóricas ta n to  de la Q C D  como del m odelo N anibu- 

Jona-L asin io  (N JL ), a  dos y tres  sabores de quarks. E n  el cap ítu lo  :5 se explicaron 

las bases de los m odelos no locales a  ser u tilizados en e s ta  investigación. E n  ese 

sen tido , p rim ero  vim os cóm o in co rp o rar in teracciones no locales en el m odelo  de 

dos sabores, ex tend iendo  el m odelo N JL  de m an era  ta l que este, adem ás de  seguir 

preservando las s im etrías de Q C D , p resen te u n a  descripción m ás rea lis ta  de  la  in­

teracción  en tre  qu ark s a  b a jo  m om ento  transferido . En p a rtic u la r  se m ostró  cóm o
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inco rporar al m odelo la rcnorm allzación de la  función de  o nda  (W FR ) y  se p re­

sen taron  las d iferen tes param etrizaciones u tilizadas (ver ta b la  :i. I). Se consideraron 

en este  caso dos tipos de dependencia  de m om entos p a ra  las in teracciones. U na de 

ellas (S et B) b asad a  en el frecuentem ente u tilizado , fac to r de  fo rm a exponencial. La 

segunda (S et C) correspond ien te  al a ju s te  de las funciones de  m asa  M {p ) y  reno r­

m alización Z {p), a  resu ltados ob ten idos en cálculos de Q C D  en la  re d i'" ', dando  

lugar a  u n a  dependencia  en  m om ento  m ás suave (esto  es, a  grandes m om entos, la 

m asa de q u ark  decrece com o en lugar de  hacerlo  exponencialm ente). P a ra

p oder te s tea r la  influencia de la  W F R , tam bién  se consideró un  tercer escenario 

(Set A ), con u n a  in teracción  exponencial al igual que el S et B, pero  donde la  W F R  

es tab a  ausente. Los resu ltados que se pueden  ob ten er con estas tres  p a ram etriza ­

ciones se m u estran  en la  ta b la  ^12. E n  las siguientes secciones de este  cap ítu lo , se 

m ostró  com o ex ten d er el m odelo no  local al caso de  tres  sabores de  quarks. Al incluir 

la  ex trañ eza  en el m odelo se debió  inco rpo rar la in teracción  de  seis quarks, responsa­

ble de la  ru p tu ra  de  s im e tría  í/(l)> i, conocida com o anom alía  axial. T rab a jan d o  en 

la  la aproxim ación  de cam po m edio, se pueden  o b ten er las m asas d inám icas de  los 

quarks y  los condensados quirales, m ien tras que a  segundo orden  en la  acción efec­

tiva, se pueden  d e te rm in a r las m asas de los m esones, los ángulos de  m ezcla p a ra  rj y 

T /', las co n stan tes acoplam iento  m esón-quark , las co n stan tes de decaim iento  débil de 

ios m esones pseudoescalares y  las co n stan tes de decaim iento  anóm alo  m esón—* 7 7 . 

Los correspondien tes resu ltados num éricos se m u estran  en  la ta b la  -i. 1 donde se ob­

serva que en general los m ism os se encuen tran  cerca o  d en tro  del rango  de  valores 

ob ten idos experim en tal o fenom enológicam ente. E n  p articu la r, el re su ltad o  obten ido  

p a ra  el cociente ¡ k / U  re su lta  significativam ente m ejor que el ob ten ido  por el m ode­

lo N JL  están d a r, donde las co n stan tes de  decaim iento  del pión y  del kaón resu ltan  

ser ap rox im adam ente  iguales, en co n tra s te  con la  evidencia experim ental.

A p a r ti r  del cu a rto  cap ítu lo  se desarro llaron  los tem as principales de  la  p resen te 

tesis. E s decir, la  aplicación de  los m odelos no locales al estud io  del d iag ram a de fases 

de la  m a te r ia  fuertem ente in te ra c tu an te  y  de  las propiedades m esónicas y  de quarks
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en función de  la  te m p e ra tu ra . E n  p a rticu la r, en el cap ítu lo  1 se estud ió  el com por­

tam ien to  de  m a te r ia  fu ertem en te  in te ra c tu an te  a  te m p e ra tu ra  y  p o ten c ia l quím ico 

finitos, usando  u n  m odelo  de  quarks qu ira l no  local, el cua l incluye renorm alización 

de  la función de o nda  y  acoplam iento  al loop de Polyakov. E s to  es, a  lo largo de 

d icho cap ítu lo  se realizó  la  extensión de  los m odelos descritos en  el te rce r cap ítu ­

lo al rango  de tem p e ra tu ra s  y  po tencia l quím ico no  nulos. P a ra  ello prev iam ente 

debió  incluirse u n a  descripción de los form alism os utilizados, ta n to  p a ra  añ ad ir la 

te m p e ra tu ra  com o p a ra  realizar el acoplam iento  al loop de Polyakov. E n  este m arco, 

se es tu d ia ro n  los d iag ram as de fase correspond ien tes y  las can tidades a.sociadas, am ­

bos en  el lím ite qu ira l y  a  valores fin itos de la  m asa  corrien te  de  quarks, p restando  

especial atención  a  la determ inación  precisa  de  los pu n to s  críticos. D e hecho, se ha  

podido  o b ten er un con jun to  de ecuaciones p a ra  en co n tra r la  posición de los p u n ­

to s  críticos correspondien tes, es to  es, el p u n to  tric rítico  (T C P ) en  el caso del lím ite 

q u ira l y  el “C ritica l E n d  P o in t” (C E P ) p a ra  m asa  de quarks fin ita. P o r o tro  lado, se 

observó que la  presencia del P L  provee un increm ento  sustancia l de  la  te m p e ra tu ra  

c r ítica  predicha. P or ejem plo, a  m  =  O se ob tienen  valores cercanos a  T  =  200 MeV, 

lo cual está , respecto  del m odelo sin  PL , en  un  m ejor acuerdo con la  m ayoría  de los 

resu ltados recientes de  los cálculos del Q C D  en la  red  160 -  200 M eV l'‘l  Se debe 

n o ta r que correcciones debidas a  efectos que van m ás a llá  de la  aproxim ación  de 

cam po m edio no ten id as  en cu e n ta  en este tra b a jo , tienden  a  d ism inuir el valor de 

Te p redicho por el t ip o  de m odelos aq u í estudiados!'" '" '!- A dem ás se encon tró  que 

la  transic ión  de  fase de deconfínarniento p a ra  ^  pequeños ocu rre  ce rca  de la  m is­

m a  te m p e ra tu ra  crítica. Los resu ltados num éricos ob ten idos ind ican  que algunos de 

los pu n to s  im p o rtan tes  de los d iag ram as de fase no son m uy depend ien tes de  las 

d iferen tes p aran ie trizaciones u tilizadas. P or ejem plo, p a ra  m asas de qu ark s finitas, 

las te m p e ra tu ra s  críticas es tán  d en tro  del rango 210 -  215 M eV, m ien tras que los 

potenciales quím icos a  T  =  O están  en el rango de  298 — 322 M eV, P o r o tro  lado, 

la  posición del p u n to  crítico  tiende a  ser m uy sensible ta n to  a  la param etrización  

u tilizad a  com o a  la  m asa  de quarks corrien tes m . C om parando  los resu ltados co-
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rrospondien tes a  la  param etrización  exponencial con y  sin renorm alización de la 

función de  onda, so encon tró  que el efecto principal de  la  p resencia de  este  térm ino  

es tra s la d a r la  ubicación del C E P  h ac ia  valores m enores de  T  y  valores m ayores de 

fi. R especto  a  la param etrización  m o tiv ad a  en  Q C D  en la  red, e s ta  conduce a  valores 

aú n  m enores de T c e p  y  m ayores valores de ¡j-c e P' A l es tu d ia r la  dependencia  en la 

m asa  de  los qu ark s m , se h a  verificado que p a ra  valores pequeños de m  (esto  es, 

cerca al T C P ), la posición del C E P  posee en to d o s los casos un  com portam ien to  del 

tip o  771“ '̂'®, com o se esperaba . P a ra  las param etrizaciones exponenciales, a  m  ~  4 

M eV es ta  variación inicial tiende a  desaparecer y la  posición del C E P  perm anece 

re la tivam ente  estab le  p o r encim a del valor m áxim o de m  que hem os considerado. 

P or o tro  lado, p a ra  la  param etrizaición m o tiv ad a  en Q C D  en la  red la s ituación  es 

algo d iferente. De hecho, la  dependencia  en m  es m ás fu e rte  p a ra  básicam ente todos 

los valores considerados. E n  p articu la r, luego del decrecim iento  inicial, a  m  ~  4 

M eV el valor de  Tc e p  com ienza a  crecer de  form a p ronunciada. F ina lm ente , hem os 

analizado  num éricam ente el com p o rtam ien to  crítico  alrededor del T C P  y del C E P  

de term in an d o  los exponentes críticos asociados con las suscep tib ilidades qu ira l y  de 

núm ero  de quarks, y  con el caJor específico. E n  todos los casos, se encon tró  que 

los exponen tes ob ten idos es tán  en  m uy buen  acuerdo  con los valores predichos p ara  

teo rías de  cam po m edio con un  razonab lem ente buen  g rado  de precisión. E n  p a rticu ­

lar, no  se encon tró  n in g u n a  influencia de las p ropiedades del T C P  en los exponentes 

críticos del CEP.

P osterio rm ente , en el cap ítu lo  •') se analizó  el rol que ju eg a  la  ex trañ cza  en la 

descripción de  la  transic ión  de  fase q u ira l d en tro  del m arco de m odelos quirales 

no locales en SU{3), con m ezcla de  sabores. Al igual que en el caso de dos sa­

bores, la  p resencia del P L  tiende a  au m en ta r la  Te y hace que la  transic ión  de  fase 

se vuelve m ás a b ru p ta , m ostrando  un  pico m ás pronunciado  en la  suscep tib ilidad  

quiral. Asim ism o, los efectos de  la m ezcla de  sabores hacen que aparezcan  efec­

to s  de la  restau rac ión  de  la  s im etría  S U {2) aú n  en la  suscep tib ilidad  asoc iada al 

q u ark  strange. E n  lo concern ien te al com portam ien to  de  las m asas m esónicas con la
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te m p e ra tu ra , se observó que las m asas de  los m esones pseudoescalares perm anecen 

ap rox im adam en te  co n stan te s  h a s ta  Te. m ien tras que las m asas de los m esones es­

calares com ienzan a  caer alrededor de  T  -  150 MeV. M ás a llá  de Te las m asas 

[)seudoescalares se increm ontan , de  m an era  ta l que se vuelven degeneradas con las 

m asas de  sus com pañeros quirales, com o se esp era  a  p a r tir  de  la res tau rac ió n  quiral. 

L a  te m p e ra tu ra  a  la  cual los com pañeros qu irales se encuen tran  depende  de  la  com ­

posición de  ex trañ eza  de los m esones correspondientes, esto  es, las m asas de los 

m esones que no contienen  quarks s  coinciden casi in m ed ia tam en te  después de 

m ien tras que las m asas de  los m esones fo y  rj' se en cu e tran  recién ce rca  de 1.5 Te, 

m ien tras que p a ra  los m esones K  y  k s ituac ión  es in term ed ia . R especto  a  las 

p ropiedades del sec to r r¡ — rj', se observa que los ángulos de  m ezcla correspondien­

te s  tien d en  a  converger al conocido ángulo  de  m ezcla “ideal” , el cual ind ica que la 

anom alía  U (l) /i  tiende a  desaparecer a  m ed id a  que la te m p e ra tu ra  au m en ta . E sto  

tam b ién  se observó en el com p o rtam ien to  de la  suscep tib ilidad  topológica la  cual, 

com o se esp e rab a  a  p a r ti r  de  cálculos realizados m ed ian te  Q C D  en  la  red , m uestra  

un  decrecim iento  p ronunciado  luego de la transic ión  de  fase quiral. D ebería  no tarse , 

sin  em bargo, que en el p resen te m odelo no local, ta l  decrecim iento  es m ás ráp ido  

que el ob ten ido  en el m odelo P N JL  local en S U (3 )l' l  F in a lm en te  no tam os que, de 

acuerdo con el m odelo local (y en co n tra s te  con ios resu ltados ob ten idos en el m arco 

de  u n a  aproxim ación de D yson-Schw inger ! ''’!) noso tros no hem os observado ningún 

tip o  de  increm ento  en  la  m asa  del m esón 77'  a lrededor de la  te m p e ra tu ra  crítica.

E n  síntesis, com o conclusión general podem os decir que los tip o s  de m odelos 

aq u í u tilizados rep resen tan  un  avance hac ia  el desarrollo  de m odelos m ás realis­

tas , que ten g an  en  cu en ta  inform ación acerca dcl p ropagador de  qu ark s  o b ten id a  

a  p a r ti r  de  Q C D  en la  red, y  que adem ás presen ten  un buen  a ju s te  a  los valores 

ob ten idos ta n to  experim en tal como fenom enológicam ente. Q u ed a  com o ta re a  p en ­

d ien te  a  realizar en  fu tu ras  investigaciones, co m p le tar el m odelo de  tres  sabores, 

incluyendo la  renorm alización de la  función de  o n d a  y  po tencia l quím ico finito, p a ra  

p oder es tu d ia r los d iag ram as de  fase a  tre s  sabores. A dem ás, se p o d ría  añ ad ir a  los
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m odelos u tilizados, n eu tra lid ad  de  color y  n eu tra lid ad  de  carga, con la  finalidad de 

p oder es tu d ia r las fases 2SC y C FL , superconducto ras de color. E s to  ú ltim o  es de 

in terés astrofísico, ya que existe la  posibilidad de que dichas fases puedan  ex istir en 

el in terio r de estre llas com pactas.

COMISION NACIONAL OE ENERGlAATO M ICA
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134



Bibliografía

[1] F . Cióse, In troduction  to Quarks and P artons  (A cadem ic P ress, L ondon, 1979);

F . H alzen y  A. M artin , Quarks and leptons: A n  In troductory Course in  M odera  

Partíale P hysics  (Jo h n  W iley & Sons, N ey York, 1979); D. G rifñ ths, ¡ntroduc- 

tion to E lem entaTy Particles, 2nd ed. (W iley-V C H , W einheim , G erm any, 2008).

2] F . J . Y ndurá in , T h t theory o f quarks and gluon iriteractions  (Springer-V erlag, 

H cilderberg , 1999).

3 F . K arsch, Springer Lect. N otes Phys. 583 , 209 (2002).

|4] Y. N am bu y  G. Jona-L asin io , Phys, Rev. 122, 345 (1961); Phys. Rev. 124 , 246 

(1961).

[5] U. Vogl y W . Wcise, P rog . P a rí.  Nucí. Phys. 27 , 195 (1991).

6] S. K levansky, Rev. M od. Phys. 64 , 649 (1992).

[7j G. R ipka, Quarks bound by ch ira lfid d s  (O xford U níversity Press, Oxford, 1997).

8] D, Blaschke, S. S chm idt y  Y. Kalinovsky. Phys. R ev. C  50, 435 (1994).

9] E. Ruiz A rrió la  y  L.L. Salcedo, Phys. L ett. B 4 5 0 , 225 (1999).

[10] G. R ipka, Nucí. Phys, A 6 8 3 , 463 (2001); R .S .P lan t y  M .C . B irse, N uci.Phys. 

A 7 0 3 . 717 (2002),

[11] R ,D . Bowler y  M ,C ,B irsc, Nucí, Phys. A 582 , 655 (1995); R .S .P lan t y  M .C. 

Birso, N ucl.Phya, A 6 2 8 , 607 (1998).

135



B IB L IO G R A F IA

12] A. B azavov et a i ,  Phys. Rev. D 80, 014504 (2009).

(13j T .D .L ce, P ariicle physics and in troduction  to Jield theory  (H arw ood Ac- Press, 

S w itzerland, 1981).

14) J.C . Collins, M .J. Ferry, Phys. Rev. L e tt. 34 , 1353 (1975).

15] N. K. G lendenning, '"Compact S tars: N uclear Physics, P article Physics and  

G eneral R e la tM ty " , 2nd E d itio n , (Springer, NY, 2000).

[16] S. L, Shapiro, S. A, Teukolsky. '"Black Holes, W hite D warfs and Ne.utron Stars: 

The P hysics o f  C om pact O bjects", (W iley-Intersciencc, NY, 1983),

17] J . C leym ans, R ,V . Gavai, E . Suhoiieii, Phys. Rep. 130 , 217 (1986).

[18] .1. B ardeen, L.N. C oopcr, J ,R . Schrieffer, Phys. Rev. 106 , 162 (1957).

19] K . R ajagopal, Nucí. Phys. A 6 6 1 , 150c (1999).

20 T . H a tsu d a  y  T . K unih iro , P rogr. T heor. Phys. 74 , 765 (1985).

[21] V. B ernard , Phys. Rev, D 34, 1601 (1986).

22] T , H a tsu d a  y T , K unih iro , P hys. R ep. 2 4 7 . 221 (1994); T , K unih iro  y  T , H a t­

suda, P hys L e tt. B 2 0 6 , 385 (1988); 210 , 278(E) (1988); T , H a tsu d a  y T. 

K unih iro , Z. P liys, C 51 , 49 (1991),

[23] V. B ern ard . R,L.JafFe y  U .G .M cissner, Phys. L e tt. B 198 , 92 (1987); Nucí. 

Phys, B 3 0 8 , 753 (1988).

[24] H, R e in h a rd t y  R . Alkofer, Phys. L ett, B 207 , 482 (1988),

25] M, Takizaw a, K. T sush im a, Y, K ohyam a y  K, K ubodera , Nucí, Phys, A 507 , 

611 (1990).

[26] S- K lim t, M. L u tz , U. Vogl y W . Weise, Nucí. Phys, A 5 1 6 , 429 (1990).

136



B IB L IO G R A F IA

27] E.V . Shuryak, The QCD  vacuum , hadrons and superdense m a tte r  (W orld Sci- 

entific, S ingapure. 1988).

28] B-W. Lee, C him l dynam ics  (G ordon  and  B rcach, New York, 1972).

29] S. G o ttlieb  et al., Nucí. Phys, A 4 9 8 , 435c {1989),

30] J.B . K o g u t, F .K . Sinclair y  K .C . W ang, Phys. L ett. 263,101 (1991),

31] S. B. T reim an, R. Jackiw , B. Z um ino y  E, W itten , C urrent algebra and anom a- 

lies (P rin ce to n  U niversity  Press, P rin ce to n , 1985).

32] A, Belavin, A, Polyakov. A, Schw artz y  Y, T yu p k in , Phys, L ett, B 5 9 , 85 (1975).

33] G. 't  H ooft, Phys. Rev. L ett. 37 , 8 (1976); Phys, Rev, D 14. 3432 (1976).

34] M. B uballa , Phys, R opt, 4 0 7 . 205 (2005).

[35] P. Rohborg, S.P, K levansky y  J . H üfner, Phys. R ev. C  53, 410 (1996).

36] S. K lim t, M. L u tz , U, Vogl y  W ,W eise, Nucí, Phys. A 5 1 6 , 429 (1990); U, Vogl, 

M, L u tz , S, K lim t y  W ,W eise, Nucí. Phys. A 516 , 469 (1990).

|37] D-I. Dyakonov y  V .Y .P etrov , Sov. Phys. J E T P  6 2 , 204 (1985); Sov. Phys, J E T P  

6 2 , 431 (1985); Nucí, Phys. B 2 4 5 , 259 (1985); NucL Phys. B 2 7 2 , 457 (1986); 

D ,l, Dyakonov, V ,Y ,P etrov  y P ,V ,P obylitsa , Nucí, Phys, B 3 0 6 . 809 (1988);

[38] R ,D , Ball. In t, Jou rn , M od, Phys, A 5, 4391 (1990),

39] A, S ca rp e ttin i, D .G óm ez D um in  y N .N .Scoccola, Phys,R ev , D 69 , 114018 

(2004),

[40] F , T , Hawes, C, D. R o b erts  y  A, G, W illiauis, P hys, Rev, D 4 9 , 4683 (1994).

41] M. S tingl, P hys, Rev, D 34 , 3863 (1986); 36 , 651(E) (1987),

[42] I, G eneral, D ,G óm ez D um m  y N .N .Scoccola, P hys, L e tt,B  506 .267  (2001); 

D ,Góm ez D um m  y N .N .Scoccola, Phys, R ev. D 6 5 , 074021 (2002).

137



B IB L IO G R A F IA

[43] S. N oguera, In t. J . M od. Phys. E 16, 97 (2007); S. N oguera y  V. Vento, E ur. 

Phys. J. A 28 . 227 (2006).

44j S. N oguera y  N, N. Scoccola, Phys, Rev. D 78, 114002 (2008).

45] S. Furui y  H. N akajim a, Phys. Rev. D 73 . 074503 (2006).

46] M. B, Parappilly , P. O, B ow m an, U. M. Heller, D. B. Leinweber, A. G. W illiam s 

y  J . B. Zhajig, Phys. Rev. D 73. 054504 (2006).

47] P. O. B ow m an, U. M. H eller y  A. G. W illiam s, Phys. Rev. D 66 , 014505 (2002); 

P, O. B ow m an, U. M, Heller, D, B, Leinw eber y A. G. W illiam s. Nucí. Phys. 

P roc. Suppl. 119 , 323 (2003).

48] D. Góm ez D um m , A. G . G runfeid  y  N .N .Scoccola, Phys. Rev. D 74, 054026 

(2006).

49] E. M, A ita la  e t al. (E791 C ollabo ration ), Phys. Rev, L ett. 8 6 , 770 (2001).

[50] N. W u, en  P roceedings de '‘X X X V I th  Rencontres De M o n o n d , QCD High 

E nergy H adronic In te ra c tio n s '\  Les A res. Savoie, F rance, M arch 17-24, 2001, 

.\rXiv;h('i>-.'x l)l()}(r>l)v].

[51] J , Schaffner-Bielich, J. P hys. G: Nucí. P a rt.  P h y s.3 0 , R245 (2004),

[52] Review  o ¡ P a r t id e  Physcis, P artió le  D a ta  G roup, K. N akam ura et a l ,  J . Phys, 

G: N ucí. P a rt.  Phys, 37 , 075021 (2010).

H, L eu tw yter, Nucí. P h y s,P ro c , Suppl, 64 , 223 (1998).

54] C ,D . R o b erts  y  A ,G. W illiam s, P rog. P a rt. Nucí. Phys. 33 . 477 (1994); C.D, 

R o b erts  y S,M . S chm idt, Prog. P a rt.  Nucí, Phys. 45 , S i  (2000).

¡55] T . F eldm ann, In t.J .M o d .P h y s, A 15, 159 (2000).

[56] T . F eldm ann, P .K ro ll y B .S tech, Phys.R ev. D 5 8 , 114006 (1998); P h y s ,L e tt. B 

4 4 9 . 339 (1999).

138



B IB L IO G R A F IA

57] R. E scribano  y  J.M .Frére , P h y s.L e tt. B 4 5 9 . 288 (1999).

[58] J . 1. K ap u sta , F inite-tem perature fie ld  theory  (C am bridge Univ. P ress, C am ­

bridge, 1993).

59] A shok Das, F inita  tem pem ture fie ld  theory  (W orld Scientific, S ingapure, 1997).

60] N.P. L an d sm an  y  C h.G . van  W eert, Phys. Rep. 145 , 141 (1987).

61] A.M . Pülyakov, N ucí. Phys, B 120 . 429 (1977); A.M . Polyakov, Phys. L ett. 

7 2 B . 477 (1978).

62] K. W ilson, P hys. Rev. D 10, 2445 (1974).

63] G. t ’H ooft, Nucí. Phys. B 138 , 1 (1978),

64 R, D, P isarski, en Proceedings de  ''Q C D  Perspectives on  H ot and D ense  

M a tter" , a  N A TO  A dvanced S tu d y  In s titu tc , C argese, F rance, A ugust, 20U1,

[65] C. R a tt i,  M, A, T h a le r  y W , W’cise, Phys, Rcv, D 73, 014019 (2006).

¡6C] K, F iikusliim a, Phys. L ett, B 5 9 1 , 277 (2004).

67] A, D u m itru , R, D. Piseurski y  D. Zschiesche, Phys. Rev. D 72, 065008 (2005).

68] S- R oessner, C- R a tti  y  W , W eise, Phys, Rev. D 7 5 , 034007 (2007).

69] P. N. M eisinger, M .C .O gilvie y  T .R .M illor, Phys. L e tt. B 5 8 5 , 149 (2004),

|70] S. R oessner. T . Hell, C, R a tti  y  W , Weise, Nucí. Phys, A 814 , 118 (2008).

[71] H.-T. Elze, D. E. M iller y  K, Redlich, Phys. R ev. D 3 5  , 748 (1987),

[72] K. F iikushim a y Y. H idaka, Phys, Rev. D 75, 036002 (2007).

[73] H, A buki, W. C im inale. R, G a tto , G- N ardulli y  M. R uggieri, Phys, Rev. D 

77, 074018 (2008): H. A buki, R. A nglani. R, G a tto , G, N ardulli y  M. Ruggieri, 

Phys, Rev, D 7 8 , 034034 (2008).

139



B IB L IO G R A F IA

74] D. Góm ez D um m , D. B. Blaschke, A. G, G runfeld  y N. N. Scoccola, Phys. Rev. 

D 7 8 , 114021 (2008),

75] D. G óm ez D um m  y N .N .Scoccola, Phys. Rev. C 72, 014909 (2005).

¡76¡ L. M cL crran y  R .D . P isarsk i, Nucí. Phys. A  796 , 83 (2007); L. M cLerran. 

K. R edlich y  C. Sasaki, Nucí. Phys. A 8 2 4 , 86 (2009),

77] Y . H a tta  y T . Ikeda, Phys. Rev. D  6 7 , 014028 (2003).

¡78) P. C osta , C. A. de  Sousa, M. C. Ruivo y Y\i. L. K aliiiovsky Phys. L e tt. B 647 . 

431 (2007); P. C osta , C. A, de  Sousa, M. C. R uivo y  H. H ansen, E urophys. 

L ett. 86 . 31001 (2009).

79] C. B em ard  et al. [M ILC C o llabo ration ], Phys. Rev. D 71. 034504 (2005); 

M. C heng et o L  Phys. Rev. D 7 4 , 054507 (2006); Y. Aoki, Z. Fodor, S. D. K a tz  

y  K . K. Szabo, Phys. L ett. B 6 4 3 , 46 (2006),

80] T . Schafer y  E. V. Shuryak, Rev. M od. Phys. 7 0 , 323 (1998).

[81] G. A. C on trera , D. G óm ez D m nm  y N. N. Scoccola, Phys. L ett. B 6 6 1 . 113 

(2008).

[82] W . Florkowski y  B. L. P rim an, A c ta  Phys. Poion. B 2 5 , 49 (1994).

83] F. K arsch y  E . L aerm ann , en Q uark G luon P lasm a 3, ed ited  by R .C . H w a y  X. 

N. W ang  (W orld Scientific, S ingapore, 2004), ,uXiv.hi'|>-lai

84] V. L. E letsky  y B, L. loffe, Sov. J . Nucí. P hys. 4 8 , 384 (1988) [Yad. Fiz. 48 . 

661 (1988)];

W . Florkowski y  B. L. F rim an, Z. Phys, A 3 4 7 , 271 (1994).

[85] D. B laschke, G. B urau , Yu, L. Kalinovsky, P. M aris y  P. C. Tandy, In t. J . M od. 

Phys. A 16, 2267 (2001).

[86] D, H orvatic, D. K lab u car y A. E. R adzhabov, Phys. Rev. D 76, 096009 (2007).

140



B IB L IO G R A F IA

87] P. C osta , M. C. R uivo, C. A. de Sousa, H. H ansen y W . M. A lberico, Phys. 

Rev, D 79, 116003 (2009).

88] B. Alies, M. D ’ E lia  y  A. Di G iacom o, Nucí. Phys. B 4 9 4 , 281 (1997) [E rratum - 

ibid, B 6 7 9 , 397 (2004)]; C. G a ttrin g e r. R. H offm ann y  S. Schaefer, Phys. L ett. 

B 5 3 5 , 358 (2002).

89] K. F ukushim a, K. O hnishi y  K. O h ta , P hys. Rev. C  6 3 , 045203 (2001).

[90j S. D urr, Z. Fodor, C. H oelbling y T, K u rth , JH E P  0 7 0 4 , 055 (2007).

91j A. Ali K h an  eí al. [CP-PA CS C ollaboratiüii], Phys. Rev. D  64 . 114501 (2001). 

C. B ern a rd  e í al., Phys. R ev. D 6 8 , 114501 (2003). S. Aoki eí al. [JLQ C D  and 

T W Q C D  C ollaborations], Phys. L ett. B 6 6 5 , 294 (2008).

[92] B. Alies, M. D ’E h a  y A. Di G iacom o, Phys. L ett. B 4 8 3 , 139 (2000).

[93] K, N akayam a y  S. K rew ald, Phys. L ett. B 273 , 199 (1991).

[94] D. M üller, M. B u b alla  y J. W am bach, Phys. Rev. D 81 . 094022 (2010).

95] A .E . R adzhabov , D. Blaschke, M. B u b alla  y  M .K . Volkov, a rK i\’:h('i>-

141





Lista de publicaciones

Artículos en revistas periódicas

G. A- C oritrera , D. Góm ez D um m  y N, N. Scoccola, ''Nonlocal SU (S ) chiral quark 

m udéis at fin ite  tempera ture: the role o f the Polyakov loop’’, Phys. L o tt. B 6 6 1 , 113 

(2008). iirX i\ :li('|i-()li/07]

G. A. C o n trera , D. Góm ez D um m  y N. N, Scoccola, “M esón properiies a t f im te  

tem perature in  a tkree fla vo r  nonlocal chtral quark jyiodel w tth  Polyakov loop", Phys. 

Rev. D 8 1 , 054005 (2010). .•irXiv;lw '|)-i>li;onil.3Sl,S\2.

G. A. C on trera , M. O rsa ria  y  N. N. Scoccola, '‘Nonlocal Polyakov-N am bu-Jona- 

Lasim o model w ith w avefunctíon  renorm aliza tion  at fin ite  tem perature and chemical 

p o ten tia l" , Phys, Rev. D 8 2 , 054026 (2010). ín .\ ¡ \ ’:ln'¡i-pli. HK)fi.4(i:il)v2.

Publicaciones en actas de conferencias

G. A- C o n trera , M. G. O rsa ria  y  N. N. Scoccola,“A^on/ocaí chtral quark models 

w ith Polyakov loop a t f in ite  tem perature and chernical p o ten tia l" , In t. Jo u rn a l of 

M odern Physics D 19. Issue 8-10, 1703 (2010), <uXi\ :lii'p-ii)i/()912. í-̂ ir>.'}.

143



B IB L IO G R A F IA

G. A. C o n trera , D. Góm ez D um m  y N. N. Scoccola, “M esón m asses a t fin ite  

tem perature in  ü Nonlocdl S U (3) chiral quark m odel", In t. Jo u rn a l of M odern Physics 

D 19, Issue 8-10, 1635 (2010),

G. A. C o n trera , M. G, O rsa ria  y  N. N. S coccola,“P /iase diagm m  and cñ tica l end  

poín t tn  nonlocal P N JL  m odels w ith w avefunction renorm aliza tion", A IP  Conference 

P roccedings 1 2 9 6 . 390 (2010).

G- A. C o n trera , D. Góm ez D um m  y N. N. Scoccola, “M esón properties tn  a non- 

local SU (3 ) chiral quark model at fin ite  tem perature", A IP  C onference Proceodings 

1 2 9 6 . 326 (2010),

144


