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El “‘modelo nuclear 1939°° 1), Hamado asi pues fue ‘‘lanzado
a la venta’ durante ese afo, intenta explicar cualitativa y cuanti-
tativamente el espectro nuclear de bajas energias en base al modelo
de particula independiente y a4 2 fuerzas residuales: la fuerza cua-
dripolar y la fuerza de apareamiento, que representan las compo-
nentes de largo y ecorto aleance, respectivamente, de las fuerzas
nu«leares,

1. EL MoDELO DE CAPAS

El nuicleo es un sistema con A particulas. Resolver las ecuacio-
nes de movimiento de este sistema implica resolver cudnticamente
el problema de muchos cuerpos. Con este objeto sz han desarrollado
en los Gltimos aftes métodos' aproximados 2), pero el proble-
ma esta lejos de hallarse solucionado. Para poder caleular re-
sultadus verificables experimentalmente, debe hacerse uso de mode-
los relativamente simples. Entre éstos. ¢l modelo de eapas 3) cons-
tituve, hoy en dia, la base para toda discusién sobre el espectro
nuclear de bajas energias.

La hipdtesis fundamental es, pues, que los nucleones se mueven
imdependientemente en un potencial comin esférivo. determinado por
Ta distribuneion de la densidad de masa en el micleo. El potencial
central, V(r,) incluye un término ‘del tipo ‘‘acoplamiento spin-
orbita ™,

l1=4A p’ 1=A
H= X — X Vir) 1)
1=1 2m 1=1

4

* Con el auspicio de la Fuerza Aérea de Estados Unidos de Norte-
américa.
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TUna consecuiencia de esta hipdtesis es que existen niveles de
particula independiente caracterizados, entre otros nimeros cuin-
ticos, por el momento angular j. Estos niveles se agrupan for-
mando capas. Si las distancias entre 2 eapas sucesivas son sufi-
cientemente grandes, las particulas pertenecientes a las capas cerra-
das no intervienen directamente en el espectro nuclear de bajas ener-
gias, sino que lo hacen solamente a través de renormalizaciones en
las constantes que determinan las interacciones de las particulas de
las capas exteriores 4), 5), 6). Es posible, entomees, explicar
ficilmente las propiedades de los nilcleos doblemente mégicos y de
los niieleos con una sola particula o agujero moviéndose fuera de
las capas cerradas.

I1I. EL ESPECTRO DE VARIOS NUCLEONES.

Podemos caleular, también en base a nuestro modele de capas,
el espectro de los niicleos con 2 o mas nucleones fuera de las capas
cerradas. Encontramos en seguida qu: aparecen muchos estados muy
proximos entre si debido a la degensracién (25 4+ 1) de cada nivel
de particula independictite. Por ejemplo, sabemos 7), gracias al
espectro del Pb™, el orden y la distancia entre los niveles de la
capa que se satura con 126 neutrones. En base a estos datos,
el modelo de particula indep ndiente predice 5 niveles con energia
menor que 1.2 Mev. para al Pb™, 30 niveles para el Pb*™, ete. Dada
la proximidad de estos niveles, toda fuerza residual, por pequeiia que
fuere, ejerce un efeeto importante. Por otra parte, es evidente que
el potencial central del modelo de capas no puede reemplazar com-
pletamente la interaceion entre los nucleones. Para deseribir ¢l es-
pectro nuclcar de bajas encrgias es esencial tratar correctamentc la
fuerza residual entre todas las configuraciones cuyos niveles perte-
neeen a la misma capa. El problema central de la espectroscopia
nuclear consiste en determinar qué combinacica lincal de estos wive-
les casi degenerados corresponde al estado de energia mds baja.

Nos encontramos en seguida con un primer inconveniente gran-
de, debido a que: a) no conocemos exactamente la fuerza entre 2
nueleones libres, ¥ lo gque sabemos de ella indica que es aterradora-
mente complicada; b) aun en el caso de conocerla, no es evidente
que la fuerza entre 2 nucleones libres sea la misma que entre dos
nucleones ligados; ¢) parte de esa fuerza ya ha sido usada al cons-
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truir el potencial central. En general se ha soslayado este primer
inconveniente, usando como interaceion residual una fuerza de ran-
go variable, con parametros fijados por diferentes propiedades nu-
eleares (fuerzas de Rosenfeld, Serber, ete.). Sin embargo, debido a
que la complejidad del problema erece enormemente con el nimero
de nucleones, estos caleulos estan limitados practicamente a casos
con menos de 4 particulas en las capas exteriores 3), 8).

También puede procederse a la inversa 9): conociendo el es-
es posible determinar empiri-

»

pectro de un nicleo ‘‘informante’
camente los elementos de matriz de la fuerza residual. Suponiendo
que dichos elementos de matriz no varien al pasar de un nicleo a
otro, es factible predecir el espéctro de nicleos veeinos. En la prie-
tica estos caleulos estin limitados a una configuracién del tipo (j)®
pues en easos mas complicados ‘el nitmero de elementos de matriz, o
sea el nimero de niveles que debemos conocer del nieleo *‘infor-
mante'’ se hace demasiado grand> (Mnica excepeién hasta ahora:
z."). Desgraciadamente, son relativamente pocos los casos en que
es aceptable la hipétesis de una configuracién (j)® pura.

TUna tercer manera de atadar al problema consiste en tratar de
encontrar una interaecién cuyds propiedades matemiticas sean ta-
les que pueda ser usada en situaciones complejas y que, al mismo
tiempo, permita reproducir el espectro nuclear. El modelo nuclear
1959 consista en el modelo de rapas mis dos interacciones que sa-
tisfacen dichas condiciones,

[}

II1I. LA FUERZA CUADRIPOLAR.

Mottelson 35), fundamenta el uso de esta fuerza de la siguien-
te manera:

Debenios ser consistentes con la hipdtesis Jde gue una parte im-
portante de las fuerzas internuclednicas puede ser incorporada a
un potencial central de forma semejante a la de la distribucién de
masa. En conseenencia, si agregamos un nucleén fuera de las eapas
cerradas, el potencial nuelear no s=rd en general esférico. Luuego, la
degeneracién (2j - 1) caracteristica de la simetria esférica desapa-
rece.

Construimos la funcién de onda ecorrespondiente a una confi-
guraciéon (j)™ de la siguiente manr-ra: supongamos que el primer
nucleén se mueve aproximadamente en el plano (xy) de modo que
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su funeién de onda es u(l;j; m==j). Un segundo nucleén prefe-
rira el estado con maxima superposicién posible con el anterior:
u(2;j;—7j). La funcién de onda resultante para n nucleones es

e=A{u(1;5,j) u (25 0 (3;5,3-1) ...} (2)

donde el operador A indica que & debe estar antisimetrizada. La
caracteristica mas importante de la funcion de onda ‘‘alineada’ (2)
es la distribucion no esférica de los nucleones, que genera a su vez
un potencial deformado.

Es importante discutir los siguientes puntos en conexién con
esta funeion de onda:

a) jQué parte de la fucrza residual ha sido incluida en la
funcion de onda alincada? Podemos intuir desde ya que es la com-
ponente de largo alcance de la fuerza residual, pues sblo si cada
nucleén siente simultineamente el efecto de varios otros, la inte-
racei6n puede ser tratada en primera aproximacién como un po-
tencial comun. En efecto, podemos desarrollar una fuerza que de
pende de la distancia entre 2 particulas en una serie de Slater:

4 vE v
V(r.) =—— = fi(r, 1) X [ (81) | (8) (3)
5 A n

y sabemos que los érdenes multipolares mis bajos representan la
componente de largo alecance. Bayman 10) demostré que la fun-
ci6n de onda alineada es una aproximacién muy buena para la fun-
eién de onda del estado fundamental cuando la fuerza residual esta
representada por un multipolo de orden A tal que A << j. El me-
nor orden multipolar que podemos considerar en una capa es A =<2,
Si hacemos, ademas

£, (riry) =—k i T, (4)

la interaccién (3) puede deseribirse como una interaccion entre los
momentos cuadripolares de las particulas.

2= v v
S V(r;)=—k ;- _1"1 . [u (6:) r*y |rn (85)

1< 5 1<j
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1=4 T v
donde Qu = = (Qu)l ; () =4— r’1 12- (8:).
1=1 5

(Q. es el operador correspondiente al momento ecuadripolar total y,
(q.): el correspondiente a la particula i).

b) Generalizacion de la funcion de onda *(2).
TUno de los operadores correspondientes al momento cuadripolar

total Q,, puede ser reemplazado por su valor de expeectaciéon Q,,
siempre que las fluctuaciones alrededor del valor medio sean peque-
fias. La fuerza residual (5) se reduce asi a un potencial deformado
de particula independiente

V'(ri) = A.S V(r“) = —
J

| =

S Q% () (6)
m

Si el sistema tiene una deformacién axialmente simétrica (*)

Q=0 para p5#0
k —
V’(r1) = _4_ Qo (QZi_xz'—yz)l (7)

En el caso de que haya varios niveles correspondientes a mo-
mentos angulares distintos, la funcién de onda se encuentra resol-
viendo el movimiento independiente de lo nucleones en el hamilto-
niano deformado dado por (1) y (7), 11). Es importante tener
en cuenta la condicién de autoconsistencia; la deformacién del po-
tencial de particula independiente debe ser igual a la deformacién

de la funcién de onda (medida por 6).

¢) Existencia de estados rotacionales.

En la funecién de onda asi obtenida los nucleones estin alineados
respecto de un sistema de ejes fijos en el espacio. Es igualmente
posible alinear los nucleones respecto de un sistema de ejes rotado,
euya posicion estd caracterizada por tres ingulos de Euler 4;. Lla-
memos $x(#;,x’) a la funcién de onda correspondiente. Aca K mide
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la proyeccién sobre el eje de simetria de la suma de los momentos
angulares de cada particula. ®x(4,,X") no es un autoestado del mo-
mento angular total I ni de su proyveceién M sobre el eje fijo de
las z; pero podemos construir una funecién que si lo sea por medie de
las integrales de Hill-Wheeler:

yM= f Dlxy (8:) & (8,,) d6; (8)

donde las D(#) constituyen la representaciéon del grupo de ro-
tacion,

Es evidente que para distintos valores de I obtenemos estados
pertenecientes a una misma banda de rotacién pues todos los estados
se obtienen a partir de Ja misma funcién de onda referida a un sis-
tema de ejes intrinsecos.

Varios autores 12), 13) han estudiado la equivalencia entre
la funcién de onda (8) y la del modelo unificado (14)

Y™ =D"\yx (6;) & (¥) (9)

En este aspecto ha sido particularmente util el estudio del
oscilador armoénico 13), por los miltiples simetrias que posee
este potencial central. Por ejemplo, Elliot clasifieé las funciones
de onda de n particulas moviéndose independientemente en un po-
tencial central del tipo del ovseilador armdnico en base a sus propie-
dades respecto de las transformaciouss unitarias (grupo U,). Los
estados quedaron agrupados en ‘*bandas de rotacién’ en las cuales
los elementos de matriz de los distintos operadores siguen las mismas
reglas (ue «n el modelo unificado. Elliot encontré ademis que la
unica interaceién diagonalizada por dichas autofunciones es la in-
teraccion cuadripolar que produce una sucesion de los niveles cuyas
energias son proporecionales a I(I - 1).

dY Resultados 13) del moddlo wnificado.

Es mis sencillo trabajar con la funcidon de onda (9) que con
la (8), a pesar de que ambas son equivalentes. Recordaremos ahora
los resultados obtenidos a partir de (8), de los enales es responsable,
por lo que hemos dicho, la fuerza cuadripolar.

(*) Si la deformacion no fuera axialmente simétrica podemos cons-
truir también una funcion de onda analoga a (2) que la represente, y
generalizarla con un procedimiento semejante (ver (3)
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A) Existen bandas rotacionales, la energia de cuyos niveles
est4 dada por

hl
Er=— [I+1) +a ()% (L4 14) bx,u] (10)

En los nicleos con A ~25; 150 < A < 190, y A > 222, la relacién
(10) entre las energias de los niveles pertenecientes a una misma
banda se cumple con extraordinaria exactitud.

B) Los estados de particula- independiente obtenidos a partir
de (1) y (7) se corresponden biunivocadamente con los niveles
fundamentales de las distintas bandas de rotacién en los niicleos
deformados de masa impar. Ejemplo: Dy*'. Nilsson 11) predice
4 estados posibles. Se encuentran sélo 3 de ellos, pero debemos obser-
var que el cuarto no puede ser alimentado por las reglas de seleccién
¥ que no se encuentra ningiin estado ‘‘intrinseco’’ distinto de los
previstos.

C) Las relaciones entre los distintos elementos de matriz estin
bien dadas ecuando se trata de transiciones entre los distintos estados
pertenecientes & una misma banda. También estin razonablemente
reproducidos el valor absoluto de los elementos de matriz y las rela-
ciones de las intensidades de las transiciones entre niveles pertene-
cientes a distintas bandas.

Enumeraremos ahora las dificultades del modelo anterior:

D) EI espectro de los niicleos deformados par-par no presenta
niveles intrinsecos de excitacién hasta una energia de ~ 1,2 Mev
(aproximadamente 6 veces mayor que la esperada).

E) Con excepeién de los niicleos doblemente migicos el modelo
unificado predice que todos los demas deberian estar deformados.

¥) Los momentos de inercia, ecalculados por medio del ‘“cran-
cking model’” 16) resultan ser 2 6 3 veces mayores que los valores
experimentales.

IV. LA FUERZA DE APAREAMIENTO.

En los nicleos esféricos se encuentran también dificultades,
semejantes a las recién mencionadas para nicleos deformados. Por
ejemplo, existe un ‘“gap’’ en el espectro de los niicleos par-par. Hay
un sélo estado excitado con energia menor que 1,2 Mev 7) en el
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Pb*™, cuando dijimos.al prineipio que en base al modelo de parti-
cula independiente cabria esperar unos 30 niveles.

Estas discrepancias indican que existe una parte de la fuerza
nuclear que produce efectos sistemiticos importantes y que no ha
sido incluida en el modelo. Recordemos que a) los multipolos de
orden A > j no pueden ser tratados en términos de un campo de-
formado, b) estos multipolos son los méis importantes para el caso
de una fuerza de corto alcance; y ¢) Bohr y Mottelson (16) demos-
traron (cualitativamente) que una fuerza delta prodnee los efeec-
tos mencionados en E) y F) de la pagina anterior.

Racah 17) diagonalizé una fuerza delta en una configuracion
(3)®. Aparece un ‘“gap’’ en el espectro, debido a que en el estado
I = 0 la distancia relativa entre las particulas es menor que en los
otros estados, y, en consecuencia, se hace un uso mais eficaz de la
fuerza de corto aleance. Desgraciadamente es pricticamente imposi-
ble tratar la simple fuerza delta en situacines complejas.

En otro campo de la fisiea, en la teorfa de la supercounduectibi-
lidad, también es necesario explicar tedricamente la existencia de
un ‘‘gap’’. Les corresponde a Bardeen, Cooper y Schrieffer 18)
el mérito de haberlo hecho. Para resolver este ‘‘problema de muchos
cuerpos’’, es ecémodo usar el formalismo de la segunda cuantifica-
eién. Sean v+ y v— los nimeros cudnticos que denotan los estadus
de particula independiente correspondientes al autovalor e,. Estos
dos estados (degenerados) estan relacionados entre si por la ope-
racion de reversion temporal. (Por ejemplo los estados u(j;m) y

- = ——

u(j;—m); e'*-r y et'rk  ete.). Sean ademais ¢*, y ¢ los ope-
radores de creacién y aniquilacién para el estado v ; dichos opera-
dores obedecen las reglas usuales de anticonmutacién.

La fuerza usada por Bardeen et all, que llamaremos ‘‘fuerza
de apareamiento’’, solamente permite saltar particulas de a dos, de
un par de estados (o 4, o—) a otro par (v 4, v—).

}Ipzr = — G I ¢t 0 Cu- Cun (11)

| R0

En el caso de la configura-ién (j)™ el espectro resultante es
muy parecido al de la fuerza delta y las autofunciones son
las mismas. En realidad, H,., es una generalizacién de la fuer-
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za en términos de la cual Racah 17) defini6 el concepto de ‘‘se-
niority’’ y coincide con ella para una configuracién (j)=

Para el caso de niveles no degenerados debemos afiadir a (11)
el hamiltoniano de particula independiente

Hsp = E (Ev—k) (C‘wcn’*‘Cfb— cv—) (12)

donde A es una energia efectiva de Fermi que luego determina-
remos.

Usaremos un método debido « Bogolubov y Valatin 18), que
es mas elegante pero completamente equivalente al procedimiento
variacional de Bardeen et all. Fue aplicado al caso nuclear por
Belyaev 19). Introducimos 2 nuevos operadores («%, B*) que
crean ‘‘cuasi-particulas’’, definidas por la transformacién cané-
nica siguiente

aty = I:v Ctye — V, [

g = Uyt V. c.,}U’-+\f".= 1 (13)

Por medio de la transformacién inversa a (13) podemos expre-
sar H=H,, 4+ H,,, en tuncién de a*, 8%, B+ ¥ a.. El hamiltoniano
total H tiene entonces la estructura

H=U+Hs+H, + Hine (14)
siendo
A’
U =23 (s—A)2V?, — —
v G
H11 = : Eu (C!+u av+ﬂ*v ,Bv) (15)

donde E,={(es—A)'F+A*}%; A=GITL,V,

Si anulamos H,, (que es proporcional a (e 8%+ Boa)) ¥
despreciamos II;,., el hamiltoniano resultante H 4 H,; describe un
sistema de cuasi-particulas independientes. La energia de cada cuasi-
particula esti dada por E,. Podemos caracterizar las funciones de
onda por el nimero de cuasi-particulas presentes., En particular,
el estado fundamentol |0> no tiene cuasi-particulas (a.|0> =0).
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Expresado en términos de operadores de creacién de las particulas
originales, estd dado por

[0 > == (V.4 V,c*ne*.) | vacio> (16)

Vemos inmediatamente que V*, es la probabilidad de que los
estados v + y v — estén ocupados.
Los primeros estados exitados tienen 2 cuasi-particulas

[vo> = a*, B | 0> (a7

y, en consecuencia, existe un ‘‘gap’’ en el espectro mayor que 2A.
La exigencia de que H,, =0 conduce a la ecuacién

1
2=GI— (18)
v E'

La funecién de onda (16) tiene el inconveniente de que no es
autoestado del ntimero de particulas. Fijamos A de modo que el
valor medio del nimero de particulas n, sea el correeto.

n=<0|n,|0> =23V, (19)

En consecuencia, el problema de muchos cuerpos, generalmente
complicado, se reduce a resolver simultineamente (18) y (19), en
el caso de la fuerza de apareamiento.

La validez de la aproximacion hecha al despreciar H;,. puede
ser puesta a prueba en dos casos extremos. El primero es aquél en
que G — 0. para el cual la solueién converge correctamente a la
de particulas independientes (20). El segundo caso es el correspon-
diente a &,=—=0 (capa degenerada) que puede ser resuelto exac-
tamente 17), 4). Resulta de la comparacion con la soluciéon exae-
ta que la aproximacién de las cuasi-particulas implica un error del

s

orden de —, donde Q es el nimero total de estados apareados en
Q

la capa. El error es independiente del nimero de particulas n pero

crece con el niimero de cuasi-particulas s.
La gran ventaja de esta solucién aproximada es que las cuasi-
particulas pueden ser tratadas en muchos aspectos como particulas
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independientes (tienen un momento angular correspondients al de
las particulas independientes; la energia de excitacién es la suma
de las energias de las cuasi-particulas, ete.).

V. EFECTOS DEBIDOS A LA COMPETENCIA ENTRE AMBAS FUERZAS.

a) Resultados cualitativos. Hemos estudiado por separado los
efectos de dos fuerzas distintas. La fuerza cuadripolar produce una
deformacion del campo comiin y, en consecuencia, niveles rotacio-
nales de baja energia. Como representa una fuerza de rango grande,
cada particula de la capa abierta experimenta la interaccién de to-
das las otras, de modo que la energia de unién resultante es pro-
porcional a 14n{n—1). Por el contrario, la fuerza Jde apareamien-
to favorece estados con simetria esférica (con I=0). Los efectos
de la fuerza de apareamiento son proporcionales al niimero de pa-
res de particulas, es decir, proporcionales a n. Es posible explicar
entonces la existencia de nueleos esféricos y de nticleos deformados.
Para pequeiios valores de n la fuerza de apareamiento predomina
¥ el esquema de acoplamiento tipo ‘‘seniority’’ es una buena apro-
ximacién. A medida que crece m, aumenta la importancia de la
fuerza cuadripolar, hasta que llega un momento en que los niicleos
hacen una transicién al esquema de acoplamiento ‘‘alineado’’.

Sin embargo, aunque uno u otra fuerza predomine, ambas se
encuentran presentes en todo momento (*). En el caso de niecleos
esféricos, si tratamos la fuerza cuadripolar en términos de una de-
formacién no estable, aparecen niveles vibracionales colectivos cuya
energia es menor que la del gap. El coeficiente de restitucién C de
estas vibraciones se ecalcula haciendo un desarrollo alrededor de la
posicién esférica de equilibrio.

1
E:E(Q=0)+-2—CQ’+... (20)

El pardmetro de masa B se caleula por medio del ‘‘crancking
model”’. Las férmulas para C y B son muy sencillas en el caso
simple en que los niveles de particula independiente estén degene-

(*) Desgraciadamente no ha sido posible obtener hasta el presente
una solucién exacta del problema con ambas fuerzas presentes.
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rados. En este caso, la energia del nivel vibracional 5), 19), 21,,

22) estd dada
C k 6n kg
—=GQ 1——— 3 qw
B \ 2 Gga

n n
fn=—|2——
Q Q

(21)

donde el gap es ignal a GQ. La férmula (21) nos dice que para
n < Q la energia del nivel vibracional disminuye al crecer n. La
transicién de niieleos esféricos a deformados se efectia para un

valor de n tal que V—- =0.
B

En el caso de nficleos deformados, 1a fuerza de apareamiento
19) explica muy satisfactoriamente las diserepancias mencionadas
en la seccién III. Es posible también estudiar las vibraciones alre-
dedor de la posicién de equilibrip axialmente simétrica, con métodos
anilogos a los aplicables a nicleos esféricos 22).

VI. RESULTADOS CUANTITATIVOS.

Kisslinger y Sorensen 20) estudiaron cuantitativamente el
caso de miicleos con una sola clase de particulas fuera de las capas
cerradas, y obtuvieron resultados muy satisfactorios para las ener-
gias de los distintos niveles.

Bro-Jorgensen y Haatuft 23) estudiaron los niveles vibracio-
nales en nicleos esféricos.

En el caso de niicleos deformados, Nilsson y Prior y Griffin
vy Rieh caleularon los efectos de la fuerza de apareamiento en los
momentos de inercia 24). Soloviev 23) estudié el espectro de
pectro de excitaciones intrinsecas en nicleos deformados. Szymans-
excitaciones intrinsecas en nileleos deformados. Szymanski y el autor
26) de esta nota, trataron las deformaciones del estado fundamen-
tal. Asimismo fueron caleuladas las propiedades de las vibraciones
que no conservan la simetria axial en nicleos deformados 22).
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Debe notarse que para obtener los resultados anteriores fue

necesario usar en todos los casos valores muy concordantes de Gy k.

27
G =~ — MM,
A (22)
k~204 x10*/A/™ Mev

Todos estos resultados son altamente promisorios. Sin embargo,

es necesario realizar mas céleulos cuantitativos para poder acotar

con mis precisién la validez del modelo.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)
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