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APROXIMACIONES POLINOMICAS EN EL ANALISIS DE VIBRACIONES DE PLACAS 
RECTANGULARES CON DIFERENTES COEFICIENTES DE FLEXIBILIDAD EN LOS 

BORDES Y UNA PERFORACION SEMICIRCULAR

Barón* ,  P .A .A .Laura^  y G .Sanehez  S a rm ie n to 1

INTRODUCCION

Los  problemas  de  d inám ica  e s t r u c t u r a l  de  r e a c t o r e s  son muy numerosos  
y c o m p l e jo s ,  cubr iendo  una e x te n s a  gama que va d e s d e  e l  á r e a  de  v i b r a c i o  
nes  de  e lemento s  c o m b u s t i b l e s  n u c l e a r e s  y co n d u c to s ,  a l  comportamiento 
de  una p l a c a  n u c le a r  en e l  c a s o  de  un s i smo.

Se ha a n a l i z a d o  e l  problema de  d e te r m in a r  l a  f r e c u e n c i a  fundamental  
de  v i b r a c i ó n  de  una p l a c a  r e c t a n g u l a r  e l á s t i c a ,  i s o t r ó p i c a ,  s i n  d e s p l a ­
zam ien tos  t r a n s v e r s a l e s  en l o s  c u a t r o  b o rd es  pero r e s t r i n g i d o s  e l á s t i c a ­
mente c o n t r a  r o t a c i ó n ,  s iendo  d i f e r e n t e s  en cada  uno de e l l o s  s u s  r e s p e c  
t i v o s  c o e f i c i e n t e s  de f l e x i b i l i d a d .  Por n e c e s i d a d e s  p r á c t i c a s  (por e jem­
plo  , para  p a s a j e  de t u b e r a s ) ,  a l a  p l a c a  se  l e  e f e c t ú a  un c o r t e  en forma 
de a r c o  s e m i c i r c u l a r  en uno de  l o s  b o rd es  (ver  f i g u r a  1 ) ,  quedando l i b r e  
e s t a  p o r c ió n  de co n to r n o .  Se han a p l i c a d o  a p r o x im a c io n e s  p o l in ó m ic a s  a 
una form ulac ió n  v a r i a c i o n a l  d e l  problema para  l a  o b te n c ió n  de  a l g u n a s  de 
l a s  f r e c u e n c i a s  norm ale s  de v i b r a c i ó n  de l a  p l a c a .

Figura í.
E s t u d i a n t e  del I n s r . i tu to  B a l s e i r o ,  U n iv e r s i d a d  Nac iona l  de Cuyo.

# I n s t i t u t o  de Mecánica A p l i c a d a  (SENID-CONICET), Base Nava l  Puerto  B e lg ra n o .  

Centro Atómico Barí  lo c h e ,  Comisión N ac io n a l  de E n e rg ía  Atómica.



FORMULACION DKL PROBLEMA Y METODO DE RESOLUCION

La ecua c ión  d i f e r e n c i a l  gobernante  de l a s  v i b r a c i o n e s  t r a n s v e r s a l e s  
l i b r e s  de una p l a c a  e s :

D V ^ w ( x , y , t ) =  - p h 3 ^ w ( x , y , t ) / 3 ( 1 )

y para  e l  problema p r e s e n t e  l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  c o n d i c io n e s  de contorno  
s o n :
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son l o s  c o e f i c i e n t e s  de f l e x i b i l i d a d  r o t a c i o n a l  de cada

Una s o l u c i o n  e x a c t a  d e l  s i s t e m a  e s  a l  p a r e c e r  i m p o s i b l e . S e  propone 
para w ( x , y , t )  una e x p r e s i ó n  de  l a  forma:

w ( x , y , t )  = W ( x , y ) e
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Nos ] imitaremos  a l a  a p rox im ac ión  M=1, N=1 . Tomando e l  primer térmjL 
no ( i = 0 ,  j= 0 )  de  e sa  a p rox im ac ión  po linómica  y reemplazando en l a s  con­
d i c i o n e s  de contorno  ( 2 ) ,  obtenemos:
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Análogamente,  tomando e l  s i g u i e n t e  término ( i =1,  j = l )  de  la  aprox im ac ión  
y reemplazando en l a s  c o n d i c i o n e s  ( 2 ) ,  se  t i e n e :

«11 = 0

2a 21
31 a

y también:

(k2+7)

_(k 2+ 8 ) 41

« 2 i  (k2+6) 

2 * CkI+8Ta /

(7)

B u  = 0

-26 21
31

(k4+7)

b (k4+8)

21

41

= a r b i t r a r i o

B21 (kA+6) 

b 2 ' (k4+ 8 >

(8 )

Con e s t o s  c o e f i c i e n t e s  n u e s t r a  a p rox im ac ión  s a t i s f a c e  l a s  c o n d i c i o n e s  de 
borde  de l a  p l a c a  en a u s e n c i a  de  l a  p e r f o r a c i ó n  c i r c u l a r  ( r = 0 )  . La ener ­
g í a  máxima de  de form ac ión  de  l a  p l a c a  e s :
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y l a  e n e r g ía  c i n é t i c a  máxima de  l a  p l a c a  e s :
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Reemplazando en (9) y en (10)  la  e x p r e s i ó n  p r o p u e s ta  para  w y a p l i c a n  
do l a  c o n d ic ió n  de m inimizac. ión para  l a  e n e r g ía  t o t a l  de l a  p l a c a  W=E-T:

— -  (E-T) = 0 ( i , j  = 0 , 1 )  (11)
i j

(método de R i t z ) ,  s e  o b t i e n e  un s i s t e m a  de e c u a c io n e s  l i n e a l e s  homogéneas 
en l o s  c o e f i c i e n t e s  A^ . .  La c o n d i c ió n  de no t r i v i a l i d a d  de l a s  s o l u c i o n e s  
(d e te rm in an te  d e l  s i s t em a  l i n e a l  n u l o ) ,  conduce a una ecua c ión  no l i n e a l  
en w cuy as  s o l u c i o n e s  son l o s  v a l o r e s  de l a s  f r e c u e n c i a s  normales  de  v i -  
b rac  i ó n .

RESULTADOS

Se han impl ementado d os  programas en FORTRAN IV para  o b ten er  l a s  f r e ­
c u e n c i a s  norm ale s  de  v i b r a c i ó n  con l a  f o rm u la c ió n  p r e s e n t e .  Uno de e l l o s  
r e s u e l v e  e l  problema tomando una s o l a  fu n c ió n  en ( 3 ) ,  e s  d e c i r ,  M=N=0, y 
e l  segundo emplea c u a t r o  f u n c i o n e s  (M=N=1). Del  primero se  o b t i e n e  entori 
c e s  l a  f r e c u e n c i a  fundamenta l  f i _„ , y d e l  segundo,  l a s  f r e c u e n c i a s  £2nn,

0̂1 ’ fi10 y ^11’ donde

ü.  . =
i j

En l a s  TABLAS 1 y 2 s e  muestr an  l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  con M=N=0 
para p l a c a s  empotradas  y s implemente a po yadas  en l o s  c u a t r o  bo rd es  r e c t i ­
l í n e o s  (tp .=0 y <J> . = »  r e s p e c t i v a m e n t e ) ,  y con l a  p e r f o r a c i ó n  c i r c u l a r  c e n t r a  
da en e l  l a d o  x=a ( c / b = 0 . 5 ) .  Los  v a l o r e s  l í m i t e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a ausen  
c i a  de d ic h a  p e r f o r a c i ó n  ( r / b = 0 ) ,  s e  comparan con r e s u l t a d o s  c o n oc id o s  en 
l a  l i t e r a t u r a ,  o b se rvá n d ose  un e x c e l e n t e  a c u e rd o .

La f i g u r a  2 co rre sp o n d e  a l  c a s o  de una p l a c a  cuadrada  ( a / b = l )  con l a  
p e r f o r a c i ó n  c i r c u l a r  también c e n t r a d a  en uno de  l o s  l a d o s  ( c / b = 0 . 5 )  de  co e  
f i c i e n t e  <f>2 v a r i a b l e  y con empotramiento r í g i d o  en e l  r e s t o  de l o s  l a d o s  
( (I>1=<¡>3=<¡>4=0) • Se ha r e p r e s e n t a d o  en l a  misma l a  v a r i a c i ó n  de ^qq con r / b  y 
con k 2=a/<j>2D, c a l c u l a d a  con un s o l o  término (M=N=0). La curva  s u p e r i o r  c o ­
r re spo n de  a empotramiento r í g i d o  de d icho  borde  ((¡>2 = 0 ) ,  y l a  i n f e r i o r  a l  ca_ 
so en que e l  mismo e s t á  s implemente apoyado (<f>2=0° ) .  Se o b se rva  en e l  g r á f j i  
co l a  m a n i f e s t a c i ó n  de dos  e f e c t o s  o p u e s t o s  en l a  v a r i a c i ó n  de S2q0 con r / b .  
El hecho de q u i t a r l e  impedimentos  a l a  p l a c a  para su movimiento t r a n s v e r ­
s a l ,  a medida que r / b  aumenta,  produce  una d i sm in u c ió n  de  Qqq. E s t e  e f e c t o  
se  e v id e n c i a  en mayor medida cuando e l  borde en c u e s t i ó n  e s t á  r í g id a m e n te  
empotrado,  e s  d e c i r ,  con e l  mayor impedimento p o s i b l e .  Por o t r a  p a r t e ,  como 
a l  aumentar  r / b  d i sm inuye  l a  masa t o t a l  de  l a  p l a c a ,  e l l o  debe p r o d u c i r  un 
incremento de l a  f r e c u e n c i a  de v i b r a c i ó n .  La s im u l t a n e id a d  de e s t o s  dos  
e f e c t o s  da l u g a r  a l a  e x i s t e n c i a  de  un v a l o r  mínimo de  figo» e l  que e s  más 
pronunciado  cuanto  mayor e s  e l  empotramiento (menor cf>2 ) • Se o b se r v a  también 
que para e l  c a s o  l í m i t e  r / b = 0 . 5 ,  en que l a  p e r f o r a c i ó n  c i r c u l a r  ocupa l a  to  ̂
t a l i d a d  d e l  borde en c u e s t i ó n ,  Qqq no r e s u l t a  t o t a lm e n t e  in d e pe n d ien te  de 
$2i  como f í s i c a m e n t e  d e b e r í a  o c u r r i r .  De todos  modos,  l a  d i s p e r s i ó n  máxima 
de su s  v a l o r e s  para  r / b = 0 . 5  es  menor que e l  1.5%, l o  c u a l  e s  muy a c e p t a b l e  
de sd e  un punto de v i s t a  i n g e n i e r i l .

En l a  TABLA 3, f i n a l m e n t e ,  se  i n d i c a n  l o s  v a l o r e s  de l a s  c u a t r o  f r e c u e n  
c i a s  mencionadas  para  e l  c a s o  de  una p l a c a  cu a d ra d a ,  e s t an d o  s implemente 
apoyado e l  borde c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  p e r f o r a c i ó n  y l o s  o t r o s  t r e s  r í g i d a ­
mente empotrados.  La p e r f o r a c i ó n  s e m i c i r c u l a r  también en e s t e  c a s o  e s t á  ceri 
t r a d a  en d icho  la do  ( c / b = 0 . 5 ) .  Se emplearon una y c u a t r o  fu n c io n e s  en l a  ex̂



p r e s i ó n  ( 3 ) .  Para r/b=Q s e  comparan en d ic h a  t a b l a  J o s  v a l o r e s  o b te n id o s  
en Í^OO» ^01 y fi jo con r e s u l t a d o s  e x a c t o s  y o b te n id o s  por o t r o s  a u t o r e s ,  
v e r i f i c á n d o s e  un e x c e l e n t e  acuerd o  para  figo y s a t i s f a c t o r i a s  c o i n c i d e n c i a s  
para  l a s  o t r a s  d o s .

Figura 1

D I S C U S I O N

La mayor f u e n te  de  e r r o r  en l a  m eto do log ía  p r e s e n t e  debe r a d i c a r  en 
el  hecJio que, a f i n  de obtener  e x p r e s i o n e s  m a te m át ica s  s e n c i l l a s  de l o s  
c o e f i c i e n t e s  a ni  y 3 n j » s e  a p l i c a n  l a s  c o n d i c i o n e s  de borde  s i n  tener  en 
cuenta  l a  p e r f o r a c i ó n  c i r c u l a r ,  l a  que e s  c o n s id e r a d a  únicamente a l  i n t e ­
g r a r  l a  función  e n e r g ía  s o b r e  l a  s u p e r f i c i e  de l a  p l a c a .  E s to  a g r e g a  en 
el. s i s t e m a  impedimento a su v i b r a c i ó n  t r a n s v e r s a l ,  s o b r e  todo en e l  c a so  
de empotramiento d e l  borde, c o n t ig u o  a l a  p e r f o r a c i ó n ,  donde s e  o b l i g a  a l a  
función  a cum pl ir  l a s  c o n d i c io n e s  w=0 y 9w/3n=0 en todo e se  borde  como s i  
d i c h a  p e r f o r a c i ó n  no e s t u v i e s e .  Es d e e s p e r a r  entonces  que. l o s  r e s u l t a d o s  
o b t e n id o s  para  p l a c a s  s implemente  a poyadas  sean  más c o n f i a b l e s  que l o s  c o ­
r r e s p o n d i e n t e s  a empotramiento r í g i d o ,  como a s í  también l o s  o b t e n i d o s  para  
a g u j e r o s  pequeños.  Como c o n s e c u e n c i a  de que e l  impedimento impuesto a l  mo­
v im ie nto  e s  mayor que en l a  r e a l i d a d ,  l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n id o s  con e l  meto 
do e xpues to  para l a s  f r e c u e n c i a s  de v i b r a c i ó n  son c o t a s  s u p e r i o r e s .  Como 
se  o b se rva  en la TABLA 3, con 4 té rm in os  e s a s  c o t a s  son menores  que con 1 
término,  como era  de e s p e r a r .
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TABLA 1. F re c u e n c ia  fundamental  
ÍÜqq para  p l a c a s  r í g id a m e n t e  empo­
t r a d a s .
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TABLA 2. F r e c u e n c i a  fundamental  
12(30 Pa r a  p l a c a s  s implemente apoya 
d a s .
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TABLA 3 .


