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APROXIMACIONES POLINOMICAS EN EL ANALISTIS DE VIBRACIONES DE PLACAS
RECTANGULARES CON DIFERENTES COEFICIENTES DE FLEXIBILIDAD EN LOS
BORDES Y UNA PERFORACION SEMICTRCULAR

J.Barén*, P.A.A.Laura’ y G.Sinchez Sarmiento

INTRODUCC ION

Los problemas de dindamica estructural de reactores son muy numerosos
y complejos, cubriendo una extensa gama que va desde el drea de vibracio
nes de elementos combustibles nucleares y conductos, al comportamiento
de una placa nuclear en el caso de un sismo.

Se ha analizado el problema de determinar la frecuencia fundamental
de vibracidén de una placa re ctangular elastica, isotrépica, sin despla-
zamientos transversales en los cuatro bordes pero restringidos eldstica-—
mente contra rotacién, siendo diferentes en cada uno de ellos sus respec
tivos coeficientes de flexibilidad. Por necesidades practicas {(por ejem-
plo , para pasaje de tuberas), a la placa se le efectiia un corte en forma
de arco semicircular en uno de los bordes (ver figura 1), quedando libre
esta porcidon de contorno. Se han aplicado aproximaciones polindmicas a
una formulacidén variacional del problema para la obtencidén de algunas de
las frecuencias normales de vibracién de la placa.
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FORMULACION DKL PROBLEMA Y METODO DE RESOLUCION

La ecuaciodon diferencial gobernante de las vibraciones transversales
libres de una placa es:

Dvaw(x,y,t) = -ohBZW(x,y,t)/Bt2 (1)

y para el prohlema presente las correspondientes condiciones de contorno
son:

w(0,y,t) =0
2 u(0,y,t) = ¢ D(QE% + oZw) p OF YD
3 s Y 1 \BX Ua 7 J
~
W(a9Yat) =90
iLW(a t) = ¢.D EEV—‘7-+ JEEE’ PEygemi sy
ax @Y 2 2 TV
90X oy
(2)
w(x,0,t) =0
2 2 0 g x < a
S (x,0,1) = ¢3D[9—§-+ wi{ﬂ
Y Ay ax“/
w(x,b,t) =0
2 2 0 £x £ a
giw(x,b,t) = ¢4D[a~g' 9—%3
y ay ax
donde:

w(x,y,t) es el desplazamiento transversal de la placa;

D es el coeficiente de rigidez a la flexidn del material;

0 es la densidad del material;

h es el espesor de la placa;

" es el factor de Poisson;

¢1, ¢2, ¢31 ¢4 son los coeficientes de flexibilidad rotacional de cada
ado.

Una solucidn exacta del sistema es al parecer imposible.Se propone
para w(x,y,t) una expresidén de la forma:

. . N,M
wix,y,t) = Wi, y)e ™t = TV AL X ()Y, () (3)
L ij"i 3
i, j=0
donde i
2 3 4. 1
Xi(x) = (al x + &, X + Gy X + Gy X )x @
_ 2 3 4 j
Yj(X) = (Bljy + szy + BBjy + BAjy )y

Nos Jimitaremos a la aproximacién M=1, N=1. Tomando el primer térmi
no (i=0, j=0) de esa aproximacidn polinémica y reemplazando en las con-
diciones de contorno (2), obtenemos:
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arbitrario

10 20 1 20
2
. ) Zuzo j%2+5k +k15§f1
30 a k (k +6) k1 = afé.D
1
donde (5)
i ) @90 . 4k +4k +k1k2+12 k2 = a/¢2D
40 42 ky (ky+6)
y también:
810 = ZBZO‘b/k3 820 = arbitrario
. 3 -2820 .3k4+5k3+k3k4+12
30 b k3(k4+6) k3 = b/¢3D
donde (6)
+ =
, FZQ_' ﬁ% +4k3+k4k3 12 k4 b/¢4D
40 b2 k3(k4+6)

Analogamente,

y reemplazando en las condiciones (2),

tomando el

ayy = 0

) 2a21 .(k2+7)
“31 a  (k,*8)
y también:
Bll =0
s TR
31 b (k,+8)

siguiente término (i=1, j=1) de la aproximac ién

se tilene:

= arbitrario

a
21
(7)
IS 1
41 aZ (k2+8)
821 = arbitrario
(8)
)
41 b2 (k4+8)

Con estos coeficientes nuestra aproximacidén satisface las condiciones de

borde de la placa en ausencia de la perforacidn circular (r=0).

La ener-

gla maxima de deformacién de la placa es:

D 2 2 52 82 32 82 2
E =3 [ <{{§—§ + 3—31 - 2(1-u) [ 5 - {~Ji] dxdy +
sup 9% dy Ix"  dy 3%y
D b azw gw 32w FW }
+ o W oW -2 ¥ v dy +
2 . BXZ 49X x=0 - X x=a) (9)
p (& {42 20 ow
$O 0 Pyl aTww J dx
0 Yay° ¥ly=0 vy Tly=b
y la energia cinética midxima de la placa es:
T = %? w2 ( w2 dxdy (10)

)sup
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Reemplazando en (9) y en (10) la expresidén propuesta para w y aplican
do la condicidén de minimizacién para la energia total de la placa W=E-T:

3 ..
S-A— (E—T) =0 (1,_] = 0,1) (11)
1]

(método de Ritz), se obtiene un sistema de ecuaciones lineales homogéneas
en los coeficientes A ... La condicidn de no trivialidad de las soluciones
(determinante del sis%%ma lineal nulo), conduce a una ecuacién no lineal

en w cuyas soluciones son los valores de las frecuencias normales de vi-

bracion.

RESULTADOS

Se han implementado dos programas en FORTRAN IV para obtener las fre-
cuencias normales de vibracidn con la formulacién presente. Uno de ellos
resuelve el problema tomando una sola funcidn en (3), es decir, M=N=0, y
el segundo emplea cuatro funciones (M=N=1). Del primero se obtiene enton
ces la frecuencia fundamental Q.. .,y del segundo, las frecuencias . .,

00 00
QOI’ QIO y Qll’ donde

Q.. = lﬁgh b2 w. .
1] D |

En las TABIAS | y 2 se muestran los resultados obtenidos con M=N=0
para placas ecmpotradas y simplemente apoyadas en los cuatro bordes recti-
lineos (¢.=0 y ¢.=» respectivamente), y con la perforacién circular centra
da en el }ado x=é (c/b=0.5). Los valores limites correspondientes a ausen
cia de dicha perforacidon (r/b=0), se comparan con resultados conocidos en
la literatura, observandose un excelente acuerdo.

La figura 2 corresponde al caso de una placa cuadrada (a/b=1) con la
perforaci6n circular también centrada en uno de los lados (c/b=0.5) de coe
ficiente ¢5 variable y con empotramiento rigido en el resto de los lados
(¢1=¢3=¢4=0). Se ha representado en la misma la variacidn de Rpp con r/by
con kog=a/¢9D,calculada con un solo término (M=N=0). La curva superior co-
rresponde a empotramiento rigido de dicho borde (¢$2=0), y la inferior al ca
so en que el mismo esta simplemente apoyado (¢$2==). Se observa en el grafi
co la manifestacidn de dos efectos opuestos en la variacién de Qgg con r/b.
El hecho de quitarle impedimentos a la placa para su movimiento transver-
sal, a medida que r/b aumenta, produce una disminucién de $99- Este efecto
se evidencia en mayor medida cuando el borde en cuestién estd rigidamente
empotrado, es decir, con el mayor impedimento posible. Por otra parte, como
al aumentar r/b disminuye la masa total de la placa, ello debe producir un
incremento de la frecuencia de vibracién. La simultaneidad de estos dos
efectos da lugar a la existencia de un valor minimo de Qgp, el que es mis
pronunciado cuanto mayor es el empotramiento (menor ¢7). Se observa también
que para el caso limite r/b=0.5, en que la perforacidn circular ocupa la to
talidad del borde en cuestidn, Qpg no resulta totalmente independiente de
¢2, como fisicamente deberia ocurrir. De todos modos, la dispersidn mixima
de sus valores para r/b=0.5 es menor que el 1.5%, lo cual es muy aceptable
desde un punto de vista ingenieril.

En la TABLA 3, finalmente, se indican los valores de las cuatro frecuen
cias mencionadas para el caso de una placa cuadrada, estando simplemente
apoyado el borde correspondiente a la perforacidn y los otros tres rigida-
mente empotrados. La perforacidn semicircular también en este caso esta cen
trada en dicho lado (c/b=0.5). Se emplearon una y cuatro funciones en la ex
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presidon (3). Para r/b=0 se comparan en dicha tabla los valores obtenidos
en £00, $01 Y 10 con resultados exactos y obtenidos por otros autores,
verificandose un excelente acuerdo para QgQ y satisfactorias coincidencias
para las otras dos.

31

0.0 0.1 0.2 0.3 o+ r/b

F /gura 1

DISCUSION

La mayor fuente de error en la metodologia presente debe radicar en
el hecho que, a fin de obtener expresiones matematicas sencillas de los
voeficientes oni y Bnj, se aplican las condiciones de borde sin tener en
cuenta la perforacidn circular, la que es considerada Gnicamente al inte-
grar la funcion energia sobre la superficie de la placa. Esto agrega en
¢l sistema impedimento a su vibracidn transversal, sobre todo en el caso
de empotramiento del borde contiguo a la perforacidon, donde se obliga a la
funcidn a1 cumplir las condiciones w=0 y 3w/3n=0 en todo ese borde como si
dicha perforacidon no estuviese. Es de esperar entonces que los resultados
obtenidos para placas simplemente apoyadas sean mas confiables que los co-
rrespondientes a empotramiento rigido, como asi también los obtenidos para
agujeros pequenos. Como consecuencia de que el impedimento impuesto al mo-
vimiento es mayor que en la realidad, los resultados obtenidos con el méto
do expuesto para las frecuencias de vibracion son cotas superiores. Como
se observa en la TABLA 3, con 4 L¢rminos esas cotas son menores que con 1
término, como cra de esperar.
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Este |Ref.[1] |Ref.[s] | | | | FEste |Ref.[1]|Ref.[5] |
a/b|r/bltrabajo ] a/blr/b|trabaijo
£00 | 00 00 ) £00 200 200
0 27.046|27.0447 [27.0098 0 |14.263 |14.2628(14.2561
3/210.21 26.658 3/210.2114.245
0.5] 27.016 0.5[13.765
B 0 | 35.999|36. 35.99 0 |19.748 [19.7476[19.7392
1 (0.2{ 34.420 1 10.2(19.741
L_A 0.5 38.317 0.5/19.757
0 148.29]148.2813|147.8 0 |71.596 [71.596 {71.5544
2/5/0.2| 142.94 2/5/0.2]73.028
0.4] 416.12 B 0.4]111.54 J

TABLA 1. Frecuencia fundamental TABLA 2. Frecuencia fundamental

Q para placas rigidamente empo- f99 rara placas simplemente apoya

tradas. das.

Este
i . Ref.
r /b|Frecuenc ia trabaio Ref. [4] [Ref. [5]
DoolIx1) 131867 3 g6g1(31.829
1.835
QOO(4X4) 31.83
0 QOl 71.927 |72.1051|71.084
QIO 63.916 |63.9187]63.347
101.20
Qll 0 |
1 31.900
Qoo(lx )
1.895
900(4x4) 3 9
.978
0.2 QlO 63.9
.602
Qll 99.60
.934
Qoo(lxl) 37.93
.644
QOO(4x4) 37
109.31
% 0.5 QOI 9
80.920
QIO
154.07
Q11 >

TABLA 3.



