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RESUMEN

Se propone un modelo para el calculo de la conductividad térmica de mues-
tras finitas de aislantes. Se efectian calculos explicitos para dos geometrias
diferentes y en los dos casos limites donde el camino libre medio por colisio-
nes normales es mucho mayor y mucho menor, respectivamente, que las dimen-
siones caracteristicas de la muestra,
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INTRODUCCION

El objeto del presente trabajo es estudiar la influencia de los procesos
normales en la conductividad térmica de aislantes perfectos a bajas tempera-
turas.

Basicamente, se sigue el método cinético propuesto por Chambers (1), pe-
ro, a los efectos de tener en cuenta que los procesos normales no cambian el
momento total de las particulas intervinientes, se supone que las colisiones
relajan el sistema hacia una distribucién de equilibrio desplazada. Se supo-
ne, también que la densidad de parti culas que salen desde los bordes de la
muesra, esta dada por la distribucion de equilibrio a la temperatura local
(dispersion por contornos difusa). Se considera el cristal libre de imperfec-
ciones y se desprecia elefecto de los procesos Umklapp en la region de tem-
peraturas de interés.

Los experimentos llevados a cabo por Whitworth (2) ea helio liquido,
muestran que, simtlarmente a los fenémenos observados en experimentos de
flujo de gases enrarecidos, por debajo de un cierto valor critico del camino
libre medio 1, se establece un flujo tipo Poiseuille y el flujo aumenta cuando
I decrece. En los experimentos de Whitworth se muestra que la conductividad
térmica presenta un minimo para | del orden d, siendo d alguna dimensién ca-
racteristica de la muestra (minimo de Knudsen).

Estos experimentos indican que en cilindros, cuando 1 es mucho mayor
que d (el diametro), las colisiones normales no afectan sensiblemente el flu-
jo de calor. Para valores menores de | pero siempre mayores que d-, las coli-
siones normales modifican las direcciones de propagacién de los fonones, en
consecuencia un nimero mayor de ellos puede llegar a las paredes y el flujo
de calor disminuye con l. En el liimite opuesto, cuando | se torma suficiente-
mente pequefo, resulta mas dificil para los fonones que se propagan dentro
de la muestra, llegar a los bordes. La situacién resultante se asemeja a la
del flujo de un fluido viscoso, en el hecho de que se establece un movimien-
to ordenado de las particulas. Este movimiento ordenado se describe por me-

dio de un campo de velocidad /\(r) que depende de la posicién dentro de la
muestra.

Gurzhi (3) ha obtenido una ecuacién diferencial valida para | << d. La
forma de A (1) derivada de esta ecuacién concuerda con la obtenida en este
trabajo y pucde ser usada para interpretar los resultados obtenidos por
Whitworth.
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Karchava y Sanikidze (4) han resuelto la ecuacién de Boltzmann corres-
pondiente al problema en el caso 1 >> d, usando la aproximacién de tiempo
de relujacion. Paral » ~ sus resultados coinciden con los de Casimir (5).
Estos autores suponen que los procesos normales hacen tender la funcion
de distobucion hacia la distribucién de equilibrio de Bose-Einstein fo(ey)
en lugar de hacia una distribucion de equilibrio desplazada fy =f, (¢4 -hX ),
como se supone en este trabajo. Ambas suposiciones resultan ser equiva-
Jentes paral >> d.

En la scccion I se describe el modelo usado para estudiar la influencia
de los procesos normales en la conducrividad térmica de muestras finitas de
cristales aislantes perfectos. Se obtiene una ecuacion integral para A
que una vez resuelra permite calcular la conductividad termica K para geome-
tria y relacién 1/d arbitrarias.

En la seccién I, se resuelve la ecuacién integral para una lamina y pa-
ra un cilindro en los casos limites 1>>d y 1<<d, siendo d el espesor de la
lamina y el diametro del cilindro, respectivamente. En ambos limites estos
resultados coinciden con los obtenidos en (3) y (4).

Formulacion del Modelo

En esta seccién se propone un modelo para el calculo del flujo de calor
en muestras aislantes finitas. Se supone que se ha establecido un gradiente
térmico y que solamente procesos normales pueden ocurrir en el interior de

la muestra.

El método cinético sugerido por Chambers,ha sido aplicado con éxito en
la solucién de problemas de transporte en merales, cuando los efectos de ta-
mafio tienen que ser tenidos en cuenta(5). En el presente trabajo se aplica el
mismo método para el problema de la conductividad térmica de aislantes.
Se construye entonces la siguiente funcién de distribucién:

So-s
- , «— ds
(R -g@g e ! s fOREY e T T LD

El nimero de particulas con vector de onda 4, emitidas desde el borde
en el punto ?g, esta dado por g(?g,3) consecuentemente el primer término
de (IL.I) da el namero de portadores emitidos desde 7g que llegan a¥ enIa
direccién dada por 4. El segundo término de (ILI) representa la suma de las
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contribuciones de las particulas que, debido a las colisiones entran en la
. .. > .
trayectoria definida por r y q (Ver figura 1).

Al escribir (II.1) se supone que la
probabilidad de que una particula viaje
una distancia s sin chocar, es exp(-s/1),
donde 1 es el camino libre medio.

Se supone también que el nimero

de particulas que entran en un elemen-
R - . ..

to de trayectoria ds en't con direccién

3, es ty P ds/l. La forma explici-
ta de fy (7, se dié en la seccién L.

Se puede mostrar por derivacidn
que, para g(?B,a) yf’\(?, ?) conocidas,
la funcién de distribucién dada por (II.1)
satisface la siguiente ecuacion de Boltz- 0
mann:

Fig, 1.- Se muestran los vec-

f/\ (‘;, a) - f (?’ ?1) tores?,'r’B y J usados
en el texto.
T

T (2, =
(11.2)
donde T=1/c

) ] - 3 ) ..

La velocidad de desplazamiento X (r) se determina en forma similar a
la seguida por Callaway (7), es decir, se impone conservacidn local de mo-
mento:

j’f)\(‘f’,ﬁ) D, (I1.3)
qd°q
(A

Si la reflexién de los fonones en los bordes es totalmente difusa, g('r’B ,_q’\,
puede tomarse igual a £0(?5,7), la distribucién local de equilibrio.

Por integracién parcial en (II.1) se obtiene:

df/\

ds

EEB Y = @, e S5+ £, B - £, @) e-so/lfs°e5“ ds (I1.4)



para A << 1se puede aproximar:

c
+ -+ -

f - fo — (o) (o)

A +kT fe(fe+1) A. g (I1.5)
por consiguiente (11.4) se reduce a:

T o - © So-§ df)\

(22 . 3ay T orfo So/l I
(l’\, q) f)\(r> q) KT A (rB) qf (f +1) € . [ -——ds ds (”6)

por otra parte

= ¢
A LA __+_"VT_C_ (11.7)

usando (11.7) se obtiene para (11.6)

h
-So/1 _ e-So/l 9z dT C

h
(28 £ AP f-— AP)q e 1(1- Y | £O(f04 1)
A kT B E kT dZ T
5o .S0-8
haz T da
- fo(fe+ 1)) e — ds (11.8)
kT o ds
finalmente integrando por partes el dltimo término de (11.8) se obtiene:
fag figz cdT
(R -(E D =- — AD -10-e5h) = D (D) +
kBT kT TdZ
AL (1L.9)
% 1 So 1
+ ——qz P+ 1=\ re ds
kT 1),

entonces, la condicién de conservacién local de momento tiene la forma:

~S0-S.
A®) [d3qqd PP+ 1) L fd3q[ S T Adslgd (1) =
1 o
(11.10)
C . dT
] —

[ fd3qq3 fo(fo+ 1) - fd3qq2 Fo(fo+ 1) e SP/1)
AR Lt L P Jd%qqy,

. . -
esta ecuacién determina A (r) completamente
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Nétese también de (11.3) que, en el caso en el cual T es independiente del
vector de onda, la corriente de calor puede ser calculada directimente de fy

U=§1- [fdscd?’qf/\(?,?l)EqC (11.11)
C

Aplicacidn del Modelo a dos Geometrias Particulares

En esta seccién se encuentran soluciones de (11.10) para una lamina de
espesor d y para un cilindro de didmetro d en los casos limiter 1>>d y I<ad.
Se supone que 1 no depende del nimero de onda q.

[) El caso de la ldmina:

Se desea particularizar la ecuacién (II.10) para el caso de una lamina de
espesor d. Se supone que se aplica un gradiente de temperatura pequefia en la
direccidn z paralela a las caras. El eje y se toma perpendicular a las cara que
estan definidas por los planos y=o e y=d. (Ver figura 2).
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Fig. 2.- Geometria de la lamina. Se muestran
las coordenadas usadas en el texto.



Para esta geometria (I1.10) debe ser escrita en la siguiente forma:

’ 1

hn 127 |72 y e_lcose . el'cosa
—Xy)- —SZ dpl\ d6 sin® 0 cos? J Ay)) dy’ +J d0sin® 6 coszf My )dy' |-
3 l cos 6 cos 0
o o w/2 d

d-y

CdT 4r CdT @7 |2 4 o ~v/lcost 5 o Heosdl
e =]y = —1 d‘fsv sin” 6 cosPe dfg+| sin fcos e do| (111.1)
TdZ 3 Tdz s /9

Paral >>d se puede despreciar el segundo término de lado izquierdo; se
obtiene entonces:

C y d-y
——[yln=4+(d-y) In — 1.2
T y < +(d-y) In 1 ] (111.2)

Se puede ver facilmente que el témmino despreciado es del orden %
(In%)2

Para 1<<d se puede despreciar el segundo término del lado izquierdo.
Tendremos entonces, la siguiente ecuacidn integral a resolver:

m/2 y __y_-y;_' B
3 .3 lcosf )\(y’)
Aly) - —{} sin 8 ) e
41 /o 0

Y = —— (111.3)
cos 0 T dZ

y Y°¥©
1 cosf )\(y’) Cl dT
dy’ +] e dy’
d

cos @

La solucién de (111.3), valida para todos los puntos que se encuentrana
distancias mayores que 1 del contorno, es:

5 C dT 1
N L. 284D (111.4)
Neg 2170 77D

Como se esperaba, en este limite A (y) aumenta cuando 1 decrece. Esto
corresponde a flujo de fonones tipo Poiseuille.

11) El caso del cilindro

Se considera aqui un cilindro circular de diametro d con un gradiente de
temperatura paralelo al eje (Ver figura 3).
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Fig. 3.- Geometria del ecilin-
Se muestran las

dro.
coordenadas usadas
en el texto.
La ecuacién (11.10) toma la forma:
ty -t
31 27 T to -1,-——9 dre
/\(p)-__jd‘?J d65in6coszﬁj/\e ST _ - (111.5)
, sin 6
47 | Jo [o) o

[ — — 4 —— —

T dZ TdZ 4~

t,=pcosy+V R? - p% sin®y

y R es el radio del cilindro.

CdT CdT 3 2= 7 .
j d*fj sin § cos?g e to/ 1 sinfd
(o) o

don de

Para I>>R se puede despreciar, como en el caso de la lamina, el segun-
do término del lado izquierdo en la ecuacién (II1.5). Entonces se obriene la
siguiente expresidén para la velocidad de desplazamiento

(111.6)

@
o

3 T / 9(R1 R ;
Alp) ssR =50 37 R{E(p/R;7/2) + l—n,l)
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donde E(p/R,;_-T-) es la integral eliptica de segunda clase (8).

Las férmulas (II1.2) y (III .6) concuerdan con aquellas obtenidas en la
ref. (4). Nétese también que cuando | tiende a infinito, de (II11.6) se obtiene
la bien conocida férmula de Casimir (5) para la conductividad térmica de un
cilindro.

K=

G cd

Para l<<dla solucién de (II1.5) es similar a 1a obtenida para la lamina
en el mismo limite,

d

| 5
—1 =

C
= RZ2 .2 111.7
T ( p°) ( )

a,
N

S
A =L
(p)]r«d 4

nuevamente esta solucion corresponde a flujo tipo Poiselle.

Los resultados obtenidos en esta seccidn concuerdan cualitativamente
con los resultados experimentales de conductividad térmica de cilindros con -
teniendo He II, obtenidos por Whitworth.
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