
• C .N . E .A . B ib lio teca  

I ARCHIVO PUBUCAOONÉS

CNEA-230

R E P U B L I C A  A R G E N T I N A

COMISION NACIONAL DE ENERGIA ATOMICA

EFECTO DE LOS PROCESOS NORMALES EN LA 

CONDUCTIVIDAD TERMICA DE MUESTRAS 

FINITAS DE AISLANTES

por

Hugo Nazareno, Gabriela Carabelli y Blas Alascio

BUENOS AI RES

1969



R E P U B L I C A  A R G E N T I N A

COMISION NACIONAL DE ENERGIA ATOMICA

EFECTO DE LOS PROCESOS NORMALES EN LA 

CONDUCTIVIDAD TERMICA DE MUESTRAS 

FINITAS DE AISLANTES

por

Huso Nazareno, Gabriela Carabelli y Blns Alascio

BUENOS AI RES

1969



COMISION NACIONAL DE ENERGIA ATOMICA 

DEPENDIENTE I)E LA PRESIDENCIA DE LA NACION

EFECTO DE LOS PROCESOS NORMALES EN LA CONDUCTIVIDAD 

TERMICA DE MUESTRAS FINITAS I)E AISLANTES

Hugo Nazareno, Gabriela Carabelli* y Blas Alascio**

RESUMEN

Se propone un modelo para el c á lcu lo  de la conductiv idad térmica demues­

tras f in itas  de a is lan tes .  Se efectúan cá lcu los  exp líc itos  para dos geometrías 

diferentes y en los dos casos l ím ites donde el camino libre medio por c o l is io ­

nes normales es mucho mayor y mucho menor, respectivamente, que las dimen­

s iones carac ter ís t icas de la  muestra.
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INTRODUCCION

E l  objeto del presente trabajo es estud iar la  in f luenc ia  de los procesos 

normales en la conductiv idad térmica de a is lan tes  perfectos a ba jas tempera­

turas.

Bás icamente , se s igue el método c iné t ico  propuesto por Cnambers (1 ̂ p e ­

ro, a los efectos de tener en cuenta que los procesos normales no cambian el 

momento total de las partícu las  in terv in ientes , se supone que las co l is iones  

re la jan el s is tema hac ia  una d is tr ibuc ión  de equ il ibr io  desp lazada . Se supo ­

ne, también que la densidad de p a r t íc u la s  que salen desde los bordes de la 

muesrra, está  dada por la d is tr ibuc ión de equ il ibr io  a la temperatura local 

(d ispers ión por contornos d ifusa) . Se considera el cr is ta l libre de imperfec­

ciones y se desprecia e le fec to  de los procesos Umklapp en la  región de tem­

peraturas de interés.

Los experimentos llevados a cabo por Whitworth (2) en he l io  l íqu ido ,  

muestran que, s im ilarmente a los fenómenos observados en experimentos de 

flujo de gases enrarecidos, por debajo de un cierto valor crít ico  del cam ino 

libre medio 1, se establece un flu jo  t ipo P o iseu i l le  y el flu jo aumenta cuando 

l decrece. En los experimentos de Whitworth se muestra que la  conductiv idad  

térmica presenta un mínimo para 1 del orden d, s iendo d a lguna d imensión c a ­

racter ís tica de la  muestra (mínimo de Knudsen).

Estos  experimentos ind ican que en c i l ind ros , cuando 1 es mucho mayor 

que d (el d iámetro), las co l is iones  normales no afectan sensib lemente el f lu ­

jo de calor. Para valores menores de 1 pero siempre mayores que d-, las c o l i ­

s iones normales modif ican las  d irecciones de propagación de los fonones, en 

consecuenc ia  un número mayor de e l los  puede llegar a las paredes y el f lu jo  

de calor dism inuye con 1. En el líimite opuesto, cuando 1 se torna su f ic ie n te ­

mente pequeño, resulta más d i f íc i l  para los fonones que se propagan dentro 

de la muestra, llegar a los bordes. L a  s ituac ión  resultante se asemeja a la 

del flu jo de un flu ido v iscoso , en el hecho de que se establece un movim ien­

to ordenado de las partícu las . Es te  movimiento ordenado se describe por me­

dio de un campo de velocidad A (?) que depende de la pos ic ión  dentro  de la 

muestra.

Gurzhi (3) ha obtenido una ecuac ión d iferenc ia l v á l id a  para 1 «  d. L a  

forma de A (r) derivada de esta ecuación concuerda con la  obten ida en este 

trabajo y puede ser usada para interpretar los resultados obtenidos por 

Whitworth.



Karchava y Sanik idze (4) han resuelto la  ecuación de Bo ltzmann corres­

pondiente a] problema en el caso 1 d, usando la aproximación de tiempo 

de re la jac ión . Para 1 -> ~ sus resultados coinciden con los de Casim ir (5) . 

Estos autores suponen que los procesos normales hacen tender la función 

de distribución hac ia  la d istribución de equilibrio de Bose-Einstein f°(t,j) 

en lugar de hacia  una distribución de equ il ibr io  desp lazada  f^ = fQ (c - h X q), 

como se supone en este trabajo. Ambas suposic iones resultan ser e q u iv a ­

lentes para 1 »  d.

En la sección II se describe el modelo usado para estud iar la in f luenc ia  

de los procesos normales en la conductiv idad térmica de muestras fin itas de 

cristales a is lantes perfectos. Se obtiene una ecuación integral para Álr> 

que una vez resuelta permite ca lcu lar la conductiv idad térmica K para geome­

tría y re lación 1/d arbitrarias.

En la sección III, se resuelve la ecuac ión  integral para una lámina y pa­

ra un c il indro en los casos lím ites l » d  y l « d ,  s iendo d el espesor de la 

lámina y el diámetro del c il indro , respectivamente. En ambos l ím ites estos 

resultados coinciden con los obtenidos en (3) y (4).

Form u lac ión  de l Modelo

En esta sección se propone un modelo para el 

en muestras a is lantes fin itas . Se supone que se ha 

térmico y que solamente procesos normales pueden 

la muestra.

E l método c iné tico  sugerido por Chambers.ha sido ap licado  con éxito en 

la  solución de problemas de transporte en metales, cuando los efectos de ta­

maño tienen que ser tenidos en cuenta(5).. En el presente trabajo se ap lica  el 

mismo método para el problema de la conductiv idad térmica de a is lan tes .

Se construye entonces la s iguiente función de distribución:

*  ♦
r - r g S o s

f(? ,q> ~  * / . " ' a  < M >  e ’ - ^ r - 5 ( h . d

5

E l  número de partículas con vector de onda If, em itidas desde el borde 

en el punto , está dado por g(?B,q) consecuentemente el prim er término 

de (I I.I ) da el número de portadores emitidos desde ’í g  <íue Uegan a ‘ ^  Ia 

d irección dada por E l  segundo término de ( I I . I )  representa la suma de las

ca lcu lo  del flu jo de calor 

estab lecido un gradiente 

ocurrir en el interior de
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contribuciones de las partícu las que, debido a las  co l is io nes  entran en 

trayectoria defin ida  por r y q (Ver figura 1).

Al escrib ir (II. 1) se supone que la 

probab il idad  de que una partícula v ia je  

una d is tanc ia  s sin chocar, es exp(-s/l), 

donde 1 es el camino libre medio.

Se supone también que el número 

de partículas que entran en un elemen­

to de trayectoria ds en"r con dirección 

cf, es (f,  cf) ds/1. L a  forma exp l íc i­

ta de f\ (l* "cf) se d ió  en la  secc ión  I.

Se puede mostrar por derivación 

que, para g(?B , ^ )  yí^C?, 3) conocidas , 

la  función de d is tr ibuc ión  dada por ( I I . 1) 

sat is face  la s igu iente  ecuac ión  de Boltz- 

mann:

( r ,  q) - f ( r, q)

donde T = 1/c

Fig. 1,- Se muestran los vec­

tores"? ,^  y q usados 

en el texto»

( I I .2)

L a  ve loc idad de desplazam iento  A (r) se determina en forma s im ilar  a 

la  seguida por C a l law ay  (7), es decir, se impone conservación loca l de mo­

mento:

J f, ( ? ,  «i) - f  ( M )

d 3
( I I .3)

Si la  reflexión de los fonones en los bordes es totalmente d ifusa , g(?B ,"q'1, 

puede tomarse igua l  a f° (?B ,"q ) ,  la d is tr ibuc ión  loca l de equ il ibr io .

Por in tegración parc ia l en ( I I .1) se obtiene:

=f°(?B.t) e-50/1^ ^ )  e-So/1/ S°eS/1 —
o d s

d s  ( I I .4)



para __ «  1 se puede aproximar:
c

fX = P  + —  f° ( f° + 1 ) A . q 
k 1 (11.5)

por consiguiente ( I I .4) se reduce a:

A
f ( ^ q )  - fA (rVq) = ~  A (rB) q f ° ( f ° + l )  e-So/1J  e 1 —  d s ( n _6), r -

So -S d f

por otra parte

d S  d A  d S  d T
T

C
( I I -7)

usando ( I I .7) se obtiene para ( I I .6)

f(r,q) (t, q)
1> - S o / l  . . .  - S . / l  J T  C
—  A(r ) q  e -l ( l -e ) -----------

8 2  k T  d Z  TkT
f°(f°+ 1)

.So ■ So - s
dA

ds-----f ° ( f ° + l )  e

kT J0 ds
finalmente integrando por partes el ú lt imo término de ( I I .8) se obtiene:

fi<lz C dT

(I I-8)

f ( iyq )- fA(r ,q)=- —  A(t) - 1(1 - e’So/1) ---------- f°(f°+ l) +

kT  T d Zk BT

ti 1 (So 1 
+ ---qz f° ( f°  + 1) — I A e ds

^  1 J0

So-S (11.9)

entonces, la  cond ic ión  de conservación loca l de momento t iene la  forma:

, §o-..S-

A ( t ) / d 3q q ! f ° ( P +l ) - ^ / d 3q [ / S<fe 1 Ad s ] q| f°(f°+ 1) =

(11.10)

- —  1 —  [ f d3qq 3 f°(f°+ 1) - J " d W  f°(f°+ 1) e 'Sp/1 ] 
T d Z  z *

esta  ecuac ión determina A ( r )  completamente



Nótese también de ( I I .3) que, en el caso en el cual T es independiente del 

vector de onda, la corriente de calor puede ser ca lcu lada  directamente de f^ :

ü  = i -  / / d S c d3q  fA (T, q ) E q C (11.11)

A p l ic a c ió n  de l  Modelo  a dos G eom etr ías  Pa r t icu la re s

En esta secc ión  se encuentran so luc iones de (11.10) para una lámina de 

espesor d y para un cil indro de diámetro d en los casos límite: l v>d y l « d .

Se supone que 1 no depende del número de onda q.

I) E l  caso de la lámina:

Se desea particu lar izar la ecuación (11.10) para el caso de una lám ina de 

espesor d. Se supone que se ap lica  un gradiente de temperatura pequeña en la 

d irección z para le la  a las caras. E l  eje y se toma perpendicular a las cara que 

están defin idas por los planos y=o e y=d . (Ver figura 2).

Fig. 2.- Geometría de la lámina. Se muestran 

las coordenadas usadas en el texto.
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—  A(y) — \ d0sin 0cos‘

3 l l

A(y’) d y ’ +| d#sin3 flcos2^  -

- i-y .
1 C O S 0

Para  esta geometría (11.10) debe ser escrita  en la  s igu iente  forma:

l 2 v  jzr/2

0 sínu 0 cos^ l -------- ; rA (y ’) d y ’ +l
) eos u I

Jr r/2

y/lcosf? p  Hcostfl

■A(y’) d y ’

C dT 477 C dT f277 
---- 1— +---- 1\ df

T d Z  3 T d Z /

d-y

p/ 2
(  . 3 2 y sin 6 eos f e d0+\ sin^^cos^Ye

Jn/2
(I II . l)

P a r a l  » d  se puede despreciar el segundo término de lado izquierdo; se 

obtiene entonces:

A (y)
3 C d T y d-y

---------- [ y ln —  + (d-y) ln ---- ]
l » d  4 T d Z  1 y 1

(III .2)

Se puede ver fác ilmente que el término despreciado es del orden jL
d\2( ln — )
l

Para 1 « d  se puede despreciar el segundo término del lado izqu ierdo . 

Tendremos entonces, la  s iguiente ecuac ión  integral a resolver:

A(y)

n/2  y . .  y -
. 3 1  1cosd A(y 

s in  8 \ e -----

0 / °  eos 6

2 d , +f

y . y

^ z 2 d y ' , . £ l  —  ( I I I . 3)

eos 6 T d Z

La  so lución  de ( I I I .3 ) ,  vá l ida  para todos los puntos que se encuentran a 

d is tanc ias  mayores que 1 del contorno, es:

A (y)
5 C d T  1

= ------—  — y ( d - y )
l « d  2 T dZ 1

( I I I .4)

Como se esperaba, en este lím ite  A (y) aumenta cuando 1 decrece. Esto  

corresponde a f lu jo  de fonones tipo P o iseu i l le .

11) E l caso de l c ilindro

Se considera aquí un c il indro c ircu lar de diámetro d con un gradiente de 

temperatura para le lo  al eje (Ver figura 3).
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dro. Se muestran las 

coordenadas usadas 

en el texto.

La  ecuac ión  (11.10) toma la  forma:

f2 n , tt

A. (p) - —  — i d*f í  d d s in  6 e o s 2 9 (

4 77 1 J o  y o  J e

77 Jo

1 s in  0 d t

sin
( I I I . 5)

C d T  C d T 3 .2 tt jTT
= - 1 ----- + 1 ----- —  ( d*f j sin 6 c o s ¿ Q e" to

T d Z  T d Z  4

2 a - tn / l  sin # d 9

don de

10 = p eos + \/ R2 - p2 s in2<f

y R es el radio del c il indro.

Para  1 » R  se puede despreciar, como en e l  caso de la  lám ina , el segun­

do término del lado izquierdo en la ecuac ión  ( I I I .5). Entonces se obtiene la  

s iguiente expresión para la  ve locidad de desplazam iento

a(p) Ii» r = TG" j i  r í e (p/ r ^ /2) +*(-fi4) ! dii.6)
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donde E (p /R ,- j )  es la integral e l íp t ica  de segunda c lase (8).

L as  fórmulas ( I I I .2) y ( I II .6) concuerdan con aque llas  obten idas en la 

ref. (4). Nótese también que cuando 1 tiende a in f in i to ,  de ( I I I .6) se obtiene 

la  bien conocida fórmula de Cas im ir  (5) para la  conductiv idad térmica.de un 

cil indro.

K = 1  C c d 
3 ^

Para l « d  la so luc ión  de ( I I I .5) es s im ilar  a la  obtenida para la  lám ina  

en el mismo lím ite .

5 C d T  1 „ ,  
A ( p )  S -  _  ( R 2 - p 2 ) ( I I I -7) 

l « d  4 T d z  1

nuevamente esta so luc ión  corresponde a f lu jo  tipo P o ise l le .

Los resultados obtenidos en esta secc ión  concuerdan cua litat ivamente  

con los resultados experimentales de conductiv idad  térmica de c i l ind ros  c o n ­

teniendo He II ,  obtenidos por Whitworth.
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