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RESUMEN: Se ha desarrollado un programa genenal cuyo
obfeto es nesolven pch el método de Faedo-Galerkin Y
elementos finditos, Lo ecuacibn cuasiarménica con deni-
vada temponal para Los casos de simetnia plana y cilin
drica. Se ha previsto una extendibn al caso no Lineal.
Se Lncluyen ejemplos de aplicacibn.

ABSTRACT: A general progham whose punpose L5 2o so0lue
tne quasdi-hanmondic equation with zime denivazive §or
the cases of plane and cilindnical symetnies, using the
Faedo-Galenkin method and §inite elements, has been de-
vedopped. An extensdln 4for the non Linear case <4 also
possible. Some application exemples are included.



1. GENERALIDADES

En |1]| se describe en forma completa un tipo de programas
cuyo objetivo es resolver, por el método de Ritz y elemcntos
finitos, 1la gcuacién cuasiarmbénica lineal y no lineal (13,
Cap. 15), para simetria plana y de revolucidén. Sus innumera
bles aplicaciones fisicas se refieren a problemas de estado
estacionario.

Nos proponemos aqui la resolucién del caso no estaciona-
rio, o transitorio, por el método de Faedo-Galerkin (|2,Cap.7)
con elementos finitos para las variables de espacio y utili-
zando una discretizacidén en diferencias finitas tipo Crank-
Nicolson para la variable temporal. Como es usual en proble
mas de evolucidén, no se procede en forma global sino por sal
tos a tiempo constante, igualmente espaciados, comenzando
desde el instante inicial. Nos referiremos primero al caso
de simetria plana.

La formulacidén matendtica exacta es la siguiente: encon
trar una solucién ¢(x,y,t) de la ecuacibén cuasiarmbénica con

derivada tcmporal.

vog (b ), v (o) = g (1)

definida en un dominio g<R?, para O £ t ¢ T y que cumpla las

condiciones,

Olox =98 ¢ condicidén de contorno ''forzada"
3¢l . ;= 1 3 1
b“n = y : condicidén de contorno "libre
Q
r' .
¢ (x,y,0) =‘$(x,y): condicidén inicial.

Las funcioncs v,b,g dependerdn cn gencral de las dos varia
bles de espacio y del tiempo t; & y vy, defiaidas en la frontcra
I de ¢, podrdn depender también de t. La depcndencia cxplicita
de los cocficientes v y b respecto de t tienc como principal fi

nzlidad posibilitar la implementacidén de¢ cxtcnsiones no lincales.
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Se admitird ademis que,

Cz2 ib(x,y,t)] 2 ¢c >0 X,Yea ,0<tcT (2)
Notacién:
Q dominio regular del plano donde interesa la solucién de (1)
n normal interior a Q
r frontera de @
= clausura de @
r =r'y rx
re frontera de condiciones de contorno '"'maturales"
r* : frontera de condiciones de contorno '"forzadas"

Nota: se considera que T* es un conjunto cerrado Y que
rra t* = ¢

2. APROXIMACION

2.1. Método de Faedo-Galerkin

Este método es una variante del procedimiento usual de
Galerkin (|2] §2.3 y 7.1) propuesta para la resolucidn de pro
blemas de evolucién. Tal procedimiento hubiese considerado
el operador diferencial actuante en el primer miembro de (1),
eén el que aparecen tres variables independientes, haciendo in
tervenir conjuntos adecuados de funciones definidas en 1la Te
gidn espacio temporal 9 x (0,T).

En contraste, la modificacidn de Faedo consiste en apli-
car la idea de Galerkin pero para cada instante fijo, con t
como parametro, usando conjuntos de funciones definidos en Q.
Més precisamente, y para el caso en estudio, se impone a

¢(x,y,t) la condicién

J{ fﬁ[wt + (be ) + (b@y)y - g] vdxdy = 0 (2)

VveVv Yt>0, fijo

donde V es un espacio adecuado de funciones 'de ensayo' defi

nidas en Q.



En 1o cue sigue se admitiri cuc mara t fi1jo las funcio-
nes v,n,g son de cuadrcdo integrable en ;v y la restric-
ci16n de b a la frontere T, de cuadrado integrablec en T

S ¢l cspacio de Soholev

- 5 af 5f
He () = 4if fe L4() 5 == —— « L%(& : (3

Por simplicidad técnica sc supondrd gue cl dato de Dirichliet
cs nulo: & = 0. Es sabhido que esto no limita la generaiidad
siempre y cuando ¢ sea lo suiicicntementc adccuado como para
gue exista una funcidén del II-(x) que restringida a ©'* coinci
da con &. En definitiva, a costa de modificar el segundomiem
bro de la ccuacidén (1) sc llcva el problema al caso homogéneo.

Como es usual parua ecuacioncs como la (1) (i12), 92.3 y 7.1)
cl conjunto V se tomard como el subespacio vectorial cecrrado
. () de Hi(e):

Hi(e) = if | feHI(Q); {i.x = O: (4)

-3

A cfectos de llegar a un plantco matemdtico coherente,den
tro de las condiciones previas, se procede a efectuar una trans
formacidén de (2) utilizando ¢l teorcma de la divergencia y las

condiciones de contorno, qucdando por fin la formulacidn:

1 (5,v) = L (V) Vv eHL(2)5 t > O fijo (3)
donde )
a (e,v) = j}/ -ve v o+ bo v+ big v, dxdy
( ([ gvaxdy - | ,vva )
Lo(v) = - vdx - vvds
¢ (V) })Qg y =) wyvds

T
I's razonable esperar quc la solucidén ¢ pertenczcd, paru to

do t fijo, al espacio H% (%) . .

.1 método de aproximacibn coasistc entonces en aplicar la

condicidn (5) en subespacios M.« 4l de dimensién finita, y en
H E’ ‘. —
contrar una funcidn ¢h(x,y,t) quec para cawa t - O pertenczcaa
“. v cumpla,
i
a, (e vy o= L {vh) v o e u (7}



Los subespacios Mh serdn los usuales de funciones '""polié
dricas', correspondientes a elementos triangulares en polino-
mios de primer grado, que cumplen la condicién de Dirichlet
en [ *,

Estos ya han sido descriptos en |1].

La funcién de aproximacién es:

1
oY, t) = 5 [y + 8x + v el (1) o

(8)
h h .
+ (aj + Bjx + ij)¢j(t) + (am *BEX YY) o0 (t)) x,yece
donde:
e : elemento en consideracién
@y : xjym - xmyj
Bi Yj - ym'
LRI S xj
X,y: coordenadas de los vértices i,j,m del tridngulo "e"
A drea del tridngulo 'e"

@?(t): valores 'nodales'" dependientes del tiempo t

A efectos de desarrollar las expresiones que siguen resul
ta conveniente pensar en que afin no se ha llevado a cabo el ar
tificio para transformar el problema en uno homogéneo, y consi

derar § # 0. Tal artificio quedar4 realizado de hecho a poste
riori.

de la triangulacién que
a N+M a los que pertene
x? (x,y) i=1,..., N+M

|1]), la (8) puede ser

Enumeraremos de 1 a N a los nodos
tienen una incégnita asociada y de N+l
Si
usuales (ver

cen a la frontera de Dirichlet r*.
son las funciones de base

reescrita de la siguiente forma:

N oh h
o (x,y, 1) =k§1¢k(t) xx (x,¥) - R(x,y,t)

N+M (9)

R(X,)’,t) = - Z Gk(t)

X (x,Y)
k=N+1



h . .
ék(t) : parametros nodaies a determinar

Gk(t) : valor del dato de Dirichlet en correspondencia con
el nodo "k'' perteneciente a T*,

Reemplazando (9) en (7) y teniendo en cuenta las (6), se
llega (*) al sistema de N ecuaciones diferenciales ordinarias
para las N funciones incégnitas @?(t):

N .h N h
M [0} ¢ '
kZ1 kr *k ¢ kzl “kr %k = F_ r=1,2,...,N 9"
donde

M, (t) = -1 vix,y,t) xt (x,y) xP (x,y) dxd

kr q 'Y Xk '/ Xr sy Yy

axi' 3x¥ 3x2 Bx};3

Kip () = Jfg % 5x * T3y C oy b(x,y,t) dxdy

FL(t) = LG + a (R, D) (*%)

- h _ h (10)
L (x,) JJQ g(x,y,t) x.(x,y) dxdy JrT xp ds
h

hy _ 3R h 3R T 3R T
ap (Roxy) = IJQ{-v 3t *r * P5x 3x Y P ay 3y Jdxdy

N+M h
3R _ e &y (1) x
5T L k k

k=N+1

Por la estructura tipica de los programas de elementos
finitos, resulta Gtil explicitar la contribucidn de cada
elemento al sistema global (9'). Esta se escribe a conti-
nuacién en notacién matricial:

(*) Obsérvese que basta tomar las funciones de base x? en

lugar de las v

(*%*) En el caso & # O la contribucién al segundo miembro por

'"'mo homogeneidad" aparece aqui representada pcr 3t(R»X2)'

Esto equivale al artificio mencionado.



ME(t) XC(t) + K®(t) XC(t) + B®(t) + p%(t) (11)

Las matrices M® y x®© provienen de la primera de las (6)
restringida al elemento "e'.

e *i%j ®i J *i%m
e - _N
- M7 (t) = E 5oy ajaJ LT +
amal amaj amam
r A
Ne 2aiB; *jB5 * o484 ®ifm ¥ opBy
X +
! 2A2 Q'J i + alej ZGJBJ' GJBm amBJ
®m®i * %3fp  opBy ¢ %58 Zopan J
. (2a3v4 *iY; T %53 %¥m * %pYi
N +
v b AL SRR A6 BELS A BRI B ACR LS
2A
®mYi Y %iYm %pYj * %yYq 2an Yy j
8,83 Bi8; B8
e
N B . 8
RS LTI LT R P (12)
2
24 BmBi SmBJ- BmBmJ
" Yiv; YiY; YiYm
o XX (Y5 Y573 YiYm| +
242
Yn¥i YmY; Yi¥n]
NE (zsin Bivj * 8574 Bivm ¥ Bmyl]
XY y. + 28 Biv, *+ B Y.
Coaz |BiYi T ByYy %573 iMm " BmYj
{Bmyi * BivYy BaYj * 85Yp 280 Ym J



(. . .
%1% 8jsi bmsl} Yi¥i Y5Yi YpVi
e B | . B
K (t) = B.8. B.B B B.i+ N : . 13
(t) oz | 1% 383 nf5 o7 Y5 Y55 e (13)
|
Bi%m Bij Bmsm) Yi'm Yj'm YmYm,
donde
e _ (( e _
NT(t) 1 v(x,y,t) dxdy N v (x,y,t) xdxdy
v = || vy, y axay 1) = [[ vooy,oxtaxay ()
y Je XX .

(

Gy (0 = | w0y, 0 yiaxdy M) = [ vey,oxy axay

8°(0) = ||

b(x,y,t) dxdy
Je ¢

El vector Be(t) es la contribucién de la primera integral
de la segunda expresidn (6):

ix y
!
B®(t) = 1 256 + 86, + ;6 (15)
A
lamG + B Gx + YmGy

6°(r) = || gley 0 axdys  65(0) - [[ xgoy,t) axay;

€ €

6y(e) =[] yetxy,e) axey

El vector De(t) es la contribucién de la segunda integral
de la segunda de las (6) que aparece, como se detalla en |1},
s6lo cuando el tridngulo '"e" posee un ladc A' de vértices ex-
tremos 1,j, por ejemplo, sobre la frontera de Neumann T':

)
pi(t)

D°(t) = 2 o5 (1) (16)
| |

o
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s(i) = ¢ s(3) = 2

P () = Y (x(s),y(s), 007 ds; (2 = |v(x(5),y(s),t)} ds:
s(j) =0 s(i) =0

£: longitud de i'

Si el nodo "j", por ejemplo, pertenece a la frontera r*,
entonces deberi tomarse pj = 0.
El vector X° est4d constituido por los tres pardmetros no
dales del elemento '"e',.
( \
h
¢; (1)

e
X" (t) = ¢?(t) (17)

o)
Las matrices M° y K® contribuyen al primer miembro del
sistema de ecuaciones. Los vectores B® y D¢ contribuyen al
segundo miembro debiéndoseles por tanto cambiar de signo.
Si el tridngulo "e'" posee al menos un nodo en la frontera r*,
digamos el "j'", entonces en el elemento del medio del vector
(17) apareceri el valor Gj(t), dato de Dirichlet. En este
caso debe desde luego ignorarse la ecuacibn "j" y tenerse en
cuenta la contribucién al segundo miembro de los productos
de 6 (t) y dj(t) por los elementos de las segundas columnas
de las matrices K° y M respectivamente, cambiados de signo.
Esto, por cada nodo de '"e'" que pertenezca a I*,
Resulta clara la reduccién de las expresiones (9) (10) y
(11) a las usuales del caso estacionario (v#0). Las (13),(15)
y (16) son idénticas a las de |1] si se les quita la dependen

cia temporal.

2.2. Discretizacién de la variable temporal

A diferencia de lo que ocurre para el caso estacionario,
el problema no concluye en el punto precedente ya que se hace
necesario establecer la forma en que se procederd para integrar
numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (9).



El algoritmo de discretizacidn espacial es de orden 2 en
norma media cuadréatica en el caso estacionario (|2|§ 2.2) al
menos para coeficientes regulares de (1). No se justifica en
tonces un algoritmo de integracién numérica para las (9), de
orden superior a éste.

El método de discretizacién temporal adoptado es del ti-
po Crank-Nicolson que trabaja en valores centrados en (n+%)At,
donde n es el nimero genérico de pasos 4t en el tiempo. Es de
segundo orden (]|2]s§s 7.2).

Resulta mds claro el planteo si se trata transitoriamente
a los valores nodales de Dirichlet como si también fuesen in-
cégnitas. A posteriori lo que habrid que hacer es dar a esas
supuestas incégnitas los valores prefijados de Dirichlet, te-
ner en cuenta las contribuciones al segundo miembro que ellos
originen y eliminar sus correspondientes ecuaciones.

Diferenciamos los vectores y matrices de tal sistema fic-
ticio de los del sistema efectivo (9'), colocdndoles una barra
arriba. E1l primero, escrito en forma matricial, es

M(t) X(t) + K(t)X(t) = - B{t) - D(t) (18)

donde M y K son las matrices globales de (N+M)x(N+M) posicio-
nes armadas a partir de las contribuciones por tridngulo M y
K®; similarmente B y D son los vectores de N+M componentes
formados a partir de B® y D¢ y por Gltimo

1 )
o (1)

ey = |eR(E) | (19)
Sye1 ()

: |
L6N+M(t)j
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Las discretizaciones propuestas son:

Mn+1 + Mn )-(n+1 _ )—(n . I-(n+1 . I—(n )-(n-l»] . )-(n ) (20)
2 At 2 2
DRI L T L n=0,I.....
2 2

y la variante

Mn+1

'
o]
+
—h
>
jon )
=i
o}
+
-—
24}
3
+
1)
3
1
=3

+M X ‘- + +KX = (21)
2 At 2

Bn+1

h
jo

h
o
+
[a

(e ]
3
jo
H
(@]
P

2 2

donde M®, etc. significa M(nat), etc.

-n+l

Explicitando X en la (20) y la (21) queda,

(cn+1 y sn+l z
MUTT MU, KT 4 KUY gnel |
| At 2 J
r . (22)
qn+1 o zn+l =N
- IM + M K * Koo (Bn+1 + M (ﬁn+1 + DY
L At 2 ]
Y 1
g+ vl
M + M, Kn+1} g+l |
At J |
( (23)
on+1 Vst
- [M + M KnJ " . (En+1 + BM (Dn+1 + DM
ot

Si se tienen en cuenta los datos de Dirichlet eliminéndo-
se entonces las correspondientes ecuaciones, y se consideran
las sendas contribuciones al segundo miembro como antes se in-
dicara, de (22) y (23) se obtienen sistemas de N ecuaciones
para determinar las N incdégnitas del nivel n+l, las Xn+l, en
funcién de las condiciones de contorno. Este algoritmo, que
es implicito, arranca de las condiciones iniciales X°, que pro
vienen de la interpolacidn usual del dato inicial ‘f(x,y). En

el intervienen simultidneamente sb6lo dos niveles.
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En cuanto a la convergencia del procedimiento vale el re-
sultado usual para diferencias finitas: 'para un problema bien
nlanteado, un método aproximado de resolucién formalmente con-
sistente es convergente, si y sélo si es estable" (;4],12] s
7.1 y 7.2). El algoritmo en cuestifn es incondicionalmente es
table y por lo tanto convergente. La influencia de otro tipo

de errores que se cometan, ha sido analizada en |1
A efectos de simplificar el cdlculo pridctico sobre todo
en el caso de coeficientes discontinuos se tomaridn los valores
o? ge) y los de ¥
constantes por lado X' de triidngulo perteneciente a T' (YA')’

de v, b y g constantes por triangulo (Ye, b
Los valores del dato de Dirichlet & son tomados por nodo de

r*. El aspecto final que presentan entonces las (14), (15) y
las segundas de (16), se encuentra en el Apéndice 1.

2.3. Caso de simetria axial

Las consideraciones tefricas inherentes al caso axisimé-
trico son similares a las expuestas. Nos limitaremos a con-
signar las expresiones previas del texto que se vean modifi-
caadas.

El sistema de coordenadas se designa ahora como r,z. E1l
dominio 2 del plano r,z y su frontera I serdn en la realidad ro
tados en torno al eje z por lo que deberid ser siempre r 2 O.
Las fronteras de Dirichlet (T'*) y de Neumann (T') conservan su
significado. También el elemento real de cdlculo serid el sé-
i1ido que se engendra por rotacién del tridngulo usual. (]3]
Cap. 5). A efectos prédcticos, las redes de tridnguios en las

coordinadas r,z son las mismas que en el caso plano usual.

Ecuacidén diferencial:

b -
vér * (bér)r * (bQZ)z *r % T8
. (19
‘b’r‘* = 6’ b;_l%ir"=y ’ Q(I’,Z,O) = ({(T,Z)
Expresiones del método de Faedo-Galerkin:
',I, r b h
Z“JJoLv¢t ¥ (bér)r * (bQZ)Z Trep VT drdz = © (2')

¥ velV t > 0, fijo
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a (e,v) = jjn[-vétv * be v+ b@sz] r drdz
(6")
Lt(v) = - J[ g vrdrdz - J 'Y V 1T ds
Q T
h h
) h h h h
_ Xk 3Xs | dxg , ¥xg
K (1) = j[ﬂ[ R T [P
h h
Fo(t) = Ly (x2) + a, (R,x) (10")
h h h
Lt(xs) = - Jfﬂg Xg T drdz - Jr,y Xxg T ds
xah axh
h _ 3R h 3R S 23 S 4
at(R’XS) = j[ﬂ[-v B—t XS + b 3_1‘ . __81‘ + baz . _—82 J rdrdz
(14')
Ne(t) = J[ vr drdz; Ne(t) = II vr2drdz; Ni(t) = f[ vzrdrdz
e r e e
e e © ( 2
= N = 2 . =
Nrr(t) Ijevr3drdz, sz(t) Ijevz rdrdz; er(t) jbvr zdrdz
BS(t) = j[ b rdrdz
Q

(15")

Ge ( M e = '( 2 * e = ',
(t) J g rdrdz; Gr(t) = JQgr drdz; GZ () J grzdrdz
Q f
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3. PROGRAMA DE CALCULO

En esencia, el programa, llamado CTR, consiste en el uso
reiterado de las rutinas tipo "CUARM" (ver |1|) para cada paso
de tiempo. La discretizacidén conforme al algoritmo Faedo-Calerkin -
Crank-Nicolson conduce a resolver un sistema lineal de ecuacio
nes en cada salto en el tiempo (sistema implicito) que si bien
es bastante distinto al de |1|, globalmente puede asimildrsele.

Se adopté la discretizacién (20) pues permite, mediante
una adecuada programacidén, un mayor ahorro de memoria.

La 16gica general es la de un programa corriente de ele-
mentos finitos, en la que se considera la contribucidén tridngu
lo por tridngulo a la matriz de rigidéz y al vector términos in
dependientes. Tal sistema de ecuaciones se resuelve con el mé-
todo de eliminacién de Gauss.

La capacidad delcprograma (*) permite redes de hasta 1100
tridngulos y 800 nodos, aproximadamente. Por sencillez interna
del mismo, no deberi haber en la red ningdn tridngulo con sus
tres vértices sobre la frontera. A efectos del cdlculo, el do
minio 2 puede ser miGltiplemente conexo.

Los nodos que corresponden a incégnitas propiamente dichas
del problema, es decir todos aquellos que no pertenecen a la
frontera de Dirchlet I'*, se enumeran de 1 4 n; y los de T* de
n+l & n+m. Una enumeracién adecuada de los nodos conduce a an
chos de banda reducidos.

El tiempo de maquina empleado para resolver un problema
de 255 nodos y 512 tridngulos es del orden de los 32 segundos
por ciclo temporal.

Pueden obtenerse resultados tabulados y graficados (cur-
vas de nivel) también para etapas intermedias de tiempo.

Se trabaja siempre en precisidn simple.

(*) Implementado en la computadora IBM/360 Mod. 44 del Centro
de Coémputos del Centro Atémico Bariloche con 128 Kb de ca
pacidad de memoria de nGcleos. No se utilizan archivos

adicionales.
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4. PRUEBAS EFECTUADAS

El programa fue sometido a pruebas que adicionalmente
permitieron llevar a cabo experiencias numéricas relativas
a la propagacién de errores de redondeo y de discretizacién.
A efectos de estudiar los primeros se resolvié un problema
estacionario de solucién conocida y sencilla.

4.1 Prueba independiente del tiempo. Propagacién de

errores de redondeo.

Tipo de simetria: dos casos, plana y de revolucién
Regién de cdlculo :cuadrado que en '"x'" se extiende de O a
16 y en "y" de -8 a +8

Ecuacidén diferencial: bz-1; VE]; g=0

Dato de Dirichlet: 6=-8 para y=8 y O ¢ x < 16
§= 8 para y=-8 y O s x < 16

Dato de Neumann: vy=0 para x=0; -8 sy < 8

vy=0 para x=16; -8 sy < 8
Condicién inicial: Y(x,y)= -y
Solucidn exacta: ¢(x,y,t)= -y
Incremento de tiempo: At = 1
Red empleada: de geometria regular de 16x16 con 255 nodos
"incbégnita', 34 nodos de Dirichlet,
32 de Neumann y 512 triidngulos.

Dado que la solucién no depende de '"x'", se estudiaron
los errores medios cuadriticos (EMC) para las filas y=0, y=4
e y=7 ademds de los correspondientes errores medios cuadréiti
cos relativos (EMCR) en las dos Gltimas. Se obtuvo también
para cada instante discretizado de tiempo, el error miximo
absoluto de esa etapa (EMA).

Como el algoritmo en el caso presente admite solucién
exacta, los errores antes citados son sblo de redondeo.

La experiencia numérica, que tomd mds de 110 ciclos en
el tiempo, fue realizada con precisibn simple. En el Cuadro I
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se muestran los errores acumulados para n=110 tanto para sime-

tria plana como para simetria de revolucidn.

1 { l y =0 l y = 4 { y = 7
SIMETRIA EMA  |-------- e e it
| '} EMC JEMCR' EMC EMCR EMC . EMCR
[ _3] b 23 i _4E _u;
Piana ‘O,Slxlo j 0,56x10 - 10,15x10 0,45x10 0,95xi0 | 0,14x10
! ! |
-3 4 23 b by &
|De rev. {O,SlxlO 1 0,33x10 - 10,21x10 0,51x10 i 0,80x10 j 0,11x10 !
) I (DR SR P IS KSR DRI L
CUADRO I:

Errores de redondeo acumulados para n = 110

Se destaca que los errores consignados s6lo tienen influen
cia en el cuarto o quinto digito de los resultados. En la expe
riencia también se observa una notoria estabilizacidén de 1la mag
nitud de los errores a partir del ciclo n = 40. La acumulacién
de los mismos, groseramente varia en forma proporcional a 1la

raiz cuadrada del nGmero n de pasos |4].

4.2. Prueba general dependiente del tiempo. Propagacidén de

errores de discretizacién.

Se traté de disefiar una prueba lo suficientemente general,
que a su vez tenga una solucién sencilla que facilite el célcu-
lo de errores y su interpretacién posterior. Ademds fue tal que
la solucién resulta la misma tanto para simetria plana como de
revolucién, lo que permite la comparacién de los errores origina

dos en sendos algoritmos.

Tipo de simetrfia: dos casos, plana y de revoluciédn

Regién de cidlculo @: 1la descripta en 4.1

Ecuacidén diferencial(*): v(x,y,t) = 1O+x+y+sen(t/6)
b(x,y,t) = -2 - sen(x+y+t)/6]
g(x,y,t) = x2[10+x+y+sen(t/6)" -

- t{4+253n:(X+Y+t)/6]+%x cos [ (x+y+t) /6] :

{(*) A cada tridngulo (o respect. lado) se¢ le asigna un vaior

constante igual al promedio de los valores nodales.
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Para simetria de revolucidén v y b iguales pero,

jit

” i;:‘;’ l'.)

|
|
i

Dalto de Dirichlet:

i

Dato de Neumann:

Condicién inicial:

Solucidén exacta:

l

g(r,z,t) = r2[10+r+z+sen(t/6)]-
- t{8+4sen[(r+z+t)/6]+%r cos[(r+z+t)/6]}
§ = x?t paray = 8y 0 ¢ x s 16
§ = x t " y =-8y 0 < s 16
y = O para x = 0; -8 sy 5 8
y = 32t{2+sen[(16+y+t)/6]} para x = 16;
-8 sy <8
Pix,y) = o
o(x,y,t) = x2t
At =1

Incremento de tiempo:

Red empleada:

la descripta en 4.1

Como la solucidén no depende de '"y",

se estudiaron los erro-

res medios cuadrdticos (EMC) para las columnas x=4, x=10 y x=15

ademids de los correspondientes errores medios cuadrdticos rela-
tivos (EMCR).
error midximo absoluto (EMA) de esa etapa.

Se obtuvo también para cada paso en el tiempo el

La experiencia numérica, llevada hasta 110 ciclos, también

fue hecha en precisidén simple.

Cuadro II los errores acumulados.

0,51x10?

___________

CUADRO

Para n=110

I1:

se consignan en el

=10 __i__._. x = 15 .
|__EMCR__} _EMC__|_ _EMCR__
A ]

0,26x10 2i0,14x102 0,56x10 3
o,zsxlo'zio,lsxlo2 0,54x10° 3

Errores de discretizacidén acumulados para n=110

El ejemplo descripto en 4.1 si bien distinto del presente,

permite concluir que los valores del cuadro previo son practica

mente los errores de discretizacién del algoritmo para el caso

estudiado.
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Se destaca la pequefiez de los cerrores relativos. Para x=4
donde la solucién (parabélica) toma ya valores bajos, y por lo
tanto donde los errores ejercen mayor influencia, su magnitud

s6élo llega al 1%, disminuyendo luego hasta el 0,03% para x=15.

4.3 Algunas conclusiones extraidas de las experiencias

precedentes.

- Los errores de redondeo son muy pequefios y tienden a esta-
bilizarse obedeciendo en cierta forma a una ley de acumulacién,
proporcional a la raiz cuadrada del nGmero de pasos en el tiempo.
La estabilizacidn se hace notoria ya para el ciclo 40. |

- Los errores de discretizacidén absolutos crecen con n,aunque
dicho crecimiento tiende a atenuarse en forma marcada.

- Los errores de discretizacidn relativos tienden a disminuir
con n (jpero la solucifn es creciente con el tiempo!).

- Toda variacidén del error con el nimero de pasos n, presen-
ta oscilaciones.

- No se nota diferencia prictica entre los errores correspon
dientes a cada una de las simetrias.

- Se observa que el nivel general de error es inferior a 1o
esperado, manteniéndose hasta los 110 ciclos adecuadamente bajo.
La marcada tendencia que los mismos presentan a la estabiliza-
cién permite confiar en que su acumulacién no sobrepasard en ca

sos usuales los limites tolerables.

5. EXTENSION A PROBLEMAS NO LINEALES

Entendemos por problemas no lineales, aquellos en que los
coeficientesdv,b y el segundo miembro g puedan también depender
de la solucidn ¢.

La modificacidén del programa para atender dichos problemas
se lleva a cabo bajo los lineamientos expresados en |1;: para

1

. . 4 n+ . .
cada paso de tiempo se calcula la solucién del nivel siguicnte
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usando los valores tentativos de v,b,g y vy evaluados para la
solucidén @™ del nivel conocido. Obtenido ese primer vaior
provisorio de ®n+1 se calculan para el mismo v,b,g ¥y Y.

Se cotejan con los obtenidos antes y si en ning(n punto de la
red la diferencia supera un mdximo prefijado se 1interrumpe el
proceso. Si esto no es el caso, con tales valores de v,b,g ¥y

+
y se recalcula Qn 1

y luego los nuevos v,b,g y vy que se cote
jan con los previos; y asi sucesivamente hasta lograr 1la con
vergencia esperada.

Este procedimiento ha sido rdpidamente convergente €nge

neral |1|. Para diferencias miximas del 1% o menos pueden lle
gar a ser necesarias s6lo dos o tres iteraciones. Pero esto
es gravoso ya que el tiempo total de midquina ha de multiplicar
se por un factor dos o tres. En los casos usuales, cuando no
todos los pardmetros dependen simultdneamente de ¢, basta con
evaluar dichos pardmetros para el valor de oh y realizar a 1o
sumo uno o dos ajustes adicionales.

Al cédigo correspondiente se le ha l1lamado CTRI1.
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APENDICE 1

Expresiones que intervienen en las f6rmulas de contribu-
cién por elemento al sistema de ecuaciones, para el caso- de
funciones constantes por triangulo.

a) Simetrfia plana
X = X-Xg5 Y = Y Ve  XgsYg: coord. del centroide
NE(e) = v ()8 5 N8(t) = v_(t)x.a ; NE(t) = v (t)y &
€ ’ X e e’ y e e
o (X2 + X2 + X2 )
Nex () = av (1) b LA x2
\ 12 J
. vz . Yz . vz \
No (t) = av_(t) + y2
yy e 12 e)
rX Y X.Y X Y
e - i1+ 795+ "mm
ny(t) A\)e(t) > + xeye
g€ _ ) € = . € =
() = bo(t)a 5 65(t) = g (t)a ; 65 (1) = g (t)x_a
G5(t) = g (t)y 6 ;5 o, (t) = &y ()¢ ; = 2v,. (D)2
y ge ye ’ pi ZYA' ’ pj zva
b) Simetrfa de revolucidn
R=1 - Tos Z =12z - Zgs Tos Zg° coord. del centroide
RZ + RZ? + RZ
e : e m
NZ(t) = av (t)r s NS(t) = av (1) |4 1; + rz}
R.Z.+ R.Z.+ R_2Z
NE() = avg(r) A Tam, .

12 e ¢

R + R3 + R3 R? + RZ + R?
NS () = av_(t) |2 L m o, 1 ) My p3
I (<] 30 4 e e
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NZZ (t)

8BS (t)

G>(t)

€
65 (t)

o, (1)

_ bg (1)

fz2R. + Z%R, - 22F 22+ 2% + 72
Ave(t) ; 171 33 am . i 3 Zm
L 30 12
Z.R. + Z.R, +Z R }
+ 21 ) z_+ 2% r
6 e e e
27 2 2 2 2 2
RlZl + RJZJ + Rmzm . Rs + RJ + Rm
30 12
R.Z. + R.Z. + R _Z }
+ 2 1] MM 4+ 72 5 |
6 S €)

be(t) T8 5 G°(1) = g (1) rga

Agg (1)

12

12

Yxl(t)'l

6

2 2 2 2
(R} + RE + R2) + ag (1) 12

(RyZ; + RyZy + Ry 7))

(2r, + rj); oj(t) =

6

Yy (B) 2

+ Age(t)reze

2r.
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