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A la m e m o r i a  de m i  padrp,



La p arte e x p e r i m e n t a l  de es t e  t r a b a j o  fue h e c h a  on c o l a ­

b o r a c i ó n  c o n  los Lic. M »E » do la C r u z  y ?„ de la C r uz, A 

e l l o s  debo la r e a l i z a c i ó n  de e s t a  p a r t e  del t r a b a j o  y no ~p 

s o l a m e n t e  por e s t o  que d e s e o  e x p r e s a r l e s  m i  a g r a d e c i m i e n t o , 

sino t a m b i é n  por la a m i s t a d  que m e  han b r i n d a d o  y por su 

c o n s t a n t e  e j e m p l o  de l a b o r i o s i d a d ,  r e s p o n s a b i l i d a d  y d e d i ­

c a c i ó n  al t r a b a j o .

D e s e o  a g r a d e c e r  t a m b i é n  al p e r s o n a l  “ó c n i c o  del L a b o r a t o ­

rio de S,. jas T e m p e r a t u r a s ,  por- la e f i c i e n t e  a y u d a  que me han 

p r e s t a d o , "



I - LA E C U A C I O N  DE B O L T Z M A N N

El m é t o d o  que c o n d u c e  a la e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n  es e s c e n -  

c i a l m e n t c  c i n é t i c o |  s i n  e m b a r g o  n o s o t r o s  r e s e r v a r e m o s  es t e  

n o m b r e  para el t r a t a m i e n t o  m á s  s i m p l e  d e s c r i p t o  en el c a p . II. 

Es d i f í c i l  y l a r g o  t r a t a r  de j u s t i f i c a r  las s u p o s i c i o n e s  que 

h a r e m o s  pa r a  d e r i v a r  la e c u a c i ó n ,  s o b r e  todo en el c a s o  de 

p a r t í c u l a s  c u á n t i c a s .  En  c a m b i o  c o n s i d e r a r e m o s  a e s t a s  s u p o ­

s i c i o n e s  c o m o  u n a  a p r o x i m a c i ó n  al p r o b l e m a  que t r a t a m o s .  V a ­

m o s  a e s t u d i a r  a h o r a  un s i s t e m a  de p a r t í c u l a s  i d é n t i c a s .  El 

n ú m e r o  de g r a d o s  de l i b e r t a d  de c a d a  p a r t í c u l a  es t r e s  y el 

e s t a d o  del s i s t e m a  e s t á  c o m p l e t a m e n t e  d e t e r m i n a d o ,  en un dado 

i n s t a n t e ,  si se c o n o c e n  t o d a s  las c o o r d e n a d a s  y los i m p u l s o s  

en ese i n s t a n t e .  S u p o n d r e m o s  q u e  el e s t a d o  de u n a  p a r t í c u l a  

es i n d e p e n d i e n t e  del resto, s a l v o  en el i n s t a n t e  en q u e  r e a l i ­

za una c o l i s i ó n  con a l g u n a  o t r a  del s i s t e m a .  L l a m a m o s  e s p a ­

c i o  J* f o e s p a c i o  de las f a s e s  de una p a r t í c u l a  al e s p a c i o  

e x a d i m e n s i o n a l  c u y a s  c o m p o n e n t e s  son las tres c o o r d e n a d a s  y 

las tres c o m p o n e n t e s  de i m p u l s o .  El e s t a d o  de una p a r t í c u l a  

e s t á  u n í v o c a m e n t e  d e t e r m i n a d o  por un p u n t o  en el e s p a c i o  .

Un e l e m e n t o  de v o l u m e n  en y" q u e d a  e x p r e s a d o  como;

c / V  a J x  c/f J Z  d f c J f y  Jf>2

S u p o n d r e m o s  a h o r a  que el n ú m e r o  de p a r t í c u l a s  del s i s t e m a  

es lo s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e  c o m o  para q u e  la d e n s i d a d  de p u n ­

tos en JU- p u e d a  ser e x p r e s a d a  m e d i a n t e  una f u n c i ó n  c o n t i n u a
_ --5̂ _V ^ ^

de r y p. Si f ( r , p , t , )  es e s t a  f u n c i ó n  e n t o n c e s  el n ú m e
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e i m p u l s o s  e n t r e  p y p + dp s e r á

J f C f i R k ) »  h ñ P . L )  d }rc¡lt>

E n t o n c e s  el n ú m e r o  de p a r t í c u l a s  c u y o s  p u n t o s  r e p r e s e n t a t i v o s  

e s t á n  c o n t e n i d o s  en un v o l u m e n  D de J *  es

cl*rcl*p

La v a r i a c i ó n  l o c a l  de N es

E s t a  v a r i a c i ó n  va a e s t a r  dada por el b a l a n c e  e n t r e  el f l u j o  

n e t o  a t r a v é s  de la s u p e r f i c i e  2T q u<? l i m i t a  a P  y la p r o ­

d u c c i ó n  y d e s t r u c c i ó n  de p u n t o s  por las f u e n t e s  y s u m i d e r o s  

(Q > Q ) c o n t e n i d o s  en P , E n t o n c e s

3 + - <?. - t i j Z . d f f
✓ 9 6

d o n d e  d d* es el v e c t o r  e l e m e n t o  de s u p e r f i c i e  d i r i g i d o  s e ­

gún la n o r m a l  e x t e r i o r  a D y u es la v e l o c i d a d  en J*- . 

A p l i c a n d o  el t e o r e m a  de G a u s s  re s u l t a ;

(i)



- 3 -

/ / 3 3
d o n d e  q e s t á  d e f i n i d o  por la r e l a c i ó n ;  Q = / q d  r d p

Por o t r a  p a r t e  la d e r i v a d a  t o t a l  de f es

<2)

R e e m p l a z a n d o  (1 ) en (2 ) y u t i l i z a n d o  a l g u n a s  r e l a c i o n e s  de 

a n á l i s i s  v e c t o r i a l  resulta;

(3)

El t e r m i n o  d i v . u  es n u l o  en v i r t u d  de las e c u a c i o n e s  de H a ­

m i l t o n  y e n t o n c e s  la ec . ( 3 ) r e sulta;

É - '  <4)

E s t a  es la e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n  que e s c r i t a  en f o r m a  d e s a r r o ­

l l a d a  es;

» £  +  £  +  F . 3 L  «  f - f  (5)
Pfc / W  * r-

Pa r a  e s c r i b i r  e s t a  ú l t i m a  e c u a c i ó n  h e m o s  t e n i d o  en c u e n t a  la 

ley» F = 'p*

s i e n d o  F la f u e r z a  e x t e r i o r  al s i s t e m a  q u e  a c t ú a  s o b r e  las 

p a r t í c u l a s »

Las c a n t i d a d e s  q + y q son los t é r m i n o s  q u e  t i e n e n  en
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c u e n t a  las c o l i s i o n e s  e n t r e  p a r t í c u l a s .  E s t a s  c o l i s i o n e s  

son los p r o c e s o s  q u e  p u e d e n  " c r e a r "  o " d e s t r u i r "  p u n t o s  en 

un e l e m e n t o  de y *  • En g e n e r a l  e s t o s  t é r m i n o s  v a n  a ser una 

i n t e g r a l  que c o n t i e n e  a f y por lo t a n t o  (5) es u n a  e c u a c i ó n  

i n t e g r o d i f e r e n c i a l . La f o r m a  del t é r m i n o  de c o l i s i ó n  va a d e ­

p e n d e r  f u n d a m e n t a l m e n t e  del ti p o  de i n t e r a c c i ó n  de las p a r t í ­

c u l a s  e n tre sí o c o n  c e n t r o s  d i s p e r s i v o s .  U n a  v e z  q u e  la 

f o r m a  de es t e  t é r m i n o  ha s i d o  da d a  la s o l u c i ó n  de (5) es el 

p r i n c i p a l  p r o b l e m a  de la t e o ría.

Si el s i s t e m a  e s t á  a i s l a d o  e n t o n c e s  c u a l q u i e r a  q u e  sea el 

e s t a d o  i n i c i a l ,  a q u é l  va a t e n d e r  a un e s t a d o  fQ (p) q u e  es 

el de e q u i l i b r i o .  N o s o t r o s  no lo d e m o s t r a r e m o s  p e r o  el s i g n i ­

f i c a d o  es c l a r o .  El r e s p o n s a b l e  de e s t e  c o m p o r t a m i e n t o  del

s i s t e m a  es el t é r m i n o  de c o l i s i ó n .  C u a n d o  f = f e n t o n c e s
o

de (5) res u l t a ;

q + - q_ = °

Es t o  no s i g n i f i c a  q u e  una v e z  a l c a n z a d o  el e q u i l i b r i o  no h a y  

m á s  c o l i s i o n e s  s i n o  que en e q u i l i b r i o  h a y  t a n t a s  que c r e a n  

p u n t o s  en un e l e m e n t o  de c o m o  q u e  d e s t r u y e n .

C o m o  el t é r m i n o  de c o l i s i ó n  es en g e n e r a l  no n u l o  c u a n d o  

no e x i s t e  e q u i l i b r i o  y n u l o  c u a n d o  lo hay, es t e n t a d o r  s u p o n e r  

que por lo m e n o s  p a r a  f - f -« 1 el t é r m i n o  de c o l i s i ó n  

p u e d e  r e e m p l a z a r s e  por;

~  (6)

La e c u a c i ó n  (5) r e s u l t a  ahora:
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(7)

E s t a  se l l a m a  la a p r o x i m a c i ó n  del t i e m p o  de r e l a j a c i ó n  y 

la c o n s t a n t e  de p r o p o r c i o n a l i d a d  g  se l l a m a  t i e m p o  de r e l a ­

jación.

La e c u a c i ó n  (7) es la e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n  ú n i c a m e n t e  en 

el c a s o  en q u e  el t é r m i n o  de c o l i s i ó n  sea e x a c t a m e n t e  (6 ) ; 

en c a s o  c o n t r a r i o  (7) da una a p r o x i m a c i ó n  al p r o b l e m a  q u e  p u e ­

de ser b u e n a  o m a l a ,  Bn p a r t i c u l a r  si q u e r e m o s  a s e g u r a r n o s  

que la s o l u c i ó n  a p r o x i m a d a  c o n s e r v a  el n ú m e r o  de p a r t í c u l a s  

c o n v i e n e  poner;

C o m o  (a) da e v i d e n t e m e n t e  la m i s m a  c o r r i e n t e  q u e  (7), v a m o s  a 

u t i l i z a r  e s t a  ú l t i m a  t e n i e n d o  en c u e n t a  q u e  el n ú m e r o  de p a r —

E s t u d i a r e m o s  a h o r a  el c a s o  en q u e  el s i s t e m a  e s t á  c o m p u e s ­

to por e l e c t r o n e s  de c a r g a  ê  s o m e t i d o s  a un c a m p o  e l é c t r i c o  

u n i f o r m e  E , Si q u e r e m o s  r e s o l v e r  el p r o b l e m a  m e d i a n t e  la 

e c u a c i ó n  (7), d e b e m o s  t e n e r  en c u e n t a  que f es una f u n c i ó n

t í — p j 
Si el t é r m i n o  de colisiórybs r e e m p l a z a d o  por ^  , la

e c u a c i ó n  (5) q u e d a  t r a n s f o r m a d a  en

t í c u l a s  e s t á  d a d o  por f y no por f.



- f i ­

que d i f i e r e  p o c o  de f , E s t o  s i g n i f i c a  q u e  la f u e r z a  que 

a c t ú a  s o b r e  el s i s t e m a  debe s e r  s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e ñ a  c o m o  

para que e s t o  se c u m p l a  y por lo t a n t o  es l í c i t o  d e s p r e c i a r  

t é r m i n o s  del o r d e n  de F,g f r e n t e  a f . f o » En c o n d i c i o n e s  

e s t a c i o n a r i a s  = Oí y e n t o n c e s  la e c u a c i ó n  (7) es

<\r. ü !  + c  =r o  ( 9 *
ar* a ®

Si el m e d i o  es i n f i n i t o  f, y por lo t a n t o  g, no v a n  a ser 

f u n c i ó n  de r y e n t o n c e s  (9) se r e d u c e  a

3  =  -  3  e  E x  (io)
0 p a r

d o n d e  h e m o s  l l a m a d o  x a la d i r e c c i ó n  del c a m p o .

Los e l e c t r o n e s  o b e d e c e n  a la e s t a d í s t i c a  de F e r m i - D i r a c  y 

e n t o n c e s

A - -T   ̂ (11)

d o n d e  es la f u n c i ó n  de d i s t r i b u c i ó n  de F,D. ; h es la

c o n s c a n t e  de P l a n c k  y r e p r e s e n t a  el v o l u m e n  e l e m e n t a l  en 

El f a c t o r  2 t i e n e  en c u e n t a  el h e c h o  de q u e  c a d a  e s t a d o  de 

i m p u l s o  p u e d e  e s t a r  o c u p a d o  por dos e l e c t r o n e s ,  s e g ú n  las dos 

o r i e n t a c i o n e s  de es p i n .

La c o r r i e n t e  q u e d a  d e f i n i d a  por la r e l a c i ó n

J f >  f -  d 31  d a )

P -
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V a m o s  a h o r a  a c a l c u l a r  J u t i l i z a n d o  la s o l u c i ó n  de (9 ). P 

no c o n t r i b u y e  por s e r  la d i s t r i b u c i ó n  de e q u i l i b r i o  y e n t o n c e s

o

y de (1 0 ) r e s u l t a

(13)

p o n i e n d o

f  e ~ ©

<J - yí?2 S d j?  c J d &

(13) r e s u l t a

(14)

A t e m p e r a t u r a s  n o r m a l e s  f p u e d e  s e r  r e e m p l a z a d a  por la d i s ­

t r i b u c i ó n  a 0 °K sin c o m e t e r  e r r o r  a p r e c i a b l e »  T e n i e n d o  en 

c u e n t a  que a 0°K

do n d e  p f es el i m p u l s o  m á x i m o  de los e l e c t r o n e s ,  (14) r e s u l t a

z ---- 3
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U t i l i z a n d o  la d e f i n i c i ó n  f e n o m e n o l ó g i c a  de la c o n d u c t i v i d a d  

e l é c t r i c a

s i o n e s  q u e  s u f r e n  las p a r t í c u l a s  s i n o  que i n t r o d u c e  un p a r á ­

m e t r o  que p u e d e  i n t e r p r e t a r s e  c o m o  el t i e m p o  m e d i o  e n t r e  c h o ­

q u es» Es por e s t o  q u e  es una c a n t i d a d  q u e  debe ser m e d i d a  

e x p e r i m e n t a l m e n t e .

C o m o  v a m o s  a h a c e r  uso f r e c u e n t e  del c o n c e p t o  de t i e m p o  de 

r e l a j a c i ó n ,  c o n v i e n e  e s t u d i a r  m á s  d e t a l l a d a m e n t e  la e c , ( 5 ) 

para v e r  h a s t a  q u é  p u n t o  el c o n c e p t o  es a p l i c a b l e .  P a r a  e s t o  

h a y  que e s c r i b i r  en f o r m a  e x p l í c i t a  el t é r m i n o  de c o l i s i ó n  y 

e n t o n c e s  es n e c e s a r i o  s a b e r  c u á l e s  son los p r o c e s o s  que d i s ­

p e r s a n  los e l e c t r o n e s »  C o m o  n o s  i n t e r e s a  e s p e c í f i c a m e n t e  el 

c a s o  de e l e c t r o n e s  en m e t a l e s  v a m o s  a s u p o n e r  q u e  e x i s t e n  s o ­

l a m e n t e  dos t i p o s  de c h o q u e s ;  d i s p e r s i ó n  por i m p e r f e c c i o n e s  de 

la red c r i s t a l i n a  y d i s p e r s i ó n  por o n d a s  e l á s t i c a s  de la red 

(f o n o n e s ) „ No v a m o s  a e s t u d i a r  d e t a l l a d a m e n t e  el m e c a n i s m o  

de e s t o s  p r o c e s o s  s i n o  que d a r e m o s  sus c a r a c t e r í s t i c a s  e s c e n — 

c i a l e s .

Un r e s u l t a d o  b i e n  c o n o c i d o  de la t e o r í a  de m e t a l e s  es ciue 

los e s t a d o s  de un e l e c t r ó n  en un m e t a l  e s t á n  b a s t a n t e  bien 

r e p r e s e n t a d o s  por una o n d a  p l a n a  m o d u l a d a  por u n a  f u n c i ó n  que 

t i e n e  la p e r i o d i c i d a d  del p o t e n c i a l  c r i s t a l i n o .  E n t o n c e s  los

se t i ene
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es* idos e s t á n  d e f i n i d o s  por la l o n g i t u d  do o n d a  ^  , o lo que

k to m a  v a l o r e s  d i s c r e t o s ,  d e b i d o  a la p e r i o d i c i d a d  de la red, 

y por la m i s m a  r a z ó n  el n ú m e r o  de v a l o r e s  de le , que c o r r e s ­

p o n d e n  a una s i t u a c i ó n  f i s i c a m e n t e  d i s t i n t a ,  es f i n ito. Una 

i m p e r f e c c i ó n  de la red t i e n e  c o m o  c o n s e c u e n c i a  q u e  el p o t e n c i a l  

c r i s t a l i n o  es m o d i f i c a d o  en las i n m e d i a c i o n e s  y e s t o  p u e d e  h a ­

c e r  que el e l e c t r ó n  h a g a  una t r a n s i c i ó n  de un e s t a d o  a otro. 

C o m o  las i m p e r f e c c i o n e s  e s t á n  f i j a s  el e l e c t r ó n  c a m b i a  su i m ­

p u l s o  pero no su e n e r g í a ,  es decir, el c h o q u e  es e l á s t i c o .  

C u a n d o  un e l e c t r ó n  i n t e r a c c i o n a  c o n  un f o n ó n  p u e d e  a b s o r b e r  la 

e n e r g í a  de és t e  y la e n e r g í a  del e l e c t r ó n  no se c o n s e r v a  en el 

p r o c e s o ,  el c h o q u e  es i n e l á s t i c o .  C o m o  e s t a m o s  e s p e c i f i c a n d o  

los e s t a d o s  del e l e c t r ó n  por la c a n t i d a d  k , q u e  en r e a l i d a d

es un v e c t o r ,  es c o n v e n i e n t e  t r a b a j a r  en el e s p a c i o  , Un

3 3
e l e m e n t o  de v o l u m e n  en tal e s p a c i o  es e n t o n c e s  d r d k ,

C o m o  la r e l a c i ó n  e n t r e  p y k es p=fik , el e s p a c i o

c i p i o  de i n c e r t e z a  A x  k = 277* . Por el m i s m o  p r i n c i p i o  

el = de e s t a d o s  d i s t i n g u i b l e s  del s i s t e m a  es

es -.o m i s m o ,  por el n ú m e r o  de o n d a  k = La c a n t i d a d

q u e d a  d i v i d i d o  en c e l d a s  de t a m a ñ o ya que por el p r i n -

(16)

d o n d e  el f a c t o r  2 t i e n e  en c u e n t a  el e s p i n  y

v  = J o / V



o sea que V es el v o l u m e n  en a c c e s i b l e  al s i s t e m a .

La d e n s i d a d  de e s t a d o s  en A es e n t o n c e s

-  _ i -

es d e c i r  que el n ú m e r o  de e s t a d o s  p o s i b l e s  en un e l e m e n t o  de 

v o l u m e n  de es

c t ^ r d * *  (17)

y la d e n s i d a d  de e s t a d o s  en el e s p a c i o  k es c o n s e c u e n t e m e n t e

- 10 -

( I B )
4 T T Z

3i dN(r,lc, ) es el n ú m e r o  de e l e c t r o n e s  c o m p r e n d i d o s  e n ­

tre r7 y "r* +' úv y k + ák e n t o n c e s  la p r o b a b i l i d a d  de o- 

c u p a c i ó n  de la c e l d a  será

J f i T  Cr, k  )

c J  >* C n *  )

y de (17) o b t e n e m o s

H a c i e n d o  el m i s m o  r a z o n a m i e n t o  que nos c o n d u j o  a la e c . ( 5 ) r e ­

s u l t a



- n. -

ñr. 2¿ _/_£ . - 4^(0. a \
9 r* u  ( r + - 9 _ J (20)

A h o r a  v a m o s  a c a l c u l a r  q y q^ . C o n s i d e r e m o s  en e l e c -

3 3
trón c o n t e n i d o  en el e l e m e n t o  de v o l u m e n  d r d le' . la p r o b a b i ­

l i d a d  de que en un i n s t a n t e  t d e s p u é s  e s t e  e l e c t r ó n  se e n c u e n -

3 3
tre en el e l e m e n t o  de v o l u m e n  d r d k será

K  r e ? ;  i  t  d 3j <  c / - /  ( * ,  r ) j
4?r

d o n d e  p(lc,k') es la p r o b a b i l i d a d  de t r a n s i c i ó n  por u n i d a d  de
- ’~P -j»

t i e m p o  e n t r e  los e s t a d o s  k y le' y el f a c t o r  (1 -f) es la 

p r o b a b i l i d a d  de q u e  h a y a  e s t a d o s  d i s p o n i b l e s  tal c o m o  lo r e q u i e ­

re el p r i n c i p i o  de e x c l u s i ó n .  C o m o  el n ú m e r o  de e l e c t r o n e s  en 

d r d k ' es

¿ 3  f - l * \ r )  d * r  c/3 *-'

3 3
e n t o n c e s  los e l e c t r o n e s  g a n a d o s  por d le , p r o v e n i e n t e s  de d le',

por u n i d a d  de v o l u m e n  en A y por u n i d a d  de t i e m p o  s e r á n

[ ■ ¿ f e y  / ( ■ * ! ? )  [ i - f - í Z ñ j d * * '  < 2 i >

E s t a  c a n t i d a d  es por d e f i n i c i ó n  q + . C o m o  el e s t a d o  de e s p i n  

en g e n e r a l  no c a m b i a  en los p r o c e s o s  de c h o q u e s  q u e  c o n s i d e r a ­

mo s ,  la d e n s i d a d  de e s t a d o s  f i n a l e s  es la m i t a d  de la c o n s i d e ­

ra d a  y c o n s e c u e n t e m e n t e  en (2 1 ) d e b e m o s  i n t r o d u c i r  un f a c t o r  

El t é r m i n o  q^ se c a l c u l a  de i g u a l  m a n e r a .  La e c u a c i ó n  de 

B o l t z m a n n  r e s u l t a  a h o r a



-o
j- 'ir. ítk .f ^  —

a~r ti J  r  r í f l t i f ü - U - r & t - w - V U & ' w  >

d o n d e  f 1 - f {k 1 , r )

El s e g u n d o  t é r m i n o  en (22) es i n d e p e n d i e n t e  de V p o r q u e  la 

p r o b a b i l i d a d  de t r a n s i c i ó n  P debe s e r  c a l c u l a d a  c o n  f u n c i o ­

nes de o n d a  n o r m a l i z a d a s  en el v o l u m e n  del m e t a l  y e s t o  da 

una c o n t r i b u c i ó n  c o m o  V ^ , En e q u i l i b r i o

f(r , k) = f Q (k )

d o n d e  f (k) es la d i s t r i b u c i ó n  de F.D., y el t é r m i n o  de 

c o l i s i ó n  d e b e  a n u l a r s e .  E n t o n c e s

f i * : ? )  ( ó o - h ) -  p ( ¿ > * ’ > k  ( ' - / » ) = =

Si a d e m á s  el c h o q u e  es e l á s t i c o  f = f ’ y en c o n s e c u e n c i a
H o o

PflT’ , ~k) = P(k* , k * )

A h o r a  h a r e m o s  las s i g u i e n t e s  s u p o s i c i o n e s ;  las s u p e r f i c i e s  

de e n e r g í a  c o n s t a n t e  son e s f é r i c a s ,  el c h o q u e  es e l á s t i c o  y P 

d e p e n d e  ú n i c a m e n t e  del á n g u l o  e n t r e  k y k ’ y no de su o r i e n  

t a c i ó n  a b s o l u t a »  P o n i e n d o  a h o r a

f “ fo + 8

y d e s p r e c i a n d o  los m i s m o s  t é r m i n o s  q u e  en e c u a c i ó n  (9 ), la s o ­

l u c i ó n  de (22) es (Ziman, 1962);



f Í T i K )  -j-oí-k) =; -------

\ u - * > » ) ( r ( * , e ) d - a  <23)

d o n d e  (T (k,©) es una c a n t i d a d  r e l a c i o n a d a  c o n  P ( k , k ' )  y 0  

es el á n g u l o  e n t r e  k y k' < S e  es la e n e r g í a  del e s t a d o  
— »
k y d-O. es el e l e m e n t o  de á n g u l o  s ó l i d o ,  La c a n t i d a d

~ L  = I r  ( ¿ , 9 )  d - O .  (24)
¿ ( * ) /

d e p e n d e  de la p r o b a b i l i d a d  de t r a n s i c i ó n  para e l e c t r o n e s  de 

i m p u l s o  hlc y t i e n e  d i m e n s i o n e s  de i n v e r s a  de t i e m p o »  C o m ­

p a r a n d o  (23) c o n  (10) se vé que Z{K) p u e d e  s e r  c o n s i d e r a d o  c o ­

m o  un t i e m p o  de r e l a j a c i ó n  s a l v o  que a h o r a  d e p e n d e  del m ó d u l o  

del v e c t o r  k. C o m o  la d e r i v a d a  de la d i s t r i b u c i ó n  de e q u i l i ~  

brio r e s p e c t o  de la e n e r g í a  tiene una s i n g u l a r i d a d  c o m o  una 

d e l t a  n e g a t i v a ,  s o l a m e n t e  va a i n t e r e s a r  el v a l o r  de 2  ( M p  ), 

En efec t o ,  si se c a l c u l a  la c o n d u c t i v i d a d  u t i l i z a n d o  (2 3 ) r e ­

s u l t a

e *  2  t ¿ F )
I  ñr-c/s

(25 )

U tt3 ti

d o n d e  dS es el v e c t o r  e l e m e n t o  de s u p e r f i c i e  s o b r e  la s u p e r -  

f i c i e  de Fermi,

Las c o n d i c i o n e s  i m p u e s t a s  para r e s o l v e r  (2 2 ) son tan i d e a l e s  

que no son s a t i s f e c h a s  p r á c t i c a m e n t e  por n i n g ú n  m e t a l .  S i n  e m ­

b a r g o  es p o s i b l e  v e r  q u e  aún en el c a s o  en q u e  las s u p e r f i c i e s  

de e n e r g í a  no s o n  e s f é r i c a s  se p u e d e  d e f i n i r  una c a n t i d a d  que 

p u e d e  c o n s i d e r a r s e  c o m o  un t i e m p o  de r e l a j a c i ó n .  Si se c o n o ­
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c i e s e  la s o l u c i ó n  de (2 2 ) e n t o n c e s  el t é r m i n o  de c o l i s i ó n  s e ­

ría c o n o c i d o  y p o n i e n d o

? (ÍJ - **
T

q u e d a r l a  d e f i n i d a  una f u n c i ó n  3 ( k )  que p o d r í a  p e n s a r s e  que es 

un t i e m p o  de r e l a j a c i ó n »  Sin e m b a r g o ,  en g e n e r a l  ^ ( k )  va a 

s e r  f u n c i ó n  de las f u e r z a s  e x t e r i o r e s  al s i s t e m a »  E s t o  p u e d e  

v e r s e  e n s e g u i d a  c u a n d o  h a y  c h o q u e  i n e l á s t i c o »  Si a p l i c a m o s  un 

g r a d i e n t e  de t e m p e r a t u r a ,  los c h o q u e s  i n e l á s t i c o s  c o n  f o n o n e s  

a p e q u e ñ o s  á n g u l o s  t e n d r á n  i n f l u e n c i a  en el t r a n s p o r t e  de c a ­

l o r  ya q u e  la e n e r g í a  del e l e c t r ó n  c a m b i a ;  sin e m b a r g o  c u a n d o  

h a y  un c a m p o  e l é c t r i c o  a p l i c a d o ,  en v e z  de un g r a d i e n t e  de te m ~  

p e r a t u r a ,  e s t o s  c h o q u e s  van a t e n e r  m e n o s  i n f l u e n c i a  porque 

c a m b i a n  poco la d i r e c c i ó n  de m o v i m i e n t o  del e l e c t r ó n  y por lo 

t a n t o  el t r a n s p o r t e  de c a r g a  en e s a  d i r e c c i ó n  no se ve tan 

a f e c t a d o »  A t e m p e r a t u r a s  s u f i c i e n t e m e n t e  bajas, c o m o  para que 

los p r o c e s o s  de c h o q u e s  c o n  d e f e c t o s  s e a n  d o m i n a n t e s ,  es r a z o ­

n a b l e  e s p e r a r  que e x i s t a  un t i e m p o  de r e l a j a c i ó n »  P o r  o t r a  

partttj a t e m p e r a t u r a s  t a l e s  que la e n e r g í a  m e d i a  por e l e c t r ó n  

sea m a y o r  q u e  la m á x i m a  e n e r g í a  de los f o n o n e s ,  el c h o q u e  p u e ­

de ser c o n s i d e r a d o  p r á c t i c a m e n t e  e l á s t i c o  y n u e v a m e n t e  p u e d e  

e s p e r a r s e  q u e  e x i s t a  un 3  # U n a  d i s c u s i ó n  m á s  c o m p l e t a  s o b r e  

este p r o b l e m a  p u e d e  v e r s e  en Z i m a n  (196£, 1 9 6 4 )  y J o n e s ( 1 9 5 6 ) .
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1 1  “ BL M E T O D O  C I N E T I C O .

M u c h a s  p r o p i e d a d e s  e l e c t r ó n i c a s  de los m e t a l e s  p u e d e n  s e r  

d e s c r i p t a s  u t i l i z a n d o  un m o d e l o  s i m p l e  que l l a m a r e m o s  el m é ­

todo c i n é t i c o .  Si  bi e n  e s t e  t r a t a m i e n t o  es m e n o s  r i g u r o s o  

que la e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n ,  t i e n e  la v e n t a j a  de s e r  m u c h o  

m á s  s i m p l e  y p e r m i t i r  v i s u a l i z a r  m á s  i n t u i t i v a m e n t e  el p r o b l e -  

ma» En es t e  c a p í t u l o  v a m o s  a d e s a r r o l l a r  e s t e  m é t o d o  y lo a~ 

p l i c a r e m o s  a a l g u n o s  c a s o s  p a r t i c u l a r e s .

La p r i m e r a  h i p ó t e s i s  que h a r e m o s  es que los e l e c t r o n e s  en 

un m e t a l  se c o m p o r t a n  c o m o  p a r t í c u l a s  l i b r e s  s a l v o  en el m o ­

m e n t o  en que h a c e n  una c o l i s i ó n .  Los t i p o s  de c o l i s i o n e s  

que c o n s i d e r a r e m o s  son los d e s c r i p t o s  en el Ca p .  I y su e f e c ­

to es el de h a c e r  p a s a r  al e l e c t r ó n  de un e s t a d o  de m o v i m i e n t o  

u n i f o r m e  a o tro. L l a m a m o s  P(t) a la p r o b a b i l i d a d  de que un 

e l e c t r ó n  se e n c u e n t r e  en el i n s t a n t e  t en el m i s m o  e s t a d o  de 

m o v i m i e n t o  q u e  en t =0 . D i v i d i m o s  a h o r a  el i n t e r v a l o  (0 ,t) en 

n i n t e r v a l o s  i g u a l e s  A  t . Si el e l e c t r ó n  l l e g ó  al i n s t a n t e  

( k - l ) ^ k t  s i n  h a c e r  c o l i s i ó n ,  l l a m a m o s  P  ( A  t) a la p r o b a b i -
K

l i d a d  de que no lo h a g a  en el i n s t a n t e  A t  s i g u i e n t e .  La 

p r o b a b i l i d a d  de que l l e g u e  al i n s t a n t e  m  A t  s i n  h a c e r  c o l i ­

s i o n e s  es el p r o d u c t o  de l a s  n p r o b a b i l i d a d e s  P ( ^ t ) .
K

H a c e m o s  la h i p ó t e s i s  que P ( A  t) es i n d e p e n d i e n t e  de k y
ic

e n t o n c e s

P(mAt) = Pm(Afc>
d e s a r r o l l a n d o  en s e r i e  de T a y l o r  se t i e n e

P(at) = Pío) -|| \ át i
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y por lo t a n t o

P C m a t )  r fj-t ( ü )0 A l + ~ ~ j " "

ya que P ( 0 ) = 1  . P a r a  o b t e n e r  una f u n c i ó n  de v a r i a b l e  c o n t i n u a  

p o n e m o s  $

t = lim„ n A t  para n — * oo y A  t — > 0 .

H a c i e n d o  el p a s o  al l í m i t e  en el s e g u n d o  m i e m b r o  r e s u l t a

P l W r  e ~ t / d

d o n d e

La s u p o s i c i ó n  de que P ( A. t) es i n d e p e n d i e n t e  de k signi-
K

fica que la p r o b a b i l i d a d  de q u e  el e l e c t r ó n  no c h o q u e  e n t r e  t 

y  t ♦ A  t es dt/s  e i n d e p e n d i e n t e  de t . En g e n e r a l  P(t) 

p u e d e  ser una f u n c i ó n  de la v e l o c i d a d  y por lo t a n t o  también, 

E .1 t i e m p o  m e d i o  e n t r e  c h o q u e s  es

rQ O

D e b i d o  al p r i n c i p i o  de e x c l u s i ó n ,  s o l a m e n t e  a q u e l l o s  e l e c t r o n e s  

que e s t á n  c o n t e n i d o s  en un i n t e r v a l o  de e n e r g í a  k T  con r e s p e c ­

to a la e n e r g í a  de F e r m i  van a s e r  los que p u e d e n  r e a l i z a r  c o ­

l i s i o n e s  c a p a c e s  de m o d i f i c a r l e s  el e s t a d o  de m o v i m i e n t o  y en 

c o n s e c u e n c i a  s ó l o  el v a l o r  de S  s o b r e  es t a  s u p e r f i c i e  es el 

q u e  va a g o b e r n a r  m u c h a s  de las p r o p i e d a d e s  de t r a n s p o r t e .  De 

es t a  f o r m a  h e m o s  a r r i b a d o  a c o n c l u s i o n e s  s e m e j a n t e s  a las del 

c a p í t u l o  a n t e r i o r .
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Si un e l e c t r ó n  se m u e v e  c o n  v e l o c i d a d  v , e n t o n c e s  c u a n -
o

do se a p l i c a  un c a m p o  e l é c t r i c o  al s i s t e m a  se m o v e r á  c o n  una 

v e l o c i d a d  m e d i a

7  - +  e g  a  ( i )
r m

E s t o  s i g n i f i c a  q u e  t o dos los e l e c t r o n e s  van a a d q u i r i r ,  por 

e f e c t o  del c a m p o ,  un i n c r e m e n t o  de v e l o c i d a d  en la d i r e c c i ó n  

del m i s m o  d a d o  por el ú l t i m o  t é r m i n o  de (1), E s t a  v e l o c i d a d  

de a r r a s t r e  de los e l e c t r o n e s  en la d i r e c c i ó n  del c a m p o  va a 

dar una c o r r i e n t e  n e t a

=: m  e *

/YYl

d onde n es el n ú m e r o  de e l e c t r o n e s  por u n i d a d  de v o l u m e n .  

E x p r e s a n d o  e s t e  n ú m e r o  en f u n c i ó n  del i m p u l s o  m á x i m o  se o b t i e ­

ne el m i s m o  r e s u l t a d o  que en (1-15).

El m é t o d o  c i n é t i c o  r e s u e l v e  el p r o b l e m a  de la c o n d u c t i v i d a d  

t é r m i c a »  V a m o s  a dar u n a  id e a  del c á l c u l o  de e s t a  p r o p i e d a d  

p o r q u e  la r e l a c i ó n  e n t r e  a m b a s  c o n d u c t i v i d a d e s  p e r m i t e  e s t a ­

b l e c e r  una l e y  c u y a  v a l i d e z  es en c i e r t a  f o r m a  u n a  m e d i d a  de 

la 7 --1 de las a p r o x i m a c i o n e s  q u e  u s a r e m o s  m á s  a d e l a n t e .

La c o n d u c t i v i d a d  t é r m i c a  q u e d a  d e f i n i d a  por la r e l a c i ó n

Q .  -  7 T

d o n d e  Q es el f l u j o  de c a l o r  y ^  T  es el g r a d i e n t e  de t e m ­

p e r a t u r a ,  Lo q u e  d e b e m o s  c a l c u l a r  es el f l u j o  n e t o  de e n e r g í a  

a t r a v é s  de una s e c c i ó n .  Los e l e c t r o n e s  se m u e v e n  d e n t r o  de 

un c r i s t a l  y v a m o s  a s u p o n e r  que c u a n d o  h a c e n  una c o l i s i ó n  se 

p o n e n  en e q u i l i b r i o  t é r m i c o  c o n  la red. S e a  a h o r a  x =0 el
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p l a n o  a t r a v é s  del c u a l  se q u i e r e  c a l c u l a r  el fl u j o .  Un e l e c ­

trón q u e  a t r a v i e s a  d i c h o  p l a n o  t e n d r á  u n a  e n e r g í a

e ,  e o » ± £ i°

dond e  E { 0 ) es la e n e r g í a  m e d i a  de un  e l e c t r ó n  en e q u i l i b r i o  

c o n  la red en el p l a n o  x =0 , b es la c o o r d e n a d a  x del p u n ­

to en el c u a l  el e l e c t r ó n  s u f r i ó  la ú l t i m a  c o l i s i ó n  y los s i g ­

nos + y — c o r r e s p o n d e n  al c a s o  en que el e l e c t r ó n  se m u e v a  de 

i z q u i e r d a  a d e r e c h a  o v i c e v e r s a .  Los únicos e l e c t r o n e s  q u e  p u e ­

den c a m b i a r  su e s t a d o  de m o v i m i e n t o  son los q u e  e s t á n  s o b r e  la 

s u p e r f i c i e  de Fermi, c o n  un t i e m p o  m e d i o  e n t r e  c h o q u e s  ,

La d i s t a n c i a  m e d i a  r e c o r r i d a  por e s t o s  e l e c t r o n e s  s e r á

y f i n a l m e n t e  la e n e r g í a  m e d i a  de los e l e c t r o n e s  q u e  a t r a v i e s a n  

el p l a n o  x =0 , h a c i e n d o  un á n g u l o  Q  con r e s p e c t o  a la n o r m a l  

al plano, s e r á

£  =  £  C  0 )  i- J  & * > &

Si ^ V J  (©) es el n ú m e r o  de l e c t r o n e s  que i n c i d e n  por u n i d a d  de 

t i e m p o  y á r e a  en un á n g u l o  c o m p r e n d i d o  e n t r e  Q  y &  + dét , e n ­

t o n c e s  el f l u j o  n e t o  de e n e r g í a  será

77*

q  - f M  i w e d v c e )
/O

La c a n t i d a d  r e s u l t a  ser

c i v ( e ) ;  y  m ^rF ' 7 ^ 0  caí o  J b

y r e e m p l a z a n d o  en la i n t e g r a l  se o b t i e n e
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Q -= -L nr> <VL J> dE
3 -&JC

P o n i e n d o

m2£* m U  2? = C SL
9 X •3r 9 3 : “ ao:

d o n d e  C es la c a p a c i d a d  c a l o r í f i c a  por u n i d a d  de v o l ú m e n  de^ 

sistema., se t i e n e

^ J C

Pa r a  un gas de e l e c t r o n e s  l i b r e s

d o n d e  k es la c o n s t a n t e  de B o l t z m a n n .  La c o n d u c t i v i d a d  r e ­

s u l t a  f i n a l m e n t e

£  - 12?  /»  k 2 T ¿

3  / m

E l i m i n a n d o  el p a r á m e t r o  de las e x p r e s i o n e s  de (T* y TC se

o b t i e n e

-  i. 7 r ^ = . L acTT 3 e*

E s t a  es la l e y  de W i e d e m a n n - F r a n z  y e x p r e s a  q u e  la r e l a c i ó n  

■*l a r  es un n ú m e r o  i n d e p e n d i e n t e  de la e s t r u c t u r a  e l e c t r ó ­

n i c a  del m e t a l .  E s t e  n ú m e r o  se l l a m a  el n ú m e r o  de L o r e n z .

La v a l i d e z  de e s t a  l e y  es r e s t r i n g i d a  ya q u e  l l e v a  i m p l í c i ­

ta la s u p o s i c i ó n  q u e  las p a r t í c u l a s  r e s p o n s a b l e s  de la c o n d u c ­

t i v i d a d  son las m i s m a s  en a m b o s  c a s o s  y a d e m á s  q u e  los p r o c e ­

sos de c h o q u e s  t i e n e n  t a m b i é n  en a m b o s  c a s o s  la m i s m a  e f e c t i -  

v i d a d u U n i c a m e n t e  b a j o  e s t a s  c o n d i c i o n e s  es p o s i b l e  e l i m i n a r
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el t i e m p o  de r e l a j a c i ó n  de e n t r e  las dos e x p r e s i o n e s  de c o n — 

d u u t i v i d a d tt En d e f i n i t i v a  p u e d e  d e c i r s e  que la e x i s t e n c i a  de 

un t i e m p o  de r e l a j a c i ó n  i m p l i c a  la v a l i d e z  de la l e y  y v i c e ­

versa*, En b a s e  a lo que d i s c u t i m o s  en el c a p í t u l o  a n t e r i o r  

se p u e d e  e s p e r a r  que la l e y  sea v á l i d a  a a l t a s  y b a j a s  t e m p e ­

r a t u r a s  y no a t e m p e r a t u r a s  i n t e r m e d i a s *
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III - E F E C T O S  DE B O R D E ,

En el e s t u d i o  de los e f e c t o s  de b o r d e  nos b a s a r e m o s  e x c l u -  

s í v a M e a t e  en el m o d e l o  del e l e c t r ó n  li b r e .  C o m o  h e m o s  vi s t o ,  

la m a g n i t u d  c a r a c t e r í s t i c a  q u e  a p a r e c e  en los f e n ó m e n o s  de 

c o n d u c t i v i d a d  es el t i e m p o  de r e l a j a c i ó n ,  o lo q u e  es lo m i s -  

su m a g n i t u d  a s o c i a d a ,  el c a m i n o l i b r e  m e d i o .  S e g ú n  el m o ­

delo qtue e s t a m o s  u t i l i z a n d o ,  X  es i n d e p e n d i e n t e  de la d i r e c ­

c i ó n  de m o v i m i e n t o  y de la p o s i c i ó n  del e l e c t r ó n  en el m e t a l .  

S i n  e m b a r g o „ c u a n d o  el e l e c t r ó n  l l e g a  a la s u p e r f i c i e  del m e ­

tal debe n e c e s a r i a m e n t e  s u f r i r  una r e f l e c c i ó n  ya que no puede 

e s c a p a r j  E s t o  q u i e r e  d e c i r  que en la z o n a  cere ana a la s u p e r ­

f i c i e  la a p r o x i m a c i ó n  que u s a m o s  deja de ser v á l i d a .  E s t e  e- 

f e c t o  no  t i e n e  n i n g u n a  i m p o r t a n c i a  c u a n d o  las d i m e n s i o n e s  de 

la m u e s t r a  son m u c h o  m a y o r e s  que el c a m i n o  l i b r e  m e d i o .  E s t o  

se debe s i m p l e m e n t e  a q u e  el n ú m e r o  de e l e c t r o n e s  q u e  c h o c a n  

en la s u p e r f i c i e  es m u c h o  m e n o r  q u e  el de los q u e  c h o c a n  en el 

i n t e r i o r 0

-1 c a s o  es c o m p l e t a m e n t e  d i f e r e n t e  c u a n d o  la m u e s t r a  t i e n e  

a d i m e n s i ó n  que es c o m p a r a b l e  c o n  el c a m i n o  ].ibre m e d i o .

En e s t a s  c o n d i c i o n e s  los p r o c e s o s  de r e f l e x i ó n  p u e d e n  l l e g a r  

a ser i m p o r t a n t e s  y m o d i f i c a r  s e r i a m e n t e  el f e n ó m e n o  de c o n ­

d u c t i v i d a d ,  En  lo s u c e s i v o  v a m o s  a c o n s i d e r a r  m u e s t r a s  con 

g e o m e t r í a s  definidas., t a l e s  c o m o  l á m i n a s  o c i l i n d r o s  r e g u l a ­

res., S u p o n d r e m o s  t a m b i é n  q u e  la m u e s t r a  es i n f i n i t a  en la d i ­

r e c c i ó n  del c a m p o .

Dos c a s o s  e x t r e m o s  p u e d e n  p r e s e n t a r s e ;  o el e l e c t r ó n  es r e ­

f l e j a d o  e s p e c u l a r m e n t e  en la s u p e r f i c i e  o es r e f l e j a d o  en f o r ­

m a  t o t a l m e n t e  d i f u s a .  C u a n d o  se r e f l e j a  e s p e c u l a r m e n t e  s u f r e



ítimplemente un c a m b i o  de i m p u l s o  on la d i r e c c i ó n  n o r m a l  del 

ca?npo0 E s t o  s i g n i f i c a  q u e  la c o r r i e n t e  no se ve a f e c t a d a  y 

por lo t a n t o  la c o n d u e t i v i d a d  r e s u l t a  in de pen d i e n t e  del t a m a -  

fíi ■ ^ la muestra,, E n  el c a s o  d i f u s o »  una v e z  que el e l e c t r ó n  

chociS c o n  la s u p e r f i c i e  p u e d e  s e r  r e e m i t i d o  en c u a l q u i e r  di- 

r e c c i ó n 0 E s t e  p r o c e s o  a f e c t a  el m o v i m i e n t o  en la d i r e c c i ó n  

del c a m p o  y por lo t a n t o  la c o r r i e n t e  y la c o n d u c t i v i d a d ,  que 

r e s u l t a  ser f u n c i ó n  de la g e o m e t r í a  de la m u e s t r a »  P a r a  t r a ­

tar c a s o s  i n t e r m e d i o s  lo que se h a c e  es s u p o n e r  que una f r a c ­

c i ó n  p de l o s  e l e c t r o n e s  se r e f l e j a  e s p e c u l a r m e n t e  y (l-p) 

en f o rma d í f u s a «  N o s o t r o s  nos o c u p a r e m o s  del c a s o  p =0 por 

ser más s i m p l e  y a d e m á s  p o r q u e  h a y  c i e r t a  e v i d e n c i a  e x p e r i m e n ­

tal de que és t e  es el c a s o  m á s  c o m ú n »  A h o r a  e s t u d i a r e m o s  dos 

c a s o s  p a r t i c u l a r e s  de g e o m e t r í a »

a) l á m i nas o El p r i m e r  t r a t a m i e n t o  s i s t e m á t i c o  de e f e c t o s  de 

b e : fue h e c h o  por F u c h s  (1938) en l á m i n a s »  El m é t o d o  

c o n siste en r e s o l v e r  la e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n  c o n  a p r o p i a d a s  

c o r di iones de c o n t o r n o  y» en p r i n c i p i o ,  es a p l i c a b l e  a c u a l ­

quier- ti p o  de g e o m e t r í a .

Déílairnos c o m o  l á m i n a  a un m e d i o  l i m i t a d o  por dos planos 

p a r a l e l o s  s e p a r a d o s  una d i s t a n c i a  CL « S e a  la d i r e c c i ó n  n o r ­

m a l  al p l a n o  de la l á m i n a  y x la d i r e c c i ó n  del c a m p o ,  que es 

f o r m a l  n z „ C u a n d o  r e s o l v i m o s  la e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n  en 

p r e s e n c i a  de c a m p o  y para m e d i o  i n f i n i t o ,  v i m o s  que era p o s i b l e  

e s c r i b i r  la f u n c i ó n  de d i s t r i b u c i ó n  en la f o r m a  f=f + g »

A h o r a  h a r e m o s  la m i s m a  s u p o s i c i ó n ,  s a l v o  q u e  d e b i d o  al c a r á c t e r  

oel p r o b l e m a s g va a s e r  f u n c i ó n  de la v e l o c i d a d  y t a m b i é n  de
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la c o o r d e n a d a  z . La e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n  r e s u l t a  a h o r a

+  A .  -- e £  2 Íí.

La s o l u c i ó n  de e s t a  e c u a c i ó n  es

---ZZ£ {¡-t-FC?)

d o n d e  Ffv*) es una f u n c i ó n  a r b i t r a r i a  de su a r g u m e n t o  y debe 

ser d e t e r m i n a d a  de a c u e r d o  a las c o n d i c i o n e s  de c o n t o r n o .  Si 

el c h o q u e  es p e r f e c t a m e n t e  d i f u s o  e n t o n c e s  la f u n c i ó n  de d i s ­

t r i b u c i ó n  con ^  0 , s i e n d o  n la n o r m a l  i n t e r i o r  a la pared, 

debe ser f en t o d o s  los p u n t o s  s o b r e  la pa r e d .  C o n  e s t a s  c o n ­

d i c i o n e s  de c o n t o r n o  la s o l u c i ó n  p a r a  ¿  r e s u l t a  f i n a l m e n t e

^  r c ^ U ) m  | i  > & )

\  f í v »  l V i < e )

la c o r r i e n t e  se c a l c u l a  u t i l i z a n d o  (1 - 1 2 ) y en e s t e  c a s o  r e s u l ­

ta ser f u n c i ó n  de z_ „ P a r a  p o d e r  c o m p a r a r  con la c a n t i d a d  m e ­

dida e x p e r i m e n t a l m e n t e  es n e c e s a r i o  p r o m e d i a r  s o b r e  una s e c c i ó n  

t r a n s v e r s a l ,  es d e c i r

CL

( 1 )

De e s t a  f o r m a  se o b t i e n e  f i n a l m e n t e

«■- D »  * {l- j  e/ ® 3  !2>
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En e s t a  e x p r e s i ó n ,  6o es la c o n d u c t i v i d a d  i n t r í n s e c a  del m a t e ­

rial» es d e c i r  la c o n d u c t i v i d a d  que t e n d r í a  en a u s e n c i a  de e f e c ­

to de borde. M á s  a d e l a n t e  v o l v e r e m o s  s o b r e  e s t e  caso.

b) A l a m b r e s ,  L l a m a r e m o s  a l a m b r e  a una m u e s t r a  i n f i n i t a  de secció.¿ 

r e c t a n g u l a r  o c i r c u l a r .  El p r i m e r  c a s o  fue r e s u e l t o  por Mac 

D o n a l d  y S a r g i n s o n  (1950) para m u e s t r a s  de s e c c i ó n  c u a d r a d a ,  y 

el s e g u n d o  por D i n g l e  (1950). En a m b o s  el p r o b l e m a  es m á s  c o m ­

p l i c a d o  p o r q u e  es b i d i m e n s i o n a l  y en c o n s e c u e n c i a  la s o l u c i ó n  

de la e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n  p r e s e n t a  m a y o r e s  d i f i c u l t a d e s .  La 

t é c n i c a  de c á l c u l o  es e s c e n c i a l m e n t e  la m i s m a  que para la l á m i ­

na, es decir, el p r o b l e m a  se r e d u c e  a r e s o l v e r  la e c u a c i ó n  de 

B o l t z m a n n  con a d e c u a d a s  c o n d i c i o n e s  de c o n t o r n o .  N o s o t r o s  v a m o s  

a dar s i m p l e m e n t e  un r e s u m e n  para el c a s o  del c i l i n d r o .

T o m a m o s  c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s  y l l a m a m o s  z a la c o o r d e n a ­

da en la d i r e c c i ó n  del eje del c i l i n d r o .  El c a m p o  e l é c t r i c o  e s ­

tá en es t a  d i r e c c i ó n .  La e c u a c i ó n  pa r a  este c a s o  es

A h o r a  ¿  es f u n c i ó n  de las v a r i a b l e s  (x , y ? v  ,v ,v ). E s t o  so
x y z

ve e s t u d i a n d o  la s i m e t r í a  del p r o b l e m a .

La s o l u c i ó n  de es t a  e c u a c i ó n  es m á s  d i f í c i l  q u e  para el c a s o  

de la l á m i n a  y r e s u l t a  ser

y har-iendo las a p r o x i m a c i o n e s  u s u a l e s  r e s u l t a
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d o n d e  r es una f u n c i ó n  a r b i t r a r i a »  A h o r a  es c o n v e n i e n t e  p a ­

sar a c o o r d e n a d a s  c i l i n d r i c a s  y e l e g i r  a q u e l l a s  s o l u c i o n e s  que
ir
% c u m p l e n  con la s i m e t r í a  del p r o b l e m a .  Una v e z  h e c h o  es t o  r e ­

s u l t a

f %  L l - h ( r V , T r r l* v ' ) * - *  C£ k > )

d o n d e  h_ es una f u n c i ó n  a r b i t r a r i a  de sus a r g u m e n t o s »  Pa r a  

d e t e r m i n a r  e s t a  f u n c i ó n  h a y  que a p l i c a r  c o n d i c i o n e s  de c o n t o r ­

no,, S u p o n i e n d o  que l o s  e l e c t r o n e s  c h o c a n  d i f u s a m e n t e  c o n  la 

p a r e d  r e s u l t a

r r r + C a} (irrv  ) -  r 7 f /z
3 r° Si „ ~ — — ------ -— )

' nsr T¡i i * *tv+-í) j

P a r a  c a l c u l a r  la c o r r i e n t e  p o n e m o s  

=■ ''ir &  /jtM.

'Vj - 'Ir <40 &

P o n i e n d o  v = J se t i e n e

aT&  - <or &  & n  (p

1T  ITT / ( a V e o V j ' f r  J

— 1 - J ^ 9 ^ .9  J

d o n d e

^  i l ( r )  crcr) -  -=r-

T o m a n d o  el v a l o r  m e d i o  de { IT) s o b r e  una s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l



se o b t i e n e  f i n a l m e n t e

c ) A p l i c a c i ó n  del M é t o d o  C i n é t i c o .  C o n s i d e r e m o s  n u e v a m e n t e  la 

e c u a c i ó n

dose desde r en la d i r e c c i ó n  o p u e s t a  a la del v e c t o r  "v* ;

d i c i o n e s  del p r o b l e m a .  N o s o t r o s  v a m o s  a d e s a r r o l l a r  el m é t o d o  

u t i l i z a d o  por C h a m b e r s  para o b t e n e r  (3 ).

S u p o n d r e m o s  q u e  el c h o q u e  con la p a r e d  es d i f u s o  y v a m o s  a 

c o n s i d e r a r  un e l e c t r ó n  que pa s a  por un p u n t o  0 y que t iene 

una v e l o c i d a d  v. C o m o  v i m o s  en el c a p í t u l o  II, si el e l e c t r ó n  

pasa por e s t e  p u n t o  en el t i e m p o  t = 0 , la p r o b a b i l i d a d  de 

que no h a g a  n i n g ú n  c h o q u e  h a s t a  el t i e m p o  t es i , Sin 

e m b a r g o  a h o r a  el c a s o  es d i f e r e n t e  ya que va a h a c e r  s e g u r a m e n ­

te un c h o q u e  d e s p u é s  de un t i e m p o  s u f i c i e n t e  c o m o  para a l c a n ­

z a r  a l g ú n  p u n t o  de la pared. E s t e  h e c h o  m o d i f i c a  e v i d e n t e m e n t e  

la f u n c i ó n  de p r o b a b i l i d a d  y d e b e m o s  p o n e r  a h o r a

Su s o l u c i ó n  g e n e r a l  es (Ch a m b e r s ,  1950)

(3)

d o n d e  r ^  es el p u n t o  de la s u p e r f i c i e  que se a l c a n z a  m o v i e n

G ( v , r g  ) es una f u n c i ó n  a r b i t r a r i a  y se d e t e r m i n a  s e g ú n  las c o n —

(4)
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d onde r3  es ia c o o r d e n a d a  del p u n t o  s o b r e  la p a r e d  a l c a n z a ­

do por el e l e c t r ó n  q u e  se m u e v e  con v e l o c i d a d  T *  y H es la 

f u n c i ó n  de H e v e a s i d e .  H a c i e n d o  uso de la p r o p i e d a d

d É í t t s U  « s c t - t . )
d e

r e s u l t a  que el t i e m p o  m e d i o  e n t r e  c h o q u e s  para los e l e c t r o n e s  

que p a s a n  por 0 con v e l o c i d a d  ~v* es

3 ) =  ? f / -  (5)

don de

La v e l o c i d a d  de a r r a s t r e  que t i e n e n  los e l e c t r o n e s  q u e  e s t a ­

m o s  c o n s i d e r a n d o  es

- e E ¿  f , _ ~ \
rm f*" L J

C o m o  esta es la m i s m a  para t o d o s  los e l e c t r o n e s  que p a s a n  por

0 , r e s u l t a  que los que a h o r a  t i e n e n  v e l o c i d a d  + 4 , v*

son los m i s m o s ,  dig a m o s ,  que a n t e s  de la a p l i c a c i ó n  del c a m p o  

t e n í a n  v e l o c i d a d  ’T  . A n t e s  de la a p l i c a c i ó n  del c a m p o  de 

d i s t r i b u c i ó n  era f y e n t o n c e s

E s t a  es una s o l u c i ó n  del ti p o  (3) c o n  el v a l o r  p a r t i c u l a r  

G = - 1 ,

En el c a s o  i n t e r m e d i o  d e b e m o s  i n t r o d u c i r  el c o e f i c i e n t e  de 

p u l i d o  £  , tal c o m o  lo h i c i m o s  a n t e r i o r m e n t e .  En es t e  caso



- a s ­

ía p r o b a b i l i d a d  de v i d a  de un e l e c t r ó n  e s t a r á  d a d a  por

p c ^ t )  =  F a , ? , , ?  ) e t ¡ i

s i e n d o  F una f u n c i ó n  que d e b e m o s  d e t e r m i n a r .  C a d a  v e z  que 

un e l e c t r ó n  c h o c a  c o n  la pared, su p r o b a b i l i d a d  de v i d a  d i s ­

m i n u y e  a b r u p t a m e n t e  en un f a c t o r  £  . Si t = 0 es el i n s t a n ­

te en q u e  u n  e l e c t r ó n  pa s a  por el p u n t o  0 y t , t , t
O X A

son los i n s t a n t e s  en q u e  el e l e c t r ó n  c h o c a  c o n t r a  la pared, 

e n t o n c e s

r 1 pa r a  0 ^  t ■J’t
o

P " tQ <  t *  ti 

p2 ■' v t t
(6 )

«o a a

n
para : ! <  t $  t n - 1  n

C o n  es t o  v a m o s  a h o r a  a c a l c u l a r  c u a l  es la v i d a  m e d i a  de un 

e l e c t r ó n »

• = t = / p = ( t j  ( F ¿ t u ) = - t  kl3j t
Jo  J o  0

el p r i m e r  t é r m i n o  de la ú l t i m a  e x p r e s i ó n  es n u l o  y e n t o n c e s

,oo

-  i

H a c i e n d o  uso de (6 ) se t i ene

co _____ _ t/z

*1

■ /*)
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y l u e g o  do i n t e g r a r  r e s u l t a

, -t‘Í3 s» p -t"/* -&•«>/«,
3, = á U - e  ) + Z f> s L * -  «  J

P o n e m o s  | h o r a

t * t + A  t
n o  n

y e n t o n c e s

(7 )

C o n  este v a l o r  de <2̂  r e s u l t a

■Üf íÓr.U .2ÍS. 3,
0 mi -j ir

y esta s o l u c i ó n  es e f e c t i v a m e n t e  de la f o r m a  (3 ) 

De (7) se ve que

ú -  z  P ”r‘> ) - l
m ~ o  '

Reordeiiando t é r m i n o s  y r e c o r d a n d o  q u e  ^ tQ = ® * Pu e d e p o n e r s e

00 A  h» / ?
"• -  ^ / S  (8)

<3 = (*-/) r  t  «¡V| /V*-- */vi=o

Los i n t e r v a l o s  A t n son los t i e m p o s  e m p l e a d o s  por el e l e c ­

t r ó n  e n t r e  c h o q u e s  c o n  las p a r e d e s ;  para u n a  g e o m e t r í a  dada e s ­

tos van a d e p e n d e r  del p u n t o  en el c u a l  el e l e c t r ó n  r e a l i z a  el 

p r i m e r  c h o q u e  y t a m b i é n  de la d i r e c c i ó n  de i n c i d e n c i a .  En el 

c a s o  de l á m i n a s  o de a l a m b r e s  c i l i n d r i c o s  se ve e n s i g u i d a  que



es i n d e p e n d i e n t e  de n y e n t o n c e s  p u e d e  p o n e r s e

A tm = m A t

s i e n d o  /l t el i n t e r v a l o  de t i e m p o  c o m p r e n d i d o  e n t r e  dos c o l i ­

s i o n e s  c o n  las p a r e d e s  y e n t o n c e s

°  '  l 9 )

A h o r a  v a m o s  a d e d i c a r n o s  a e s t u d i a r  el c a s o  p a r t i c u l a r  de 

c h o q u e s  d i f u s o .  C o m o  ya se vió, e s t e  c a s o  c o r r e s p o n d e  a G = ~ l  , 

La f u n c i ó n  de d i s t r i b u c i ó n  c o r r e s p o n d i e n t e  es la da d a  en ec . ( 3 )  

en d o n d e  d e b e  r e e m p l a z a r s e  G por su v a l o r  n u m é r i c o .

C o n  e s t a  f u n c i ó n  de d i s t r i b u c i ó n  la c o r r i e n t e  r e s u l t a  ser

3 ír)r f v 3 c m & 0 - e ,r r* ^ Sir)

R e c o r d a n d o  la e x p r e s i ó n  c o r r e s p o n d i e n t e  a y p o n i e n d o  JvTjfc d

se o b t i e n e  f i n a l m e n t e

~ 30 -

ir ~lr-n¡

(1 0 )

d o n d e  S es el ár e a  de la s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l  s o b r e  la cu a l  

se ha p r o m e d i a d o  la c o r r i e n t e .  P a r a  e f e c t u a r  la i n t e g r a c i ó n  

h a y  q u e  e x p r e s a r  j r - r ® ( en f u n c i ó n  de las c o o r d e n a d a s  

y del v e c t o r  p o s i c i ó n  "r* .

V a m o s  a u t i l i z a r  la e c . (10) para r e s o l v e r  el c a s o  de la 

l á m i n a »  T o m a m o s  c o m o  o r i g e n  de c o o r d e n a d a s  a un p u n t o  s o b r e  

la s u p e r f i c i e  (por ej. s o b r e  la c a r a  i n f e r i o r ) .  El v e c t o r  

r - rg es p a r a l e l o  al v e c t o r  v , es d e c i r

* — ? — ■'» 
r - rR = c?< v



TTac.-mos a h o r a  uso del h p c h o  quo oo un v e c t o r  qu« go ítala ::

un j u nto ncb:.'> 1 a s u i a r r i c i e  y e n t o n c e s , si z_ (is la d i r e c c i ó n  

n o r m a l  a la l á m i n a , t o n e m o s

(r ) = O l  si 3 ps 1111 p u n t o - ^ o b r p  la cara s u p e r i o r
3 7, ^

(r ^ ) = 0 si B os un p u n t o  s o b r e  la c a r a  i n f e r i o r
Z

^ n t o n c e s

i r- re i _

-ira 3

donde

&  uptp ; f r  ~ (11)
o

Los e l e c t r o n e s  que v i e n e n  de h a b e r  c h o c a d o  con la p a r t e  i n f e ­

rior de la l á m i n a  t i e n e n  v e l o c i d a d  p o s i t i v a  s e g ú n  el eje y 

e n t o n c e s  v i e n e n  con un á n g u l o  ©  c o m p r e n d i d o  e n t r e  0 y » 

Analoga'nonte a los que v i e n e n  de h a b e r  c h o c a d o  con la c a r a  supe-
IT jr

rior les c o r r e s p o n d e n  á n g u l o s  c o m p r e n d i d o s  e n t r e  ~—  y ' . 

C o m o  «I i n t e g r a d o  d e p e n d e  s o l a m e n t e  de z. se t i e n e

(12 )
¿ T  h  = a  l

I n t r o d u c i e n d o  (11) en (10) y h a c i e n d o  uso de (12), r e s u l t a

<r  = p l  f ™  f o  [ f a  * ■ * * « — « +
<5 4 ira- J0 J0 L JT/

ir j c¡&''2JUA & -e. J|

7J~~
La i n t e g r a c i ó n  s e g ú n  ^  debe h a c e r s e  e n t r o  0 y ~—  para que 

no c a m b i e  de s i g n o  el e x p o n e n t e »  de ahí el f a c t o r  4. La integra-



c i ó n  s o b r o  z. es i n m e d i a t a  y r p 3u l t a

r r J , r  * * » & & *  9-,
—  l~ JdP i cJ «4) (p / I ^  ^  &  £  F7-* •€ J  +•(£ ’ 77U jp <

^h. , , r  - c l í J o a m  &  esity -i 7 
(  o/e- 6 ^  »  © [  e  _  i  j j  
*'£>

/ -  I ¡7 V l
Da d o  qup y — ’ J o * P ue<*e p o n e r s e

__ . ti /z JT¡Z > - -  <2. & €ffty \ / í a \
I-  Js_f J  c/<^ J  c/^ c<^9 ©  (/■ €  ^

P a r a  c o m p a r a r  e s t a  e x p r e s i ó n  con (2 ) h a y  que t e n e r  en c u e n t a  

que en e s t a  ú l t i m a  el eje p o l a r  es el , m i e n t r a s  q u e  en (13) 

es un eje s e g ú n a  la d i r e c c i ó n  del c a m p o .  H a c i e n d o  el c a m b i o  

de ejes, tal c o m o  se i n d i c a  en la F ig.l , o i n t e g r a n d o  s e g ú n  

la e x p r e s i ó n  se r e d u c e  a la (2 ). La i n t e g r a l  (2 ) p u e d e  t r a n s ­

f o r m a r s e  a una e x p r e s i ó n  q u e  c o n t i e n e  i n t e g r a l e s  t a b u l a d a s  

(ver p<>ej. S o n d h e i m e r ,  .1952.)* H a y  dos c a s o s  l i m i t e s  p a r a  los 

c u a l e s  p u e d e  a p r o x i m a r s e  por e x p r e s i o n e s  s i m p l e s

t +  ( a » - ? )
<£ 8 < L  K

£ Z -  — ( a . «  4 )
<52 30

D i n g l e  (1950), ha u t i l i z a d o  a r g u m e n t o s  f e n o m e n o l ó g i c o s  p u r a  

t r a t a r  el c a s o  CLYÍ $  t a n t o  en a l a m b r e s  c o m o  en l á m i n a s .  H1 c a ­

so a « - /  pa r a  l á m i n a s  e s t á  d i s c u t i d o  en Z i m a n  (1962), S o n d h e i m e r  

(1952), y L o v e l l  (1936).
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H e m o s  v i s t o  q u e  el f e n ó m e n o  de c o n d u c t i v i d a d  se ve a f e c t a d o  

por la g e o m e t r í a  de la m u e s t r a  c u a n d o  a l g u n a  d i m e n s i ó n  de ésta 

es c o m p a r a b l e  c o n  el c a m i n o  l i b r e  m e d i o .  C u a n d o  a d e m á s  del 

c a m p o  e l é c t r i c o  13 h a y  a p l i c a d o  un c a m p o  m a g n é t i c o  H, la f u e r ­

za q u e  a c t ú a  s o b r e  los e l e c t r o n e s  será

F = e(E + — v* x (1 )

La p r e s e n c i a  de II va a a f e c t a r  t a m b i é n  la c o n d u c t i v i d a d .  P a ­

ra v e r  es t o  s u p o n g a m o s  un c o n d u c t o r  c i l i n d r i c o  c o n  el c a m p o  m a g ­

n é t i c o  en la d i r e c c i ó n  del eje. C o m o  se ve e n s e g u i d a  de (1) , 

la p r e s e n c i a  de H  no va a m o d i f i c a r  el m o v i m i e n t o  de los e l e c ­

t r o n e s  orí la d i r e c c i ó n  de la c o r r i e n t e  y por lo t a n t o  t a m p o c o  

d e b e r í a  m o d i f i c a r  la c o n d u c t i v i d a d .  Sin e m b a r g o  los e l e c t r o n e s  

se v e n  a h o r a  o b l i g a d o s  a d e s c r i b i r  t r a y e c t o r i a s  h e l i c o i d a l e s
—  [-y

a l r e d e d o r  de la d i r e c c i ó n  <3e TT , y es t e  h e c h o  m o d i f i c a  la f r e ­

c u e n c i a  de c h o q u e s  de los e l e c t r o n e s  c o n  las p a r e d e s .  C o m o  el 

r a d i o  de c u r v a t u r a  del c í r c u l o  q u e  r e s u l t a  de p r o y e c t a r  la hé-
-T5

l i c e  s o b r e  un p l a n o  p e r p e n d i c u l a r  a H  , es i n v e r s a m e n t e  p r o ­

p o r c i o n a l  a éste, es de e s p e r a r  q u e  para c a m p o s  s u f i c i e n t e m e n ­

te g r a n d e s  p r á c t i c a m e n t e  n i n g ú n  e l e c t r ó n  va a c h o c a r  con las 

p a r e d e s  y por lo t a n t o  la c o n d u c t i v i d a d  va a t e n d e r  a 6$ . Si 

l l a m a m o s  ÍT"(H) a la c o n d u c t i v i d a d  en p r e s e n c i a  de H , e n t o n ­

ces e s p e r a m o s  que

a  ^— — * -- => 1 para II — —
O '

E s t e  f e n ó m e n o  no de b e  de n i n g u n a  m a n e r a  c o n f u n d i r s e  c o n  el
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conocido como magnetorresiateneia» Esto último eongisto on 

quo Go también ea función de ti , y esto dcpctfld§ d© Ibq ca-» 

racterísticae particulares de la superficie do P#rmí dpi metal, 

Hn el casu que ésta sea esférica s i  efecto no aparece, N030- 

tros nos ocuparemos del problema mngnetomórf i c o , suponiendo vi­

na superficie de Fermi esférica, y dejaremos para más adelante 

el caso en que también hay magnetorresistencia y los fenómenos 

se superponen.

El c a s o  d e s c r i p t o  a n t e r i o r m e n t e  es uno de l o s  t a n t o s  que 

p u e d e n  p r e s e n t a r s e  d e b i d o  a las d i f e r e n t e s  g e o m e t r í a s  p o s i b l e s  

y t a m b i é n  a las d i f e r e n t e s  o r i e n t a c i o n e s  de c a m p o  m a g n é t i c o  

c o n  r e s p e c t o  a la c o r r i e n t e  J , T o d o s  los c a s o s  s o n  en p r i n c i ­

pio a t a c a b l e s  m e d i a n t e  el uso de la e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n ,  en 

la c u a l  h a y  q u e  i n t r o d u c i r  el t é r m i n o  a d i c i o n a l  p r o v e n i e n t e  de 

la f u e r z a  m a g n é t i c a .  S o n d h e i m e r  (1952) da una r e s e ñ a  de t o d o s  

los c a s o s  p o s i b l e s  y t r a t a  a l g u n o s  de e l l o s .  B 1 m é t o d o  c i n é ~
^ y

tico es a p l i c a b l e  en el c a s o  H p a r a l e l o  a J y n o s o t r o s  lo 

v a m o s  a u t i l i z a r  pa r a  a l a m b r e s  y en e s p e c i a l  para l á m i n a s .

C u a n d o  H es p e r p e n d i c u l a r  a J , el p r o b l e m a  se c o m p l i c a  d e ­

bido a q u e  a p a r e c e  un v o l t a j e  de H a l l  y e n t o n c e s  la e c u a c i ó n  

de B o l t z m a n n  r e s u l t a  un m é t o d o  m á s  s e n c i l l o .

a) A l a m b r e s . D ado  q u e  el c a m p o  m a g n é t i c o  no a f e c t a  el m o v i m i e n ­

to de l o s  e l e c t r o n e s  en la d i r e c c i ó n  de la c o r r i e n t e ,  el t r a ­

t a m i e n t o  es e x a c t a m e n t e  el m i s m o  que el q u e  se a p l i c ó  pa r a  o b ­

t e n e r  la e c . ( I I I - l O ) ,  s a l v o  q u e  a h o r a  ( ~r - r* J debe s e r  r e e m ­

p l a z a d o  por la d i s t a n c i a  e f e c t i v a  que r e c o r r i ó  el e l e c t r ó n  e n ­

tre a m b o s  p u n t o s .  La i n t e g r a l  fue e v a l u a d a  por C h a m b e r s  (1950) 

v a l i é n d o s e  de u n a  s e r i e  de t r a n s f o r m a c i o n e s  q u e  n o s o t r o s  d e s a ­

r r o l l a r e m o s  aquí, por s e r  el m i s m o  m é t o d o  q u e  a p l i c a r e m o s  en 

el c a s o  de la l á m i n a .
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Sea _z el e j e  del c i l i n d r o ,  y se a n  ^(0,0,!:)* H ( 0 , 0 , H )  , 

los c a m p o s  e l é c t r i c o s  y m a g n é t i c o  r e s p e c t i v a m e n t e .  Un e l e c t r ó n  

que se m u e v a  h a c i e n d o  un á n g u l o  9  c o n  el eje ẑ  y c o n  v e l o c i ­

dad V p  , va a d e s c r i b i r  una h é l i c e  y la p r o y e c c i ó n  de és t a  en 

el p l a n o  x y  s e r á  un c í r c u l o  de r a dio

r -  c = a
e  h

Si el e l e c t r ó n  r e c o r r e  una d i s t a n c i a  s e n t r e  los p u n t o s  r_
—  ii

y r y si ^  es el á n g u l o  del a r c o  de c í r c u l o ,  que d e t e r m i n a  

la p r o y e c c i ó n  de ¡3 en el p l a n o  x y  , e n t o n c e s  se ve i n m e d i a ­

t a m e n t e  que

ra  r

y e n t o n c e s

;r - j d  6J d V j  9 ed e s  )
O h  ~ w s

Lo que h e m o s  h e c h o  no es m á s  que r e e m p l a z r  la d i s t a n c i a  e n t r e  

r y r por el c a m i n o  que r e c o r r e  el e l e c t r ó n  e n t r e  a mbos
jD

p u n c o s ,  H s t a  s o l u c i ó n  ha s i d o  t a m b i é n  e n c o n t r a d a  por D i n g l e  

m e d i a n t e  i n t e g r a c i ó n  d i r e c t a  de la e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n  (ver 

C h a m b e r s ,  1 9 5 0 ) »  La e x p o n e n c i a l  q u e  o b t i e n e  es de la forma

) f i ri *r /V& ) 

4

d o n d e  f (r ,v ,v^ ) es una f u n c i ó n  m á s  o m e n o s  c o m p l i c a d a .  Es 

p o s i b l e  d e m o s t r a r  que f = y por lo t a n t o  la s o l u c i ó n  es 

la m i s m a  que la o b t e n i d a  por el m é t o d o  c i n é t i c o .

P a r a  i n t e g r a r  (2 ) c o n s i d e r a m o s  los e l e c t r o n e s  que en el 

i n s t a n t e  c o n s i d e r a d o  v i a j a n  c o n  *fa , h a c i e n d o  un á n g u l o  G  

c o n  el eje ẑ  y q u e  i n t e r c e p t a n  la s e c c i ó n  t r a n s v e r s a l  s o b r e  

la cu a l  se q u i e r e  c a l c u l a r  la c o r r i e n t e .  La p r o y e c c i ó n  de la
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t r a y e c t o r i a  de e s t o s  e l e c t r o n e s  s o b r e  el p l a n o  x y  es la m i s m a  

q ue la t r a y e c t o r i a  q u e  r e c o r r e r í a n  los e l e c t r o n e s  si t u v i e r a n  

v = 0 y un r a d i o  de c u r v a t u r a  r = r sen &  , C o n s i d e r e m o s
^ O

un e l e c t r ó n  que c h o c a  con la p a r e d  en el p u n t o  P y que en Q 

se m u e v e  con = 0 (ver f i g . 2 ) .  Si x , y , son las c o o r d e ­

n a d a s  del p u n t o  P y x » Z  las de Q , y a d e m á s  es el 

á n g u l o  que d e s c r i b i ó  el e l c t r ó n  e n t r e  a m b o s  p u n tos, se t i e n e

x = x + r(l - e o s  )
P 1

yp = y + r sen %

e n t o n c e s

f x  + r (1 - eos )J 2 + [ y  + r s e n V f J  2 = 0 ¿  (3 )

s i e n d o  O. el r a d i o  del c i l i n d r o .  E s t a  es la e c u a c i ó n  de una 

c i r c u n f e r e n c i a  de r a dio CL c o n  c e n t r o  en el p u n t o  R  de c o o r ­

d e n a d a s  - r(l - cos V  ) , - r sen ^  J .
T o d o s  los e l e c t r o n e s  que d e s d e  q u e  c h o c a r o n  c o n  la p a r e d  han 

g i r a d o  un á n g u l o  Y'' y que v i a j a n  c o n  = 0 e s t á n  s o b r e  e s t a  

c i r c u n f e r e n c i a .  V amos a l l a m a r  C ( ' P )  a las c i r c u n f e r e n c i a s  

de la f a m i l i a  (3) ♦ C(0) es la que c o r r e s p o n d e  a la p a r e d  del 

c i l i n d r o .  Si c o n s i d e r a m o s  a h o r a  dos c i r c u n f e r e n c i a s  C( ) 

y C( Vr ) , v e m o s  que e s t a s  se i n t e r s e c c i o n a n  en un p u n t o  d e n ­

tro de C ( 0 ) .  E s t o  s i g n i f i c a  q u e  e x i s t e  una d o b l e  s o l u c i ó n  y 

la que t i ene s e n t i d o  es la c o r r e s p o n d i e n t e  al m e n o r  á n g u l o  ya 

que la o t r a  i m p l i c a  q u e  el e l e c t r ó n  ha r e a l i z a d o  p a r t e  de su 

t r a y e c t o r i a  f u e r a  del c i l i n d r o .  E n t o n c e s  los e l e c t r o n e s  q u e  

han g i r a d o  un á n g u l o  Vj d e s d e  q u e  c h o c a r o n  c o n  la p a red son 

los que e s t á n  s o b r e  el ar c o  de C ( ff ) c o m p r e n d i d o  e n t r e  la
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i n t e r s e c c i ó n  de é s t a  con C(O) y con la c i r c u n f e r e n c i a  de 

r a d i o  ( CL - r ) (para r .< CL ) con c e n t r o  en (-r,0), q u e  es la

N o s o t r o s  v a m o s  a e s t a r  i n t e r e s a d o s  en el á r e a  S ( 'P ) , o c u p a ­

da por los e l e c t r o n e s  que d e s d e  que c h o c a r o n  c o n  la p a r e d  han 

g i r a d o  á n g u l o s  c o m p r e n d i d o s  e n t r e  c e r o  y ^  , La que se ve 

s o m b r e a d a  en fig, 3 es S {'if ). Una v e z  c o n o c i d a  S ('f' ) , la 

ec « (2 ) p u e d e  e s c r i b i r s e

D e b i d o  a la s i m e t r í a  del p r o b l e m a  es c l a r o  que i n t e g r a n d o  es

esta v a r i a b l e  p u e d e  e f e c t u a r s e  i n m e d i a t a m e n t e .  De e s t a  forma 

r e s u l t a

Los v a l o r e s  de P ( ^ )  han s i d o  c a l c u l a d o s  por C h a m b e r s .  La 

i n t e g r a l  (4) ha s i d o  e v a l u a d a  por m é t o d o s  en p a r t e  g r á f i c o s  y 

en p a r t e  n u m é r i c o s .  El r e s u l t a d o  es q u e  d e c r e c e  m o n o t o n a m e n t e  

d e s d e  su v a l o r  a c a m p o  nu l o  h a s t a  el v a l o r  u n o  a m e d i d a  que el 

c a m p o  a u m e n t a .  A l g u n a s  de e s t a s  c u r v a s  p u e d e n  v e r s e  en C h a m ­

bers (1950) y en S o n d h e i m e r  (195-2).

1 ) El h a z  t i e n e  on r e a l i d a d  dos e n v o l v e n t e s ,  la s e g u n d a  es una 

c i r c u n f e r e n c i a  con i g ual c e n t r o  y r a d i o  ( CL + r )

e n v o l v e n t e  del h a z ^ ( v e r  fig. 2 ).

i n d e p e n d i e n t e  de y e n t o n c e s  la i n t e g r a c i ó n  con r e s p e c t o  a

(4)
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b) L á m i n a s » El m é t o d o  de i n t e g r a c i ó n  que h e m o s  u t i l i z a d o  para 

la eco (2 ) h a c e  uso de la s i m e t r í a  c i l i n d r i c a  del p r o b l e m a .

La v e n t a j a  r a d i c a  en que d e b i d o  a es t a  s i m e t r í a  es p o s i b l e  i n ­

t e g r a r  c o n  r e s p e c t o  a una de las v a r i a b l e s  en f o r m a  i n m e d i a t a .

En una l á m i n a  con c a m p o  l o n g i t u d i n a l  es t a  s i m e t r í a  no es tan 

e v i d e n t e  y la e c u a c i ó n  (2 ) ha s i d o  r e s u e l t a  p o n i e n d o  V'' en f u n ­

c i ó n  de las v a r i a b l e s  S, ©  , <P o La i n t e g r a l  t r i p l e  q u e  r e s u l ­

ta es e x t r e m a d a m e n t e  c o m p l i c a d a  y para r e s o l v e r l a  es n e c e s a r i o  

r e c u r r i r  a una c o m p u t a d o r a  (Yi - H a n  Kao, 1 9 6 5 ) .  N o s o t r o s  v a ­

m o s  a d e s a r r o l l a r  un m é t o d o  b a s a d o  en el u t i l i z a d o  por C h a m b e r s  

p a r a  el c i l i n d r o ,  que p e r m i t e  r e d u c i r  (2 ) a una i n t e g r a l  s i m p l e  

y por lo t a n t o  m á s  f ácil de r e s o l v e r  n u m é r i c a m e n t e »

La idea del m é t o d o  se basa en que una l á m i n a  de e s p e s o r  CL 

p u e d e  s e r  c o n s i d e r a d a  c o m o  un c i l i n d r o  h u e c o  c o n  e s p e s o r  de 

p a r e d  CL , en el l í m i t e  c u a n d o  el d i á m e t r o  m e d i o  del c i l i n d r o  

t i e n d e  a i n f i n i t o ,  m a n t e n i é n d o s e  el e s p e s o r  de la p a r e d  c o n s t a n ­

te» Es e v i d e n t e  que a h o r a  el p r o b l e m a  t iene s i m e t r í a  c i l i n d r i ­

ca y por lo t a n t o  el m é t o d o  u t i l i z a d o  en a) p u e d e  a p l i c a r s e  

d i r e c t a m e n t e »  P a r a  m a y o r  c l a r i d a d  v a m o s  a e s t u d i a r  p r i m e r o  el 

p r o b l e m a  de un m e d i o  i n f i n i t o  en el cu a l  h a y  un a g u j e r o  c i l i n ­

d r i c o  de r a d i o  CL, » El c a s o  es e s c e n c i a l m e n t e  a n á l o g o  al a n t e ­

rior» T o m a r e m o s  el c a s o  ucl, por s e r  el ú n i c o  q u e  n o s  va a i n ­

t e r e s a r »  Los e l e c t r o n e s  que v i a j a n  con V* = 0 h a c i e n d o  un án- 

d
g u l o v c o n  el eje z_ y que d e s d e  q u e  c h o c a r o n  con la p a r e d  han 

g i r a d o  un á n g u l o  , e s t á n  s o b r e  una p o r c i ó n  de a re o de c i r ­

c u n f e r e n c i a  C ( Vp ) de la f a m i l i a  (3). P o r  c o n s i d e r a c i o n e s  a n á ­

l o g a s  a las h e c h a s  a n t e r i o r m e n t e  p u ede v e r s e  q u e  es t a  p o r c i ó n  

de arco es la c o m p r e n d i d a  e n t r e  las i n t e r s e c c i o n e s  de C ( ^ )
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con C(0) y c o n  la e n v o l v e n t e  del haz, de r a d i o  CL + r , L l a ­

m a m o s  S ( V *  ) al ár e a  o c u p a d a  por los e l e c t r o n e s  que d e s d e  qrc 

c h o c a r o n  c o n  la p a r e d  han g i r a d o  á n g u l o s  c o m p r e n d i d o s  e n t r e  c e ­

ro y Y" . E ste ár e a  es la q u e  a p a r e c e  s o m b r e a d a  en la fig. 4. 

A h o r a  s u p o n g a m o s  que el m e d i o  c o n d u c t o r  sea el c o m p r e n d i d o  e n ­

tre dos c i l i n d r o s  c o n c é n t r i c o s  de radioj» O* y Cta , s i e n d o  

yc^-Ot= cl. » C o n s i d e r a r e m o s  s o l a m e n t e  los e l e c t r o n e s  q u e  han 

c h o c a d o  c o n  la p a r e d  i n t e r i o r .  El p r o b l e m a  c o n s i s t e  en c a l c u ­

lar S (V") pa r a  e s t o s  e l e c t r o n e s  en el c a s o  r < a,, . C o m o  d i ­

jimos, es t a  s i t u a c i ó n  es la ú n i c a  que i n t e r e s a  ya que es la •tí­

n i c a  que se va a p r e s e n t a r  en el l i m i t e .  L l a m a m o s  C ( V”7) a las 

c i r c u n f e r e n c i a s  de la f a m i l i a  (3) con r a dio CL% . H a y  dos c a s o s  

p o s i b l e s  %

i ) r ^  CL / 2

E s t e  caso, es s i m p l e  ya q u e  los a r c o s  de las C ( 'f' ) q u e  c o n ­

t i e n e n  a los e l e c t r o n e s  ba j o  c o n s i d e r a c i ó n  e s t á n  s i e m p r e  c o n t e ­

n i d o s  e n t r e  l a s  p a r e d e s  y e n t o n c e s  el c á l c u l o  es a n á l o g o  al de 

fig« 4 0 E n t o n c e s  en es t e  c a s o

s (  r )  -  s ( ( ¥ " )

para O  $  V"  ̂  2 7 T

i i ) r 0 * 12

A h o r a  h a y  c u a t r o  s i t u a c i o n e s  d i f e r e n t e s  a c o n s i d e r a r  ; (ver 

f i g . 5 )“ <3 $ ^  ° A q u í  e s t a m o s  en las m i s m a s  c o n d i c i o n e s  que en 

el c a s o  a n t e r i o r  y en c o n s e c u e n c i a  S ( v-) = s, ( Y )

• A h o r a  C( Y )  c o r t a  a C^ en dos p u n t o s  y la s i ­

t u a c i ó n  es d i f e r e n t e .  E n t o n c e s

s i r )  = s 2 ( * n



% í  %  j En e s t e  i n t e r v a l o  C ( )  c o r t a  a C y C , e n t o n c e s
¿i O

s ; r  ) ~ s 3 i f )

2 A h o r a  C ( V ^ )  c o r t a

s ( ^ )  = s 4 ( V O

P a r a  á n g u l o s  m a y o r e s  que Y"^ » C ( 'f') c o r t a  a C en el i n t e -
4 4 >

rior de y e n t o n c e s  S no es m á s  f u n c i ó n  de »

D e f i n i m o s  a h o r a

k / k±s\ _  —L~ Jín) / &  S i (5)
' 7 T  ^ jd x - ^ o o  ( a x . a * )  ?  <^

S e g ú n  v i m o s  a n t e s  , va a h a b e r  c u a t r o  e x p r e s i o n e s  d i f e r e n t e s  

de a c u e r d o  a los c a s o s  que h e m o s  c o n s i d e r a d o *  Los p ( xf0*) e s t á n  

c a l c u l a d o s  en el a p é n d i c e  A , así c o m o  los v a l o r e s  l í m i t e s  de 

los á n g u l o s ^  ^  , etc. L a s e x p r e s i o n e s  r e q u e r i d a s  son

= ¿g U +

TThít) r £  w<r/t) _ _L -I ) ‘h

( I *  - £

a .

2  r

(6 )

^  3  2 -^tví

- 2 ^  ( /- y r  )

_i _ /
Ock> =  OJtC&o y 3  gji.t.sf a i

No es n e c e s a r i o  c a l c u l a r  p ( y o  p o r q u e  en el l í m i t e
3 i» 3 2,
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H a s t a  el m o m e n t o  h e m o s  c o n s i d e r a d o  s o l a m e n t e  a q u e l l o s  e l e c t r o ­

nes que han c h o c a d o  con la p a r e d  i n t e r i o r .  En el c a s o  l í m i t e  

los q u e  han r e a l i z a d o  c h o q u e s  c o n  la p a r e d  e x t e r i o r  v a n  a c o n ­

t r i b u i r  en i g u a l  f o r m a  y por lo t a n t o  no es n e c e s a r i o  c o n s i d e ­

r a r l o s  s e p a r a d a m e n t e »  P o n i e n d o  en (2 ) sen 0  = x , t e n e m o s

El f a c t o r  2 r e s u l t a  de i n c l u i r  los e l e c t r o n e s  que h a n  c h o c a  

do con la p a r e d  e x t e r i o r .

(7)

d onde

H e m o s  v i s t o  q u e  h a y  dos c a s o s  d i f e r e n t e s  s e g ú n  que r = r^x

s ea m a y o r  o m e n o r  q u e  <*-/2 .
^  I

Pa r a  x ^  x, = , pC/") = P.. (*') para todo y e n t o n -
1 2 r 1

o

ces ^ ( x )  - 0 , 4l(x) = 27T  
a. o

C a l c u l a n d o  la i n t e g r a l  r e s u l t a

(8)

d o n d e  v ' « -
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Para x y/ x^ , e s t a m o s  en la o t r a  s i t u a c i ó n  f  e n t o n c p s  =0; 

® A d e m á s  el i n t e r v a l o  dr- i n t e g r a c i ó n  de b e  d i v i d i r s e  

en tres p a r t e s  s e g ú n  los tres c a s o s  que h e m o s  s e ñ a l a d o »

r'tr' v f  /f.

(X) = i- h a J r-  ? J  ¿  y

- z f ' b ' g i X ' W  r

R e e m p l a z a n d o  Los v a l o r e s  de p(x , ^ ) d a dos en (6 ) r e s u l t a

%cx>=/+ é { e  ^ l i )  +
% u f n  y-* (9)

+  ?í< - 0 3 -  S I *  ^

don de

r  ¿i CcH> —  •? ?  ^2

/ « ”  — ^ -------

La i n t e g r a l  a c a l c u l a r  es e n t o n c e s

+ ¡

X 1
1

J2l ^ 3 J x ( l ~ x 2 ) 2 g (x) dx + 3j x ( l - x 2 )^ g (x ) dx (1 0 )

CTc o x x

d o n d e  y g^ e s t á n  d a d o s  por (8 ) y (9) r e s p e c t i v a m e n t e .

Es p o s i b l e  d e m o s t r a r  que en el l i m i t e  II = 0 , la e x p r e s i ó n  

(1 0 ) se r e d u c e  a la (TII-13), c o r r e s p o n d i e n t e  a la l á m i n a  en 

a u s e n c i a  de c a m p o »  La d e m o s t r a c i ó n  p u ede v e r s e  en el a p é n d i c e  3 t 

C u a n d o  ^  2 , se t i e n e  que x^ = 1 y e n t o n c e s  (10) p u e d e  

i n t e g r a r s e  i n m e d i a t a m e n t e »  R e s o l v i e n d o  la i n t e g r a l  pa r a  este 

c a s o  r e s u l t a

G T ~  l - ^ -  M —  ( / -  €  n ^ )  1

/6 L  € 1 'J (11)
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C u a n d o ^  ^  2 , la i n t e g r a l  (1 0 ) es d o b l e  d a d o  q u e  g 

c o n t i e n e  una i n t e g r a l  s o b r e  la v a r i a b l e  y-' .

V a m o s  a e s t u d i a r  a h o r a  la i n t e g r a l

X- j %  ~1)^ -e ĉĴ

donde h e m o s  p u e s t o  k = 2

P a r a  , la i n t e g r a l  p u e d e  r e e e m p l a z a r s e  con s u f i c i e n t e

a p r o x i m a c i ó n  por

¿  - J * ' * { a  r & ¡  - « s 'é  J r / ^ r  -

-  a  ( f f + m a  4 f c ^  -  * ( 1 2 ,

+  i t z l l ' - J T  
* / k

El e r r o r  c o m e t i d o  en esta a p r o x i m a c i ó n  es

(13)

Los c á l c u l o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a (12) y (13), así c o m o  las d e f i ­

n i c i o n e s  de 4,B,C, y r >  p u e d e n  v e r s e  en el a p é n d i c e  C.

La i n t e g r a l  (10) ha sido c a l c u l a d a  h a c i e n d o  uso de (9) y (12) 

Los r e s u l t a d o s  para tres d i f e r e n t e s  v a l o r e s  de a / l  se m u e s ­

tran en la f i g e 6 a En base a las a p r o x i m a c i o n e s  h e c h a s  en los 

c á l c u l o s ,  p u e d e  e s t i m a r s e  que el e r r o r  c o m e t i d o  es i n f e r i o r  al 

3%* La l i m i t a c i ó n  de la v a l i d e z  de la a p r o x i m a c i ó n  (1 2 ) i m p u e s -
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ta por la c o n d i c i ó n  q > /  1 , i m p l i c a  „ C o m o  se ve en

la figc 6 , pa r a  ©<.?{£ 0,5 , es p o s i b l e  o b t e n e r  p r á c t i c a m e n t e  

toda la c u r v a  ya que los v a l o r e s  p a r a  ^  = 0 son bien c o ­

n o c i d o s »

El a c u e r d o  de n u e s t r o s  r e s u l t a d o s  con los o b t e n i d o s  por 

Y i ~ H a n  Kao es en g e n e r a l  bueno, s a l v o  en a l g u n o s  p u n t o s  en 

los c u a l e s  la d i s c r e p a n c i a  l l e g a  a ser a p r o x i m a d a m e n t e  del 5%. 

E s t a  d i f e r e n c i a  p a r e c e  ser al g o  m a y o r  q u e  el e r r o r  que h e m o s  

e s t i m a d o  en n u e s t r o s  c á l c u l o s .  P o r  o t r a  p a r t e  el a u t o r  no h a ­

ce n i n g u n a  e s t i m a c i ó n  de el e r r o r  que a f e c t a  a sus c u r v a s .

Una de las c a r a c t e r í s t i c a s  s o b r e s a l i e n t e s  de las c u r v a s  es 

la p r e s e n c i a  de un m á x i m o  de r e s i s t i v i d a d .  P a r a  c o m p r e n d e r  

e s t e  c o m p o r t a m i e n t o  c o n v i e n e  s e ñ a l a r  que en una l á m i n a  d e l g a d a ,  

en a u s e n c i a  de c a m p o  m a g n é t i c o ,  la c o r r i e n t e  es p r i n c i p a l m e n t e  

d e b i d a  a los e l e c t r o n e s  que v i a j a n  en d i r e c c i ó n  a p r o x i m a d a m e n ­

te p a r a l e l a  a la s u p e r f i c i e  (Lovell, 1936), (Ziman, 1962). 

C u a n d o  se a p l i c a  un c a m p o  m a g n é t i c o ,  la t r a y e c t o r i a  va a ser 

m o d i f i c a d a  en f o r m a  tal que van a r e a l i z a r  c o l i s i o n e s  con las 

p a r e d e s .  B s t o  p u e d e  r e s u l t a r  en un a u m e n t o  de la r e s i t i v i d a d  

total. En c a m p o s  altos, la r e s i s t i v i d a d  debe t e n d e r  a su v a ­

lor i n t r í n s e c o  que es m e n o r  que el que t i e n e  a c a m p o  n u l o  y en 

c o n s e c u e n c i a  de b e  a p a r e c e r  un m á x i m o .
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A P H N D I C E  A

(A — 1)

V a m o s  a h a c e r  el c á l c u l o  e x p l í c i t o , d e  las c a n t i d a d e s  p( ) 

y que a p a r e c e n  en e c . ( I V - 6 ), De la fig, 5 p u e d e n  d e d u c i r ­

se i n m e d i a t a m e n t e  las s i g u i e n t e s  r e l a c i o n e s

^  (a., ,0.x , f ) -  ¿

^  ( A t + r j 1*  r 1-  Q.tl 
Y i  ( a , ,Q.i , r )  - -------- — — -----

c v 11 ' a. Ca.,+r) r

, a e|r; ¿<d' <*»*- (<>.%-r)x- r x
*  t-rj r

' ? C<2i-r) Y

H a c i e n d o  el paso al l í m i t e  pa r a  (G-t / ̂  >aOy (Clj-d,) £L , se 

ve e n s e g u i d a  q u e  se o b t i e n e n  los v a l o r e s  d a d o s  en ( I V -6 ).

A h o r a  v a m o s  a c a l c u l a r  S ( & V" ) para los d i f e r e n t e s  

c a s o s  t e n i e n d o  en c u e n t a  que só l o  c o n s i d e r a m o s  r <  CLt .

P a r a  la s i t u a c i ó n  es la m o s t r a d a  en la fig. Al.

Los ;ál<-Culos de las s u p e r f i c i e s  dan los s i g u i e n t e s  r e s u l t a d o s

Sfe =  a , J $  +  J l - 1 ,  ■£ i.

+ r  c o -T j

S, - <A- 2 > 

/j-ji** A  ~ £  x 2̂ »jjír
^ CL 2



Para c a l c u l a r  l a s  o t r a s  c a n t i d a d e s  h a c e m o s  u s o  de la fig. A 2 , 

P a r a  p o n e m o s

S 2 - S 1 - S 2

s i e n d o  S' el á r e a  s o m b r e a d a s  A d e m á s

K  =  T  ' i  4 r U . lf  ) +

+  ¿ a ,  ̂

d o n d e  ( A -3 )

«• a z l- o } -  4 r z<24 h x '¿'/'i. 

A  a., r *«*» /7i

¿x3/3 =  a tZ 4 4 r W ^ / z  

M < X x P  t x m W T .

H 1 ár e a  es la e n c e r r a d a  por la c u r v a  C^ que pasa por

los p u n t o s  P^ , P^ ,Pjj , P^ , Pg . Los e l e c t r o n e s  c o n t e n i d o s  

en el t r i á n g u l o  P 0 ,P ;P no c u e n t a n  p o r q u e  éstos h a n  c h o -
<< vi U

c a d o  con C 9 C o m o  la c a n t i d a d  que i n t e r e s a  c a l c u l a r  es
2 >» r '

es i g u a l m e n t e  a p r o p i a d o  c a l c u l a r  S' , que es el á r e a  del tr i -
4

á n g u l o  P^ P^ , t e n i e n d e o  en c u e n t a  que * s < t h r  - -  9 S f/d r  

de la f i g u r a  se ve que ^

(A - 4 )

d o n d e

í = r -  s -  * f x
(A-5 )



T a m b i é n  t e n e m o s  que

J O - t r

por lo t a n t o

3 C 5 + Í J / W  =  °

H a c i e n d o  uso de la r e l a c i ó n

r  ̂  r l x
L ^  J ÚL,

y d a d o  que ~S + £  = c t e » , es p o s i b l e  p o n e r

cha -  ^  -h 'lorT1 r  V7*
«-i

P a r a  c a l c u l a r  los dos ú l t i m o s  t é r m i n o s  de (A-4 ) 

O A P ^  - O ' A P ^  = O A P ^  + O A O ' - 0 A 0 ’ - 0 ,A P 1 = 00'

C o m o  = cte» t e n e m o s

2 ( 0 0 ' P 7 ) I s r  = o

(A - 6  )

(A-7)

p o n e m o s

P - 0 0 ’P 
7 1



Por u l t i m o  es f á c i l  ver que

00 'P = i ^  r sen 5  (A-9)

A h o r a  v a m o s  a c a l c u l a r  las c a n t i d a d e s  p( 't' ) h a c i e n d o  u s o  de 

la d e f i n i c i ó n  (IV-5)» c a d a  v e z  q u e  h a b l e m o s  de pa s o  al l í m i t e  

lo h a r e m o s  r e f i r i é n d o n o s  a las c o n d i c i o n e s  e s p e c i f i c a d a s  en e s ­

ta definición,, De la r e l a c i ó n  e n t r e  ¿  y  ^  , dada en la ec,

(A - 2 ), r e s u l t a

O-, '

U t i l i z a n d o  la e x p r e s i ó n  de S.̂  d a d a  en (A-2 ) se o b t i e n e  la 

e x p r e s i ó n  c o r r e s p o n d i e n t e  a p ^ ( r ) da d a  en (I V - 6 ).

A p a r t i r  de la e c . ( A - 3 )  se o b t i e n e  para S
2

±  <*, í1 +  f l (A - i o )
(¿i -3,

H a y  que c a l c u l a r  L i m  4- — j3 ) . para e s t o  u s a m o s  la r e —

lac ión

O
Z  “ c

a tl + & ?  -  4 r l V*"/*

en el l í m i t e  cos Q — "> 1 , o s e a  ^ — :> 0 , y se p u e d e  p o n e r

don de

C4n 2  -

e n t o n e  es



a ‘ ? =

s i e n d o  J  -  2  r  o m  ^ V 2

E x p r e s a n d o  la ra í z  en f u n c i ó n  de £L■ y h a c i e n d o  el pa s o  al 

l í m i t e  r e s u l t a

Jr*r\ -  ct /  a F  "  ^ "

y e n t o n c e s

-L  a, ? ,  -L ( g j W y *

R e e m p l a z a n d o  e s t a  e x p r e s i ó n  en (A-9) y d e r i v a n d o  se o b t i e n e  el

r e s u l t a d o  da d o  en ( I V -6 ).

P a r a  S se t i ene 
4

5 ^  =  ^  ( G z - r j V - a ^  -  (a - i i )

en d o n d e  h e m o s  h e c h o  uso de ( A - 4 ) , ( A - 8 )  y (A-9). De (A-5) y 

(A“7 ) t e n e m o s

i x _ r  vy&
3 ^  y *  ¿tt, (/- r'tv+JWi )'/i

A d e m á s  por (A-=6 )

a,* ✓ T  z a.,

R e e m p l a z a n d o  e s t a s  e x p r e s i o n e s  en (A-ll) r e s u l t a

- 49 -
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= K - r ) * + 4  ft? - a 'r  r-! £ 2 p ! /  +  { r ' c » * '

H a c i e n d o  el pa s o  al l í m i t e  se o b t i e n e  la e x p r e s i ó n  dada en ( I V -6 )

A P E N D I C E  B

P a r a  d e m o s t r a r  que la e x p r e s i ó n  ( I V - 1 0 ) t i e n d e  a la (111-13) 

c u a n d o  H — => O , h a r e m o s  el s i g u i e n t e  c a m b i o  de v a r i a b l e

r o r  sen &  = b (B - l )

U t i l i z a n d o  los v a l o r e s  de y d a d o s  en (IV— 6 ) r e s u l t a

V — ■> — -  / %  — -> i  C ____ —  )‘h
9-

y e n t o n c e s

b “ s en ©- = C L1

b 2 = r 0 Sen a — ~> 00

Las e x p r e s i o n e s  para p_L y p 2 , d a d a s  en ( I V -6 ), d e b e n  e x p r e ­

s a r s e  en f u n c i ó n  de la n u e v a  v a r i a b l e ,  h a c i é n d o s e  a d e m á s  el p a ­

so al l í m i t e  para — 9 0 0 H e c h o  esto o b t e n e m o s

t>,= i r a

K  = r* ^ • 9’ „  í , a*y/*-
77ÜQL, ~  TTa. <■ y 1 )

La i n t e g r a l  (IV— 10) r e s u l t a  e n t o n c e s
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- c lx  C ' - m .  Sa *  cfk> +
°ó

La p r i m e r a  i n t e g r a l  es i n m e d i a t a ,  I n t e g r a n d o  por p a r t e s  la 

s e g u n d a  r e s u l t a

/Cd  _  i / /
A  J / x » * b  I -e &• J *37T4. Ja* / 3 , —

H a c i e n d o  el c a m b i o  de v a r i a b l e

i ;  « O  f  c / ¿  -  a  'a *M  ^  J V

t> W ?

la i n t e g r a l  q u e d a

h - . Q - l  4 - m y

--------  ''2^*  e  í  ^  « o  (fi <J ip
TT cl J o

R e e m p l a z a n d o  en ( B -2 ) se o b t i e n e  una e x p r e s i ó n  i d é n t i c a  a 

(111- 13).

A P E N D I C E  C.

La i n t e g r a l

X  -  j  -T Chj*Xx X/U¿ % - 1) ,1-z
^  (C-1)

no es e x p r e s a b l e  m e d i a n t e  f u n c i o n e s  e l e m e n t a l e s  pero es p o s i -
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blo r e s o l v e r l a  en f o r m a  a p r o x i m a d a »  Pa r a  e s t o  v a m o s  a c a l c u ­

lar c u a l  es el v a l o r  m á x i m o  del i n t e r v a l o  de integración,, Los 

v a l o r e s  de los l í m i t e s  son

^  _ T2.
z

¿  - _JL 
2 r

(/-

La ú l t i m a  e x p r e s i ó n  p u ede e s c r i b i r s e  

- ~h
2

E n t o n e  es

W / T - W ' ?  (c - a >

1
Pa r a  e n c o n t r a r  el m á x i m o  de e s t a  f u n c i ó n  d e b e m o s  r e s o l v e r  la 

e c u a c  ión

_L __ [________ i___  ,  0
2 d t  ' z /F F 1 f7^y~

La ra í z  es

Z = - i -
3

R e e m p l a z a n d o  e s t e  v a l o r  en (C-2) o b t e n e m o s

< ^  -  * Í W x  ■ ° ’ 55 ( C - 3 )

A h o r a  e s c r i b i m o s  (C-l) de la s i g u i e n t e  m a n e r a

i v  .i'/* - (̂X- -e I % (* **• ¥~l) ¿r

d o nde



(C-4)

D e s a r r o l l a m o s  la e x p o n e n c i a l  h a s t a  el s e g u n d o  o r d e n

i  9 ( <* J F )  7_ 
* -  -f* +4 ¡jTT“ " ? T   ̂ L *  '

A h o r a  v a m o s  a r e e m p l a z a r  el á n g u l o  por el s e n o

Z  s u *  % Í P + J l x ( I -  & n  < e ¿ F ) <C_o)

En e s t a  ú l t i m a  e x p r e s i ó n  h e m o s  h e c h o  uso de la i d e n t i d a d

¿  t o  V 1 T  
* z

D e s a r r o l l a n d o  (C-5) y r e e m p l a z a n d o  en (C=*l) o b t e n e m o s

i ~  7 s ^ ' /?} t_¡( ^ - ,y h [A - i3 k i - c /7 ^ ' i

d o n d e

t - sen —  ¡ tx - - i -  ; ta .

y a d e m á s

A -  ( > + f , ) j 0  =  i f "  í " *  f *  ■*** ■? )  ■>' 

c =  ( f  • * « ? - f .  « • ? ;

I n t e g r a n d o  r e s u l t a  (I V - 1 2 )»

Pa r a  e s t i m a r  el e r r o r  de la a p r o x i m a c i ó n  c o n s i d e r a m o s  ú n i c a ­

m e n t e  el c a s o  ? > /  1 para e s t a r  s e g u r o s  de u n a  r á p i d a  c o n v e r ­

g e n c i a  en el d e s a r r o l l o  de la exponencial,, En  v e z  de (C-5 ) v a ­

m o s  a h a c e r  uso de (C-4) ya que en to d o  c a s o  el e r r o r  c o m e t i d o

- 53 -
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al r e e m p l a z a r  el á n g u l o  por el s e n o  es m e n o r  que el c o m e t i d o  

al r e e m p l a z a r  la e x p o n e n c i a l  por su d e s a r r o l l o  h a s t a  el s e g ú n  

do orden.

La i n t e g r a l  (C-l) es de la f o r m a

(C--6 )

y e n t o n c e s

y-"

AI  ̂J '
^7

d onde

= -€ —  l +

R e e m p l a z a n d o  en la e x p r e s i ó n  pa r a  ú  I r e s u l t a

A X =  ¿ Lr f y ( ^ ) i J r <

La ú l t i m a  d e s i g u a l d a d  es c o n s e c u e n c i a  de que

I r - r i '  <9,3

(C-7)

c o m o  p u e d e  v e r s e  e n s e g u i d a  de (C-3),

De (C-6 ) y (C-7) r e s u l t a

—  <  J y ,

x  j h  f

A los e f e c t o s  de e s t i m a r  el e r r o r  p o d e m o s  c o n s i d e r a r  que el c o ­

c i e n t e  de las i n t e g r a l e s  es i g u a l  a uno y e n t o n c e s

<41 <  (0,3 J3

X
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V - P R O B L E M A S  E X P E R I M E N T A L E S

En a u s e n c i a  de c a m p o  m a g n é t i c o  el e f e c t o  de b o r d e  q u e d a  g e ­

n e r a l m e n t e  e x p r e s a d o  por

d o n d e  -f/fl. es la r e l a c i ó n  e n t r e  el c a m i n o  l i b r e  m e d i o  y el es 

p e s o r  (o d i á m e t r o )  de la m u e s t r a ,  p es el c o e f i c i e n t e  de r e ­

f l e x i ó n  e s p e c u l a r  en la s u p e r f i c i e  y es la c o n d u c t i v i d a d  

i n t r í n s e c a  del m e t a l »

Lo q u e  se h a c e  e x p e r i m e n t a l m e n t e  es m e d i r  (T y l u e g o  c o m ­

p a r a r  los r e s u l t a d o s  c o n  los c á l c u l o s  t e ó r i c o s , P a r a  c a d a  tnues-’ 

tra las i n c o g n i t a s  son P> /  » y 6^ » E v i d e n t e m e n t e ,  la c o m ­

p a r a c i ó n  se s i m p l i f i c a  si se c o n o c e  el v a l o r  de p » T r a b a j o s  

p r e v i o s  en e f e c t o s  de b o r d e  (Andrew, 1949), y en e f e c t o  sk i n  

a n ó m a l o  ( C h a m b e r s ,  1 9 5 0  a), i n d i c a n  que el v a l o r  m á s  a c e p t a b l e  

es p = 0 .

La v a l i d e z  de la e c u a c i ó n  (1 ) es g e n e r a l ,  en c a m b i o  l*os c á l ­

c u l o s  t e ó r i c o s  de 6~ se b a s a n  en c i e r t a s  c o n d i c i o n e s  de i d e a l i ­

dad que no son l o g r a d a s  en la práctica,,

V a m o s  a a n a l i z a r  los dos h e c h o s  p r i n c i p a l e s  que p u e d e n  o r i ­

g i n a r  d e s a c u e r d o  e n t r e  los r e s u l t a d o s  t e ó r i c o s  y e x p e r i m e n t a ™

les •

C h o q u e  i n é l á s t i c o ;  C o m o  ya vi m o s ,  e s t e  tipo de c h o q u e  p u e d e  

i m p o s i b i l i t a r  la d e f i n i c i ó n  de un t i e m p o  de r e l a j a c i ó n ,  ya que 

é s t e  p u e d e  d e p e n d e r  de la f u e r z a  que a p a r t a  al s i s t e m a  de su 

e s t a d o  de e q u i l i b r i o .  Una f o r m a  o b v i a  de s o l u c i o n a r  e x p e r i m e n — 

t a l m e n t e  e s t a  d i f i c u l t a d ,  es b a j a r  s u f i c i e n t e m e n t e  la t e m p e r a ­

t u r a  h a s t a  que los c h o q u e s  s e a n  c a s i  e x c l u s i v a m e n t e  d e b i d o s  a

(1 )
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i m p e r f e c c i o n e s .  S i n  e m b a r g o ,  pa r a  que el e f e c t o  de b o r d e  sea 

v i s i b l e ,  el m e t a l  de b e  ser de p u r e z a  s u f i c i e n t e m e n t e  e l e v a d a  

c o m o  para que Á  sea del o r d e n  de CL » En m e t a l e s  c o n  t e m p e r a ­

tura de D e b y e  baja, es n e c e s a r i o  t r a b a j a r  a t e m p e r a t u r a s  por 

d e b a j o  de la de ba ñ o  de h e l i o  l i q u i d o  para a l c a n z a r  las c o n d i ­

c i o n e s  r e q u e r i d a s »  Por o t r a  parte, s i e m p r e  q u e  se t r a b a j e  d e n ­

tro del r a n g o  de v a l i d e z  de la l e y  de Ohm, es r a z o n a b l e  t r a t a r  

de d e s c r i b i r  el f e n ó m e n o  de c o n d u c t i v i d a d  m e d i a n t e  el c o n c e p t o  

de r e l a j a c i ó n .  Sin emb a r g o ,  3  no va a s e r  m i s m o  en la c o n ­

d u c t i v i d a d  e l é c t r i c a  que en la t é r m i c a ;  es t o  se d e b e  a que los 

c h o q u e s  no van a t e n e r  la m i s m a  e f e c t i v i d a d  en a m b o s  p r o c e s o s »  

Si los e l e c t r o n e s  son d i s p e r s a d o s  por i m p e r f e c c i o n e s  y fo- 

n o n e s ,  e n t o n c e s  va a t e ner s e n t i d o  h a b l a r  de un ^  s i e m p r e  que 

l a s  p r o h a b i l i d a d e s  de c h o q u e  s e an i n d e p e n d i e n t e s *  En este c a — 

so la p r o b a b i l i d a d  t o t a l  s e r á  la s u m a  de las p r o b a b i l i d a d e s  i n ­

d i v i d u a l e s  y e n t o n c e s

- — i -  + (2 )

3  <?i

E s t a  r e l a c i ó n  es c o n o c i d a  c o m o  la r e g l a  de M a t t h i e s e n ,  Aún 

c u a n d o  la r e g l a  no se v e r i f i q u e ,  las d e s v i a c i o n e s  no van a 

ser m u y  g r a n d e s  (Ziman, 1 9 6 2 ) , ( K o h l e r , 1949).

S u p e r f i c i e  de F e r m i  no e s f é r i c a ;  C u a n d o  la s u p e r f i c i e  de F e r ­

m i  no es e s f é r i c a ,  el t i e m p o  de r e l a j a c i ó n  va a ser en g e n e r a l  

f u n c i ó n  de la p o s i c i ó n  del e l e c t r ó n  s o b r e  la s u p e r f i c i e .  C o ­

m o  los c á l e u l o s  t e ó r i c o s  del e f e c t o  de b o r d e  s u p o n e n  q u e  3  es 

un n ú m e r o  , es p o s i b l e  que en a l g u n o s  c a s o s  el a c u e r d o  e ntre 

t e o r í a  y e x p e r i m e n t o  sea pobre. El s o d i o  es en es t e  s e n t i d o  

un m e t a l  c a s i  i d e a l  por t e n e r  s i m e t r í a  c ú b i c a  y una s u p e r f i c i e
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de F e r m i  c a s i  e s f é r i c a .  Sin e m b a r g o ,  en m e t a l e s  c o n  e s t r u c t u r a  

e l e c t r ó n i c a  m á s  c o m p l i c a d a ,  c o m o  m e r c u r i o  y e s t a ñ o ,  el a c u e r d o  

r e s u l t ó  bu e n o ,  (Andrew, 1 9 4 9 ) ,  A f a lta de u n a  t e o r í a  m á s  e x a c ­

ta, lo ú n i c o  que p u e d e  h r c e r s e  d e s d e  el p unto de v i s t a  e x p e r i ­

m e n t a l  es v e r  h a s t a  que p u n t o  las t e o r í a s  s i m p l e s  son c a p a c e s  

de d e s c r i b i r  el f e n ó m e n o .

O t r o  p r o b l e m a  es el de v a r i a r  e x p e r i m e n t a l m e n t e  la r e l a c i ó n  

Bn p r i n c i p i o ,  h a y  dos f o r m a s  p o s i b l e s .  Si se t r a b a j a  

on la z o n a  en que la r e s i s t e n c i a  no es r e s i d u a l ,  se p u e d e  v a ­

ri a r  Jl v a r i a n d o  la t e m p e r a t u r a .  E s t e  m é t o d o  es o b j e t a b l e  p o i ­

que co m o  (5̂  no p u e d e  ser m e d i d a  con la m u e s t r a  fina, es n e c e ­

s a r i o  h a c e r  m e d i c i o n e s  en una s u f i c i e n t e m e n t e  g r u e s a  y s u p o n e r  

que las p r o p i e d a d e s  i n t r í n s e c a s  de a m b a s  son i d é n t i c a s .  A d e m á s ,  

c o m o  ya vimos, es p o s i b l e  que la t e o r í a  deje de s e r  v á l i d a  c u a n ­

do la r e s i s t e n c i a  no es p u r a m e n t e  r e s i d u a l .

O t r o  m é t o d o  c o n s i s t e  en r e a l i z a r  m e d i c i o n e s  en m u e s t r a s  de 

d i f e r e n t e  e s p e s o r .  A q u í  se p r e s e n t a  una d i f i c u l t a d  s i m i l a r  a 

la a n t e r i o r  y es que no se p u e d e  a s e g u r a r  que t o d a s  xas m u e s ­

tras t e n g a n  el m i s m o  , En r e a l i d a d ,  es m u y  p o s i b l e  que no

lo tengan, ya que en el ca s o  de l á m i n a s ,  por e j e m p l o ,  las m á s  

f i n a s  t i e n e n  p r o b a b l e m e n t e  u n a  m a y o r  concentración. ..rr.pur--- 

zas y t e n s i o n e s  d e b i d o  al p r o c e s o  de l a m i n a c i ó n 0

T o d a s  e s t a s  d i f i c u l t a d e s  se r e s u e l v e n  h a c i e n d o  m e d i c i o n e s  

en p r e s e n c i a  de c a m p o  m a g n é t i c o .  C o n s  ido reíaos el c a s o  p a r ­

t i c u l a r  en que el c a m p o  sea p a r a l e l o  a la c o r r i e n t e .  C o m o  v i ­

mos, el e f e c t o  de b o r d e  se e x p r e s a  m e d i a n t e  la r e l a c i ó n

(3)
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d o n d e  r es el r a d i o  de g i r o  del e l e c t r ó n  en el c a m p o  m.>& 
o

tico* P a r a  un v a l o r  fijo de jP/a. , es p o s i b l e  o b t e n e r  una r

va e x p e r i m e n t a l  v a r i a n d o  el c a m p o .  Las i n c ó g n i t a s  a d e t e r m i n

m á s  a d e l a n t e .

C o n  es t e  t i p o  de m e d i c i o n e s ,  es p o s i b l e  o b t e n e r  i n f o r m a c i ó n  

u t i l i z a n d o  u n a  s o l a  m u e s t r a  a una s o l a  t e m p e r a t u r a ;  a d e m á s  de 

p o d e r  d e t e r m i n a r s e  el c a m i n o  l i b r e  m e d i o ,  se d e t e r m i n a  el i m ­

p u lso del e l e c t r ó n .  Los e x p e r i m e n t o s  en p r e s e n c i a  de c a m p o  

m a g n é t i c o  t i e n e n  un .inconveniente d e b i d o  a que en g e n e r a l  los 

m e t a l e s  p r e s e n t a n  m a g n e t o r r e s i s t e n c i a  i n t r í n s e c a ,  es d e c i r  que 

su r e s i s t e n c i a  es f u n c i ó n  del c a m p o ,  aún en a u s e n c i a  de e f e c t o s  

de borde. Hn c o n s e c u e n c i a  m e d i r  el e f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c o  puro 

es p r á c t i c a m e n t e  i m p o s i b l e .  Bn s o d i o  la m a g n e t o r r e s i s t e n c i a  

es m u y  baja y e n t o n c e s  el efec t o ,  de b o r d e  p u e d e  m e d i r s e  l i m ­

p i a m e n t e .  C h a m b e r s  (1950) ha h e c h o  m e d i c i o n e s  en a l a m b r e s  de 

este m e t a l  y ha e n c o n t r a d o  un b u e n  a c u e r d o  e n t r e  t e o r í a  y e x ­

pe r i men t o .

Hs p o s i b l e  dar a r g u m e n t o s  f e n o m e n o l ó g i c o s  q u e  p e r m i t e n  o b t e ­

n er el e f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c o  a p a r t i r  de los d a t o s  e x p e r i m e n t a ­

l es en m e t a l e s  no i d e a l e s .  El m é t o d o  es d e b i d o  a O l e e n  (1958) 

y se ba s a  en el s i g u i e n t e  a r g u m e n t o ;  En a u s e n c i a  de e f e c t o  de 

b o r d e  los m e t a l e s  c u m p l e n  con b a s t a n t e  g e n e r a l i d a d  la l e y

po n u l o .  F es una f u n c i ó n  q u e  puede ser d i f e r e n t e  para c a d a  

m e t a l .  La r e l a c i ó n  (4) se c o n o c e  c o m o  r e g l a  de K o h l e r .  Si bien

son JP , m v  , y , y el m é t o d o  de h a c e r l o  s e r á  e x p l i c a d o

(4)

d o n d e es la r e s i s t i v i d a d  m e d i d a  a c a m p o  y
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el m o d e l o  del e l e c t r ó n  l i b r e  no da m a g n e t o r r e s i s t e n c i a , lo 

p o d e m o s  u s a r  p a r a  t r a t a r  de i n t e r p r e t a r  que s i g n i f i c a d o  t i e n e  

la r e l a c i ó n  11/ f  (0) . H a c i e n d o  un s i m p l e  c á l c u l o  resul ta

— -  m e c f
m  - i r

d o n d e  n es el n ú m e r o  de e l e c t r o n e s  l i b r e s  por u n i d a d  de v o ­

lumen, e la c a r g a  y c la v e l o c i d a d  de la 3 uz . B n  ba s e  a

(5) p o d e m o s  d e c i r  que H / (0) da una idea de la r e l a c i ó n  

e n t r e  el c a m i n o  l i b r e  m e d i o  y el r a d i o  de g i r o  del e l e c t r ó n *

o lo que es lo m i s m o ,  de la r e l a c i ó n  e n t r e  la f r e c u e n c i a  ci~ 

c l o t r ó n i c a  y el t i e m p o  de r e l a j a c i ó n .  En g e n e r a l  se s u p o n e  

que el t i e m p o  de r e l a j a c i ó n  no se m o d i f i c a  por el e f e c t o  del 

c a m p o .  P o r  o t r a  parte, c u a n d o  h a y  e f e c t o s  de borde, se r e d u c e  

por d e b a j o  de su v a l o r  i n t r í n s e c o  d e b i d o  al c h o q u e  de los e l e c ­

t r o n e s  con las p a r e d e s  de la m u e s t r a .  En e s t e  c a s o  en vez de 

(4) d e b e m o s  p o n e r

f (H) es c o m o  a n t e s  l a  r e s i s t i v i d a d  m e d i d a  a c a m p o  II, (II) 

es la r e s i s t i v i d a d  q u e  se m e  d i r í a  en una m u e s t r a  c o n  el m i s m o  

Jl p e r o  sin m a g n e t o r r e s i s t e n c i a ,  y F es la m i s m a  f u n c i ó n  que 

en (4). Es n e c e s a r i o  e n t o n c e s  m e d i r  la m a g n e t o r r e s i s t e n c i a  de 

una m u e s t r a  g r u e s a  de m e t a l  q u e  se d e s e a  e s t u d i a r  para v e r i f i -  

c a r  que la r e g l a  de K o h l e r  es e f e c t i v a m e n t e  s a t i s f e c h a  por el 

m i s m o  y pa r a  d e t e r m i n a r  la f o r m a  de la f u n c i ó n ,  F . U n a  vez 

q ue F es c o n o c i d a  h a y  que o b t e n e r  /s ̂ ^  a P a r t i r  de (6). 

G o m o  f (II) a p a r e c e  en el a r g u m e n t o  de F , el c á l c u l o  es algo



6 0 -

l a b o r i o s o  y h a y  que ir h a c i e n d o  a p r o x i m a c i o n e s  s u c e s i v a s  peí’o 

el r e s u l t a d o  p u e d e  o b t e n e r s e  con t a n t a  e x a c t i t u d  c o m o  se q u i e r a .  

La v a l i d e z  de (6 ) es por s u p u e s t o  c u e s t i o n a b l e  pero por el 

m o m e n t o  es la ú n i c a  f o r m a  de p o d e r  d e d u c i r  los v a l o r e s  de ^ ^ ( H )  

a p a r t i r  de l o s  r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a l e s  y por lo t a n t o  n o s o ­

tros la s u p o n d r e m o s  v á l i d a *  La f ó r m u l a  (6 ) ha s i d o  u s a d a  por 

F o r s v o l l  y Ilolwech (1963 ) para el c a s o  de c a m p o  t r a n s v e r s a l  a 

la c o r r i e n t e  y por O l s e n  (1958) y L u tes y C l a y t o n  (1965) pa r a  

e f e c t o s  l o n g i t u d i n a l e s  en a l a m b r e s  de i n d i o  y a l u m i n i o  r e s p e c ­

t i v a m e n t e ,  S a l v o  en los r e s u l t a d o s  de O l s e n ,  los v a l o r e s  o b t e ­

n i d o s  m e d i a n t e  la ec» (6 ) r e s u l t a r o n  en bu e n  a c u e r d o  c o n  la t e o ­

ría» P o r  o t r a  p a r t e  de la C r u z  el al„ (a s e r  p u b l i c a d o  en P hys» 

P.ev. ) h a n  u t i l i z a d o  los d a t o s  de O l s e n  para h a c e r  la c o m p a r a c i ó n  

c o n  la t e o r í a  u s a n d o  un c r i t e r i o  d i f e r e n t e  en la d e t e r m i n a c i ó n  

de las c a n t i d a d e s  (5̂  > $  » y m v  que el u t i l i z a d o  por O l s e n ,  

y s i m i l a r  al que u t i l i z a r e m o s  n o s o t r o s ,  o b t e n i e n d o  de e s t a  m a ­

n e r a  un a c u e r d o  m u c h o  m e j o r »
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VI - D E T A L L E S  E X P E R I M E N T A L E S .

C o n s t r u e c i ón de l as m u e s t r a s .

El e f e c t o  de b o r d e  es t a n t o  m á s  p r o n u n c i a d o  c u a n t o  m e n o r  es 

la r e l a c i ó n  Sin e m b a r g o  no es s u f i c i e n t e  c o n  r e d u c i r  el

e s p e s o r  de la m u e s t r a  a la m i t a d  para que la r e l a c i ó n  q u e d e  r e ­

d u c i d a  en la m i s m a  p r o p o r c i ó n .  Es p o s i b l e  incltisive que c u a n ­

to m á s  fi n a  sea la m u e s t r a ,  m a y o r  sea la relación,, E s t o  se d e ­

be a que en el p r o c e s o  de l a m i n a c i ó n  se p u e d e n  ir i n t r o d u c i e n ­

do i m p u r e z a s  en f o r m a  tal de a c o r t a r  el c a m i n o  l i b r e  m e d i o .

H a y  que t e n e r  en c u e n t a  que c u a n t o  m a y o r  es la p u r e z a  del m a t e ­

rial con q u e  se t r a b a j a ,  m á s  s e r i a m e n t e  se va a v e r  a f e c t a d o  

el c a m i n o  l i b r e  m e d i o  por e f e c t o  de las i m p u r e z a s  introducidas,, 

C o n s e c u e n t e m e n t e ,  la l a m i n a c i ó n  se h i z o  p o n i e n d o  el m a t e r i a l  

e n t r e  dos p l a n c h a s  de t e f l ó n  las c u a l e s  f u e r o n  l i m p i a d a s  c u i ­

d a d o s a m e n t e  c o n  a c e t o n a .

Las m u e s t r a s  V, VI, VII, VIII, IX y X , u t i l i z a d a s  en las 

m e d i c i o n e s  de e f e c t o s  de b o r d e  f u e r o n  c o r t a d a s  en f o r m a  de l á ­

m i n a  ¿le a p r o x i m a d a m e n t e  de 0 , 4  cm, de ancho. El m a t e r i l a  era 

de p u r e z a  9 9 , 9 9 9 9 %  , s e g ú n  d a t o s  de la f á b r i c a  C o n s o l i d a t e d  

M i n i n g  and S m e l t i n g  C o m p a n y  of C a n a d a ,  L i m i t e d ,  Las m u e s t r a s  

I, II y III, u t i l i z a d a s  en la d e t e r m i n a c i ó n  de la f u n c i ó n  de 

K o h l e r ,  t e n í a n  la f o r m a  de un p r i s m a  r e c t a n g u l a r  de 0,2 por

0 , 2  cm. La m u e s t r a  I era del m i s m o  m a t e r i a l  q u e  l a s  d e l g a ­

das y el r e s t o  de m a t e r i a l  de p u r e z a  i n f e r i o r .

Los a l a m b r e s  para m e d i r  t e n s i ó n ,  er a n  de m a n g a n i n a  de 0 , 0 0 2 "  

y f i j a d a s  en p u n t o s  a l i n e a d o s  c o n  el eje de la m u e s t r a ,  a u n a  

d i s t a n c i a  de 3 cm, e n t r e  sí. P a r a  v e r i f i c a r  q u e  la s e p a r a c i ó n



- 62 -

e n t r e  a l a m b r e s  no a f e c t a b a  los r e s u l t a d o s ,  se f i j a r o n  dos a l a m ­

b r e s  m á s  a la m u e s t r a  III, s e p a r a d o s  e n t r e  sí u n a  d i s t a n c i a  de 

1,5 c m , • los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  en e s t e  c a s o  son los q u e  i d e n ­

t i f i c a m o s  c o m o  m u e s t r a  IV»

En t o das l a s  m u e s t r a s ,  los a l a m b r e s  de t e n s i ó n  se f i j a r o n  

m e d i a n t e  s o l d a d u r a  de punto» P a r a  e s t o  fue n e c e s a r i o  a p l a n a r  

l i g e r a m e n t e  el a l a m b r e  de m a n g a n i n a  en la z o n a  en que se d e s b a ­

ba s o l d a r .

La m u e s t r a  de i n d i o  se c o l o c a b a  s o b r e  un e l e c t o d o  plano» e n ­

c i m a  de ella, y en l u g a r  c o n v e n i e n t e ,  se c o l o c a b a  la m a n g a n i n a  

a p l a n a d a ,  y s o b r e  la m a n g a n i n a  se a p o y a b a  el o t r o  e l e c t r o d o ,  

q ue t e n í a  f o r m a  c ó n i c a #  A m b o s  e l e c t r o d o s  e r a n  de c o b r e .  La 

s o l d a d o r a  se c a r g a b a  con un c i e r t o  v o l t a j e  que l u e g o  era d e s ­

c a r g a d o  a t r a v é s  de los e l e c t r o d o s  y la m u e s t r a *  Los dos f a c ­

t o r e s  que h a y  que r e g u l a r  pa r a  o b t e n e r  una b u e n a  s o l d a d u r a  son 

el v o l t a j e  de c a r g a  y la p r e s i ó n  del e l e c t r o d o  c ó n i c o  s o b r e  el 

a l a m b r e .  C o m o  el i n d i o  es un m a t e r i a l  m u y  b l a n d o ,  lo que se 

h i z o  fue e l e g i r  una p r e s i ó n  tal q u e  no lo d e f o r m e  y l u e g o  se 

fue v a r i a n d o  el v o l t a j e  de c a r g a  h a s t a  que se o b t u v o  u n a  s o l ­

d a d u r a  de b u e n a  c a l i d a d »  H a y  q u e  t e n e r  en c u e n t a  que el m é t o ­

do se b a s a  en el r e l a t i v a m e n t e  m a l  c o n t a c t o  e l é c t r i c o  e n t r e  las 

p i e z a s  a s o l d a r s e *  U n a  v e z  f i j a d o  el v o l t a j e  c o n v e n i e n t e  pa r a  

una p r e s i ó n  d a d a  h a y  que m a n t e n e r  a es t a  ú l t i m a »  Si la p r e ­

s i ó n  se a u m e n t a  el i n d i o  se d e f o r m a ,  el c o n t a c t o  e n t r e  é s t e  

y la m a n g a n i n a  m e j o r a  y e n t o n c e s  n o  s u e l d a .  Si se d i s m i n u y e

p u e d e  s u c e d e r  q u e  el c o n t a c t o  e m p e o r e  lo s u f i c i e n t e  c o m o  p a r a  

q ue el c a l o r  q u e  se d e s a r r o l l e  f u n d a  al in d i o »  Bs i m p o r t a n t e

t a m b i é n  q u e  el e l e c t r o d o  c ó n i c o  y el a l a m b r e  e s t é n  bien l i m ­

pios p o r q u e  s i n o  el c o n t a c t o  es m a l o  y la m a n g a n i n a  se s u e l d a  

al e l e c t r o d o  e i n c l u s i v e  p u e d e  f u n d i r s e .
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O p e r a n d o  en la f o r m a  que a c a b a m o s  de d e s c r i b i r  y t e n i e n d o  

en c u e n t a  t o d a s  las p r e c a u c i o n e s ,  se l o g r a r o n  s o l d a d u r a s  de 

b u e n a  c a l i d a d ,  f i r m e s  y l o c a l i z a d a s  d e n t r o  de un á r e a  de a™ 

p r o x i m a d a m e n t e  0 , 1  mm, de d i á m e t r o .

P a r a  e v i t a r  p r o b l e m a s  de d i f e r e n c i a  de d i l a t a c i ó n  e n t r e  

m u e s t r a  y s o p o r t e ,  las p r o b e t a s  se m o n t a r o n  s o b r e  u n a  e s p á ­

tula de indio, e n v u e l t a  en m y l a r  de 0 , 0 0 7 5 "  de e s p e s o r  p a r a

a i s l a r l a  e l é c t r i c a m e n t e .  La f i j a c i ó n  se h i z o  u t i l i z a n d o  b a r ­

n i z  G.E. 7031.

T o d a s  las m u e s t r a s  que e s t a b a n  m o n t a d a s  s o b r e  una e s p á t u l a ,  

que e r a n  c u a t r o  o cinco, se c o n e c t a b a n  en s e r i e  p a r a  p o d e r  u — 

t i l i z a r  un s o l o  c i r c u i t o  de c o r r i e n t e .  Los a l a m b r e s  de i n t e r ™  

c o n e c c i ó n  e r a n  de indio. Los a l a m b r e s  de e n t r a d a  y s a l i d a  er a n  

t a m b i é n  de i n d i o  h a s t a  u n o s  d i e z  c e n t í m e t r o s  de la m u e s t r a  y 

l u e g o  se c o n t i n u a b a n  c o n  c o b r e .  De e s t a  f o r m a  se e v i t a r o n  e-= 

f e c t o s  t e r m o e l é c t r i c o s  i n d e s e a b l e s »

Los a l a m b r e s  de i n d i o  se s o l d a r o n  d i r e c t a m e n t e  a la m u e s t r a ,  

sin u s a r  n i n g ú n  t i p o  de s o l d a d u r a ,  u t i l i z a n d o  un s o l d a d o r  e l é c ­

t r i c o  y f l u j o  D i v e o  H e a v y  Duty. La s e p a r a c i ó n  e n t r e  l o s  a l a m ­

bres de c o r r i e n t e  y t e n s i ó n  fue s i e m p r e  m a y o r  que 0 , 5  cm. Por 

ú l t i m o  las m u e s t r a s  f u e r o n  r e c o c i d a s  a 50° G por v e i n t i c u a ­

tro ho r a s »

C u a n d o  el s i s t e m a  e s t u v o  a 4,2° K , las f u e r z a s  e l e c t r o m o ­

t r i c e s  e s p ú r e a s  f u e r o n  del o r d e n  de a l g u n o s  m i c r o v o l t i o s . P a ­

ra e v i t a r  e s t e  e f e c t o ,  los a l a m b r e s  de t e n s i ó n  se c o r t a r o n  a 

a l g u n o s  c e n t í m e t r o s  de las s o l d a d u r a s  y se c o n t i n u a r o n  c o n  c o ­

bre h a s t a  t e m p e r a t u r a  a m b i e n t e .  De e s t a  forma, y c u a n d o  el 

e x t r e m o  frío de los a l a m b r e s  de c o b r e  e s t a b a  s u m e r g i d o  en el 

baño de helio, las fem. e s p ú r e a s  se r e d u j e r o n  a un f a c t o r  diez.
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Para a v e r i g u a r  si los r e s u l t a d o s  d e p e n d í a n  del ti p o  de f i j a ­

ción, y t a m b i é n  del m a t e r i a l  de los a l a m b r e s  de t e n s i ó n s se f a ­

b r i c ó  una m u e s t r a  en la que la m a n g a n i n a  se r e e m p l a z ó  por ind i o »  

La f i j a c i ó n  c o n s i s t i ó  s i m p l e m e n t e  en p r e s i o n a r  en fr í o  el a l a m ­

bre c o n t r a  la m u e s t r a .  La s o l d a d u r a  r e s u l t ó  s e r  m e n o s  r e s i s t e n ­

te y no tan l o c a l i z a d a  c o m o  c o n  ol m é t o d o  a n t e r i o r .

M é t o d o  de M e d i c i ó n

L a s  m e d i d a s  de r e s i s t e n c i a  se h i c i e r o n  c i r c u l a n d o  u n a  c o r r i e n  

te por la m u e s t r a  y m i d i e n d o  la c a í d a  de t e n s i ó n ,  La c o r r i e n t e  

se m i d i ó  con un a m p e r í m e t r o  W e s t o n  m o d e l o  931 de 3 A m p 0 f o n d o  de 

e s c a l a ;  el v o l t a j e  con un m i l i m i c r o v o l t í m e t r o  K e i t h l e y  m o d e l o  

149, con una s e n s i b i l i d a d  m á x i m a  de 0,1 m i c r o v o l  f o n d o  de e s ­

c ala.

Un s e r i o  i n c o n v e n i e n t e  r e s u l t ó  ser el r u i d o  q u e  e n t r a b a  en 

la m u e s t r a  por e f e c t o  de r u i d o s  en el c a m p o  del e l e c t r o i m á n .

C o m o  el K e i t h l e y  t i e n e  s a l i d a  para r e g i s t r a d o r ,  á ■:'' se u t i l i ­

zó pa r a  m a n d a r  la s e ñ a l  a t r a v é s  de un f i l t r o  a o t r o  i n s t r u m e n ­

to, El c i r c u i t o  u s a d o  se m u e s t r a  en la fig, 7 „ La r e s i s t e n ­

cia v a r i a b l e  R se a j u s t ó  en f o r m a  tal que la l e c t u r a  en el 

i n s t r u m e n t o  f u e r a  d i r e c t a .  U n a  v e z  f i j a d o  el v a l o r  de R , que 

fue de ap r o x .  1 3 0  ohm, se v e r i f i c ó  q u e  la l e c t u r a  era d i r e c t a  

en toda la e s c a l a  y en t odos los r a n g o s  a u t i l i z a r .

El c i r c u i t o  de c o r r i e n t e  c o n s i s t i ó  en una b a t e r í a  en s e r i e  

c o n  la m u e s t r a ,  una r e s i s t e n c i a  v a r i a b l e  y u n a  l l a v e  q u e  p e r m i ­

tía i n v e r t i r  el s e n t i d o  de la c o r r i e n t e .

S a l v o  en el i n t e r i o r  del c r i ó s t a t o ,  t o d o s  los c a b l e s ,  t a n t o  

en el c i r c u i t o  de t e n s i ó n  c o m o  en el de c o r r i e n t e ,  se b l i n d a r o n



- 65 -

con malla de cobre y se pusieron dentro de un caño de hierro* 

Los elementos tales como condensadores» resistencias etc*» se 

colocaron dentro de cajas de hierro.

El Keithley tiene un sistema que permite compensar las fem, 

espúreas* Igualmente los Valores se contrastaron con los ob­

tenidos con el método de invertir la corriente) comprobándose 

que coincidían*

Se hicieron mediciones utilizando diferentes valores de 

corriente para asegurar que los resultados eran independien­

tes de ésta. Bl valor final se fijó en 2 Amp, El campo m a g ­

nético se midió utilizando un gaussimetro de bobina rotante*

En todos los experimentos se hicieron mediciones girando el 

campo en 180° y en ningún caso se observó efecto alguno. El 

factor de geometria de las muestras se determinó midiendo la 

resistencia eléctrica de cada una a temperatura ambiente y to­

mando como valor para la resisten©!» específica del indio a 

esta temperatura

según datos de WADD Technical Report 60-56 part IV (N,B,S. 

Boulder» Colorado, 1961),

6
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V I 1  - R E S U L T A D O S  Y C O N C L U S  I O NES

M a g n e t o r r e s i s t e n c i a  I n t r í n s e c a .

Las m e d i c i o n e s  de m a g n e t o r r e s i s t e n c i a  se h i c i e r o n  a 4 s2°Iv 

u t i l i z a n d o  v a r i a s  m u e s t r a s .  Los r e s u l t a d o s  para las m u e s t r a s  

I, II, III, IV p u e d e n  v e r s e  en la fig. 8 y las c a r a c t e r í s t i ­

cas p r i n c i p a l e s  de c a d a  una de e l l a s  se d e t a l l a n  en la t a b l a

I, Los v a l o r e s  o b t e n i d o s  con o t r a s  m u e s t r a s  es t u v i e r o n  en 

b u e n  a c u e r d o  c o n  los d ados aquí.

Las m u e s t r a s  II, III, y IV, por ser de m e n o r  pure z a ,  se e n ­

c o n t r a b a n  en la z o n a  de r e s i s t e n c i a  r e s i d u a l  a 4 ,2 °K, en c a m b i o  

la r e s i s t e n c i a  de la m u e s t r a  I era t o d a v í a  f u n c i ó n  de la t e m ­

p e r a t u r a  .

De los r e s u l t a d o s  de la fig. 8 se d e d u c e  q u e  la r e g l a  de K o h ­

ler se c u m p l e  ya que es i n d e p e n d i e n t e  de la p u r e z a  y t a m ­

bi é n  de si el m a t e r i a l  está o no en la z o n a  r e s i d u a l .

C o m o  d e b i d o  al r u ido p r o v e n i e n t e  del e l e c t r o i m á n  no se p u d i e ­

ron o b t e n e r  b u e n o s  d a t o s  con la m u e s t r a  I a 1 ,4 °K, se d e b i ó  

s u p o n e r  que la f u n c i ó n  de K o h l e r  es la m i s m a  a e s t a  t e m p e r a t u r a .  

E s t a  s u p o s i c i ó n  es t á  j u s t i f i c a d a  p o r q u e  la f u n c i ó n  es i n d e p e n ­

d i e n t e  de la p u r e z a .  T a m b i é n  es l í c i t o  s u p o n e r  que los r e s u l ­

t a d o s  no e s t á n  a f e c t a d o s  por e f e c t o s  de b o r d e  ya que d e b i d o  a 

las d i f e r e n t e s  p u r e z a s ,  la r e l a c i ó n  e n t r e  e s p e s o r  y c a m i n o  l i ­

bre m e d i o  es m u y  d i f e r e n t e  para c a d a  m u e s t r a .

La f u n c i ó n  de K o h l e r  que o b t u v i m o s  no c o i n c i d e  c o n  la o b t e ­

n i d a  p r e v i a m e n t e  c o n  O l s e n .  C o m o  este a u t o r  u t i l i z a  para m e ­

dir t e n s i ó n  a l a m b r e s  de indio, los c u a l e s  f u e r o n  s o l d a d o s  en 

frío, se p r e p a r a r o n  dos m u e s t r a s ,  una en f o r m a  de a l a m b r e  y
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o t r a  en f o r m a  de p r i s m a  u s a n d o  esta t é c n i c a »  Los r e s u l t a d o s  

o b t e n i d o s  así c o i n c i d i e r o n  c o n  los n u e s t r o s  a n t e r i o r e s .  F i ­

n a l m e n t e ,  y para v e r i f i c a r  la c a l i d a d  de n u e s t r o  e q u i p o  de m e ­

dición, se m i d i ó  la m a g n e t o r r e s i s t e n c i a  do una m u e s t r a  de a l u ­

m i n i o ,  Los r e s u l t a d o s  c o i n c i d i e r o n  con los o b t e n i d o s  p r e v i a ­

m e n t e  por L u t e s  y C l a y t o n  (1965),

H fee to M a g n e t o m ó r f l co

Las m e d i c i o n e s  se h i c i e r o n  a 4,2 y 1 ,4 °K en se i s  m u e s t r a s  

c u y a s  c a r a c t e r í s t i c a s  y d i m e n s i o n e s  se d e t a l l a n  en la t a b l a  II, 

C o m o  se m e n c i o n ó  a n t e r i o r m e n t e ,  los v a l o r e s  m e d i d o s  son la 

s u p e r p o s i c i ó n  del e f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c o  y de la m a g n e t o r r e s i s -  

tenc i a .  P a r a  d e s c o n t a r  a e s t a  ú l t i m a  se usó la f u n c i ó n  de K o h ­

l e r  m e d i d a  en las m u e s t r a s  g r u e s a s  y la r e g l a  de Kohl e r mo di fin­

c a d a  por O l s e n  dada en la e c , (6 ), De es t a  f o r m a  se o b t u v o  % . W  

Para c a d a  m u e s t r a .

Las c u r v a s  t e ó r i c a s  de e f e c t o  m a g n e t o m ó r f  ico áa.. la r e l a c i ó n  

en f u n c i ó n  de la v a r i a b l e yLi - fj , d onde

o (  = Ci e /mvc

s i e n d o  (X- el e s p e s o r  de la m u e s t r a ,  e y m v  la c a r g a  y el 

i m p u l s o  del e l e c t r ó n  r e s p e c t i v a m e n t e  y c la v e l o c i d a d  de la 

luz. Por o t r a  p a r t e  lo que se c o n o c e  e x p e r i m e n t a l m e n t e  es 

en f u n c i ó n  del c a m p o  m a g n é t i c o .  Lo q u e  h a y  que d e t e r m i n a r  es 

c u a l e s  son los m e j o r e s  v a l o r e s  de ?c Y que dan el m e j o r

a c u e r d o  e n t r e  y J » , P a r a  es t o  se g r a f i c a r o n  las c u r v a s

t e ó r i c a s  en p a p e l  log, log. S o b r e  el g r á f i c o  se c o l o c ó  un p a ­

pel t r a n s p a r e n t e  y se g r á f i c o  d f *  en f u n c i ó n  de bH; ¿V y b 

son dos n ú m e r o s  a r b i t r a r i o s  que se e l e g í a n  c o n v e n i e n t e m e n t e  pa-
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ra que la c u r v a  r e s u l t a r a  d e n t r o  dol gráfico,, G o m o  el g r á f i c o  

es l o g a r í t m i c o ,  la m u l t i p l i c a c i ó n  por c o n s t a n t e s  es e q u i v a l e n t e  

a c o r r e r  el o r i g e n .  L u e g o  se d e s p l a z a b a  el p a pel t r a n s p a r e n t e ,  

t e n i e n d o  c u i d a d o  en no g i r a r l o ,  h a s t a  e n c o n t r a r  la c u r v a  t e ó r i ­

ca que m e j o r  c o i n c i d í a  con la que e s t a b a  d i b u j a d a  en el p a p e l c 

Una v e z  e n c o n t r a d a  se e l e g í a  un p u n t o  d o n d e  las c u r v a s  c o i n c i ­

dían e x a c t a m e n t e .  El v a l o r  de Z 4 c o r r e s p o n d i e n t e  a la a b o i s a  

del p u n t o  t e ó r i c o ,  d i v i d i d o  por el de II , c o r r e o  pon d i e n t e  a 

la del e x p e r i m e n t a l ,  dió el v a l o r  de o¿ « I g u a l m e n t e ,  d i v i d i e n ­

do el v a l o r  de la o r d e n a d a  del p u n t o  e x p e r i m e n t a l  por la del 

t e ó r i c o  se o b t u v o  P. El v a l o r  de fJP e s t á  da d o  por el v a m

lo r  del p a r á m e t r o  c o r r e s p o n d i e n t e  a la c u r v a  t e ó r i c a  e l e g i d a e 

C o n  los d a tos o b t e n i d o s  a 4j,2°Ks no fue p o s i b l e  e n c o n t r a r  

n i n g u n a  c o i n c i d e n c i a .  Es t o  p u ede d e b e r s e  a que en es t a  t e m p e ­

r a t u r a  las m u e s t r a s  no e s t a b a n  t o d a v í a  en la z o n a  r e s i d u a l .

C o m o  v i m o s  antes, es p o s i b l e  que la t e o r í a  s i m p l e  que e s t a m o s  

u s a n d o  no sea c a p a z  de d e s c r i b i r  el f e n ó m e n o  c u a n d o  h a y  i n t e ­

r a c c i ó n  e l e c t r ó n  fonón. Es t o  p a r e c e r í a  i n d i c a r  que la r e gla 

de M a t t h i e s s e n  no es v á l i d a  en e s t e  caso. O l s e n  (.1958, 19 6 2  ) 

ha s u g e r i d o  que la d i s p e r s i ó n  de e l e c t r o n e s  por fonones-, que 

a b a j a s  t e m p e r a t u r a s  r e s u l t a  en una d e f l e c e i ó n  del m o v i m i e n t o  

del e l e c t r ó n  en p e q u e ñ o s  á n g u l o s ,  p u e d e  ser m u c h o  m á s  e f e c t i ­

va en m u e s t r a s  f i n a s  que en g r u e s a s .  E s t o  se de b e  a que un e™ 

l e c t r ó n  q u e  se m u e v e  en d i r e c c i ó n  c a s i  p a r a l e l a  a la s u p e r f i c i e  

de la m u e s t r a  puede, por e f e c t o  de una c o l i s i ó n  con un fonón, 

ser e n v i a d o  h a c i a  el b o r d e  y a l l í  h a c e r  un c h o q u e  d i f uso. Un 

m e c a n i s m o  c o m o  és t e  i n v a l i d a  la r e g l a  de M a t t h i e s s e n  ya que 

los t i e m p o s  de r e l a j a c i ó n  no son e s t r i c t a m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s „ 

Los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  a 1 ,4 °K se p u e d e n  ver en la f i g . 9
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y en la t a b l a  II . Los p u n t o s  de las f i g u r a s  c o r r e s p o n d e n  a 

los v a l o r e s  m e d i d o s  y las c u r v a s  son las que r e s u l t a n  de s u m a r ­

le la m a g n e t o r r e s i s t e n c i a  a la e l e g i d a  en c a d a  caso» Para 

e s t o  se h i z o  uso de la ec.(fa), Los m á x i m o s  que se o b s e r v a n  t i e ­

nen m u y  poco que v e r  con los p r e d i c h o s  por la t e o ría; se d e ben 

a que la m a g n e t o r r e s i s t e n c i a  es s i e m p r e  c r e c i e n t e  y en c a m b i o  

el e f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c o  t i e n d e  en ú l t i m o  c a s o  a b a j a r  el v a ­

lor de la r e s i s t e n c i a  total* E s t e  tipo de c o m p o r t a m i e n t o  so 

o b s e r v a  t a m b i é n  en a l a m b r e s ,  para los c u a l e s  la t e o r í a  p r e d i c e  

d e c r e c i m i e n t o  m o n o t o n o  c u a n d o  s o l o  se t i e n e  en c u e n t a  el e-un

f e c t o  de borde. U n a  c o m p a r a c i ó n  de £  Y > para las m u e s t r a s  

VIII, IX y X se p u e d e  ver en la fig» 10 „ En la z o n a  del máxi' 

m o  la c o i n c i d e n c i a  no es m u y  buena» Y i - H a n  Kao ha e n c o n t r a d o  

la r e l a c i ó n

f - f )  ^  ( i )
V  ' i j e /

v á l i d a  d e n t r o  de un 1 0 %  y pa r a  0 , 0 1  $  ^  $  1 „ A q u í  (t/j* 

es el v a l o r  pa r a  el c u a l  ^  es m á x i m o »  Es t a  r e l a c i ó n  p e r m i t e  

d e d u c i r  m v  si j) es c o n o c i d o  y v i c e v e r s a »  N o s o t r o s  h e m o s  p r o ­

f e r i d o  d e t e r m i n a r  los v a l o r e s  de e s t o s  p a r á m e t r o s  i m p o n i e n d o  

la c o n d i c i ó n  q u e  el a c u e r d o  sea lo mejoi 1 p o s i b l e  en todo el r a n ­

go de m e d i c i ó n ,  en vez de h a c e r  uso de la r e l a c i ó n  dada en la 

e c . ( l ) ,  lo c u a l  i m p l i c a r í a  d a r l e  m a y o r  peso a la zo n a  del m á x i m o »

C o m o  se ve en la fig. 10  C, la c u r v a  c o r r e s p o n d i e n t e  a f 

en la m u e s t r a  X, no p r e s e n t a  un m á x i m o .  Lo m i s m o  se pudo o b ­

s e r v a r  en la m u e s t r a  V . E s t o  se debe a que por ser /  y en­

g r a n d e s ,  el m á x i m o  se e n c u e n t r a  en la z o n a  en q u e  el m a t e r i a l  

es t á  en e s t a d o  s u p e r c o n d u c t o r .

C o m p a r a n d o  l o s  r e s u l t a d o s  y las c u r v a s  t e ó r i c a s  con el m é t o ™
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do que h e m o s  d c s c r i p t o ,  es p o s i b l e  d e t e r m i n a r  el v a l o r  de m v  

d e n t r o  de un 7%, y c o m o  p u ede v e r s e  en la t a b l a  II , los v a l o ­

res o b t e n i d o s  con las d i f e r e n t e s  m u e s t r a s  c o i n c i d e n  d e n t r o  do 

e s t e  error. El v a l o r  p r o m e d i o  de m v  es l , 5 g , c m , / s e g ,  ,

C o m p a r a c i ó n  con o t r o s  r e s u l t a d o s

H a s t a  el m o m e n t o ,  las ú n i c a s  m e d i c i o n e s  de e f e c t o  ¡r.ugneto- 

m ó r f i c o  l o n g i t u d i n a l  en i n d i o  h a n  s i d o  h e c h a s  por O l s e n  (1958 )t 

en a l a m b r e s .  C o m o  d i j i m o s  a n t e r i o r m e n t e ,  es t e  a u t o r  no e n c o n ­

tró n i n g ú n  a c u e r d o  r a z o n a b l e  e n t r e  t e o r í a  y e x p e r i m e n t o .  S o l a ™  

m e n t e  pudo l o g r a r  un a c u e r d o  en la z o n a  de c a m p o s  bajos, s u p o ­

n i e n d o  un i m p u l s o  i gual a a p r o x i m a d a m e n t e  tres v e c e s  el v a l o r  

que p r e d i c e  la t e o r í a  del e l e c t r ó n  libre. P a r a  l o g r a r  c o i n c i ­

d e n c i a  en c a m p o s  a l t o s  d e b i ó  s u p o n e r  un v a l o r  de on c e  v e c e s  el 

v a l o r  del e l e c t r ó n  libre. S i n  e m b a r g o  O l s e n  s u p o n e  que todas 

las m u e s t r a s  t i e n e n  el m i s m o  c a m i n o  l i b r e  m e d i o »  y c o m o  ya h e ­

m o s  d i s c u t i d o ,  e s t a  s u p o s i c i ó n  es d u d o s a  p o r q u e  uííc* s i t u a c i ó n  

tal es m u y  d i f í c i l  de l o g r a r  e x p e r i m e n t a l m e n t e .

En la t a b l a  III se m u e s t r a n  los v a l o r e s  de ?0 P  y m v  o b t e ­

n i d o s  por de la C r u z  et al» c o m p a r a n d o  los d a t o s  de O l s e n  con 

la t e o ría, u s a n d o  el m é t o d o  que h e m o s  d e t a l l a d o  a n t e r i o r m e n t e .  

Los v a l o r e s  de i m p u l s o  c a l c u l a d o s  de es t a  m a n e r a  e s t á n  en 

b u e n  a c u e r d o  c o n  los o b t e n i d o s  con n ú e s t r a s  m e d i c i o n e s  en l á ­

m i n a s .  Por o t r a  p a r t e  C o t t i  (1961) o b t u v o  a p a r t i r  de m e d i -

-19
c i o n e s  de e f e c t o  S o n d h e i m e r  el v a l o r  m v  = 1 0 g . c m , / s e g , .

S in e m b a r g o  F o r s v o l l  y H o l w e c h  (1964) m i d i e n d o  el m i s m o  e f e c t o
-19

o b t u v i e r o n  m v  = 1 , 3  1 0 g , c m . / s e g , .  E s t e  r e s u l t a d o  está en 

b a s t a n t e  b u e n  a c u e r d o  c o n  el o b t e n i d o  por n o s o t r o s .
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HI v a l o r  p r o m e d i o  de fQ )¡ en t a b l a  III os s u p e r i o r  al n ú e s

tro. E s t e  v a l o r  d e b e r í a  ser el m i s m o  ya que es una c o n s t a n t e

del m a t e r i a l »  Hn la t abla IV se m u e s t r a n  los v a l o r e s  p r o m e d i o  

o b t e n i d o s  con a l a m b r e s  y l á m i n a s ,  y t a m b i é n  el v a l o r  c o n s i d e r a ­

do c o m o  el m e j o r ,  o b t e n i d o  a p a r t i r  de m e d i c i o n e s  de e f e c t o  s k i n  

a n ó m a l o ,  s e g ú n  dato de Ba t e  et al, (1963 ) „ E s t o s  a u t o r e s  han p.~ 

n a l i z a d o  el c a s o  de a l a m b r e s  en c o n d i c i o n e s  en que el c a m i n o  

l i b r e  m e d i o  es a n i s ó t r o p o ,  y l l e g a n  a la c o n c l u s i ó n  quo la a 

p r o x i m a c i ó n  de $  i s ó t o p o  p uede s e r  b u e n a  c u a n d o  el e l e c t r ó n  d e ­

be a t r a v e s a r  v a r i o s  c r i s t a l e s  a n t e s  de a l c a n z a r  la superficie,,

Un m u e s t r a s  d e l g a d a s  este no es el ca s o  y pa r a  un c i l i n d r o ,  p u e ­

de c o n s i d e r a r s e  que la m u e s t r a  es un p o l i c r i s t a l  u n i d i m e n s i o n a l .

r e s u l t a  ser m a y o r  que el que se m e d i r í a  en una m u e s t r a  gruesa. 

En es t e  s e n t i d o ,  una l á m i n a  es un p o l i c r i s t a l  b-idimensional y

i n t e r m e d i o  e n t r e  el m e d i d o  c o n  e f e c t o  s k i n  a n ó m a l o  y en a l a m ­

bres .

En c o n c l u s i ó n ,  los r e s u l t a d o s  i n d i c a n  que es p o s i b l e  e n c o n ­

t r a r  un v a l o r  de i m p u l s o  en f o r m a  tal de h a c e r  c o i n c i d i r  las 

c u r v a s  t e ó r i c a s  con las e x p e r i m e n t a l e s »  E s t e  v a l o r  es t á  en 

buen a c u e r d o  c o n  el m e d i d o  con e f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c o  l o n g i t u ­

d i n a l  en a l a m b r e s  y con e f e c t o  S o n d h e i m e r ,  Sin e m b a r g o ,  c o m o  

el i n d i o  t i e n e  una s u p e r f i c i e  de F e r m i  no e s f é r i c a ,  m e d i c i o n e s  

en m o n o c r i s t a l e s  d a r í a n  el v a l o r  m á x i m o  del i m p u l s o  n o r m a l  a 

la d i r e c c i ó n  de c r e c i m i e n t o .  De e s t a  forma, h a c i e n d o  m e d i c i o ­

nes en m o n o c r i s t a l e s  c r e c i d o s  en d i f e r e n t e s  d i r e c c i o n e s ,  s e r í a  

p o s i b l e  o b t e n e r  una i n f o r m a c i ó n  m á s  d e t a l l a d a  s o b r e  la s u p e r ­

f i c i e  de F e r m i  clef m e t a l .

La c o n s e c u e n c i a  de es t o m e d i d o  en a l a m b r e s  d e l g a d o s

e s t o  p o d r í a  s e r  la c a u s a  de que el v a l o r o b t e n i d o  sea
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T A B L A  I

D i m e n s i o n e s  y r e s i s t i v i d a d  i n t r í n s e c a  ) de las m u e s t r a s  usa-* o
das en la d e t e r m i n a c i ó n  de la r e g l a  de K © h l e r  para indio»

M u e s t r a  Fs p e s o r  (cm.) 1 0 ^  ( JT. cm* )

I 0,2 43

II 0 , 2  179

III 0 , 2  68

IV 0,2 6 8

T A B L A  II

V a l o r e s  e x p e r i m e n t a l e s  de y m v  o b t e n i d o s  a p a r ­

tir de m e d i c i o n e s  en l á m i n a s  d e l g a d a s »

f i o 10 > 0 U-4 O to

Pof- 11
19mv 10 CU

Muestra ( _n_ cm. ) (cm. ) (-A- cm?) (g.cm.seg, 1) (cm, )
V 1,3 7 , 25 0,94 1 , 45 0,012
VI 2 , 84 3 , 47 0,98 1,56 0,005 5
VII 2,72 3, 31 0, 90 1 ,53 0,003 3
VIII 3,62 2 , 46 0,89 1, 49 0,003 2
IX 1,76 5 , 00 0,88 1,55 0,0065
X 1, 32 6 , 8 0, 90 1, 40 0,011

= e s p e s o r

- c a m i n o  l i b r e  m e d i o

íjq - r e s i s t i v i d a d  i n t r í n s e c a  

m v  = i m p u l s o  e l e c t r ó n i c o
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T A B L A  III

V a l o r e s  e x p e r i m e n t a l e s  de h  P o i  , y m v  o b t e n i d o s  a p a r t i r  

de d a t o s  de O l o e n  en a l m b r e s ,  u s a n d o  la r e g l a  de K o n l o r  de fig:

d  fo- 1 0

(cm. ) ( i l c m ,  ) (cm, )

/ i o 2 f j  lo1

( Jlciri, )

m v  10

(g„ cm, s e g D

0 ,006 1 5 , 0 0 , 8 6 1 »31 1 , 3 9

0 ,0035 1 2 , 1 0, 94 1 ,14 1, 32

0 ,031 GO CA 1 , 8 2 1 ,5J 1, 5

= d i ám e t r o del a l a m b r e « 1!

cv° r e s i s t i v i d a d  i n t r í n s e c a

= c a m i n o l i b r e me d i o . m v i m p u l s o e l e c t r ó n i c o

T A B L A  IV

V a l o r e s  de ^  Jj o b t e n i d o s  m e d i a n t e  d i f e r e n t e s  m é t o d o s  ^

E f e c t o  s k i n  a n ó m a l o  0 , 6  10 ^ "*" ( c m „ )

2 ) ' - 11  
E f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c o  en “ 0, 9 2  1 0  ” (-fl c m , )

l á m i n a s

E f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c o  en 1 , 4  10 c m 0 )
a l a m b r e s

1) Ver B a t e  el a l e (1963),

2 ) V a l o r  o b t e n i d o  en este t r a b a j o »
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I N D I C A C I O N E S  DE LAS F I G U R A S

Fig. 1 ; T r a n s f o r m a c i ó n  de oj o s  para c o m p a r a c i ó n  de las f ó r m u ­

las (I I I — 2 ) y (111-13).

Fig. 2 : C( y  ) es la c i r c u n f e r e n c i a  con c o n t v o  en R y .1.. O-, 

f X o c h a  c u r v a  i n d i c a  el s e n t i d o  de ¿ii o de los e l e c ­

t r o n e s  .

Fip 3 ; C o n s t r u c c i ó n para la d e t e rm in a c .ion do ' ( V - 1 -'.

F i g , 4 : C o n s t r u c c i ó n para j_ a de t e r m i n a c i ó n do S 1 {

Fi_ o- „ 5 : Cons t r ucc ión para la de te r m i n a c i ó n de l¿-3 ángtilcd

T 2 ’ t 3 -y  " ^ 4 -

Fig. 6 ; E f e c t o  m a g n e t o m ó r f  ico l o n g i t u d i n a l  en l á m i n a s ,  p¿_x a 

tres d i f e r e n t e s  v a l o r e s  del p a r á m e t r o  ex' - a / /  .

Fig. 7 ; C i r c u i t o  del f i l t r o  u t i l i z a d o  para e l i m i n a r  el r u ido 

p r o v e n i e n t e  del e l e c t r o i m á n »

Fig. 8 • H e g l a  de K o h l e r  del In para c a m p o  l o n g i t u d i n a l »  ,

r e s i s t i v i d a d  a c a m p o  II, f, resístiv:’/.. . c a m p o  n u ­

lo. f1 00 r e s i s t i v i d a d  a 100° K» M u e s t r a  I , * M u e s ­

tra II , M u e s t r a  III , Q  M u e s t r a  IV.

Fig. 9 • R e s i s t i v i d a d  en f u n c i ó n  de c a m p o  m a g n é t i c o  a 1,4°K» La 

c u r v a  s ó l i d a  es la que da el m e j o r  a j u s t e  con la t e o r í a  

y es la c o r r e s p o n d i e n t e  a los p a r á m e t r o s  d ados en t a ­

bla II.

Fig. 1 0 ; # E f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c o  puro d e d u c i d o  a p a r t i r  de los da ­

tos e x p e r i m e n t a l e s .  X  P u n t o s  t e ó r i c o s  o b t e n i d o s  c o n  

los p a r á m e t r o s  de t a b l e  II»

F i g . A - 1 ; C o n s t r u c c i ó n  para la d e t e r m i n a c i ó n  de 3 ( ^ )»

F i g . A - 2 ; C o n s t r u c c i ó n  para la d e t e r m i n a c i ó n  de S r ( ) y S (

En a m b o s  c a s o s  el á n g u l o  se ha i n d i c a d o  con la m i s m a  

letra.
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PT-3UMHN

V f oc to fía g n e tomó r f ico ; G u a n d o  los' e l e c t r o n e s  sg m u e v e n  o:*

un m e d i o  i n f i n i t o »  la resis tono .ia 

e l é c t r i c a  es d e b i d a  a los p r o c e s o s  de c h o q u e  que re al isa el 

l e c t r ó n  d e n t r o  del m e d i o .  C u a n d o  os l i m i t a d o ,  va a h a b e r  t - 

bién c h o q u e  c o n t r a  la scpsr-ficie qtie lo l i m i t  TT s -c •_» pr j; 

tiene i m p o r t a n c i a  c u a n d o  el n ú m e r o  de c h o q u e s  c o n  la o u p í r í i -  

cié es c o m p a r a b l e  c o n  el n ú m e r o  de c h o q u e s  d e n t r o  del me t a l ,  

en o t r a s  p a l a b r a s ,  el e f e c t o  de b o r d e  s e r á  t a n t o  m á s  v i s i b l e  

c u a n t o  m a y o r  sea la r e l a c i ó n  e n t r e  c a m i n o  l i b r e  m e d i o  y la d i ­

m e n s i ó n  de la m u e s t r a  q u e  i n t e r v i e n e  en el p r o c e s o .

D e s d e  f i n e s  del s i g l o  p a s a d o  S 3 c o n o c í a  que un c o n d u c t o r  

d e l g a d o  p r e s e n t a b a  m a y o r  r e s i s t i v i d a d  que una m u e s t r a  g r u e s a  

del m i s m o  m a t e r i a l ,  J « J , T h o m s o n  fue el p r i m e r o  en s u g e r i r  una 

e x p l i c a c i ó n  de e s t e  f e n ó m e n o  c o m o  la que h e m o s  dado a n t e r i o r ­

m e n t e ,

H 1 p r i m e r  t r a t a m i e n t o  r i g u r o s o  de e s t e  ti p o  da p r o b l e m a  fue 

h e c h o  por F u c h s  (1938) • t o v e l l {1936) h a b l a  o b t e n i d o  a n t e r i o r ­

m e n t e  una s o l u c i ó n  a p r o x i m a d a .  Hi m é t o d o  de F u c h s  c o n s i s t e  en 

r e s o l v e r  la e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n  c o n  las c o n d i c i o n e s  de c o n ­

t o r n o  a d e c u a d a s ,  y fue a p l i c a d o  por es t e  a u t o r  al c a s o  p a r t i ­

c u l a r  de l á m i n a s ,  El c o r r e s p o n d i e n t e  para a i m b r e s  fue e s t u ­

d i a d o  por Mac D o n a l d  y S a r g i n s o n  (1950) para s e c c i ó n  c u a d r a d a  

y por D i n g l e  (.1950) para s e c c i ó n  c i r c u l a r .

C h a m b e r s  (1950) ha u t i l i z a d o  a r g u m e n t o s  c i n é t i c o s  para e n ­

c o n t r a r  la s o l u c i ó n  de la e c u a c i ó n  de B o l t z m a n n  para c u a l q u i e r  

t i p o  de g e o m e t r í a .  S e g ú n  C h a m b e r s ,  i a c o n d u c t i v i d a d  e s t á  dada 

por la s i g u i e n t e  e x p r e s i ó n ;
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<T-_ JL (.-If ‘ ‘

Aquí <5 es la c o n d u c t i v i d a d  <le la m u e s t r a ,  (S’ es la c o n d u c -
o

t i v i d a d  que t e n d r í a  la m i s m a  m u e s t r a  si no h u b i e r a  e f e c t o  do 

bordo, S es la s e c c i ó n  s o b r e  la c u a l  se p r o m e d i a  la e o r r i e n -  

te, r es un p u n t o  s o b r o  e s t a  s u p e r f i c i e ,  r,, es un p u n t o  s o ­

bre la s u p e r f i c i e  que l i m i t a  a la m u e s t r a ,  y es el c a m i n o  

l i b r e  m e d i o  c o r r e s p o n d i e n t e  a los c h o q u e s  i n t e r n o s  del e l e c t r ó n .  

Pa r a  e f e c t u a r  la i n t e g r a c i ó n  h a y  que p o n e r  r - en f u n c i ó n

de las v a r i a b l e s  de i n t e g r a c i ó n .

La s u p o s i c i ó n  que s i e m p r e  se h a c e  para p o d e r  c a l c u l a r  t e ó r i ­

c a m e n t e  el e f e c t o  de b o r d e  es q u e  los e l e c t r o n e s  d e n t r o  del m e ­

tal son p r á c t i c a m e n t e  l i b r e s ,  A d e m á s  en (1) se h a  s u p u e s t o  que 

el e l e t r ó n  c h o c a  d i f u s a m e n t e  c o n  la pared, es d e c i r  que una v e z  

que r e a l i z ó  el c h o q u e  p u e d e  s e r  r e e m i t i d o  en c u a l q u i s  d i r e c c i ó n .  

Es p o s i b l e  e x t e n d e r  la t e o r í a  al c a s o  en que los c h o q u e s  no 

s e a n  t o t a l m e n t e  d i f u s o s *  N o s o t r o s  h e m o s  d e s a r r o l l a d o  una ex 

p r e s i ó n  pa r a  es t e  c a s o  y para c u a l q u i e r  ti p o  de g e o m e t r í a .

Tal e x p r e s i ó n  c o i n c i d e  con l a s  ya c o n o c i d a s  en los c a sos p a r t i ­

c u l a r e s  de l á m i n a  y c i l i n d r o »  Los c á l c u l o s  p a r a  el c a s o  no d i ­

f u s o  s o n  m á s  c o m p l i c a d o s  y a d e m á s  d i f i c u l t a n  la c o m p a r a c i ó n  e n ­

tre t e o r í a  y e x p e r i m e n t o *  P o r  s u e r t e  h a y  e v i d e n c i a  e x p e r i m e n ­

tal que el c a s o  t o t a l m e n t e  d i f u s o  es el m á s  co m ú n .

C u a n d o  so a p l i c a  un c a m p o  m a g n é t i c o ,  la t r a y e c t o r i a  de los 

e l e c t r o n e s  se ve m o d i f i c a d a  y en c o n s e c u e n c i a  la f r e c u e n c i a  de 

c h o q u e s  c o n t r a  las p a r e d e s  c a m b i a .  E s t o  t iene i n f l u e n c i a  d i ­

r e c t a  s o b r e  la c o n d u c t i v i d a d ,  la cu a l  r e s u l t a  a h o r a  s e r  f u n c i ó n  

del c a m p o .  E s t e  es un e f e c t o  que d e p e n d e  de la g e o m e t r í a  y no
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t i e n e  r e l a c i ó n  c o n  la m a g n e t o r r e s i s t e n c i a  del m a t e r i a l .  Por 

e s t o  es que se lo l l a m a  e f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c o . C o m o  el c a m p o  

p u e d e  t e n e r  d i f e r e n t e s  o r i e n t a c i o n e s  con r e s p e c t o  a la c o r r i e n ­

te y a la m u e s t r a ,  h a y  m u c h a s  d i f e r e n t e s  p o s i b i l i d a d e s .  N o s o ­

tros nos o c u p a r e m o s  del c a s o  en q u e  el c a m p o  es p a r a l e l o  a la 

c o r r i e n t e .  P a r a  éste, la e x p r e s i ó n  (1 ) se p u e d e  a p l i c a r  i n m e ­

d i a t a m e n t e  r e e m p l a z a n d o  la d i s t a n c i a  7 ^ -  ~r^ por el c a m i n o  e~ 

f e c t i v o  q u e  r e c o r r i ó  el e l e c t r ó n  e n t r e  es o s  dos p u n tos. La 

e x p r e s i ó n  q u e  se o b t i e n e  es;

g i r ó  el e l e c t r ó n  d e s d e  que c h o c ó  c o n  la p a r e d  h a s t a  que l l e g ó  

al p u n t o  en el c u a l  se c a l c u l a  la c o r r i e n t e .  La e x p r e s i ó n  (2 ) 

es en g e n e r a l  m u y  d i f í c i l  de i n t e g r a r .  C h a m b e r s  la ha p o d i d o  

r e d u c i r  a una m á s  s e n c i l l a  en el c a s o  de c i l i n d r o s  p o r q u e  el 

p r o b l e m a  t i e n e  s i m e t r í a  c i l i n d r i c a  y se s i m p l i f i c a .  E s t o  no 

q u i e r e  d e c i r  q u e  la i n t e g r a l  se p u e d a  r e s o l v e r  a n a l í t i c a m e n t e  

s i n o  q u e  se p u e d e  r e d u c i r  a u n a  m á s  f p a c i l  de r e s o l v e r  n u m e r i -  

c a m e n t e .  P a r a  l á m i n a s  la i n t e g r a l  t r i p l e  ha s i d o  r e s u e l t a  por 

m e d i o  de c o m p u t a d o r a  por Y i - H a n  Kao (1965), y por n o s o t r o s  por 

m e d i o  de un m é t o d o  q u e  p e r m i t e  r e d u c i r  (2 ) a una i n t e g r a l  s i m ­

ple y por lo t a n t o  m á s  fácil de c a l c u l a r  n u m é r i c a m e n t e .  El m é ­

t o d o  se ba s a  en q u e  un c i l i n d r o  h u e c o  t i e n d e  a una l á m i n a  c u a n ­

do se h a c e  t e n d e r  el r a d i o  m e d i o  del c i l i n d r o  a i n f i n i t o  m a n ­

t e n i e n d o  el e s p e s o r  de p a r e d  C L  c o n s t a n t e .  El p r o b l e m a  t i e n e

(2 )

d o n d e  r es el r a d i o  de g i r o  de un e l e c t r ó n  que se m u e v e  c o n  
o 1

v e l o c i d a d  V p  n o r m a l  al c a m p o  m a g n é t i c o  y Y  es el á n g u l o  que
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s i m e t r í a  c i l i n d r i c a  y p u e d e  s i m p l i f i c a r s e  c o m o  en el c a s o  a n ­

t e r ior, G u a n d o c a  r la i n t e g r a l  se p u e d e  r e s o l v e r  a n a l i t i ™
* o

c a m e n t e .  D e s g r a c i a d a m e n t e  e s t e  c a s o  no es tan i m p o r t a n t e  y es 

n e c e s a r i o  c a l c u l a r  el r e s t o  de la c u r v a  por m é t o d o s  n u m é r i c o s .  

En la fig. 6 se m u e s t r a n  las c u r v a s  o b t e n i d a s  i n t e g r a n d o  

(2 ), para tres v a l o r e s  del p a r á m e t r o  o( » Ci j , Es p o s i b l e  

d e m o s t r a r  en f o r m a  g e n e r a l  que para H = 0 , (2 ) se r e d u c e  a 

la m i s m a  e x p r e s i ó n  que la o b t e n i d a  por Fuehs»

E x p e r i m e n t o ; El p r o b l e m a  que se p r e s e n t a  c u a n d o  se q u i e r e  

m e d i r  el e f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c o  es q u e  en g e ­

n e r a l  los m e t a l e s  p r e s e n t a n  m a g n e t o r r e s i s t e n c i a  y  por lo t a n t o  

lo q u e  se m i d e  es la s u p e r p o s i c i ó n  ele a m b o s  e f e c t o s ,  K o h l e r  

(1938) ha s u g e r i d o  que en a u s e n c i a  de e f e c t o  de borde, los m e ­

t a l e s  c u m p l e n  c o n  b a s t a n t e  g e n e r a l i d a d  la l e y

. f t í i - f l l l  -  F f  J L  1  ( s )
fio) ' L r(c¡J  ‘ ’

d o n d e  ^ ( H )  es la r e s i s t i v i d a d  a c a m p o  H s 'f(&) es la c o r r e s ­

p o n d i e n t e  a c a m p o  n u l o  y F es una f u n c i ó n  c a r a c t e r í s t i c a  del 

m e t a l »  En b a s e  a a r g u m e n t o s  f e n o m e n o l ó g i c o s , O l s e n  (195S) ha 

m o d i f i c a d o  la r e g l a  de K o h l e r  pa r a  p o d e r  a p l i c a r l a  al c a s o  en 

qu e  el e f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c o  m o d i f i c a  la m a g n e t o r r e s i s t e n c i a  

total. En e s t e  c a s o  la l e y  (3) de b e  ser r e e m p l a z a d a  por

_  P  r  j l  i

u » )  ~ r  u  U m J

(4)



A q u í  f * es r e s i s t i v i d a d  d e b i d a  a e f e c t o  m a g n e t o m ó r f i c "1 

pu r o  y F es la m i s m a  f u n c i ó n  que en (3). Si la f u n c i ó n  F 

es c o n o c i d a »  e n t o n c e s  (4) p e r m i t e  o b t e n e r  ^  (H)¿

N o s o t r o s  h e m o s  r e a l i z a d o  m e d i c i o n e s  de e f e c t o  m a g n o t o m ó r f i -  

co en l á m i n a s  de indio* La f u n c i ó n  F fue d e t e r m i n a d a  m i d i e n ­

do la m a g n e t o r r e s i s t e n c i a  del i n d i o  en m u e s t r a s  s u f i c i e n t e m e n t e  

g r a n d e s  c o m o  pa r a  que el e f e c t o  de b o rde sea d e s p r e c i a b l e *  Et­

tas m e d i c i o n e s  s i r v i e r o n  no s o l o  pa r a  d e t e r m i n a r  F s i n o  t a m ­

bién para v e r i f i c a r  que el m e t a l  s a t i s f a c í a  la r e g l a  de K o h l e r » 

Las m e d i c i o n e s  de f^(H) en l á m i n a s  se h i c i e r o n  u t i l i z a n d o  

s e i s  m u e s t r a s  c u y a s  c a r a c t e r í s t i c a s  se dan en la t a b l a  II* A 

p a r t i r  de los v a l o r e s  m e d i d o s  de P  (H ), se d e d u j o  el v a l o r  e x ­

p e r i m e n t a l  f G (H) u t i l i z a n d o  la r e l a c i ó n  (4)* La c o m p a r a c i ó n

"t
c o n  el v a l o r  t e ó r i c o  Y (H) se h i z o  e l i g i e n d o  el v a l o r  de los

o  rp a r á m e t r o s  j , y  , y m v  que d a b a n  el m e j o r  a c u e r d o  e n t r e  

j > > >  y f g < H ) • E s t o s  v a l o r e s  e s t á n  d a d o s  t a m b i é n  en la 

t a b l a  II. En la fig. 9 se m u e s t r a  la c o m p a r a c i ó n  e n t r e  las 

c u r v a s  e x p e r i m e n t a l  y la t e ó r i c a  que r e s u l t a  de s u m a r l e  la m a g -  

n e t o r r e s i s t e n c i a  a f por m e d i o  de la r e l a c i ó n  (4 ),

C o m o  se ve en la t a b l a  II , el v a l o r  de m v  o b t e n i d o  con 

las d i f e r e n t e s  m u e s t r a s  es el m i s m o  d e n t r o  de un 7%. P o r  ot r a  

parte, e s t e  es el e r r o r  que e s t i m a m o s  h a b e r  c o m e t i d o  al h a c e r  

la c o m p a r a c i ó n  e n t r e  las c u r v a s  t e ó r i c a s  y e x p e r i m e n t a l e s .  f í e  

es t a m b i é n  c o n s t a n t e  d e n t r o  de e s t e  error. G o m o  es t a  c a n t i d a d  

es una c a r a c t e r í s t i c a  del m a t e r i a l  es r a z o n a b l e  q u e  r e s u l t e  

c o n s t a n t e  *

Los v a l o r e s  de i m p u l s o  e s t á n  en b a s t a n t e  b u e n  a c u e r d o  con 

los o b t e n i d o s  por o t r o s  m é t o d o s .  Sin e m b a r g o  el v a l o r  de V  

r e s u l t ó  m a y o r  al que se c o n s i d e r a  c o m o  el m e j o r ,  o b t e n i d o  a
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p a r t i r  de m e d i c i o n e s  de e f e c t o  sk i n  a n ó m a l o *  B a t e  et al, 

(1963) han d e m o s t r a d o  q u e  m e d i c i o n e s  en a l a m b r e s  d e l g a d o s  p u e ­

den dar un v a l o r  m a y o r  de $  . E s t o  se de b e  a la a n i s o -  

t r o p i a  del C a m i n o  l i b r e  m e d i o .  El c a s o  de l á m i n a s  es s i m i l a r  

y por lo t a n t o  e s t a  p u e d e  s e r  la c a u s a  de la d i s c r e p a n c i a , —
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