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T - LA ECUACION DE BOLTZMANN

El método que conduce a la ecuacién de Boltzmann es escen-
cialmente cinéticoy sin embargo nosotros reservaremos este
nombre para el tratamiento mas simple descripto en el cap,IT,
Es dificil y largo tratar de justificar las suposiciones que
haremos ﬁhra derivar la ecuacidén, sobre todo en el caso de
particulas cuanticas, En cambio consideraremos a estas supo-
siciones como una aproximacién al problema que tratamos, Va-
mos a estudiar ahora un sistema de particulas idénticas, Fl
ntimero de grados de libertad de cada particula es tres y el
estado del sistema esti completamente determinado, en un dado
instante, si se conocen todas las coordenadas y los impulsos
en ese instante, Supondremos que el estado de una particula
es independiente del resto, salvo en el instante en que reali-
za una colisién con alguna otra del sistema, Llamamos espa-
cio M , o espacio de las fases de una particula al espacio
exadimensional cuyas componentes son las tres coordenadas y
las tres componentes de impulso. El estado de una particula
estd univocamente determinadc por un punto en el espacio &4

Un elemento de voltimen en & queda expresado como:
3
J°r dp = d= dy dz dpdp dpa

Supondremos ahora que el nimero de particulas del sistema
es 1o suficientemente grande como para que la densidad de pun-

tos en 4 pueda ser expresada mediante una funcién continua

—p

— -
de T ¥y P Si f(r,ﬁi?i) es esta funcidén entonces el nime-

’ . —p — —igy
ro de particulas del sistema con coordenadas entre r y r + dr



e impulsos entre Py D + dp° sera

JNCEF )= FIRP.E) dPr d3p

Entonces el nimero de particulas cuyos puntos representativos

estin contenidos en un volimen D de’/u es

/\F=jHr‘,F',e) d*rd’%
P

La variacién local de N es
___....

Esta variacién va a estar dada por el balance entre el flujo
neto a través de la superficie 3N que limita a D y la pro-
duccidén y destruccién de puntos por las fuentes y sumideros

(Q+ » 1_ ) contenidos en I’ , Entonces
3 3rd? - - Tl
a,_g Prd’p = @ -Q - (2. dF

—t
donde d& es el vector elemento de superficie dirigido se-
P
gin la normal exterior a D y u es la velocidad en /k .

Aplicando el teorema de Gauss resulta:

2L g8~ dwgp) ()



donde q esta definido por la relacién: Q = J{q d3 r dzp
D

Por otra parte la derivada total de f es

gé: ;{: + E,graa'f (2)

Reemplazando (1) en (2) y utilizando algunas relaciones de

andlisis vectorial resulta:

t-9 -9 - fdva ()

. R .. - . .
El término div,u es nulo en virtud de las ecuaciones de Ha-

milton y entonces la ec,(3) resulta:

9t < 9,-1. (4)

Esta es la ecuacién de Boltzmann que escrita en forma desarro-

1lada es:

H,F 2t L FA, .q.
9t+?%'a’r‘"+ 5% Bt e

Para escribir esta dltima ecuacibén hemos tenido en cuenta la
*

leysy F =T

—lly

siendo F 1la fuerza exterior al sistema que actidia sobre las

particulas,

==

Las cantidades , ¥ q son los términos que tienen en



cuenta las colisiones entre particulas, Estas colisiones

son los procesos que pueden '"crear" o "destruir" puntos en

un elemento de/“ . En general estos términos van a ser una
integral que contiene a f y por lo tanto (5) es una ecuacién
integrodiferencial, La forma del término de colisién va a de-
pender fundamentalmente del tipo de interaccidén de las parti-
culas entre si 0o con centros dispersivos, Una vez que la
forma de este término ha sido dada la solucién de (5) es el
principal problema de la teoria,

Si el sistema estd aislado entonces cualquiera que sea el
estado inicial, aquél va a tender a un estado fo(p) que es
el de equilibrio, Nosotros no lo demostraremos pero el signi-
ficado es claro, El responsable de este comportamiento del
sistema es el término de colisién, Cuando f = fo entonces
de (5) resultag

q, - q_=20
Esto no significa que una vez alcanzado el equilibrio no hay
mis colisiones sino que en equilibrio hay tantas que crean
puntos en un elemento de /“ como que destruyen,

Como el término de colisién es en general no nulo cuando
no existe equilibrio y nulo cuando lo hay, es tentador suponer
que por lo menos para f = f L 1 el término de colisién

o
puede reemplazarse por:

fo-f _ _ 93 (6)

S

La ecuacién (5) resulta ahora:



o, P . of
TAr a;" - /2 (7)

Esta se llama la aproximacién del tiempo de relajacién y
la constante de proporcionalidad 2 se llama tiempo de rela-
jaciébn,

La ecuacién (7) es la ecuacién de Boltzmann unicamente en
el caso en que el término de colisién sea exactamente (6) ;
en caso contrario (7) da una aproximacién al problema que pue-
de ser buena o mala, En particular si queremos asegurarnos
que la solucién aproximada conserva el nimero de particulas

conviene poner:

F<fovg - jpgcpr d*p

; £ -
Si el término de colisioqks reemplazado por i——zgﬁnl 1la

ecuacidn (5) queda transformada en
oF . B =y S [ 3 ,3
ery P 31 L F 3f - — drd (8)
ot T * oF (e 3D Lﬁ P

Como (8) da evidentemente la misma corriente que (7), vamos a
utilizar esta dltima teniendo en cuenta que el nidmero de par-
ticulas estd dado por fo y no por f,

Estudiaremos ahora el caso en que el sistema estd compues~-
to por electrones de carga e sometidos a un campo eléctrico
uniforme -?? . Si queremos resolver el problema mediante 1la

ecuacién (7), debemos tener en cuenta que f es una funcién



que difiere poco de fo « Esto significa que la fuerza que
actia sobre el sistema debe ser suficientemente pequefia come
para que esto se cumpla y por 1o tanto es licito despreciar

términos del orden de F,g frente a f.fo. En condiciones

estacionarias 2¥/9t = 0. y entonces la ecuacidén (7) es
T o8 L eE.2k 19, =o - (9)
Ve tE TR TR

Si el medio es infinito f, y por lo tanto g, no van a ser

funcién de r y entonces (9) se reduce a

d = -2 ¢€bx ot (10)
ox .

donde hemos llamado x a la direccién del campo,
Los electrones obedecen a la estadistica de Fermi-Dirac y

entonces

ﬁ:f—i fo (11)
donde fl es la funcién de distribucién de TF.D. ; h es la
consctante de Planck y representa el volumen elemental en /0 .
El factor 2 tiene en cuenta el hecho de que cada estado de
impulso puede estar ocupado por dos electrones, segin las dos
orientaciones de espin,

La corriente queda definida por la relacién

j ,L (12)
p-



—
Vamos ahora a calcular J utilizando la solucién de (9). Pq

no contribuye por ser la distribucién de equilibrio y entonces

= [Fg %

y de (10) resulta

3fo d3f> (13)

EY

T = _ e’ E
| =

poniendo

Ot _ I
afx 19f> ﬁf ; f5:37 P cos B

ds/b:' /bz sen B C/}’ Je de

(13) resulta

Ty = 4 ret 85: f/°3 97‘ c//é (14)

A temperaturas normales fo puede ser reemplazada por la dis-
tribucidn a O°K sin cometer error apreciable, Teniendo en

cuenta que a O0°

b = S(p-#r)
>F
donde P, es el impulso maximo de los electrones, (14) resulta

7, = .EZT ‘EZ&?£Zi 3
mb§



Utilizando la definicidén fenomenoldégica de la conductividad

eléctrica
F. 0 E
se tiene
3
6 = ;;—F '@ PF (15)
m h*®

La aproximacién (7) no establece cuidl es el tipo de coli=-
siones que sufren las particulas sino que introduce un para-
metro que puede interpretarse como el tiempo medio entre cho-
ques, Es por esto que @ es una cantidad que debe ser medida
experimentalmente,

Como vamos a hacer uso frecuente del concepto de tiempo de
relajacién, conviene estudiar mis detalladamente la ec,(5)
para ver hasta qué punto el concepto es aplicable, Para esto
hay que escribir en forma explicita el término de colisién y
entonces es necesario saber cuiles son los procesos que dis-
persan los electrones, Como nos interesa especificamente el
caso de electrones en metales vamos a suponer que existen so-
lamente dos tipos de choques: dispersién por imperfecciones de
la red cristalina y dispersién por ondas elasticas de la red
(fonones), No vamos a estudiar detalladamente el mecanismo
de estos procesos sino que daremos sus caracteristicas escen-
ciales,

Un resultado bien cpnocido de la teoria de metales es que
los estados de un electrén en un metal estidn bastante bien
representados por una onda plana modulada por una funcién que

tiene la periodicidad del potencial cristalino., Entonces los



ez -.40s estin definidos por la longitud de onda A , o lo que
2T

A .
k toma valores discretos, debido a la periodicidad de la red,

es ..o mismo, por el nimero de onda k = La cantidad
y por “a misma razén el nimero de valores de k , que corres-
ponden a una situacién fisicamente distinta, es finito, Tna
imperfeccién de la red tiene como consecuencia que el potcncial
cristalino es modificado en las inmediaciones y esto puede ha-
cer que el electrén haga una transicién de un estado a otro,
Como las imperfecciones estan fijas el electrén cambia su im-
pulso pero no su energia, es decir, el choque es eléastico,
Cuando un electrdén interacciona con un fondén puede absorber 1la
encrgia de éste y la energia del electrén no sc conserva en el
proceso, el choque es inelastico, Como estamos especificando
ios estados del electrén por la cantidad k , que en realidad
es un vector, es conveniente trabajar en el espacio A . Un
elemento de volumen en tal espacio es entonces dsr dsk .

Como la relacidén entre p y k es p=fk , el espacio Ay

queda dividido en celdas de tamaiflo 8 Wﬁ ya que por el prin-

cipio de incerteza &Ax A k = 27 ., Por el mismo principio
el wulersr0 de estados distinguibles del sistema es
U o= 20V (16)
g

donde el factor 2 tiene en cuenta el espin y
N {d’k

vV = (J°r
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0 sea que-Jl'V es el volumen en Fx accesible al sistema,

La densidad de estados en £, es entonces

> /

o~ ——
PR | - ——

av 41’3

@s decir que el ndmero de estados posibles en un elemento de

volumen de M es

d(AK) —.-—4—-7%-3 Jd3rd?k« (17)

Yy la densidad de estados en el espacio Kk es consecuentemente

-V _
qa T3

. — T2 » .
35i dN(r,k,) es el nitmero de electrones comprendidos en-

(18)

— — o~ -~ - c s
tre r Yy r+ dr y k + dk entonces la probabilidad de o-

cupacién Jde la celda serd

SV CF &)
dV(FRK)

v de (17) obtenemos

N (F&) =£;;‘3 /C(F?F) d%r I’k (19)

Haciendo el mismo razonamiento que nos condujo a la ec,(5) re-

sulta



¥, 7 of , F. o4

'("I/'E_t __.F.g-.-:: 77‘3 -

ot 9:‘—"4@ K 4 [% ) (20)
Ahora vamos a calcular Q, ¥ a_ . Consideremos en elec-

3
trdn contenido en el elemento de volumen d°r d3k' : 1la probabi-

lidad de que en un instante t después este electrdn se encuen-

3 ,
tre en el elemento de volumen d r dsk seri

.}/7;3 PIEI &) St Pk [i1-f(£7)]

—p -
donde p(k,k') es la probabilidad de transicién por unidad de

-_—
tiempo entre los estados k y k' y el factor (1-f) es la
probabilidad de que haya estados disponibles tal como lo requie-
re el principio de exclusién, Como el nimero de electrones en

dsr dsk' es

{ =1 3 3,7
P Fi£7F) J°rd’&«
entonces los electrones ganados por d3k y Provenientes de dzk',

por unidad de volumen en /Qk Yy por unidad de tiempo seréan

2 did ~r 7 =1
-—~) P(&ik ) H&F) [I-f(2F)] )% (21)

( \/k
43

Esta cantidad es por definicién q, . Como el estado de espih
en general no cambia en los procesos de choques que considera-
mos,; la densidad de estados finales es la mitad de la conside-
rada y consecuentemente en (21) debemos introducir un factor 4.
El término q_ se calcula de igual manera, La ecuacién de

Boltzmann resulta ahora



—D

of L 52 of of v
+.’U‘._°+_,__._____. - ' -2 ' I 3,
at T o 'k 2k ~ #m | [ PE/EN(-£)-PEEIHIF)]I% (22)
-
donde F' = £(K',T)
El segundo término en (22) es independiente de V porque la
probabilidad de transicién P debe ser calculada con funcio-
nes de onda normalizadas en el volumen del metal y esto da

-1
una contribucién como V « En equilibrio

>
£(r , k) = fo(k)

donde fo(k) es la distribucién de F.D.,, y el término de

colisién debe anularse, Entonces

PIKE) {, (1)~ P& E D}, (1) =0

Si ademds el choque es eldstico fo = Eé Yy en consecuencia
—= — —» —
P(k' , k) = P(k , k')

Ahora haremos las siguientes suposiciones: las superficies
de 2n2rgia constante son esféricas, el choque es eldstico y P

—_ -—p
k!

depende unicamente del &ngulo entre k y Yy no de su orien-

tacién absoluta, Poniendo ahora

y despreciando los mismos términos que en ecuacién (9), la so-

lucibén de (22) es (Ziman, 1962);



F N

= o 3t
7{('_3‘;)~’[DU?): - «-(a—r‘?—r-l-cs—i- E)

- o8) G (k,0) d2

donde G (%, ®) es una cantidad relacionada con P(k,k') y &

(23)

-3

es el Angulo entre k y k' ¢

6}- es la energia del estado
—

k y df% es el elemento de 4dngulo sélido, La cantidad

. J(l~ws)c‘(k,9) Jd-< (24)
c(&)

.

depende de la probabilidad de transiciédn para electrones de
impulso hk y tiene dimensiones de inversa de tiempo, Com-
parando (23) con (10) se vé quexefk)puede ser considerado co-
mo un tiempo de relajacidén salvo que ahora depende del médulo
del vector k, Como la derivada de la distribucién de equili-
brio respecto de la energia tiene una singularidad como una
delta negativa, solamente va a interesar el valor de & (‘kF ).
En efecto, si se calcula la conductividad utilizando (23) re-

sulta

—p

Oz

2 -9
€ 2 (L) g Js (25)
_— v
4 b

) —
donde dS es el vector elemento de superficie sobre la super-
ficie de Fermi,

Las condiciones impuestas para resolver (22) son tan idecales
que no son satisfechas practicamente por ningdn metal, Sin em-
bargo es posible ver que aldn en el caso en que las superficies

de energia no son esféricas se puede definir una cantidad que

puede considerarse como un tiempo de relajacién, Si se cono-
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ciese la solucidén de (22) entonces el término de colisién se-

ria conocido y poniendo

?f(fﬁ 9 ()= ~3ac)

gquedarfa definida una funcién 2(:‘:) que podria pensarse que es
un tiempo de relajacibén, Sin embargo, en general E?(QS va a
ser funcibén de las fuerzas exteriores al sistema, Esto puede
verse enseguida cuando hay choque inelastico, Si aplicamos un
gradiente de temperatura, los choques ineldsticos con fonones
a pequeflos angulos tendran influencia en el transporte de ca-
lor ya que la energia del electrén cambia; sin embargo cuando
hay un campo eléctrico aplicado, en vez de un gradiente de tem-
peratura, estos choques van a tener menos influencia porque
cambian poco la direccién de movimiento del electrén y por 1lo
tanto el transporte de carga en esa direccibén no se ve tan
afectado, A temperaturas suficientemente bajas, como para que
los procesos de choques con defectos sean dominantes, es razo-
nable esperar quc exista un tiempo de relajacién, Por otra
parte, & temperaturas tales que la energia media por electrén
sea mayor que la mixima energia de los fonones, el choque pue-
de ser considerado pricticamente elistico y nuevamente puede
esperarse que exista un @ , Una discusién mas completa sobre

este problema puede verse en Ziman (1963, 1964) y Jones(1956),



IT - EL METODO CINETICO,

Muchas propiedades electrédnicas de los metales pueden ser
descriptas utilizando un modelo simple que llamaremos el mé-
todo cinético, Si bien este tratamiento es menos riguroso
que la ecuacién de Boltzmann, tiene la ventaja de ser mucho
mas simple y permitir visualizar mds intuitivamente el proble-
ma, En este capitulo vamos a desarrollar este método y lo a-
plicaremos a algunos casos particulares,

La primera hipétesis que haremos es que los electrones en
un metal se comportan como particulas libres salvo en el mo=-
mento en que hacen una colisién, Los tipos de colisiones
que consideraremos son los descriptos en el Cap, I y su efec-
to es el de hacer pasar al electrén de un estado de movimiento
uniforme a otro, Llamamos P(t) a la probabilidad de que un
electrén se encuentre en el instante t en el mismo estado de
movimiento que en t=0, Dividimos ahora el intervalo (O,t) en
n intervalos iguales At , 8Si el electrédn llegbd al instante
(k1) At sin hacer colisién, l1llamamos Pk(‘A t) a la probabi-
lidad de que no lo haga en el instante At siguiente, La
probabilidad de que llegue al instante M At sin hacer coli-
siones es el producto de las n probabilidades Pk( Dt).
Hacemos la hipétesis que Pk( A t) es independiente de k y

entonces

Pmat) = P"(atL)

desarrollando en serie de Taylor se tiene

P(ak) = P(o) +(—§—§B At 4.0,
G
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Y por lo tanto
¢ - g (2P o
Pimae) = (14 (5f) At+ ]
ya que P(0)=1 , Para obtener una funcién de variable continua

ponemos;

t = 1lim, nAt para n-—soo y 4LAt— 0

Haciendo el paso al limite en el segundo miembro resulta

.
P(f): € /2

donde

= —(%{)t=o

La suposicién de que Pk( A t) es independiente de k signi-
fica que la probabilidad de que el electrén no choque entre t

y t + At es<dé&3 e independiente de t , En general ©P(t)
puede ser una funcién de la velocidad y por lo tanto 2 también,

El tiempo medio entre choques es

Zb>= j Edli-Py] =2
Q

Debido al principio de exclusién, solamente aquellos electrones
que estan contenidos en un intervalo de energia kT con respec-
to a 1la energia de Fermi van a ser los que pueden realizar co-
lisiones capaces de modificarles el estado de movimiento y en
consecuencia sb6lo el valor de & sobre esta superficie es el

que va a gobernar muchas de las propiedades de transporte, De
esta forma hemos arribado a conclusiones semejantes a las del

capitulo anterior,
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Si un electrén se mueve con veliocidad Vo’ entonces cuan-
do se aplica un campo eléctrico al sistema se movera con una

velocidad media

LV =Te + CEg (1)
mwn

Esto significa que todos los electrones van a adquirir, por

efecto del campo; un incremento de velocidad en la direccién
del mismo dado por el dltimo término de (1), Esta velocidad
de arrastre de los electrones en la direccién del campo va a
dar una corriente neta

1= melE:
/m

donde n - es el nimero de electrones por unidad de volumen,
Expresando este nimero en funcién del impulso miximo se obtie-
ne el mismo resultado que en (I-15),

El método cinético resuelve el problema de la conductividad
térmica, Vamos a dar una idea del cdlculo de esta propiedad
porque la relacién entre ambas conductividades permite esta-
blecer una ley cuya validez es en cierta forma una medida de
la v2*3i4ez de las aproximaciones que usaremos mis adelante.

La conductividad térmica queda definida por la relacién

é_: v vT

]

donde @ es el flujo de calor y YT es el gradiente de tem-
peratura, Lo que debemos calcular es el flujo neto de energia
a través de una seccién, Los electrones se mueven dentro de
un cristal y vamos a suponer que cuando hacen una colisién se

ponen en equilibrio térmico con la red., Sea ahora x=0 el
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plano a través del cual se quiere calcular el filujo, Un elec-
trén que atraviesa dicho plano tendri una energia

_ 2E
E- E(wt 53 b

donde E(0O) es la energia media de un electrén en equilibrio
con la red en el plano x=0, b es la coordenada x del pun-
to en el cual el electrén sufrié la tltima colisién y los sig-
nos + y -~ corresponden al caso en que el electrén se mueva de
izquierda a derecha o viceversa, Los dnicoSelectrones que pue-
den cambiar su estado de movimiento son los que estdn sobre la
superficie de Fermi, con un tiempo medio entre choques @

La distancia media recorrida por estos electrones seri

A= ve
y finalmente la energia media de los electrones que atraviesan
el plano x=0 , haciendo un 4ngulo @ con respecto a la normal
al plano, seri

E=£F(0) &+ 25 feme
=)= =

S1<J1J(9) es el nimero de lectrones que inciden por unidad de
tiempo y drea en un 4ngulo comprendido entre @ y & + d&® , en~

tonces el flujo neto de energia seri
ar
Q‘f 2E 4 eno dy (8)
e °O%X

La cantidad ¢ V(&) resulta ser

dvier= ?‘m Vi 22 @ cne  de

Yy reemplazando en la integral se obtiene



Poniendo

E . 9E 3T _ T
m—;,‘;c‘ m ST 2 Caz

donde € es la capacidad calorifica por unidad de voltumen del

sistema, se tiene

: ol
Q:=Fc% 12

Para un gas de electrones libres
- 7% 2

donde X es la constante de Boltzmann, La conductividad re-

sulta finalmente

k= I m kT2
3 o
Eliminando el pardmetro @ de las expresiones ded y X se

obtiene

X - iqgr Ry
0"7“—_'57’-22 °

Esta es la ley de Wiedemann-Franz y expresa que la relacién
‘x1¢7- es un niumero independiente de la estructura electré-
nica del metal, Fste nimero se llama el nimero de Lorenz,

La validez de esta ley es restringida ya que lleva implici-
ta la suposicidn que las particulas responsables de la conduc-
tividad son las mismas en ambos casos y ademis que los proce-
ans de choques tienen también en ambos casos la misma efecti-

vidad, Unicamente bajo estas condiciones es posible eliminar
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el tiempo de relajacidén de entre las dos expresiones de con-
ductividad, En definitiva puede decirse que la existencia de
un tiempo de relajacidn implica la validez de 1la ley y vice-
versa, En base a lo que discutimos en el capitulo anterior

se puede esperar que la ley sea valida a altas y bajas tempe-

raturas y no a temperaturas intermedias,
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III - EFECTOS DE BORDE,

En el estudio de los efectos de borde nos basaremos exclu-
sivamente en el modelo del electrédn libre, Como hemos visto,
la magnitud caracteristica que aparece en los fendémenos de
conductividad es el tiempo de relajacién, o lo que es lo mis-
mo, su magnitud asociada, el camino libre medio, Segin el mo-
delo que estamos utilizando, 1 ¢s independiente de la direc-
cion de movimiento y de la posicién del electrén en el metal,
Sin embargo, cuando el electrén llega a la superficie del me-
tal debe necesariamente sufrir una refleccién ya que no puede
escapar, Isto quiere decir que en la zona cercana a la super-
ficie la aproximacién que usamos deja de ser valida, Este c-
fecto no tiene ninguna importancia cuando las dimensiones de
la muestra son mucho mayores que el camino libre medio, Esto
se debe simplemente a que el nimero de electrones que chocan
en la superficie es mucho menor que el de los que chocan en el
interinr,

U1 caso es completamente diferente cuando la muestra tiene
a’ gm.. Jimensidn que es comparable con el camino libre medio,
En estas condiciones los procesos de reflexién pueden llegar
a ser 1mportgntes y modificar seriamente el fendémeno de con-
ductividad, En lo sucesivo vamos a considerar muestras con
geometrias definidas, tales como laminas o cilindros regula-
res, Supondremos también que la muestra es infinita en la di-—
reccidén del campo,

Dos c¢asos extremos pueden presentarsey o el electrdédn es re-
fle jado especularmente en la superficie o es reflejado en for-

ma totalmente difusa, Cuando se refleja especularmente sufre



simplemente un cambio de impulso en la direccidn normal del

campo, IHsto significa que la corriente no se ve afectada y
por 1o tanto la conductividad resulta independiente del tama-
fi.v. 4. la muestra, In el caso difuso, una vez que el electrén
choed con  la superficie puede ser reemitido en cualquier di-
reccion, Este proceso afecta el movimiento en la direccién
del campo y por 1o tanto la corriente y la conductividad, que
resulta ser funcidn de la geometria de la muestra, Para tra-
tar casos intermedios lo que se hace es suponer que una frac-
cidn p de los electrones se refleja especularmente y (1l-p)
en forma difusa, Nosotros nos ocuparemos del caso p=0 por
ser mas simple y ademds porque hay cierta evidencia experimen-
tal de que éste es el caso mds comin, Ahora estudiaremos dos

casos particulares de geometria,

a) Lamiuas. E1 primer tratamiento sistemidtico de efectos de
borde fue hecho por Fuchs (1938) en ldminas, E1 método
consiste en resolver la ecuacidén de Boltzmann con apropiadas
condi- iones de contorno y, en principio, es aplicable a cual-

quiew tipo de geometria,

Deoinimos como lamina a un medio limitado por dos planos
paraleloss separados una distancia Q . Sea z 1la direccién nor-
mal al plano de la lamina y x la direcciédn del campo, que es
normal a z ., Cuando resolvimos la ecuaciédn de Boltzmann en
presencia de campo y para medio infinito, vimos que era posible
escribir la funcidn de distribucidén en la forma f=fo+ g .
Ahora haremos la misma suposicidén; salvo que debido al caracter

del problema;, g va a ser funcién de la velocidad y también de
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la coordenada =z , La ecuacibén de Boltzmann resulta ahorz

La solucién de esta ecuacidn es

-~z
?m}’,z) __c2f 2k {/_,LF’(fFF) e /21/-3}
m o Vx

donde F(@ﬁ es una funcidén arbitraria de su argumento y debe
ser determinada de acuerdo a las condiciones de contorno, Si
el choque es perfectamente difuso entonces la funcibén de dis-
tribucidén con vn 7 G , siendo n 1la normal interior a la pared,
debe ser fo en todos los puntos sobre la pared, Con estas con-

diciones de contorno la solucién para g resulta finalmente

I"(V2)z -g2f 2B (. J¥ew ) (4 0

m ;;e;/

97 (F2) = ~S2F 2F 1 o

mm a‘U}'(

la corriente se calcula utilizando (I-12) y en este caso resul-

@-2)/zv;

J (V<o)

ta ser funcién de =z ., Para poder comparar con la cantidad me-
dida experimentalmente es necesario promediar sobre una seccidn

transversal, es decir
| a
o

De esta forma se obtiene finalmente

—~
[\
~—

6= Go D-}i :/:‘uso > o {]- e..d-/ia:o} CJQ'J
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In esta expresién, Go es la conductividad intrinseca del mate-
rial, es decir la conductividad que tendria en ausencia de efec-

to de borde, Mids adelante volveremos sobre este caso,

b) Alambres, Llamaremos alambre a una muestra infinita de seccitu
rectangular o circular, El primer caso fue resuelto por Mac
Donald y Sarginson (1950) para muestras de seccién cuadrada, y
el segundo por Dingle (1950), Ln ambos el problema es mis com-
plicado porque es bidimensional y en consecuencia la solucién
de la ecuacién de Boltzmann presenta mayores dificultades, La
técnica de cdlculo es escencialmente la misma que para la lami-
na, es decir, el problema se reduce a resolver la ecuaciédn de
Boltzmann con adecuadas condiciones de contorno, Nosotros vamos
a dar simplemente un resumen para el caso del cilindro,
Fomamos coordenadas cartesianas y llamamos zZz a la coordena-~
da en la direccién del eje del cilindro, El campo eléctrico es-

t4a en esta direccidn, La ecuacién para este caso es

2«’: _’l_’lr%_t __E 97" - = 7(-%0

93 m av‘ =

Y hacizndo las aproximaciones usuales resulta

W, 2% +’U§?1?: _/._g/a:__ £ 3fo

2¢ mMm S

L]

Ahora g es funcidén de las variables (x,y;vx,vy,v }o Esto se
z
ve estudiando la simetria del problema,
La solucién de esta ecuacién es mas dificil que para el caso

de la lamina y resulta ser
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(0% +r(E L)1}

donde ¥ es una funcibén arbitraria, Ahora es conveniente pa-

sar a coordenadas cilindricas y elegir aquellas soluciones que

cumplen con la simetria del problema, Una vez hecho esto re-

sulta
2 rn-
? = ,435;2 Qﬁf [:’ h (r Y% )-e (172FQf)

donde h es una funcién arbitraria de sus argumentos, Para
determinar esta funcién hay que aplicar condiciones de contor-
no, Suponiendo que los electrones chocan difusamente con la

pared resulta

o+ & (% V) rog’ 17
ZnY)

—efe 9 fo -
g: m aré {l--ﬁ

Para calcular la corriente ponemos

Ve = V2en B gen ¥
(U‘e: A B Een @
V2= VU wne

Foniendo E?‘VF =.1 se tiene

Yru Pt (alren'y S

oW Wf jJe "0 20 O joi‘/’[/- afianald 7

679

donde

o(r) = %—_{:.f—]

Tomando el valor medioc de § (¥ ) sobre una seccién transversal



se obtienc finalmente
2 fe et 2B ,
- 2
6_‘2: ’Zjdeeosme(lje e ¥ d¥ ) k~_—?—
)
c) Aplicacibén del Método Cinético, Consideremos nuevamente la
ecuacidn
— _' E
- v +"§': ——/,;;“V'trf'o
Su solucién general es (Chambers, 1950)
v IF.Tg !/
- 2
QUi )= ~<2F. 2B {14 G (T & / e

m

donde es el punto de la superficie que

—2
-

—>
dose desde r en lsa

. . s -3
direccidén opuesta a la del vector v

se alcanza movien-

.
’

— . . . . ,
G(v,qB ) es una funcién arbitraria y se determina segiin las con-

Nosotros vamos

(3)0

Supondremos que el choque con la pared es

diciones del probiema,

utilizado por Chambers para obtener

considerar un electrén que pasa por un punto

una velocidad V., Como vimos en el capitulo
Pasa por este punto en el tiempo t =0 , 1la

que no haga ningdin choque hasta el tiempo t
embargo ahora el caso es diferente ya que va
te un choque después de un tiempo suficiente

zar algdin punto de la pared,

a desarrollar el método

difuso y vamos a
0O y que tiene
IT, si el electrdn
probabilidad de

- tle

es e Sin
a hacer seguramen-

como para alcan-

IEste hecho modifica evidentemente

la funcién de probabilidad y debemos poner ahora

i ) &%

Plat) = - # (¢, T'F/

(4)
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donde Tg es la coordenada del punto sobre la pared alcanzg-
do por el electrén que se mMueve con velocidad 73 y H es 1g

funcién de Heveaside, Haciendo uso de la propiedad

dﬂﬁi’): S(t-tp)
dt
resulta que el tiempo medio entre choques para los electrones

que pasan por O con velocidad V' es

- t8 (3
g = 2(l- < ) (5)

donde

La velocidad de arrastre que tienen los electrones que esta-

_ - ~-te /g
AV = e:j’ = €L£< (1- . )

Como esta es 1la misma para todos los electrones que pasan por
C , resulta que los que ahora tienen velocidad 7;;; + A ;P
son los mismos, digamos, que antes de la aplicacién del campo
tenfan 7elocidad ;z « Antes de la aplicacidén del campo de

distribuciébén era fo Y entonces

— . ~tn/g
F(RF) ~fo(7) - €5 .2k 5 (10 & 7%

Esta es una solucién del tipo (3) con el valor particular
G = -1,
En el caso intermedio debemos introducir el coeficiente de

pulido p , tal como 1lo hicimos anteriormente, En este caso
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la probabilidad de vida de un electrén estarid dada por
) P -y -~ —-i‘f,e
Pves =F (b, v )e
siendo F una funcibén que debemos determinar, Cada vez que
un electrdén choca con la pared, su probabilidad de vida dis-
minuye abruptamente en un factor p . Si t = 0O es el instan-
te en que un electrén pasa por el punto Oy to’ tl’ t2looavv ..

son los instantes en que el electrén choca contra la pared,

entonces
1 t 3
para 0 ¢ N\ to
" <
p to ST S t,
F = (6)

0 39 9 G 9 Q99 QOO 00990 PO Qe

GO0 0 @9 9 PO VIERISLROESIV OIS

n
, t
P para tn—1< S'tn

Con esto vamos ahora a calcular cual es la vida media de un

electrédn,

~Z P ) _.6/ oe 99—. __t'/
G = —J(r:) l’c/i:'e.fl‘c/(/‘:et/a)-:—-b Fe 2/0 +-[°/~4 Zalé—

el primer término de la dltima expresién es nulo y entonces

© g
& =) Fe<"Yt

Haciendo uso de (6) se tiene



y luego de integrar resulta

- fo,{;’ o2 () - ('m/ii" - t(ﬁN-I) /2
gd=a(l-e J+Z p ale - e

Ponemos ghera

Yy entonces

® o btmlz ~almenfa —t/3
2 = a{:-s—[m?;o A P J-13e ) (7)

Con este valor de é% resulta

j({%r‘-”)z ~e£ 2t 3,
m 7

y esta solucién es efectivamente de la forma (3)

De {7) se ve que

6 £ o (54l s )

M=o ( -
Reordenando términos y recordando que zkto = 0 , puede ponecrseo
L ,A"m
-~ (& > m - /3 (8)
G = (p-1) & e
m=0

Los intervales Altn son los tiempos empleados por el elec-
trén eatre choques con las paredes; para una geometria dada es-—
tos van a depender del punto en el cual el electrén realiza el
primer choque y también de la direccién de incidencia, Enr el

caso de laminas o de alambres cilindricos se ve ensiguida que



es independiente de n y entonces puede ponerse

siendo At el intervalo de tiempo comprendido entre dos coli-

siones con las paredes y entonces

p-1

G = 1
I—Pe'wlz

(9)
Ahora vamos a dedicarnos a estudiar el caso particular de
choques difuso, Como ya se vié, este caso corresponde a G=-1 ,
La funcién de distribucién correspondiente es la dada en ec,(3)

en donde debe reemplazarse G por su valor numérico,

Con esta funcién de distribucién la corriente resulta ser
wr i
eted (© 1 ~”"""//87/'
__](f): ——-——-jgv-a Qﬁza"xr dlffds Ptas & Co:s(l—e )
m o o A ° -

Recordando la expresién correspondiente a 65— s Y poniendo ]::7/);3
se obtiene finalmente

~IFRs1 4

o 3 ol
< )= 3 2
S N

donde S es el 4drea de la seccién transversal sobre la cual

se ha promediado la corriente, Para efectuar la integracifn

-—2 2

hay que expresar |r-ra] en funcidén de las coordenadas
y del vector posicién .
Vamos a utilizar la ec, (10) para resolver el caso de la

idmina, Tomamos como origen de coordenadas a un punto sobre

la superficie (por ej, sobre la cara inferior), El vector
-2 —r —_—2 .
T = rp es paralelo al vector v , es decir

—_— -3 —

r - r_, = v

B
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"ar,2mos ahorn uso del hecho que  ©_ 05 4 vector gque srilala
an cunto sehiro 1o supepficic y entonces, s5i 2z es la direccidn
norimal a2 la LAmina, tonemos
lq’ - e Y -
{r.) = G 1 5 es un punto.gobre ia cara superior
37
- ~ . S P :
(r,) =0 si B ons un punto sobre la cara inferior
2z ’
"n+tonces
-
\r-ra | X,
va é
donde
- . d- . 2 Aen & CID
%(f: (a 2)/14M9W(P / e ‘/'P (P (11)

Los electrones quer viencn de haber chocado con 1a parte infe-

rior de 1la lémina tienen velocidad positiva segin el eije v

v

Z
entonces -risncn con un angulo & comprendido entre 0O y J%‘

Analogamente a los que vienen de haber chocado con la cara supe-
7 T

rior les corresponden Angulos comprendidos entre py vy /1 .

5

Come o1 dntegrado depende solamente de 7z se tiene

*l"[d":: L fad?: (12)
5L a )

Introduciensdo {(11) en (10) y haciendo uso de (12), resulta

M2 a Vi -
T2 1= 22 [ Je[dr[[ do s ene FHpamoop |
o el />

E qra

14

a -2/ prenpenr®
+fo/94w8 enle e
o

7l
La integracidn segin sp debe hacerse cntre O y 'z;' para que

no cambie de signo el exponente, de ahi el factor 4, La integra-
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cidn sobrs 2z es inmediata y resulta
L -2 [/{ 2m 5 n P

w
S, 1. 34 JE 5’0 300 [i- € +
O; - ! e )pd(, W@{Jﬂ?z ' ]

iTh -a/¥ ®
+jn§9 ente 2 s [ € S il ]}
o

imr_ iTh

Dado que - ‘—'j puede ponerse
1 /2 ° ’

Gz |-6f j{ld/sz aa?J”/cz/s erro 2ea'® (I- gefme “*) (13)
O: m o o

Fara comparar esta expresién con (2) hay que tener en cuenta

que en esta Ultima el eje polar es el 2z , mientras que en (13)
es un eje segina la direccién del campo, Haciendo el cambio

de ejes, tal como se indica en la Fig,l , e integrando segfin

la exgresién se reduce a la (2). La integral (2) puede trans-
formarse a una expresidén que contiene integrales tabuladas

(ver p,ej, Sondheimer, 1952,). Hay dos casos limites para los

cuales puede aproximarse por expresiones simples

o .. [+ 3F a»>
& Y ( £)

. A4t (ac?)

O~ 2a legltha)

Dingle (1950}, ha utilizado argumentos fenomenoldgicos para
tratar el caso ak?! tanto en alambres como en laminas, Ul ca-
SO Cléﬁf para laminas estA discutido en Ziman (1962), Sondheimer

(1952), y Lovell (1935),
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IV -_EFTGTO MAGNETOMORFICO

- b e

Hemos visto que el fenémeno de conductividad se ve afectado
por la geometria de la muestra cuando alguna dimensién de ésta
es comparable con el camino libre medio, Cuando ademis del

w

——p , R —p
campo eléctrico E hay aplicado un campo magnético M, la fuer-

za que actlia sobre los electrones sera

v x H (1)

—_—
La presencia de 1 va a afectar también la conductividad, Pa-
ra ver esto supongamos un conductor cilindrico con el campo mag-
nético en la direccién del eje. Como se ve enseguida de (1) ,

—
H no va a modificar el movimicento de los elec¢-

la presencia de
trones <n la direccién de la corriente y por lo tanto tampoco
deberia modificar la conductividad, Sin embargo los electrones
se¢ ven ahora obligados a describir trayectorias helicoidales
alrededor de la direccién de .ﬁ”, Yy este hecho modifica la fre~
cuencia de choques de los electrones con las paredes, Como el
radio de curvatura del circulo que resulta de proyectar la hé-
lice sobre un plano perpendicular a E?, es inversamente pro-
porcional a éste, es de esperar que para campos suficientemen-
te grandes practicamente ningidn electrén va a chocar con las
paredes y por lo tanto la conductividad va a tender a 6; o Si

l1lamamos O (H) a la conductividad en presencia de H , enton-

ces esperamos que

G (H)
o —> 1

para H ——-> @

Este fenbémeno no debe de ninguna manera confundirse con el
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conccido como magnetorresistencia, Uste dltimo gonsistce an
qua Oo también es funcién de U , y seto depende de las ca-
racteristicas particulares de la superficie de Fermi del metal,
Fn el casu que ésta sea esférica 21 efecto no aparece, Noso-~
tros nos ocuparemos del problema magnetomérfico, suponiendo u-
na superficie de Fermi esférica, y dejaremos para mis adelante
el caso en que también hay magnetorresistencia y los fenémenos
se superponen,

Fl caso descripto anteriormente es uno de los tantos que
pueden presentarse debido a las diferentes geometrias posibles
y también a las diferentes orientaciones de campo magnético
con respecto a la corriente 3’, Todos los casos son en princi-
pio atacables mediante el uso de la ecuacién de Boltzmann, en
la cual hay que introducir el término adicional proveniente de
la fuerza magnética, Sondheimer (1952) da una resefia de todos
los casos posibles y trata algunos de ellos, FEl método ciné-~
tico es aplicable en el caso ﬁ' paralelo a j’ Yy nosotros lo
vamos a utilizar para alambres y en especial para laminas,
Cuando ‘Ee es perpendicular a 3?, el problema se complica de-
bido a que aparece un voltaje de Hall y entonces la ecuacién

de Boltzmann resulta un método mis sencillo,

a) Alambres. Dado que el campo magnético no afecta el movimien=-
to de los electrones en la direccidén de la corriente, el tra-
tamiento es exactamente el mismo que el que se aplicé para ob-
tener la ec,(III-10), salvo que ahora [T - ?%) debe ser reem-
Plazado por la distancia efectiva que recorrié el electrén en-
tre ambos puntos, La integral fue evaluada por Chambers (1950)
valiéndose de una serie de transformaciones que nosotros desa-
rrollaremos aqui, por ser el mismo método que aplicaremos en

el caso de la lamina,
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Sea 2z el eje del cilindro, y sean %(0,0,%), H(0,0,H) ,
los campos eléctricos y magnético respectivamente, Un electrén
que se mueva haciendo un angulo & con el eje Z Yy con veloci-
dad Vp s va a describir una hélice y la proyeccibén de ésta en

el plano xy serda un circulo de radio

Ve C 2uvm
r= mF 9_ = fo »mE

e H

Si el electrdén recorre una distancia s entre los puntos ?;
y .;w y si ¥ es el angulo del arco de circulo, que determina
la proyeccién de s en el plano xy , entonces se ve inmedia-—
tamente que

s= Tl ¥

y entonces

Y77

[~ déﬁjcﬂQi/g/Bz@m;Q e’ © € (2)

fon j
op 1{7‘5
Lo que hemos hecho no es mds que reemplazr la distancia entre
ry ';; vor el camino que recorre el electrén entre ambos
punteos, Ista solucién ha sido también encontrada por Dingle
mediante integracién directa de la ecuacién de Boltzmann (ver
Chambers, 1950), La exponencial que obtiene es de la forma
Ar/e) firive V)
L

donde f(r,v Ve ) es una funcidén mas o menos complicada, Es
posible demostrar que £ =Y y por lo tanto la solucidn es
la misma que la obtenida por el método cinético,

Para integrar (2) consideramos los electrones que en el
instante considerado viajan con Y= % , haciendo un angulo @
con el eje z y que interceptan la seccidén transversal sobre

la cual se quiere calcular la corriente. La proyeccién de 1la
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trayectoria de estos electrones sobre el plano Xy es la misma
que la trayectoria que recorrerian los electrones si tuvieran
v, = O y un radio de curvatura r = r  sen 6 ., Consideremos
un electrén que choca con la pared en el punto P y que en @
Se mueve con ‘f =0 (ver fig,2), Si xp, yp, son las coorde--
nadas del punto P y x , y 1las de N , y ademis 9{ es el

dngulo que describid el elctrén entre ambos puntos, se tiene

x + r(l - cos ¥ )

b
l

y + r sen ¥

<
]

entonces
fx+r(l—cos‘fl’)J2 + [y+rsen?f]2 =a.z (3)

siendo & el radio del cilindro, FEsta es la ecuacidén de una
circunferencia de radio @ con centro en el punto R de coor-
denadas [-m r{(l - cos ¥ ), = r sen ﬁ'] .

Todos los electrones que desde que chocaron con la pared han
girado un dngulo ¥ y que viajan con (f = 0 estin sobre esta
circunferencia, Vamos a llamar C(¥) a las circunferencias
de la familia (3) ;3 C(O) es 1la que corresponde a la pared del
cilindro, Si consideramos ahora dos circunferencias C(¥% )

y C( Y{ ) , vemos que estas se interseccionan en un punto den-
tro de C(0), Esto significa que existe una doble solucién y
la que tiene sentido es la correspondiente al menor dngulo ya
que la otra implica que el electrén ha realizado parte de su
trayectoria fuera del cilindro, Entonces los electrones que
han girado un 4ngulo ‘4 desde que chocaron con la pared son

los que estan sobre el arco de Cf ﬁ’) comprendido entre la



interseccién de ésta con C(O) y con la circunferencia de
radio (@ ~ r) (para r £a ) con centro en (~r,0), que es la
envolvente del haz‘(ver fig, 2).

Nosotros vamos a estar interesadons en el drea S(¥), ocupa-
da por los electrones que desde que chocaron con la pared han
girado angulos comprendidos entre cero y ¥ . La que se ve
sombreada en fig, 3 es S(% ), Una vez conocida S(¥), 1la

ec,(2) puede escribirse

3 T w 2 2T _(///?
oc. . 3
Z- -2 Jadtfjods amo wefo d¥ pI1¥) e

donde Q=-f/rb y

{ 95(w)
f’(‘*/)" s CX

Debido a la simetria del problema es claro que integrando es

P

independiente de 99 Yy entonces la integracién con respecto a
esta variable puede efectuarse inmediatamente, De esta forma

resulta

o

T 2r S
.- |- -%fo/&mg m‘sjd‘/’p(w)e 2 (4)
Co o

Los valores de p(¥) han sido calculados por Chambers, La
integral (4) ha sido evaluada por métodos en parte graficos y
en parte numéricos, El resultado cs que decrece monotonamente
desde su valor a campo nulo hasta el valor uno a medida que el
campo aumenta, Algunas de estas curvas pueden verse en Cham-

bers (1950) y en Sondheimer (1952),

— PR

1)} Bl haz tiene en realidad dos envolventes, la segunda es una

circunferencia con igual centro y radio (@ + r)



b) Ldminas. E1l método de integracién que hemos utilizado para

la ec,(2) hace uso de la simetria cilindrica del problema,
La ventaja radica en que debido a esta simetria es posible in-
tegrar con respecto a una de las variables en forma inmediata,
En una lamina con campo longitudinal esta simetria no es tan
evidente y la ecuacidén (2) ha sido resuelta poniendo ¥ en fun-
cién de las variables 8§, ® , @ .| La integral triple que resul-
ta es extremadamente complicada y para resolverla es necesario
recurrir a una computadora (Yi - Han Kao, 1965), Nosotros va-
mos a desarrollar un método basado en el utilizado por Chambers
para el cilindro, que permite reducir (2) a una integral simple
y por lo tanto mis fdcil de resolver numéricamente,

La idea del método se basa en que una limina de espesor @
puede ser considerada como un cilindro hueco con espesor de
pared Q. , en el limite cuando el didmetro medio del cilindro
tiende a infinito, manteniéndose el espesor de la pared constan-
te, Is evidente que ahora el problema tiene simetria cilindri-
ca y por lo tanto el método utilizado en a) puede aplicarse
directamente, Para mayor claridad vamos a estudiar primero el
probiema de un medio infinito en el cual hay un agujero cilin-
drico de radio @&, ., Tl caso es escencialmente andlogo al ante-
rior, Tomaremos el caso F{a, por ser el dnico que nos va a in-
teresar, Los electrones que viajan con %Y = 0 haciendo un &n-
guloecon el eje =z y que desde que chocaron con la pared han
girado un angulo % , estidn sobre una porcién de arco de cir-
cunferencia C(Y¥) de la familia (3). Por consideraciones ang-
logas a las hechas anteriormente puede verse que esta porcién

de arco es la comprendida entre las intersecciones de C(y)
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con C(O) y con la envolvente del haz, de radio @Q + r , Lla-
mamos %(V’) al drea ocupada por los electrones que desde que
chocaron con la pared han giradc angulos comprendidos entre ce-
ro y W , IUste area es la que aparece sombreada en la fig, 4,
Ahora supongamos que el medio conductor sea el comprendido en-
tre dos cilindros concéntricos de radio$ a4y @, , siendo &< Q,
yqi45= a o Consideraremos solamente los electrones que han
chocado con la pared interior, DIl problema consiste en calcu-
lar S(Y) para estos electrones en el caso r <&, , Como di-
jimos, esta situacién es la tnica que interesa ya que es la d-
nica que se va a presentar en el limite, Llamamos C(¥) a las
circunferencias de la familia (3) con radio @, . Hay dos casos
posibles:

i) r& a/2

Cste caso, es simple ya que los arcos de las C(Y¥) que con-
tienen a los electrones bajo consideracidén estidn siempre conte-

nidos entre las paredes y entonces el cidlculo es andlogo al de

fig, 4, Intonces en este caso
S(¥) =5, (¥)
para os wsar

ii) r>2 a/2

Ahora hay cuatro situaciones diferentes a considerar ;(Ver
fig,5)s Og¥S¥ : Aqui estamos en las mismas condiciones que en
el caso anterior y en consecuencia S(YyY) = 8, ( )
YrL¥<Y¥Y : Ahora C(%) corta a C en dos puntos y la si-

2
tuacibén es diferente, Entonces

s(¥) =s2<~r)



¥{$ ¥ < V; : En este intervalo C(¥) corta = C2'y CS’ entonces
S{¢ ) = 53(?’)
e C
%s ‘//s kk,' s Ahora C(\¥) corta 4

S(¥) = 5,(¥)

Para dngulos mayores que ‘f; y C(¥) corta a €, .en el inte-~

4

rior de Cl y entonces S no es mis funcién de Y .

Definimos ahora

[ . (5)

Tr Q.,la.,—aw al.q?
o, ay=a ej-al) ¢

Segin vimos antes , va a haber cuatro expresiones diferentes
de acuerdo a los casos que hemos considerado, Los p(¥) estan
celculados en el apéndice A , asi como los valores limites de

los éngulos’f,\[i , etc, Las expresiones requeridas son
Th(¥) = Z—E {1+ eo ¥ )

-
Thi¥) = 52 (1t co¥p) = L cofy ¥ (422 44,.41_{_‘)1/2

[4 at 2

Tk, 1= £ (14 @) +4-L£

= 2 2ai' 2

6
(f/... P (I_.__.Q)

~4 .y
Con = ancssn / “de1 = QUC e
No es necesario calcular ps(v/) porque c¢n el limite Q(S = %;
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Hastz el momento hemos considerado solamente aquellos electro-
nes que han chocado con la pared interior, GLn el caso limite
los que han realizado choques con la pared exterior van a con-
tribuir en igual forma y por lo tantc no es necesario conside-

rarlos separadamente, Poniendo en (2) sen €& = x , tenemos

! i
- - T
%-Bjox(tx.) g (x) d=x (7)
donde
K _ i
g = l-zf P(x,+) e N
t}:)

E1 factor 2 resulta de incluir los electrones que han choca-

do con la pared exterior,

llemos visto que hay dos casos diferentes segin que r = r X
sea mayor o menor que @A/2 |
a
Para x & X, = o y p(¥) = pl(V/) para todo 4 y enton-
o o

[

ces Y(x) c , ‘{;(x) = 2T
a

T _ 9
g‘(xJ - /—-;l; ;5(5zb‘kﬂ e 4?C/HV

Calculando la integral resulta

-
3 (x)= |- 2% _2 [ 82 +92(1-< /2
! r q,.?l

)] (8)

donde = rO/Q
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Para x Xq estamos en la otra situacidg ! entoncos?& =0
%:: 9; . Ademads el intervalo de integracién debe dividirse

en tres partes segun 10s tres casos que hemos sefialado,

g . /i @

1 a4
"'ZJ;: FQ /’(/-Q gj'}/

Reemplazando los valores de p(x , tl"/) dados en (6) resulta

?ZCI):H’—{e C/?x(f"‘)f v{{??)*
+ 90 8- /4’2""*?24/10*3"”(01% ~1)e )

4772

donde
Len 5~ 20 2 K
f(x)r —
2k

La integral a calcular es entonces
g

X1 1
o) 2,% 2,3
~. = 3 Xx{1l-x") gl(x) dx + 3 X{(1-x~) gg(x) dx (10)
Oﬂo (o) X1
donde g, Y &g, estan dados por (8) y (9) respectivamente,
Es posible demostrar que en el limite M = O , la expresién

(10) se reduce a la (IIT-13), correspondiente a la lédmina en
ausencia de campo, La demostracidén puede verse en el apéndice B,

Cuando;é 27‘ 2 , se tiene que X, = 1 y entonces (1l0) puede

integrarse inmediatamente, Resolviendo la integral para este

caso resulta

C8&+28 (- € 2,7/?):]

oo- -2

63 /6 /U‘(/*?z (11)
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{
Cuando;:.( 2 , la integral (10) es doble dado que g,
contiene una integral sobre la variable ‘¥
Vamos a estudiar ahora la integral

=t
T- J, w*a (Kl ) e

donde hemos puesto k = 2/h>c
Para Q?‘/ 1 , la integral puede reeemplazarse con suficiente
aproximacidn por

~/p

F=2 e {Afm—ﬁ;t_é“ - [V« —

— o (& +TET )] 4 —?Qlf—k;U &) ' ket

+ (k~/) -
4 k

Tl error cometido en esta aproximacidn es
A1 < 0,005 (13)

Los cdlculos correspondientes a (12) y (13), asi como las defi-
niciones de A,B,C, ¥y ?7, pueden verse en el apéndice C,

La integral (10) ha sido calculada haciendoc uso de (9) y (12)
Los resultados para tres diferentes valores de = a/j se mues-
tran en la fig, 6 , En base a las aproximaciones hechas en 1los
cdlculos, puede estimarse que el error cometido es inferior al

3%, La limitacidén de la validez de la aproximacién (12) impues-
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ta por la condicién q 271, implica;%‘z{C¥. Como se ve en
la fig., 6 , para oL¥ 0,5 , es posible obtener practicamente
toda la curva ya que los valores para ‘b‘ = 0 son bien co~

nocidos,

£l acuerdo de nuestros resultados con los obtenidos por
Yi-Han Kao es en general bueno, salvo en algunos puntos cn
los cuales la discrepancia llega a ser aproximadamente del 5%,
Esta diferencia parece ser algo mayor que el error que hemos
estimado en nuestros calculos, Por otra parte el autor no ha-
ce ninguna estimacidén de el error que afecta a sus curvas,

Una de las caracteristicas sobresalientes de las curvas es
la presencia de un mdximo de resistividad., Para comprender
este comportamiento conviene sefialar que en una lamina delgada,
en ausencia de campo magnético, la corriente es principalmente
debida a los electrones que viajan en direccién aproximadamen-
te paralela a la superficie (Lovell, 1936), (Ziman, 1962),
Cuando se aplica un campo magnético, la trayectoria va a ser
modificada en forma tal que van a realizar colisiones con las
paredes, Esto puede resultar en un aumento de la resitividad
total, ¥n campos altos, la resistividad debe tender a su va-
lor intrinseco que es menor que el que tiene a campo nulo y en

consecuencia debe aparecer un maximo,



_APENDICE A

Vamos a hacer el calculo explicito,de las cantidades p( ¥ )
y ¥ que aparecen en ec,(IV-6), De la fig, 5 pueden deducir-

se inmediatamente las siguientes relaciones

~ @
vf(a',az,f): -ZQME—'::

1 k3
~t @#r)+ =Gy
2 (Q,-f-r) r

‘la,,aqr) =

-1

ol ,r) s W' als (@-n)t-rt
z(arr)r

(A-1)

-1 ] UL
L,j/(auqzzf'): 2 ws L -@yrn)-r
Ala -y

Haciendo el paso al limite para (a-,,q,z).-’ao, @,-a)=a , se
ve enseguida que se obtienen los valores dados en (IV-6),

Ahora vamos a calcular S(@,,ay,r, ¥ ) para los diferentes
casos teniendo en cuenta que sb6lo consideramos r < &, .

Para K‘( V’, la situacién es la mostrada en la fig, Al,

Los :&<culos de las superficies dan los siguientes resultados

=el§+ 2ra, Tmt g

z
[4

55: -IZ- (l"-f-Q;J 7/--2’— (5*'7")0-,1_. rw%f(qlfoé_+

+rw->_;‘_’)

S - 5&"'96 (A-Q)

!

o ~ I©
/lw.z_._. a'ﬂén%:



Para calcular las otras cantidades hacemos uso de la fig, A2,

Para S2 ponemos

siendo Sé el Area sombreada, Ademas

R P PV R | 1 T 1

=g @X-zaf L [ L (aarrea, 4rawmy )+

+2a0, qlqt ]

donde (A-3)

. T
cesg = Q-at~ 47 2m ¥/2
- Hqa,r ami/,

w# = at -t 2‘;4 riru ¥/
. & #a;rm‘f/z

El 4rea S es la encerrada por la curva C que pasa por

4 1
los puntos P ,P ,P_ P Los electrones contenidos

1 2 3 4 5 °

en el triangulo Pn ,P5 ;PG no cuentan porque éstos han cho-
cado con C, , Como la cantidad que interesa calcular es aﬁﬁr'
[ }

es igualmente apropiado calcular o4 y que es el Area del tri-

, P

P . - 134
dngulo Pl P2 P_ , teniendeo en cuenta que 9S,/5p = —9% /3y

7
de la figura se ve que -
(4 \' 2 ¢
Sy =4 (R-7) ¥ -4, 5+ 0AF -2041, (A-4)
donde

T -
== R E-TR (A-5)



entonces

También tenemos que

2 2 _r)
en(S18) z Q= (2:7)
A r

por lo tanto

9(:5+éizggl =0

Haciendo uso de la relacién

Y - ram /2 (A-6)
A»&W — -

('7 E;) a,

y dado que T +§ = cte,,

es posible poner

S= C&i“-%:+'4uhd rauw ¥z

(A-7)
X,

Para calcular los dos tdltimos términos de (A-4) ponemos

OAP_ - O'AP OAP_ + DAO' - OAO' - O'AP_ = O0'P_ - 00'P
7 1 7 1 1

Como B +8§ = cte., tenemos

3(00'?7) -1

(A-8)



Por dltimo es facil ver que

CO'P, = % & r seng (A-9)

1
Ahora vamos a calcular las cantidades p( ¥ ) haciendo uso de
la definicién (IV=5); cada vez que hablemos de paso al limite
lo haremos refiriendonos a las condiciones especificadas en es-
ta definicidén, De l1la relacidén entre é v ¥ , dada en 1la ec,

(A-2), resulta

r
§—= A2 . endr oA
a,
Utilizando la expresién de S1 dada en (A-2) se obtiene 1la

expresibn correspondiente a pl( Y ) dada en (IV-5),

A partir de la ec,(A-3) se obtiene para S2

4 2
Mo 55 _ Liwn - @y (-PI~ Lt (45 aedg-1) " (a-10)

a,-a;

Hay que calcular ~Lim % ai(<>< —[3 ) ; Para esto usamos la re-
lacién
£/2_ p
2
donde

1 T 3 1
@, _ 4rtawm /2
Cod ? - ,,_gi;_,-f L
22 A,

en el 1limite cos Q-—)l , O sea Q_)O s Y se puede poner

2 @2,

?: 4(447 - [Z__ Q‘Z+Q:__Qr2%2 )9/2)2]//2

entonces
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a,?: [_CL,‘_. ajtta; L) J

.JCLy

siendo j: 21 2 /2
Expresando la raiz en funciédn de ab y haciendo el paso al

limite resulta

dim J = 0 SEE

Yy entonces

E

Reemplazando esta expresién en (A-9) y derivando se obtiene el
resultado dado en (IV-6),
Para S4 se tiene

/

Sy =4 (ar)¥-a'§-airsms (A-11)

en do:de hemos hecho uso de (A-4),(A-8) y (A-9), De (A-5) y

(A-7) tenemos

oF 25 _, _ re¥/
2% 7 o 2 za,(:-r‘z-«‘*ﬂ)’/z

Ademids por (A-6)

DAY p! G rAea W2
_ _ rtawm ¢ r
—2en S = 2emt () )+ w3 —a

Reemplazando estas expresiones en (A-11) resulta



- BEOQ «

] ’,t
5 C R rlmt I i T
2= - (a'z,"r) ‘f% Ay - 4,7 ("‘ a't )1" ,z.rcn\k

{
ay ¢

Q@

Haciendo el paso al limite se obtiene la expresién dada en (IV-6),

APENDICE B

Para demostrar que la expresién (IV-10) tiende a la (III-13)

cuando H —2 0 , haremos el siguiente cambio de variable

r 7/ sen © = b (B-1)

Utilizando los valores de “f y V/-;_ dados en (IV-6) resulta

U2

) IS a ; t 2 -?.( 2 )

fo2mB 2Te2m &

y entonces

b, = \'/l sen & = Q.

b2 =r_ \[/2 sen B@—> o0

Las expresiones para p

Yy p dadas en (IV-6), deben expre-

1 2’
sarse en funcién de la nueva variable, haciéndose ademis el pa-

so al limite para “+— o » Hecho esto obtenemos

P Vo 2enp
y Ta

i

P2

La integral (IV-10) resulta entonces

il

Mo 2w r;a-ue(l atyi
7 Ta b‘)



- B

foud

i O _b6/ b
Q. . _xt 'l &
E-;_sjoscux) clx [ 1-75 J b 4
2 oo g} l/z - A/IAM‘I.B (B-2)
t ma Sa,(’” O db ]
La primera integral es inmediata, Integrando por partes 1la

segunda resulta

2 | awme :D-e—b/"%s atdb

. 63 r-————ﬁlw R

Haciendo el cambio de variable

L= e ? db- 22m¥ J¢
b et ¢
la integral queda

17/2-‘1/-/ WP 2B

2 €
— l/,umefo e o do

Reemplazando en (B-2) se obtiene una expresién idéntica a

(ITI-13),

APENDICE C,

La integral

w iy =¥/
AT i 8
+

(C-1)

no =2s expresable mediante funciones elementales pero es posi-
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ble resolverla en forma aproximada,

Para esto vamos a calcu-

lar cual es el valor maximo del intervalo de integracién, Los
valores de los limites son

b}

Jdwm -2

N

2 = %
2r
o ¥ = ()- 28)

La {i1tima expresién puede escribirse

/ﬂ«nzil-'z
2

Tntonces
- -l -1
Y, ‘ﬁ: At 'l'z. - Atan 2 (C-2)
1
Para encontrar el mdximo de esta Funcién debemos resolver la
ecuacibn
A1 Cl(qﬁ-qf)__ J S
c dz“ ZI_Z‘-"'Z' )~
La raiz es
7 -
3
Reemplazando este valor en {(C-2) obtenemos
( ¥, - ¥, = 0,55 (C-3)

Ahora escribimos (C-1) de la siguiente manera

77 _E)fp
T=- = /qj ""’lﬁy{(“z"‘“'z%/“)lhc d ¥
L7
donde

q;: YT;.+5 ; ‘? = Z/k:2:
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Desarrollamos la exponencial hasta el segundo orden

_J?:;W? - ~ 1 - — 2
et L (¥ 2 wP g (= (C-4)
£ ’.‘:/“T*‘% 7t "’"Z Tr—fl(“ )
Ahora vamos a reemplazar el 4dngulo por el seno
(?—4:)/? — ! =
-\ 2 ¢ > {(C=5)

En esta tltima expresién hemos hecho uso de la identidad

2 At BF _ e B¥F
r )

Desarrollando (C-~5) y reemplazando en (C-1) obtenemos

— t_
-/, "t !
T~ 2 ?],._‘f“let")hEA—Bt rc i ] __.Oéf

donde
N o - A
- sen Ty o1 T Tk ' - B e
y ademés
(2 en E F
A= (B4),;, B=(g oT+ 4 %),

Integrando resulta (IV~12),

Para estimar el error de la aproximacidén consideramos unica-
mente el caso ’277 1 para estar seguros de una rapida conver-
gencia en el desarrollo de la exponencial, En vez de (C-5) va-

mos a hacer uso de (C-4) ya que en todo caso el error cometido
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al reemplazar el idngulo por el seno es menor que el cometido
al reemplazar la exponencial por su desarrollo hasta el segun--
do orden,

La integral (C-1) es de la forma

O
D
~

rr
T- h dy ‘
), 4
Yy entonces
I B hd¥
AL = 4
J, ¢
donde

— ol T — 3
e F 1 (1) ()

_(4».47)/?
-1 + 7 2 ??. i 6?3

14‘1 = £

Reemplazando en la expresién para 4TI resulta

AL = gég‘f*l

¥ _ 1
z‘3((,‘*- FPdy¥ < (;’53’31 z% dv (C-7)
, i 1

La Gltima desigualdad es consecuencia de que
7> ~
Iy/—‘////ma‘x =~ 93

como puede verse enseguida de (C-3),

De (C-6) y (C=7) resulta

¥
AT (0:2)° jw?d(’,

ép3 (% &
ya ? f:ie(vftlf)/yaw’

A los efectos de estimar el error podemos considerar que el co-
ciente de las integrales es igual a uno y entonces

AT ¢ (2P
T ° &g



V - PROBLEMAS EXPERIMENTALES

En ausencia de campo magnético el efecto de borde queda ge-

neralmente expresado por

% =f(a_{).b) (1)
donde IAL es la relacidén entre el camino libre medio y o1 es -
pesor (o diametro) de 1la muestra, p es el coeficiente de re-
flexién especular en la superficie vy 0, es la conductividad
intrinseca del metal,

Lo que se hace experimentalmente es medir 6 y luego com-
parar los resultados con los calculos tedricos, Para cada mues--
tra las incognitas son p, f s ¥y 6, e ELvidentemente, la com-
Paracién se simplifica si se conoce el valor de P » Trabajos
previos en efectos de borde (Andrew, 1949), y en efecto skin
anémalo (Chambers, 1950 a), indican que el valor mAs aceptable
es p =0,

La validez de la ecuacién (1) es general, en cambio tos cil-
culos teéricos de 6 se basan en ciertas condiciones de ideali-—
dad que no son logradas en la practica,

Vamos a analizar los dos hechos principales que pueden ori-
ginar desacuerdo entre los resultados teédricos ¥y experimenta-

les,

Choque inélastico; Como ya vimos, este tipo de choque puede

imposibilitar la definicién de un tiempo de relajaciébn, ya que
éste puede depender de la fuerza que aparta al sistema de su
estado de equilibrio, Una forma obvia de solucionar experimen-
talmente esta dificultad, es bajar suficientemente 1la tempera-

tura hasta que los choques sean casi exclusivamente debidos a
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imperfecciones, Sin embargo, para que el efecto de borde sea
visible, el metal debe ser de pureza suficientemente elevada
como para que /( sea del orden de & ., En metales con tempera-—
tura de Debye baja, es necesario trabajar a temperaturas por

debajo de la de bafio de helio liquido para alcanzar las condi-

ciones requeridas, Por otra parte, siempre que se trabaje den-
tro del rango de validez de la ley de Ohm, es razonable tratar
de describir el fenbémeno de conductividad mediante el concepto
de relajaciébn, Sin embargo, @ no va a ser el mismo en la con-
ductividad eléctrica que en la térmica; esto se debe a que los
choques no van a tener la misma efectividad en ambos procesos,
Si los electrones son dispersados por imperfecciones y fo-
nones, entonces va a tener sentido hablar de un @ siempre que
las probabilidades de choque sean independientes, FEn este ca-
so la probabilidad total serd la suma de las probabilidades in-~

dividuales y entonces

(2)

Esta relacién es conocida como la regla de Matthiesen, Aln
cuando la regla no se verifique, las desviaciones no van a

ser muy grandes (Ziman, 1962), (Kohler, 1949),

Superficie de Fermi no esférica: Cuando la superficie de Fer-

mi no es esférica, el tiempo de relajacibén va a ser en general

funcién de la posicidén del electrén sobre la superficie, Co-
mo los cdlculos tebricos del efecto de borde suponen que @ es
un ndmero , es posible que en algunos casos el acuerdo entre
tedria y experimento sea pobre, El sodio es en este sentido

un metal casi ideal por tener simetria clbica y una superficie
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de Fermi casi esférica, Sin embargo, en metales con estructura
electrénica mds complicada, como mercurio y estafio, el acuerde
resulté bueno, (Andrew, 1949)., A falta de una teoria mas exac—
ta, lo dnico que purede hezcerse desde el punto de vista experi-
mental es ver hasta que punto las teorias simples son capaces
de describir el fenémeno,

Otro problema es el de variar experimentalmente la relacion
”{k1° En principio, hay dos formas posibles, Si se trabaija
cn la zona en que la resistencia no es residual, se puede va-
riar _f variando la temperatura, Este método es objetable por-
gque como 6: no puede ser medida con la muestra fina, es nece-
sario hacer mediciones en una suficientemente gruesa y suponer
que las propiedades intrinsecas de ambas son idénticas, Ademés,
como ya vimos, es posible que la teoria deje de ser valida cuan-
do la resistencia no es puramente residual,

Otro método consiste en realizar mediciones en muestras de
diferente espesor, Aqui se presenta una dificultzd similar a
la anterior y es que no se puede ascgurar que todas ias mues—
tras tengan el mismo 1 o £n realidad, es muy posidie que no
lo tengan, ya que en el caso de lamainas, por cjempio, las mas
finas tiemnen probablemente una mayor concentracid.. 7. .mpurn-
zas y tensiones debido al proceso de laminacidn,

Todas estas dificultades se resuclven haciendo medicioncs
en prescncia de campo magndético, Consadereios ol caso par-

ticular en que el campo sea paralelo a 1a corriente,
q It

]

mos, el efecto de borde se expresa niediante lz reiacidn

= F Ul %) (5)



donde r, es el radio de giro del electrén er el campu fmag. -
tico. Tara un valor fijo de f/a., es posible obtener una ocunn-
va experimental variando el campo., Las incégunitas a determin_;
son ,P y mv ., vy 6o » ¥y et mbétodo de Lacerlo seri explicado
més adelante,.

Con este tipo de mediciones, es posible obtener informacion
utilizando una sola muestra a una sola temperaturasg a2domis de
poder determinarse el camino libre medio, se determina el im-~
pulso del electrdn, Los experimentos en presencia de campo
magnético tienen un inconveniente debido a que en general los
metales presentan magnetorresistencia intrinseca, es decir que
su resistencia es funcidén del campo, aln en ausencia de efectos
de borde, In conscecuencia medir el efecto magnetomérfico puro
es practicamente imposible, En sodio ia magnetorresistenciaz
es muy baja y entonces el efecto, de borde puede mediise lim-
piamente, Chambers (1950) ha hecho mediciones cun alambres de
este metal y ha encontrado un buen acuerdo entre *eoriai y exX-—

~N
perimento,

Fs posible dar argumentos fenomenolégicos que permiten obto-
ner el efecto magnetomérfico a partir de los datos experimenta-
les en metales no ideales. L1 método es debido a Tlsen (1958)
Yy se basa en el siguiente argumento: En ausenciz de efecto de

borde los metales cumplen con bastante generalidad la ley

fem)-fo> _ r # ] ()

f{o) - & 7’(—0)

donde f(H) es la resistividad medida a campo y f(O) a cam-
po nulo, F es una funcidén que puede ser diferente para cada

metal, La relacién (4) se conoce como regla de Kehler, Si bien
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el modelo del electrdén libre no da magnetorresistencia, lo
podemos usar para tratar de interpretar que significado tiene

la relacién Eh’f {0) . Haciendo un simple calculo resulta

_H.. - mecd (5)
f(o) %

donde n es el nimero de electrones libres por unidad de ve-
lumen, e la carga y ¢ la velocidad de la luz , En base a
(56) podemos decir que H/ ‘f(O) da una idea de la relacién
entre el camino libre medio y el radio de giro del electrén,

o lo que es lo mismo, de la relacidén entre la frecuencia ci-
clotrbénica y el tiempo de relajacién, En general se supone

que el tiempo de relajacibén no se modifica por el efecto del
campo, Por otra parte, cuando hay efectos de borde, se reduce
por debajo de su valor intrinseco debido al choque de los elec-—
trones con las paredes de la muestra., En este caso en vez de
(4) debemos poner

pon-fum) _ gt
R [z‘;cm]

f(H) es como antes la resistividad medida a campo H, f;(H\

’

es la resistividad que se mediria en una muestra con el mismo
_P pero sin magnetorresistencia, y F es lz misma funcidn que
en (4), Es necesario entonces medir la magnetorresistencia de
una muestra gruesa de metal que se desea estudiar para verifi-
car que la regla de Kohler es efectivamente satisfecha por el
mismo y para determinar la forma de la funcibén, F , Una vez
que F es conocida hay que obtener £SUH a partir de (6),

Como /;(H) aparece en el argumento de F , el cdlculo es algo
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laborioso y hay que ir haciendo aproximaciones sucesivas pero
el resultado puede obtenerse con tanta exactitud como se quiera,
La validez de (6) es por supuesto cuestionable pero por ecl
momento es la fdnica forma de poder deducir los valores de fS(H)
a partir de los resultados experimentales y por lo tanto noso-
tros la supondremos valida, La férmula (6) ha sido usada por
Forsvoll y Holwech (1963) para el caso de campo transversal a
la corriente y por Olsen (1958) y Lutes y Clayton (1965) para
efectos longitudinales en alambres de indio y aluminio respec-
tivamente, Salvo en los resultados de Olsen, los valores obte-
nidos mediante la ec. (6) resultaron en buen acuerdo con la teo-
ria, Por otra parte de la Cruz el al, (a ser publicado en Phys,
Pev,) han utilizado los datos de Olsen para hacer la comparaciébn
con la teoria usando un criterio diferente en la determinacion
de las cantidades 6; s p y ¥ mv que el utilizado por Olsen,
y similar al que utilizaremos nosotros, obteniendo de esta ma-

nera un acuerdo mucho mejor,



VI -~ DETALLES EXPERIMENTALFES.

Construccidén de las muestras,

El1 efecto de torde es tanto mas pronunciado cuanto menor es
l1a relacién ajf, Sin embargo no es suficiente con reducir el
espesor de la muestra a la mitad para que la relacidén quede re-
ducida en la misma proporcidén, Es posible inclusive que cuan-—
tc mias fina sea la muestra, mayor sea la relacién. DIsto se de-
be a que en el proceso de laminacidén se pueden ir introducien-
do impurezas en forma tal de acortar el camino libre medio;
Hay que tener en cuenta que cuanto mayor es la pureza del mate-
rial con que se trabaja, mis seriamente se va a ver afectado
el camino libre medio por efecto de las impurezas introducides,
Consecuentemente, la laminacién se hizo poniendo el material
entre dos planchas de teflén las cuales fueronm limpiadas cui-
dadosamente con acetona,

Las muestras. V, VI, VII, VIII, IX y X , utilizadas en las
mediciones de efectos de borde fueron cortadas en forma de la-
mina de aproximadamente de 0,4 cm, de ancho, [l materila era
de pureza 99,9999% , segin datos de la fabrica Counsolidated
Mining and Smelting Company of Canada, Limited, Las muestras
I, I1 y I1I, utilizadas en la determinacién de la funcién de
Kohler, tenian la forma de un prisma rectangular de 0,2 por
0,2 cm, La muestra I era del mismo material que las delga-
das y el resto de material de pureza inferior,

Los alambres para medir tensibn, eran de manganina de 0,002"
y fijadas en puntos alincados con el eje de la muestra, a una

distancia de 3 cm, entre si, Para verificar que la separacién
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entre alambres no afectaba los resultados; se fijaron dos alam-
bres mas a la muestra III, separados entre si una distancia de
1,5 cmy; los resultados obtenidos en este caso son los que iden-
tificamos como muestra IV,

En todas las muestras, los alambres de tensién se fijaron
mediante soldadura de punto, Para esto fue necesario aplanar
ligeramente el alambre de manganina en la zona en que se desea-
ba soldar,

La muestra de indio se colocaba sobre un electodo plano, en-
cima de ella, y en lugar conveniente, se colocaba la manganina
aplanada, y sobre la manganina se apoyaba el otro electrodo,
que tenia forma cénica, Ambos electrodos eran de cobre, La
soldadora se cargaba con un cierto voltaje que luego era des-
cargado a través de los electrodos y la muestra, Los dos fac-—
tores que hay que regular para obtemer una buena soldadura son
el voltaje de carga y la presibén del electrodo cénico sobre el
alambre, Como el indio es un material muy blando, lo que se
hizo fue elegir una presién tal que no lo deforme y luego se
fue wvariando el voltaje de carga hasta que se obtuvo una sol-
dadura de buena calidad, Hay que tener en cuenta que el méto-
do se basa en el relativamente mal contacto eléctrico entre las
piezas a soldarse, Una vez fijado el voltaje conveniente para
una presidén dada hay que mantener a esta tltima, Si la pre-
sién se aumenta el indio se deforma, el contacto entre éste
Yy la manganina mejora y entonces no suelda, 8i se disminuye

puede suceder que el contacto empeore lo suficiente como para

que el calor que se desarrolle funda al indio, Es importante
también que el electrodo cénico y el alambre estén bien lim-
pios porque sino el contacto es malo y la manganina se suelda

al electrodo e inclusive puede fundirse,
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Operando en la forma que acabamos de describir y teniendo
en cuenta todas las precauciones, se lograron soldaduras de
buena calidad, firmes y localizadas dentro de un area de a-
proximadamente O,1 mm, de didmetro,

Para evitar problemas de diferencia de dilatacién entre
muestra y soporte, las probetas se montaron sobre una espa-
tula de indio, envuelta en mylar de 0,0075" dc espesor para
aislarla electricamente, La fijacién se hizo utilizando bar-
niz G.,E. 7031,

Todas las muestras que estaban montadas sobre una espitula,
que eran cuatro o cinco, se conectaban en serie para poder u-
tilizar un solo circuito de corriente, Los alambres de inter-
coneccién eran de indio, Los alambres de entrada y salida eran
también de indio hasta unos diez centimetros de la muestra y
luego se continuaban con cobre, De esta forma se evitaron e-
fectos termoeléctricos indeseables,

Los alambres de indio se soldaron directamente a la muestra,
sin usar ningun tipo de soldadura, utilizando un soldador eléc-
trico y flujo Divco Heavy Duty, La separacién entre los alam-
bres de corriente y tensién fue siempre mayor que 0,5 cm, Por
1ltimo las muestras fueron recocidas a 50° C por veinticua-
tro horas,

Cuando el sistema estuvo a 4,2° K, las fuerzas electromo-
trices esplireas fueron del orden de algunos microvoltios, Pa-
ra evitar este efecto, los alambres de tensidén se cortaron a
algunos centimetros de las soldaduras y se continuaron con co-
bre hasta temperatura ambiente, De esta forma, y cuando el
extremo frio de los alambres de cobre estaba sumecrgido en el

bafio de helio, las fem, espiireas se redujeron a un factor diez,
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Para averiguar si los resultados dependian del tipo de fija-
cién, y también del material de los alambres de tensidén, se fa-
bricé una muestra en la que la manganina se reemplazdé por indio,
La fijacién consistié simplemente cn presionar en frio el alam-
bre contra la muestra, La soldadura resultdé ser menos resisten~

te y no tan localizada como con el método anterior,

Método de Medicién

Las medidas de resistencia se hicieron circulando una corrien-
te por la muestra y midiendo la caida de tensién. La corriente
se mididé con un amperimetro Weston modelo 9231 de 3Amp., fondec de
escala; el voltaje con un milimicrovoltimetro Keithley modelo
149, con una sensibilidad mixima de 0,1 microvol fondo de es-
cala,

Un serio inconveniente resultdé ser el ruido que entraba en
la muestra por efecto de ruidos en el campo del electroiman,
Como el Keithley tiene salida para registrador, &-': se utili-
z6 para mandar la sefial a través de un filtro a otro instrumen-
to., L1 circuito usado se muestra en la fig, 7 ., La resisten-—
cia variable R se ajustd en forma tal que la lectura en el
instrumento fuera directa, Una vez fijado el valor de R , que
fue de aprox, 130 ohm, se verificé que la lectura era directa
en toda la escala y en todos los rangos a utilizar,

El circuito de corriente consistidé cn una bateria en serie
con la muestra, una resistencia variable y una llave quec permi-
tia invertir el sentido de la corriente,

Salvo en el interior del criéstato, todos los cables, tanto

en el circuito de tensidén como en el de corriente, se blindaron



con malla de cobre y se pusieron dentro de un cafio de hierro,
Los elementos tales como condensadores; resistencias etcy; se
colocaron dentro de cajas de hierro,

El Keithley tiene un sistema que permite compensar las fem,
espiureas, Igualmente los valores se contrastaron con 1los ob-
tenidos con el método de invertir la corriente, comprobandose
que coincidian,

Se hicieron mediciones utilizando diferentes valores de
corriente para asegurar que 1los resultados eran independien-
tes de ésta, El1 valor final se fij6 en 2 Amp, L1 campo mag-
nético se midié utilizando un gaussimetro de bobina rotante,
En todos los experimentos se hicieron mediciones girando el
campo en 180° y en ningin caso se observé efecto alguno, E1
factor de geometria de las muestras se determind midiendo 1la
resistencia eléctrica de cada una a temperatura ambiente y to-
mando como valor para la resisten¢da especifica del indio a

esta temperatura

-6

segin datos de WADD Technical Report 60-56 part IV (N,B,S.
Boulder, Colorado, 1961),



VII - RESULTADOS Y CONCLUGIONNS

Magnetorresistcncia Intrinseca,

Las mediciones de magnetorresistencia se hicicron a 4,2°K
utilizando varias muestras, Los resultados para las muestras
I, II, IIXI, IV pucden verse en la fig, 8 y las caracteristi-
cas principales de cada una de ellas se detallan en l1a tabla
I. Los valores obtenidos con otras muestras estuvieron en
buen acuerdo con los dados aqui,

Las muestras IX, III, y IV, por ser de menor pureza; se en-
contraban en la zona de resistencia residual a 4,2°K, en cambio
la resistencia de la muestra I era todavia funcién de la tem-—
peratura,

De los resultados de la fig., 8 se deduce que la regla de Koh-
ler se cumple ya que Af/f es independiente de la pureza y tam-
bién de si el material estd o no en la zona residual,

Como debido al ruido proveniente del electroiman no se pudie-~
ron obtener buenos datos con la muestra I a 1,4°K, se debié
suponer que la funcidén de Kohler es la misma a esta temperatura,
Esta suposicidén esta justificada porque la funcién es indepen-
diente de la pureza, También es licito suponer que los resul-
tados no estian afectados por efectos de borde ya que debido a
las diferentes purezas, la relacidén entre espesor y camino li-
bre medio es muy diferente para cada muestra,

La funcién de Kohler que obtuvimos no coincide con la obte-
nida previamente con Olsen, Como este autor utiliza para me-
dir tensién alambres de indio, los cuales fueron soldados en

frio, se prepararon dos muestras, una en forma de alambre y



otra en forma de prisma usando esta técnica, Los resultados
obtenidos asi coincidieron con los nuestros anteriores, Fi-
nalmente, y para verificar la calidad de nuestro equipo de me-
dicidn, se midié la magnetorresistencia de una muestra de alu--
minio, Los resultados coincidieron con los obtenidos previa-

mente por Lutes y Clayton (1965),

Ffecto Magnetomérfic

Las mediciones se hicieron a 4,2 y 1,4°K en seis muestras
cuyas caracteristicas y dimensiones se detallan en la tabla II,
Como se menciondé anteriormente, los valores medidos son la
superposicién del efecto magnetomérfico y de la magnetorresis-
tencia, Fara descontar a esta tGltima se usé la funcién de Koh-
ler medida en las muestras gruesas y la regla de Kohler modifi-
cada por Olsen dada en la ec.(6)., De esta forma se obtuvo Qi#)
para cada muestra,

Las curvas tebricas de efecto magnetomédrfico da. la relaciébn

¢ ;
f; //fi en funcidén de 1la variable//b-:CV//, donde

~ = (Te /mvc

siendo (X el espesor de la muestra, e y my la carga y el

impulso del electrén respectivamente y ¢ la velocidad de 1la
e
luz, Por otra parte 1lo que se conoce experimentalmente es fl
en funcién del campo magnético., Lo que hay que determinar es
cuales son 10s mejores valores de ﬁ; y & que dan el mejor
do
C e
acuerdo entre JZ y f; . Para esto se graficaron las curvas
tebricas en papel log, log, Sobre el grafico sc colocd un pa-
. ,C;pf .
pel transparente y se graficé 5 en funcidén de DbH; CJ y b

son dos nUmeros arbitrarios que se elegian convenientemente pa-



ra que la curva resultara dentro del grafico, Como el grafico
es logaritmico, la multiplicacién por constantes es equivalente
a correr el origen, Luego se desplazaba el papel transparente,
teniendo cuidado en no girarlo, hasta encontrar la curva tedri-
ca que mejor coincidia con la que estaba dibujada en el papeil.
Una vez encontrada se elegia un punto donde las curvas coinci-—
dian exactamente. El valor de A/ correspondiente a la absisa
del punto teérico, dividido por el de U , correspeondiente a
la del experimental, dié el valor de ¥ , Igualmente, dividien-
do el valor de la ordenada del punto experimental por la del
tebrico se obtuvo ;i . El1 valor de aqﬂﬁ esta dado por el va=-
lor del parametro correspondiente a la curva tebrica elegida,
Con los datos obte;idos a 4,2°K, no fue posible encontrar
ninguna coincidencia, Esto puede deberse a que en esta tempe-—
ratura las muestras no estaban todavia en la zona residual,
Como vimos antes, es posible que la teoria simple que estamos
usando no sea capaz de describir el fenémeno cuando hay inte-
raccidén electrén fonén, Esto pareceria indicar que la regla
de Matthiessen no es valida en este caéo° Olsen (1958, 1962)
ha sugerido que la dispersifén de electrones pcr fonones, que
a bajas temperaturas resulta en una defleccién del movimiento
del electrén en pequefios Angulos, pucde ser mucho mis cfecti-
va en muestras finas que en gruesas, Isto se debe a que un e~-
lectrén que se mueve en direccidén casi paralela a la superficie
de la muestra puede, por efecto de una colisidén con un fondn,
ser enviado hacia el borde y alli hacer un choque difuso, Un
mecanismo como éste invalida la regla de Matthiessen ya que
los tiempos de relajacién no son estrictamente independientes,

Los resultados obtenidos a 1,4°K se pueden ver en la fig,9
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¥y en la tabla ITI , Los puntos de las figuras corresponden a
los valores medidos y las curvas son las que resultan de sumar-
le 1la magnetorresistencia a la ﬁ: elegida en cada caso, DPara
esto se hizo uso de la ec.(6b), Los miximos que se observan tie-
nen muy poco que ver con los predichos por la teoria; se debon
a que la magnetorresistencia es siempre creciente y en cambio
el efecto magnetomérfico tiende en Gltimo caso a bajar el va-
lor de la resistencia total, FEste tipo de comportamiocuto sc
observa también en alambres, para los cuales la teoria predice
un decrecimiento monotono cuando solo se tiene en cuenta el e-
. s e
fecto de borde, Una comparacién de s Y f , Para las muestras

s
VIII, IX y X se puede ver en la fig, 10 , In la zona del maxi-

-

mo la coincidencia no es muy buena, Yi~Han Xao ha encontrado

la relacién

L=y
(——J-—\ - ,-',26{.?)013" (1)
/ /fm@k <
vélida dentro de un 10% y para 0,01 S &X' § 1 , Aqgnui /Oth%m}
es el valor para el cual 'f s maximo, DIsta relacién permite
deducir mv si 1708 conocido y viceversa, Nosotros hemos pro-
ferido determinar los valores de estos pardmetros imponiendo
la condicién que el acuerdo sea 10 mejor posible en todo el ran-
go de medicidén, en vez de hacer uso de la relacién dada en 1la
ec.(l), 1o cual implicaria darle mayor peso a la zona del méaximo,
Como se ve en la fig, 10 C, la curva correspondiente a ff,
en la muestra X, no presenta un maximo, Lo mismo se pudo ob-
servar en la muestra V , Esto se debe a que por ser ﬁ y G
grandes, el miximo se encuentra en la zona en que el material
estd en estado superconductor,

Comparando los resultados y las curvas tedéricas con el méto-
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do que hemos descripto, es posible determinar el valor de mv
dentro de un 7%, y como puede verse en la tabla II , los valo-
res obtenidos con las diferentes muestras coinciden dentro de

este error, El valor promedio de mv es l,5g.cm./seg, .

Comparacién con otros resultados

Hasta el momento, las dnicas mediciones de efecto mugheto-
mérfico longitudinal en indio han sido hechas por Olsen (1958),
en alambres, Como dijimos anteriormente, este autor no encon-
tré ningiln acuerdo razonable entre teoria y experimento, Sola-
mente pudo lograr un acuerdo en la zona de campos bajos, supo-
niendo un impulso igual a aproximadamente tres veces el valor
que predice la teoria del electrén libre, Para lograr coinci-
dencia en campos altos debid suponer un valor de once veces el
valor del electrdén libre, Sin embargo Olsen supone que todas
las muestras tienen el mismo camino libre medio, ¥y como ya he-
mos discutido, esta suposicién es dudosa porque ui. situacién
tal es muy dificil de lograr experimentalmente,

En la tabla ITI se muestran los valores de fyﬁ y mv obte-
nidos por de la Cruz et al, comparando los datos de Olsen con
la teoria, usando el método que hemos detallado anteriormente,

Los valores de impulso calculados de esta manera estan en
buen acuerdo con los obtenidos con nuestras mediciones en 13-
minas, Por otra parte Cotti (1961) obtuvo a partir de medi-
ciones de efecto Sondheimer el valor mv = 1Ou19g.cm,/seg°°
Sin embargo Forsvoll y Holwech (1964) midiendo el mismo efecto
obtuvieron mv = 1,3 ,‘LO“lgg,cm,/segM Este resultado esta en

bastante buen acuerdo con el obtenido por nosotros,
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Tl valor promedio de ﬁ,,ﬁ en tabla III e¢s superior al nues-—
tro, Este valor deberia ser el mismo ya que es una constante

del materials ¥n la tabla IV se muestran los valores promedio

obtenidos con alambres y laminas, y también el valor considera-
do como el mejor, obtenido a partir de medicicnes de efecto skin
andémalo, segun dato de Bate et al,(1963). Estos autores han a-
nalizado el caso de alambres en condiciones en que ol camino
libre medio es anisftropo, y llegan a la conclusidn guc la a
proximaciédn de,p isétopo puede ser buena cuando el elecctrdn de~
be atravesar varios cristales antes de alcanzar la superficie,
In muestras delgadas este no es el caso y para um cilindro, pue~
de considerarse que la huestra es un policristal unidimensional,
La consecuencia de esto es que E.f medido en alambres delgados
resulta ser mayor que el que se mediria en una muestra grucsa,
En este sentido, una lamina es un policristal bidimensional y
esto podria ser la causa de que cl valor de g i?ubtenido sea
intermedio entre el medido con efecto skin anémalo y en alam-
bres,

En conclusién, los resultados indican que es posible cencon-
trar un valor de impulso en forma tal de hacer coincidir las
curvas tedricas con las cxperimentales, Fste valur estd on
buen acuerdo con el medido con efecto magnetomérfico longitu-
dinal en alambres y con efecto Sondheimer, Sin embargo, como
el indio tiene una superficie de Fermi no esférica, mediciones
en monocristales darian el valor maximo del impulso normal a
la direccidn de crecimiento, De esta forma, haciendo medicio-~
nes en monocristalces crecidos con diferentes direcciones, seria

posible obtener una informacidén mis detallada sobre la super=~

ficie de Fermi ef metal,
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TABLA I

de las muestras usa-—

das en la determinacién de la regla de Kehler para indio,

Valores experimentales de /p 3 ﬁ j) 'y Y

tir de mediciones en laminas delgadas,

Muestra

I
IT

III
Iv

-

O
-
(S

o C O
DN

'spesor{cm., )

TABLA TI

e e v ¢

fglolo 17102 ffrott
Muestra (v cm,) {cm.) (L cm?)
v 1,3 7,95 0,94
VI 2,84 3,47 0,98
VII 2,72 3,31 0,90
VIII 3,62 2,46 0,89
IX 1,76 5,00 0,88
X 1,32 6,8 0,90
= espesor fi =

= 8

camino

libre medio

myv

10
f; 10" 7 (L em, )

43
179

68
68

mv obtenidos a par—

19
mv 10

-]
(g.cm,seg. )

. el — p———e T S——— o

0,0032
0,0065

0,011

resistividad intrinseca

= impulso electrdnico



TABLA III

Valores experimentales de 4P, fz/p , ¥y mv obtenidos a partir

de datos de Olsen en almbres, usando la regla de Kohler de fig.c

J fololo ,\ﬁlog fo;’) 1ot mv 10°°

2 -1
(cm,) (LLcm,) (cm,) (s2cmy) (g cm, seg, )
0,006 15,0 0,86 1,31 1,39
0, 0085 12,1 0,94 1,14 1,32
0,031 8,3 1,82 1,5} 1,5
d = diametro del alambre, %)::resistividad intrinseca
.p = camino libre mcdio, mv - impulso electrdénico
TABLA 1V

Valores de fii obtenidos mediante diferentes métodos

-11
Efecto skin anémalo 0,6 10 (Stem,)
2 ~113
Efecto magnetomérfico en ) 0,92 10 Jh(--"i.cm.a)
lidminas
™ P » "ll
Ffecto magnetomdérfico en 1,4 10 (- Lem,)

alambroes

1) Ver Bate el al, (1963),

2) Valor obtenido en este trabajo,
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INDICACIONES DE LAS FIGURAS

Transformacién de ejes para comparacién de las EOPmﬁn
las (III-2) y (IXI-13),

C{ y’l) s la circunferencia con ceintvo en Ry 1.1.- Q.,
Da flecha curva indica el sentido Jde giro deo lus ¢inc-

tronec,

Construccidn para la determinacidn de ?(<*z,}n
A
Construccidn para la determinacidén de Sl( ).

Construccidén para la determinacién dc 1us Zngules vVH s
\rz’\fs v,

Ifecto magnetombérfico longitudinal en laminas, poin
tres diferentes valores del pardmetro o = QVAf R

Circuito del filtro utilizado para eliiminar el ruzdo
proveniente del electroiman,

Regla de Kohler del In para campo longitudinal, f" ’
resistividad a campo I, fi resistiv’ *, . canmpe anu-
lo, inO resistividad a 100°K, A Muestra I , @ Mues-
tra IT , -+ Muestra IIT , [ Muestra IV,

Resistividad en funcién de campe magndtico a 1,4°€, La

curva s6lida es la que da el mejor ajuste con la teoria
Yy es la correspondiente a los parametros dados en ta-

bla II,

Fig, 10:eEfecto magnetomérfico puro deducido a partir de los da-

Fig,A-1:

Fig,A-2:

tos experimentales., X Funtos tebricos obtenidos con
los paridmetros de table IIX,

Construccién para la determinacién de 5. (),

—~ . . - . . - ~ o ]
Construccidn para la determinacién de uz( y/) y S, (7’)°
In ambos casos cl angulo se ha indicado coun la misma

letra.,
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ANSUMEN

Ffecto Magnetomdérlico: CTuando los clectrones se mueven o

e

un medio iunfiunito, la resictoncia

eléctrica e¢s debida a los procesos de chogue gue realiza el

lectrdn dentro del medic, “Zuwando os limitado, va a hader .-
bién choque contra la scparficie que 1o Lilmita. Tote pracio.

P

iene importancia cuaado el nfimero de chogues con la supspfi-

ot

ie es comparable con el ndmerc de choques dentro Jel metal,

(¢)

en otras palabras, el efecto de borde serd tantu rids visible
cuanto mayor sea la relécién eintre camino lidbre medio y la di-
mensidén de la nmuestra que intarviene c¢a ¢l proceso,

Desde fines del siglo pasado s2 conocia que un conductor
delgado presentaba mayor resistividad que una rmuastra gruesa
del mismo material, J.J.Thomson fue el primero en sugerir unsa
explicacidén de este fenbémeno como la gue hemos dado anterior-

nente,

N
W

1 primer tratamiento riguroso de este tipo proulemna luc
hecho por Fuchs (1938); Lovell(1936) hLabia obtenido aanterior-
mente una solucidén aproximada, Bl método de Fucias consiste eon
resolver la ecuacidu de Boltzmann con las condiciones de con-—
torno adecuadas, y fue aplicado por este autor al caso parti-
cular de laminas, Il correspondiente parz aimbres fue estu-
diado por Mac Punald y Sarginson (1950) para seccibn cuadrada
vy por Pingle (195C) para seccién circular,

Chambers (1950) ha utilizado argumentos cinéticos para ci-
contrar la solucibn de la ecuacidén de Boltizmann para cualquicer
tipo de geometria, 8Segln Chambers, ila conductividad estd dada

por la siguiente cxpresidn:
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G _ _ _3.. -] ’ . : x €o> O
£ 2o e 00

Aqui G s la conductividad de la muestra, 6;0 es la conduc-
tividad que tendria la misma muestra si av bubiera efecto de
borde, S es la seccién socbre la cual se promedia la corrien-—

— —
te, r es un punto sobre esta superficie, T,

es uR puRnio so-
B3
bre la superficie que limita a la muestra; ¥y ,ﬂ ¢s ¢l camino
libre medio correspondiente a los choques ianternos del electrén.

-
- -

Para efectuar la integraciém hay que pomer © -~ Ty ed funciba
de las variables de integracidan,

La suposicién que siempre se hace para poder calcular teori-
camente 2l efecto de borde es que los electrones dentro del me-
tal son practicamente libres, Adeindas en (1) se ha supuesto que
el elctrén choca difusamente con la pared, es decir que una vez
que realizé el choque puede ser reemitido en cualguiz direcciodu,
Es posible extender la tezoria al caso en que los chogues no
sean totalmente difusos, Nosotros hemos desarrollado una ex-
presifén para este caso y para cualquier tipo de geometria,

Tal expresidn coincide con las ya conocidas en los casos parti-
culares de lamina y cilindro, Los cdlculos para el casc no di-
fuso son mas complicados y ademas dificultan la comparacidn en-
tre teoria y experimento, Por suerte hay evidencia experimen-—

tal que el caso totalmente difuso es el mis comén,

Cuando se aplica un campo magnético, la trayectoria de 1Los
electrones se ve modificada y en consecuencia la frecuencia de
choques contra las péredes cambia, Isto tiene influencia di-

recta sobre la conductividad, 1la cual resulta uhora ser funcién

del campo, Este es un efecto que depende de la geometria y no
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tiene relacidén con la magnetorresistencia del material. Por
esto es que se lo llama efecto magnetomérfico., Como el campo
puede tener diferentes orientaciones con respecto a la corrien-—
te y a la muestra, hay muchas diferentes posibilidades. Noso-
tros nos ocuparemos del casc en gque el campo es paralelo a 1la
corriente, Para éste, la cuxpresibn (1) se puede aplicar inme-
diatamente reemplazando la distancia ?°~'?; por el camino e-

fectivo que recorrid el electrdén entre esos dos puntos, La

expresidn que se obtiene es:

XU 4 ¢ 1,/
Cr =" 1 - %lﬂ
=== fc/?’fd&wnsmé Ay e (2)
Go //775 C o 5
donde r, es el radio de giro de un electrédn que se mueve con
velocidad Ve normal al campo magnético ¥y ‘fj es el angulo que

gir6 el electrbédn desde que chocd con la pared hasta que llegb
al punto en el cual se calcula la corriente. La expresién (2)
es en general muy dificil de integrar, Chambers la ha podido
reducir a una mas sencilla en el caso de cilindros porque el
problema tiene simetria cilindrica y se simplifica, Esto no
quiere decir que la integral se pueda resolver amaliticamente
8ino que se puede reducir a una mas fpacil de resolver numeri-
camente, Para laminas la integral triple ha sido resuelta por
medio de computadora por Yi-~-Han Kao (1965), y por nosotros por
medio de un método que permite reducir (2) a una integral sim-
ple y por lo tanto mas ficil de calcular numericamente, L1 mé-~
todo se basa en que un cilindro hueco tiende a una lamina cuan-—
do se hace tender el radio medio del cilindro a infinito man-

teniendo 21 espesor de pared (I constante, E1l problema tiene
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simetria cilindrica y puede simplificarse como en el caso an-—
terior, Cuandoda;yzn) la integral se puede resolver analiti-
camente., Desgraciadamente este caso no es tan importante y es
necesario calcular el resto de la curva por métodos numéricos.
Fn 1la fig, 6 se muestran las curvas obtenidas integrando
(2), para tres valores del parametro ox mCE/fﬂ . Es posible
demostrar en forma general que para 1 = 0 , (2) se¢ reduce a

la misma expresién que la obtenida por [Fuchs,

Cxperimentos E1 problema que se presenta cuando se quiere

medir el efecto magnetomdérfico es que en ge-
neral los metales presentan magnetorresistencia y por lo tanto
1o que se mide es la superposicidén de ambos efectos, Kohler
(1938) ha sugerido que en ausencia de efecto de borde, los me-~

tales cumplen con bastante generalidad la ley

pre)-fie) _ Ff_j_{ )
fre) ~— L 7o |

(3)

donde f(H) es la resistividad a campo H, f{&) es la corres-—

pondiente a campo nulo y F

es una funcidn caracteristica del
metal, En base a argumentos fenomenolégicos, Olsen (1958) ha
modificado la regla de Kohler para poder aplicarla al caso en
que el efecto magnetomérfico modifica la magnetorresistencia
total, En este caso la ley {(3) debe ser reemplazada por
{{F‘)f,fgfﬁ) - Ff i :‘[ (4)
for#) b Jetun
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Aqui AFS(H) es la resistividad debida a efecto magnetomérfien
puro y F es la misma funcidén que en (3). Si la fuancidén T
es conocida., entonces (4) permite obtener f;(H)é

Nosotros hemos realizado mediciones de efecto magnetomérij-
co en laminas de indio, La funcidén F tue determinada midien-
do la magnetorresistencia del indio en muestras suficientemente
grandes como para que el efecto de borde sea desprecisble. U= -
tas mediciones sirvieron no so0lo para determinar F sino tum-
bién para verificar que el metal satisfacia la regla de Xohler.

Las’mediciones de f%ﬁ) en lédminas se hicieron utilizando
seis muestras cuyas caracteristicas se¢ dan en la tabla II, A
partir de 1o0s valores medidos de F {l1), se dedujo el valor ex-
perimental sz(H) utilizando la relacién (4}, La comparacién
con el valor tefrico f’:(H) se hizo eligiendo el valor de los
parametros f; s ’F y ¥ mv que daban el mejor acuerdo entre

t
fS(H) y F:(H) . EIstos valores estian dados también en la

tabla II, En la fig, 9 se muestra la comparacidu entre las
curvas experimental y la tebrica que resulta de sumarle lua mag-
netorresistencia a ‘f:(H) por medio de la relacién (4),

Como se ve en la tabla II , el valor de mv obtenido con
las diferentes muestras es el mismo dentro de un 7%, Por otra
parte, este es el error que estimamos haber cometido al hacer
.1a comparacifén entre las curvas teéricas y experimentales, ﬁ;ﬁ
es también constante dentro de este error, Como esta cantidad
es una caracteristica del material es ragzonable que resulte
constante,

Los valores de impulso estdn en bastante buen acuerdo con
los obtenidos por otros métodos, Sin embargo ¢l valor de féﬂ

resulté mayor al que se considera como el mejor, obtenido a



partir de mediciones de efecto skin anémalo, Bate et al,
(1963) han demostrado que mediciones en alambres delgados pue-
den dar un valor mayor de g;‘p « Esto se debe a la aniso-~
tropia del camino libre medio, El caso de laminas es similar

y por lo tanto ésta puede ser la causa de la discrepancia.-



INDICE

hand
oY

I - La Ecuaciébén de Boltzmann .,
IT -~ ©E1 Método Cinético , o o o
II1 - Yfecte de Borde 0 .
IV - Efecto Magnetomériico .
Apéndices al Capitulo IV ,
v - Problemas Txperimentales .,
VI - Detalles Ixperimentales ,
VII - Resultados y conclusiones
Tablas , ., ., . . . . .
Indicaciones de las Fig, .,
Bibliografia , . . s o
Resumen , o , . . o o

B

[
bt

5N ]
[+ [

[#a1
[#21



Senededl = Sene'dedy
Cose' = Sene Coscp

Cose = Sene' Senq'

FIG 1



¢ "9l




_

~
O
Ve
by
>
£
- |-
& B
w O



[ o'
[ J
< Y
\
\
\ N\
\ \
\ N\
N
N,
.
AN
\ /r
\_—_/

J310







50 -




L 913

L,
3

: %:? T e T

1 i

UX 00y

UX 00¢

L avlg

U)X 00¢

A3THLI3N




F“%m;o..m?mﬂm?&

FIG 8

2 4 6



247

w <+ 0

FIG 9a




W |

-

N+

&

T

Q0 +

10 12

md-

FIG 9b

»
&

0

-

T

L



18

16

14

12;

1 0;

T

vill

FIG 10 a

X

-— L

N+

< 4

mqh

oo}



Px10" (2 Cm)

10 t
mlrxxoxx

x, [ X

X
A " FIG 10 b
41 b

b 4 .
2t
H (K 0e)
1 2 4 5 6 7 8 10 11 12



\x AOS Hp n:._u
m +
5L « X

fx

st
31
,N.ﬁl x®
A } 4

L

FIG10¢













