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RESUMEN

Se calcula la cantidad de calor que pasa por sezundo a través de una
lamina infinita de material aislante y de espesor 2a, :a la cual se mantiene
una diferencia de temperatia A T entre sus dos caras, para los casos limite
en los cuales valen las desigualdades 2a >> A y 2a << A, (siendo A el camino
libre medio de las excitaciones). El calculo se repite para un aislante ferro-
magnético. En los dos casos se supone que solamente procesos normales son
de importancia en las condiciones de calculo.

Se muestra que el flujo en el caso A << 2a, es sustancialmente diferente
del flujo en el caso A >> 2a, pudiendo ser mayor o menor que éste.

(1) Centro Atémico Bariloche (CNEA) e Instituto de Fisica **Dr. J.A. Balseiro”’
(CNEA y UNO.
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INTRODUCCION

Es sabido que los procesos normales entre fonones por si solos no dan
lugar a una resistencia térmica finita en especimenes infinitos. Frdos (1) ha
calculado el flujo de calor a través de una lamina de material dieléctrico en el
cual se mantiene una diferencia de temperatura A T entre sus dos caras, en el
caso en que no hay procesos de ninguna clase entre los fonones y también en
el caso en que los fonones chocan con imperfecciones puntuales de la red. En
el mismo trabajo Erdds calcula la funcién de distribucién que se tendria en el
caso en que el cambio libre medio de los fonones por procesos normales, fuera
mucho menor que el ancho de la lamina y que lo contrario valiera para el
camino libre medio por procesos resistivos. Haciendo uso de un argumento ba-
sado en la linearidad de la relacién de dispersién, Erd8s concluye que el flujo
de calor es el mismo haya o no procesos normales dentro de. la muestra. El
argumento es correcto si se considera que los procesos normales ocurren sola-
mente entre fonones de una misma rama; pero cuando se considera que los fono-
nes que intervienen en una colisidn que conserva impulso lineal k, pueden
tener diferentes velocidades, que es la situacién mas comin, esto no es nece-
sariamente cierto:

Sea: Q:Zn €

ks ks ks (1)
k s

3

de onda k y polarizacién s, € y cyg son respectivamente energia y velo-

en algin instante dado;(en (1) n g es el nimero de fonones por cm? con ndmero

cidad). Supongamos ahora que ocurre un proceso normal, en el cual dos fonones
(ks) y (k’ s”) se unen para dar un tercero (k’’ s’”). Después del proceso ten-
dremos:

y _ € €
Q = Q - ckS eks - Ckvsr k’s’ + ck”S” k’’s”’ (2)

Si la relacion de dispersion es de la forma €y = cg k y ademas todas las
cg son iguales, es claro que para cualquier valor de los k, es Q - Q’ = 0, mien-
tras que si los cg son diferentes, esto no es general cierto.

En la seccién (i) calculamos el flujo de calor en el caso en que el camino
tbre medio es mucho mas pequefio que la distancia entre las caras de la lamina

v lo comparamos con el flujo que se obtiene en el caso opuesto.
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Fn la seccién (ii) se repite el calculo para un aislante ferromagnético. Se
supone que un campo externo actia sobre la lamina y que la diferencia de
temperatura es suficientemente chica para evitar el problema discutido por
Erdds (2), que se presenta cuando el argumento de la funcién de Bose-Einstein

se hace negativo.

i.) Comparacion de los flujos de calor para la ldémina de aislantes en los
casos A>> 2a y A< 2a

Erd#s ha calculado el flujo en el primer caso suponiendo una relacién de

dispersién lineal y encuentra que el flujo se puede escribir como la suma de
los flujos debidos a cada polarizacién Q = ZS Qg Los Qg estan dados por la
expresion:

4nfly , kgD AT

Q = c .
s (2”)3 s (cs{l)‘l- T (l.l)

donde siguiendo a Erd8s se define

®xh dx
Jn{ eX -1

o

kg es la constante de Boltzmann, y T es la semisuma de las temperaturas en
las caras. En la obtencién de la férmula (i.1} se supone que A T << T.

El impulso lineal asociado a los fonones de polarizacién s esta dado por:

Q
- € _ s .
Ps = E 4k By o 2 ks ks Oks = — (i.2)
s k c2
s

&)
0 N Lad

de manera que el impulso lineal total esta dado por:



P = <y e (1.3)

Como ha sido discutido por Erd8s en (1), la funcién de distribucién en el
caso A << 2a es, con muy buena aproximacién, de la forma:

1
0 = ——— (i.4)
ik -h 2k

ekBT’_ 1

para todo punto tal que la distancia a cualquiera de las caras sea mucho mayor
que A. Ya que el flujo es el mismo a través de cualquier superficie, bastara

calcularlo en una superficie para la cual la funcién de distribucién dada por
(i.4) es valida.

Ay T" en (i.4) son parametros a priori desconocidos, que deben ser deter-
minados de tal manera que el impulso lineal K, y la energia E, sean los mismes

que en ausencia de procesos normales, ya que estas cantidades se conservan
en una colisién de este tipo.

Haciendo uso de (i.4), es posible calcular el impulso lineal para el caso
A << 2a. El resultado obtenido es (hasta primer orden en A/c):

T674 J, V (kg T)?
AK = 2 £k o = 3 B NI (i.5)

S
3(27)3 'E




7

mientras que para la misma distribucién, la energia, también al primer orden

en Ac, esta dada por:

47 VA ] (k T’)4
E - Z 3 _8B (i..6)
s (2m3 c: £4

La energia para el caso A>> 2a esta dada por una expresion igual a (i.6),
en la cual T’ esta reemplazada por T. Ya que las energias deben ser iguales,

se concluye que T" =T.

Usando el resultado enterior, e igualando el resultado obtenido en (i.5) con

el obtenido en (i.3), se obtiene de acuerdo con Erdds:

S .
3 <ot AT
A== I (i.7)
4 E c'5 T

Conocidos ahora A y T’ es posible calcular el flujo de calor QN (el

superindice N indica la presencia de procesos normales):

4% J, kg DY AT 23 2t
N 3 — 2= > s (i.8)

QY =
(2m)3 54 T PIRIRE




asi que finalmente tenemos:

= (i.9)

Si llamamos ahora c a la velocidad de los modos ransversales y c/r a la
velocidad del modo longitudinal, la razén (i.9) entre el flujo de calor en presen-
cia de procesos normales y el flujo en ausencia de los mismos, sera una funcién

solamente de r:

QN (2+ ra) 2+ r4)
= (i.10)

Q (2+r5)(2+r2)

Vemos que tanto para r=0 como para r = 1, la funcién QN/Q es uno, ya
que en ambos casos todos los modos que contribuyen al flujo de calor tienen
la misma velocidad. La figura 1 muestra el comportamiento de QN/Q para
r variando entre 0 y 1.

ii.) E! flujo de calor para la limina de aislante ferromagnético

En esta seccién calcularemos el flujo de calor debido a magnones y fono-
nes para los casos A>> 2a y A<< 2a. En el primer caso ya Erdos (2) ha calcu-
lado el flujo y el momento lineal asociado para campo externo cero. Repitiendo
el calculo de Erdds (Ref. (2) sec. II), pero teniendo en cuenta que la relacion

de dispersién para magnones se modifica por la presencia de un campo externo:

€
k

= Dk“ + pH (ii.1)
donde D es una constante caracteristica del material y relacionada con la
integral de intercambio, u es el momento magnético de cada ion, v H es el
campo magnético externo.
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Llamando y a puH/kgT se obtiene para el flujo y el momento lineal corres-
pondiente asociados a los magnones solamente:

y D> (gD’ AT 38 (y)
Ql - 3 B(y) - y (ii.2)
fea® D T ay
M nhV (kg T? AT 91, (y)
4K = 2fy (y) ~ —— (ii.3)
2(em® D2 T dy
en (ii.2) y (ii.3) se han usado las definiciones:
gly)=1h (y)+yfy(y) (ii.4)
o D
() = f X & (i1.5)
o XYY -1

El flujo y el momento lineal correspondiente asociados a los fonones no
son modificados respecto de la seccion (i) y estan dados por las férmulas

(i.1) e (i.3), respectivamente.

Es facil ver que las formulas (ii.2) e (ii.3) tomadas para H = 0 se reducen

a las dadas por Frdos:

2 a3
g 37D 1y (g’ AT
Q = — (ii.6)
4 (2m)3 pd T
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9
b ] (kn T)2 AT
1 (kg
kM = (ii.7)

(217)3 D2 T

Como en la seccién (1), cuando el tamaiio de la muestra es tal que permite
muchos procesos normales en el interior, habra dentro de la misma una regién
en la cual la funcién de distribucion estara determinada por los procesos norma-
les. Nuevamente, esta funcién estara dada por:

1
D]I:IIP = —_— (ii.8)
€MP:ﬁkA
kBT’ _ 1

el superindice M o P indica magnon o fonén, y de la misma manera que en la
seccién anterior, A y T’ son parametros que deben ser elegidos de tal manera
que el impulso lineal y la energia fotales sean iguales a los valores obtenidos
en ausencia de procesos normales.

Al inspeccionar (ii.8) en el caso de magnones y en ausencia de campo mag-
nético externo, resulta evidente que habra una region del espacio k para la
cual € - fidk es menor que cero y por consiguiente nj resulta negativo. Esta
inconsistencia ha sido discutida por Erdds (2). La presencia de un campo mag-
nético externo ailade a la energia de los magnones un término lineal en H e
independiente de k, de manera que es posible, variando la intensidad de campo
y la diferencia de temperatura entre las caras de la lamina, mantenerse en un
régimen tal que (ii.8) es valida.

Callaway y Boyd (3) han hecho uso de esta funcién de distribucién, para,
usando el modelo propuesto por Callaway (4), estudiar la influencia de los pro-
cesos normales en la conductividad térmica de ferromagnetos aislantes cuando
existen impurezas que contribuyen a la resistividad del material. Sin embargo.
la influencia de procesos normales fondn-magnon ha sido despreciada completa-

mente en (3).

Para seguir adelante con el calculo, sera necesario en primer lugar obtene:
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el impulso lineal para el caso A<< 2a. El impulso lineal total sera la suma del
impulso lineal debido a los fonones y del debido a los magnones. El impulso
lineal asociado a los fonones en funcién de A esta dado en la seccién anterior
por la férmula (i.5). Calculamos ahora el impulso lineal asociado a los magno-

nes:

reemplazando nE por la expresion dada en (ii.8) y tomando nuevamente el tér~
mino de menor potencia en A que no se anula tenemos:

M _ 47&2V , 9 = K
K™ = AT —
sond arh [T
2 3/2
\
3(217)3 2D Da/2 2 dy

donde F (y) estén definidas por

o0 xn ] dx
Fop = | (5.10)
(x+y) (*7 =1)

Por otra parte, es facil ver que si se tiene en cuenta solamente términos en
primer orden de A y AT, T’ resulta ignal a T, ya que las contribuciones de
las correcciones en el primer orden a la funcién de distribucién, se anulan por

paridad.
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El impulso lineal total esta dado entonces por la suma de £ KM y # KF:

4
167 ], V (kg T)
B -
hK= 3 z C5 +

S S
3(2m)° g4
(ii.11)
2810V kDY | E IF. . (
1/2 B 12 VY Yy 179 )
+ - £ A
3 3/2
(2m” D D Lo 34y 9y

(ndtese que para y - 0 la expresion entre corchetes vale 1).

Ya que los procesos normales conservan el impulso, la expresion obtenida
en el mismo en (ii.11) debe ser igual a la suma de £KM y £KP como estan
dados por (ii.3) y (i.3); de esta igualdad obtenemos

4 2
(kB T E 4 (kBT) £ (y) y off (y)
4rh ], " c, +mlh 5 -—
4 s D J 2] dy
1 1
AA=

4 3/2

167 J3 (kg T) E 5 £ (kgD F1/2(y) 2y 6F1/2 (y)
4 s s 7 711/2 3/2 )
3 & b D L 2 3y 9
AT

—_— (ii.12)
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Conocido A se puede ahora calcular el flujo de calor mediante (ii.8), que
nuevamente tendrd una contribucién de fonones y una de magnones. Se obtiene

entonces:
4
2], kgD -3
Q - o —— c +
Y S S
372 64
5/2
5J0/4D kT £, () 2y 3 fq /0 (y)
2 )
- 3/2 B 3/ - 3/2 A (11.13)

3 (217)2 4 D5/2 J 5J dy

3/2 3/2

En este momento es importante notar que en todo el calculo se ha supuesto
que la diferencia de temperatura entre las caras es la misma para fonones y
magnones. En realidad, si se pretende predecir los resultados de un experimento
tipo sandwich como el realizado por Douglass (4), es necesario tener en cuenta
ademas que ain cuando el contacto de las tapas con la muestra es perfecto, la
diferencia de temperatura entre las caras no es la misma para fonones y magno-
nes. Los resultados de Douglass, aunque burdos, indican que AT para magno-
nes es una pequeiia fraccidn del AT para fonones. Es sencillo modificar nuestros
resultados para incluir las conseciuencias de este hecho: inspeccionando la
derivacion de (ii.12) y (ii.-13) se concluye que, mientras (ii.13) queda como
antes, (1i.12), que nos da A, se modifica de tal manera que si se llama a AT la
diferencia de temperatura para magnones y AT la diferencia de temperatura

para fonones, A viene dada por la siguiente expresion:

(kg D* » gD 5,00y a5
47h .]3 —_— 2 c + ”‘Il 4 - a
£4 s S p2 ] 2]. ay
1 1
) AT
167 1, (kg ™t - £ (g 3/2 Fio 2y 9F 0| T
cg +Tlyso— -
3 g+ s p p¥% | 3.y

/2 12
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La figura.2 muestra Q/T3 AT en funcién de T para a =0, cg = 5x10°
D = 10-28 erg.c’:m2 yH=0y H=o,

En la misma figura se muestra la misma expresién como se obtiene de (i.l),
que daria el flujo para la lamina de aislante ferromagnético en el caso a = 0.
Como se ve en la figura, el flujo en el caso en que muchos procesos normales

ocurren dentro de la muestra puede ser mayor o menor que en el caso contrario.
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Figura 1 - Muestra la razén entre el flujo de calor a ravés de una lamina aislante en %e-
sencia de procesos normales y en ausencia de los mismos en funcién de r ‘t
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Figura 2 - Muesira M en funcion de T para una lamina de aislante fer omag-
T3 AT

nético con D = 1078 erg.cm?, C =5 x 105 cm/seg y @ = 0 en presencia de procesas normales para

H =0y para H == La curva para H = coincide con el flujo en ausencia de procesos namales.
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