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RESOLUCION DE LA ECUACION DE DIFUSION DE NEUTRONES
ESI ESTRUCTURAS TRIDIMENSIONALES CON GEOMETRIA RECTANGULAR

C.G. Bollini

l) Introducción

El problema principal que nos planteamos en el presente trabajo, es 
el de resolver la ecuación de difusión de neutrones en un "lattice” 
formado por barras de combustible de sección cuadrada, 'cpie siguen tres 
direcciones perpendiculares entre sí (ver fig.3). El método que uti 
lizaremos ha sido ya descripto en un trabajo anterior (l),p°r lo que 
aquí nó nos ocuparemos de su explicación en detalle. No obstente,pa 
ra que no resulte oscura la parte principal, hemos comenzado por tra 
tar el caso que se muestra en la fig. lj el que, aunque de poco inte 
res práctico, sirve como ejemplo ilustrativo de la aplicación a tres 
dimensiones, del método que hemos denominado "de desarrollo ortogonal 
por zonas".

La ecuación de difusión de neutrones, cuando el flujo es indepeja 
diente del tiempo, es .

D V  2$  - 2  í  + q = 0SL

Siendo D el coeficiente de difusión, ¿  la sección macroscópica de 
absorción y q la fuente de neutrones.

Como siempre, aunque ello no sea esencial para el método,tomamcs q.=0 
en el combustible y q*=cte. en el moderador. Por consiguiente, el flu 
jo de neutrones debe satisfacer

v 2 i  - $  « o i k2 = Í Z J t 0 (1 )
®o

en el combustible. Y

V 2#'- lc2<$' = 0 , (2)
D1

en el moderador. Donde
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Por otra parte, deben ser satisfechas también las condiciones de con 
toriao (anulación de la derivada noisnal en los límites de la celda _e 
lemental) y de continuidad del flujo y de la corriente, en los limites 
de dos regiones.

2) Cubos simétricamente dispuestos.

Supongamos tener cubos de combustibles, dispuestos como se muestra 
en la fig. 1. El moderador es el material en el que están "sumergí 
dos” los cubos. Cortando por planos de simetría perpendiculares a 
las tres direcciones marcadas, obtenemos la celda elemental que,jun 
to con la división en zonas y el sistema de coordenadas, se muestra 
en la fig.2.

W/G.i
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Tomamos ahora dos sistemas octogonales (Ver l). El primero y i*°-
togonal en el intervalo (0,L) y el segundo, ortogonal en (0,-Q).

( V  , Y  ) -  3  N '  ¡ ( Y ,  Y ) -  3  N "n m nm n n m nra n

La celda elemental de la fig. 2, ha sido dividida en ocílo zonas. Debi 
do a que existe una completa simetría anté el intercambio de dos cua 
lesquiera de los ejes, solo cuatro zonas restiltan ser independientes 
entre sí.

Para el flujo neutrónico, solución de la ecuación de difusión, adoj) 
tamos un desarrollo ortogonal en cada una de las regiones en que se 
ha subdividido la celda» Para la zona ocupada por el combustible,to_ 
mamos

*0 <**■> - ü  (x).X ( r ) .Y t ( . ) .  (3)

Análogamente, adoptamos los siguientes desarrollos

’ Ü  B rst W - X  + « W)
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^ 2  <*»*»*> - Ü  C M t X  W - X  (y) Y t (2)+ « (5)

^ 3  ( * ’ y , z )  ’  Ü  ^ x s t  •  X >  W '  X  ( y )  • ' ^ t < 2 )  +  Q  ( 6 )

Las zonas en las que éstos son válidas,- pueden ser inferidas fácil­
mente de los mismos desarrollos* Así por ejemplo, el desarrollo (5) 
consta de las funciones ”\K(x), *Y"(y), í*or lo tanto,según
la manera de tomar los sistemas ortogonales, se trata de una zona si 
tuada entre los valores: 0 y — JL de xj o y - i de y¡ 0 y L de 
z.

En razón de la simetría señalada ante los cambios de ejes, los coeíi
cientes A y B son completamente simétricos, mientas qe los rst rst
C y D cumplen:

C a C f D . 0 Lrst srt rst rts
3)- Ecuaciones que determinan los coeficientes

El cumplimiento de las condiciones enumeradas en el párrafo final (fe 
la introducción, impone condiciones sobre el coeficiente de los des, 
arrollos ortogonales.

La anulación de la derivada «orinal del flujo en los límites de la 
celda, nos indica que deben ser satisfechas las siguientes ecuacio­
nes:

- [ # ]

rst 
*= -í

■  0  ( 7 )

o . Í 2 i |  . Z  B t .<? (L) . 'f (y) Y. (*)l O x l  rat XBt- s t

(8)



o . 'lii.
.Ox

O
z«L

(9)

(10)

- 2 1  d - T  ( - i ) .  Y  (y) •"'P (a) 
1 ^ > X  i x =  - Ú  s  t

? » „ t Y ,  ( - i ) ,  o di)

# r ]  „ L  - I  v X i ‘ ) ' X i 4 w

(12)
( 1 )  ■ 0

La continuidad del flujo solo se cumple si:

(*>y>°) - (*,y,o)

l í  ̂ t ^ W ^ W ' Y . W  - ü  ^  o
(13)

2 .ireVT t(o) . Z o rst . f t(.) + (V  Y r(*) V . W  )

Ü  »„t * ü  » „ t.Yr(.).f.(7).Tt(.)

(14)

Consideraciones análogas para la continuidad de la corriente, nos 
conducen a las ecuaciones

3) «y* A *^*(0) = D Co t rst t 1 t rst (16)
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Z , a t T W  ( 1 7 )i ̂  *v.f.) - i »rst Y.(«) (18)
s s

Por últimô  para que se cumplan las ecuaciones (l)y (2), es necesario que:

rst
- y ?  $ = ^ I i r . Y ( I ) Y ( í ) Y ( a)o o o rst r s t

{ •• rst •# • • ^
i t ffi2£  + . Í 3 ^ f t ) + A  2 s £ >  !(„)
nst jj» rnt rsn jj t J

y del mismo modq los otros coeficientes deben cumplir:

k* B , Z { b + <ÍÜ?S>* B + ¿ M í )  ♦ B i M l )  (20)1 rst n ( nst N ̂  mt rsn J

c ..Zjo Q k f e V  o í5h^*?) + c <3s2?!í>Í (zi)1 rst n l nst N» mt u" rsn H» f

. s L  f e ) + B  <ikpf) + B í M í 2] (22)
1 rst « { nst u» mt rsn jft J
Una vez elegidos explícitamente los sistemas ortogonales,las ecuâ - 
ciones (13) a (22) son las ecuaciones lineales y numéricas, que ¿Le
ben resolverse para encontrar los coeficientes de los desarrollos 
ortogonales.
Procediendo como en se puede discutir la forma práctica de re,
solver las ecuaciones resultantes. No seguiremos adelante con este 
ejemplo, sin embargo,poraue más nos interesa tratar el próximo caso.

Parte II. BARRAS PERPENDICULARES

El problema que abordaremos a continuacióu, es el de la resolución 
de la ecuación de difusión en el lattice que muestra la fig.3, fojv 
mado por barras de combustible de sección cuadrada, colocadas en un 
moderador de manera tal que sus ejes siguen tres direcciones perpen 
diculares entre si.

Cortando el conjunto con planos de simetría perpendiculares a los 
ejes mencionados, obtenemos la celda elemental que aparece punteada 
en la fig. 3 y que se muestra aparte en la fig» 4» El sistema de cjd 
ordenadas (x,y,z) ha sido elegido de tal manera que los límites de 
la celda los constituyen los planos x ■ - £  , y * - ■£ , z = - £ , 
x = L + £, y = L +JÍ z = L +■£. Siendo L la separación mínima entre



\
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dos barras y zJt la medida de cada lado de las citadas barras de 
combustible. La fig. 5 muestra junto a los ejes x,y,zj I03 forma­
dos por las variables u«L-x, v=L-z, w=L-y.

i Z

F/a 4

F/a 5
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Cortando la celda de la fig. 4 mediante los planos x»0, y®0, z«0, 
u«0, v«*0, w®0, se logra dividirla en 27 regiones homogéneas, 9 ¿e 
ellas ocupadas exclusivamente por combustible y las otras 18 por el 
moderador*

Laa 27 zonas obtenidas, no son sin embargo independientes. En efe£ 
to, es fácil ver que si %(x,y, z) es la solución buscada, para to 
da la celda, debe resultar invariante ante el intercambio cíclico 
x-«* y-»-z -*-x, (y el inverso). Y también ante el cambio x -•►u, 
y-**v, z-̂  W  . Pero estos cambios transforman algunas de las regiones 
en otras, resultando en definitiva, según veremos, que solo es néde_ 
sario el conocimiento del flujo neutrónico en siete zonas convenían 
temente elegidas, para deducir el valor del flujo en las veinte res, 
tantes.

4) Desarrollos ortogonales

Enumeraremos ahora las diferentes zonas en las que definiremos los 
desarrollos del flujo. Junto a ellas daremos las que resultan al _e 
fectuar los cambios de sistemas de coordenadas que dejan invariante 
el flujo de neutrones. Por otra parte, no daremos la situación ex 
plícita de la región implicada puesto que el mismo desarrollo pemú 
te inferirla, según ya hemos visto en el 2. Además, por simpli­
cidad, supondremos que, tal como sucede cuando se utilizan los poli 
nomios de Legendre (ver l)s

->Pn(x) . ( -i) “ V>nd-*)

Las zonas comprendidas en las numeraciones I a V, están ocupadas 
por moderador, mientras que VI y VII designan regiones ocupadas 
por el combustible.

# j ( w )  . 2  +  q  ( 2 3 )

Esta zona (cubo central), es invariante ante los cambios cíclicos efe 
coordenadas, por lo tanto

A s A *3 A rst str trs

Y también lo es ante el pasaje del primer sistema al segundo:

A (x).”\P (y). V U )  A ."'P (u) (v) "V (v/) =rst rst *r s tv rst rst r s t



I  - I *  ^ t<-l>r+B+t

-1  *r t 3 ( - D ' ^ V . W . ^ W . ^ C . )

Árst = Arts ("1)Z>+ 5 (c Atrs " Aatr̂

II)
$ n (*.y»«> - 2 * BIBf -V rW.'X(y).Y[(«) + « (24)

* ‘2W , . )  - 1  Y rW . Y sW . ^ W  ♦ « (25)

B . = B = B rst str trs

III)

4 m (x,y,B) - 21 CMt Y r(x) * « (26)

$ ^ ( W ) - ü  o „ ; Y r(y) tf. (.) ."^(x) ♦ « (27)

- Ik  Y t(y) ♦ « (28)

$<*>( W ) - i ;  orst'Yr(»).Y,W. ' * « (29)

* & ( * . * • )  . 2 1  Cw t 'Yr(v).Vs(w).TPt(u) + « (30)

$ Í S < w >  ‘I r  + a (31)

IV)
% IT(x,y,z) - I 1r.l x w ’t w - ^ w t 9  (32)

¥ % , * , * )  - ü  X w - X w - ^ « * s (33)



»BtW w ^ w +«
^>(*,y,s) + «

* & « , » . )  - ü  H ^ Y . M . V . W - ^ W  ♦ o

$ T(*>jr>») - í ü  Er3t'^rrW - X M ’"'̂ tt!a) + ® 

* % * . )  . i * K t . % W . t W ' ^ W  + «

4^U,y,a) - 2 1  E ' V  (z).Y(^)-"VPt(y) + Q * V'1x»*y» 1 rst rst r s t

„ ( - 1 >t  rst “ srt

VI)

$ ^ ( * , y » * 0  » 2 1  Fr s t ' Y r ( y ) . 'Y ( z ) . ' x̂ ( u )

d i^ h x ,y ,z )  = 2 1  F Y  ( z ) . 'V ( x ) . 'X . ( w )'t' yjV »./> / rs-t rg-fc X S t

^^(i,y,í) - ̂  Prst "^(u) .'Ys(v).'Yt(y)

í ^ ( w )  *rst% W - ' Y s<w >/ Y tW  

4 ^(*,y,s) - 2  * „ t^ rM / N ' ( u).'V;U)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40).

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
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VII)
(47)

(48)

(49)

“rst * Gtsr i'1»

Con esto.queda completada la escritura de los desarrollos ortogona/- 
les para las 27 regiones en las que se ha dividido a la celda elenan 
tal .

Como puede apreciarse, solo existen siete desarrollos independientes 
y los demás se deducen de éstos mediante cambios de coordenadas.

5) Determinación de los coeficientes.

Las ecuaciones que fi jarán los coeficientes, son las que resultan ce 
imponer las condiciones ya enumeradas en el IIo 3.

a) Condiciones de contorno.

b .rrrst r

Z 0 ♦ • Yrst *rr
2 » Yrst • r

2 > rst.-v3
s

t . Yrst rr

Zp 'Vrst ' Trr
* 'Vrst ss
. Y>5 “ rst Tt t
y*7 " rst ’ Tr

-i) = o 

-<£ ) =-o 

- i ) - 0 

-/£ ) = 0  

- i ) - o

-i ) * 0 

«i) - o

-i) • o

“"i ) ■ o

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)
(56)

(57)

(56)
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b) Condiciones de continuidad de flujo.

-=- *-™+ • v-/--_ - , (0) (59)r rst r r rst r^  Arst l0) ‘ ̂  ̂ rst^^í

^  Br s t T>r (0) . 2 1  (o) (60)

¥  °rstYs (0) - 5 1  ^ ^ ( O )

2 " A  " S p  (o) »  5 1  C / V “rst r rstr r

^ " Brst"^t ^  = Drst^t (0) (63)"t/ t

J. C * Y .  (O) -  X  B „ *  X. (o)rst s rst ss s

D1 2 C +*NP+ (L) « -]£g + "V! (0)~  rst t * , rst t 'DQ t t

íiZ» *■*£ (L) - - Z f +Y  (O)D1 >" D
D0 t rst ** ' T ‘r3t "*

(61)

?  °rst (1) ' ?  Erst «» <62>

^  + ^  ‘ ̂  °rat ^ t  <°> ^

^  “rst + l * X V  -  ^  ^rst "^t <°> í 64>

^  * „ t -¥-t(o) ♦ I ^ V )  - 2 1  Ptr¡¡ X  (o) (65)

^ ^ l O ) . Z o H ( V s (») (66)
s s

c) Condiciones de continuidad de corriente.

rst - r ---------rst T  (0) (6?)r r

(69)

2 c  . Sp (L) = -2*E . * V  (0) (70)rst *• s rst s ' v 7s s

(71)

(72)
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¿ Z * W  (O) - X  Ft„  '4'. (O) (73)

(74)? Frst X  «» - <°>s

d) Condiciones de cumplimiento de la ecuación diferencial.

*1 Arat ’ + + Arsn(X ’f í > ]  <75>
r 8

kjB - Z Í b ( Y . ^ + B  (V,Hk)+ B ( V , ^ ) )  (76)■*■ rst w 1 nst n mt n’wir rsn .ñ u*» rV líp g *t •

k2 C " T Í c  ( ' t  *^¿) + C + ("*P ^ s )  + c ( íp  ,¥ t ) l  (77)1 rat= “ •[nst n'p *n> ' rsn n N' J" *■ "r Ng t

k?» * ZÍ° * f Y ^ )  + b rY “ (X.-)] (78)1 rst= nst « ]jn rnt' n’p 7 rsn n ̂  J
r s

k2 E TÍe ( V  ?&) + E ( Y  ?&) + E $ ) l  (79)
1 rst= nst n u" rn-t n Ñs rsn n '

’i «•>

¿ ? M , $ >  • V A ¿  * « _ * „ ? > )  ™*fc

6) Discusión de las ecuaciones.

Las ecuaciones (50) a (81) forman el sistema lineal y numérico que 
es necesario resolver para encontrar los coeficientes de lo? des­
arrollos ortogonales. Si los citados desarrollos son infinitos,tara 
bien lo serán las ecuaciones a resolver, cosa que, por supuesto, im 
plica la necesidad de un tratamiento aproximado de las mismas.

Lógicamente, es de esperar que la convergencia de los desarrollos 
(23) a (49)» contengan el hecho que los sumandos se hacen cada vez 
más y más pequeños, hasta que todos ellos desde uno en adelante (es 
decir el resto de la serie) terminan por hacerse despreciables.Toda 
vía más, la ecuación de difusión solo es satisfecha por el flujo no¿ 
trónico de manera aproximada; por ello, nc tiene mucho sentido satis 
facer en forma exacta Las eouaciones de difusión (l) y (2)«



Las anteriores consideraciones hacen razonable la forma de aproximâ  
oión que describimos an el anterior trabajo (ver l). Consiste.en,]o 
siguientes

Se los desarrollos ortogonales nos quedamos con aquellos sumandos 
que contengan únicamente las p primeras funciones del sistemadn
y las q primeras funciones del sistema Y  . Esto equivale a supo
ner que los coeficientes son nulos cuando alguno de los subíndices 
superan a p o bien a q (según corresponda). Diremos de una tal 
aproximación que es de clase (p,q).

Teniendo en cuenta las propiedades de simetría de los coeficientes , 
encontramos que en una aproximación de clase (p,q) existirá el s_i 
guiente número de incógnitas o coeficientes a calcular:

Coeficientes Número

Arst I.p.(2p2 + 7 - 3  (-l)p )
3

Brst —•<!•( q.2+ 2)

c > p?qrst
T» 2D ptqrst

Brst -•<1*(P<1 + i - i (-1)P )

Prst

Grst i.q.(pq + % - i (-1)P )2
Por su parte, el número de ecuaciones que resulta al substituir los 
subíndices libres en las ecuaciones (50) a (82) es,

2 2por la condición a) : p + 4q + 4pq
2 2por la condición b) : p + 4q + 3pq, y el mismo número por la con­

dición c). La condición d), por último, genera el mismo número de 
ecuaciones que el de incógnitas existentes .

2 2Si el número de incógnitas supera a la cantidad 3p + 12q + lOpq , 
suma de las condiciones a) b) y c), entonces es posible satisfacer
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en forma exacta las ecuaciones de contorno y continuidad de flyjo y
corriente. El número de incógnitas en exceso se utiliza para satis
facer en forma aproximada la ecuación de difusión. Esto último si¿£,
nifica que de las ecuaciones (75) a (81) tomamos tantas como sean re
cesarias para detexminar en forma completa todas las incógnitas. Pa¿
ra tomar dichas ecuaciones hasta conseguir el número requerido es ne
cesario antes jerarquizarlas, y considerarlas luego en el orden ej3
tallecido. Puede procederse, por ej. de acuerdo con el siguiente ar
denamiento. Sea a el máximo de los subíndices y sean b y c los
otros dos, en orden decreciente: a sfe b ̂  c. Entre dos coeficientes
determinados X y X’, consideramos que X precede a X' si: a<a' ;
o siendo a = a’, si b < V l  o siendo a = a’ y b = b', si c<c'.
Cuando los tres subíndices son iguales, X y X* se consideran ordje
nados según el orden Lexicográfico: X . precede a X' si r<u:rs x uvw
o si r»u y s<vj o bien cuando r=u,s«v y t<w. Por último, si loa tres
subíndices son iguales, haremds que, X y X' queden ordenados por a
becedario, es decir X precede a X' , si en el abecedario X prerst rst —
cede a X'. Habiendo efectuado una tal ordenación, las ecuaciones
(75)a (81) se consideran en el orden jerárquico asignado a los miem
bros de la izquierda de cada una de las ecuaciones.

7) Utilización de polinomios de Legendre.

Las ecuaciones escritas, toman su forma numérica explícita cuando se 
particulariza en la elección de los sistemas ortogonales. Una p̂ sjl 
bilidad atractiva será .i la utilización de series de Fourier, pero 
desgraciadamente ello no es posible en el presente caso porque cada 
una de las funciones trigonométricas satisfacen ecuaciones de 3a foj: 
ma

Y  , 0n r n

y por ello ningún número finito de térmih9S podría usarse para a*- 
proximar la (l), salvo en la solución trivial ^ * = 0.

En cambio, si es posible la utilización de polinomios de Legendre.

^ - r r ( f - D  i - Y  - pr < - 1  - i)

Para las propiedades de estos polinomios ver p. ej.(3)« Y para las 
correspondientes al sistema ortogonal resultante % °  % >  ver el
artículo (l). Tenemos a#í:
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K = •---- | N -» 2n+l n 2n+l

X (o) ■ X (o) - ( - 1 ) n  > X (L) ■ ̂ (- í} = 1

(o) = - (-i)n £<£i2 , Y  (L) . _sí”iiLn L n
m

X (o) .  ( - i  )? a ía ± il ¡ Y n( - ¿ ) --------
£

L.cí, V )  «/. (Y, V  ) - 4 an’ in n* m sn

a s (s+l) (n+s+l) j para n — m+2j n-m = n° par311
n - m  _ ^ .s * ---—  - 1 . D e  lo contrario a = 0

2 sn
La substitución de estos valores en las ecuaciones (50) a (tíl) pro 
porciona las ecuaciones numéricas a resolver, para determinar los 
coeficientes de los desarrollos ortogonales.

8) Resumen.

Un método para encontrar la distribución del flujo neutrónico en un 
lattice determinado, ya descripto en un trabajo anterior, ha sido a 
plicado para encontrar el flujo de neutrones en un arreglo formado 
por barras de combustible (sección cuadrada) sumergidas en un modje 
rador siguiendo tres direcciones perpendiculares entre si.

La celda elemental resultante, ha sido tratada directamente, sin d_e 
formarla, de manera que las soluciones explícitas de las ecuaciones 
numéricas y lineales escritas, proporcionan detalles (estructura fi 
na) que no puede dar ningún método que deforme la celda.Además,mien 
tras que para los ejemplos examinados en el trabajo anterior existen 
métodos "de redondeo" que hacen que el problema dependa de una sola 
dimensión, para el caso que examinamos no existe ningún procedimien 
to que permita una tal reducción.
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